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INTRODUCCIO

Aquesta memdria esta dedicada a 1'analisi de propietats generals
dels fluids perfectes i dels camps electromagnétics en Relativitat,
aixi com a l'estudi d'algunes estructures geométriques lligades a

aquestes distribucions energetiques basiques.

En els capitols destinats al camp electromagnétic tractem, en
primer lloc, el problema de la permanéncia del camp electromagnétic de
radiacié pura: Fem una analisi detallada de 1la bibliografia existent
sobre el tema i obtenim condicions generals de permanéncia. En segon
lloc, 1interpretem 1 generalitzem les relacions de Teukolsky-Fress,
posant de relleu el paper jugat per l'estructura geométrica subjacent

en una solucié regular de les equacions de Maxwell.



INTRODUCCIO

En la segona part analitzem els possibles moviments d'un fluid

perfecte.

Comencem classificant i1 caracteritzant les velocitats d'un

fluid perfecte barétrop. Després, tractem el cas dels fluids perfectes

amb termodinimiques generals, presentant una teoria "4 la Rainich" per

al fluid
holonoms,
cinematic.

Lla

clarificar

perfecte termodinamic. Per altim, examinem els fluids

mostrant que el concepte d'holonomia és essencialment

tercera part d'aquest treball la dediquem a examinar i

algunes estructures geométriques que poden tenir aplicacis

en diversos camps de la Fisica Teérica. Introduim les k-dlgebres

graduades com a generalitzacié de la teoria de les algebres graduades,

i definim i estudiem el sobrant d'un operador. Per Gltim, comprovem que

el claudator de Schouten és el sobrant de la divergéncia en 1'algebra

exterior, 1 estudiem la relacié que té amb les equacions de Maxwell.

_II_



INTRODUCCIO

a) Les equacions de Maxwell no garanteixen la permanéncia dels
camps electromagnétics de radiacié pura: un camp de Maxwell que és
radiacié pura en un instant, pot no ser-ho en instants posteriors.
Aleshores, es planteja el problema de determinar sota quines condicions
queda garantida la propietat de ser radlacié pura per a una solucié de

les equacions de Maxwell.

En els resultats més eignificatius sobre aquesta qiiestis (Mariot,
1654b; Lichnerowicz, 1960), trobem dues insuficiéncies basiques. D'una
banda, no caracteritzen explicitament, en equacions per al propl camp
electromagnetic, la classe de solucions de les equacions de Maxwell per
a les quals és garantida la permanéncia. D'altra banda, no permeten

detectar tots els camps de Maxwell de radiacié pura.

Fer tal de resoldre la primera dificulfat presentem un métode
covariant per a 1l'aobtencié de les direccions principals d'un camp
electromagnétic. A part de les aplicacions que hi fem, aquest métode
pot tenir-ne unes altres, ja que permet de caracteritzar intrinsecament
els camps electromagnétics que admeten alguna direccié principal amb

una propietat donada.

- IIT -



INTRODUCCIO

El mateix Mariot (1954a) demostra que la direccié principal d'un
camp de Maxwell de radiacié pura és geodésica. Aleshores, la segona
dificultat queda resolta amb el teorema de permanéncia que presentem,
ja que generalitza els resultats anteriors de forma que inclou la
classe dels camps de Maxwell que admeten una direccié principal

geodésica.

b) A causa de les dificultats d'integracié de les equacions
d'Einstein, 1l'obtencié de solucions numériques aproximades apareix com
una alternativa cada vegada més usual. El formalisme utilitzat és el
formalisme evolutiu: hom integra les equaclions de lligadura d4'Einstein
en un instant inicial i, a continuacié, hom obté la dependéncia
temporal d'aquestes solucions a partir de les equacions d'evolucis
d'Einstein.

Peré, en cas d'interessar-se per solucions d'un tipus concret de
Petrov-Bel, s'hauran d'integrar simultaniament, en la primera etapa,
les equacions de 1lligadura d'Einstein 1 aquelles altres que
garantesquen el tipus fixat per a les dades inicials. Aquestes darreres
han estat obtingudes per B.Coll (1980), pero un problema que encara
estd per resoldre 1 que incideix en la segona etapa d'integracis, és la
delimitacié de les condicions que asseguren la permanéncia d'una
determinada classe de Petrov-Bel.

Aquesta ha estat una de les raons que ens ha motivat l'estudi de
la permanencia del camp electromagnetic de radiacié pura. En efecte,
pensem que els resultats relatius al camp electromagnétic poden sugge-

rir, com en altres qliestions, el cami a seguir per tal de completar els

- IV -



INTRODUCCIO

resultats existents sobre el camp gravitacional (Le Than Phong, 1964).
I no sols per a resoldre la permanéncia del cas radiatiu, siné per a
estudiar la possible "regeneracié®™ de qualsevol tipus (algebraicament

especial) de Petrov-Bel.

c) Un altre domini en el qual poden influir els resultats que
presentem sobre la permanéncia del camp electromagnétic, és en l'estudi
de la radiacié electromagnética. Un teorema de permanéncia per al camp
singular és també, pér complementarietat, un teorema de permanéncia per
a una classe de cdmps electromagnétics regulars. Aleshores, utilitzant
métodes de transformacions conformes per a 1l'estudi de propietats
asimptotiques, el comportament a 1'infinit, radiatiu o no, d'un camp
regular, podria detectar-se per la verificacié (local) de les hipétesis

del teorema de permanéncia.

d) La integracié de les equacions de Maxwell en Relativitat
General és fonamental per tal d'arribar a comprendre millor diversos
fenomens fisics (camps magnétics en pilsars, camps electromagnétics al
voltant de forats negres, etc...) i pot resultar atil també de cara a
l'estudi local del camp gravitatori i de la seua mesura a través dels

efectes sobre camps electromagnétics de prova.

Tanmateix, aquesta integracié no és facil 1 1les solucions
conegudes s'han aconseguit imposant fortes “"simetries". Aixi, de cara a
ampliar les families de solucions, és interessant qualsevol

generalitzacié dels resultats que han facilitat la integracis.
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A partir de les relacions de Teukolsky-Press ha estat possible
d'integrar, per separacié de variables, les equacions de HMaxwell en
geometries de Kerr perturbades. A¢o ha fet possible l'estudi detallat
del problema de les perturbacions d'un forat negre de Kerr per omnes
electromagnétiques incidents (Chandrasekhar, 1683). La generalitzacié
de les relacions de Teukolsky-Press es presenta, aleshores, com un
possible cami per tal d'examinar situacions fisiques semblants en
altres contexts geométrics. Peré en intentar estudiar les condicions
sota les quals aquestes relacions sén generalitzables a altres espais-

temps, es planteja el problema de la seua dificil interpretacisé.

Aqui donem una interpretacié geométrica rigorosa de les relacions
de Teukolsky-Press, que mostra el paper basic Jjugat pel caracter
maxwellia dels 2-plans principals d‘un espai-temps de buit tipus D.
Després, una vegada clarificada la seua connexié amb les equacions de

¥axwell, presentem la seua generalitzacié a espais-temps arbitraris.

e) El concepte d'estructura maxwelllana (estructura quasi-
producte 2+2 assaociada a un camp de Maxwell regular) apareix, per
primera vegada, en la teoria de Rainich, la qual caracteritza les
métriques d'Einstein-Maxwell. La interpretacié que presentem de les
relacions de Teukolsky-Press mostra que aquest concepte geométric és
d'utilitat en la recerca de solucions prova de les equacions de
Maxwell. Assenyalem que ha estat també utilitzat a 1l'hora d'integrar
les equacions d'Einstein-Maxwell, en particular, per tal de trobar
families de solucions paral-leles en geometries de tipus D de Petrov-
Bel (Debever, MclLenagkan 1987; Plebansky, 1979).

- VI -



INTRODUCCIO®

£) Remarquem que els resultats que hom pot obtenir relatius al
camp electroﬁagnétic, no sols poden ser interessants per si mateix,
siné que, a més, pot plantejar-se la seua generalitzacié a qualsevol
teoria de camp, la projeccié del qual sobre 1'espai-temps, siga una 2-
forma. Per exemple, s'ha donat una generalitzacié del teorema de
¥ariot-Robinson per a camps de Yang-¥ills (A.Trautman, 1583). En
aquesta linia, té sentit plantejar-se si una geometria maxwelliana té

associada una solucié (regular) de Yang-Mills,

- VII -
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a) La recerca de mndels cosmologice 1 estelars compatibles amb la
Relativitat General ha motivat nombrosos estudis sobre els fluids
relativistes i, en particular, 1'obtencié de solucions de les equacions

d'Einstein interpretables com a tals.

Els fluids perfectes han estat un important tema d4'investigacis
en el camp de la Relativitat ja que representen la distribucié material
més adeqiiada per a la descripcié de determinades situacions fisiques
(per exemple, els models d'univers compatibles amb el principi
cosmolégic d'homogeneitat i isotropia). Peré la raé fonamental per la
qual els fluids perfectes s6n els medis continus més coneguts és que
l'estudi dels fluids generals presenta molts més problemes. Aixi, per
exemple, encara no estd resolt quin és el métode adeqiiat d'a‘s'sociar—los
una termodinadmica. A més a més, com que representen més variables que
els fluids perfectes, les dificultats d'integracié de les equacions

d'Einstein sén majors.

Nogensmenys, 1l'analisi de determinats problemes on no sén
menyspreables els efectes dissipatius o de viscositat (interior
d'estrelles no estatiques, evolucié d'esferes que radien, col-lapse
estelar anisotrop), exigeix considerar fluids no perfectes. Com a

conseqiiéncia, el seu estudi ha augmentat considerablement durant els

- VIII -
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darrers anys. Tanmateix, a causa de 1la Jja esmentada dificultat
dfintégracié de les equaéions d'Einstein, moltes vegades hom ha de
recérrer a métodes indirectes per a l'obtencié de solucions (generacis
per transformacions conformes de solucions conegudes o reinterpretacis
d'aquestes (Carot, 1987)). '

En aquest context, 1l'estudi dels moviments perfectes d'unm fluid 1
de les velocitats holénomes pot contribuir al calcul de solucions de
les equacions d'Einsteln interpretables com a fluid (perfecte o no).
D'altra banda, la caracteritzacié dels fluids termodinamics pot ser

util per a dotar de significat fisic algunes soclucions conegudes.

b) La conservacié del tensor impuls-energia d'un fluid perfecte
condueix a un sistema d'equacions per a la velocitat u, la densitat
total d'energia p i la pressié p. De l'andlisi d'aquest sistema resulta
que, dopnat un camp u, no sempre existeixen funcions p i p de forma que
la terna (u,p,p) el verifique; és a dir, no tot camp unitari representa
el "moviment perfecte® d'un fluid. Aleshores, hom pot plantejar de
trobar les condicions necessaries 1 suficients que ha de satisfer um

camp u perqué siga la velocitat unitaria d'un fluid perfecte.

A part de 1'interés que pot tenir el coneixement dels possibles
*moviments perfectes", aquesta caracteritzacié pot incidir en el calcul
de solucions de les equacions d'Einstein. El procediment estandard
d'integracié consisteix a abordar ‘directament les equacions en cartes
locals adaptades a u. La caracteritzacié intrinseca de les velocitats
d'un fluid perfecte fa possible tenir una visié distinta dél problema:

en una primera etapa, hom pot dedicar-se a traduir aquestes equacions

._Ix_



INTRODUCC1A

en condicions sobre les components de la métrica en una carta adaptada
a u; sobre les soluclons g. d'aquestes equacions s'imposara, en una
segona etapa, que u siga auto-vector del Ricci corresponent; per Gltim,
amb el sistema ja parcialment integrat, hom considerara la resta de les

equacions d'Einstein en p 1 p.

Assenyalem que aquest métode d'integracié per etapes per a la
determinacié de solucions fluid perfecte de les equacions d'Einstein,
pot usar-se també per al calcul de solucions més generals. En efecte,
davant les dificultats que presenten aquestes, ens podem restringir a
l'estudi de fluids que mantenen, parcialment, les propietats d‘un fluid
perfecte. Aixi, 1la caracteritzacié de 1les velocitats d'un fluid
perfecte serad d'utilitat en el calcul de solucions no perfectes pero
amb "moviment perfecte®. Per exemple, si ens preocupem per fluids
anisétrops sénse conduccié de calor, haurem de mantenir les dues
primeres etapes d‘'integracié 1 considerar, en la tercera, la resta

d'equacions d'Einstein en p, p 1 el tensor de pressions anisétropes.

c) Treciokas i Ellis (1871) analitzen, en un interessant article,
certes restriccions cinematiques a qué estan sotmeses les solucions de
les equacions d'Einstein-Boltzman. Aquest treball suggereix que el
tensor impuls-energia d'una solucié exacta d‘aquestes equacions pot ser
de fluid perfecte solament en circumstancies molt restrictives. Els
mateixos autors conjecturen en l'article esmentat: Si wna solucisé de
les equacions d'Einstein-Liouville (o, fins 1 tot, d'Einstein-Boltzman
amb un terme de col-lisions raonable) té un tensor impuls-energia fluid
perfecte, aleshores el moviment és sense distorsié @=0) 1 admet un

potenclal d'acceleracié (a=i(u)da).
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Aquestes restriccions de 1la tecria cinética han motivat la
recerca de solucions de les equacions d'Einstein fluid perfecte amb
distorsié nul-la (veure referéncies de l'article de Barmes (1983)).
Paral-lelament s'han demostrat una seérie de resultats que posen de
relleu les restriccions cinemitiques addicionals a qué estan sotmeses
aquestes solucions. Treciockas i Ellis (1971) arriben a conjecturar en
el treball abans esmentat que tota solucié fluid perfecte amb v=0, en
expansié 1 amb una equacié d'estat p=p(p), és necessiariament sense
rotacié. Aquests autors ho proven per a p=p/3 i King i Ellis (1973),
completant resultats parcials anteriors (Gédel, 1950; Benerji; 1968)
demostren la conjectura per a espais-temps espacialment homogenis.
També s'bha demostrat aquesta suposicié quan la velocitat i el vector
rotacié sén paral-lels (Vhite, Collims, 1984) 1 sota determinades
restriccions del tensor de Veyl (Collins, 1984).

la verificacié o no d'aquesta segona conjectura de Treciokas-
Ellis pot tenir importants conseqiiédncies. Per exemple, després de
l'estudi global de les solucions que la verifiquen (Collins, 1985) i .
suposant certa aquesta hipotesi, s'ha especulat sobre la unicitat dels
models cosmolégics de Friedmann-Robertson-Valker (Collins, 1987).
Tanmateix, malgrat el seu interés, no coneguem cap intent d'analisi

genérica d'aquest problema.

La nostra caracteritzacié 1 classificacié de les velocitats d4'un
fluid perfecte barétrop completa l'estudi a nivell de fluid prova 1
aporta elements que poden ser utils per a l'examen general de la
conjectura: mostra que les restriccions a qué estad sotmés el moviment
barétrop d'un fluid perfecte, no sols depenen dels coeficilents

cinematics de la velocitat, siné també de les seues primeres i segones

_XI_
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derivades; permet de comprovar si els resultats parcials que suporten
la conjectura depenen solament de la conservacié del tensor impuls-
energia o també de la resta de les equacions d'Einstein; posa de relleu
que la condicio de distorsié nul-la estad intimament lligada a aquestes
darreres equacions, ja que no juga cap paper en el nostre estudi.
Assenyalem per altim que a partir d'aquesta analisi de les velocitats
barotropes, hom pot comprovar facilment que la conjectura no se satisfa
a nivell de fluid prova, és a dir, existeixen solucions barétropes de

§T=0 sense distorsié, en expansié i amb rotacioé.

d) La conservacié del tensor impuls-energia d'un fluid perfecte
és equivalent a un sistema d'equacions, indeterminat des del punt de
vista evolutiu, que pot tancar-se amb la condicié de barotropicitat
p=p(p). Pero aquesta hipétesi resulta molt restrictiva en l'estudi de
determinats fendmens fisics (recordem, per exemple, les limitacionms

cinemadtiques a qué estan sotmeses les solucions barstropes).

El metode més general de tancar el sistema és mijangant la
introduccié d'una termodinamica. Aleshores, sembla natural que ens
plantegem el problema de determinar els fluids en els quals és possible

definir un esquema termndinamic.

La caracteritzacie dels fluide perfectee termndiniamics pot
facilitar la interpretacisé de families de solucions de les equacions
d'Einstein que hagen estat obtingudes sense imposar, en vistes a
facilitar 1la 1integracié, cap restriccié prévia que implique um

significat fisic concret.

- XII -
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La teoria de Rainich caracteritza els espais-temps d'Einstein
¥axwell; la caracteritzacié que hi presentem dels fluids perfectes
termodinadmics ens permet de construir una teoria semblant per a
aquests. La nostra teoria "a 1la Rainich* sera d'utilitat, en
particular, per a comprovar si una métrica donada és interpretable com
a fluid perfecte termodindmic i permetra l'obtencié de les possibles

termodinadmiques associades.

e) Els medis holonoms foren introduits per Lichnerowicz (1955)
per tal de generalitzar a la Relativitat els moviments isontrépics
classics. Aquells com aquests tenen associats invariants integrals (en
el sentit de Poincaré); pero els anidlegs relativistes de la velocitat
(invariant relatiu) i del seu rotacional (invariant absolut), no sén la
velocitat unitaria u 1 la seua diferencial exterior, siné el corrent
C=Fu 1 la seua diferencial. Aixi, en els invariants que hom pot definir
en un medi holonom hi ha un comporient (1'index d'bolonomia F) que no

¢s, en principi, cinemitic.

£s del tot evident 1l'interés fisic dels medis holonoms com a
generalitzaclé relativista d'unes propietats classiques d'invariancia.
Tanmateix, l'avantatge del seu estudi esta basat, fonamentalment, en
una propietat ja enunciada per Lichnerowicz: Les linies de corrent d'un
moviment holomom sén geodeésiques per a una métrica conforme a la de
1'espai-temps considerat. Aquesta classe de congruéncies s'anomenen

conformement geodésiques.

- XIII -
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Nosaltres mostrem que aquesta propietat de 1les velocitats
holénomes no sols é&s necessaria, siné també suficient i, per tant,
l'holonomia és en realitat uma caracteristica purament cinemitica. A
més a més, les congruéencies conformement geodésiques estan
caracteritzades per l'existéncia d'‘un potencial d'acceleracié i, en
conseqiiéncia, per exigencies de la teoria cinética (recordem la primera
conjectura de Treciokas-Ellis), caldra considerar medis holénoms per a

descriure determinades situacions fisiques.

A partir de les congruéncies conformement geodeésiques hom pot
definir les coordenades normals conformes (Schmidt, 1986), les quals
sén una generalitzacié de les coordenades normals. Aixi, a l‘'hora
d'integrar les equacions d'Einstein en un referencial adaptat al medi,
el calcul de solucions holénomes serd més senzill pel fet de treballar

en un sistema de coordenades privilegiat.
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a) ks del tot evident l'interés que té el concepte de derivada de
lie per a la caracteritzacié de propietats d'invariancia existents en
un determinat sistema fisic. El claudator de Schouten generalitza 1la
derivada de Lie 1, per tant, és convenient una analisi detallada de les
seues propietats. Aquest clauddtor mesura la variacié mitua entre dos
tensors donats 1 permet, en particular, de caracteritzar els tensors
(simetrics) de Killing, els quals, com passa amb els vectors de

Killing, tenen associats constants del moviment.

Des d'aquesta perspectiva, el claudator de Schouten pot ser
l'eina adeqiada per a l'estudi de possibles invariancies associades a
un camp electromagnetic i, en particular, del significat de la
propietat d'auto-invariancia en el cas d'una solucié de les equacions
de Maxwell.

Pero a l'hora d'escometre aquesta tasca ens trobem amb algunes
dificultats. En efecté, malgrat bhaver estat utilitzat per a=a
caracteritzar les estructures de Jacobi (Lichnerowicz, 1977), hi ha
algunes qiiestions relatives al claudator de Schouten per a p-temsors
(contravariants antisimétrics) que encara estan per resoldre: ¢és

ltalgebra de Schouten una algebra de Lie graduada?; estant el claudator

- XV -



INTRODUCCIO®

de Schouten 1 la divergéncia (amb la qual s'expressen les equacions de
¥axwell) definits tots dos sobre els p-temsors, ¢hi ha alguna relacié
entre ells?; ¢existelx una expressié global per al claudator de

Schouten independent de la seua actuacié sobre les p-formes?

La resposta d'aquests interrogants ens permetra comprendre bé la
relacié entre el claudator de Schouten i les equacions de Maxwell 1,

aixi, assolir 1'objectiu abans esmentat.

b) El claudator de Schouten 4'un a-tensor i un b-tensor és un
(atb-1)-tensor, és a dir, aquest claudiAtor és una operacié de grau -1.
D*altra banda verifica una anticommutativitat i una identitat de Jacobi
de tipus graduat. Pero en la teoria estandard sobre algebres de Lie
graduades sols es treballa amb operacions d'ordre zero. Aleshores, per
a respondre al primer interrogant cal generalitzar la teoria d'algebres
graduades per a poder considerar operacions de grau arbitrari k.
Aquesta qiiestié queda resolta amb la teoria de k-algebres que

presentem.

Un endomorfisme d'una algebra graduada és una derivacié si
verifica una regla de Leibnitz de tipus graduat; aixi s'ba de satisfer
una certa equacié per a cada parella d'elements de 1'algebra.
Aleshores, quan un endomorfisme no és una derivacié, defineix en
l*algebra una nova operacié que nosaltres anomenem sobrant de

l'endomorfisme en l'algebra considerada.

De l'estudi que fem dels sobrants se segueix que, sota

determinades condicions verificades per l'algebra i l'endomorfisme (de

- XVI -
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grau p), el sobrant fixat per aquests defineix una estructura de p-
adlgebra de Lie graduada. Aquestes condicions se satisfan per al cas de
1'algebra exterior contravariant 1 1'operador divergéncia; aixi, una
vegada demostrat que el sobrant corresponent coincideix amb el
claudator de Schouten, resulta que aquest defineix en els p-tensors una
estructura de (-1l)-algebra de lLie graduada. A més a més, tindrem una
expressié per al claudator que depén solament de productes exteriors i
de 1l'operador divergencia, amb la qual cosa donem resposta als

interrogants plantejats.

L'objectiu d'aquesta introduccié ha estat donar una visié general
dels problemes que tractem tot seguit, insistint sobretot en els
possibles camps d'aplicacié. A més a més, dediquem la primera seccié de
cada capitol a exposar els objectius plantejats i els resultats

obtinguts.
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Capitol 1

PERMANE=ENCIA DEL

CAMP ELECTROMAGN=TIC

1,MOTIVACI&6 I OBJECTIUS

a) Entre els problemes, encara oberts, relatius a les equacions
de Maxwell, tenim el de 1les condicions de permanéncia del camp
electromagnétic de radiacid pura. £s conegut que les equacions de
Yaxwell no garanteixen que un camp electromagnétic, que és radiacisé
pura en un instant, continue essent radiacié pura en instants
posteriors. Les uniques condicions de pefmanéncia conegudes sén les de
Mariot-Lichnerowiéz que estudiarem amb detall a la seccié segient 1 que
estableixen que entre la classe dels camps electromagnétics de tipus

integrable, els camps de radiacié pura son permanents.

El resultat anterior és interessant perc té alguns inconvenients.
Un d'aquests és que no se sap formular explicitament, en termes del
propi camp electromagnétic, quina é&s la classe que admet una direccis
pfincipal integrable; és a dir, no se sap escriure el sistema

diferencial respecte del qual, segons el teorema, la radiacié pura és
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permanent. Potser pers, el principal inconvenient siga el seu caracter
parcial: el resultat de Mariot-Lichnerowicz no permet de detectar els
camps de radiacié pura permanents que no tenmen cap direccié primcipal

integrable.

b) Com que la literatura sobre el tema és bastant confusa,
concretarem en una primera etapa, en la seccié 2, la naturalesa del
problema de permanéncia de la radiacié pura, el paper que juga el
resultat anterior 1 les possibles generalitzacions que en podenm

esperar.

En la seccié 3 resoldrem covariantment el problema algebraic
d'obtencié de les direccions principals d'un camp electromagnétic
arbitrari amb la introduccié d'uns concomitants, del camp electromagne-
tic i de la meétrica, que projecten qualsevol direccié temporal sobre
les direccions principals.

Finalment, en la seccié 4, generalitzarem el teorema de Mariot-
Lichnerowicz de forma que incloga tots els camps radiacié pura, 1
utilitzarem els resultats de la seccié anterior per a formular
explicitament el sistema diferencial respecte al qual en sén perma-
nents. Per daltim, comprovarem que, sota la nostra condici6é de
permanencia de la radiacié pura, la propietat d'admetre fronts d'ona és

també permanent

c) Els resultats d'aquest capitol han estat exposats als E.R.E.-
86 1 a les "Journées Relativistes 87" (B.Coll, J.J.Ferrando, 1986,
1087a), 1 sén el tema d*un article (B.Coll, J.J.Ferrando, 1987b).
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2,SITUACI& DEL PROBLEMA

a) Anomenarem camp de Maxwell a un camp electromagneétic F que

verifica les equacions de Maxwell de buit:
§F = 0, §%F = 0 {K)

on 6§ 1 * sbén, respectivament, els operadors codiferenciacié 1 dual
(* = (J..), on T és l'element de volum i (B,A) denota el producte
interior amdb la meétrica g; en components locals, p!(B,A)q = Bap A° 1
(§P)p = -V, Py, on p i q com a index sén p=Hi...8e, @ = ct1...0q). Des
del punt de vista evolutiu, aquestes equacions es divideixen, respecte

a una direccié (temporal) d'evolucié u, en un sistema d'evolucié

1WéF = 0, 1Cu)é*F = 0 ~{E}
i un sistema de lligadures
i1(uwésF = 0, i(u)6*F = 0 {L}

on L(u) és el projector espacial respecte a u, 1 1(u) és la u-projec-

cié (producte interior).

En un domini @ de l'espai-temps (V.,g), un ipstant és una hiper-
superficle espacial de Q. Resulta que el sistema de Maxwell
{M)={E}U{L} ¢és involutiu: si F és una solucié de {E} en un domini i
verifica {L) en un instant, aleshores F és solucié de {L} en el domini.

En aquest cas es diu que {L) és permanent per a {E}.

Totes les consideracions d'aquest capitol sén de caracter lccal.

Y¥'és la causa que els espais-temps no admeten (en general) instants
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globals, que les equacions de Maxwell sén hiperbéliques (i la
hiperbolicitat és intrinsecament local), 1 que les seues solucions no
sén, gehéricament, globalment continues (i. Ven conseqiiencia, els
problemes d'evolucié estan mal plantejats). Aixi, ens limitarem a
dominis on els camps electromagnétics considerats siguen suficientment
diferenciables, i sobreentendrem que 1l'entorn d'un instant és 1l'inclés
al seu domini d'influéncia.

b) Un camp electromagnétic F es diu radiacié pura o singular si

els seus invariants &g = (F,#F) 1 y = (F,F) sén nuls:
g2+ w2 =0 {8}

i es diu regular en cas contrari. No insistirem en el significat fisic
dels camps de radiacié pura jJa que és ben conegut; el fet que ens
interessa aci és que el sistema (S}, al contrari del que ocurreix amb

el sistema {L}, no és permanent per al {E} o, en altres paraules, que

PROPOSICI6 I.1: Un camp de Kaxwell, que és radiacié pura en un

instant, pot no ser radlaclé pura en instants Immediats.

Aquesta proposicié contradiu un antic resultat de L.Mariot
(1954b). Per aquesta raé, 1 Jja que constitueix el punt de partida
d'aquest capitol, ens detindre~m en la seua demostracié. Aquesta pot
fer-se per analisi qualitativa del sistema {M}U{(S) pers, essent inte-
ressant, resulta llarga 1 delicada; la demnstraclé que presentem aqui,
més senzilla, consisteix a construir explicitament un exemple d4'un tal
camp singular no permanent. Siguen e i h, respectivament, els camps
eléctric i magnetic que caracteritzen F per a un abservador inercial a
l'espai-temps de Minkowski; els sistemes {E), {L} and {S} s'escriuen,

respectivament,
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de/dt = - rot h dh/dt = rot e
dive=20, divh=0
i e - h =90, e.h =0

Per derivacié temporal del darrer, resulta, tenint en compte el primer,

h.rot e + e.rot b

n
o

(I.1)

n
(o)

e.rot e - h.rot e

Pero (M) és involutiu i {E} ben posat (en el sentit de Cauchy), és a
dir, a cada parella (e.,h.) que verifica {L)} en un instant, correspon
una dnica solucié de (M) al domini d'influéncia d'aqueix instant.

Considerem, a 1'instant t=t., els camps:
e (x!) = (x,y,0) , ho (x) = (0,0,

on x' = {x,y,2) (coordenades cartesianes) i r? = x2+y2. £s facil compro-
var que aquests camps verifiquen les relacions de radiacié pura donades
per {8} i el sistema de lligadures {L) i, per tant, generen al voltant
de to una solucié anica de ({¥}. Tanmateix, pot comprovar-se per
substitucié, que aquesta solucié no verifica les relacions (I.1) en t.
i, en conseqiéncia, 1li correspon un camp de Maxwell, radiacié pura en

to, que és regular en un entorn, la qual cosa demostra la proposicié.

Convé destacar que la verificacié del sistema de primer ordre
(1.1) per les dades inicials (e.,h.) no garanteix el caracter radiacié
pura fora de to: si derivem temporalment (I.1) i utilitzem {E}, obtenim
un sistema d'equacions de segon ordre sobre t. que tampoc sera, en

general, verificat per les solucions del sistema {LYU{SYU{(I.1)). la
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continuacié d'aquest procés a qualsevol ordre finit de derivacis

condueix sistemdticament al mateix resultat negatiu.

¢) Un camp electromagnétic que és regular en un instant és ne-
cessariament regular, per continuitat, al voltant d'aqueix instant. La
proposicié I.1 mostra que, en genmeral, no ocurreix el mateix per a un
camp radiacié pura, de forma que arribem naturalment a plantejar-nos el

segiient

FROBLENA: Trobar sota quines condicions addicionals a les equa-
cions de Maxwell, els camps electromagnétics radiacié pura sén

permanents.

L'dnica resposta coneguda a aquest problema és el teorema de
Mariot-Lichnerowicz. Recordem que les direccions principals d‘un camp
electromagnétic F son les direccions prépies comunes a F i #F, i sén
necessariament Isétropes. F té dues direccions principals simples o una
doble segons siga, respectivament, regular o radiacié pura. Un camp
electromagnetic s'anomena de tipus integrable si una de les seues
direccions principals, siga 1, és integrable: 1A dl = 0. Els camps
radiacié pura de tipus Integrable sén els propagats per fronts d'ona,
escent aquests fronts, les hipersuperficies equipotencials & = ctant de
l = \d8. Aleshores tenim:.

TEORENA (Mariot-Lichmerowicz): Si un camp de Maxwell de tipus
integrable és radiacié pura en un Instant, és radiacié pura al

voltant d'aqueix instant.

Aquest enunciat, amb una senzilla demostracié a partir de
ltequacié de direccions propies, es deu a A.Lichnerowicz (1960).

Anteriorment, L.Mariot (1955) va publicar una deduccié obtinguda en
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referencial mobil adaptat; peré aquesta prova, parcialment basada en un
resultat previ erroni (L.Mariot, 1954b), és incompleta i 1'enunciat,
per la mateixa rad, conté elements incorrectes. Malgrat aquests errors,
11 deguem la formulacié d'aquesta propietat de permanencia 1 la
demostracié d'una altra propietat fonamental del camp electromagnétic
de radiacié pura (L.Xariot, 1954a).

d> Un inconvenient que presenta el teorema de Mariot-Lichnerowicz
és que, d'acord amb la seua definicié, els camps electromagnetics F de
tipus integrable s6n aquells per als quals existeix una funcis 8 tal

que
1(d8)FAdb = 0 , 1(d8)¥FAdD = 0 (1.2)

Per tant, és aquest sistema (I.2) d'equacions per a F el que, unit al
de Maxwell {X), assegura la permanéncia del caracter radiacid pura de
les seues solucions. Peré, mentre que {M)} és un sistema diferencial en
F, (I1.2) és un sistema mixt, explicitament algebraic i implicitament
diferencial, dependent d'una funcié de gradient isétrop que alhora
depén diferenciablement de F: 1l'analisi d'un sistema d'aquest tipus no
és facil de fer. Seria desitjable substituir les eqﬁacions (I.2) pel
seu sistema diferencial en F equivalent, "solucié® de 6 en aquelles. En
la seccié segiient introduirem els element algebraics necessaris per a

fer-ho.

Pero l'inconvenient més important del teorema de Mariot-Lichne-
rowicz és el domini restringit de la seua validesa: no informa sobre la
permanéncia dels camps radiacié pura que no siguen de tipus integrable.
La gran varietat d'aquests camps, solucions radiatives no colkerents, fa
desitjable un teorema de permanencia que els abaste. L'obtindrem en la

seccié altima. .
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e) Aclarim ara tres acpectes que considerem importants sobre el
problema plantejat. El primer esta lligat al caracter no involutiv del
sistema {E}U{S): no és possible trobar condicions inicials que garan-
tesquen la permanéncia de 1la radiacié pura en genmeral. En altres
paraules: no existeix cap conjunt de relacions comunes a tots els camps
radiacié pura (i, eventualment, a alguns camps regulars) la verificacisé
de les quals en un instant implique, per a un camp radiacié pura en
aqueix instant, el caracter radiacié pura en el seu entorn. Tanmateix,
agd no implica la no existéncia de condicions inicials que garantesquen
la permanéncia d'alguna classe particular de camps radiacié pura; aixi,
per exemple, les donades en un referencial inercial de Minkowski per
{Vec = ¢, Vho = 0}, encara que sense interés fisic, mostren que "els
camps de Maxwell que en un instant sén radiacié pura i constants, sén

radiacié pura en instants veins".

Aixi doncs, les condicions que permeten seleccionar, d'entre els
camps maxwellians, tots els de radiacié pura permanent, hauran
d'exigir-se en tot el domini considerat (com és el cas del teorema de
Mariot-Lichnerowicz). En altres paraules: es tracta, necessariament, de
completar, de forma convenient, el sistema de les equacions de Maxwell
en un domini, amb un altre sistema en F, de manera que les solucions
comunes a ambdés sistemes siguen o radiacié pura, o regulars quasi per
totes parts (= no existeix cap instant en el domini sobre el qual siga
de radiacié pura en tot ell). Un teorema de permanéncia per a tota
radiacié pura serad doncs també un teorema de permanéncia <(regularitat
quasi per totes parts) per a certa classe de camps regulars. Aleshores,
és clar que l'interés d'un teorema de permanéncia per a la radiacis
pura esta lligat a l'interés de la classe de camps de Maxwell regulars
per als quals és també teorema de permanéncia. Aquest és el segon
aspecte del problema que voliem assenyalar. Aixi, per exemple, no
considerarem bon criterl de permanéncia 1'obtingut completant el

sistema d'equacions de Maxwell {M} amb el sistema
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aF,F) = 0, d(*F,F) = 0 (1.3

és a dir, seleccionant les solucions de radiacis pura permanent entre
la classe de camps de Maxwell amb invariants constants: 1l'interés fisic

dels camps regulars d'aquesta classe és mediocre.

Finalment, el tercer aspecte que creiem important remarcar sobre
el problema plantejat, per ser freqientment motiu de confusid, és la
seua independéncia respecte del teorema de Robinson (1561); completant
un resultat de Mariot (1954a), aquest teorema estableix que una
congruencia és geodésica 1 sense distorsié si, I sols si, és direccié
principal d'un camp de Naxwell radiacié pura. Sabem que, o0 l'espai-
temps no és de tipus 0 de Petrov-Bel, i el teorema de Goldberg-Sachs
generalitzat assegura que, com a molt, hi ha dues congruéncies isotro-
pes 1 sense distorsié, o l'espai-temps és de tipus 0, i aleshores la
distorsié D de tota congrueéncia isotropa geodésica verifica la llei de
transport 1(I)VD = -trL.D, on L=£(l)g és la derivada de Lie de g al
llarg de la direccié isotropa 1l; aixi, en ambdés casos (encara que per
métodes diferents), el caracter geodesic i sense distorsié d'una con-
gruencia isotropa pot obtenir-se a partir de dades inicials. Tanmateix,
els camps radiacié pura, l'existéncia dels quals queda garantida pel
teorema de Robinson, no sén seleccionables per condicions 1nicials
entre tots els camps radiacié pura que tenen com a direccié principal
en un instant la congruéncia donada. Aquestes congruéncies donen lloc
també a camps de Maxwell que sén regulars fora d'aqueix instant; en la
darrera seccié d'aquest capitol  veurem que aquests camps regulars

s'aparten necessariament, fora de 1l'instant, de la congruéncia donada.
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3.DIRECCIONS PRINCIPALS DEL CAMP ELECTROMAGNeTIC

a) El tensor d'energia associat a cada 2-forma F ve donat per
T=1/2{F*+(3F)2?), on F?2 = FxF, x indicant la contraccié del producte
tensorial sobre els index adjacents. Reciprocament, un tensor simétric
T és el tensor d'energia d'alguna 2-forma si, 1 sols si, verifica les
condicions algebraiques trT=0, T2?=y2g (Rainich, 1925); les carrespo-
nents 2-formes estan relacionades per una rotacié de dualitat, i sén
radiacié pura si, 1 sols si, x=0. Recordem que els polinomis

caracteristics de F 1 #F soén, respectivament,
PO = (A2 - a2) (22 + 82), Pr(x) = (A2 + a2)(\2 - R2); (I.4)
aixi, sl 1. son les direccions principals de F, tenim

1UJDF = £ als, 1(1)4F = F Bl . (I.5)

Definim

POV 2 0 F ' POV = (0 2 o) (A2 + B2
(1.6)

PO 2 OO F B)VPFO) = O 2 BYOA2T + o)

el tearema de Cayley-Hamilton implica que P«:(F) (resp. P.*(#F)) ¢és
auto-tensor de F (resp. de #F) amb auto-valor za (resp. =*B8), que

commuta amb F (resp. amb #F).
A partir de les conegudes identitats
Fz2 — (#F)>2 = (a? - §2) g

I.7)
Fx % =3F xF=-af g,
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pot provar-se que els auto-tensors anteriors sén de la forma

P.(F) =a F , P.(F) = - a *F
: (1.8
P-*(*F) = - B F , P(*F) = § *F ,
on F és el tensor definit per
F=zaF-RB3F+T+yxg (1.9

i *F denota la seua transposada.

DEFIKICI6: Anomeparem concomitants principals d'una 2-forma F als

auto-tensors F 1 ‘'F.

b) Analitzem algunes propietats d'aquests concomitants. L'expres-
sié (1.9 mostra que F no es redueix mal a una 2-forma, 1 que sols és
simetric si F = T, és a dir, si F és radiacié pura. En aquest cas és
conegut que T x F = F x T = 0 ; ara obtindrem una relacié an&lcgé per
al cas regular. Quan F no és radiacié pura, almenys un dels seus auto-
valors, siga o, no és nul; aleshores, com que P*(F) sén auto-tensors de
F que commuten amb aquesta, de la primera de les relacions (I.8),
resulta

FxF=Fx F=aF (I.10
i, tenint en compte la segona identitat de (I.7),
F x #F =%F x F=-8 F (I.11)

De (I.10>, (I.11) i les seues relacions transposades, resulta que ImF

1 Im*F sén les direccions principals de F. Aleshares, podem escriure:

F= 1. x 1- ’ (I.12)
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Aleshores és facil comprovar:

PROFOSICI6 I.2: Els concomitants principals d'una 2-forma F sén,
salvant un factor, els idnics auto-tensors de F 1 #F que commuten

amb aguestes.

Un endomorfisme G és un generador d'una parella de direccions,
siguen (L}, si ImG = {lL)} 1 Im*6 = {Il.}). Aleshores, 1l'anterior

resultat pot ser enunciat com segueix:

FPROPOSICI6 I.2': Un endomorfisme G és el generador de les direc-
cions principals d'una 2-forma F sii coincideix, salvant un

factor constant, amb un concomitant principal de F.

Ara b&, de (I.12) resulta que KerF 1 Ker'F no tenen direccioms
temporals; aixi, arribem a la regla segiient d'obtencié de les direc-

cions principals:

TEORENA I.1: Les direccions principals l. d'una 2-forma F estan

donades per

l. = F(x) ) 1. = YF(x) (I.13)

on x és una direccié temporal arbitraria I F és el concomitant

principal de F donat per (I.9).

Aquest teorema condensa el métode de resolucié covariant del pro-
blema de les direccions principals d'un camp electromagnetic. En
(I.13), F&x) = L1 (x)*F; per exemple, la primera expressié s'escriu, en

coordenades locals, l.* =F ¢, x*:
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c) Les relacions algebraiques de Rainich (1925) sén les
condicions neéessﬁriesri sufiéiénfs pefqué un tensor simetric T siga el
tensor d'energia d'ﬁn camp electromagnétic; vegem ara .les relacions
corresponents per a F. De (I.12) se segueix F x *F = 'F x F = 0; re-
ciprocament, si un tensor F verifica aquestes relacions, ImF i Im‘F
son direccions isotropes, és a dir, F s'escriu com (I.12). En
conseqiiéncia, cada 2-forma F que té aquestes direccions principals
admet M\F com concomitant principal. Pers, la part sense traga de F és
un tensor d'energia que verifica les condicions algebraiques de Rainich

i, de (1.9), trF = 4y ? 0. Aixi, tenim:

PROPOSICIS6 I.3: Les condicions necessaries 1 suficients que ha de
verificar un 2-tensor F perqué siga concomitant principal d'una

2-forma sén

Fx**F=**FxF=0, trF 2 0 (I.14)

Ales.bores F determina F salvant una rotacié de dualitat.
ts més. es pot provar facilment que:

PROPGSICI6 I.4: Suposem F verificant les relacions (I.14). Si
trF=0, siga

Fo = 1zI{12Zx)FA V2 IFAZ

on x 1y sén vectors temporals sotmesos a la condicié que el vec-

tor z = F(x,y2x - F{x,x)y no siga zero. 51 trF > 0, siga
Fo = 2trP)"V2(F - *F)

Aleshores, les 2-formes F per a les quals F és un concomitant

principal estan donades per

F=cos pF. + sin p #F. , Vyie R.
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d) Completem 1'estudi algebraic indicant la caracteritzacis cova-

riant dels 2-plans invariants, siguen m i =n*, d'una 2-forma F.

Quan F és regular, P = x'T defineix una (2+2)-estructura quasi-
producte. siga m el 2-pla temporal i G la 2-forma element de volum
sobre wn; aleshores #G és la 2-forma element de volum sobre el 2-pla
(espacial) ortogonal =nt, i F pot escriure's F = a G + B #G. Reciproca-
ment, l'element de volum G ve donat per G = @2y)'(a F - f #F), on
2y = o® + B2, Per altra part, siguen v i h respectivament les metriques
induides sobre m i nl; es verifica v+ h=g 1 v -h=yx'T; aixi,

v=@ONT +xg) b= @2)(T - xg) (1.15)

Concsiderem un vector temporal arbitrari x no contingut en =

(3G (x)#0);aleshores,
vix) e m , G(x) e n (I.16)

hix) € n* , #0G(x) € (I.17

Essent x temporal i G?%0, G{(x) no és zero ni isétrop, i v(x)=GIG(x)] no
és colineal amb G(x); per raons similars, i essent #G(xX) no nul, els
vectors h(x) 1 #G(x) sén independents. Aixi, els vectors donats per
(I.16) (resp. per (I.17)) generen el 2-pla n (resp. n‘). Aleshores, te-

nint en compte (I.15), resulta

PROPOSICI6 1.5: Els 2-plans Invarifants, =z 1 nt, d'una 2-forma

regular F estan donats, respectivament, per
Tz d@FL) , m= d®FM

on X és un vector temporal tal que T(x) # xx, I els concomitants

biparamétrics de F, F i, 1 Fi,uw*y X4 € R, vénen donats per

Fiaw= 2T+ yxg) + ploF - B#F) , F ot = x(T - xg) + p (BF + o3F)
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Indiquem' que © (resp. m') és un espal propl de F, amb valor propi
zero quan F és espacial (resp. temporal), és a dir, quan a = 0 (resp.
B =0, )

Si F és singular, els 2-plans invariants sén isétrops, contenen
{p/ pAaF=011

la direccié principal de F i estan definits per =«
m = {q/ qa*F = 0 }. Siga x un vector temporal arbitrari; tenim que
X ¢ nU nt 1, aleshores, 1(x)F # 0, 1(x)#F # 0. A més, com en aquest
cas es verifica F F=F #F =0, resulta i(x)Fen { 1(x)3%F € n'.
El concomitant principal F es redueix en aquest cas a T i, per tant,

tenim

PROPOSICI6 I.6: Els 2-plans invariants, n and nt, d'una 2-forma

singular F estan donats per
1t AGOT + pF), %, pe R)Y , wn = {1&X)OT + p3F), X, p €. R}

on X és un vector temporal arbitrari.

e) Per a les 2-formes singulars, F 1 'F es redueixen al tensor
d'energia; en el cas oposat, per a les 2-formes completament regulars
(a0, B#0>, F 1 *F coincideixen amb els covariants de Frabenius (1896)
de la matriu associada a F. Pero, en tant que funcions algebraiques
regulars sobre l'espal de (totes) les 2-formes, els concomitants
principals F i *F de F sembla que no han estat considerats amb

anterioritat.

Assenyalem que aquest métode de “resoluclé covariant* del
problema de direccions prépies d'una 2-forma, pot estendre's a tensors
arbitraris. La seua extensip, en particular, a tensors simétrics ha

estat feta recentment (C.Bona, B.Coll, J.A.Marales, 1987).
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4 ,PERMANENCIA DE LA RADIACIG6 FURA

a) Els concomitants principals d'una 2-forma F permeten de formu-
lar les equacions diferemcials que aquesta ha de verificar perqué algu-
na de les seues direccions principals tinga una propietat diferencial

donada.

Pel Teorema 1.1, per a tota 1-forma temporal x, I = F{(x) és una
direccié principal de F. Aixi, la integrabilitat de I, Iadl = 0, pot
escriure's F&X)AdF(x) = 0. Considerat com endomorfisme de l'espai de
les 1l-formes, F és un A'-valuat camp vectorial; quan aparega en
operacions d'algebra exterior, entendrem que aquestes actuen sobre "la
seua part l-forma" (sobre el primer index de la seua expressié local).
Aixi, com que l'expressié anterior en F de la integrabilitat de 1 és

valida per a tot x, és facil mostrar que

PROPOSICI6 I.7: Un camp electromagnétic F és de tipus integrable

s1, 1 sols si, el seu concomitant principal F verifica

FAQF = 0 (1I.18)

Amb aquest resultat, podem enunciar el teorema de MNariot-

Lichnerowicz com a propietat d'un sistema diferencial per a F:

TEORENA (NMariot-Lichnerowicz): Per als camps electromagnétics F

solucié del sistema diferencial
dF = d*F = FAA4QF = 0 (I.19

la propietat de ser radiacié pura és permanent.
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b) Una base isétropa {I,n,p,q), anmb productes escalars no nuls
l.n=-p2 = -q2 = 1, defineix una estructura quasi-producte donada
pels 2-plans =n(l,m» 1 n(p,q); siga P, P? = g, el corresponent tensor

d'estructura. Un senzill calcul algebraic prova que:

LEMA 1.1: Siga 1 una direccié principal d'un temsor simétric T
que verifica les condicions algebralques de Rainich. Respecte a

una base isotropa {l,n.p,_q), T pot escriure's
T = k2161 + yP + rl1ép + sléq (I.20)

on P és el tensor d'estructura de la tetrada, r2 + s2 = k?y, 1~

‘denota simetritzacis.
De (I1.20), amb P = 2pél - g, 1 recordant que 1(1)‘Vi = 0, tenim
tr(TxVI) = x61 + 2i(n) + ri(p) + si(PILLDHVI ,
i, aixi:

LENA 1.2: 51 la direccié isétropa 1 del Lema I.1 és geodésica,
1(HV] = ¥y1, resulta

tr(Txl) = 2x(2y + 61D (I.21)

on I=£(l>g és la derivada de Lie de g al llarg de 1.

Prenent ara la divergéncia em i(D)T = yxl, equacié de valors propis de
T, tenim, després de (I.21),

LENA 1.3: La variacié de y al llarg de la direccidé principal geo-
desica 1 de T esta donada per

LDy = 2x81 + ¥) = 1 (DT (I.22)
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Quan 6T = 0, (I.22) esdevé un sistema de propagacié homogeni de primer

ordre per a x; aixi tenim

PROPOSICI6 I.8: Siga T un temsor conservatiu que verifica les
condicions algebraiques de Rainich i amb una direccié principal
geodeésica. Si T? s'anul-la en un Instant, aleshores s'anul-la en

un entorn.

A causa de la biunivocitat, salvant rotacié de dualitat, entre T { F,

se seguelx:

TEORENA 1.2: Siga F un camp de Maxwell admetent una direccié
principal geodésica. Si F és singular en un instant, és singular

en un entoran.

Com que la direccié principal de tot camp radiacié pura és
geodésica (L.Mariot, 1954a), el Teorema 1.2 permet d'obtenir tots els
camps de radiacié pura que sén permanents. Notem que en la demostracié
sols hem utilitzat la meitat de les equacions de Maxwell: aquelles que
imposen la conservacié de T; aixi, el teorema segueix verificant-se per
a les anomenades estructures pre-maxwellianes (R,Debever, 1976). Remar-
quen també que 1l'equacié (1.22) és una llei de transport; en conseqién-
cia, els camps electromagnétics del Teorema I.2 sén tals que, si sén
singulars en un punt, seran singulars sobre la corba integral de I que

passa per aquest punt.

Que la direccié principal 1 és geodésica s'expressa, amb indepen-
déncia de la parametritzacié de la seua congruéncia integral, per
1'equacié IALCI)VI = 0 o, tenint en compte el Teorema I.1, per
Fx) A LLF)IVF(x) = 0; la validesa d'aquesta expressié per a tot x

temporal condueix a la segient
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FROPGSICI6 I.9: Un camp electromagnetic F té un direccié princi-
pal geodésica si, 1 sols si, el seu concomitant principal F

verifica

H= FALAVF =0 (I.23)

Quan F és singular, la conservacié de T implica (1.23). Quan F és
regular es prova facilment que (I.23) és equivalent a trH = 0, essent
tr la contraccié del primer index covariant i el primer index contrava-
riant. (En components locals, H és de la forma He**"; l'antisimetria
en of es deu al producte exterior de formes, mentre que la simetria en
A\pr és conseqiiéncia de la identitat FA F = 0, que resulta de (I.12).
Aixi tenim

PROPOSICI6 I.10: La condicié necessaria 1 suficient perque una
solucié F de les equacions de Maxwell tinga una direccié princi-

pal geodésica és

trH =0

on H és el concomitant diferencial de F donat per (I1.23).
Aleshores, el Teorema I.2 pot enunciar-se de la forma segiient:

TEORENA 1.2': Per als camps electromagnétics F solucié del
sistema diferencial

dF = d#F = trl FAL1 (VR =0 (I.24)

la propietat de ser radiacié pura és permanent.

Assenyalem que, com ja hem indicat a la Seccié 2(e), aquest

resultat és també una propietat de permanéncia per al caracter regular:
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&1 F verifica (I.24) en un domini i és regular sobre un instant, ales-
hores és regular en el domini. Aquest Teorema I.2' és la generalitzacisé

buscada del teorema de Mariot-Lichnerowicz.
c) Siga w = 3(vadv) la rotacié de v i denotem per D = 1(W)V la
derivada direccional; tenim les identitats
[(#,D) =0 , [d,Dlv = *Vv x dv + dv x Vv , (1.25)
i, per a cada 2-forma A i cada 2-temnsor K,
#(A x K+ * x A) = tr K. 34 - (#A x *K + K x #*A) (1.26)
Aleshores, aplicant (1.25) 1 (1.26) a la definicié de w, tenim
Dw

D (v Adv) 3{DvAadv + vADdv) =

]
n

*¥d(WADV) + 1(WV#{*'Vv x dv + dv x Vv} =

#d(VADV) + 1(v){-%dv x *Vv = Vv x #dv + trVv.adv) =

$d(VADY) + #(vAadv) x *Ty — 1(DVI#dv + Sv.¥(vAdv) ,

£s a dir,
Dw = 1 (w)Vv + Sv.w + K(v,VV) (1.27)
on K((v,¥v) = #{d(vADv) + DvAadv)
Quan K(v,Vv) depén de la rotacié w 1 s'anul-la amb aquesta,

(I.27) constitueix un sistema de propagaclé homogeni per a w; alxi, per

als camps geadésics (vADv = 0) resulta K = \w i podem enunciar:
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PROPOSICI6 I.11: Siga v un camp geodésic en un domini. SI v no és
tangent a un instant 1 és Integrable en aquest, és 1ntegrable

sobre el domini.

D'aquest resultat i del Teorema [.2 es dedueix el refinament segiient

del teorema de Mariot-Lichnerowicz:

TEORENA I.3: 51 un camp electromagnétic F és solucié de (1.24) en
un domini 1 és de tipus integrable en un instant, aleshores és de

tipus integrable en el domini.

El teorema de Mariot-Lichnerowicz assegura la permanéncia dels
camps de radiacié pura dintre dels camps de tipus integrable; el Teore-
ma I.3 assegura la permanéncia dels camps de radiacié pura de tipus

integrable dintre dels camps de radiacié pura.






Capitol 11

INTERPRETACIS I GENERALITZACIO

DE LES RELACIONS DE TEUKOLSKY—PRESS

1 ,PROELEMES OBERTS I SOLUCIONS PROPOSADES

a) Siguen &o, &1, &2, les components del camp electromagnetic
F respecte a la tétrade isotropa principal en un espai-temps de buit
tipus D. Anomenarem aci relacions de Teukolsky-Fress al conjunt segiient

d'equacions en derivades parcials de segon ordre en les components & o,

&2

To: ToZo =

i
o

T2: ®*10o £2=0
(11.1)
To: ToFot 12L2=0 , Iz 10 2+ %12 go=0

on els operadors v sén donats, en notacié de Newman-Penrose (1962), per

les expressions:
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To £ (D-e+e*-2p=p*) (A +p-2Y) - (& -B-a*-27+7*) (6* +1-2a)
(I1.2)

g
1]

(6 +3n-B*~a) (* +n-2a) , 72 = (D+3pte—€*) (D-p+2¢)

on * és l'operador que permuta separadament els vectors reals i
complexes de la tetrade isotropa, i on * denota el complexe conjugat.
les dues equacions desacoblades de (II.1), To i Tz, foren donades per
Teukolsky (1973); les altres dues, Io i I., per Teukolsky i Press
(1974).

A partir de les relacions de Teukolsky-Press s'ha provat que les
equacions de Maxwell poden ser integrades per separacié de variables en
geometries perturbades de Kerr (Teukolsky-Press, 1974). Per aquesta
raé, Jjuguen un paper important em alguns problemes plantejats en
aquests espais-temps. Aixi tenim, en particular, el problema de les
perturbacions d'un forat negre de Kerr per ones electromagnétiques
‘Vincidents. Aquest problema, considerat en primer lloc per Starobinsky i
Churilov (1973), ha estat després estudiat amb detall (Chandrasekhar,
1983).

Malgrat la seuva senzilla deduccié, agquestes relacions resulten
dificils d'interpretar; en efecte, derivades a partir de les equacions

de Maxwell, hom ignora, inversament, fins quin punt les impliquen.

D'altra banda, alguns autors (R.G.Crossman, E.D.Fakerell, 1980;
V.Bellezza, V.Ferrari, 1984) han donat relacions del tipus Teukolsky-
Press en espais-temps de Kerr-Newman, peré les condicions precises sota
les quals les relacions de Teukolsky-Press poden ser generalitzades per

a altres espais-temps, no sén ni de molt clares.

En aquest capitol  resolem ambdés problemes: trobem una interpre-

tacié geometrica rigorosa de les relacions de Teukolsky-Press que
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clarifica llur conexié amb les equacions de Maxwell, i donem la genera-
litzacié per a teétrades isotropes arbitraries en espais-temps comple-

tament generals.

b) Per tal d'acomplir aquesta tasca, necessitem dues nocions
importants: la d'estructura maxwelliana i la de sistema condicional

associat a un sistema diferencial donat.

£s conegut que un camp electromagnétic (2-forma arbitraria) se-
lecciona algebraicament, en cada punt de l'espai-temps, una parella de
2-plans ortogonals que, per al cas regular, defineix una 2+2 estructura
quasi-producte (Rainich, 1925; Debever, 1959; Le Than Phong, 1964). Les
estructures maxwelllanes sén 1les 242 estructures quasi-producte
definides per les solucions regulars de les equacions de Maxwell de
buit.

D'altra banda, siguen Dv(go, &1, F2) 1 D2(Fo,F2) dos sistemes
diferencials. Direm que D: és un sistema condicional per a D si les
seues soluclons (& o, & 2) poden completar-se a solucions (Fo, &, & 2)
de D: i si, reciprocament, totes les solucions (Fo,#:,#2) de D sén

tals que (g, & 2) sén solucié de De.

Comprovarem en aquest capitol que les equacions de Maxwell adme-
ten sempre un sistema condicional en (&, 2) que és, genéricament de
tercer ordre. A més a més, aquest sistema degenera a un sistema de
segon ordre si, 1 sols si, 1l'estructura naturalment associada a la

tétrade Isotropa base, és maxwelliana.

La tetrade isotropa principal d'un espai-temps de buit de tipus D
té associada una estructura maxwelliana. En consegiiéncia, el sistema

condicional que admetran les equacions de Maxwell en aquest cas sera de
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segon ordre. Aleshores la seua comparacié amb les equacions (II.1) i
(II.2) prova que, llevat d'una equacié absent, les relacions de
Teukolsky~Fress en un espai-temps de buit de tipus D sén precisament el

sistema condicional en (& o, 2) admés per les equacions de Kaxwell.

L'equacio absent en les relacions de Teukolsky-Press és identica-
ment verificada per les solucions de les equacions de Maxwell que sén
invariants sota el grup d'isometries de la métrica de Kerr. Potser és
aquesta la raé per la qual aqueixa equacié ha estat omesa fins ara: les
solucions de Maxwell usualment considerades en aquest context pertanyen

basicament a aquesta classe.

A partir dels resultats precedents, la generalitzacié de les
relacions de Teukolsky-Press per a qualsevol tetrade isotropa en un
espai-temps arbitrari vindrd donada pel sistema condicional en

(# o, % 2) associat 2 les equacions de Maxwell en el cas considerat.

Aleshores, és facil caracteritzar les solucions interiors tipus D
en les quals les dues primeres relacions de Teukolsky-Press estan també

desacoblades.

c) Un sistema condicional en (&,,&2) per a les equacions de
¥axwell ens déna les condicions necessaries i suficients d'integrabi-
litat local per a la component & .. Per a les solucions en variables
separables de les relacions de Teukolsky-Press en metrica de Kerr,
Chanrasekhar (1983) bha obtingut les expressions explicites de &. en
termes de les funcions factors de go 1 Z2. Pero el seu métode és
laboriés 1 exigeix, a més a més, la verificacié de la compatibilitat de

les seues expressions.
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El formalisme dels potencials de Debye per a les equacions de
Kaxwell ha estat emprat en espais-temps algebraicament especials per
Cohen i Kegeles (1974). Aci nosaltres 1l'utilitzarem per a l'estudi de
les solucions en variables separables en meétrica de Kerr perturbada.
Aquest estudi ens duu a: 1) Obtencié simple i directa de les relacions
de Teukolsky-Press de manera que ens mostra llur compatibilitat i llur
caracter necessari i suficient per a l'existéncia de &.. ii) Obtencié
senzilla 1 directa de & . en termes dels factors de go i g2 com
solucié efectiva (sense necessitat de verificacié) de les equacions de
Maxwell.

d) La resta de seccions d'aquest capitol estan organitzades de la
forma segiient: en la seccid 2 introduim "& 1la Rainich" la nocié
d'estructura maxwelliana i donem la seua versié en formalisme vectorial
complexe. La seccié 3 esta dedicada a trobar els sistemes condicionals
en (Fo,&2) admesos per les equacions de Maxwell 1 la seccié 4 a
explicitar llur expressié en funcié dels coeficients de spin. En la
seccié 5 comparem els sistemes condicionals obtinguts en la seccié
anterior amb les relacions de Teukolsky-Press i discutim la resta de
resultats enunciats al paragraf (b). Finalment, en la seccié 6,

desenrotllarem el que hem enunciat en (c).

Els resultats d'aquest capitol han estat exposats als E.R.E.-85
(B.Coll, F.Fayos, J.J.Ferrando, 1985b) i a les "Jounées Relativistes
1985" (B.Coll, F.Fayos, J.J.Ferrando, 1987a, 1987b) i han donat lloc a
dos articles (B.Coll, F.Fayos, J.J.Ferrando, 1985a; 1887¢).
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2.ESTRUCTURES MAXWELLIANES

a) Com hem dit en el capitol anterior, si T és el tensor
d'energia associat a una 2-forma regular F, P = yx°'T és el temnsor
d'estructura d'una 2+2 estructura quasi-producte. Siga G la 2-forma
simple i wunitaria que caracteritza el camp de 2-plans temporals de

1'estructura:
1/2 tr G2 = 1 , tr 3G x G = 0 , P =G+ (3G)2 (I1.3)

on tr és l'operador traga; aleshores, el 2-pla espacial estd caracte-

ritzat per #G, i aixi:
F = exp{f + #y) G = exp{f)(cosy G + siny ¥G) (I1. &

La notacié exponencial és deguda a Misner i Vheeler (1657) 1 els
escalars § 1 y estan relacionats amb els valors propis de F per les
expressions « = § cosy , B = § siny (3 2¢ = 1ln 2y). Cada 2-forma
regular F estd biunivocament caracteritzada per les seues components
{G, #, y}. La component geométrica G i la component energética § deter-
minen-els valors 1 els vectors propis de T i, per tant, el caracterit-
zen. Finalment, la component de KRainich selecciona, mitjangant una
rotacié de dualitat, una 2-forma F entre totes les associades a un T

donat.

b) En termes d'aquestes components, les equacions de Maxwell de

buit per a F:

§F = 0 ) 63F = 0 (I1.5)
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poden escriure's (Debever, 1959):
d¢ = &£, dy = w | (I1.6)
on les l1-formes & i Wy depenen solament de la component geométrica G:
& = 38GARG + 63GAG) , W = 3(EGAG - 853G ARG (I1.7)

De (I1I.6) se segueix el teorema de Rainich (1925): Una 2-forma
simple i unitaria G és la component geométrica d'un bamp (local) de

Maxwell si, 1 sols si, verifica les equacions
degg =0 , dy =0 (I1.8)

Le= estructuree quasi-producte definides per les Z2-formes simples

i unitaries solucié de (11.8) sén anomenades estructures maxwellianes.

A cada estructura maxwelliana, siga G, la primera de les
relacions (II.6), df¢ = &, 1li associa una familia <(a un parametre
additiu) de components energétiques ¢, caracteritzant aixi, una familia
(homotética) de tensors d'energia T. De forma semblant, la segoné de
les relacions (I1.6), dy = yw, associa a G una familia (a un parametre
additiu) de components de Rainich y, caracteritzant (salvant una
homotécia) una familia de 2-formes F relacionades per una rotacié de
dualitat constant. Aleshores, el conjunt {G, ¢, y)} defimeix la familia
a dos parametires de camps de Maxwell que admeten la mateixa estructura

quasi-producte.

De fet, es pot provar que la primera relacié de (II.6) és es-
trictament equivalent a l'equacié de comservacié 46T = 0 1, per tant,
caracteritza les anomenades estructures pre-maxwellianes (Debever,

1976). Al mateix temps, la segona relacié és estrictament equivalent a
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l'equacié de complexié de Rainich. En efecte, resulta que la 1-forma
v de (II.7) s'escriu, en funcié de T (Le Than Phong, 1964):

WT) = 6GrTH . # (VT x T) (II.9)

Aixi, hom pot enunciar el teorema de Rainich en termes de T:

TEORENA (Rainich): Un tensor simétric T és el tensor d'energia
d'un camp de Maxwell regular si, 1 sols si, verifica les
condicions algebraiques trT = 0, 12 ='xg¢, X # 0, 1 les equacions
diferencials

§T =0 ) dw (T) = 0 - (II.10)

£s interessant remarcar, des d'un punt de vista epistemnlogic,
que la facilitat de fer mesures de camps eléctrics i magnétics, amdb la
consegiient abundancia de resultats experimentals permeteren a Maxwell
de postular, cap a mitjan segle XIX, les lleis de 1l'electromagnetisme
amb equacions per a aquestes magnituds, equacions que resulten ser de
primer ordre 1 lineals en el camp electromagnetic F. Tanmateix, si
hagués estat possible de fer experiéncies que relacionassen densitats i
fluxes d'energia electromagnetics 1, en conseqgiéncia, s'haguessen
postulat unes lleis involucrant-los, les equacions resultants haurien
estat, com se segueix de (II.9) 1 (II.10), de segon ordre i no lineals
en T. Aixs, a més de la dificultat de trobar directament a partir de
dades experimentals aquestes equacions, possiblement hauria endarrerit

els avangos posteriors en l'estudi dels fenomens electromagnétics.

c) Utilitzant el formalisme vectorial complexe (Cahen, Debever,
Defrise, 1967), es pot obtenir facilment la forma (II.6) per a les
equacions de Maxwell. Considerem les 2-formes complexes Z! (I = 0,1,2)

donades per:

2° = mFAnD . Z'=nAl - A D , 22 = 1Am,
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on {l,n,m o) és una tétrade isotropa complexa; cbm que les 2-formes Z!
sbén auto-duals, #Z' = {f Z', la base {Zf, Z'*) de les 2-formes complexes
separa de forma invariant les parts auto-dual i anti-auto-dual de cada
2-forma V: V = W:2' + W'Z'*. En particular, per a cada 2-forma real F,
la 2-forma complexa F = F — i{#F és auto-dual 1 les seues components en
la base {Z') sén designades per g!: F = g?!2Z' (I =0,1,2).

Les equacions de Maxwell generals 6F = J, &%F = 0, poden ser

escrites en la forma
J =6F =6{:12") = g1 62" - 1A )2 + 6H

Contraient amb Z' 1 tenint en compte que Z' x Z' = g, resulta que les

equacions generals de Maxwell sén equivalents al sistema

dg = g1 h +t o (II.11)

on

h = £6ZH2 0 = 1H-H2Z2' Hz go02° + 222 (II.12)

Per tal de formular el teorema de Rainich en aquest formalisme,
considerem l'estructura quasi-producte associada a la tétrade isotropa,
estructura definida per l‘element Z' de la corresponent base auto-dual,
2' = G- 1%G. La 2-forma G és la component geométrica de les 2-formes Fo
que s'expressen com (II.4) 1 per a les quals tenim Fo = #,° 2Z' amb
#1° = exp(g+iy), és a dir, H = 0; aleshores, les equacions de Maxwell

de buit per a Fo s6n:
dln g = h (I1.13
i la seua condicié (local) d'integrabilitat és:

dh =0 (II.14)
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Si expressem Z' en termes de G en la definicié (I1.12) de h, i tenint
en compte que #¥(vAA) = - (-1)° 1(v)#A per a cada 1-forma v i cada p-
forma A, resulta h = & + 1 #y on & 1 w s6n els funcionals de G
donats per (II.7). Aleshores tenim:

PROPOSICI6 II.1 (Teorema de Rainich): Una estructura quasi-pro-
ducte Z' és (localment) maxwelliana sii la l1-forma h = 1(§Z")27'

és tancada: dh = 0.

Considerem la component (dh), de dh en la base {Z!,Z'*}. De la
identitat (4,dv) = §1i(v)A + 1(v)6A 1 essent

(Z¢,22) = 1 , (Z,24)= -2 (I1.1%)

els unics I‘Jroductes escalars de les Z' no nuls, tenim:

- 2 (b)) = (2',dh) = 61 (W2 + 1(BW)EZ' = 622" + 12(62M2' = 0
1 aixi podem enunciar:

PROPOSICIS 2: El sistema diferencial dh = 0 que caracteritza les

estructures maxwellianes esta constituit per cinc equacions com—

plexes de segon ordre en Z':

Aquestes equacions sén de primer ordre comnsiderades com equacions
per als coeficients de spin d'una tetrada isétropa complexa compatible

amb l'estructura maxwelliana; la seua expressi® explicita ha estat

obtinguda per Debever i McLenaghan (1581).
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3,51STEMES CONDICIONALS PER A LES EQUACIONS DE
MAXWELL

a) El sistema diferencial (II.8) que defineix les estructures
maxwellianes és verificat per la component G de cada solucio (G,f#,y) de
les equacions de Maxwell de buit (II.6) i, reciprocament, cada una de
les seues solucions G pot ser completada per solucions (G,§,y) de les
equacions de Maxwell, En altres paraules, perqué les equacions de
Maxwell, considerades com un sistema (sobre-determinat) en les
incognites § 1 y, siguen compatibles, és necessari i suficient que el

sistema (II.8) en G es verifique. A¢dé ens indueix a donar la definicié
segiient:

DEFIRICI6: Siguen Di(x,y) 1 D:(y) dos sistemes diferencials en p
incognites x i q Incognites y; siguen S < FP**? I S: ¢ llurs
corresponents espais de solucions, 1 siga‘t: Frra—y Y, (X,y)Yy
la projeccié natural. Direm que D: és un sistema condicional en

les y per a Di s1 w(S) = 52
Aixi, el teorema de Rainich pot enunciar-se dient que les

equacions de Maxwell admeten un sistema condicional de segon ordre en
G.

b) Considerem les equacions de Maxwell generals (II.11) en les
incognites & 1. Per difei‘enciacié. tenim '
0 =dgab + &g1dh + do

d'on, tenint en compte (II.1l), se segueix:
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Q+ g,dh =0 (II.16)

on

Lol
"

de + @ AD (I1.17)

Aixi, quan dh no s'anul-la, una condiclé necessaria per a l'existéncia

de &, és que les 2-formes Q i dh siguen proporcionals:
Q e dh = dh & Q (I1.18)

En aquest cas, les condicions suficients s'obtindran imposant que el
factor de proporcionalitat entre les dues 2-formes siga efectivament
una soluci6 de l'equacisé (II.11). Aquestes condicions sén equacions de
primer ordre en Q o, després de (II.17), equacions de tercer ordre en
(Fo,#2). Quan dh s'anul-la, tenim (localment) h = dln &£+° i les equa-
cions (II.11) poden escriure's d(g /& :°) = w/g,° les condicions

d'integrabilitat de les quals sén Q = 0. Aixi, hem provat:

TEORENA I1.1: Les equacions de Maxwell sempre admeten un sistema
condicional en (&g, & 2). Aquest és, genéricament, un sistema de
tercer ordre que es reduelix a un de segon ordre si, 1 sols si,
l'estructura quasi-producte associada a la base avto-dual és

maxwelliana: dh = 0. En aquest cas, el sistema estd donat per

Lo, F2) =0 (II.19)

Per a cada solucié (Fo,&L2) de (I1.19), existeix una familia de
funcions que completa solucions de les equacions de Maxwell. Si &,
n'és una ,totes les altres sén de la forma &, + &£,° on &F.° és la
solucié general dels camps de Maxwell que admeten Z' com a component

geometrica complexa.
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c) Considerem ara una geometria base no maxwelliana (dh # 0) i
siga X qualsevol 2-forma tal que (X,dh) # 0. Si es verifica 1l'equacisé
(11.18), d'acord amb (II.16), tenim:

== (,X0/(dh, XD (II.20)

i, les equacions (II.11) impliquen:

R, X d{dh, X - (dh,X)> d(Q,X) = - (Q,X){dh,XOh + (dh,X)? w

Després de reagrupar termes, aquestes equacions poden escriure's de la

forma

11 GH{QeVdh - dhe Ve + Qéehedh - dhewe dh) +
(I1.21)
+ 4@i'dh) - 1 dmi* (W)X e Vi) =0

on 1C ) i i'A( ) denoten, respectivament, contraccié sobre la primera o
la darrera parella antisimétrica d'index. De les equacions (II.18) { de
llurs derivacions covariants, se segueix que el terme en X & VX és nul
i que el tensor entre claudators, que esta en A2 e T* 0 A2, és simetric
en les seues components antisimétriques. Aixi, com que (II.21) ha de

verificar-se per a cada 2-forma X, tenim:

TEORENA 2: El sistema condicional de tercer ordre en (&go, & 2)

per a les equaclons de Maxwell esta donat per

Qe Vdh - dhe {(VQ - heQ + wedh) =0 (II1.22)

A cada solucié (&, &) d'aquest sistema li correspon una dnica
solucie (Fo, &, & 2) de les equacions de Maxwell, estant la & . donada
per (I[.20).
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4 , EL SISTEMA CONDICIONAL DE SEGON ORDRE EN EL
FORMALISME DELS COEFICIENTS DE SPIN

a) Siguen {Q*,Q") les components d'una 2-forma Q respecte a la
base auto-dual elegida {Z',Z'*). De les propietats d'ortogonalitat
(I1.15) 1 de la definicié (II.17) de Q, tenim, per a la component O:

=2 = (2, = (2, oAb + (2, do) = -~ 1@WIMZ' + §1 (W2 + 1D

on hem tingut en compte el caradcter adjunt de i( ) (resp. &) respecte
a A (resp. d). Pero, de Z2' x 2' = g, 1 de la definicié (II.12) de h i
w, se segueix 1(W2Z2'=62' 1 1(Z'=6H-J, és a dir, tenim:

=20 = - 1(WEZ' + §H-J) + 162" = 0

Considerem ara les components Qo 1 Q2: els termes de segon ordre en &Zo
1 &2 vépen de dw o, després de les definicions (II.12) de o i H, 1
d'acord amb les propietats d'ortogonalitat (II.15), de l'antisimetrit-
zacié de Vdgo x Z° + Vdg 2 x Z2; perd 2° x 2° = 22 x Z2 = 0, Q= (R,2%) 1
Q: = (Q,2°, és a dir, Qo (resp. Q2) no depén de les segones derivades
de &2 (resp. Zo). Per altra part, és clar que Q depén, com a molt, de
les primeres derivades de J. Recordem que * denota 1'operador que
permuta, separadament, els vectors reals i complexes de la tetrada iso-
tropa, #2 = Id., *2' =-2', *Z° =-Z2. Aleshores, *J =J, *&o ==& €és a
dir, de les definicions (II.12) de h i w, se segueix *h=h 1 ‘*w=-w

i, en conseqiencia, *Q =-Q.

Tenint en compte tots aquests resultats,
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PROPOSICI6 I11.3: El sistema condicional de segon ordre en
(Fo,82) per a les equacions de Maxwell generals en base

maxwelllana és de la forma:

~ Q=D got g2+ Jo=0, “Q=zDhgot g2+ J2=0
172 1+ Q@) =D g2- "D Fo- Vv =0 (I1.23)

@ ="Dogzt*D2Fo-"Jo=0, 2='DF2t*DFo-*J2=0

on D: és un operador de primer ordre 1 les Ji sén funclons de J 1

de les seues primeres derivades.

b) Per tal d'obtenir l'expressié explicita per a les components
(I1.23) de la 2-forma @, en termes dels coeficients de spin i de les
derivades direccionals assoclades a la teétrade _1sé>tropa. necessiten
algunes expressions facilment avaluables a partir del treball de Cahen,

Debever { Defrise (1967). La codiferencial dels Z!, déna:

8§Z2° = 2i(e)2Z2° + i(o2)2"
62" = - 21(00)Z° + 21i(0r2)22
8§22 = - i(00)2° + 21i(0r2)22

on les ¢: denoten les l-formes:

oo =1l + kn - pm - oof
o, = Y1 + en - am- Bo*
oz = vl + tn - \m - pnf
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La codiferencial de les l-formes de la tétrade base és:

§1 =~ (e+e* + (p+p% ' §n= (Y +¥%) - (u+p®)

-n+ T+ a- B*

ém=-n*+ 1 +a* -8 , s

1 l'accié del operador * sobre les o1 és

%01 = - o ’ ‘oo = - 02

Seguint Crossman i Fackerell (1980), escrivim:

Bo* = D+ (p-1)e - (@+Dp + (r- Le* - sp*

(II.28)

So* =6+ (p~-1)B -~ g+ D)7 - (r-La* + sn*
i denotem per Y. S i 8™ , respectivament, els transformats de
D™ 1 e per 1l'operador °.

Si tenim en compte totes les expressions anteriors, no és dificil
computar les relacions (I1.23); denotant per

To = 6012 6%30'° — Dn?' Aso'® N T2 = - D% Dso'® ’

To = 6%22°° 8*»0'° ' Ty = D2 850'° - (1 + YD’ ,

els operadors de segon ordre que actuen sobre les &, el resultat és:
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TEORENA I1.3: En qualsevol espali-temps, el sistema condicional en
(Fo,&2) per a les equacions de Maxwell generals, Q =0, és de la
forma (11.23), on

Do = %o = kv + o),

Do = =~ 2k 8312,12%2:"/2 + 20 D2s2,1/2%2V/2 = £k + Dvo '
Do = 10 = ) Doz ~ 0 &o'° = #5v~ DX ,

D: = 12 - £k £22°° - * &50'° - oot - S )

Di= 1 4 Faa? 4+ o(n+19) + 4% (11.25

Jo

£ + 6612 J2 + 0J3 + D2 J4 )

J2

‘xJ! + 6*2200 J'Z - Dzzoo J‘3 - O"J‘ ,

Jr = Da?0 J' + A2°J2 + (x* 47)J% - (m+ r¥)J4
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5,.LES RELACIONS DE TEUKOLSKY-PRESS 1 LLURS
GENERALITZACIONS

a) Considerem, en un espai-temps de buit tipus D, la tétrade
iscotropa principal, és a dir, la tétrade associada a les direccions de
Bel (1960). En el formalisme dels coeficients de spin (Bewman, Penrose,
1062), tenim

Vo= W1 = Ws= Ye=0, ks y=e=x=0 , (11.26)
i les identitats de Bianchi s'escriuen:
dy 2 = 3y..bh (11.27)

Aleshores resulta dh = 0 1 aixi, d'acord amb la proposicié II.1,
l'estructura quasi-producte associada a la tétrade principal és maxwel-

liana.

Per aquests espais-temps, les relacions de Teukolsky-Press poden
ser escrites de la forma (II.1) amb els valors (II.2) per als operadors
7. Per altra part, l'avaluacié de les equacions (II.23) sota les
hipdtesis (I1I.26), condueix, en el cas sense fonts J = 0, a les

equacions:
Qa = Ta ' Qa = Ia (1I1.28)
per a A=0,2 i
1720+ Q) =T g2-*11 Fo =0 (I1.29)

per a A=1, Aixi, tenim
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TEORENA 1II.4: En espais-temps de buit tipus D, el sistema
condicional en (Zo,#:2) per a les equacions de Maxwell sense
fonts, associat a la tétrade isétropa principal, esta constituit
per les relacions de Teukolsky-Fress (I11.1) completat amb la
relacié (I11.29).

A partir de (II.23) { (II.25) és facil provar que (II.28) es
verifica sii les relacions (II.26) es verifiquen. Aleshores, per a

qualsevol espai-temps tipus D, tenim:

PROPOSICI6 II.4: Les dues primeres relacions de Teukolsky-FPress
To I Tz resulten desacoblades si, 1 sols si, les direccions de
Bel de l'espal-temps sén geodésiques, sense distorsié, i determi-

nen una estructura maxwelliana.

b) En el cas particular de la métrica de Kerr, les dues primeres
equacions (II.1), a més de ser desacoblades en Zgo 1 &2, poden
separar-se en parts radial i angular (relatives a les coordenades de
Boyer-Lindquist (1967)) per als campé electromagnétics que sén
invariants sota 1l'accié del grup d'isometries 2-dimensional (també si
sén conformement invariants amb factor de conformitat de la forma
exp{i(¢t+m2)} (Chandrasekhar, 1983)). Per a aquests camps, la cinquena
equacié (I1.29) se satisfa idénticament quan les altres quatre
equacions (II1.28) es verifiquen. £s tal vegada per ago que l'equacié
(I11.28) no ha estat (aparentment) considerada fins ara. Tanmateix, en
el mateix context geometric, a l'hora de considerar, per exemple, camps
electromagnetics amb dependéncia temporal no perisdica, 1'equacis
(I1.29) s'haura d'afegir necessariament a les usuals relacions de

Teukolsky-Press (II1.28) per tal d'assegurar l'existéncia de &..
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c) El teorema II.4 prova que, una vegada completat, la generalit-
zacié geométrica natural de les relaclons de Teukolsky-Press és el
sistema condicional en (Zgo,Z2) estudiat en seccions anteriors.
Aquesta és una generalitzacié maltiple: el sistema condicional de segon
ordre (II.23) estén la validesa de les relacions de Teukolsky-Press a
camps no invariants, a tétrades no principals, a equacions de Maxwell
amb fonts i a espais-temps arbitraris. Finalment, quan elegim una
tetrade 1isétropa que no és maxwelliana, en compte del sistema
condicional de segon ordre, caldra utilitzar el de tercer ordre
(11.22).
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& ,POTENCIALS DE DEBYE I RELACIONS DE
TEUKOLSKY-PRESS

a) Siga A un potencial de Lorentz, §A = 0, associat a una solucie
F de les equacions de Maxwell de buit (II.5). S'anomenen potencials de
Hertz (H.Hertz, 1889; J.M.Cohen, L.S.Kegeles, 1974; F.Fayos, E.LLanta,
L.Llosa, 19886) les 2-formes T tals que 6T = A.

S'ha demostrat <(Coben, EKegeles, 1974) que en els espais-temps
algebraicament especials existeixen potencials de Hertz T, amb
geometria fixada (lligada a la direccié principal de Bel-Debever), que
generen totes les solucions de les equacions de Maxwell. Aixi, cada
camp electromagnétic particular apareix determinat per una Gnica funcié
(complexa) v, que <s'anomena potencial de Debye (A.Nisbet, 1955;
F.Fayos, E.LLanta, L.LLosa, 1986).

En el cas dels espals-temps de buit de tipus D, les equacions de
Kaxwell per al potencial de Debye y es redueixen a 1l'equacié (Cohen,
Kegeles, 1974>

{f,22" Do, 22"° = 8%,-12" 63,-2'°) v = 0 (II.30
i el camp electromagnétic F= (go,& 1, 2) associat a Yy estad donat per

& ot = = Do D 2"y

&a* {= Dz,-12% &5,-2'° + (n* + 1) D5,-2"%) \4 (II.3L
& 2* = = 820°° 65,-2'° W

on els operadors que actuen sobre y¥ estan donats en (II.24).
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Situemnos ara en métrica de Kerr, coordenades locals de Boyer-
Lindquist (1967) i tetrada principal de Kinnersley (1969). Aleshores

resulta que, per als potencials de Debye de la forma
y = [do exp{-iot} La Pae(r) Tar(B) exp{imo) ) (II1.32)
1'equacié (II.30) és separable; de fet , aquesta equacié és equivalent
per a les funcions P = Par(r) 1 T = Tare(®), a les equacions diferencials
ordinaries:
{a Dot b = 2ieTY P = AP (1I1.33)

{lo it + 2200 c0sB8Y T = - 2T (I1.34)

on A és la constant de separacié 'i. seguint a Chandrasekhar (1983), hem

posat
Do = 3. + 1K/A + 2n(r-¥0/a , I.=0¢ + Q + ncotgd
K=am~- (r2+ aze , A =12 - 2Mr + a% , (I1.35
Q = mcosechb - ar sin® ,

i on l'operador ' intercanvia ¢ per -¢ 1 m per —m.

b) Les components &: (I = 0,1,2) del camp electromagnétic cor-
responent a la forma (II.32) dels potencials de Debye y admeten

1'expressié

g1 = /do‘ exp{-iet}) La f1 ¢:*°(r,8) exp{ims} R
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amb fo = 1, £ = (r + ia cos 8)/2'/%2 £, = £,%2, 1 amb les expressions

segiients per a les funcions ¢.:(r,8) = ¢,**(r,8):
$olr,8) = - (b Lp P**) T, $2(r,0) = - (Lo L, T*) P**, (II.36)
2172 £4* $4(r,0) = (1 -2"2£,* D) L + ia sin® L) (P* T", (II.37)

on, tenint en compte les relacions (II.33-34-35), les funcions P** i T*

sén solucié de les equacions diferencials:

{a Dot Do - 2ieT) P* = ) P¥*
(11.38)
{L* L - 2a00r cosB)Y T* = - AT

Les expressions (II.36) mostren que ¢$o i #: sén separables, és a

dir, existeixen dues funcions R.:, S.1 tals que
Po(r,0) = Ru(r) S« (& , $2(r,8) = R (r) 5.,(6)

Si tenim en compte (II.36), aquestes noves funcions han de verificar

les equacions:

- (B) R P“)/Ru = SH/T‘ = k\
(11.3%
- P¥/Ry = S/ (Lo Li T*) = k2

on ki 1 k2 sé6n constants.

En els problemes fisics concrets, hom estad interessat per les
solucions acotades de (II1.34). 8i T n'és una, també ho sera T! i,
després de la primera equacié de (II.39), S.. haura de ser també

normada. Fixem aquestes normes per les relacions:
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[:rz sin® do = /'suz sin@ do = 1

L]
Aleshores, les constants ki i k2 de (II.39) prenen els valors

k=1 ) k2 = C! (II.40)

on C = [ - 4ealar - m]'2 és precisament la constant de Starobinsky
(1873).

¢) Per als valors (II1.40) d'aquestes constants, les equacions

(I1.39) s'escriuen

Sy =T, Ry =-CP™
(II.41)
CSa = LL T , Ra = - L L P*
I eliminant P** 1 T*, tenim
CRa = Do Db Ry 1y C 8. = Lo Li Say (I11.42)

on les funcions R-y 1 S.,, essent proporcionals respectivament a P** 1
T*', hauran de verificar les mateixes equacions diferencials (II.38), és

a dir:

{8 Do* b - 2ier} Ry = A Ry ,
(11.43)
{Le* I — 2a0 cosB) S« = - A 8Sa

Reciprocament, si R-» i S.. sén solucié de les equacions (II.43),
resultara que les funcions P = - C' R* i T = Sa* seran solucis

de (II.33-34), i definiran un potencial de Debye de la forma
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vy = exp{i(mz - ot)}.P(r) T(8). Aleshores, si go i &2 s6n les compo-
nents del camp electromagnetic associat a y, les funcions $#o = go 1
$2 = f27' # 2 sén separables sota la forma ¢o = R San 1 $2 = Ry Sy, oOn

R. 1 8.2 s'obtenen a partir de (II.42). Aixi, resulta:

PROPOSICI6 II.5: L'espai de solucions perturbatives de les
equacions de Maxwell en métrica de Kerr perturbada esta biunivo-

cament determinat per l'espai de solucions del sistema (II.43).

Aleshores, la substitucié directa de les dues primeres equacions
de (II.41) en (II.37), ens doéna

-C2'2 £,* $.:(r,8) = {1 -2"2£,* b} R.,Li Ssv + 1la s1n8 Soi Lo R

amb la qual cosa queda determinada la component & ..
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Capitol III

MOVIMENTS BAROSTROPS

D*UN FLUID PERFECTE

1,EL PROBLEMA DE LES VELOCITATS
D'UN FLUID BAROTROP

a) En Relativitat, un fluid perfecte estd caracteritzat per un
tensor impuls-energia T de la forma T = (p+p)udu - pg, on p és la densi-
tat total d'energia, p la pressié, u la velocitat del fluid i g la

métrica de 1'espai-temps en qiiestis.

La conservacié de T condueix a un sistema d'equacions en (u,p,p)
que, des del punt de vista evolutiu, no és determinista. PFer ser
fisicament interessant en molts casos, el “tancament" determirista del
sistema s'cbté a vegades imposant la bhipétesi de barotropicitat
¢ = pipy; aixi completat, aquest sistems s'anomena sistema fonamental

de la hidrodinamica baroétropa.
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b) En un espai-temps donat, trobar un fluid perfecte barstrop
sera doncs trobar un camp de vectors unitari u(x), una relacié p = p(p)
i una funcié p(x) que verifique el sistema fonamental precedent.
Localment, siga { el conjunt dels camps de vectors unitaris u, R el
¢onjunt de les funcions d'una variable p = p(p) 1 F el de les funcions
p sobre l'cbert en qiestié de l'espai-temps; l'espai de les solucions
del sistema fonamental definirda un paral-lelepipede UhxRoxFo de
UxRxF. ‘

De 1l'analisi del problema de Cauchy corresponent al sistema
fonamental, resulta A» = R 0, en altres paraules, per a tota relacisé
de barotropicitat p(p), existeix sempre solucié al sistema fonamental,
Tanmateix, és clar que Uh és, necessariament, um subconjunt estricte
d'U, és a dir, no tot camp unitari de vectors pot ser velocitat
d'algun fluid bardétrop. Aixi, prescindint d'una eleccié particular de
relacié barsotropa en R, és natural plantejar-se el problema segiient:
{és possible caracteritzar intrinsecament el subespai (A? 0, en altres
paraules, (és possible obtenir, solament en termes d'u i les seues
derivades, les condicions necessaries i suficients perqué u siga la
velocitat unitaria d'un fluid perfecte barotrop?. L'objectiu d'aquest

capitol és analitzar aquest problema.

c) Des d'un punt de vista formal, el sistema diferencial en u
definidor de l'espai (h, és el sistema condicional en u associat al
sistema fonamental de 1la hidrodinamica barotropa. En un context
diferent (camp electromagnetic) Jja hem revelat 1'1nterés conceptual

d'aquests sistemes (veure capitol II).

éQuin és aqui, en hidrodinamica, 1'interés concret de 1la

caracteritzacié intrinseca de les velocitats baroctropes? Pensem que
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aquesta caracteritzacié que nosaltres presentem pot ser d'utilitat,

almenys, en tres dominis.

El primer és el de la integracié del sistema fonamental de la
hidrodinamica barétropa; aquest pot veure’s, des de la nostra caracte-
ritzacié, amb d'una optica diferent: obtenir una solucié fluid barétrop
(de prova) (u,p,p) en un espai-temps donat té ara dues etapes clarament
diferenciades: (i) seleccionar un camp u de b 1 (ii) calcular a
partir d'aquest la (o les) relacié(ns) bardtropal-es) p = p(p)

associada(-es) a u.

El segon domini és el de la integracié de les prépies equacions
d'Einstein per & un espai-temps fluid perfecte barétrop. El procediment
estandard consisteix a abordar directament, en cartes locals adaptades
a u, les equacions d'Einstein 1i/o0 les seues primeres condicions
d'integrabilitat; peré les dificultats que apareixen per la preséncia
simultania de p, p(p)> i u en aqueixes equacions sén ben conegudes. La
nostra caracteritzacié intrinseca de (4 permet de relegar a una dltima
(tercera) etapa l'enfrontament amb les variables p i p(p). Una primera
etapa pot dedicar-se a traduir les equacions de definicié de (4 en
condicions sobre les components g de la métrica en una carta adaptada
a u; limitada aixi la forma de les g« i avaluat el seu Ricci, en una
segona etapa s'imposara que u en siga auto-vector. Aleshores, una
vegada aconseguidda la integracié parcial del sistema, es considerara

la resta de les equacions d'Einstein en p(p) i p.

Finalment, un altre domini en el qual 1la caracteritzacio
intrinseca de 4 ha d'incidir d'una manera important, és el de
1'estudi de propietats genériques dels moviments barotrops, com la
conjectura de Lichnerowicz (Avez, 1964; Rozoy, 1985), la conjectura de
Eilis-Treciokas (Treciokas, Ellis, 1671; White, Collins, 1984), etc...

La raé és evident: des del punt de vwvista de 1'existéncia de
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termodindmiques barotropes, el nombre de variables queda reduit

unicament a les tres corresponents a un camp de direccions unitaries.

d) El capitol consta d'aquesta i tres seccions més, distribuides

de la forma segiient:

En la seccié 2 escrivim el sistema fonamental de la hidrodinamica
barotropa fent 1'estudi complet de les velocitats dels fluids de
pressis constant i arribant, per al cas de pressié no constant, a la

caracteritzacié en la velocitat u 1 1'index d'holonomia =.

La caracteritzacié en la sola variable u del sistema fonamental
de la hidrodinamica barctropa, per al cas de pressié no constant, la
tractem en la seccié 3. Hi mostrem que les equacions que ens donen
aquesta caracteritzacié depenen de certes condicions per als
coeficients cinemdtics de la velocitat, condicions que indueixen una

classificacié de les velocitats barétropes.

Per Gltim, en la seccié 4, estudiem quan les velocitats de la
classificacié anterior tenen associades algun tipus particular
d'equacié de barotropia (pressié o densitat constants, pressic 1
densitats invariants per la velocitat u, politrepica) i, sobretot,

aprofundim en el cas politrop.
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2,FLUID PERFECTE BAROTROP

a) Des del punt de vista algebraic, el moviment perfecte d'un
fluid esta descrit per un tensor simétric T de caracteristica de Segré
(1,(1,1,1)). Aquest tensor defineix una estructura quasi-producte 3+1,
caracteritzada pel vector propi temporal unitari u, 1 dos camps
escalars diferents p i -p, valors propis associats, respectivament, a u

i al 3-pla espacial ortogonal. Aleshores,
T = (p+tp) udu ~ pg , ptp# 0 (ITI. D

Aixi, T estd biunivocament caracteritzat per la velocitat unitaria u,

la densitat total d‘'energia p i la pressié p: T=(u,p,p).

Pel que fa a les condicions diferencials, seran les derivades de

la conservacié de T:
§T =0 (II1.2)

Tenint en compte les seues components paral.lela i normal, (IIL.2)

s'escriu per a les varibles (u,p,p):
dp = (p+p) a + p‘u (I11.3)

(III.4)

1]
o

8 + p*/(ptp)

on a = 1i(wVu és 1'acceleracié, 6 =-6u la dilatacié i1 on, per a una
funcié arbitraria f, f°z £ f.
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Anomenarem fluid perfecte a una terna T=(u,p,p) que verifica les
equacions (II1.3-4). Es diu que el fluld és barétrop si existelx una
relacié funcional entre p i p (0o si sén constants), és a dir, si se
satisfa:

dpadp = 0 (I11.B)

b) Considerem 1la classe particular de fluids barotrops amb
pressié constant: dp = 0 . Aleshores, les equacions de conservacié

(II1.3-4) s'escriuen:
a=20 ’ 8+ p/lptp) = 0 (II1.6)
on py» és una constant.

Per altra part, domat u (i per tant 8), la segona equacié de
(I11.6) admet, per a cada p» tantes solucions p com funcions f

invariants per u (£°= 0). Aixi:

PROPOSICI6 III.1: Tot fluid perfecte amb pressié constant té una
velocitat unitaria u geodésica. I, reciprocament, a cada u
geodésic podem associar-l11 un fluid perfecte amb pressis
constant, depenent d‘un parametre constant 1 d'una funcié

invariant per u.

Quan u és geodésica I té dilatacié ©, per a cada constant pr 1
cada funcié f invarfant per u, si p és una solucié de 1l'equacis
8 + p°/(ptp) = 0, aleshores la terna (u, exp{f}{(ptpi)-pr, p1) és
un fluid perfecte.
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¢) Estudiat el cas de pressié constant, considerem ara la

barotropicitat estricta, és a dir, es verifica (III.S), amb

dp # 0 - (IIILT)
A partir d'ara, 1 mentre no diguem expressament una altra cosa,
entendrem per fluid barétrop una terna (u,p,p) que té per sistema

fonamental de la hidrodinamica el conjunt d'equacions (III.3-4,5,7).

Per (IIl1.5), la 1l-forma dp/(p+p) és tancada, és a dir, existeix

una funcié x, anomenada index d'holonomia (veure Capitol V), tal que
dp = (p+p) dx (II1.8)

Ara comprovarem que un fluid baréetrop gqueda caracteritzat per unes

eqpacians per a la parella (u,m.
En efecte, de (III.1) 1 (III.8), resulta
p = plm , pP'(m) =p+p=z0 (II1.9
1 de (III.3) & (IIL.T),
dn =a+ 1w uz0 (ITII.10)
Pers (III.9) ens diu que p i p sén funcié de m. Aleshores,

p*/p+p) = [p* (M /(p+p)] = (p*' (- p' (M) /p' ()
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i (III1.4) esdevé:

8 =glm) n° (ITL.1D

amb g =1 - Unp* ! (II1.12)

Reciprocament, si es verifica (III.10) per a alguna funcié =,

considerem una funcié arbitraria p=pi(m) i siga

p(m) = p* (M) - p(mw)

-]
n

Aleshores dn = p' (m).-dp = (p+p)-dp i p* = (p+p)ex’, d'oOn resulten (III.3)
i (III.5). Si, a més, imposem que p = p(m) siga una solucié de
1'equacio (III.12) (que sempre existeix), on g(nm) estd determinat per

(II1.11), es verificara també (III.4). Aixi, hem demostrat:

PROPOSICI6 III.2: Un fluid barétrop és estrictament equivalent.a

una parella (u,n) verificant

dr = a + x°u # 0 ) 6 = gln) n* (II1.10-1D)

Quan (u,mw) verifica (I11.10-11), per a cada solucié p(n) de
l'equacié g(m) = 1 - (Inp'(m)*', si p =p'm) - p, la terna
(u,p,p) és un fluid barétrop.

d) Siga g(m) associada per (ITI.11)> a una solucié (u,m) de
(II1.10-11). Considerem dues solucions p i po de (III.12) i siguen
p=p'(m) = p, po=po’'(n) - po. Aleshores,

(Inplm*)' = Unpe' (M)’ - Po = kv p + k2 , k30,

po = kap' (m) -~ kup - k2 = kip - ke
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Aixi, si (u,p,p) és un fluid barétrop associat a la solucisé (u,m) de

(II1.10-11), també ho seran
(u, kip-kz, kiptk2) , k., k: constants, k) ? 0 (III.13

Aquesta familia respon al fet que els transformats de T per un factor
constant o per l'addicié 4'un tensor homotetic a g sén també conservats
i defineixen fluids perfectes barotrops amb la mateixa velocitat

unitaria i el mateix index d'holonomia.

e) Siga (u,m) tal que wn* = 0. Aleshores (III.10-11) impliquen
da = 0, 8 = 0. Aixi, si (u,m) és solucié de (III.10-11) que verifica
da#0086#0, resulta B=xn" 20, Perd (III.10) és localment equivalent
a la condicio de ser tancada la 1-forma b=a + Bu i (IIlI.11) ems diu

que 6/8 és funcié del potencial corresponent. és a dir,

PROPOSICI6 III.3: Un camp temporal unitari u tal que 6-da # 0 és
la velocitat vnitaria d'un fluid barétrop si, 1 sols si, exlsteix

una funclé B # 0 tal gue
db = 0 , d®/B)Ab =0 (III.14)

on b=a+ Bu

Aleshares, per a cada solucié B de (111.14), l'index d'holonomia

queda determinat, salvant una constant, per dm = b.
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3.CLASSIFICACIO6 I CARACTERITZACI6 DE LES
VELOCITATS BAROTROPES

a) Siga u un camp unitari integrable, és a dir, de rotacis
nul-la: w= %¥(uAdu) = 0. Aleshores,
du = una (ITI.15)

Siguen t, s, dos potencials de la 1-forma u i 7, ¢, els factors

integrants corresponents:
u=17dt =o0ds (I11.16)

Aleshores, el quocient r/0c és una funcié de t. Reciprocament, si t és

factor integrant i 1/¢ és funcilo de t, o és també factor integrant.

Si diferenciem la primera igualtat de (III.16) i contraiem amb u,

resulta:

dr =a + 4y , T =-lnn~ (III.17)
Siga m tal que verifica (III.10); aleshores, tenint en compte (III.17),
dr-a)=(n*-+*"Ju — dim-adadt =0 ,

és a dir,
T =a + HKY) (III.18)

i, per tant, exp{-m) sera un factor integrant. Aixi,
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FROPOSICI6 1I1.4: Siga u integrable. La condicié necessaria 1
suficient perqueé n verifique (III.10) és que exp{-n} siga un

factor integrant de u.

Supogem da = 0 1 u = o ds. Aleshores de la proposicié anterior

resulta:
0 =dl(Inod*u)l] = dl(Ine),* dsl 3 (lne)e' = H(s) 3
3 o = his) 1, on r és tal que 1° = 0.

Aixi, si1 a més a més tenim en compte la relacié entre dos factors
integrants, poderm donar la caracteritzacié en u per tal que un dels

seus factors integrants siga invariant per u:

LENA III.1: Siga u integrable. Aleshores, sén equivalents:
i>u=1rdt, tal que 7v* =0.
if) u=rdt, ambr* # 0, peré existeix h(t) tal que (bh.7)° = 0.

1ii) da = 0.

Siga u tal que w=0, 8 = 0. Aleshores, després de la proposicié
II1.4, a partir dels factors integrants tenim determinats els index =«
solucie de (III.10), els quals, essent ® = 0, verifiquen també
(II1.11) en prendre g(m) =0 (o si1 n°=0). Alxi:

PROFPOSICIS III.S5: S1 w=10, 6 =0, u és la velocitat unitaria dels
fluids barétrops amb index d'holonomia m = -ln 7, on T és un

factor integrant arbitrari.



64 Capitol III

b) S w=0 1 6 # 0, ens trobem sota les hipotesis de la
proposicié II1I.3. Considerem el cas a = 0. Aleshores (III.15) implica
que existeix una funcié t tal que u = dt. En conseqiiéncia, la primera

equacié de (III.14) s'escriu:

dfAu =0 (ITI.19

d'on resulta la segona equivalent a:
déAu =0 (I1I.20)

Les equacions (III.19-20) expressen que f i B sén funcié de t: B = B(t)
1 & = 8(t). Aleshares, com que dr = b = § dt, l'index d'holonomia sera

qualsevol funcié de t. Per tant,

PROPOSICIé III.6: Si w=0, 6+ 0, a=0, la condicié necessaria 1
suficient perquée u siga la velocitat unitadria d'algun fluid
barctrop és que d6Au = 0.

L'index d'holonomia assoclat a u és qualseval funcié n = m(t), on

t és tal que u = dt.

<) Considerem ara umna velocitat unitaria u que verifique les

condicions:

w=20 , B6a # 0 , e

1}
o

anda (I1I.2D»

Alechores.

da = funa , F = idadiluwda (I1I.22)
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on ae = (1/a*)a. Siga, per a una funcié f, f* = £(adf. Com es verifiquen
les hipétesis de la proposicié III.3, estudiem, sota les condicions

(I11.21), el sistema (III.14), és a dir, les equacions:
da + dBAu + Bdu =0 ) d®e/Brafa+pu) =0 (IT1.14>°
Multiplicant 1la primera (resp. la segona) d'aquestes equacions,

interiorment 1 exterior, per u (resp. per as), resulta que (III.14) és

equivalent al sistema:

(B/B)*(a + Bu) - B d(B/B)_ =0 (I11.23)
d®/ByAauna =0 (I11.24)
i(aedda + B*u + B i(aeldu = 0 (III1.2%)
diAauna =0 _ (I11.26)

De (III.24,26) se seguelix:
dd Auna =0, (I11.27)
equacié que, amb (III.26), 'implica (I1I.24).
D'altra banda, de (III.15,22), resulta 1l'equivaléncia entre
(II1.25) i l'equacié:
g = B + & (I1I.28)
1 per (1I11.24), (II1.23) és equivalent a:

B/8>* = B B/ ’
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Pero aquesta darrera equacié és, verificada (III.28), substituible per:
g* = B2(1 -8%/8) + B (4+8°/8) (II1.29)
Aixi, hem demostrat:

FROPOSICI6 III.7: Sota les hipotesis (II1.21), el sistem
(II1.14) és equivalent al conjunt d'equacions:

d8Aauna =0 , dg Auna =0 (II1.26-27)

B = B + & ) B =p2s5+Byg (111.28-29)
on

b= 1(adiu)da, s=1-©* g¢g=4(+0O6°, 6 =1nb (ITI.30)

d) Estudiem el sistema, en B, (III.28-29), Si f és una funcié el
gradient de la qual esta al 2-pla {u,a):

dfAuna =0 , df = £f°u + f*a , (II1I.3D)

tindrem:
f'uana = dfAaa , ftuna = -df Au
(I11.32)
df°‘A una =0 , df*Auna =0

és a dir, f* 1 f* tenen el gradient al mateix 2-pla. Aleshores, de la
segona expressioé de (III.31) se segueix, tenint en compte (III.15,22) i
(I11.32):

fee — for = f° 4 p fe (III.3
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A més, de (II1.22) resulta: d¢ u a = 0 , la qual cosa implica, amb
(I11.26-27) 1 després de (III.32), que B 1 els coeficients (III.30) del
sistema (III.28-29) tenen el gradient al 2-pla {u,a), és a dir, sén
funcié dels potencial de u i a <{(que, recordem (III.21), sén inte-

grables).

Una condicié necessaria d'integrabilitat per al sistema (III.28-
29) és, després de (III.33),

gre ~B** - B - kgt =0 (II11.34)
la qual cosa implica, tenint de nou en compte (III.28-29),
A2 + B+ C =0 (III.3%
on, després de (III.31,33),
Az O, B=O* - -0, C= (0" -4  (II1.36)
e) Siga u tal que verifica (III.21) amb A% + B? = 0. Aleshares, a

causa de (III1.35), sera C=0 i la condicié necessaria d'integrabilitat

(I11.34) es verifica identicament.

Comprovem que, en aquest cas, el sistema (II1.28-29) té sempre
solucié. Ens plantegem un problema de condicions inicials i consideren
B* - B - k. Aleshores, de

"

(II1.28) com equacié de lligadura. Siga L
(II1.29,84), resulta:

L* = 2fs+ g~ &H L + AB2 + B + C
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és a dir, essent A= B=C=0, L* stanul-la amb L. Aixi, el esistema és
involutiu 1, en conseqiiéncia, a cada $ verificant (II[.28) en un
instant, l'equacié (II1.29) 1li fard correspondre una solucié unica en
un entorn. Per¢ (III.28), com equacié de lligadura, admet una solucisé

cada vegada que fixem B en un punt. Aixi, podem enunciar:

PROPOSICI6 III.8: Si Ba # 0, w* + @ + A2 + B2 = 0, u és la
velocitat unitaria d'un fluid barétrop sii d8 u a=0, C=0.

Aleshores (I11.28-29) admet una familia a un paradmetre de
solucions Br = Bilul. Per a cada una d'aquestes, la l-forma
b, = a + B\lul és tancada I 1'index d'holonomia queda determinat,

salvant una constant, per dm = b,.

f) Siga u tal que verifica (III.21) amb A* + B2 # 0. S1 A # 0, de
(II1.35) resulta que, una condicié necessaria perqué (III.2-29) tinga

solucid és que
A=B-44AC20 , (II1.37)

Aleshores, si B és solucié, sera B = B.lul, amb

Bzl ul (1/2R)(-B = A'/?) (III.38)

Si, pel contrari, A=0 (3 B=# 0), resultara B = Bolul, amb
Bolul = - C/B (II1.39)

En conseqgiiéncia, podem enunciar:
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PROPOSICI6 III.Q: 51 B:a # 0, w* + & =0, A2 + B2 2 0, u és la
velocitat unitdria d'un fluid barétrop sil verifica:

1) (II1.26,28-29,37) on B =R.Lul si A#0.

11) (I11.26,28-29) on B = Bolul si A =0,

Aleshores, quan A# 0 (resp. A =0), la I-forma b. =a + B.u (resp.
bo = a + Po u) és tancada 1 l'index d'holonomia queda determinat,

salvant una constant, per dm = b. (resp. dm = bo).

g) Siga u tal que w= 0, 82 # 0. En aquest cas, verificant-se
(III.15), si multipliquem exteriorment 1les equacions (III.14) per

1'acceleracié a, tindrem:

anda + dBAuna =0

(II1.400
d®/g)>Auna =0
i, essent 6'8 20, (III.40) implica:
BdBAuna = -8aanda . (III.41)
Pero x = - #(d8 Auna) és diferent de zero i ortogonal a u. Aixi, %2+ 0
i, en conseqiéncia, B = B:[ul, amb
£.lul = (1/%%) 8 i(x>%(a ndady x=-#(dBAunad (III.42)

Per tant, podem enunciar:

PROPOSICI6 III.10: 51 w=0, 6:2# 0, u és la velpocitat unitaria
d'un fluid barétrop sii verifica (II1.14) amb B = filul.

Aleshores, 1'index d'holonomia queda determinat, salvant una

constant, per dm = 0.
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h) Una vegada estudiades totes les velocitat unitaries integra-
bles, considerem el cas w # 0. Suposem, en primer lloc, que da = 0.

Diferenciant (II1.10) i multiplicant exteriorment per u, resulta:
uanda + t° uAdu =0
és a dir, n* = 0. I, després de (III.11), & =0,

Reciprocament, essent da = 0, siga m tal que dn = a. Aleshores, si

6 =0, m és solucidé de (III.10-11>. Aixi:

PROPOSICI6 III.11: Si w# 0, da =0, u és la velocitat umnitaria
d'un fluid barotrop sii & = 0.

Aleshores, 1'index d'holonomia queda determinat, salvant una

constant, per dm = a.

i) Per ultim, considerem una velocitat unitaria u tal que w=# 0,
da # 0. Com ens trobem sota les hipotesis de la proposicié III.3, de
(II1.14) resulta:

uAda + BuAdu =0
Aleshores, essent w# 0 i espacial, w? # 0 i, en conseqieéencia, p = Bzlul,
amb

Balul = -(1/w?) 1 (w)¥(u Ada) (II1.43)

Aixi, podem enunciar:
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PROPOSICIS III.12: S1 w e da # 0,

u és la velocitat unitaria d'un

fluid barétrop sil verifica (I11.14) amb 8 = B2lul.

Aleshores,

constant, per dm = b.

1'index d'holonomia queda determinat, salvant una

J) El conjunt de resultats d'aquesta seccié caracteritzen les

velocitats barotropes. Les equacions que donen aquesta caracteritzacié

no sén geneériquee siné que depenen, com hem vist, de certes condicions

sobre els coeficlents cinemadtics de 1la

velocitat, condicions que

indueixen una classificacié de les velocitats barotropes. Aleshores,

podem donar la segient

DEFINICI6: Direm que un camp unitari

verifica:
Ch=w=0,8=0
C2=w=0, 620, a=0
Ca=w=0, 620, az0, arda =0,
Coz=w=0, 60, a#0, arda =0,
Ce=w=0, 8#0, a#0, aArda =0,
Ce=w=0, 6820, az0, aAda # 0.
C=wz0, da=0
Ce = w# 0, da#0.

on w=¥(UuAdw, = -§u, a
A=zB, B=@*-f-t0"°
£ = i(ag)icurda, © = Iné6

i, per

temporal és de classe Ci si

A% + B2

L]
<

A% + B2 # 0, A=0.

A2+ B22 0, A=z0.

= 1 (u)Vu,

, CzhO -4

una funcisc £, £ =& f, f* = (1/a®)falf.
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Aleshores, tenint en compte els resultats d'aquesta seccio, podem

enunciar:

TEOREMA III. 1 (de caracteritzacié de les velocitats barotropes) :
Un camp unitari temporal de classe Ci és la velocitat d'un fluid

perfecte barotrop sii verifica el sistema diferencial Cb»

segient:
Cbi &
Cb2 de Au = o
\
Cb3 d6 AuAa =0
1
| d8 AuAa =0
j Cbh4 P* = P + k \ p = PoCu] =-C/B
p* = p2u -€e > + pote ¥
t
d8@ AuAa =0 |
Lo 3* = P + k p = p*[ul=(l/2A)(-B 1i14,/2)
p* = p2(|-e ‘) + put e > |
1 i
1 i
1 Br6 d(a + Pu) = 0, P = Pi[u3=( 1/>2)6i(x)I(a Ada)
d(8/P) A Ca+ Pu) =0 x =- *Cd6 AuAa)
1
Cb7 S = °

d + P = 0,
Cb £ (a u) P

d(6/p) A(a + Pu) =0

P*Cu] =-(1/w2) icu)*(u Ada)
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TEOREMA II1.2: Per a una velocitat barctropa u de classe Ci:, els

index d'holonomia n vénen donats per:

B n=-lnr 4+ hit) , (u=rdt)
Coz  vevvnnnninns = nd(t) , {u=1rdt)
Cha v vnenennannn dm. = a + B.u, on By és la familia a un

parémetre de solucions del sistema
Br=p+4 PBT=pA-B +BHO "),

Cot v vivinnninan dno = a + Bou
Cos v vvninnnnans dn. = a + Bsu
Cos v ivenivnnnan dm = a + fu
Cor  cvvviininaas dn = a

Coe  cviiivnanann dn: = a + Bzau

Aleshores existeix una funcié g(m) tal que B = g(m) n* 1, posant
pm) = /exp{/[ 1-g(m)ldnidnm, pin) = p' (M) - p,

la terna (u,p,p) és un fluid perfecte barctrop.

Els dos darrers teoremes i la definicié prévia resumeixen els

resultats d'aquesta seccié 1 poden sintetitzar-se en 1'esquema de la

plana segiient.



aAda =

a Ada /

d9 Au

d9 AuAa =0

d9 AuAa

(111,28-29), 3=po(u)

(111,28-29), p=JUul

(111.14),  3J=3,[u]

(111.14), p=p2 ul

iz =

dir

dn2

-dnr + h(t),

a + pa

(1

()

(Vi)

(V1)
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4 ,ALGUNS MOVIMENTS BAROTROFS PARTICULARS,
EL CAS POLLTROP,

a) En aquesta secclé veurem quan les diferents classes de
velocitats wunitaries estudiades en 1la seccié anterior admeten
particulars, pero significatives, equacions de barotropia. A més,
donarem la caracteritzacié de les velocitats unitaries de cadascun

d*aquests fluids bardétrops.

Considerem els casos segiients: (o) Pressié constant: dp = 0; (B)
0; &

.

densitat constant: dp = 0 ; (¥) Invariancia per u: p* = p°* =
Politropia: p= (Y-L)p, ¥ # 1.

En 1l'epigraf 2.d) hem estudiat el cas (a). Perqué a més es
verifique una de les condiciamns (f), (>, (§), ha de ser, necessaria-
ment, © = 0. I, reciprocament, si 6 = 0, qualsevol funcié p invariant
per u sera solucié de la segona equacié de (III.6) i ens trobarem al
cas (Y¥). En particular podem tenir qualsevol valor comnstant per a p, és
a dir, solucions tipus (B) 1 (¥). Aixi, tenint present la proposicisé

ITII.1, podem enunciar:

PROPCOSICI6 III.13: La condicié necessaria 1 suflicient perque u
siga la velocitat wunitaria d'un fluid perfecte amb pressié
constant 1 tal que verifica una de les condicions (87, Y), (&)

és que a = 0 =8,

b) Vegem ara en quins casos, essent dp # 0, es verifica una de
les condicions (B>, (), (). A l'epigraf 2.d) hem vist que, a cada
solucié de les equacions (III.10-11), podem associar-11 la familia de

fluids barsétrops (III.18), on p = p'(m) - p 1 p és una solucié de



75 Capitol II1l

(II1.12)>. D'aquesta equacis se segueix que l'equacié de barotropia

p = p(p) depén de la funcié giw). Es més,
p'(p) = p'(m)/p*' (M) = - gin(p)} (I11.44)

Aixi, en particular, g(m) sera constant sii p és lineal en p i, en
conseqiiéncia, les barotropies dels tipus (B) i (§) queden caracterit-

zades per:

PROPOSICI6 III.14: La condicié necessaria 1 suficieat perqué u
siga la velocitat unitaria d'un fluid perfecte amb dp = 0, dp # 0,

és que B = 0 I que existesca una funcié n tal que dn =a + n’u.

PROPOSICI6 III.15: La condicié necessaria 1 suficient perqué u
siga la velocitat unitaria d'un fluid politrop amb index ¥ és que
existesca una funcié n tal que {u,n} siga solucié de (III.10-11)

amb g(m=(1-y)>"'.

¢) Per al cas (¥), essent p* = p* =0, resulta g° =0, és a dir,
després de (III.10-11), 6 = 0, da = 0. Reciprocament, si u verifica
aquestes dues condicions, esiga m tal que dr = a. Aleshores n* =0 1, per

a tota funcio gim), es verificara (II1.10-11). En consegqiiéncila:

PROPOSICI6 III.16: La condicié necessaria i suficient perque u
siga la velocitat unitaria d‘un fluid perfecte amb p* = p° = 0 és
que 8 = 0, da = 0.

Aleshores, 1'index d'holonomia queda determinat, salvant una

constant, per drx = a.

Si {u,n) verifiquen les condicions de la proposicié anterior, per

a gualsevaol funcié p = p(m), si p = p' ) - p, la terna (u,p,p) és un
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fluid barstrop tal que p* = p* = 0. Alxi, és admissible qualsevol
equacisé p = p(p).

Remarquem que la caracteritzacié dels fluids barotrops invariants
per u, concretada en la proposicié III.16, engloba també el cas dp = 0,

el qual es donaria, després de la proposicié III.13, quan a = 0.

d) Analitzem ara en quins casos, les diferents classes de
velocitats unitaries del quadre de la pagina 74, admeten les
barotropicitats (8>, ), &):

Els fluids associats a les velocitats unitaries de les classes
(VII) 1 (I) (amb da = 0) sén, després de la proposicié III.16, de tipus

(¥) i , en consegiiéncia, admeten qualsevol relacié p = p(p).

Els fluids de les classes (l) (amb da # 0) {1 (VIII) (amb 6 = 0) sén

amb densitat constant.

Els fluids de la classe (VIII) (resp.(V])), admetran una equacié de

tipus politrop si 6 # 0 1 8/82 = ctant (resp. 6/B: = ctant).

‘Per a les classes (III), (V) 1 (¥), la politropia‘ implica que
existeix una constant y tal que B = x'8 és solucié de (III.28-29), és a
dir, #/(6-6°) = ctant. '

Per 4ltim, la classe (lI) admetra qualsevol index de politropia ja
que, essent 1l'index d'holonomia qualsevol funcié del potencial de la
velocitat unitaria u, podem prendre aquest proporcional, amb constant

de proporcionalitat arbitraria, a una primitiva de 8(t).
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e) Les proposicions III.1 i III.16 caracteritzen, en equacions
per a u, els tipus de barotropicitat (a) i (¥), mentre que les
proposicions III.14 i III.15 caracteritzen, en {u,n}, els tipus (§) i
(§). A 1l'epigraf anterior hem vist els casos en que, les classes de
velocitats unitaries barotropes de la secclé anterior, poden ser-ho de
barotropies tipus (8> i (¥). Pero és possible, com ara veurem, domnar
una caracteritzacié en u d'aquestes barotropies, independent d‘aquestes

classes.

Considerem el cas (B) estricte: dp = 0, dp # 0. Siga u amb 8 = 0,
Si, a més, w=0, resulta de la proposicié II1.4 que, per a cada factor
integrant, existeix una n que verifica dn'=a+n°u. 8i w2 0 1 da =0,
tenim 1l'index m tal que der = 0. S1 w# 0 1 da # 0, ens trobem al cas
estudiat en l'epigraf 3.i); aixi, u haura de verificar d(a + pzu) = 0
amb Bz donat per (III.43). Resumint:

TEOREXA III.3: La condicié necessaria 1 suficient perqueé u siga
la velocitat unitaria d'un fluid perfecte amb dp=# 0, dp = 0, és
que 8 =0 I es verifique una de les segient condicions: 1) w =

0; 11> w# 0, d(a + B2u) =0, on Bz = R2lul.

&1 (i), tindrem tants index d'holonomia com factors Integrants r:
t=-lnvr. 81 (i1), 1l'index d'holonomia queda determinat, salvant

una constant, per dm = a + Bau.

En ambdés casos, per a cada m ! cada parella de constants ke, ps,

s1 p = ko exp{nt}-po, la terna (u,po,p) és un fluld perfecte.

f) De 1la proposicié III.15 se segueix que u és la velocitat

unitaria d'un politrop d'index ¥ =ii existeix una funcié r tal que

dn = a + y6u , x = 1-9 (III.45)
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Pero aquesta equacié és (localment) equivalent a
da + x d®u) = 0 (I1I.46)

éz a dir, da = 0 &i1 d(6u) = 0 i, en aquest cas, (III.46) es verifica
per a tot yx. '

S1 da # 0, resulta per a tota 2-forma X tal que (X,da) # 0:
x = - (X,da)/X,d®u)) (I11.47)
Si diferenciem aquesta darrera expressisé, tenim:

101 X){d(6u) & *Vda - da & *Vd(Bu)) +

+ {1(d@uwi*(da) - i(da)1i'(d®u))) X & VX = 0

Com que aquesta equacié es verifica per a tot X, sera nul cada
claudator. I, reciprocament, si aquests sén nuls, da i d(Bu) seran

proporcionals, amb coeficient de proporcionalitat constant. Aixi:

TEORENA III.4: La condicié necessaria 1 suficient perque u siga
la velocitat unitaria d'un politrop és que verifique una de les

condicions segients:
1) da = d®u) = 0
i1) da & d(Bu) = d(Bu) e da = 0, da & Vd(Bu) = d(Bu) ¢ Vda

51 (i), tindrem qualsevol index de politropia ¥ = 1-y, x # 0.
51 (11), 1'index de politropila vindra donat per (I11.47) on X és

qualsevol 2-forma no ortogonal a da.
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En ambdés casos, la l-forma b = a + y 8 u és tancada i l'index
d'holonomia queda determinat per a cada x, salvant una constant,
per dn = b. Aleshores, posant p(n) = ko expin-¥/(y-1>} sl y#1, I
pim) = ke sf x =1, la terna (u,p,p) és un politrop amb index Y.
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FLUID PERFECTE TERMODINAMIC.

LA SEUA TEORIA A LA RAINICH"

1. PLANTEJAMENTS I OBJECTIUS

a) Des del punt de vista evolutiu, el sistema en (u,p,p),
equivalent a 1l'equacié de conservacié del temsor impuls-emergia d'un
fluid perfecte, &§T=0, estd indeterminat. La condicié de barotropicitat
p=p(p), estudiada al capifol anterior, és la manera algebraica de
tancar aquest sistema. Tanmateix, essent acceptable én molts casos,
aquesta hipétesi resulta massa restrictiva per a altres situacioms

fisiques interessants.

La manera general de tancar aqueix sistema (de tipus diferen-
cial), és introduir un esquema termodinamic que generalitza els fluids

perfectes classics no necessariament barotrops.
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Es clar que no tot fluid perfecte és baréstrop. De la mateixa
manera, solament un subconjunt de solucions de 6§T=0 admetra un esquema
termodinamic. Aleshores, és desitjable conéixer 1les condicions
addicionals en (u,p,p) que s'han de verificar perqué estiga garantida
l'existéncia d'una termodinamica.

b) A 1'hora de calcular solucions fluid perfecte de les equacions
d'Einstein hom pot imposar, des d'un principi, certes condicions per
tal que la solucié tinga un significat fisic particular (amb certa
equacié d'estat prefixada, normalment barotropa). Tanmateix, a causa de
la dificultat d'integracié d'aquestes equacions, el calcul de moltes
families de solucions ha estat possible obviant aquesta restriccis
previa. Aleshores es planteja el problema de determinar, a posteriori,
el possible significat fisic d'aquestes solucions. #£s clar que una
caracteritzacié dels fluids admetent un esquema termodinamic pot

facilitar aquesta interpretacis.

c¢) La teoria de RAinich resol el problema de la caracteritzacisé
de tots els espais-temps d'Einstein-Maxwell, és a dir, déna el sistema
d'equacions que ha de verificar una mdtrica perqué corresponga a una
distribucié energética de camp electromagnétic; él seu interés, tant
teoric com practic és ben conegut. Fins ara no s'ha construit una
teoria analoga per al fluid perfecte termodinamic; aquest és el
principal objectiu del present capitol. A efectes practics, la nostra
teoria "4 la Rainich" permetra, en particular, de determinar per simple
substitucié, i una métrica donada és interpretable com un fluid
perfecte termodinamic 1 facilitara 1'obtencié de 1les possibles

termodinAmiques associades.
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d) Per tal de centrar el tema comengarem recordant, en la seccié
2, les nocions basiques de l'esquema termodinamic d'Eckart particu-
laritzat per a fluids perfectes. Aquest és el que generalment s'adapta
en la literatura i ha estat desenvolupat essencialment per Taub i

Lichnerowicz.

En la seccié 3 ens plantegem el problema de 1'existéncia de
termodinamiques i donem la caracteritzacié corresponent dels fluids

(u,p,p) que les admeten.

Per altim, en la seccid 4, completem els resultats algebraics
existents per tal de donar una caracteritzacié "a la Rainich" per al
fluid perfecte termodinamic general 1 particularitzem per al cas

barotrop.
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2,VARIABLES TERMODINAMIQUES

a) La conservacié de T és equivalent al sistema (III.3-4) de 4
equacions per a les 5 variables (u,p,p) que, per tant, serd incomplet
des del punt de vista evolutiu. La seua solucié estd doncs
indeterminada en el sentit de Cauchy i necessitarem una altra equacis

per a tancar-lo.

Una manera usual (algebraica) de tancar el sistema és imposar una
equacié que lligue p 1 p: p = p(p). Aquest és el cas dels fluids
barotrops que hem estudiat al capitol anterior. Tanmateix, ara ems
interessa estudiar la manera genérica de tancar el sistema, és a dir,
mitjangant la introduccié d'una termodindmica de forma que, el cas

barotrop aparega com un cas particular.

Classicament, una termodinamica ve determinada per una equacié
fonamental que relaciona el camp de densitats r, l'epergia interna
especifica € 1 l'entropia especifica s. Si € = e(s,r) és 1'equacié
fonamental energeética, hom identifica =-e.* (v=1/r) amb la pressié
termodinamica p i €.' amb la temperatura ©, és a dir, tindrem ©ds-=
de + pdv. Aleshores, s'anomenen equacions d'estat, les equacions que,
relacionant tres variables termodinimiques, contenen parcialment 1la

informacio de l'equacié fonamental.

b) En relativitat, a consegiiéncia de l'equivaléncia entre massa 1
energia, no té sentit parlar ‘de massa inercial. En canvl té sentit la
introduccié d'una densitat de matéria r, obtinguda com a balang massic
del nombre de particuies d'un element de volum donat. Aleshores, essent

p la densitat total d'energia, haurd de ser p ?: r , 1 la diferéncia
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E = p-r s'anomena densitat d'energia interna del fluid. L'energia

interna especifica és ¢ = E/r. £s a dir:

p = r{l+e) (IV. 1)

Suposem coneguda una equacié d'estat, funcié de classe C? que

solament depén de l'estructura interna del fluid:

€ = e(p, ) (IV.2)

Siga v = 1l/r el wvolum especific; de (IV.2) resulta que la 1-forma
de + pdv és integrable. Aleshores, la comparacié amb la termodinamica
classica, ens duu a identificar un dels divisors integrants amb la
temperatura absoluta © del fluid 1 I'entropia especifica queda

definida, salvant una constant, per

©ds = de + pdv (IV.3)

De 1la definicié de r com a balang missic del nombre de
particules, resulta natural imposar, per als processos d'evolucié sense
creacié o aniquilacié de particules, la hipétesi de comservacis de la

materia mitjangant 1l'equacié de continuitat:

{ru) = 0 (IV.4)

Les equacions de comservacié (III1.2) i (IV.4) amb la relacis (IV.2)
constitueixen, després de la definicié (IV.1), un sistema tancat per a
les incégnites u, p, r, €; és l'anomenat sistema fonamental d'evolucié

de la hidrodinpamica relativista.
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Tenint en compte la relacié termodinamica (IV.3), la segona de

les equacions de conservacié (III.4) pot escriure's:
§(ru) = [re/fl1-&Lws (Iv.5)

on f = l+et+pv és 1'index d'entalpia del fluid (Lichperowicz, 1967).
Aleshores, essent r, © i f positius, l'equacié de continuitat (IV.4)
implica el caracter localment adiabatic del moviment i, reciprocament,
perqué siga possible un moviment localment adiabatic (la qual cosa és
d‘esperar per a un fluid perfecte sense conduccié de calor), és

necessari imposar la conservacié de la massa.

¢) Assenyalem que en Termodinadmica Classica, a causa de la no
equivaléncia entre massa 1 energia, per a cada definicié experimental
de la massa (de fet, es tracta quasi exclusivament de la massa inert),
l'energia interna esta solament determinada salvant una constant
additiva.

Per altra part, en Termodindmica Relativista, tal i com acaben
d'introduir-la, l'energia interna estad univocament determinada per a
cada definicié de densitat material r que donem. En efecte, mentre que
en la teoria classica l'epergia interna total d'un sistema esta
determinada salvant una constant additiva, en la teoria relativista
l'energia total del fluild esta fixada sense ambigiiitat, i sén la resta
de les variables termodinamiques les que &'cbtenen a partir d'aquesta,
de p i de la definicié elegida de r.

Nogensmenys, aquesta situacié no ens ha de fer pensar que el zero
de l'energia interna en Relativitat esta fixat sense ambigiiitat: en
haver 'desprovist la densitat material r del seu caracter inercial, r

estd determinada salvant un factor constant i, per tant, resulta de
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(IV.1) que tindrem encara indeterminacié per una constaant additiva de
1'energia interna: en efecte, siguen r i r*=kr dues definicions de
densitat material; de (IV.1) tenim:

p =rllte) , p =r'(l+e') = kr(l+e') = r(l+ke'+k-1)

és a dir, € = ke'+(k-1). Denotant per € i €' les emnergies totals
internes del mateix element de volum V, i M i M' els balangos midssics
totals realitzats amb cadascun dels criteris, tenim:

r=M/V, r*=M'/V = M' = M

Pero, comque ¢ = €/M, €' = €'/M', resulta:

e/M = ke'/kEM + (k-1) 3 € = e'+ME&k-1
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3,S0BRE L'EXISTeNCIA DE TERMODINAMIQUES

a) Fo tot fluid perfecte T = (u,p,p) solucié de (III.3-4) admet
un esquema termodindmic. En efecte, per a 1l'existéncia d'una
termodinadmica associada a T s'ha de verificar 1'equacié (IV.4) per a
una funcié r que complesca una equacié d'estat del tipus (IV.2) amb la

funcié ¢ definida per (IV.1)., £s a dir, l'equacié en r

r'+r6 =0 (IV.6)

ha d'admetre alguna solucié de la forma

r =rip,p) {av.7

I, reciprocament, s1 existeix unma funcié r que verifique (IV.6) 1
(IV.7), aleshores la 1-forma I = 1/r [dp + (p+p)dr] és integrable. A
més, s1 v=1/r 1 € = pv-1,

de + pdv =T , (1v. 8)

Aixi, d'acord amb (IV.3), podem identificar cada divisor integrant de T
amb la temperatura absoluta © 1| l'entropia especifica queda definida
per ©ds =T. Aleshores, podem enunciar (B.Coll, 1980):

LENA IV.1: La condicié necessaria i suficient perqué un fluid
perfecte (u,p,p) admeta un esquema termodinamic és que l'equacié
enr, r* + ré6 = 0, admeta solucions de la forma r = r(p,p).
Aleshores, a cada parella {r,©)}, on © és un divisor Integrant

de la 1-forma 1l/r {dp + (p+p)drl, 1! correspon una termodindmica.



FLUID TERMODINAN’IC 89

b) Siga (u,p,p) un fluid perfecte que admet un esquema termodi-~
namic. L'equacié (IV.7) pot escriure's:

dr = £(p,p) dp + g(p,p) dp (Iv.9)

d'on resulta:

fp* +tgp’ ' (IV.10)

Pero eliminant 6 entre les equacions (III.4) 1 (IV.6), tenim que
T'/r =p°/(ptp), és a dir, després de (IV.10),

fp° +tgp° =rp°/(ptp) (IV.11)

Si p* = 0, se segueix de (IV.11) que, o bé p* = 0 i tota funcis

arbitraria r = r(p,p) verifica (IV.6), o bé g= 0 i , aleshores, resulta

que qualsevol funcié r =r(p) n'és solucié.

Siga p* # 0. 8i g = 0, tindrem, per (IV.1l1), f = r/{(p+p); pero
(IV.9) dimplica r = r(p) i, en comnseqiiéncia, p = plp) 1 el fluid és
baréetrop. Per altim, si g# 0, de (IV.11) tenim: ’

p'/p° = [1/g¢p,p)] {r/(ptp> - £(p,p)} (Iv.12)
és a dir, p°/p° és una funcié d'estat:

P /e = xlp,p) (IV.13)

Reciprocament, si es verifica (IV.13), plantegem 1'equacié en derivades

parcials de primer ordre:

re' x(p,p) + r," = r/{p+p) (IV.14)
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Aleshores, cada solucié r = r(p,p) de (IV.14) (sempre existeix) és,
després de (III.4) i (IV.10), solucié de (IV.6). Aixi, podem enunciar:

TEORENA IV.1: La condicié necessaria 1 suficient perqué un fluid
perfecte (u,p,p), amb p* # 0, admeta un esquema termodinamic és
que el quocient p°/p° siga una funcié d'estat, és a dir,
P /p° = x(p,p). Quan p* = 0 el fluid admet sempre una termodi-
namica.

¢) En determinades ocasions pot océrrer que, en estudiar un fluid
perfecte, siga comode treballar amb altres variables que depenen
funcionalment de p 1 de p. Aleshores, la caracteritzacio termodinamica
del fluid pot donar-se en aquestes variableg. En efecte, si ) = ) (p,p),
p = uip,p), siga J = JO\,u;p,p> el Jacobia de la transformaci6. Si
p°#0 1 u* # 0, un calcul senzill condueix a:

dO/p) AdaAadp = (p°/p®)2J2-d(p°/p°)Adp Adp
Per altra part, quan J # 0, si p° = 0 (resp. p° =0), resulta que \*/p°
(resp. p°/p°) és funcidé de X 1 p (resp. p i p)>. En consegiiéncia, del
teorema IV.1 resulta:
CORQOL-LARI IV.1: Siga (u,p,p) un fluid perfecte 1 considerem una
transformacié invertible x = \{(p,p), p = plp,p). Quan p* # 0, el
fluid admet un esquema termodinamic sii

dO/p* ) AdaAdu = 0

Quan u* =0, el fluid admet sempre termodinémica.
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4, TEORIA "A LA RAINICH®" DEL FLUID PERFECTE
TERMODINAMIC

a) Una solucié de les equacions d'Einstein-Maxwell és una parella
(g,F) tal que g és una solucié de les equacions d'Einstein per a una
distribucié energeética de tipus electromagnétic determinada per un camp
de Maxwell F.

Hom pot preguntar-se per l'existéncia d'un sistema diferencial en
1'dnica incognita g que caracteritze totes les métriques solucié del
sistema d'Einstein-Maxwell. Aquesta qiiestié fou resolta per Rainich
(1925) per al cas de les solucions regulars: les condicions algebrai-
ques que asseguren que T = Ric(g)-(1/2)r'g (r = trRic(g)) pot escriure's
de la forma T = (1/2)[(F2+(#F)2], sén r = 0, Ric? = y2g, 1 les condicions
diferenclals que ens diuen que F és un camp de Maxwell (regular) sén

dy (Ric) = 0, on Y (Ric) esta donat per 1'expressié (II1.9).

b) Una solucié fluid perfecte de les equaclons d'Einstein és una

quarteta (g,u,p,p) que verifica
Ric(g)-(W/2)r'g =T, r = trRic(g) (IV.14)
T = (p+p) udu - pg (IV.15)

Completant resultats parcials anteriors (Taub, 1967), s'ha donat en un
treball recent (C.Bona, B.Coll, J.A.¥orales, 1987), la caracteritzacié
"a la Rainich" dels espais temps fluid perfecte verificant la condicié
dominant d‘energia. Aquesta caracteritzacié estad constituida per les

condicions algebraiques (en Ric{(g)) que garanteixen una descomposicié
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tipus (IV.15) per al tensor (IV.14) i que asseguren la verificacié de
les desigualtats (Plebansky, 1964):

P 2 P > -p (IV.16)

La condicié dominant d'energia (IV.16) s'afegeix a (IV.14-15) per
tal de considerar solucions amb significat fisic. Pero aquest queda
encara incomplet si el fluid no admet un esquema termodinamic. Aixi, és
desitjable trobar quines equacions en g haurem d'afegir perque quede
garantida l'existéncia de termodinamica. Després de la caracteritzacié
en (u,p,p) del teorema IV.1, aquestes condicions addicionals seran
diferencials en Ric(g).

c) Siguen R = Ric(g), r =trR 1 § = trR2. De les expressions de p
i p en funcié de r 1 s 1, verificant-se la condicié dominant
d'energia, tenim J(p,p;r,s) = 6(p+tp) # 0. Aleshores, del corol-lari
IV.1, resulta que el fluid perfecte admetra un esquema termodinamic sii

el quocient €°/r* és una funcié de r 1 & (0 si r°=0).

Peré aquesta darrera condicié no és completament explicita en g
ja que apareix la derivada al llarg de la velocitat u. Per altra part
(veure treball:- de Bona, Coll, Morales (1987)), la direccié u és la
‘1matge de l'endomorfisme U = R + #(t-r)g (t = [(1/3)Us-rD]V>), 1
r®° =1i(u)dr és no nul sii dr no estd en el nucli 4'U. Aixi, si r° 20,

u=2xiddr)U i, en conseqiieéncia,

s°/r* = 1dr)idds)U/1i2{dr)>U

Aleshores, podem enunciar:
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TEOREMA IV.2 ("a la Rainich® per al fluid perfecte termodipamic):
Una métrica g és una solucié fluid perfecte termodinamic que

verifica la condicié dominant d'emergla sil satisfa:

{2 R?2- (1/4)8g o« R - (1/8)r g
11) g > r2
111) 12GR > r + ¢

iv) o 12{dr)U =0,

0 12dr)U # 0 1 dli(dr2i(dg)U/12(dr)UIAdrAads = 0
per a un camp temporal unitari arbitrari x i, on
R = Ric(g) , r =trR , s = trR2 ,

t

[/ U4s-r2)]112 U=R +4t-rig

Aleshores, la densitat p, la pressié p i la velocitat u del fluid

estan donades per:

p =43t -r), p=4it +r), u = iU

Les tres primeres condicions d'aquest teorema han estat donades
(en equacions per a T) per Bona, Coll, Morales (1687) 1 son
algebraiques en Ric{(g). La condicié (iv), diferencial en Ric(g),
completa la caracteritzacié del fluid perfecte termodinamic.

d) Considerem el cas particular dels moviments barsotrops. S1
tenim en compte que el jacobia de la transformacié que relaciona (p,p)
amb (r,s) és no nul, la condicié de barotropicitat dp A dp = 0 és equi-
valent a dr Ads = 0. Aixi:
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COROL-LARI IV.2: Una métrica g§ és una solucié fluid perfecte
barotrop que verifica la condicié dominant d'energla sii satisfé
les condicions (i), (ii), (1i11) del teorema anterior i1 1'equacié
drA ds = 0.

8i el fluid perfecte és un politrop amb index Y, p=(¥-l)p,

resulta de la transformacié (p,p)3(r,s),

€ =cr?, c = [3(¥-1)2+411/(3y-4)2
Aixi, podem enunciar:

COROL-LARI IV.3: Una médtrica g és una soluclié fluid perfecte
politrop que verifica la condicié dominant d'energia sii satisfa
les condicions (i), (ii), (iii) del teorema anterior 1 1'equacié
d{(s/r2) = 0. Aleshores, si s/r2? = ¢, l'index de politropia ve

donat per
¥ = {4c-1+[ (4c-1)>/31'/2)/(3c-1)
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FLUIDS HOLONOMS

1.LA NOCI6 D'HOLONOMIA

a) &s conegut que la velocitat d'un moviment isontrépic classic
¢s un invariant integral relatiu (en el sentit de Poincaré) i, per

Stokes, el seu rotacional resulta ser un invariant integral absolut.

En un intent de gemeralitzar a la relativitat aquesta propietat,
Lichnerowicz (1955) defineix els medis holénoms com aquells que tenen
també invariants integrals Associats. Tanmateix, els andlegs relativis-
tes de la velocitat i el rotacional classics no sén la velocitat
unitaria i la seua diferencial exterior, siné el corrent C.= Fu i la

seua diferencial, on F és l'anomenat index d'holonomia del medi.

Aixi, encara que els medis holénoms es comporten, des del punt de

vista dels invariants integrals, de manera semblant als moviments
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isontropics classics, hi ha un component (l'index F) que no és purament
cinemdtic en els invariants associats als primers. Aquest apareix també
afectant a altres variables termodindmiques (com el volum dinamic), la
qual cosa condueix a diferéncies entre els resultats classics 1 el
relativistes en estudiar, per exemple, les ones de xoc (A.Lichnerowicz,
1967) i els fronts de combustié (B.Coll, 1976) en hidrodinamica.

b) El mateix Lichmerowicz (1955) desenvolupa ampliament la teoria
dels medis holénoms. En particular, caracteritza els moviments holénoms
irrotacionals i estudia allé que ell anomena moviment permanent (quan
l'espai-temps és estacionari { bhi ha invariancia del medi holénom al
llarg del Killing temporal). A més, enuncia una propietat general que,
com veurem en aquest capitol, pot considerar-se l'eix sobre el qual
descansa el concepte d'holonomia: les linies de corrent d'un moviment
kolonom sén els extremals de la integral des. Agoé significa que la
velocitat d'un medi holonom és una geodésica per a una métrica conforme
a la de l'espai-temps considerat. Una congruéncia amb aquesta propietat

s'anomena conformement geodeésica.

Les congruéncies conformement geodésiques één, per a les estruc-
tures conformes (conjunt de metriques conformement relacionades), allé
que les geodesiques sén per a les estructures métriques. En efecte, en
una estructura conforme es pot considerar un sistema d'equacions
diferencials ordindries que generalitzen l'equacié de les geodésiques i
les solucions de les quals no depenen de la métrica elegida en la
classe conforme. A partir d'aquestes geodésiques conformes poden
definir-se les coordenades normals conformes com una generalitzacié de
les coordenades normals (B.G.Schmidt, 1986). Aquestes coordenades han
estat recentment utilitzades en relativitat (H.Friedrich, B.G.Schmidt,
1987) per tal d'ecstudiar soclucions asimptotiques.
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Per tant, és clar que, amb independéncia del seu interés fisic
com a generalitzacié relativista de certes propletats classiques, els
fluids holénoms poden tenir interés a l'hora de la integracié de les
equacions d'Einstein. En efecte, essent 1les seues velocitats
conformement geodésiques, treballar en referencial adaptat al medi
implica considerar un sistema de coordenades privilegiat de 1l'espai-
temps que generalitza les coordenades normals, i en el qual pot ser més

senzilla la integracis.

¢) En aquest capitol, després de recordar les nocions basiques
sobre holonomia (seccié 2), estudiem i caracteritzem les congrueéncies
conformement geodésiques amb equacions per al seu camp tangent unitari
(seccié 3). A continuacié (seccié 4) mostrem que la dependéncia en
variables termodinamiques de la holonomia és sols aparent ja que, la
propietat de ser conformement geodésica demostrada per Lichnerowicz per
al corrent d'un medi holénom, no és sols necessaria, siné també
suficient i, en conseqléncia, l'holonomia depén exclusivament de la
cinemdtica; analitzem també un tipus particular d'holonomia que inclou
els fluids perfectes barétrops. Per ultim (seccié 5), comprovem que la
propietat d*‘holonomia per a la velogitat d‘un fluid perfecte no implica

necessariament la barotropicitat d‘'aquest.
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2,FLUIDS HOLONOMS

a) Tot tensor impuls-energia T pot descompondre's de la forma:
T=musu + T (V.1
La conservacié de T, 6T =0, s'escriu per a les variables (u,m, M:
a = 1wV, 6 = 1wV - X w.2>
on V= (1/m)éT, X= Inm.

Un tensor impuls-energia T s'anomena bholénom si per a una

descompos.i‘cié del tipus (V.1), existeix una funcié F tal que

6W =mlnF V.3
és a dir, V és el gradient d'una funcié. Aleshores, les funcions m i F
s'anomenen, respectivament, pseudo-densitat 1 index d'bolonomia del

fluid T.

Per 2 un fluid bholénom, si n = InF, les equacions de conservacisé

(V.2) s'escriuran:
a =dr - n‘u : V.4

8 =n" -~ X (V.5
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b) Considerem 1l‘anomenat corrent del fluid holénom C = Fu.
Lichnerowicz (1955) demostra que C és un invariant integral relatiu (en
el sentit de Poincaré) al llarg de les linies de corrent 1 que, en
conseqiiéncia, dC és un invariant integral absolut. £s a dir, si D és
una 2-cadena transversal a les linies de corrent, i D' és la cadena

transformada per aquestes, resulta:
/C=/C, /dC= /dC - V.6
&0 4D* <] o

¥o és dificil comprovar la versié diferencial d'aquestes propietats. En
efecte, serd suficient veure que dC és invariant al llarg de les linies

de corrent, és a dir, £(pu)dC =0 per a tot p. Pers,
E(pu)dC = pui(w)d(Fu) = pFi(u)ldnAu +al = pFln* ~dr+al = 0

a conseqgiiéncia de 1l'equacié (V.4).

Com mostrarem més avant, una manera alternativa d‘'enunciar
aquestes propietats és dient que les linies de corrent d'un fluid
holénom sén conformement geodeésiques. En la seccié segilient estudiem
aquestes i les caracteritzem en equacions per al seu camp tangenf

unitari.
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3.VELOCITATS CONFORMEMENT GEODeESIQUES

a) Les conguéncles conformement geodésiques han estat estudiades,
en el marc de les anomenades estructures conformes, com solucions d'un
sistema d'equacions diferencials ordinari invariant per conformitat de
la métrica i que inclou com cas particular l'equacié de les geodésiques
(H.Friedrich, B.G.Schmidt, 1987). En canvi aci ens interessa un punt de
vista diferent. Més que una caracteritzacié d'aquestes com congruéncies
de corbes, és desitjable obtenir les equacions equivalents en termes
del camp tangent unitari per a la métrica en qiestit i, alxi, poder-ho
aplicar a la velocitat (unitaria) d‘un fluid.

Amb aquesta idea, siga u un camp unitari temporal de 1'espai-
temps (V,g). Considerem la metrica conforme g' = exp{2a)g. En ella, la
1-forma u' = exp{a)u és unitaria. Aleshores, les corresponents accele-

racions estan relacionades per:
a' = a-da + x’u .7

Perque u siga conformement geodésica, haura de ser geodésica per a una
métrica conforme. Aixi, u vindra caracteritzat per 1'existéncia d'una

funcié a per a la qual el segon membre de (V.7) és nul, és a dir,

PROPOSICI6 V.1: Una vwelocitat wunitaria u és conformement
geodesica sil existeix una funcié o (potencial d'acceleracis) tal

que

da = a + a'u ‘ V.8
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b) Mostrarem ara que els u conformement geodésice poden
caracteritzar-se amb equacions per a la sola variable u. Aquestes
seran, després de la proposicié anterior, les condicions necessaries i

stficients (en u) perque existesca una funcidéd o que verifique (V.8).
Aquesta equacid és (localment) equivalent a

da + da*Au + " du =0

d'on se segueix

u da + a®*uAdu =0 (V.9
Si u no és integrable, és a dir, si w=#(uA du) # 0, resulta que

a* = Blul = - (1/w?) 1 (w)¥(u Ada) (V.10
i, aleshores, s'haura de vérificar:

d(a + B‘u) =0 (V.11

I, reciprocament, si es compleix (V.11) amb $ donat per (V.10),

existira una funcié o tal que da=a + Bu i, a més, baura de ser a’ = §,
Si w=0, tindrem u = v dt. Aleshores, resulta:
dvr = a + TUu , -'r=—1‘n'r V.12
és a dir, després de la proposicié V.1, u és conformement geodésica.
Per altra part, si a verifica (V.8), de (V.12) resulta d(a-v)A u=0 &

© ov =Ht) e 71expl-a) =h{), és a dir, expla) és un factor

integrant. En conseqiiéncia, podem enunciar:
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PROPOSICI6 V.2: 1) Tot camp temporal unitari Integrable és
conformement geodésic. 11) S1 u no és integrable, la condicié
necessaria 1 suficient perqué siga conformement geodésic és que

verifique

d(a + Bu) = 0 (V.13

on B = - (1/w?) 1(w)¥{uAdad V.10)

Per altra part, 1les conformitats que fan geodésic un camp u
conformement geodésic (potencials d'acceleracié) queden caracteritzats

per l'enunciat segiient:

PROPOSICI6 V.3: Siga u conformement geodésic. 1) Quan w =0, a
cada factor integrant v lI correspon un potencial d'acceleracié
v =-lavr. Alxi, si1 v n'és un I t és un potencial d'u, tots els
altres seran a = o+ + H®). I11) Quan w # 0, el potencial
d'acceleracié o queda determinat, salvant una constant, per
dax=a+ Bu, on B esta domnat en (V. 14).

c) Les equacions (V.13-14) sén 1les condicions necessaries 1
suficients que garanteixen 1l'existéncia d'uma funcié « que verifica
l'equacisé (V.8). Ens podem plantejar el problema invers: qué ha de
verificar una funcié « per tal de ser el potencial d'acceleracié d'una
geodésica conforme? La resposta és facil. En efecte, donada una funcié
arbitraria «, siga g la métrica de 1l'espai-temps. Aleshores, qualseval
geodésica temporal de la métrica conforme g' = exp{2ualg és tal que el
seu camp tangent unitari (en g) verifica (V.8). Aixi, tota funcié a és

el potencial d'acceleracié d'una familia de geodésiques conformes.
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4 , FLUIDS HOLONOMS I VELOCITATS CONFORMEMENT
GEODeSIQUES

a) Recordem que les equacions de comnservacié per a un fluid
holénom estan donades en les variab‘les (u,m,m) per les expressions
(V.4-5). Després de la proposicié V.1, la primera d'aquestes equacions
ens diu que u és conformement geodésic amb potencial d'acceleracié

igual a 1'index d‘holonomia =.

Reciprocament, donat un u conformement geodésic, per a cada
potencial d'acceleracié =x solucié de (V.8), ens podem plantejar
l'equacié en m (V.5). Aquesta té sempre solucié i m queda determinada

salvant un factor invariant per u.

Considerem una solucié <(u,m,m) de (V.4-5) 1 un tensor T

conservatiu, 1 siga =T - mudu. Aleshores,
M = 6T + m°u + mO -~ ma =mwl(mw* +B)u-al = mdn

és a dir, T és holénom amb velocitat u, index d'holonomia n 1 pseudo-

densitat m.

Resulta doncs que um camp unitarli u és conformement geodésic sii
u és la velocitat d'algun fluid holépnom conservatiu. ks més, tenint

també en compte la proposicié V.3, podem enunciar:
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FROPOSICI6 V.4: A tota velocitat u conformement geodésica podem
assoclar-l1i una familia de ternes {(u,n,m)) solucié del sistema

d'equacions (V.4-5) amb les propietats segiients:

1) S1 w2 0, la funcié n estad definida salvant una constant,

I, s1 w=0, salvant una funcié del potencial d'u.

i11) Per a cada parella (u,m), la funcié m esta determinada

salvant un factor invariant per u.

1ii) Per a cada terna (u,n,m), tot T conservatiu pot
interpretar-se com un fluid holénom de velocitat unitaria u,

index d'holonomia n I pseudo-densitat m.

b) La proposicié V.4 ens mostra que la propietat d*holonomia per
a un tensor impuls-energia conservat T no és en realitat una propietat
de T siné de 1la seua velocitat unitaria u. En efecte, cada T
conservatiu esdevé holonom en considerar com velocitat unitdria una
geodésica conforme, 1 com index d'holonomia i pseudo-densitat 1la
parella de funcions (mn,m) solucié de (V.4-5), Aleshores, a les
geodesiques conformes les anomenarem, en el context de la teoria de

fluids, velocitats holénomes.

Ago ens condueix a replantejar-nos el concepte de fluid holonom.
Haurem de considerar com a tal una ternma (u.m,m) solucié de (V.4-5).
Aleshores, una distribucié energética T podra interpretar-se com un
medi holoénom en la mesura que la descomposicié T =T - mueu tinga una

certa interpretacié fisica.

¢) Abans de continuar amb l'estudi de les velocitats holonomes
remarquem que aquestes queden caracteritzades per diverses propietats

enunciades ja al llarg del capitol. En concret, tenim:
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PROPOSICI6 V.5: Totes les afirmacions segiients sén equivalents:
i) La velocitat u és geodésica conforme.
11> Existeix una funcié m tal que a = dr - n’u.

1ii) Existelx una funcié F tal que C = Fu és invariant integral

relatiu.

iv) Existeix una funcié F tal que d(Fu) és invariant integral
absolut.

v) Ou és Integrable o u és solucié del sistema (V.13-14).

vi) u és la velocitat unitaria d'algun fluid holénom.

d) Siga (u,p,p) un fluid perfecte barétrop. Aleshores, la 1-forma
(p+p)-'dp és tancada, és a dir, existeix una funcié =n tal que verifica
dp = (p+pddn. Aixi, essent T = (p+pdudu - pg, resulta que T és holénom
amb pseudo-densitat p+p i index n. A més, w 1 p+p tenen dependéncia

funcional.

Es pot generalitzar aquesta propietat amb la definicié segiient:

Anopenem fluld barétrop a un fluid holonom (u,w,m) tal que dxAdm= 0.

Quan la barotropicitat és trivial, és a dir, si dn = 0, resulta
de (V.4) que a = 0 i, per (V.5), la pseudo-densitat m quedarad
determinada, salvant un factor invariant per u, per (Inm*® = -8. En

conseqiieéncia:

- PROPOSICIS V.6: La velocitat d'un fluid holénom d'index constant
és geodésica. I reciprocament, sl u és geodésica podem assoclar-
li una familia de ternes holénomes {(u,%o,m>), oOn mo €és una
constant arbitréaria i1 m queda determinat, salvant un factor

fnvariant per u, per (lnm)* = -B.
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Quan dn # 0, esgsent drAdm =0, l'equacié (V.5) esdevé:
B=n"~-X =x"[1-X"{W] = gloin* V.15

Reciprocament, si1 1'index d'holonomia solucié de (V.4) verifica també
(V.15) per a alguna funcié g(m), siga M{x) una solucié de 1'equacié
X' () =1 - gln). Aleshores (u,n,m) és una solucié de (V.4-5) tal que
dr dm=0, és a dir, és un fluid barétrop. Aixi, tenim:

PROPOSICI6 V.7: La condiclé necessaria i suficient perque un camp
temporal unitari siga la velocitat d'um fluid bardtrop (velocitat

barotropa) és que existesca upna funcié m tal que
a=dr - x'u , 0 =glon* V.16

Per a cada parella (u,n) solucié de (V.16) , considerem la funcié
m = exp{f[ 1- g(m)ldn). Aleshores, la terna (u,m,m) és un fluid

barotrop.

e) A la proposicié V.2 hem caracteritzat els camps unitaris
conformement geodésics, és a dir, les velocitats holonomes. De la
mateixa manera podem estudiar les condicions necessadries 1 suficients
(en u) per tal que existesca una funcié m que verifique (V.16). Aixi

tindrem caracteritzades les velocitats barétropes.

En estudiar al capitol IIl els fluids perfectes barétrops vam
comprovar que les equacions de conservacié (III.3-4) eren equivalents
(veure proposicié III.12) a un sistema del tipus (V.16). £s a dir, les
velocitats barétropes coincideixen exactament amb les velocitats dels
flulds perfectes barétrops, 1 aquestes han estat ampliament estudiades

al capitol tercer.
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5,.FLUIDS PERFECTES I HOLONOMIA

a) Ja hem mostrat a l'apartat (d) de la seccié anterior que un
fluid perfecte baroetrop T = (u,p,p’> és holonom amb pseudo-densitat p+p.
A més, s'hi verifica el reciprbc. En efecte, si T és holéonom amb
pseudo-densitat p+p, tenim T = - pg. Aleshores, si x és 1l'index d'holo-
nomia, {(p+p)dm = 6 = dp, és a dir, dpAa dp = 0 i T és barotrop. Per
tant, hem demostrat:

FPROPOSICIS6 V.8: La condiclié necessaria 1 suficient perqué un
fluid perfecte (u,p,p) siga holonom amb pseudo-densitat p+p és
que siga barétrop.

Com que els fluids perfectes barétrops ja han estat estudiats al

capitol III, considerem ara el cas de fluids perfectes no barotrops

peré admetent una velocitat holonoma.
b) La component ortogonal a u de la comservacié de T pot
escriure's: -
Qdp = a + Qp'u , Q= (p+p)-'. V.17
d'on, diferenciant i multiplicant exteriorment per u, resulta:
dQAdpAu = uAda + Qp° uAdu v.18)
Considerem, en primer lloc, la velocitat u integrable: u = rdt.

En aquest cas sabem, per la proposicié V.2, que u és conformement

geodesica amb index v =-InT:

a=4r - T°u (V.19
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De (V.1-2-3) resulta que, o bé el fluid és barotrop, o les funcions t i
o tenen el gradient en el 2-pla determinat per dp i dp. Vegem en quins

casos el fluid (no barotrop) admet un esquema termodinamic.

Quan a # 0, v 1 t sén independents i W{dp,dp) = N{dt,dr} = {u,al.
Tindrem aleshores que J{(p,p;t,7) # 0 1, aplicant el corol-lari IV.1, el
fluid admetrd termodinamica sii d(r°/t°) A dt A dr = 0. Peré, com que u
és unitari, t* =17 i, la condicié anterior és equivalent a la relacis
dr*A dt Adr = 0, és a dir, dT°A dtAdr = dr* u a = 0., Perd de
(V.19), resulta:

da + dr*Au + 1’'du=0,

i, essent u integrable, aAda = dr°A uAa. Alxi, podem enunciar:

PROPOSICI6 V.9: Un fluid perfecte (u,p,p) amb velocitat u
integrable 1 no geodésica admet un esquema termodinamic sii

l'acceleracié a és integrable, és a dir, a Ada = 0.

Aleshores, els potencials de la velocitat u 1 1'acceleracié a 1

1'index d'holonomia sén funcions d'estat.

Quan a = 0, u = dt 1 de (V.17) resulta dp = p°dt, és a dir,
p'=p'{t). Per tant, p°/p° serd una funcié de p i p sii ho és p°*. En

conseqiiencia, tenint present (IIl.4) i el teorema IV.1, tenim:

PROPOSICI6 V.10: Un fluid perfecte (u,p,p) amb velocitat u
integrable 1 geodesica admet un esquema termodindmic sii
de AdpAdp=0.
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c) Considerem ara un fluid perfecte (u,p,p> amb velocitat
conformement geodésica no integrable. Siga wn 1l'index d'bolonomia. De
(V.4) 1 (V.17) resulta que, si nm i p sén funcionalment independents, u
1 a determinen un 2-pla integrable, i si n = n(p) amb a # 0, tindrenm
' (p) = (p+p)™’ i el fluid perfecte és barotrop. Aixi:

PROPOSICI6 V.11: Siga (u.p,p) un fluid perfecte amb velocitat u
holonoma. Si {u,a) és un 2-pla no Integrable, el fluid és
necessariament barétrop.

Per altra part, hem vist en la seccié 3 que, essent u no
integrable pero conformement geodésic (holénom), 1'index d'holonomia n

és tal que n° = flu), donat per (V.14). Pers de (V.18), resulta:

x° = - (/W) i(w#(uAda) = = (1/w?) 1 (W#(dQAdpAUW + Qp°
Peré eliminant l'acceleracié a entre (V.4) i (V.17), tenim:

dr = Qdp - pu , | amb p = (1/w)s(wAuAdQAdp) , (V.20)
és a dir, la l1-forma Qdp - pu és tancada. Reciprocament, si ho és, siga

n el potencial. Aleshores, de (V.17-18) resulta que m verifica (V.4) i

u és holénom. Per tant,

PROPOSICIS6 V.12: Siga (u,p,p) un fluid perfecte amb velocitat u
no integrable. lLa condicié necessaria i suficient perqué u siga
holénom és que la 1-forma Qdp - pu, on p = (I/wH)#(wAuAdQAdp),

siga tancada.
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De la proposicié V.12 resulta que les 1-formes w 1 #(uAdpAdp)
sén proporcionals, és a dir, per a un fluid perfecte amb velocitat u
holonoma, aquesta és rotacional en la mesura que s'aparta del 2-pla
{dp,dp}.

Hem vist (proposicié V.9) que, quan u és integrable, 1'index
d'holonomia n és una funcié d'estat, és a dir, depén de p i p. Per al
cas de u no integrable no existeix, genéricament, aquesta dependéncia
funcional. £s més, si n és una funcié d'estat, de (V.20) se segueix que
u esta al 2-pla {dp,dp), és a dir, p=0 i, en conseqiiéncia, n = n(p) 1

el fluid sera barétrop. Aixi, hem demostrat:

PROPOSICI6 V.13: KEls dnics flulds perfectes amb velocitat

bolonoma no integrable i amb index n = n{p,p) sén els bardtrops.



Tercera part

ESTRUCTURES SUBJACENTS






Capitol VI

K—ALGEBRES GRADUADES.

SOBRANT D'UN OPERADOR

1, ANTECEDENTS I OBJECTIUS

a) L'estudl de 1les algebres graduades "s'ha desenvolupat
rapidament en els darrers anys a conseqiiéncia de les seues aplicacions
a la Fisica Teorica. El concepte d'algebra graduada és basic en la
teoria de supervarietats <(D.A.leites, 1980), en la qual es basen
diversos intents de fer una teoria unificada de les distintes forces de
la natura. Des dels inicis de la deécada dels 60 (Berezin, 1961), les
algebres de Lie graduades han estat utilizades per intentar resoldre

problemes de la segona quantificacié.

Les algebres de Lie graduades apareixen en la literatura
matemidtica en el context de la teoria de deformacions (Hijenhdis.
Richardson, 1964), encara que els primers exemples es remunten als
treballs de Nijenhuis (1955) i Frolicher i Nijenbhuis (1956).
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En un treball de Corwin (1975) podem trobar un ampli resum de la
teoria d'algebres graduades i de les seues aplicacions fisiques. Per a
un tractaﬁent més matemitic tenim els treballs de M.Scheunert (1978,
1983). Un resum sobre 1l'estat actual de les investigacions sobre
supersimetries i supergravetats pot trobar-se en un "Physics Reports®
editat per M.Jacob (1986).

b) La Dbibliografia sobre algebres graduades que nosaltres
coneguem sempre considera operacions de grau zero, és a dir, operaciomns
tals que el grau de l'element resultant és la suma dels graus dels
elements operants. Com veurem, sera convenient generalitzar el concepte
d'algebra graduada per a poder incloure operacions de grau arbitrari k.
Aquest és un dels objectius del capitol present amb la introduccié de

les k-algebres graduades.

Aquesta generalitzacié ens permetra de considerar ltalgebra de
Schouten com un (~1)-algebra de Lie graduada. En efecte, alguns autors,
en considerar les propietats del claudator de Schouten (1954), afirmen
amb lleugeresa que aquest déna estructura d'algebra de Lie graduada als
tensors contravariants completament antisimetrics. Nogensmenys, aquest
claudator és una operacié de grau -1 1, a més, no satisfd les
propietats estandard que defineixen una estructura d'algebra de Lie

graduada.

¢) £s conegut que, en una algebra graduada associativa, el
commutador graduat de dos elements defineix (si no és commutativa) una
nova operacié que démna, al médul graduat, estructura d'algebra de Lie
graduada. Aqui presentarem un métode analeg de "generar® algebres (de
Lie) graduade= a partir d'una algebra donada i dels seus endomorfismes:
S5i un endomorfisme graduat no és una derivacié, defineix també 'una

operacié, les propietats de la qual depenen de les de l'algebra inicial



k-ALGEERES GRADUADES l 1 5

i 1l'endomorfisme. A més, el grau de la nova operacié coincideix amb el
grau de 1l'endomorfisme. Per tant, d'aquesta manera, podem generar
k-algebres graduades. Al capitol segiient comprovarem que la mateixa
algebra de Schouten queda definida aixi per 1l'operador divergencia a
1'algebra exterior.

d) En la seccié 2 d'aquest capitol resumim algunes propietats de
les algebres de Lie graduades i exposem diversos problemes que se'ns

poden plantejar en considerar operacions de grau arbitrari.

En la seccié 3 recomsiderem alguns dels conceptes que apareixen
en la teoria d'algebres graduades (tals com derivacié graduada,
operacié commutativa o associativa, etc), per tal de tenir en compte el
grau k de l'operacié 1 de forma que es redueixen a les definicions
usuals en fer k igual a zero. Veurem que aquestes generalitzacions
resolen els problemes esmentats a la seccié anterior i ens permeten de
construir, en particular, una teoria de k-algebres de Lie graduades amb
propietats semblants a la teoria estandard d'algebres de Lie graduades

1 que es redueix a ella en anul-lar k.

Per altim, en la seccis 4, introduim el concepte de sobrant d'un
operador respecte d'una operacié 1 estudiem les seues propietats.
¥ostrem que, en una k-algebra graduada, el sobrant d'un endomorfisme
respecte de l'operacié de l'adlgebra, és una operacié que ens déna una
nova estructura de k-algebra graduada (k-algebra residual). Analitzenm
amb detall el cas de les p-adlgebres residuals generades per
endomorfismes p-graduats (amb unes propietats donades) d'una algebra
graduada associativa i commutativa. Aquest estudi ens permetrd, en
particular, de presentar, al capitol segiient, l1'adlgebra de Schouten com
una algebra residual, i d'avaluar, en termes del claudator de Schouten

i de la diferencial exterior, el laplacia d‘un producte exterior.
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2,UNES NOTES SOBRE ALGEBRES DE LIE GRADUADES

a) Una algebra de Lie sobre un anell commutatiu A és un A-modul G
amb una aplicacié bilineal (A,B) — [A,B] (és a dir, una algebra) que
verifica l'anticommutativitat i la identitat de Jacobi.

Per exemple, si (E,+) és una algebra associativa, aleshores E amb
l'aplicacié (4,B) — A.B-BoA té estructura d'algebra de Lie.

Per a un A-médul E, el conjunt dels endomorfismes de E, que
designem per EndaE, és una algebra associativa amb ‘la composicié
d'aplicacions. En conseqiiencia, si [,] és el commutador, (EndaE,[,]) és
una algebra de Lie sobre A.

Siga (E,o) una A-algebra. Una derivacié és un element de EndaE
que verifica la regla de Leibnitz. Com que el commutador de dues
derivacions és una derivacié, el conjunt Dera(E,e) és una subalgebra de
Lie de EndaE.

Siga G una algebra de Lie. Per a cada A €G, 1l'aplicacié adA:G— G,
adA(B) = [A,Bl, és una derivacié. Aleshores, A—>adA és un homomorfisme
de G en l'algebra de Lie Der(G,[,1). Per altra part, resulta que si
DeDer(G,[,1), (D,adA)l = ad(DA), és a dir, {adA, A e€G) és un ideal.

Totes aquestes propietats de les algebres de Lie passen a ser,
com ara veurem, propietats graduades en la teoria de les &lgebres de

Lie graduades.
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b) Una algebra de Lie graduada sobre 1'anell A és un A-modul
graduat G = BG. amb una aplicacié bilineal (A,B) — [A4,Bl tal que:

[ Ga, G < Gaon VI.D

(6s a dir, és una algebra graduada), que verifica, a més a més,

1'anticommutativitat graduada,

(A,Bl = ~(-1)*°[B,A] (V1.2
1 la ldentitat de Jacobi graduada,

Per{(-1)*<([A,B],C1} =0 V1.3

Per exemple, si (E,o) és una A4lgebra graduada associativa,
aleshores E amb 1l'aplicacié (4,B) - AeB-(-1)**BoA té estructura
d'algebra de Lie graduada. Quan aquesta nova operacié és idénticament

nul-la, (E,.) és commutativa.

c) Siga E = @E. un A-médul graduat. i designem per EndsE els
endomorfismes graduats de E; tindrem EndsaE = BEnda,oE, on PeEnda,E és
tal que P(E.) <Eup. Resulta que, si @ € Enda.E, F.@ € BEnda,+E 1, en
'conseqi.iéncia, EndsE és una &lgebra graduada associativa amb la

composicia d'aplicacions. Per tant, el commvtador graduat:
[P,Q]l = P.Q@- (-1)™Q.F (VI. &)
déna a EndsE estructura d'algebra de Lie graduada.

Siga (E,o) una A-algebra graduada. Una derivacié de grau r és un

element DeEnda,rE que verifica la regla de Lelbnitz graduada:
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D(AoB) = DAoB + (-1)*rA.IB V1.5
Com que el commutador de dues derivacions és una derivacié, el conjunt

Dera(E,¢) és una subalgebra de Lie de End.E.

d) Siga G una algebra de Lie graduada. Per a cada A €6,
l'aplicacié adA:G — G; adA(B) = [A,Bl, és una derivacié (graduada):
adA eDer.G, és a dir, '

adA((B,C]) = [adA(B),C] + (-1)**[B,adA(C)] (V1.6

Aleshores, adA:G — DerG; A — adA és un homomorfisme d'algebres de

Lie graduades:
adlA,B} = [ad4,adB] V1.7

Per tant, adG és una subalgebra de Lie graduada de DerG. £s més,

resulta ser un ideal ja que, per a tot De DergG,
[ D,adAl = ad(Dd) (VI.8)
e) Siga E un modul graduat en el qual tenim definida una operacié
bilineal tal que: '
EsoEo C Eqsnex VI. L)'
Aleshores, podem preguntar-nos si es poden mantenir les propietats

d'algebres graduades enunciades en aquesta seccié amb aquesta

modificacio de la condicié (VI.1).
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En 1la teoria d'adlgebres de Lie (graduades) juguen un paper
fonamental les propietats de l'aplicacié adjunta (adG és un ideal de
Der(). Aleshores, en cansiderar una operacié que verifica ((VI.1)',
se'ns planteja un primer problema: Amb aquesta condicis (si k és
imparell) i1 amb (VI.2-3) i la definicié (VI.5) de derivacié, no podem
reprodulr aquestes propietats de l'adjunta. Veurem que aquesta qiiestio

es resol k-graduant l'anticommutativitat i el concepte de derivacis.

L'associativitat 1 la commutativitat sén propietats compatibles i
poden donar-se simultaniament en una mateixa algebra (en canvi, no ho
s6n l'associativitat i l'anticommutativitat). El mateix passa amb les
adlgebres graduades: l'associativitat estandard és compatible amb 1la
commutativitat graduada 4.B = (-1)**BoA. Nogensmenys, en considerar
operacions de grau k (que verifiquen (VI.1)'), per tal de mantenir la
compatibilitat, cal k-graduar, tant la commutativitat conm

1'associativitat.

Per altim, un altre concepte en el qual hem de tenir en compte el
grau k de l'operacié, és el d'homomorfisme. Aquesta modificacié es fa

necessaria si treballem en dlgebres commutatives (o anticommutatives).

Aci hem vist com es transformen una série de conceptes en passar
d‘algebres a algebres graduades. A la seccié segiient presentem una nova
generalitzacio: les k-algebres graduades. En els tres casos anomenenm
aquests conceptes de la mateixa forma; peré a¢é no ens ha d'induir a
error. En cada una de les teories (algebres, algebres graduades, k-
algebres graduades), els conceptes tenen un significat precis i, en

cada teoria, generalitzen els corresponents de 1'anterior.
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3.K-ALGEBRES DE LIE GRADUADES

a) Siga E = @E. un grup graduat. Una operacié de grauv k en E és
una aplicacié o:ExE — E / EuoEs CEwwwex. Si E és un A-médul i
l'operacié és bilineal direm que (E,o) és una k-algebra graduada sobre
l'anell A.

Direm que la k-algebra graduada (E,s) és commutativa (resp. anti-

commutativa) si verifica:

AoB = e(-1)*>**BoA VI.®

amb € = 1 (resp. =-1). Direm que és una k-algebra graduada associativa
si satisfa:

Ae (BeC) = (-1)***(AoB)»C (VI.10)
DEFIKNICl6: Una k-algebra de Lie graduada és una k-dlgebra

graduada (G,[,]) anticommutativa i que verifica la identitat de
Jacobl graduada, és a dir,

[ Gy &1 < Gaenex (VI.1D)
[A,B] = -(-1)**[B,A] (VI.12)
Per{(~1)*<([A,B},C]) = 0 (VI.13)

b) Siga (E,+) una k-algebra graduada associativa. Aleshores, si E
no és commutativa, l'aplicacié (A,B) — [A,Bl = AeB-(-1)****BoA és una
operacié bilineal de grau k. A més,
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[A,B] = AeB-(-1)**BoA = - (-1)s0*x{BoA-(-1)*0*BoA} = -(-1)*>**[B, A]

és a dir, [,] és anticommutativa. Per altra part, de 1l'associativitat
(VI.10) de o, resulta que [,] verifica (VI.13). Per tant, podem

enunciar:

PROPOSICI6 VI.1: Si (E,.) és una k-algebra graduada associativa,
siga [,1:ExE — E; (A4,B) — AoB-(-1)*®**BoA, A4leshores, (E,[,1)
és una k-algebra de Lie graduada.

c) Siga E = OE. un A-médul graduat i1 designem per EndaE els
endomorfismes graduats de E; tindrem EndaE = OEnda,,E, on PeEnda,oE és
tal que P(E.) CEuse. Resulta que, si @ € Enda,oE, P.Q € Enda,.+qE 1, en
conseqiiéncia, EndaE és una 0-algebra graduada associativa amb la
composicidé d'aplicacions. Per tant, de la proposicié VI.1 resulta que

el commutador graduat:
[ARQR]l = P.QR - (-1)™Q.P (VI. 14
déna a EndaE estructura de 0-algebra de Lie graduada.

- La definicié segiient generalitza per a k-dlgebres el concepte de

derivacié graduada:

DEFINICI6: Siga (E,+) wuma k-adlgebra graduada sobre A. Una

derivacié de grau r és un element DeEnda,.E que verifica:

(-1)™D{AoB) = DAeB + (-1)*"AcIB : (VI.15
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Con més avant comprovarem el commutador de dues derivacions és
una derivacié. Per tant, el conjunt Dera(E,e) de 1les derivacions

graduades d'una k-algebra graduada és una sub-algebra de Lie de EndaE.

d) Siga G una k-algebra de Lie graduada. FNo és dificil comprovar
que les condicions (VI.11-12) dimpliquen que la identitat de Jacobi
(VI.13) pot escriure's:

(-1)xcs=2[ A, [B,C}] = [[A,B]1,C] 4+ (-1)¢=®[B,[A,C)] (VI.16)
Per a cada element A de G, s'anomena adjunta de A a l'endomorfisme
adAd:G — G; adA(B> — [A,B]. Aleshores, comparant (VI.16) amb la
definicié (VI.15), podem enuncilar:

FROPOSICIS VI.2: Siga G una k-algebra de Lie graduada. Per a cada

Ae G, l'aplicacié adh és una derivacié de grau a+k, és a dir, se

satisfa:

(=1)ee+kgdA([B,Cl) = [adA(B),Cl + (=1)c»*»( B, adA(C)] (VI.17)

e) Siguen (E,.), (F,#) dues k-algebres de Lie graduades sobre A,
(de graus k 1 k+p respectivament), i F:E — F una aplicacié A-lineal
de grau p (P(E.) CEuep). Direm que F és un homomorfisme de k-algebres

de Lie graduades si es verifica:
P{AoB) = (mL)rt*3P(A)#P(B) (VI.18)
Aleshores, com que de l'expressié (VI.16) se seguelix:

(=1)xcs+x3ad[ A,B] = adA.adB - (-1)‘**k®*3adB. adA ,
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de la definicié 4d'homomorfisme de k-algebres de Lie graduades, resulta

que la proposicié VI.2 és equivalent al segiient enunciat:

PROPOSICI6 VI.3: Siga G wuna k-adlgebra de Lie graduada.

L'aplicacié ad:G — DerG; A — adA, és un bhomomorfisme de k-a4l-
gebres de Lie graduades:

adlA,Bl = (-1)*»*k’[adA,adB] ' (V1. 19)

La relacisé (VI.19) ens diu que el commutador de dos elements de la

imatge de 1'homomorfisme ad és també un element de la imatge. Alxi,

COROL-LARI VI.1: adG
graduada de DerG.

{adA, Ae(G} és una sub-k-adlgebra de Lie

Per altra part, siga D un element arbitrari de DerG i r el seu
grau. Aleshores:

"

(-1)>~IX A, B] [DA,B] + (-1)m=[A,IB] ,

és a dir, =1)*D{adA(B)} = ad{DA)}(B) + (-1)r*adA(IB)

i tenim el resultat segiient:

PROPOSICI6 VI.4: adG és un ideal de DerG. £s més, si DeDerG és

de grau r, se satisfa:

[D,adAl = (-1)r*ad(DA) (VI.20)
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4 , SOBRANT D'UN OPERADOR RESFECTE D'UNA
OPERACIS6: ALGEBRES RESIDUALS

a) Siga E = @E. un grup graduat. Considerem en E una operacisé de
grau k, o:ExE — E; E.oEp CEawe. Per a cada operador P de grau p,
definim:

Re<{e>:ExE — E; (A,B) —> Refe>(A,B) € E.Ob‘kop N

ReCe>(A,B) = P(AYeB + (-1)P*Ac P(B) — (-1)**P(A¢B) (VI.21)
Aleshores, o P verifica la regla de Leibnitz (k-graduada) respecte a
l'operacié o (Re<e> = 0), 0 Re<e> és una operacié6 de grau p+k en E;
aquesta nova operacié 1' anomenarem sobrant de l'operador P respecte

de 1'operacié o.

Si P 1 @ sén dos operadors graduats, el seu commutador, definit

per (VI.14) és un operador de grau p+q. Aleshores:

TEORENA VI.1 (fonamental del sobrants): El1 sobrant del commutador

de dos operadors esta relacionat amb el sobrant de cadascd per:
Rer.@3€e2 = Re{Raled> - (-1)PSR (R m=Cod> (VI.22)

Dem: Re<e> i Ra<le> sén, respectivament, operacions d'ordre p+k i q+k.
Aleshores, aplicant la definicié (VI.21), tenim:

CLxe[ PRI (AB) = (L) {PQR(AB) - (-1)PIQP(4.B)) =
= (L)PP{QAB + (-1)*4:QB - Rale>(A,B)) -

= (FL)ex2{PAB + (-1)P*AoFB - Re<e>(4,B)) =
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= PQAcB + (1P QA PB - Rp<ed(QA,B) +
+ (CB{PAQB + (-1)P*A.FPEB - Re<ed (A, QB)) -

- DP*P{RCeI(A,B)) = (-1)PS@PAB - (-1)"PA.@B +

+ (-1)PAR <D (PA,B) = (=1)P*® {QA.PB + (-1)"Ac@QFB -

- Rel)(, PB)) + (-1)am @{R e<e>(4,B)) =

= [P, @Q1AeB + (-1)*»* @[ P, Q1B - Re<e>(QA,B) -

- CLBR DA, QB - (1P P{Re<eD(A,B)} + (-1)PR <D (PA,B) +
+ (-1)P@ R <D (A, PB) + (-1)9%*» Q{R ~<e>(A,B)} =

= [P, Q1AsB + (-1)*®* A, P, QIB -

- {Reed(QA,B) + (-1)"ReCed(4,@B) — (-1)rR{Re<e>(4,B))) -

(-1)P3{R @<e> (PA,B) + (-1)P*Ra<e> (4, FPB) - (-L)P*P{Rge> (A, B)})

la qual cosa demostra el teorema. Per altra part, si P és un c:pérador
de grau p, P? = P.FP sera de grau 2p. Aleshores, del teorema anterior

resulta:

COROL-LARI VI.2: 51 P és un operador de grau imparell,

Re? <ed> = Re{Re<e>>

b) Siga (E,+) una k-algebra graduada sobre l'anell A, i PeEndaE;
aleshores, essent o bilineal 1 P lineal, resulta que el sobrant Re<e>

sera bilineal. Tindrem aixi:
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PROPOSICIAS VI.5: Si (E,s) és una k-dlgebra gradvada sobre 1'anell
A 1 FeEndqsE, aleskores (E,Re<e¢>) és una (k+p)-algebra graduada

sobre A. L'anomeparem algebra residual generada per P en (E,.).

Si P 1 @ sén dos endomorfismes, el teorema VI.1 ens diu que el
sobrant del commutador [AP,Q1 en (E,o) és igual a la diferéncia
{graduada) entre el sobrant de P en l'algebra residual (E,Ra<fe>) i el
sobrant de @ en l'algebra residual (E,Re<e>).

Per altra part, és clar que FeDer(E,.) si, i sols si, Re<e>=0.

Aleshores, del teorema VI.1 1 del corol-lari VI.2, resulta:

PROPOSICI6 VI.6: 1) P,Q € Der(E,o) = [P, Q] € Der(E, ).
Quan p és lmparell:
11) P e Der(E,o) — P2 ¢ Der(E,o).

1i1) S1 P no és derivacio:
P2 € Der(E,o) sif P € Der(E,Re<e>)

Remarquem que d'aquesta proposicié se segueix que P? pot ser derivacis
sense ser-ho P. De la mateixa forma, [P, Q] pot ser derivacié sense
ser-ho P 1 @: £s suficient que P siga derivacié en (E,Ra<{e>) i @ en
(E,Re<e2).

c) Considerem una k-algebra graduada commutativa o anticommuta-
tiva (E,o). Siga P € EndsE i designem per ® el sobrant de P en (E,¢):

® = Re<e>. Aleshores,

A®B

FAcB + (-1)P*4eFB - (-1)*PF(A.B) =

€ (L)% {(=1)5®*»Bo A + (-1)*°PBoA — (-1)****P(AcB)) =
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€ (-1)*x{FBoA + (-1)PPBoPA - (-1)**F(BoA))} =

€ (-1)""BOA = ' (-1)seeckem>BO4

on €' =€ (-1)?, 1 € =1 (resp. -1) s1 l'algebra és commutativa (resp.
anticommutativa). Aixi, com que ® és una operacié de grau k+p, podem

enunciar:

PROFOSICI6 VI.7: Siga (E,o) una k-adlgebra graduada commutativa
(resp. anticommutativa’), 1 P € EndE. SiI p és parell, (E,Re<e¢))
és upa (k+p)-algebra graduvada commutativa (resp. anticommutati-
va). Si p és imparell, (E,Re<e>) és una (k+p)-algebra graduada
anticommutativa (resp. commutativa).

Suposem ara (E,.) associativa. Aleshores (@ = Rp<ed):

(A®B)oC = {PAeB + (-1)P*AcFB -~ (-1)P*FP(AcB)}oC (FPAoB)oC +

+ (C1)P2(AeFBYoC - (-1)P*(AeB)®C + (-1)P**P2(4:B)o FC -

FL(AcB)oCl = (-1)ktp+m)skPA, (BoC) + (-1)ntprki*kf, (PBoC) -

(-1)P% (AoB)OC + (—1)kasptasbdekf, (Bo £C) = (-1)***PL Ao (BoC)]

A®(BoC)

Pho (BoC) + (=1)P*Ac P (BoC) - (-1IPPLAc(BoC)] = PAo(BoC) +

+ (1)Peaviof o {FBoC 4+ (-1)PPBoPC - B®C) - (-1)P FLAc (BeC)]

Si multipliquem la primera expressié per (-1)*‘*#=>*k i restem, resulta:

PROPOSICIS VI.8: Siga (E,o) una k-algebra graduada associativa.
Siguen F e EndE i ® = Re<e>. Aleshores:

(-1 pA®(BoC) ~ (A®B}oC = (-1)%P(A.B)®C - (-1)aterkivkj, (BEC)
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5 ,ALGUNES PROPIETATS D'ALGEBRES RESIDUALS

a) En aquesta seccié (E,») sera una O-algebra graduada
associativa i commutativa sobre un anell A, i denotarem {,} el sobrant
de P € EndaE en (E,e¢): {4,B) = Re<e>(A,B). Expressarem per ad{A} l'ad-
junta de 1'element A en 1'algebra residual (E,{,}): ad{A)(B) = {A,B).

Tenint en compte la proposicié VI.7 i que (E,o) és commutativa,

l'expressié de la proposicié VI.8 s'escriu per a k=0,
{A,BoC} - {A,B}oC = (-1)c¢®*®[ {C,A0B} = (-1)*¢=*P’A,{C,B)}]
és a dir, per la definicié (VI.21) de sobrant,

(-1)eca*p3Bo {A,C} = Raatme>(B,C) =

= (-1 [ {C,A)eB - Raaccr€ed(4,B)]

Pero la commutativitat implica Be{A,C} = (-1l)bec*e3nac{C A)oB i, en

conseqiiéncia, podem enunciar:

PROPOSICI6 VI.9: Amb les hipotesis del primer paragraf de 5(a),
Raata1€e>(B,C) = (~1)s DR 4c:€e> (4, B)

Es a dir, ad{A) verifica la regla de Leibnitz sobre (B,C) sii ad{C} la

verifica sobre (4,B).
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A}

b) Suposem ara que el submédul E: és un generador de 1'algebra
(E,»), €5 a dir, qualsevol element de E = BE. és suma de productes (amb

1'operaciso ») d'elements de E;,. Aleshores, es pot demostrar:

LEMA VI.1: Siga (E,+) una algebra graduada associativa generada
per E.. Siga Q ¢ EndE que verifica la regla de Leibnitz sobre
EixE. Aleshores @ ¢ Der(E, o).

Dem: £s senzilla la demostracié per induccié. Suposem verificada la
regla de Leibnitz per a elements de grau a-1. Tot element de grau a és
suma de termes que poden escriure's de la forma A = X¢C, C € Ee-y, X € Ev.

Aleshores:
QCAeB) = QL (XoC)oB] = R[Xe(CeB)] = QXo(CoB) = XoQ(CeB) =
= QXo(CeB) = Xel QCeB + (-1)*'Co@Bl = [ RQXeC - XoQRCleB +

+ D*XeC)o @B = QAeB + (-1)*4.@QB ,
1 el lema queda demnstrat.

Situemnos, una altra vegada, sota les hipotesis del primer
paragrat de 5{(a), i suposem ad{X} € Der(E,o), per a cada X € Ei.
Aleshores Raex:€e>=0 i, de la proposicié VI.9, resulta l Raacar<e> (B, X0=0
per a tota parella A,Be E. Aixi:

LENA VI.2: Amb les hipétesis del primer paragraf de 5(a), si per
a X € Ei, ad{X) € Der(E,+), aleshores, per a cada A € E, ad{A}

verifica la regla de Leibnitz sobre EixE.

Dels dos lemes anteriors, resulta:
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PROPOSICI6 VI.10: Siga (E,o) una Aalgebra graduada commutativa i1
assoclativa generada per E.. Siguen P € EndE, {,} = Re<e> I ad{}
1'aplicacié adjunta en 1'algebra residual (E,{,)). SI per a cada
X e Ei, ad{X) € Der(E,.), aleshores, ad{A) € Der(E,o) per a cada A
de E.

c) No és dificil comprovar que l'expressiée (VI.20) es verifica
amb independéncia que 1'algebra graduada considerada siga de Lie. Per
tant, si P e Der(E,{,}), és a dir, P és una derivacié de 1l'algebra
residual induida pel mateix P en (E,.), tindrem:

[P,ad{A}] = (-1)rad{PA}
Aleshores, del tecrema VI.1, resulta:

(=1)PRaacra1€e? = Rer,aca1$ed = Re€Racinr€edd — (=1)P2*PR a{R e ed> =

= ReCRaani€od> — (-1)P 2P R aal{, )},
i, per tant:

LENA VI.3: Siga {,} = Re<e>, de forma que P ¢ Der(E,{,}). Si
ad{A), ad{FA) € Der(E,.), aleshores, ad{A) € Der(E, <,}).

D'aquest lems i de la proposicié anterior, resulta:

PROPOSICI6 VI.11: Siga (E,») una algebra graduada commutativa 1
associativa generada per E\. Siguen P ¢ EndE, {,) = Re<e> 1 ad{}
l'aplicacié adjunta en l'algebra residual (E,{,}). 81 per a cada
X € Ev, ad{X) € Der(E,¢), { si P € Der(E, {,)), aleshores, per a
cada A e E, ad{A) € Der(E, {, .
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Si p és imparell, la proposicis VI.6 afirma que P € Der(E, {,}) si
i sols si, P? ¢ Der(E,o). Per altra part, de la proposicié VI.7 resulta
que, essent (E,.) commutativa, (E,{,}) sera una algebra graduada
anticommutativa; peré sota aquesta condicis, la identitat de Jacobi és
equivalent a ad{A) € Der(E,{,}) per a cada A ¢ E. Amb tot a¢é, 1 tenint
present la proposicié VI.11, tindrem:

TEOREXA VI.2: Siga (E,o) una algebra graduada commutativa 1
associativa generada per Ei. Siguen P € EndE, {,}=Re<e> 1 ad{}
l'aplicacié adjunta en l'algebra residual (E,{,}). S1 per a cada
X € Ev, ad{X) € Der(E,»), si F2? € Der(E,¢), 1 si p és imparell,
aleshores, (E,{,}) és una p-algebra de Llie graduada.
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EL. CLAUDATOR DE SCHOUTEN

1 ,PROBLEMES OBERTS I OBJECTIUS

a) Schouten (1940) va introduir un concomitant diferencial de
primer ordre associat a dos tensors contravariants arbitraris. Si P i Q
sén d'ordres p+l i g+l, el concomitant de Schouten és el tensor

contravariant d'ordre ptq+l de components:

Zpl-o P“o.,,h-l/p/u;,,,q,q bﬂ Q “Dn.“poq) +
4+ B Pima (=131 PO G WAL o1 Dy g o, lped]

(VII. D)
thon.,ﬂg-|lu/u’“'uq_’ Bp P aQu'aPOQ)

q
- Z:-o

o %o (—~1)paveears QLI0r  Tim1 /Bl e Bp p ar: Geeal
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on () i [ ] expressen, respectivament, simetritzacié 1 antisimetritza-

cié dels index que contenen (llevat d'aquells que sén entre barres).

L'expressié (VII.1) defineix una operacié en el conjunt dels
tensors contravariants, el claudator de Schouten, les propietats de la
qual van ser estudiades amb detall per Nijenhuis (1955). Entre elles
remarquem que el claudator de dos tensors simétrics (respect.

antisimétrics) és simétric (resp. antisimetric).

Aquest claudator, que denotarem {,), generalitza el concepte de
derivada de Lie (Schouten, 1954; Dolan, 1983). En aquest sentit, per
exemple, un tensor de Killing K (simétric) d‘una varietat riemanniana

de metrica g, estd caracteritzat per 1l'equacié £(K)g = {K,g} = 0.

b) El claudator de Schouten sobre els tensors contravariants
completament antisimétrics (p-temsors), al qual dediquem aquest
capitol, ha estat utilitzat per a estudiar les estructures de Jacobi,
que son la generalitzacié contravariant de les estructures de Polssom i
de contacte (Lichnerowicz, 1977). Sobre els p-tensors, el concomitant
(VII.1), queda definit per la seua accié sobre les formes tancades
(Lichnerowicz, 1985): Si A, B sé6n d'ordres a 1 b, respectivament, el
claudator de Schouten {A,B} és el (a+b-l)-tensor tal que, per a cada

(atb-1)-forma ¥, verifica:
1({A,BI)Y = (=1)ee+oi (A)AL(B)Y + (-1)*i(B)Xdi(A)Y (VII..2)

Una primera gqiiestié6 que ens podem plantejar és clarificar
l'estructura algebraica que tenen el p-tensors amb aquesta operacis. En
efecte, mentre que els tensors simétrics tenen estructura d'algebra de

Lie amb el claudator de Schouten, sobre els tensors antisimetriics
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loperacié {,} verifica una anticommutativitat i una identitat de
Jcobi de tipus graduat. Tanmateix, a¢é no implica una estructura
etandard d'algebra de Lie graduada. Mostrarem aqui que, essent una
oeracié6 de grau -1, el claudator de Schouten déna als p-tensors
etructura de <(-1)-algebra de Lie graduada (en el sentit que s'ha

dfinit al capitol anterior).

La teoria dels sobrants, estudiada també al capitol anterior, ems
prmet de presentar el claudator de Schouten com el sobrant de
loperador divergéncia a 1l'algebra exterior contravariant, i l'algebra
d Schouten com l'algebra residual corresponent. Aixi, obtenim una
epressié del claudator de Schouten independent de la seua actuacis
sbre les formes, demostrem les seues propietats conegudes de forma
imediata 1, &a més, n'obtenim d'altres noves que poden resultar
dutilitat practica. Entre aquestes, femarquem l'expressié que ens déna
lactuacié de 1'operador laplacid sobre el producte exterior de p-

frmes.

Ja que el claudator de Schouten queda definit com el sobrant de
1. divergéncia i, al mateix temps, generalitza la derivada de Lie,
smbla natural preguntar-se en quin sentit les equacions de Maxwell.v
§ = §*F = 0, estan expressant propietats d'auto-invariancia dels camps
eectromagneétics F 1 #F. Mostrarem que un camp de Maxwell és auto-
ivariant en la mesura que sén constants els seus invariants escalars,
i provarem que una estructura maxwelliana defineix una estructura

(omplexa) de Jacobi.

c) Per tal de demostrar, en la seccié 2, que el claudator de
Shouten és el sobrant de 1la divergéncia a 1l'algebra exterior
cutravariant necessitarem algunes propletats de les algebres exteriors

(ovariant i contravariant) que seran exposades a la mateixa seccié.
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En la seccié 3, a la llum de la teoria dels sobrants, comprovarenm
que 1l'algebra de Schouten és una (-1)-algebra de Lie graduada 1
deduirem les propietats del claudator de Schouten i d'alguns operadors

que actuen sobre les p-formes en una varietat riemanniana.

Per Gltim, en la seccié 4, estudiarem la relacié entre les
equacions de Kaxwell i el claudator de Schouten, i reinterpretarem les

equacions que caracteritzen una geometria maxwelliana.
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2, CLAUDATOR DE SCHOUTEN I DIVERGENCIA

a) Designem per GPM (resp. G*M) el conjunt dels camps de p-
formes (resp. p-tensors) sobre la varietat diferencial K, és a dir, els

tensors covariants (resp. contravariants) totalment antisimetrics.
Aleshores, G = GM = ©G*M (resp. G* = G*M = 8G**M), amb l'operacio

producte exterior, és una algebra graduada associativa i commutativa

sobre 1l'anell de les funcions x = y(M): és la codlgebra (resp. contra-

algedbra) exterior o de Grassman. Escriurem «, B, YeG, i A B, Ce G*,

que considerarem, respectivament, de graus a, b, c.

En les propietats que resumim en els apartats (a) 1 (b)

d'aquesta seccié, sén intercanviables els papers de G 1 G*.

Siguen A 1 B tals que atb. S'anomena producte Interior de A per §

a la (b-a)-forma, denotada i(A)B (o també (A,B)), de components:
T1iA)Blo-a = (1/a!)A*Ba.b-a (VII.3®)

De manera semblant, la contraccié en les a components de la dreta de f

sera denotada (B,A); aleshores:
(B,A) = (=1)»ce-s3(4 B> (VII.4)

Quan a = 1, tenim el conegut producte interior per un vector. En aquest

cas, si Xe G*, tenim:
iGO @ B = 1iXaAB + (-D*aAiDB (VII.5»

és a dir, 1{X) € Der.(G, > i és de grau -1.
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En canvi, per a a>l, 1i(A) € End,,-.G, pero no és una derivacié¢ graduada.

Aixi, per exemple, si F és un 2-tensor,

{Ricer$ADYavo-2 = [1/(@=1)! (b=1)!] ,Baen-2"""" (axFxB) a-1,0-1 (VI1.6)

Tanmateix, es verifiquen genéricament les propietats segiients:

Si ¢ = a+b-1,

(Y,AAB) = ((A,¥),B) + (-1)*°((B,Y),4 (VII.?)
Si ¢ ? atb,

(AAB,Y) = (B, (A,¥)) , (3,AAB) = ((¥,B),4) (VII.8)

b) Suposem M orientable i de dimensié n. Donat un element de

volum W, eiga T* l'element de volum contravariant tal que:
To,np¥*"mP = [e/(n-pP)] 6, , € =1, (VII.9)
Aleshores, podem definir els operadors de dualitat:

G > G, #:G° — G

o= (D), 2o = (1%, @) . (VIL. 10)
de forma que, per (VII.O), %4 = e (-1)*"wA, és a dir,
¥ = g (-Dromw (VII.11)
A més, sl a+b¢n, resulta de (VII.8):

#(AAB) = (#B,A) = (-1)*0(2A,B) (VII.12)
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d'on se segueix, tenint present (VII.1l), per a a’b:

*AABR = 2(B8,R) VIL.13)

¢) Els nombres reals R sén un subanell del conjunt x de les
funcions definides sobre M. Per tant, G i G* poden considerar-se, tant

x-algebres, com R-algebres.

L'operador diferencial exterior, d:6* — G**', és lineal sobre R

1 verifica la regla-de Leibnitz graduada; aixi, d ¢ Derw(G,A).

A partir de la diferencial exterior i d'un element de volum,

poden definir 1'operador codiferencial exterior 6:G** — G**':
§ = e(-1)rads (VII.14)
que coincideix amb la divergéncia canviada de signe i que verifica:
#§ = —(=1)mds §% = (-1)*xd ,
(VII.15)
d = —e(=1)mD¥b% §2 =0
A més a més, tenim la propietat segient:
LENA VII.1: Siguen € G i A€ G* tal que a-b>0. Aleshores:

(B,84) = (dB,4) + (-L)e6(B,A) (VII.16)

Dem: Siga r = a-b. Si tenim present les propietats (VII.4-11-12-13-14),

resulta:

(B, 8A) = (~1IPC-12(8A,B) = e(~1)mber- (3344, B) =
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€(-1)smsbtr-ig[ RAd¥A) = e (-1)smebtr-10enx[ (B ASA) — 4B A RA] =

g(=1yenmeer[ (=1)per2iad3 (B, 4) ~ (=1)¢m2rixx(dB,A)] =

(_1)h6(B,A) - (_1)|n0bon(bol)o-o(rﬂ)tnol)(dﬁ,A) =

(-1O88(B,4) + (dB,4)

la qual cosa demostra el lema. Si tenim en compte de nou (VII.4),
(VII.16) s'escriu també:

S§CA,BY = (8A,B) + (-1O7(A,dB) , r=a-b (VII.16)"

d) Per altra part, essent # x-lineal i1 d R-lineal, § és R-
lineal, és & dir, & € EndeG*. Tanmateix, & no és derivacis; per

exemple, és conegut que, per a dos camps vectorials X, Y e G¥,
XA = XY - (1HX - [X,Y] (VII.17)

on [X,Y] = £(X0Y. En conseqiiéencia, podem considerar el sobrant de 6 en
la contraalgebra exterior: RsC A >. Essent § de grau -1 1 el producte
exterior una operacié de grau 0, R« A)> sera una operacié de grau -1.
Aleshores, R{A>(A,B) sera, el (at+b-1l)-tensor:

Re<A>(A,B) = 6AAB + (-1)*AASB - §(AAB) (VII.18)

Calculem l'accié de Rs{ A >(A,B) sobre una (a+b-l)-forma Y; tenint en
compte (VII.7-8-16), resulta:

BL,ReCA> A, BY) = (¥,64AB) + (-1)*(Y,AA8B) - (¥,6(AAB)) =

= ((¥,B),84) + (-1)*(6B, (A,¥)) - (d¥,AAB) -
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(L)1 (Y,AAB) = [ (d(¥,B),A) + (-1)*'86((Y,B), )] +
+ D*(6(B, (A,¥)) + (B,d(A,¥))] - (d¥,A B) +

+ (-1)*8[ ((A,%),B) + (-1)*2((B,¥)>,A)] =

d@,B),A) + (-1)*(d(,A),B) - (dY,A AB)

Si comparem aquesta darrera expressié amb l'accié (VII.2) del claudator

de Schouten sobre les formes tancades, podem enunciar:

TEORENA VII.1: L'algebra de Schouten <(G*, {,}) és 1l'algebra
residual generada per 1'operador § en la contra-algebra exterior
(G*,A), £s a dir,

{A,BY = 6AAB + (-1)*AAEB - §C(AAB) (VII.1®)
Aixi, el claudadtor de Schouten és el sobrant de l'operador -divergéncia
respecte del producte exterior: {A,B) = R« (AD(A,B). Bs més, de la
demostracié del teorema anterior resulta que l'accié de {A,B) sobre una
(att-1)-forma arbitraria ¥ ve donada per:

1 ({4,B))Y¥ = (d(¥,B),A) + (-1)*¢d(y,A),B) - (d¥,AAB) , (VII.20)

expressié que generalitza (VII.2) i podem trobar en el treball de Dolan
(19€3).
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3.PROPIETATS DE L'ALGEBRA DE SCHOUTEN

a) L'expressié (VII.17) ens diu, tenint en compte (VII.19), que
el claudator de Lie de dos c‘a.mps vectorials coincideix amb el claudator

de Schouten. No és dificil comprovar que si Xe G*' 1 A€ G*,
{X,A) = (DA - XTASA - 6CXAM = 24, (VII.2D)

és a dir, el claudator de Schouten generalitza la derivada de Lie.
Aleshores, l'adjunta en l'algebra de Schouten (G*, {,}) d'un element A
el denotarem £(A): £(A) = {A,B).

s conégut que la derivada de Lie ordinaria £(X), X e G*, és una
derivacié de la contraalgebra exterior: £{X) € Derm (G*,A). Aleshores,
com que (G* A) és una algebra graduada associativa 1 commutativa, 1
l'operador 6§ € EndwG és de grau -1 i verifica 62 = 0, del teorema VI.Z2,

resulta:

TEORENA VII.2: L'algebra de Schouten (G*, {,}) és un (-1)-algebra
de Lie graduada sobre R, és a dir: el conjunt dels tensors
contravariants totalment antisimétics verifica, amb el claudator

de Schouten:

{G*», G**) C G*ae! (VII.22)
{4,B} = (-1)**{B, A} (VII.23)
Perl (-1)*<{{A,B},C}] = 0 (VII.24)

Aleshores, de les proposicions VI.2-3-4, es deriva:
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PROPOSICIS VII.1: 1) £(A) € Der(G*, {,}), és a dir:

=1)*'£(A){B,C) = {£(A)B,C) 4+ (-1)e>*D{B, £(A)C) (VII.25)

11) £:G* — Der(G* {,}); A — 4£(A) és un homomorfisme de k-adlge-

bres de Lie graduades, és a dir:

L{A,B)}) = =)&), E(B)] (VII.26)

111> £(G*> és un 1ideal de Der(G*, {,}>: SI De Der(G* {,}) és de

grau r, es verifica:

[D,ECA)] = (-1)"ECDA) (VII.27)

b) Podem deduir facilment altres propietats del claudator de
Schouten de l'estudi de les algebres residuals de les seccions VI.4-5.
En efecte, essent § € EndrG tal que 62 = 0, de l'apartat (iii) de la
proposicié VI.6, resulta que 6§ € Derr{(G,A). Per altra part, (G* )
verifica les hipotesis de la proposicié VI.10 i, en conseqiiéncia, £(4)

sera una derivacié d'aquesta algebra. Més en concret:

PROPOSICIS VII.2: 1) 6 € Derw (G*, {,)):

-6{A,B} = {§4,B) + (-1)*{A,6B} (VII.28)

11) £(4) € Derm (G*, A):
EMYBAC) = LABAC + (L) DBAEWAIC (VII.2%)
De la primera afirmacié de la proposicié anterior i de la tercera de la

proposicié VII.1, tenim la generalitzacidé segiient per al commutador de

la codiferencial i la derivada de Lie:
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[§,£(0)] = 6£(A) + (1)*E(AYE = -&(64) (VII.30)

!

Tenint en compte la definicis de commutador graduat, resulta que
l'expressié (VII.16) ens déna el valor del commutador dels operadors

graduats 1(f) ((-b)-graduat per a una b-forma B) i §&:
[i®),61 = 1P (VII.31

En particular, quan considerem una 1-forme o, 1i{(w)eDer,(G*, A). En
canvi, i(w) no és una derivacié de 1‘'algebra de Schouten. En efecte,
del teorema VI.1 i de (VII.31), resulta:

PROPOSICI6 VII.3: St w és una 1-forma arbitrdria, es verifica:

Riwr€{,}> = Riwew:{A> és a dir,

{1 A,BY + (-1)*{A,1{)B} + {(w){A,B} =
(VII.32)
i(dw)AAB + AA1(dw)B + 1(dw)(AAB)

D'aquesta proposicié s'hi deriva que el sobrant de i(w) a 1l'algebra de

Schouten ve donat per una expressi6é semblant a (VII.6).

c) Considerem ara l'algebra exterior covariant (G,A). Tenim, si
Xe G, que 1(X), d € Derr(G,A) 1 el seu commutador és la derivada de
Lie:

[d,1€]1 =2 diX) + 10d = £(X) (VII.33)

Situem-nos ara en una varietat pseudo-riemanniana (K, g).
Alechores podem fer la identificacié G = G*. Considerem la

codiferencial exterior definida segons (VII.14) a partir de l'element
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de volum induit per g. L'operador laplacid no és altra cosa que el

commutador graduat de 4 i §:

{d,81 = d§ + 6d = & (VII.3%

£s conegut que A no és una derivacié de l'algebra exterior. Quan val el
seu sobrant? La proposicié segiient ens el relaciona amb el sobrant de
la diferencial exterior a 1l'algebra de Schouten. En efecte, essent 4
una derivacié de 1l'agebra exterior i {,} = R«A>, del teorema VI.1,
resulta:

PROPOSICIS6 VII.4: Ra{A> = R«({,)>, és a dir,

AaAB + aAAf - A AR) =

(VII.3®)
= {de, ) + -D*{x,dB) + d{e, B}
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4 ,CLAUDATOR DE SCHOUTEN I EQUACIONS DE MAXWELL

a) Si F és una 2-forma arbitraria en un espai-temps 4-dimensional
(V,g), de l'expressié (VII.19) resulta:

{F,F} = 2 8FAF + #d(F,*F)
{¥F,%F)} = 2 §3F A3F - 3(F,*F) (VII.36)

{F,3F) = {#F,F} = 6FA%F + §%3FAF - 3d(F,F)

Ja que el claudator de Schouten generalitza la derivada de Lie,

direm que B és invariant per A si £(A)B = {(A,B} = 0. Resulta aixi de
(VII.36) i gracies a (VII.11-12):

PROPQSICIO VII.5: 1) Una 2-forma F és auto-invariant (L(F)F = 0)
s11 A(F,*F) = 1 (6F)*F.

i1) Una 2-forma deixa invariant el seu dual (£L(F)#*F = 0) sii
4(F,F) = 1(§F)F - 1 (6#F)*F.

b) Siga F un camp de Maxwell (8F = §%F = 0). Aleshores (VII.3&)
s'escriu:

{F,F} = - {3F,3F) = 3d(F,P)

(VII.37)
{F,*F) = {3#F,F) = - #d(F,F)

D'aquestes expressions resulta:
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FROPOSICI6 VII.6: La condicié necessaria 1 suficient perqué un
camp de Maxwell tinga els seus Invarlants escalars constants
(d(F,F) = d(F,#F) = 0) és que £(F)F = £(F)aF = £(3F)*F = 0.

Siga F una 2-forma que verifica (VII.37). Aleshores de (VII.36)

se segueix:
SFAF = §3FA%F = 0, SFA%F + 62FAF = 0 (VII.38)
equacions que resulten, tenint en compte (VII.11-12), equivalents a:
1(§F)#F = 1(§3F)F = 0, 1(SF)F - 1(§#F)*F = 0 (VII.39)

Pero per les expressions (I1.7), quan F és regular ((F,F)2+(F,#F)? # 0),
(VI1.39) implica &F = 6#F = 0. Aixi podem enunciar:

PROPGSICI6 VII.7: Una 2-forma regular F és un camp de Maxwell sii
verifica
L(F)F = -£(3F)#F = #d(F,#F) ,

: (VII.40)
£(F)*F = 3d(F,F)

Les equacions (VII.40) sén, formalment, un sistema d'equacions no
lineals per a una 2-forma F. La proposicié VII.7 ens diu que aquest
sistema és completament equivalent a les equacions lineals de Kazwell
quan F és regular. En canvi, si F és un camp de radiacié pura, les
equacions (VII.40) esdevenen: &£(F)F = £(*F)*F = &(F)#F = 0. No és
dificil comprovar que no tota solucié d'aquestes equacions és un camp
de Maxwell. Aquest resultat ens ha obert un cami per tal de postular,
en un trebal actualment en preparacié, unes equacions per a
l'electromagnetisme, el conjunt de solucions de les quals contenen els
camps de Maxwell regulars i una familia de camps singulars que no tenen

necessariament la direccié principal de distorsié nul-la {(com passa en
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les solucions singulars de 1les equacions de Maxwell). Un resultat
d'aquest tipus és interessant ja que, en espais-temps no conformement
plans (on, com a maxim, hi ha dues direccions isotropes geodesiques 1
sense distorsié), es £fa necessadria una generalitzacié dels camps

electromagnétics singulars (Bel, Lapiedra, Montserrat, 1565).

c) Les equacions de Maxwell (II.6-7) per a les components
geometrica G, energetica ¢ i de Rainich y d'un camp electromagnétic
regular, poden escriure's, tenint en compte (VII.36) i ja que els

invariants escalars associats a G s6n constants,
ds = *{G, *G) , dy = (1/2)[{G,G) + {3G,3G)] (VII.4L

D'aquestes equaclions se seguelx que, &1 G 1 #*G sén auto-invariants 1 *G
és invariant per G, ¢ 1 y sén constants. Aleshores, (F,F) { (F,3F)
seran constants ja que (F,*¥F) = ¢? sin2y, (F,F) =-¢2 cos2y. A més, com
que {G,G) + {#*G,#*G) és nul sii ho és cada sumand, es verificara també
el feciproc. Per tant, podem ampliar el resultat de la proposicis VII

amb el segiient enunciat:

PROPOSICI6 VII.8: Per a una 2-forma F sén equivalents:

1) La component geométrica G de F verifica

E@IG=LG*G = £G* =0

1i) F és un camp de Kaxwell amb invariants escalars constants:

d(F,F) = d(F,#F) = 0

1ii> F és5 un camp de Maxwell tal que

EFIF=4(F)3F = L£(F)*F =0
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d) Siga F una 2-forma complexa auto-dual (*F = 1 F). La primera

equacié de (VII.36) s'escriu en aquest cas:
{F,F} =26FAF + 1#dF,F) (VII.42)

81 F és un camp de Maxwell (§F = 0), se segueix de l'anterior

expressié:
{F,F} = 1 *d(F,F> (VII.43)

Lixi, la proposicié 2 pot enunciar-se, en el formalisme vectorial

complexe:

PROPOSICIS VII.6': Siga F = F - i¥F un camp de Maxwell (6F = 0).
La condicié necessaria 1 suficient perqué F siga auto-invariant
(&(F)F = 0) és que d(F,F) = 0.

Quan F és regular, FxF és proporcional a la métrica g i, en
conseqiiéncia, 6F = 0 sii 6FA F =~ 1 #1(6F)F = 0. Aleshores, tenim el

segiient enunciat alternatiu per a la proposicié VII.3:

FROPGSICI6 VII.7': Una 2-forma auto-dual regular F és un camp de
Maxwell sii verifica £(F)>)F = 1 ¥d(F,F)

e) Siga Z la 2-forma unitaria auto-dual associada a una
estructura quasi-producte 2+2. Essent de médul constant, 1'equacio

(VII.42) s'escriu per a Z:

{Z2,2) = 262ZA2 (VII. 44
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D'aquesta expressic i de (VII.28) resulta:
2{82,2) = 642,2) = -2 3d* (82 A2) = -21 2di (622 (VII. 45

D'altra banda, recordem que una estructura de Jacobi és una parella
(E,F) tal que (F,F} =2E F, {E,F} =0. La parella (Z,6Z) verifica, per
(VII.44), la primera condicié; a més, després de (VII.45), verificara
també la éegana sii dh =0, amb h = 1(§2)Z. Aixi, si tenim en compte la

proposicié II.1, hem demostrat:

PROPOSICI6 VII.9: Una estructura quasi-producte Z és maxwelliana

s11 la parella (Z,62) defineix una estructura de Jacobi.
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