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Del rigor en la ciencia

...En aquel Imperio, el Arte de la Cartografia
logré tal Perfeccién que el Mapa de una sola Pro-
vincia ocupaba toda una Ciudad, y el Mapa del
Imperio toda una Provincia. Con el tiempo, estos
Mapas Desmesurados no satisficieron y los Cole-
gios de Cartégrafos levantaron un Mapa del Impe-
rio, que tenfa el tamafio del Imperio y coincidia
puntualmente con él. Menos Adictas al Estudio de
la Cartografia, las Generaciones Siguientes enten-
dieron que ese dilatado Mapa era Imitil y no sin
Impiedad lo entregaron a las Inclemencias del Sol
y de los Inviernos. En los Desiertos del Oeste per-
duran despedazadas Ruinas del Mapa habitadas
por Animales y por Mendigos; en todo el Pafs no
hay otra reliquia de las Disciplinas Geogréficas.

(Suédrez Miranda: Viajes de Varones Prudentes,

libro cuarto, cap. XIv, Lérida, 1658.)

[Jorge Luis Borges: Historia Universal de la Infa-
mia, Buenos Aires, 1954]
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio del espectro de modos de estructuras dieléctricas complejas es de
vital importancia para el andlisis y disefio de dispositivos y guias de ondas elec-
tromagnéticas, ya sean estructuras dieléctricas abiertas, como las fibras épticas y
los dispositivos basados en ellas o las gufas y dispositivos de 6ptica integrada, o
estructuras cerradas, como son las gufas y componentes utilizados en sistemas de
microondas.

Estos elementos son de gran interés tecnolégico al ser los componentes fisicos
bésicos de sistemas de comunicaciones de gran capacidad, ya sea en la faceta de
guiado, como de procesamiento optoelectrénico de las sefiales o su deteccién. Por
ello, todo desarrollo que permita una modelizacién m4s precisa de los diferentes
dispositivos y de los sistemas guiadores conllevar4 la posibilidad de un disefio més
ajustado de los diferentes elementos o, incluso, una descripcién mds general que
permita predecir posibles nuevos comportamientos de potencial interés.

Podemos encontrar en la bibliografia estudios razonablemente completos de los
diversos métodos disponibles para obtener el espectro de modos de una gufa de
ondas [1, 2]. El abanico de métodos abarca desde los métodos analiticos exactos y
simples hasta los métodos puramente numéricos y los métodos perturbativos. Los
primeros permiten abordar las gufas de geometria y condiciones de contorno més
simples y los otros permiten estudiar estructuras relativamente complejas.

Los métodos analiticos para obtener los modos de una guia de ondas se fun-
damentan en la resolucién de las ecuaciones de onda en regiones cuyas soluciones
analiticas sean conocidas, para entonces aplicar las condiciones de contorno adecua-
das. Este es el método comiin, por ejemplo, para estudiar guias cilindricas multicapa
de salto de fndice, ya sean fibras épticas [3, 4] o guias de microondas [5, 6].

En el caso de que las soluciones de que se dispone no empalmen adecuadamen-
te en las interfases entre los diferentes medios que formen la estructura —como es



el caso, por ejemplo, de gufas rectangulares de microondas parcialmente rellenas
de dieléctricos [7] o de gufas épticas integradas [8]— se puede expandir el campo
en cada una de las regiones en términos de funciones analiticas. La imposicién de
condiciones frontera a estas combinaciones arbitrarias de funciones en las interfases
entre los diferentes medios da lugar a un problema de valores propios cuya dia-
gonalizacién proporciona las constantes de propagacién y los modos buscados. Sin
embargo, cuando la guia tiene una estructura mfnimamente no trivial, la determina-
cién de las constantes de propagacién —y de las propias ecuaciones transcendentes
involucradas— se convierte en una tarea dificil. Ademd4s, esta técnica exige replan-
tear el problema cada vez que se modifica la estructura de la gufa.

Otras aproximaciones al problema utilizan el célculo variacional [9, 10], formu-
ladas normalmente en base a expresiones de validez no general —gufas sin pérdidas,
aproximacién escalar, etc.— y empleando funciones prueba especificas del caso tra-
tado. Asf mismo, podemos encontrar diversos métodos, como los llamados “matri-
ciales” [11-14] cuya formulacién es compleja, por lo que las bases fisicas en las que
se fundamentan son dificiles de apreciar. Ademds, estos diferentes métodos se basan
en ideas dificiles de relacionar entre sf y son sélo aplicables a familias limitadas de
estructuras —por ejemplo, gufas cerradas, o sin pérdidas, o formadas por medios
homogéneos—.

Una alternativa a los método comentados hasta ahora son los puramente numé-
ricos, como son los métodos de diferencias finitas [15, 16], los de elementos finitos
[17, 18] y los de propagacién del haz [19]. Estos métodos pueden ser aplicados a
estructuras muy diversas, y algunos de ellos incluso a guias carentes de simetrfa
de traslacién. En los tltimos afios los métodos de elementos finitos se reconocen
como més ventajosos que los de diferencias finitas por su mayor versatilidad y me-
nor tiempo de cémputo. Estos métodos son adecuados para analizar una estructura
guiadora dada, pero resultan insuficientes para abordar eficientemente una tarea de
disefio de gufas y dispositivos dado el tiempo de cémputo que precisan. El disefio
de dispositivos sencillos, como serfa una guia rectangular de longitud finita con un
par de paralelepipedos dieléctricos insertados en cascada en su interior a modo de
resonadores acoplados, no puede abordarse en la préctica con los métodos numéricos
mencionados. Adem4s, estos métodos numéricos tienden a difuminar la perspectiva
fisica del problema que un disefio eficiente suele requerir y que en parte conservan
los métodos modales que seguidamente comentamos.

Los métodos de representacién modal son ampliamente utilizados cuando el pro-
blema puede tratarse en el marco de la teorfa escalar —es decir, en la aproximacién
de guiado débil— [20]. Los modos de una gufa auxiliar —no fisica en general, pero
con unas caracteristicas adecuadas— constituyen una base que puede ser utilizada
para representar en forma matricial la ecuacién de ondas escalar. Cabe comentar



“que los métodos de representacién modal, al mantener la perspectiva fisica del pro-
blema, permiten con facilidad aprovechar las simetrfas del problema planteado, lo
que resulta mds dificil en los métodos puramente numeéricos.

El desarrollo de los métodos de representacién modal se basa en las propiedades
de ortogonalidad y completitud de los modos de una gufa auxiliar, es decir, de su
capacidad para representar cualquier funcién fisica y cualquier operador que actie
sobre ellas mediante vectores y matrices, respectivamente. Estos vectores y matrices
son de dimensién infinita aunque, con las condiciones de frontera adecuadas, nume-
rable. La aproximacién en estos métodos consiste precisamente en la utilizacién de
un niimero finito de modos —para que el problema sea tratable numéricamente—,
aunque lo suficientemente grande como para poder dar una aproximacién adecua-
da de la solucién buscada. De esta forma, la ecuacién diferencial pasa a ser una
ecuacién algebraica que puede ser diagonalizada con las técnicas habituales. Sin
embargo, los métodos de representacién modal més convencionales no contemplan
la naturaleza vectorial del campo electromagnético y el empleo de medios materiales
con absorcién y con saltos del fndice de refraccién arbitrariamente grandes —salvo
como una perturbacién de los resultados escalares [21, 22]—, lo que representa una
enorme restriccién a la hora de afrontar miiltiples problemas fisicos.

La aplicacién de estas técnicas a sistemas en los que el caracter vectorial de la luz
juega un papel importante presenta problemas técnicos debido a la no hermiticidad!
del operador responsable de la evolucién del sistema —definido éste por las ecua-
ciones diferenciales que actdan sobre las componentes trasversales de los campos—,
lo que implica que el conjunto de modos propios del sistema no forman una base
ortogonal del conjunto de posibles soluciones.

Problemas formalmente semejantes se plantean en campos muy diferentes de
la fisica y, en particular, dentro de la éptica en el estudio de resonadores laser —
utilizando una teorfa escalar para describir la luz— [26] y de gufas de ondas planas
biisotrépicas [27], por ejemplo.

El proyecto de tesis doctoral se orienté, en un principio, al estudio de la propaga-
cién de la luz en el espacio libre en la regién de Fresnel [28-32]. Posteriormente, nos
adentramos en la propagacién guiada en la aproximacién escalar y, finalmente, nos
propusimos abordar el estudio modal de la propagacién en sistemas guiadores con
un tratamiento rigurosamente vectorial que superase las limitaciones propias de las
aproximaciones escalares. Ademds, este estudio estaba motivado por el interés tec-
nolégico de multiples guias y dispositivos cuyo estudio es inabordable o insuficiente
mediante la aproximacién escalar.

'En general, no todo operador hermitico —(z, Ty) = (T'z,y) Yz,y— es, necesariamente, auto-
adjunto —T = Tt— [23-25). Sin embargo, si el operador en cuestién es acotado ambos conceptos
son equivalentes [23, sec. 12.3b]. Este es el caso de los operadores con los que vamos a tener que
tratar a lo largo de la presente tesis.



En esta memoria se resume el trabajo realizado en esta iltima fase del proyec-
to —desarrollo de un método de representacién modal vectorial—, cuyos resultados
constituyen un conjunto con coherencia interna propia. El método de representacién
modal general desarrollado, y aquf recogido, permite describir de manera natural y
completa las propiedades de polarizacién de la luz en estructuras guiadoras con per-
files de indice de refraccién arbitrarios, abiertas o cerradas, tanto sin pérdidas como
con pérdidas —fndices de refraccién reales o complejos—, preservando en toda la
formulacién la naturaleza vectorial de los campos electromagnéticos propagados. El
punto clave es el reconocimiento de que las conocidas relaciones de “ortogonalidad”
que exhiben los modos de una guia, no son sino las relaciones de biortogonalidad
que, de forma general, satisfacen los vectores propios de un operador no autoadjunto
con los vectores propios de su operador adjunto [33, 34]. Esta propiedad est4 ligada
con el hecho de que el sistema de ecuaciones que rige las componentes transversales
del campo eléctrico es, basicamente, el sistema adjunto del que rige las componentes
transversales del campo magnético.

La propiedad de biortogonalidad nos permite definir un método completamente
general para calcular los elementos de matriz de cualquier operador de interés en
términos de los modos de un problema auxiliar arbitrario, sin importar si vienen
descritos como un operador autoadjunto o no. De esta forma, podemos transformar
el problema de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de las componentes
transversales del campo electromagnético —incluyendo condiciones de frontera al-
tamente no triviales— en un problema algebraico.

La generalidad de la técnica desarrollada le concede una versatilidad que no po-
seen otros métodos alternativos. El sélido formalismo matem4tico en el que se sus-
tenta lo dota de una gran autoconsistencia, lo que evita la aparicién de ambigliedades
innecesarias aun cuando se tratan problemas aparentemente muy diferentes.

Hemos aplicado este método con notable éxito a diferentes tipos de fibras y gufas,
abarcando desde el rango 6ptico hasta la regién de las microondas. Una aplicacién
que ha despertado un interés particular es el caso de las fibras de cristal foténico.
Estas nuevas estructuras guiadoras poseen una estructura material muy compleja,
por lo que resulta prédcticamente inabordable con los métodos usuales. Algunas pro-
piedades de estas fibras son totalmente diferentes respecto a las convencionales. En
concreto, en lo que respecta a la dependencia del nmimero de modos con la frecuen-
cia, resultando que se pueden disenar ficilmente para que sean monomodo en un
amplisimo rango de frecuencias, idealmente infinito. La alta precisién numérica de
nuestro método ha permitido, por primera vez, determinar la dispersién de la velo-
cidad de grupo de estas estructuras y, ajustando convenientemente los pardmetros
estructurales que las definen, moldear, a voluntad, estas curvas de dispersién.

A continuacién, en el capftulo 2 se expone las bases teéricas del método propuesto



. (seccién 2.1, Publicacién I), asf como algunos casos en los que se hace hincapié -en
consideraciones relativas a su aplicacién préctica (seccién 2.2, Publicacién I) y se
ejemplifica su versatilidad (seccién 2.3, Publicacién VI). Ese capitulo se concluye
(seccién 2.4) mencionando el efecto de las simetrias del sistema auxiliar en las bases
que proporciona.

El capitulo 3 recoge la adaptacién y aplicacién de las ideas mostradas en el ca-
pftulo anterior al caso de fibras con envoltura de cristal foténico. En la primera
seccién (3.1), se introduce brevemente este nuevo tipo de gufas y se resumen sus ca-
racterfsticas fundamentales con la ayuda de un modelo simplificado (Publicacién II);
en la seccién 3.2 (Publicaciones III y IV) se plantea la aplicacién del método modal
vectorial al estudio de fibras con envoltura de cristal foténico. En las siguientes
secciones se presentan los primeros resultados obtenidos, tanto en la descripcién de
sus relaciones de dispersién y sus modos (seccién 3.3, Publicaciones III y IV), co-
mo en el disefio de fibras de cristal foténico con dispersién acromética (seccién 3.4,
Publicacién V).

Finalmente, en el capitulo 4, se incluyen las conclusiones finales de la tesis junto
con un esbozo de las posibilidades que abre la aplicacién en diferentes 4mbitos del
método desarrollado, asf como sus posibles extensiones.






Capitulo 2

Métodp modal vectorial

A lo largo de este capitulo se expone la base teérica para el desarrollo de un mé-
todo modal vectorial general que permite describir la propagacién del campo elec-
tromagnético en guias de onda arbitrarias (Publicacién I). Para ello, las ecuaciones
de ondas vectoriales que determinan el comportamiento de los campos electromag-
néticos se escriben en términos de un par de operadores adjuntos entre si. Como
consecuencia de esto, sus vectores propios satisfacen relaciones de biortogonalidad.
La constatacién de este hecho es crucial para el desarrollo de nuestro método.

Nuestra aproximacién se apoya, adem4s, en la transformacién de este sistema
de ecuaciones diferenciales lineales —que puede incluir condiciones de frontera no
triviales— en un sistema de ecuaciones algebraico. Para ello, el operador definido
por el sistema de ecuaciones diferenciales, L, se representa matricialmente en la base
formada por los vectores propios de un operador auxiliar, L, es decir, en los modos
de un sistema auxiliar conocido.

Esta técnica puede aplicarse a guias de cualquier perfil, incluyendo a gufas con
pérdidas, cuyos materiales se describirdn con fndices de refraccién complejos. Para
ejemplificar la versatilidad del método, se muestra su aplicacién a varios sistemas
muy distintos entre sf (Publicaciones I'y VI), lo que, a su vez, permite hacer hincapié
en los aspectos numéricos que surgen en su aplicacién.

2.1 Teoria bésica

La dindmica del campo electromagnético est4 determinada cldsicamente por las
ecuaciones de Maxwell. En medios estacionarios se puede escribir cualquier solucién
de estas ecuaciones como superposicién de campos arménicos en el tiempo. Si,
ademds, nos restringimos a medios sin propiedades magnéticas y sin cargas libres



ni corrientes —p = g, p = 0y J = 0, respectivamente—, estas ecuaciones pueden
escribirse para los campos E y H como [2]

V xE=1iZ0kgH, V xH = —ikon?/ZE,

V- (n’E)=0, V-H=0, (21)

donde 7 es el indice de refraccién del medio, kg = 2m/A = w/c el mimero de ondas
en el espacio libre y Zo = (10/€0)"/? la impedancia intrinseca del vacio.

En medios invariantes bajo traslaciones a lo largo de una cierta direccién, p.
€j. del eje 2 —es decir, con n = n(x¢)— la solucién més general posible serd una
combinacién lineal de campos con una dependencia también arménica en 2z,

E(x) = e(x:) exp(i8z) , H(x) = h(x;) exp(i8z), (2.2)

donde S es la constante de propagacién y e y h representan la dependencia de los
campos con las coordenadas transversales x; = (z,y). Estos campos arménicos en ¢
y 2 son los modos de la gufa, en términos de los cuales se podré en general describir
la propagacién del campo electromagnético. En estas condiciones el campo queda
completamente determinado por s6lo dos de sus componentes ligadas por un sistema
acoplado de dos ecuaciones diferenciales lineales. Para el propésito que perseguimos,
esto es, la obtencién de los modos de sistemas guiadores con distribuciones arbitra-
rias del indice de refraccién, nos interesa centrarnos en las ecuaciones de ondas que
satisfacen las componentes transversales del campo eléctrico, e, y el magnético, h,

2]

2 | 1.2,,2 Vin? 2
Vc +k0n + nZ X (Vf_ X °) h; = ﬂ h, ’ (23)

[Vf+k§n2 +V, ((Vr:;z?) . 0)] e =[le, (2.4)

que pueden obtenerse ficilmente a partir de (2.1) y (2.2). Por supuesto, en las
ecuaciones anteriores Vf y V. representan, respectivamente, el laplaciano y el gra-
diante transversales. En estas ecuaciones podemos identificar entre los corchetes los
operadores responsables de la evolucién de las componentes transversales del campo
a lo largo del eje z. Diagonalizando cualquiera de estos dos operadores, junto con
las condiciones de frontera adecuadas y las ligaduras que imponen las ecuaciones
de Maxwell entre las componentes del campo, se obtiene la solucién completa del
problema.

Sin embargo, el hecho fundamental que diferencia la representacién modal en
el caso vectorial frente a la aproximacién escalar es que, incluso para indices de
refraccién reales, los operadores definidos en las ecs. (2.3) y (2.4) no son autoad-
juntos, mientras que en la teorfa escalar —y para indices de refraccién reales— el

8



_correspondiente operador de evolucién es autoadjunto. Esto impide que se pueda
aplicar directamente las técnicas usadas en la aproximacién escalar al caso vectorial
debido, bésicamente, a que en esta dltima situacién los modos de un sistema auxiliar
adecuado no son, en general, ortogonales.

La solucién para el caso vectorial se basa en una propiedad satisfecha por los
vectores propios ; de un operador no autoadjunto A y los vectores propios x; de su
operador adjunto Al, es decir, los vectores que satisfacen las ecuaciones de valores
propios

Ab; = a;8; , (2.5)

donde «; y aj son los correspondientes valores propios. Esta propiedad establece
que ambos conjuntos de vectores cumplen una relacién de biortogonalidad [33, 34],
a saber,

(xi,05) = bj , 2.7
donde (o, °) es el producto escalar ordinario del espacio de Hilbert de las funciones
de un cierto subconjunto S de R? en C? de cuadrado integrable, £%(S C R2,C?).
Los valores propios de cada uno de estos dos operadores resultan ser conjugados,
uno a uno, de los del otro.

Si reescribimos la ec. (2.4) en terminos de & = €e;, donde € es el tensor comple-
tamente antisimétrico en dos dimensiones —es decir, & = (e;,—e;) en coordenadas
cartesianas y & = (e}, —e;) en coordenadas polares—, las ec. (2.3) y (2.4) pueden
reescribirse como

Lhy) =B hyy, Liag) = (6])" &), (2.8)

poniéndose de manifiesto que los operadores que rigen la evolucién de hyg;y y &)
son adjuntos uno del otro! y, por lo tanto, que sus vectores propios satisfacen una
relacién de biortogonalidad, ec. (2.7),

(8u(ay Begy) = 83 - (2.9)

Si se restaura la notacién tridimensional original, se ve inmediatamente que esta
propiedad no es sino la relacién satisfecha por los campos electromagnéticos conocida
habitualmente como de “ortogonalidad” [2],

(B Bes) = /s (2 - Bucs) da = /s (e x bj) -2ds=6;.  (2.10)

LEsto puede obtenerse f4cilmente realizando el c4lculo explicito, es decir, comprobando que
(L'X1 9) = (Xv Lo) ’
siendo x y @ funciones arbitrarias del espacio de funciones en el que estdn definidos L y Lt
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La falta de ortogo alidad en sentido estricto de los vectores propios de un ope-
rador no autoadjunto podrfa llevar a pensar que no se puede expandir una funcién
arbitraria en términos de estos autovectores, pero, de hecho, para realizar una ex-
pansién en modos sélo se requiere una base completa asf como los proyectores en
cada uno de sus subespacios unidimensionales. El producto escalar de un campo ar-
bitrario Z y los vectores propios x; del problema adjunto nos selecciona las diferentes
componentes de = en términos de 8;, es decir,

s:Z(X..,s)oi. (2.11)

En otras palabras, el proyector sobre el subespacio generado por 6;, Pi(e), viene
dado por {xi, o).2 De esta forma, por el mero hecho de tener un problema no auto-
adjunto existe una relacién de biortogonalidad que permite calcular las componentes
de un vector en la base de los vectores propios del operador en cuestién. Una vez se
han identificado cuédles son los proyectores que nos permiten realizar las descompo-
siciones modales, se puede seguir andlogamente los mismos pasos que se dan en el
caso escalar, es decir, representar matricialmente cada operador en una cierta base,
resolver la ecuacién de valores propios resultante diagonalizando la matriz obtenida
Y, utilizando los modos calculados, estudiar cualquier observable que se desee, como
puede ser la dispersién cromética o la dependencia con la longitud de onda de la
transmitancia de un dispositivo.

En el caso particular de que L sea autoadjunto, es decir, L = L, los vectores
propios 8; y x; coinciden y, por lo tanto, la relacién de biortogonalidad se reduce
a una relacién de ortogonalidad, (f;,8;) = (xi,X;j) = 6i;. En este caso, los valores
propios 37 son necesariamente nmimeros reales.

Los resultados expuestos definen el marco en el que se fundamenta nuestro mé-
todo vectorial. La idea iltima es poder encontrar los modos de una guia de ondas
arbitraria caracterizada por una distribucién de fndice de refraccién n = n(x). Co-
mo se ha indicado, la propagacién electromagnética en esta gufa estd descrita por
un par de sistemas de ecuaciones anélogo al descrito en las ecs. (2.8). Pues bien,
sea L el operador diferencial matricial correspondiente al problema que pretende-
mos resolver, hy;y y &) los vectores propios de L y L1, respectivamente, y 5; la

2 Alternativamente, este campo arbitrario = también puede descomponerse en términos de los
vectores X; proyectando sobre los vectores 8;, es decir,

E=) (043 x-
i
Esto es equivalente a afirmar que tenemos dos posibles resoluciones de la identidad,

I= Z [8:) (x:l = Z Ix:) (63l .«
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_constante de propagacién del i-ésimo modo; entonces, los sistemas de ecuaciones
que describen esta gufa son

Lhyy =i by, Lley) = (5])" ) - (2.12)

Ahora definamos un problema auziliar como el de una guia caracterizada por
una distribucién de indice de refraccién 7 de la cual conocemos sus vectores propios,
ﬁt(p) Y €(q)» Y Sus respectivas constantes de propagacién, [3,. Las ecuaciones que
describen el problema auxiliar son, pues,

Lhypy =B by, L& =8 4y, (2.13)

¥, por tanto, el conjunto de sus vectores propios, fu(p) Y €yq), forman una base
biortonormal. Como ya se ha dicho, estos modos pueden utilizarse para representar
matricialmente cualquier operador lineal que actiie sobre funciones de nuestro espa-
cio de Hilbert, y, en particular, el operador L. Es decir, expandiendo los vectores
propios de L y Lt en términos de los vectores propios de L y L1,

by = ) Capheir) 8y = 9 di3)e8ua) » (2.14)
P q

y proyectando convenientemente, podemos representar las ecuaciones de onda aso-
ciadas a la distribucién n, ec. (2.12), en forma matricial. En particular, para L
queda

E Lpqc(i)g = ﬁ? C(i)p - (2.15)
q
Cada uno de los elementos de matriz Lpq se puede calcular mediante la expresién
Lpg = <ét(P)’ Lﬁt(t:)) = 5;2:5194 + (ét(p)r ABt(q)) ) (2.16)

donde se ha descompuesto el operador L de la forma L = L + A. El operador

diferencia A viene dado por®
. thz vt'ﬁ2

A=k§(n2-—n2)+<—-n—2——7 x(Vth) . (217)

La diagonalizacién de la ec. (2.15) proporciona los valores propios 37 y los vec-

tores propios hyg;) = Zp C(i)ph(p), s decir, las constantes de propagacién y los

modos. Ademds, con esta forma de abordar el problema, y dado que la solucién es

una superposicién lineal de los modos auxiliares, podemos asegurar que los modos

3Nétese que el término V;nz/n.2 no puede reescribirse como Vlnn?, ya que n? no es diferen-
ciable en las discontinuidades y, por lo tanto, no se puede aplicar la regla de la cadena. Lo mismo
sucede para fi.
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del sistema problema satisfacen las ligaduras entre componentes de los campos deri-
vadas de las ecuaciones de Maxwell a la vez que las mismas condiciones de frontera
exteriores que el sistema auxiliar.

Alternativamente, podriamos resolver el problema centrdndonos en las compo-
nentes e;. En este caso, a partir también de las ecs. (2.12) y (2.14) puede escribirse

> Liqdwe = (B)) dep (2.18)
q

con
L}, = (hep), L1&(q)) = (87)" 6pq + (hen), Ale(q)) (2.19)

y Lt = Lt+ At .

De todas formas, cuando se ha de representar la densidad de flujo en la es-
tructura guiadora, o calcularse los coeficientes de acoplo entre dos gufas diferentes,
es necesario disponer simultdneamente de las componentes transversales del campo
eléctrico y del magnético. Si se ha obtenido hy(;) podria calcularse el resto de las
componentes del campo, y en particular &;), utilizando directamente las ecuaciones
de Maxwell, aunque, en general, ésta no es la manera m4s eficiente de hacerlo.

También puede calcularse &;) aprovechando que es biortogonal a hy;y. Es
decir, si desarrollamos la relacién de biortogonalidad satisfecha por estos campos,
(8(i), he(j)) = 8ij, en términos de los campos auxiliares, ét(p) y fxt(q), que también
son biortogonales, se obtiene, haciendo uso de las ecs. (2.14), que

(B Bes)) = D BinpCida <5t(p)’f1t(q)> =D dipCiitp » (220)
rq P

o lo que es lo mismo, que las matrices formadas por los coeficientes de los desarrollos
de los vectores propios de L y Lt estén ligadas por la relacién

@ =[d*. (2.21)

Por iiltimo, otra forma de calcularlos es utilizar el hecho de que la representacién
matricial de L es, como matriz, la adjunta de la de L, esto es,

(LT)pq = (Lqp)' ) (2:22)

por lo que no es necesario recurrir a la ecuacién (2.19) para calcular los elementos de
la matriz adjunta. Los vectores propios obtenidos diagonalizando la ec. (2.18) son
biortogonales respecto de los resultantes de la diagonalizacién de la ec. (2.15), pero
no estaran normalizados. Este problema se puede subsanar ficilmente por medio de
la ec. (2.20), es decir, imponiendo que

Y dcip =1. (2.23)
4
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Sin embargo, los modos calculados mediante la ec. (2.21) —o por las ecs. (2.22)
y (2.23)—, aun siendo biortonormales, no satisfacen exactamente las ecuaciones de
Maxwell al quedar indeterminada una constante por cada modo, que multiplica a
h;(;) y divide a &;(;). Para determinar estas constantes basta con calcular explici-
tamente a través de las ecuaciones de Maxwell una —o, mejor, algunas, si estamos
pensando en un problema que hemos de resolver numéricamente y deseamos mini-
mizar los errores de redondeo— de las componentes de cada uno de los vectores;
si bien esto no es necesario para, p. €j., calcular la transmitancia de dispositivos o
representar la distribucién de densidad de flujo puesto que en las expresiones invo-
lucradas aparecen siempre emparejados hy;y y €(;), canceldndose en estos casos las
constantes mencionadas.

El método que"se ha presentado generaliza los métodos modales ordinarios, apli-
cables a la propagacién escalar en gufas —L = L!—, al caso completamente vectorial
—L # L'— utilizando propiedades matem4ticas de los operadores no autoadjuntos
que definen sin ambigiiedades el problema algebraico asociado.

Es interesante resaltar que el cardcter no autoadjunto de L estd presente incluso
cuando el medio no tiene pérdidas —es decir, siendo n una funcién real—. Este
cardcter es inherente a la propagacién electromagnética en un medio no homogéneo,
ya que es precisamente el segundo sumando de la ec. (2.17), el responsable del
acoplamiento de las diferentes componentes del campo, el que no es autoadjunto
—aun siendo n real—. Este hecho pone en evidencia la relacién que hay entre el
cardcter no autoadjunto de L y la descripcién completamente vectorial dada por sus
vectores propios.

Por iltimo decir que se ha realizado un desarrollo alternativo al de la primera
parte de esta seccién basado en una formulacién lagrangiana de la propagacién del
campo electromagnético en un medio con invariancia traslacional. Ese desarrollo
ha sido presentado recientemente y no se ha incluido en este resumen por brevedad
[35].

2.2 Verificacién. Fibra de perfil en W

El sistema auxiliar ha de proporcionarnos una base en la que representar el
sistema problema. Sin embargo, si el sistema que se pretende describir es abierto,
como es el caso de las fibras épticas o de las gufas 6pticas integradas, el espectro
del operador que describe el sistema problema, y por ende también el del auxiliar,
tendréd una parte continua, cuyo tratamiento es siempre una cuestién delicada. La
forma més sencilla de evitar este inconveniente es discretizar los espectros rodeando
ambos sistemas con un blindaje perfecto, es decir, introduciéndolos en una caja
confinante. El hecho de blindar ambos sistemas nos permite tener una base auxiliar
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con un nimero discreto de modos.

Claro estd, los modos del sistema problema encerrado dentro de la caja notarén,
en general, el efecto de la frontera confinante situada a una distancia finita. Sin
embargo, la perturbacién que sufrirdn serd menor cuanto mayor sea el tamafio de
la caja, por lo que el sistema real estar4 representado m4s fielmente por sistemas
blindados con cajas mayores. Este efecto debido al volumen finito del espacio es
més significativo para longitudes de onda grandes como se puede ver en los ejemplos
numéricos mostrados en la Publicacién I, que ya comentaremos més adelante.

Por otra parte, la matriz (L,4] es de dimensién infinita, por lo que, para poder
desarrollar un método realista, se ha de trabajar con un nmimero finito de modos
auxiliares, descartando los menos significativos. En general, los modos del sistema
problema estardn mejor descritos cuanto mayor sea el nimero de modos auxiliares
utilizados. De la misma forma, una base auxiliar que comparta las caracteristicas
m4és relevantes del sistema problema convergerd més rdpidamente.

Sin embargo, para el caso con simetrfa de revolucién que estamos tratando, el
nimero de modos auxiliares necesarios para alcanzar una cierta precisién crece,
aproximadamente, de forma lineal con el cociente entre el radio del blindaje y el
radio de la estructura guiadora. Por esta razén, necesitamos un compromiso entre
estos dos pardmetros para poder minimizar el tiempo de cémputo. Eligiendo ade-
cuadamente el radio del blindaje y el nimero de modos auxiliares podemos obtener
resultados con una precisién mayor que un valor previamente establecido.

Por 1ltimo, si el sistema auxiliar y el sistema problema poseen una misma si-
metrfa, el operador A no mezclard los subespacios generados por modos del mismo
orden respecto a esa simetrfa. Esto implica que simplemente ordenando los fndices
de los modos de forma que queden contiguos los del mismo orden, la matriz A,,
—Y, por tanto, también L,,— aparecer4 estructurada en submatrices dispuestas a lo
largo de la diagonal asociadas a cada uno de los érdenes de esa simetria, pudiéndose
entonces diagonalizar cada una de ellas por separado.

Una fibra monomodo de perfil en W

El método propuesto se ha aplicado a modo de ejemplo a una fibra multicapa
constituida por el niicleo, una envoltura interior y otra exterior, de forma que el
fndice de la capa intermedia es menor que el de las dos restantes. Esta fibra posee
una dispersién cromética que se anula para dos longitudes de onda en el rango de
trabajo [36], o equivalentemente presenta un extremo local, por lo que posee un
comportamiento acromético. Los detalles de nuestros cdlculos se pueden encontrar
en la Publicacién Iy en la ref. [35).

Este problema tiene la ventaja tanto de ser no trivial como, simultdneamente,
de tener una solucién exacta, lo que nos permite contrastar nuestros resultados y al
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mismo tiempo hacer hincapié en la importancia de la eleccién del sistema auxiliar y
del nimero de modos necesarios para trabajar con una precisién previamente esta-
blecida. La eleccién del problema auxiliar se basa, en primer lugar, en la posibilidad
de disponer de sus soluciones —lo cual es una condicién necesaria— y, en segundo
lugar, en su parecido con el problema real. En este caso se ha elegido como sistema
auxiliar un medio homogéneo blindado de radio R (véase fig. 2.1).

|
| il
Ppicleo ------neeeonee- —
---MenvExt ----
Renvint ----f--------
e
(a) (b)

Figura 2.1. Perfil radial del indice de refraccién para (a) la fibra auxilliar y (b) la
fibra de perfil en W. R es el radio del blindaje, y a y b los radios del nicleo y de la
envoltura interior, respectivamente. En todos los casos considerados a = 3,4 um y

b frap =1l {5

Hemos calculado la constante de propagacién (3 del modo fundamental para di-
ferentes valores de los dos inicos pardmetros libres del problema, a saber, el nimero
de modos auxiliares para cada polarizacién, M, y el radio de la fibra auxiliar, R.
Con ellos hemos efectuado diferentes pruebas que evidencian las propiedades de con-
vergencia de nuestros resultados. Asf, en la fig. 2.2 se muestra la evolucién del error

e
wy
& o R/a=8
X =2t
Qo
e {
=
O s
= b
5 |
E 6}
48] A
0 10 20 30 40 50

Numero de modos: M

Figura 2.2. Error relativo de la constante de propagacién del modo fundamental

en funcién del nimero de modos, M, para un valor fijo del radio del blindaje del
sistema auxiliar, R.
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relativo de la constante de propagacién del modo fundamental con el nimero de mo-
dos auxiliares M manteniendo el volumen del sistema auxiliar constante (R/a = 8).
Como puede verse, los valores propios se acercan rdpidamente a un valor asintético
—Iligeramente menor que el valor teérico— al aumentar el nimero de modos.

Sin embargo, para un valor fijado de M, puede resultar que con un radio R
relativamente pequeno se obtengan mejores resultados que con uno mayor. Este
hecho aparece ilustrado en la fig. 2.3, donde se pone de manifiesto la importancia

0
a /
2 M =50
% -2
@)
B
= 4
B
—
g -6
=
0 10 20 30 40 50

Radio normalizado: R/a

Figura 2.3. Error relativo de la constante de propagacién del modo fundamental en

funcién del radio del blindaje del sistema auxiliar, R, para un valor fijo del nimero
de modos, M.

de la resolucién espacial. En ella se muestra la evolucién del error relativo con el
radio R, manteniendo esta vez el nimero de modos constante (M = 50). La curva
presenta un crecimiento suave hasta que alcanza un valor critico. A partir de este
punto se pierde, de nuevo, precisién. Esto es debido a que al aumentar el volumen
sin incrementar simultidneamente el mimero de modos, empobrecemos la precisién
con la que describimos las estructuras espaciales del sistema en cuestién. Cuando
una estructura espacial fundamental del problema no se describe adecuadamente,
aparece una brusca pérdida de precisién. Para tratar este problema, recurrimos
al concepto de resolucién espacial, definida como el nimero méximo de periodos
espaciales de la base auxiliar que pueden acomodarse en la estructura que hemos de
resolver, M/(R/a).

En la fig. 2.4 se muestra de nuevo la evolucién del error relativo con R, pero man-
teniendo ahora una resolucién espacial fija, elegida para describir adecuadamente el
detalle més pequenio del perfil del indice de refraccién del ejemplo. Puesto que la
resolucién espacial es constante en esa curva, s6lo aparecen los efectos debidos al
volumen finito. Para valores pequenios de R, los efectos del volumen resultan apre-
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Radio normalizado: R/a

Figura 2.4. Error relativo de la constante de propagacién del modo fundamental en
funcién del radio del sistema auxiliar, R, manteniendo fija la resolucién espacial,

M/(R/a).

ciables. Sin embargo, debido al comportamiento suave de esta curva, los efectos de
volumen se pueden eliminar facilmente, sin pérdida de precisién, mediante una ade-
cuada extrapolacién. Nétese también que en la fig. 2.3 aparecen simultdneamente
los efectos del volumen finito y de la baja resolucién espacial.

Las figs. 2.3 y 2.4 ilustran el procedimiento que se ha seguido para poder de-
terminar los valores de R y M que nos dan la solucién buscada con un tiempo de
cémputo realista.

Para un valor fijo de R, se va incrementando M hasta alcanzar un valor suficien-
temente préximo al valor asintético. Esto asegura que se tiene suficientes modos en
la base auxiliar para resolver adecuadamente los detalles del perfil del indice. Ha
de tenerse en cuenta que la mejora de la precisién se produce a saltos al ir resol-
viéndose las diferentes subestructuras (véase fig. 2.2). El valor asintético del que
se ha conseguido una buena aproximacién estd afectado por el efecto del volumen
finito utilizado. Si ahora se aumenta el tamaiio de la caja manteniendo fija la reso-
lucién espacial alcanzada, se verd cémo evolucionan las asintotas de la fig. 2.4 al ir
eliminando el efecto de volumen.

Para poder calcular la dispersién cromética se requiere una precisién relativa-
mente grande ya que ésta depende de la segunda derivada de B(w). La fig. 2.5
demuestra que nuestro método puede proporcionar con precisién este pardmetro,
siempre que se elijan unos valores adecuados para el radio del blindaje y el nimero
de modos auxiliares. Nétese que el comportamiento acromdtico de la dispersién
caracteristico de este tipo de fibras se describe correctamente con nuestro método
modal. Se puede observar que existe todavia una ligera discrepancia entre la curva
tedrica, A, y la correspondiente a R = 8a que, como ya hemos nombrado, s6lo es
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Figura 2.5. Dispersién cromadtica D de la fibra de perfil en W en funcién de la
longitud de onda. Se muestra la solucién analitica A en linea discontinua y la
solucién numérica obtenida con M = 50 y tres radios del blindaje diferentes. La
precisién alcanzada con R = 4a y R = 6a, incluso con M = 50, es pequena debido
a que el efecto de volumen finito depende fuertemente de la longitud de onda.

perceptible para las longitudes de onda més grandes.

2.3 Ejemplificacién de las posibilidades. Guias de
microondas con elementos dieléctricos

Con la idea de mostrar la generalidad del método expuesto en la seccién 2.1, lo
hemos aplicado a un campo tan distinto del de la seccién anterior como es el de las
guias de microondas rellenas con elementos dieléctricos (Publicacién VI).

El andlisis de estos problemas resulta ser més sencillo ya que, al estar los sistemas
confinados, su espectro es discreto, no apareciendo el problema del efecto de volumen
inherente a la utilizacién de una frontera artificial a distancia finita discutido en la
seccién 2.2. En otras palabras, en este caso la frontera es ffsica. Por otra parte, el
hecho de que sean comparables las dimensiones de las paredes que definen la guia y
de los elementos dieléctricos introducidos conlleva que el mimero de modos auxiliares
necesarios para alcanzar una determinada resolucién espacial sea mucho menor que
en el caso abierto.

Por contra, las dimensiones macroscépicas de las guias de microondas permiten
la realizacién préactica de distribuciones de indice de refraccién mucho més complejas
que las abordables, en general, en el caso de guias 6pticas. Como se ha indicado
en la Introduccién, los muchos métodos desarrollados para resolver estos problemas
adolecen de un excesivo cardcter ad hoc, siendo necesario replantear el problema
o rededucir las ecuaciones involucradas por el mero hecho de introducir un nuevo
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elemento en la guia, aun siendo igual a otro ya existente.

La generalidad de la aproximacién propuesta en la seccién 2.1 permite el desarro-
llo de programas de cédlculo muy versétiles y flexibles. En nuestro caso, la adicién
de un nuevo elemento a la estructura guiadora se resuelve con la suma de algunos
términos a los elementos de matriz ya conocidos.

Ademds, dado que todas las integrales que han de calcularse para evaluar los
elementos de matriz Ly, ecs. (2.16) y (2.17), pueden ser resueltas analiticamente
en la mayoria de los casos de utilidad préctica, la técnica propuesta resulta ser
extremadamente eficiente desde el punto de vista computacional.

Gufas de microondas con elementos dieléctricos

En la Publicacién VI se ha aplicado nuestro método a una amplia gama de guias
de microondas con estructuras dieléctricas en su interior, estudiadas previamente
por diferentes autores. Estas geometrias, siempre descritas més adecuadamente en
coordenadas cartesianas, comprenden estructuras con rotura de simetria e incluso
con variaciones continuas del indice de refraccién. En la fig. 2.6 se muestran los

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 2.6. Secciones transversales de las guias de microondas rectangulares rellenas
de elementos dieléctricos tratadas en esta seccién.

perfiles de las guias tratadas, donde ng y n, son los diferentes indices de refraccién
de los elementos insertados. En todos los casos presentados se ha tomado como
sistema auxiliar una guia de ondas cuyas dimensiones coinciden con las de la guia
problema rellena de un medio homogéneo de indice ng, cuyos valores y vectores
propios son bien conocidos (véase, por ejemplo, ref. [1]).

En el primer caso se muestra la aplicacién trivial del método a una guia dieléc-
trica apantallada [15]. La razén entre los lados de la regién dieléctrica central es la
misma que entre los lados del blindaje e igual a 0,99, siendo las dimensiones de éste
un factor 1,88 superior a las del nicleo. El medio que rodea al niicleo es aire. Es
inmediato reconocer que partiendo de este caso (a), pero tomando la caja confinan-
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te suficientemente grande como para poder despreciar los efectos de la frontera a
distancia finita, como se ha visto en la seccién 2.2, se puede tratar, con la precisién
que se desee, cualquiera de los problemas con simetrfa rectangular que surgen en
6ptica integrada.

La estructura tratada en el ejemplo (b) representa una guia utilizada en un
horno de curado de resinas, analizada en la ref. [37]. En este tipo de aplicaciones
es importante la distribucién del campo electromagnético ya que interesa focalizar
la energia en determinadas regiones de la estructura —en este caso, en el centro de
la guia—. Por ello, la gufa posee un rectdngulo dieléctrico centrado de indice de
refraccién n, mayor que el del medio que queda a ambos lados, ng. De esta forma se
consigue focalizar, mds o menos, el campo variando la diferencia entre los indices de
refraccién y la anchura relativa de la barra central. A modo de ejemplo, mostramos
en la fig. 2.7 las distribuciones de la componente longitudinal del vector de Poynting

0 - .
(c) x (mm) -20 =20 4

Figura 2.7. Componente longitudinal del vector de Poynting para los modos (a)
TEoi, (b) TEg2 y (c) TEqs, respectivamente, para una de las configuraciones del
caso (b) de la fig. 2.6.



para los primeros modos propagantes.

El caso (c) presenta un sistema en el que hay una cierta rotura de la simetrfa
" respecto al sistema auxiliar —en este caso, la paridad respecto al eje z—. Est4
formado por dos elementos dieléctricos de seccién cuadrada que rellenan completa-
mente la gufa de microondas. Ademds, este problema tiene solucién analitica [9]
con la que podemos contrastar nuestros resultados. En el caso presentado, la regién
de menor fndice de refraccién estd formada, simplemente, por aire.

Finalmente, la aplicabilidad de la técnica propuesta a sistemas con regiones con
fndices de refraccién inhomogéneos se presenta en el caso (d), en el que la zona
central, de anchura c, est4 constituida por un material cuyo indice de refraccién
tiene una dependencia cuadrética con la coordenada z,

2
nl(x) =ng + (nl(maz) - 'n'()) (1 - (E%) ) .

De nuevo, el medio a los lados de la barra central es aire.

Mediante esta baterfa de casos, tratados en la Publicacién VI, se ha ejemplifi-
cado la versatilidad del método propuesto. En el trabajo se demuestra cémo, en
todos ellos, nuestro método proporciona la precisién requerida para reproducir los
resultados reportados anteriormente con unos requerimientos de célculo muy redu-
cidos —mimero de modos, ...—. La versatilidad y la eficiencia computacional del
método pone de manifiesto la bondad e interés de la técnica expuesta.

Por 1ltimo, resaltar que en ningin momento se ha requerido que las distribucio-
nes del fndice de refraccién fuesen reales; de hecho, el que el medio descrito tenga
pérdidas -——o ganancias—, que es un inconveniente para los métodos modales usua-
les al dejar de ser autoadjunta la ecuacién diferencial correspondiente, no lo es en
nuestra aproximacién ya que eso forma parte consustancial de la técnica utilizada
para resolver cualquier sistema.

En resumen, el método algebraico descrito a lo largo de este capftulo permite
abordar de manera rigurosa el problema del cdlculo de los modos de un sistema
guiador arbitrario. En un futuro préximo, es nuestra intencién aplicar el método
vectorial desarrollado al estudio de diversos sistemas de interés tecnolégico inme-
diato, como es el caso de dispositivos de fibra cilindrica con capas metélicas asimé-
tricas adosadas. Recientemente se han publicado algunos resultados experimentales
relativos a dispositivos de este tipo en los que se muestra su potencial uso como
polarizadores o como filtros selectivos para una cierta banda de frecuencias [38].
La posibilidad de poder describir con precisién el efecto de sus diferentes elementos
permitir4 disefiarlos més eficientemente y aprovechar al méximo sus posibilidades
para el mejor control de la luz en fibras épticas.
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2.4 Degeneracién de los modos auxiliares

En los ejemplos mostrados en las secciones 2.2 y 2.3, las soluciones usuales de
los sistemas auxiliares utilizados han proporcionado las bases biortogonales en las
que representar los diferentes sistemas problema. Estos sistemas auxiliares pueden
emplearse en la resolucién de la mayorfa de las estructuras dieléctricas guiadoras.
Sin embargo, de forma general, hay una cuestién que no se ha mencionado hasta
ahora y que es relevante para la comprensién de la aplicacién del método propuesto
a los sistemas descritos en el siguiente capitulo. Esta cuestién es la existencia de
modos degenerados en la base auxiliar.

En la relacién de biortogonalidad, ec. (2.9), satisfecha por los vectores propios
de un operador L y los de su adjunto L!, ha de entenderse que se han ordenado
convenientemente los vectores de cada uno de los dos conjuntos. Si no existen
soluciones degeneradas —es decir, la dimensién de cada uno de los subespacios
asociados a los diferentes valores propios posibles es la unidad— esta ordenacién es
trivial, teniendo que emparejarse los vectores con valor propio complejo conjugado
uno del otro.

En caso de que existan soluciones degeneradas, el problema es, en general, més
complicado. Si partimos de una base dentro de uno de los subespacios degenerados,*

Lhy; ) = by, L&) =(67) &y, (2:24)
cuyos elementos satisfacen la relacién de biortogonalidad,
(Bu(i,u) Bain)) = B (2.25)
y se hace un cambio de base arbitrario en el subespacio,
hi; = ZA;.wht(i,u) v i) = ZA;wét(i,u) . (2.26)
v v

las proyecciones entre los vectores de la base, dadas por la ec. (2.25), pasan a ser
<éi<i,u)’ hi(i,v)> = Auphuo (Beiipr Beo)) = D AupAup (2.27)
po P

Es decir, los vectores de la nueva base no serdn, en general, biortogonales.
La propia ec. (2.27) nos indica los pasos a seguir para conseguir una base bior-
togonal. Si partimos ahora de una base en el mismo subespacio con proyecciones

4En realidad, los espacios vectoriales en los que est4n definidos e¢ y hy son diferentes, aunque
a un subespacio generado por vectores hy degenerados con valor propio B? le corresponde otro
subespacio generado por vectores & degenerados con valor propio (ﬂf)‘ y de la misma dimensién.
Asf pues, si suponemos que elegimos elementos en cada uno de los respectivos subespacios ligados
por las ecuaciones de Maxwell podemos, abusando del lenguaje, identificarios.
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(ét(,-,,,),ht(i,,,» = I, no diagonales, mediante un proceso semejante al de ortogo-
_ nalizacién de Gram-Schmidt [25, sec. 9.3], podremos cambiar a una base en la que
la matriz II sea triangular, es decir,

<éé(i,p)’h£(i,u)> =8, pv, (2.28)

pero como la matriz de proyecciones ha de ser simétrica (véase ec. 2.27) y el cambio
de base se lleva a cabo mediante una matriz y su traspuesta, II' = ATIAT, la matriz
as{ obtenida ha de ser también simétrica, es decir, la matriz de proyecciones es
diagonal en la nueva base —II' = I—.

Sin embargo, la aparicién de modos degenerados es debido a la existencia de
simetrias en el sistema [24], lo que, en la préctica, nos reduce drasticamente la
complejidad del problema. Por ejemplo, en cualquier sistema auxiliar con simetria
de rotacién, como es el caso presentado en la seccién 2.2, los modos han de tener
orden azimutal ! definido, y de éstos, los de I > 0 aparecen en parejas degeneradas.
La base en la que la dependencia azimutal viene dada por las funciones cos(i¢) y
sin(l¢) resulta ser biortogonal y, por contra, la base de “polarizacién circular”, e*4,
no lo es.

De todas formas, el hecho de que una base no sea biortogonal no implica necesa-
riamente que no pueda ser 1til para nuestros fines en determinadas circunstancias.
En el caso comentado, si la distribucién del indice de refraccién es real, la depen-
dencia radial de los modos puede tomarse también real [2, p. 593] y, entonces, los
modos descritos en la base de “polarizacién circular” satisfacen la relacién

(&¢(i ) Be()) = 6ii6pu (2.29)

que también puede ser utilizada para realizar las descomposiciones modales.
Esta aparicién de simetrfas —y degeneraciones— es méxima en el sistema des-
crito en el capitulo siguiente.
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Capitulo 3

Guias con envoltura de
cristal foténico

3.1 Introduccién. Un modelo preliminar unidimen-
sional

Los cristales foténicos han suscitado un creciente interés en los iltimos afios por
su potencial importancia en el desarrollo de nuevos dispositivos optoelectrénicos
[39-41]. La relevancia de estos nuevos materiales se deriva de la posibilidad que
brindan de controlar la luz de una manera totalmente nueva y de gran utilidad
préctica. Estas estructuras dieléctricas poseen una modulacién periédica tridimen-
sional del indice de refraccién, siendo su periodo del orden de la longitud de onda
del campo electromagnético en el rango éptico. Esta disposicién periédica provoca
un comportamiento de los fotones en su interior similar al de los electrones libres en
la estructura cristalina de un semiconductor [42, 43]. La propiedad més relevante
de los cristales foténicos es, pues, la posibilidad de presentar bandas de frecuencia
prohibidas —photonic band gaps— [44-46), es decir, rangos de frecuencias en los
que la propagacién de la radiacién electromagnética no estd permitida. Su existen-
cia conduce a un gran nimero de interesantes y itiles propiedades, incluyendo la
localizacién de luz en defectos [47-51] y la inhibicién de radiacién [52, 53].

Alterando la perfecta simetrfa traslacional de un cristal foténico se pueden obte-
ner estados localizados, en los que sus frecuencias caen sobre una banda prohibida.
Esta rotura de la periodicidad se puede llevar a cabo sustituyendo todo o parte del
material de una cierta celda unidad de la estructura por otro de indice mayor o me-
nor que el original. En el primer caso, esta modificacién genera un estado permitido
en el interior de la banda prohibida préximo a su lfmite superior, de forma similar a

25



la inyeccién de d4tomos dadores en un semiconductor; mientras que la segunda situa-
cién conlleva la aparicién de un estado ligeramente por encima de su limite inferior,
andlogamente a lo que sucede en un semiconductor cuando lo dopamos con 4tomos
aceptores. Variaciones en la cantidad de material sustituido y en la diferencia de
indice permiten seleccionar la frecuencia del modo localizado.

Aunque este fenémeno de confinamiento de la luz ha sido observado y analizado
en diferentes estructuras, existe un efecto relacionado, de alto interés, relativo a la
propagacién de luz en cristales dieléctricos que tienen una periodicidad bidimensio-
nal en el plano (z,y) rota por la presencia de un defecto, pero son continuos en la
direccién 2. La realizacién fisica de tales estructuras constituye lo que se denomi-
na una fibra de cristal foténico (véase fig. 3.1). Recientemente se han publicado

Figura 3.1. Esquema de una fibra de cristal foténico.

los primeros resultados que demuestran la viabilidad experimental de este tipo de
fibras (54, 55]. Asi pues, estas estructuras estdn formadas por una fibra delgada
de silice que presenta una alineacién de agujeros de aire en forma hexagonal que
se extienden a lo largo de toda su longitud. La periodicidad transversal est4 rota
por la ausencia de uno de estos agujeros, lo que supone un defecto en la red. El
hecho de que la luz pueda ser localizada en los defectos se convierte aqui en unas
propiedades guiadoras muy particulares exhibidas por este tipo de fibras, y asi, los
estados ligados de la estructura transversal —los estados localizados— se convierten
en los modos guiados a lo largo de la fibra. Estas fibras presentan propiedades que
las diferencian y las hacen nicas en relacién a las fibras convencionales, en términos
de la estabilidad del espectro de modos guiados. En concreto, pueden ser disenadas
para ser monomodo para cualquier longitud de onda, sin importar el radio de la
fibra [54, 56]. Este notable resultado se debe a la fuerte dependencia con la longitud
de onda que presenta el indice de refraccién efectivo de la envoltura formada por el
cristal foténico.
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Por todo lo expuesto, y dado el gran interés despertado por estos dispositivos,
hemos abordado el estudio de los mecanismos teéricos que describen sus propieda-
des. Como un primer paso, y debido a la complejidad estructural de las fibras de
envoltura de cristal foténico, hemos empezado estudiando un modelo simplificado
unidimensional de las fibras de cristal foténico, resoluble analiticamente utilizando
técnicas convencionales, que permitiera la comprensién de las bases fisicas de sus
propiedades (Publicacién II). Este modelo comparte con las fibras de cristal foténico
reales sus propiedades més caracteristicas, por lo que ha sido de gran ayuda en el
posterior estudio de éstas.

A continuacién, se exponen los resultados més interesante de este modelo sim-
plificado. En las siguientes secciones se presenta la adaptacién que se ha realizado
del método modal vectorial descrito en el capitulo anterior para la resolucién exacta
de las fibras de cristal foténico (Publicacién III), asi como los resultados obtenidos
hasta la fecha con él (Publicaciones I1I-V).

Un modelo unidimensional

El modelo simplificado estudiado es el de una estructura guiadora consistente
en un apilamiento de ldminas paralelas de silice separadas por aire y dispuestas
perpendicularmente a ambos lados de una ldmina central, también de silice, a modo
de radiador de calor (véase fig. 3.2). La ldmina central actia como un defecto en

hnﬁcleo

hy \h,

-
P L

Figura 3.2. Guia plana con envoltura de cristal foténico unidimensional. Las ldmi-
nas que forman la envoltura estdén dispuestas perpendicularmente al nicleo, como
las aletas de un radiador de calor.

el cristal foténico unidimensional formado por las ldminas transversales y el aire
que las separa. Para que el modelo pueda dar cuenta de propiedades de guiado
equivalentes a las de las fibras de cristal foténico, se trata el caso en el que la luz
se propaga a lo largo de la direccién para la cual el sistema presenta la simetria de
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traslacién continua —el eje z—.

A diferencia de las fibras de cristal foténico, esta estructura es tratable analitica-
mente mediante una versién convenientemente adaptada del método de la matriz de
transferencia [57], que, en iltima instancia, supone la imposicién de las condiciones
de frontera adecuadas entre una combinacién de ondas de Bloch inhomogéneas en la
envoltura periédica, que decaen exponencialmente al alejarse de la ldmina central,
y de campos arménicos en el medio homogéneo que forma el nicleo. Los detalles de
estos célculos se encuentran recogidos en la Publicacién II.

A pesar de la reduccién dimensional, esta gufa plana posee las principales ca-
racteristicas de las fibras de cristal foténico. Asf, soporta un nimero constante de
modos para cualquier frecuencia por encima de un umbral (véase fig. 3.3), lo que
contrasta con las gufas convencionales. Ademsds, el rango de pardmetros geométricos
donde actia para cada polarizacién como una gufa monomodo a lo largo de todo
el espectro electromagnético —ignorando la absorcién y la dispersién cromética del
material— es muy amplio. Esto confirma cualitativamente el hecho observado expe-
rimentalmente de que las fibras de cristal foténico pueden, f4cilmente, comportarse
como estructuras monomodo en un rango amplfsimo de frecuencias.

El pardmetro V (= kohnicleo/2+/ 'nngfmleo —n2,,, siendo neyy €l indice de refrac-
cién efectivo de la envoltura) controla el nimero de modos que una guia puede
soportar [2]. A medida que V se hace méds grande, el “volumen 6ptico” —o espacio
de fases— de la gufa crece, aumentando el mimero de modos soportados. Este paré-
metro varia explicitamente con la inversa de la longitud de onda, de forma que, en
general, aumenta fuertemente con la frecuencia de la luz en las gufas usuales. En la
estructura estudiada, sin embargo, el {ndice de refraccién efectivo de la envoltura va-
rfa como n2,, — n2 —(1/(h1ko))? cuando kg — o0, cancelando la dependencia usual
del pardmetro V con la longitud de onda de forma que éste tiende asintéticamente
hacia un valor constante,

. _ 7rhm.'u:]eo
wm V== (3-1)

lo que contrasta con las gufas de salto de indice, en las que V tiende a infinito
cuando kg hace lo propio. Es decir, el nimero de modos que soporta esta estructura
en el lfmite de longitudes de onda cortas est4 controlado nicamente por el grosor
relativo de las aletas respecto al de la 14mina central, Apgdeleo/h1 (véase fig. 3.4).
Naturalmente, el modo de alcanzar ese limite depende del periodo de la envoltura
y de los fndices de refraccién de los materiales.

Ademés, se ha podido comprobar que este especial comportamiento se mantiene
cuando la diferencia de fndices de refraccién entre las aletas y el medio que las separa
se reduce arbitrariamente, lo que abre la posibilidad de construir fibras de cristal
foténico segin técnicas méds habituales en la fabricacién de fibras 6pticas.
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Figura 3.3. Relaciones de dispersién para dos configuraciones diferentes del “radia-
dor”. En el primer caso, (a) h1/A = 0,8 y hnacieo/A = 0,8, la estructura soporta un
par de modos. En el segundo caso, (b) hi/A = 0,8 y hngcleo/A = 1,8, soporta dos
pares de modos. Los modos estdn casi polarizados linealmente —cuasi-TE: lineas a
trazos, cuasi-TM: lineas continuas—. Las lineas punteadas representan el indice de
refraccién del micleo y el valor efectivo del indice que presenta la envoltura. En los
recuadros, se muestran las distribuciones de potencia de los modos cuasi-TM para

AJA=2.

Por 1ltimo, creemos que, a parte de su utilizacién como un “modelo de juguete”
que muestra las principales caracteristicas de una estructura mucho més compleja
como es la de una fibra de cristal foténico, esta guia también puede resultar util
por si misma; por ejemplo, podria tener aplicacién como guia plana monomodo en
l4dseres de alta potencia.

29



tro V
(1%
wn

pardme
O

o
th

o

0 2 4 6 8 10 12
frecuencia normalizada: A/A

Figura 3.4. Pardmetro V frente a A/ para hpgcieo/A = 0,8 y diferentes valores de
hy/A entre 0,1y 0,9 (curvas continuas). Las lineas horizontales a trazos representan
los limites asintéticos para cortas longitudes de onda predichos por la ec. (3.1).

3.2 Método modal vectorial con condiciones de fron-
tera periddicas

En este punto nos hemos centrado en adaptar convenientemente la técnica modal
general que hemos desarrollado en el capitulo anterior al problema de una fibra
de cristal foténico realista, modelizando y resolviendo eficientemente su compleja
estructura transversal bidimensional (Publicacién III).

Para realizar una simulacién realista de una fibra de cristal foténico se debe tener
en cuenta cerca de un centenar de escalones —los agujeros de aire— distribuidos
periédicamente en la estructura transversal del indice de refraccién. Debido a es-
ta rica estructura espacial, los métodos habituales, ain sin considerar el carédcter
vectorial de la luz, tienen un grave problema de pérdida de precisién numérica.

Dado que el sistema a resolver es bdsicamente periédico, se podria pensar en
tomar un sistema auxiliar estrictamente periédico, es decir, que la base fuese el
conjunto de ondas de Bloch de la estructura periédica transversal sin el defecto.
Sin embargo, ésta no es una eleccién muy adecuada por la complejidad de esta
base, que, usualmente, ha de acabar expandiéndose en series de Fourier para poder
operar con ella. Nosotros hemos abordado este problema insertando el sistema
en una caja finita bidimensional, como en los otros casos del capitulo anterior,
pero exigiendo ahora a los campos condiciones de contorno periédicas en ambas
direcciones del plano (z,y). Asi creamos una red artificial, replicando la estructura
original casi periédica —incluyendo el defecto central— en las direcciones = e y
(véase fig. 3.5). El sistema auxiliar es, simplemente, un medio homogéneo, con las
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Figura 3.5. Esquema de la fibra de cristal periédico introducida en una caja rom-
boidal con condiciones de frontera periédicas.

mismas condiciones de frontera que el problema. La ventaja de utilizar un medio
auxiliar homogéneo es que éste es invariante a traslaciones, lo que se va a mostrar
como un hecho fundamental para poder encontrar expresiones analiticas compactas
para los elementos de matriz del operador L.

Un primer efecto asociado a la invariancia bajo traslaciones, al igual que sucede
en el caso de los sistemas invariantes bajo rotaciones (véase sec. 2.4), es la aparicién
de degeneracién entre las soluciones. En el caso que estamos tratando ahora, el
sistema es invariante a traslaciones seguin las direcciones de los ejes coordenados vy,
por tanto, habrdn dos soluciones degeneradas para la dependencia de los campos
en cada una de las coordenadas transversales. Las dos elecciones usuales para esta
dependencia son senos y cosenos, o exponenciales imaginarias. Para satisfacer las
condiciones de frontera, el periodo de estas funciones debe ser un submiiltiplo de
las dimensiones de la caja segin los ejes coordenados, (D, D2). Es decir, el hecho
de imponer condiciones de frontera periédicas —o lo que es lo mismo, de replicar
periédicamente el defecto— y utilizar un medio auxiliar homogéneo nos permite
expandir el campo electromagnético en series de Fourier. De estas dos posibilidades,
es la base de senos y cosenos la que satisface la relacién de biortogonalidad, ec. (2.9).

Sin embargo, podemos darnos cuenta que este sistema auxiliar es autoadjunto
—es decir, L= I?‘—, lo que abre la posibilidad de tomar a los vectores propios
de L —que forman una base ortogonal'— como base del problema que estamos in-
tentando resolver, pudiendo realizarse las proyecciones de una forma absolutamente
convencional. De esta manera, los elementos de matriz se pueden calcular mediante

IIncluso cuando existe degeneracién entre modos, se puede tomar una base en cada de los
subespacios degenerados —mediante el procedimento de ortogonalizacién de Gram y Schmidt [25,
seccién 9.3]— de manera que la base de todo el espacio sea ortogonal.
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la expresién : _
Lpg = (hy(p), Lhy(g)) = )635794 + (be(p), Ahy(g)) - (3.2)

Por tomar un sistema auxiliar homogéneo se dispone de bases de funciones espe-
cialmente simples, y por ser este sistema autoadjunto, se pueden utilizar las técnicas
de representacién modal usuales. Esto nos lleva a elegir como base, para este sistema
en particular, las exponenciales imaginarias ya que, entre las dos opciones, es la que
proporciona expresiones mas sencillas. Adem4s, al estar desacoplada la dependencia
espacial de la polarizacién, se puede tomar para este grado de libertad interno una
base trivial. Es decit, tomamos los elementos de la base de la forma

hy(n.s) = exp (tky(n) - Xe) Ug(s) » (3.3)

donde k() = 2m(n1/D1,n2/ Dz), siendo n = (ny,7n2) una pareja de nimeros enteros
que clasifican la dependencia espacial transversal de las soluciones, y u(,) (s=1,2)
son los elementos de la base ortogonal de polarizacién {(1,0),(0,1)}. Nétese que,
con esta base, realmente se ha renunciado a atribuir un estricto sentido fisico a los
campos de la base —en cada subespacio degenerado— ya que no nos preocupamos de
que satisfagan la condicién de trasversalidad respecto a la direccién de propagacién.

Por otra parte, la invariancia a traslaciones de la base nos permite relacionar
fécilmente los elementos de matriz del operador que representa un agujero en una
posicién arbitraria, V (X)), con los que representan a uno que se encuentre en el
origen de coordenadas, V(0), es decir,

(Be(mrys V (Xe(a)) Begars)) = €XP(i(Ke(n) = Ke(m)) * Xe(ay) (Begemirys V(0)Beqnyay) - (3.4)

Ademds, los elementos de la matriz de este agujero centrado, (ﬁt(m,,.), V(O)ﬁt(n,,)),
tienen una expresién analitica en esta base —hemos supuesto que los agujeros son
circulares—. Y, por iltimo, debido a las propiedades de simetrfa de la red hexagonal
centrada que representa la distribucién de agujeros, la suma sobre todos los agujeros
en una celda unidad —con defecto incluido— tiene una expresién especialmente
sencilla cuando se toma una caja romboidal de lados iguales, D; = D; = NA,
siendo /N un nimero natural impar,

{N2-1 , (m-m)/NeZ* (35)

> exp(i(kegn) = Kem)) - Xea)) = -1 , resto de casos

a€celda
lo que nos proporciona una expresién analftica muy compacta para el cdlculo de los
elementos de matriz, sin importar el nimero de subestructuras que componen la
celda unidad elegida.

Como se dijo en la seccién 2.2, la eleccién del sistema auxiliar es una cuestién
muy importante para la viabilidad de la resolucién préctica de un problema. En
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este caso se ha optado por uno que no posee ninguno de los rasgos caracterfsticos del
problema a resolver pero que, por contra, es extremadamente simple. Esto, ligado
"a su invariancia a traslaciones y a que el problema est4 formado por réplicas de una
subestructura elemental, conlleva una simplificacién crucial que permite finalmente
superar el problema de la pérdida de precisién numérica motivada por la complicada
estructura espacial de la fibra.
En las dos secciones siguientes se exponen los primeros resultados obtenidos de
la aplicacién a las fibras de cristal foténico de la técnica aqui expuesta.

3.3 Descripcién vectorial de una fibra realista de
cristal foténico

Recientemente, y tras la publicacién de los primeros resultados experimentales
relativos a fibras épticas con envoltura de cristal foténico [54], han aparecido varios
trabajos en los que, a través de diferentes modelos, se intenta explicar las muy
particulares caracteristicas de este tipo de gufas.

El grupo del Prof. Russell de la Universidad de Bath (Reino Unido) justifica,
mediante un modelo con un fndice de refraccién efectivo para la envoltura, el com-
portamiento de las fibras de cristal foténico fabricadas [56, 55, 58]. Posteriormente
a esos trabajos, y en colaboracién con ellos, se estudié la estructura reducida dimen-
sionalmente descrita en la seccién 3.1 (Publicacién II) que, por medio del anélisis
riguroso del modelo propuesto, aclara las bases fisicas en que descansan las propieda-
des clave de estos sistemas guiadores. Por ltimo, utilizando la nueva aproximacién
al problema expuesta en la seccién anterior, hemos conseguido describir la propa-
gacién en una fibra de cristal foténico realista en el marco, adem4s, de la teorfa
vectorial. Los primeros resultados obtenidos han sido recogidos en las Publicacio-
nes IIT y IV, que vamos a resumir a continuacién.

Pues bien, primeramente nos hemos centrado en una configuracién (véase fig. 3.5)
en la que el radio de los agujeros de aire es ¢ = 0,3 um y la distancia entre los centros
de dos agujeros consecutivos es A = 2,3 um, ya que la distribucién de intensidad para
el modo guiado de esta estructura ha sido medida recientemente para A = 632,8 nm
[54].

La estructura monomodo resultante est4 formada por un doblete de polarizacién
casi degenerado en un amplisimo rango de longitudes de onda —al menos de 300
a 1600 nm— (véase fig. 3.6). Estos resultados confirman plenamente los resultados
experimentales ya que implican la existencia de una robusta estructura monomodo
para los valores de los pardmetros de la fibra resefiados anteriormente. Ademsds,
nuestros célculos reproducen con excelente precisién la distribucién transversal de
intensidad experimental. El resultado correspondiente a una de las polarizaciones
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Figura 3.6. Relaciones de dispersién modal para una fibra de cristal foténico mo-
nomodo con a = 0,.3um y A = 2,3um. La envolvente de los modos de radiacién
determina el indice de refraccién efectivo de la envoltura de cristal foténico.
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Figura 3.7. Distribucién transversal de intensidad para el modo guiado polarizado
segin el eje = de la fibra de cristal foténico descrita en la fig. 3.6 para A = 632,8 nm.

se muestra en la fig. 3.7 para A = 632,8nm (c¢f. fig. 1 en la ref. [54]). También
hemos calculado la distribucién de intensidad transversal del modo guiado para
otras longitudes de onda y para ambas polarizaciones. En todos los casos, el perfil de
intensidades es muy similar al que aparece en la fig. 3.7, lo que demuestra el caracter
robusto de la estructura monomodo tratada. Este hecho confirma el comportamiento
de las relaciones de dispersién descritas anteriormente.

Ademsds de simular esta singular estructura, hemos estudiado también un con-
junto de diferentes fibras disenadas variando el periodo de la red, A, y el radio de los
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agujeros de aire, a. Al analizar las curvas de dispersién de este conjunto de fibras,
hemos encontrado en algunas de ellas una estructura modal més rica. Asi, en el
ejemplo de la fig. 3.8 vemos que, ademds del doblete fundamental, aparecen otros

1.46 FT =T

B

142

fndice efectivo del modo

-
-

A A 2 -

1.40

2 8 4 5 6 7
frecuencia normalizada: A /A

Figura 3.8. Igual que en la fig. 3.6 pero con a = 0,6 um. Los dos dobletes de
polarizacién excitados estdn sélo ligeramente separados, y esta separacién se reduce
a medida que aumenta la frecuencia.

dos dobletes de polarizacién. A diferencia de lo que ocurre en las fibras convencio-
nales, el mimero de modos no aumenta con el mimero de ondas kp. El nimero de
modos guiados en funcién de kp se estabiliza por encima de un cierto umbral, o lo
que es lo mismo, permanece constante para longitudes de onda menores que una
cierta longitud de onda umbral. Para disenos particulares se consiguen estructuras
guiadoras en las que este nimero constante es precisamente la unidad. De este modo
se obtiene una fibra absolutamente monomodo como la que se presenta en la fig. 3.6.
Esta es una propiedad nada convencional que exhiben las fibras de cristal foténico.

En una fibra usual, el indice de refraccién de la envoltura es casi constante y
por ello el valor del pardmetro V —el “volumen 6ptico” de la fibra— crece casi
linealmente con kg. Esto permite acomodar un nimero creciente de modos guiados
en el interior de la fibra a medida que la longitud de onda disminuye. Por contra,
como ya se pudo adelantar con el modelo simplificado mostrado en la seccién 3.1,
en una fibra de cristal foténico la estructura periédica responsable del atrapamiento
de la luz en el defecto central crea una dependencia con kg en el indice de refraccién
efectivo de la envoltura de forma que el pardmetro V' varfa mucho més suavemente
con ko. El “volumen éptico” se vuelve asi practicamente independiente de la longitud
de onda para valores grandes de kg y, en consecuencia, también el nimero de modos
guiados.

En la actualidad se encuentra en fase de redaccién un trabajo en el que se
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recoge en extenso la técnica expuesta en la seccién anterior junto a un andlisis més
exhaustivo de la influencia de los pardmetros estructurales de las fibras de cristal
foténico en sus capacidades guiadoras [59].

3.4 Dispersién de la velocidad de grupo. Fibra
acromdtica

Por 1iltimo, y gracias a la elevada precisién de nuestra técnica de célculo, hemos
podido evaluar también la dispersién cromética de estas fibras de cristal foténico
para distintos valores de sus pardmetros estructurales. Algunos los resultados nu-
méricos obtenidos con un modelo bidimensional de la fibra de cristal foténico, pero
en la aproximacién escalar, fueron presentados por D. Mogilevtsev et al. [60].

En la Publicacién V no sélo hemos sido capaces de calcular rigurosamente —
vectorialmente— las curvas de dispersién sino que ademds presentamos, por primera
vez, ciertos disefios que poseen una dispersién de la velocidad de grupo précticamente
nula para un amplio rango de longitudes de onda. Este resultado se ha alcanzado
haciendo que la curva de dispersién cromética, D()\), que en general es una funcién
monétona creciente, posea un méximo, cuyo valor es positivo y préximo a cero. Este
plegamiento de la curva produce un efecto acromético en torno a la longitud de onda
para la que la dispersién posee el extremo relativo.

Para poder realizar eficazmente este estudio se ha separado, en una primera
aproximacién, la contribucién a la dispersién producida por la estructura particular
de la fibra de cristal foténico de la debida a la dependencia con la frecuencia del
fndice de refraccién del silice. Esta separacién aditiva de ambos efectos est4 basada
en la invariancia bajo cambios de escala que presentan las estructuras guiadoras si
se considera que los materiales que las constituyen no son dispersivos. La mani-
pulacién por separado de estas contribuciones permite, de forma sencilla, analizar
diferentes posibilidades. Posteriormente, y para un cédlculo ya exacto, se determina,
primero, las relaciones de dispersién para las configuraciones estimadas, incluyendo
directamente en el cémputo la dependencia con la longitud de onda de los materiales
—en este caso, del silice puro— (véase fig. 3.9), para, a continuacién, y mediante el
cdlculo de su segunda derivada respecto a la frecuencia, obtener las curvas de dis-
persién buscadas, las cuales son ajustadas a los valores deseados mediante pequenas
variaciones de los pardmetros estructurales, a y A.

En la fig. 3.10 presentamos algunos ejemplos de disefios acrométicos y mostramos
el efecto sobre la dispersién de escalar simultdneamente el periodo y el radio del
agujero conservando constante la razén a/A. Podemos observar cémo las curvas de
dispersién se desplazan hacia arriba, y al mismo tiempo se ensanchan suavemente,
a medida que el factor de escala aumenta —es decir, aumentando simultdneamente
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Figura 3.9. Relaciones de dispersién modal para una fibra de cristal foténico de

razén a/A = 0,42/23 y A = 1,776 um. Para ambas polarizaciones, las curvas se
funden en una sola.
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Figura 3.10. Dispersién de la velocidad de grupo frente a A para una razén a/A =
0,42/2,3 fijay (a) A =1,74pm, (b) 1,73 um y (¢) 1,72 um.

a' y A—. Si, por el contrario, cambiamos la razén a/A manteniendo fijo el periodo,
producimos también un desplazamiento vertical pero obtenemos simultdneamente
un desplazamiento sustancial, a lo largo del eje de las longitudes de onda, de las
curvas de dispersién. Un ajuste de ambos efectos permite un excelente control sobre
la ventana de longitudes de onda con dispersién “aplanada” préxima a cero, como
muestra la fig. 3.11. Nétese cémo la anchura de la ventana de frecuencias en la que
el médulo de la dispersién de la velocidad de grupo es menor de 1ps/(nmkm) es
mayor que 140 nm, pudiéndose, ademés, controlar su posicién.

Estos resultados muestran cémo, con pardmetros estructurales realizables fisica-

37



dispersion: D (ps nm-! km-1)
et '
N
\ ;
/

1.00 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25
longitud de onda: A (um)

Figura 3.11. Dispersion de la velocidad de grupo frente a A para algunas combinacio-
nes seleccionadas de a/A y A: (a) a/A =0,44/2,3, A = 1,65um, (b) a/A = 0,42/2,3,
A=174umy (c) a/A =0,40/2,3, A = 1,84 um.

mente y sin tener que recurrir a materiales distintos del silice puro, se puede tener
un control preciso sobre las propiedades de dispersi6én de este tipo de fibras 6pticas.

En conclusién, hemos sido capaces de reconocer fibras de cristal foténico que
ademés de su cardcter monomodo presentan también un comportamiento acromético
para un intervalo relativamente amplio de longitudes de onda, el cual es sintonizable.
Todo ello en el marco de la teoria vectorial de la luz y gracias a la buena precisién
numérica que nuestro método alcanza.

Actualmente estamos realizando un estudio en el que se muestra cémo maximizar
la anchura de la ventana de frecuencias con dispersién cromética practicamente nula
por medio de configuraciones de fibra con dispersién apocromética [61].
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado un método modal vectorial para la obtencién del
espectro de modos de gufas de ondas electromagnéticas, extendiendo las técnicas
de representacién modal utilizadas en teorfa escalar al marco de la teorfa vectorial.
El método estd basado en la propiedad de biortogonalidad asociada a los vecto-
res propios de cualquier operador no autoadjunto y de su operador adjunto. En
nuestro caso, los operadores vienen determinados por las ecuaciones diferenciales
vectoriales que verifican las componentes transversales del campo electromagnético.
Esta propiedad abre el camino para aplicar las técnicas algebraicas estdndares al
caso vectorial, una vez escritas las ecuaciones en forma matricial y reducidas a un
problema algebraico de valores propios.

El método propuesto permite calcular los modos de gufas de ondas con cual-
quier perfil, sean abiertas o cerradas, incluso de aquéllas con un fndice de refraccién
complejo, incluyendo, de forma natural, el cardcter vectorial de las ondas electro-
magnéticas en la descripcién de los modos.

Con él, y gracias a la alta precisién que puede proporcionar, se ha podido repro-
ducir el comportamiento acromético de una fibra multicapa de perfil en W; esto ha
servido para tratar las cuestiones pricticas que surgen en la aplicacién del método,
como son el efecto de una frontera artificial en el estudio de sistemas abiertos y
el efecto del nimero finito de modos de la base auxiliar que en cualquier caso se
utilizan., También se ha aplicado a diferentes problemas de microondas; de nuevo,
nuestos resultados han descrito perfectamente los casos que ya habian sido estudia-
dos anteriormente. De esta forma, se ha evidenciado la generalidad de la técnica
propuesta, que, efectivamente, ha mostrado poder tratar, tanto sistemas abiertos
como cerrados, con medios homogéneos o no, o con distribuciones del indice de
refraccién sin ninguna simetrfa definida.

En una segunda etapa, se ha obtenido, por primera vez en el marco de una
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teorfa vectorial, los modos de estructuras guiadoras tan complejas como son las
fibras de cristal foténico. Ademés, hemos identificado diferentes disefios para los
que la dispersién de la velocidad de grupo de estas fibras posee un comportamiento
acromético, estableciendo, simultdneamente, un procedimiento operativo para con-
trolar las propiedades de dispersién de las fibras de cristal foténico en términos de
sus pardmetros estructurales. En este sentido, actualmente estamos realizando un
estudio en el que se muestra c6mo maximizar la anchura de la ventana de frecuen-
cias con dispersién cromética prédcticamente nula por medio de una configuracién
apocromética.

La eleccién adecuada del sistema auxiliar es muy importante para una eficiente
aplicacién de un método de representacién modal. En el caso de sistemas guiadores
cerrados, lo més conveniente ser4 elegir un sistema auxiliar con las mismas fronteras
exteriores confinantes que el sistema problema.

Por contra, para sistemas guiadores abiertos, dado que la frontera —de cualquier
tipo— ha de tomarse siempre lo suficientemente alejada de forma que no se note
su presencia, cualquier eleccién es, en principio, vélida. Sin embargo, ha de tenerse
en cuenta dos factores: por una parte, si el sistema problema posee una cierta
simetria o rasgo caracteristico, la utilizacién de un sistema auxiliar que comparta esa
simetrfa o rasgo reduce notablemente el mimero de modos requeridos para describir
el sistema; por otra parte, un sistema auxiliar muy complejo requerird un mayor
tiempo de cémputo, tanto en la obtencién de la propia base, como en el célculo de
los elementos de la matriz y su diagonalizacién. De forma general se puede decir
que si el sistema problema abierto tiene simetrfa circular —o aproximadamente
circular— serd conveniente utilizar un sistema auxiliar también circular, y por tanto
confinado necesariamente; por contra, para sistemas con simetrfa rectangular, o sin
simetrfa definida, podrd utilizarse, indistintamente, una caja rectangular confinante
0 una caja periédica —rectangular o romboidal—.

Es interesante reconocer que cuando el sistema auxiliar es autoadjunto, como
son los casos de un medio auxiliar homogéneo con frontera confinante o periédica,
también puede elegirse una base asociada ortogonal.

El método presentado se ha mostrado como una herramienta de anélisis y disefio
tan poderosa que en la actualidad tenemos varias posibilidades en desarrollo. A
continuacién, paso, muy brevemente, a comentar algunas de ellas.

Resultard de gran interés préctico poder establecer, a priori, cotas para el error
producido por la presencia de la frontera —confinante o periédica— o por la trun-
cacién de la serie de modos auxiliares.

Respecto a las fibras con envoltura de cristal foténico, junto a aspectos de im-
portancia experimental, como son el estudio de la atenuacién de los modos por la
extensién no infinita de la red cristalina o el efecto de irregularidades en la forma
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el estudio de los mecanismos teéricos que describen sus propiedades. En particular,
es de gran interés el estudio de posibles modos guiados intrabanda. A diferencia
de los modos descritos hasta ahora, que aparecen por encima de la primera banda
permitida, tenemos la conviccién de que la insercién de un defecto de signo opuesto
al estudiado hasta ahora generard modos guiados ezclusivamente entre dos bandas
permitidas. Un defecto de este tipo puede conseguirse aumentando el tamafio de
uno de los agujeros de la red periédica original. Estos modos intrabanda tendrfan
la peculiaridad de ser los tinicos modos guiados de la fibra, ya que la existencia de
un defecto como el ahora propuesto impedirfa la presencia de modos guiados por
encima de la primera banda de conduccién.

Para estudiar el efecto de artefactos de fabricacién, como son las irregularidades
mencionadas anteriormente en la estructura de las fibras de cristal foténico, u otros,
ya estamos planteando, en el marco de la técnica aqui desarrollada, el célculo de
correcciones perturbativas de orden superior.

También tenemos la intencién de analizar con nuestro método vectorial toda una
nueva familia de dispositivos de fibra cilindrica multicapa con capas metélicas asi-
métricas adosadas, capaces de actuar como filtros de longitud de onda, polarizadores
o sensores. Debido a la fuerte rotura de la simetrfa provocada por la delgada capa
metdlica depositada sobre la fibra, el andlisis de estos dispositivos resulta extrema-
damente diffcil, o incluso imposible, con técnicas convencionales.

Ademds, vamos a extender el método expuesto a situaciones no apuntadas hasta
ahora en esta tesis, que representan un salto conceptual cualitativo en su rango
de aplicabilidad. Pensamos adaptar nuestro método para tratar sistemas con una
variacién periédica del fndice de refraccién a lo largo de la direccién de propagacién.
Podremos asf estudiar el comportamiento de filtros y sensores de fibra basados en
redes de Bragg. En estos casos, la aproximacién usual es la perturbativa, lo que
limita su validez a sistemas en los que la modulacién longitudinal del indice de
refraccién sea pequeila. Nosotros pretendemos tratar con la méxima generalidad el
problema; es decir, permitiendo variaciones cualesquiera del indice de refraccién.

Finalmente, estamos convencidos que los desarrollos mencionados en el pérra-
fo anterior nos van a permitir abordar el estudio de diferentes tipos de cavidades
resonantes —ya que son dispositivos cuyo comportamiento es andlogo al de una es-
tructura repetida periédicamente a lo largo del eje— con vistas especialmente a su
aplicacién al estudio de microldseres y l4seres de fibra.
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Biorthonormal-Basis Method for the Vector
Description of Optical-Fiber Modes

Enrique Silvestre, Miguel V. Andrés, and Pedro Andrés, Member, OSA

Abstract— This paper gives the theoretical basis for the de-
velopment of real vector modal methods to describe optical-
fiber modes. To this end, the vector wave equations, which
determine the electromagnetic fields, are written in terms of
a pair of linear, nonself-adjoint operators, whose eigenvectors
satisfy biorthogonality relations. The key of our method is to
obtain a matrix representation of the vector wave equations in
a basis that is defined by the modes of an auxiliary system. Qur
proposed technique can be applied to fibers with any profile, even
these with 2 complex refractive index. An example is discussed
to illustrate our approach.

Index Terms— Biorthogonality, biorthonormal basis, vector
modal methods, waveguide modes.

I. INTRODUCTION

HE preferable way to obtain the modes of optical fibers

with cylindrical symmetry is to solve the wave equations
in regions or layers with previously known analytical solutions
and then to apply the appropriate boundary conditions. This
approach is the usual one for step-profile waveguides. When
such analytical solutions are not available, we should employ
modal, perturbative or numerical methods.

Modal methods are widely used when the problem can be
handled in the framework of the scalar theory [1], [2]). The
modes of an appropriate auxiliary waveguide form a basis
that is used to represent the scalar wave equation in matrix
form and the modes of the system under consideration. The
development of scalar modal methods is based on the orthog-
onality properties of the modes of the auxiliary system and
the solution is obtained after the diagonalization of the system
matrix. Additionally, polarization effects can be included in
the scalar analysis as a perturbation (see, for instance, in [3]).
However, to the best of our knowledge, a modal method fully
integrated in the vector theory framework has not yet been
described.

In this paper, we describe a novel modal method to calculate
the bounded modes of optical fibers with any real or complex
index profile, which takes into account the vector nature of the
electromagnetic fields. The method we present here is based on
the biorthogonality property associated with the eigenvectors
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of a nonself-adjoint operator. Biorthogonality relations have
also been used successfully in other different contexts, such
as biisotropic planar waveguides [4] and laser resonators [5].
Our final interest is to deal with asymmetric metal-coated fiber
devices [6].

First, we give the theoretical bases of the method, and
second, we focus on some practical considerations when
implementing it. Finally, in order to show the capability of
our method, we analyze a double-clad single-mode fiber (also
called a W-fiber) and test our results by comparing them
against the analytical solution.

II. BASIC THEORY
Let us consider a medium translationally invariant along
the z axis. We assume that the electric and magnetic fields in

this medium are expressible as a linear superposition of fields
with the separable form

E(x, t) = e(x;) exp[i(fz — wt)]
H(x, t) = h(x) expli(6z - wt)]

where w is the angular frequency and § is the propagation
constant. Subscript ¢ denotes transverse components. The
transverse components of these fields, e; and h,, when there
are no sources present, satisfy the vector wave equations (7]

2

v
[Vf+k§n2+( 1:;‘ )/\(v,/\o)]h..—.ﬁi’ht (1
g VA S,
{Vf+k§n2+vz[< - )-o

being n = n(x¢) the refractive index profile and kg = 27 /A
the free-space wave number. In these equations, we can
identify in square brackets the operators responsible for the
evolution of the transverse components along the 2 axis.

Once a matrix representation is provided, we shall obtain the
modes of the system by diagonalizing these operators, together
with the appropriate boundary conditions and the constraints
between field components given by Maxwell’s equations.

It is important to point out, however, that in the vector
theory, even for real refractive indexes, these operators are
nonself-adjoint (in fact, the operators defined by (1) and (2)
are adjoint to each other), whereas in the scalar theory (and
for real indexes) both operators are self-adjoint. This is the
key question that distinguishes both cases and prevents blind
application of the techniques used in the scalar approximation
to the vector case.

}e, =p% (2
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At this point, we need to outline a basic property satisfied
by the eigenvectors #; of a nonself-adjoint operator, L, and
the eigenvectors x; of its adjoint, LT, i.e., the eigenvectors
that fuifill the eigensystems

Lo; =1;6; 3)

LYx; =1ix; (@)

where ; and [} are the corresponding eigenvalues and *
denotes the complex conjugate. This property states that both
sets of eigenvectors satisfy a relation named biorthogonality

(81, [9]
(xis 0;) = &ij (&)

where (o, o) is the ordinary scalar product in the Hilbert space
of the square-integrable complex functions on R2, L2(R?, C).

So, if we identify those eigenvectors with the transverse
components of the magnetic field and the electric field, re-

spectively
e (=@
9—(’%)' X—(e;) i

and their respective eigenvalues, l; = §?, we can recognize
the biorthogonality relation as the well-known “orthogonality”
relation satisfied by the electromagnetic fields (7]

{xiy 03) =/ (xi-6;)ds = [ (einhj)-zds. (7)
R2 JR2

Because of the symmetry of the example shown in the next
section, we choose, with no loss of generality, polar coordi-
nates for representing electric and magnetic field components.

Now, in order to perform a modal expansion, only a
complete basis and the corresponding projector onto the one-
dimensional subspace generated by each eigenvector are re-
quired. The scalar product of a field 6 and the eigenmodes x;
of the adjoint problem selects the different components and
gives the modal expansion of 6 in terms of the eigenmodes §;,
ie., 8 = 3 (xi, 6)6;. In other words, the projector onto the
subspace generated by #;, P;(o), is given by (xi, o). So, when
we have a nonself-adjoint problem, there is a biorthogonality
relation given by (5) that allows us to obtain the coefficients
of the modal expansion in terms of the eigenvector basis of
such a nonself-adjoint operator.

In the case of L being self-adjoint, i.e., L = L', the eigen-
vectors 0; and x; are the same, and therefore the biorthogonal-
ity relation (5) simplifies into the usual orthogonality relation
(65, 8;) = &;;, and the eigenvalues 3? become real numbers.

Once we have shown the relation between the properties of
nonself-adjoint operators and the vector wave equations of the
electromagnetic field, we can represent (1) and (2) in matrix
form in the basis provided by an auxiliary system. With this
aim, we need an appropriate auxiliary system, described by an
index profile i, that provides the auxiliary basis

28, and Ltg; = (62)"%;. (8)
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Of course, the eigenvectors of L and Lt satisfy the biorthog-
onality relation (5), (Xi, 6;) = &i;, and they are the modes
of the auxiliary system when this system is regarded as a
waveguide.

_ By breaking down the problem under consideration to L =
L + A, and expanding the eigenvectors of L and L' in terms
of the auxiliary eigenvectors

6 = Zcikék, Xi = ) die &)
k k

we can represent the vector wave equations in matrix form.
Each element L;; of the matrix can be calculated by means
of the expression

Lij = (%, L8;) = B36i; + (%, 0)). (10)

As an example, in the case of circular symmetry [n = n(r)],
the A operator becomes

A=k§[n2—ﬁ2]<(1) (1))
S TR

In this way, (1), for instance, can be written for an arbitrary

- eigenvector 6;, as the algebraic eigensystem

ZijCik =gra). (12)
k

Its diagonalization provides the eigenvalues 3? and the eigen-
vectors 0; = Y k c.'kék, i.e., the propagation constants and the
modes.

With this approach, we can ensure that the eigenvectors
of the system under study satisfy the links between field
components derived from Maxwell’s equations and also the
outer boundary conditions of the auxiliary system. This is true
as the solution is a linear superposition of auxiliary modes.

We can also solve the problem by paying attention to
components e,. In this case, (2) can be written for an arbitrary
eigenvector x; as

> Lidi = (B])dis (13)
k
with

Lty = (6, L'%) = (BD) 6 + (05, Atxa)  (14)

and LT = Lt + Al
1II. IMPLEMENTATION OF THE METHOD

A. General Considerations

The auxiliary system must provide a basis to represent the
system under consideration. However, the treatment of the
continuous part of the spectrum is a tricky question in surface

1.2
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(a)

Fig. 1. Index profile for (a) the auxiliary fiber and (b) the W-fiber. R: shield
radins; a and b: core and inner cladding radii, respectively.

waveguides. The simplest way to solve this problem is to
surround both systems with a shield (a perfect conductor).
This allows us to have an infinite but discrete basis.

It is noteworthy that the wider the shield is, the closer
spaced are the modes of the shielded and unshielded versions.
Therefore the unshielded system will be represented more
accurately by a larger shield. This effect, inooduced by the
finite volume, is worse for larger wavelengths as will be
illustrated by the numerical example in the following section.
On the other hand, the number of required auxiliary modes
to achieve a given precision goes up roughly as the ratio
between the radius of the shield and the radius of the guiding
structure. For this reason, we need a compromise between
these two parameters in order to minimize the computing time.
By choosing properly both the value for the shield radius and
the number of auxiliary modes, we can obtain results with an
accuracy higher than a previously fixed value.

B. A Double-Clad Single-Mode Fiber

With the aim of testing our method, we have applied it

to a double-clad single-mode fiber (i.e., a W-fiber) using a
shielded homogeneous medium as auxiliary fiber (see Fig. 1).
Note that the W-fiber can be solved using the standard method
and this fact provides a way of checking the performance of
our method.
_ The modes of the auxiliary fiber define the auxiliary basis,
#;, and are the well-known TM and TE modes of an homoge-
neous circular waveguide. We give some details on this mode
spectrum in the Appendix, but we do not include its derivation
since it can be found in different textbooks, as for example in
[10). A

Once 6; and f; are known, we have to work out, fol-
lowing (10), the matrix coefficients L;; of the vector wave
equation corresponding to the W-fiber. Again, we give some
mathematical details in the Appendix.

We have focused our attention on solving the algebraic
eigensystem (12), changing the radius R of the shield and
the number of auxiliary modes, M (we take always 50%
of TM type and 50% of TE type). In order to compute the
dispersion of the W-fiber, we have taken into account the
Sellmeier constants for pure silica [11], and thus, the material
dispersion has been directly included in the calculations. All
the numerical results that we give throughout the following
discussion correspond to the case of a W-fiber whose outer
cladding is pure silica, core = Toutctad + 0-0055, Ninclad =

.3

1.455

1.450

1.445

1.440

A (pm)

Fig. 2. Effective refractive index of the fundamental mode 7 as a function
of wavelength. Analytical solution A and numerical solution obtained with
R = 8a and three different numbers of auxiliary modes, M = 10, M = 14,
and M = 20.

1.455

1.450 ~!
=
1.445 ad
1.440 | 1 l | 1 \
1.2 1.3 14 IES 1.6 i
A (um)
Fig. 3. Effective refractive index of the fundamental mode 7 as a function

of wavelength. Analyucal solution A and numerical solution calculated with
10 auxiliary modes and three shield radii R = 4a, R = 6a, and R = 8a.

Noutclad — 0.0051, a 3.4um, and b/e 1.73, as is
considered in [12].

Fig. 2 gives the effective refractive index of the fundamental
mode as a function of wavelength for a fixed value of R and for
three different numbers of modes M. This figure also includes
the exact (i.e., the analytical) solution for comparison. From
the above figure we can conclude that, in principle, we need
10 increase the number of modes to come close to the exact
solution, which is what one would expect.

Instead, for a fixed value of M, a relatively small radius
R can provide a better resuit than a larger value of R. This
fact is illustrated in Fig. 3. The above situation is equivalent
to describing a feature of a periodic function by adding only
a finite number of terms of its Fourier series expansion. If
the size of the detail is not too small with respect to the
period, a relatively small number of terms will be enough
(this is the case of R = 4a). In contrast, if the characteristic
to be reproduced is quite small respect to the period, a higher
number of terms will be needed (this is the case of £ = 8a).
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Fig. 4. Difference between the effective refractive index obtained with the
numerical solution 7 and the analytical solution 7’ versus wavelength for
R = 4a and for four different values of the number of auxiliary modes
M =10, M = 20, M = 30, and M = 100.

The above figures show that our method may provide a
reasonable accuracy with a relatively small shield radius and
a low number of modes (R = 8a and M = 20 in Fig. 2 and
R = 4a and M = 10 in Fig. 3). However, this preliminary
result may be misleading since some useful parameters, such
as the fiber dispersion, require a rather higher accuracy than
that which is suggested by Figs. 2 and 3.

Figs. 4 and 5 show in detail the difference between the
effective refractive index calculated with our modal method
and the value provided by the analytical solution, n—7'. At the
same time, these figures illustrate the procedure to be followed
in order to determine the values of R and M that give us the
required solution with a realistic computation time.

For a fixed value of R, as M increases n — n’ decreases
and asymptotically approaches a certain value, as one can
see in Figs. 4 and 5. However, examination of the curves in
Fig. 4 reveals that if R is too small, the asymptotic value of
the difference is relatively large. Consequently, the calculated
solution with our method and the exact solution are rather
different. The previous procedure must then be repeated with
a larger value of R. When R is large enough (see Fig. 5),
n — 7' is, for all wavelengths, smaller than a value that could
be fixed in advance. We conclude that the error of our method
may be smaller than a few parts per million, for example, if
we consider R = 8a and M = 100 in this particular W-fiber.

Such a relatively high accuracy is necessary to compute the
dispersion correctly since it depends on the second derivative.
Fig. 6 demonstrates that our method is suitable to compute
accurately such a parameter, provided the right shield radius
and the proper number of modes are chosen. Note that the
achromatic dispersion effect typical in this type of fiber is
well reproduced.

When the analytical solution is not known, the above
reasoning still holds. The conventional manner to act is
to calculate the asymptotic value of the effective refractive
index for increasing values of R. The convergence of these
asymptotic values will establish when the solution has been
achieved. Actually, it is not necessary to make this calculation

L4
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Fig. 5. Difference between the effective refractive index obtained with the
numerical solution n and the analytcal solution n’ versus wavelength for
R = 8a and for four different values of the number of auxiliary modes
M =20,M =230, M =60, and M = 100.
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Fig. 6. Dispersion of the W-fiber, D, as a function of wavelength. Analytical
calculation A and numerical calculation with M = 100 and three different
shield radii. The accuracy reached with R = 4a and R = 6a, even with
M =100, is low. So, in these two cases the computed dispersion is far away
from the theoretical curve.

for the whole wavelength range of interest. It will be enough
to study the convergence for the most unfavorable case (in
general, the larger wavelengths).

IV. CONCLUSIONS

This paper presents a method that extends the modal tech-
niques used in scalar theory to the framework of the vector
theory. This method is based on the biorthogonality property
associated with the eigenvectors of any nonself-adjoint opera-
tor. In our case, the nonself-adjoint operators are those defined
by the vector wave equations of the transverse components
of the electromagnetic field. This property clears the way for
applying standard algebraic techniques to the vector case, once
the equations are written in matrix form and reduced to an
algebraic eigenvalue problem.

The proposed method allows us to calculate the bounded
modes of optical fibers with any profile, even those with a
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nonreal refractive index, and at the same time it includes the
polarization in the description of the fiber modes.

The method has been tested with a W-fiber. The high
accuracy required to calculate correctly the dispersion of such
a single-mode fiber is fully achieved by our method.

This technique can be applied to a wide set of different
problems, such as the study of grade-index waveguides or
systems with a nontrivial symmetry, or the understanding of
the effect of a given layer in multilayer waveguides. The
method could be applied, as well, to solve diffractive optical
problems, such as the calculation of the modal structure in
diffractive subwavelength gratings.

At present we are paying attention to some of the above
problems, focusing, in particular, our interest on the effects
of an asymmetric metallic layer onto the mode spectrum of a
dielectric waveguide, what will be discussed elsewhere.

APPENDIX

The auxiliary basis 0-; is constituted by the TM;,, and
TE» modes of an homogeneous circular waveguide properly
normalized to fulfill (5). In order to specify which mode
corresponds to the §; eigenvector, we have established a four-
subscript nomenclature, 6,1gm. The first subscript p has only
two values, &1, and is determined by the degeneration of the
whole mode spectrum (I > 1); p = +1 corresponds to the
case in which the axial component of the electric field depends
on cos(l¢) and p = —1 to the case in which it depends on
sin(l@). The second subscript { is the standard azimuthal order.
The third subscript ¢ has only two values: 1 and 2 where 1
corresponds to TM modes and 2 corresponds to TE modes.
Finally, the fourth subscript m is equal to the second subscript
of the standard TM;,, and TE,,, notation.

However, because of the symmetry of the waveguide, it
may happen that the auxiliary modes with different values of
p and [ generate separate families of modes. In other words,
the matrix of coefficients L,; may split into separate matrices.
In the case of a W-fiber, the matrices for modes with p = +1
and p = —1 (and ! > 1) are identical and give rise to the well-
known degeneration related to the circular symmetry. Hence,
in this particular case we have only needed to consider modes
with p = +1.

If the modes 5,,,qm are arranged in sequence according to
the number formed by the four subscripts from lower to higher
values, then the subscript # used to specify the auxiliary mode
8; will be the positive integer that specifies the position in the
above sequence. We start from 1 for the first mode, 6_1011 in
the general case, or 6,917 in our case since we only consider

= +1.

The corresponding eigenvalues, ﬂ pigm» are determined by
the propagation constants of the TM;,, and TE;,, modes

p (,
B = K2A2 — '%n—)] (TM modes)  (Al)

-7 2
Biiom = k37i? - [LR"’)} (TE modes)  (A2)
where in this case i = nouelad and §(I, m) and j'(I, m)
represent the mth real root of the first-kind Bessel function
of order [, Ji(z) and of its derivative, J;(z), respectively. Of
course, the eigenvalue B2 with a single subscript corresponds
to the constant ﬁp,qm, in the same manner that #; is associated
with Gplqm.
Using the above criterion, the matrix coefficients L;; for the
W-fiber, derived from (10), are given by

- r -
Liy=Bj8; + K | ds(n® = i®)a- (& A Bye)
R

Vo T2 4
pigil [ag(a> dd252(0s #)esrlas )
rt+m
+bg(b) J/ dp&;.(b, 9)éir(b, ¢)| (A3)
where Zj is the intrinsic impedance of vacuum and
4 g i o
PN Gl I ) (Ad)

being n(r+) and n(r—) the limit of n(¢) when £ — r from
the right and from the left, respectively. In the above equation,
€;; and h;; denote the transverse components of the electric
and magnetic field of the auxiliary modes 7 and 7, respectively.
Similarly, é;. and €;, stand for the radial and axial components
of the electric field of the same modes 7 and j. The last two
integrals on the rims r = a and r = b appear as a result of
the second term of the operator A in (11). Note that the step-
index profile of the W-fiber reduces (n2)’ to two Dirac’s delta
functions and, thus, the surface integral of the scalar product
in (10) splits into two one-dimensional integrals.

Once the field components of our auxiliary basis are inserted
into (A3), all the radial integrals can be reduced to a single
type, for which we have worked out an analytical solution, as
shown in (AS) at the bottom of the page where the functions

=¥ and =F are defined by

Ef( T) =q J‘(kr) +ﬁl Yi(kr)
ZF(r) =af Jips(kr) + B Yiga (kr)

Ji and Y] denote the first- and the second-kind Bessel functions
of integer order | and af and G are two arbitrary constants.

(A6)
(A7)

’ 2 ‘
=¥ (1] + L5 =) =t r)}

({52

1ZX(r)

/rdr{ = [z ]

L5

=¥(r) - W"[k-f(r) - KOO} k)

1+1krsf(r):f(r+§’%)-[ )12} (k= k)
(AS)
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We report what is to our knowledge a novel dielectric waveguiding structure consisting of periodic arrays of
parallel planar fins placed on both sides of and perpendicular to a central planar core. This structure is ana-
lyzed, and the behavior of its bound modes is investigated. This finned guide exhibits many of the same fea-

tures as a recently reported all-silica photonic crystal fiber.

the fundamental transverse bound mode over the entire electromagnetic frequency spectrum. This new class
of endlessly single-mode waveguide may prove to have important applications in many areas of optoelectronics.
© 1998 Optical Society of America [S0740-3232(98)00712-1]

OCIS codes: 230.7390, 350.2770, 310.2790.

1. INTRODUCTION

A new form of optical fiber—the photonic crystal fiber—
has recently been reported.!”® This fiber has a hexago-
nal array of submicrometer air holes running along its
length and a filled-in air hole (or line defect) in its center.
The filled-in air hole acts as a core, confining light, which
travels along the fiber axis as a guided mode. This struc-
ture can be designed to be endlessly single mode, i.e.,
never to support more than one confined mode regardless
of the diameter of the fiber or the wavelength of the
light.!? This remarkable result is due to the strong
wavelength dependence of the effective refractive index in
the two-dimensional photonic crystal cladding, which is in
turn caused by the unusual properties of photonic crystals
when these crystals are excited in the cutoff band beyond
the critical angle, i.e., by evanescent fields. It turns out
that the effective refractive index of the cladding rises as
the wavelength decreases, in such a manner as to cancel
the normal dependence of the V parameter on reciprocal
wavelength. Indeed, the V parameter tends to a con-
stant asymptotic value that itself depends on the air-
filling fraction of the photonic crystal cladding.

Having discovered this effect experimentally and pro-
vided the above qualitative explanation for the observed
behavior, we have asked the question whether a similar
effect could exist in a simpler structure such as a
multilayer stack with a structural defect. The most ob-
vious example of such a structure is a straightforward
one-dimensional multilayer stack, with an enlarged high-
index layer as the defect or core; however, this lacks an
important distinctive feature of the photonic crystal fiber:
The core is not directly connected to extended cladding
material of the same refractive index. Moreover, a one-
dimensional multilayer stack will also support Bragg
waveguide modes and thus cannot be single mode at all
frequencies.! In this paper we discuss the guidance
properties of a finned dielectric waveguide structure (Fig.
1) that displays many of the same features as the photo-
nic crystal fiber. We consider only propagation in the z

0740-3232/98/123067-09$15.00
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For example, it can be designed to support only
direction, along which the structure is invariant. The

analysis of this structure is analytically tractable by a
specially adapted transfer-matrix method, which has
some features in common with that employed to treat pla-
nar photonic crystal waveguides.®¢ Briefly, the method
involves matching the Bloch wave fields of the cladding to
plane waves within the defect layer.

This paper is organized as follows. In Section 2 we
present a mathematical description of the structure and
give expressions for the Bloch wave fields in an infinite
periodic medium with the same properties as the finned
cladding regions. Three-dimensional wave-vector dia-
grams are used to illustrate wave-vector matching along
the boundaries and how it gives rise to guided modes. In
Section 3 we show how to match the fields at the wave-
guide boundaries and derive the guided mode indices. In
Section 4 the V value of the structure is obtained and
compared with the V value of a nonperiodic planar wave-
guide with the appropriate (polarization-dependent) aver-
age cladding refractive index at low frequencies. Section
5 contains results and some discussion, and conclusions
are drawn in Section 6.

2. BLOCH FIELDS IN INFINITE
MULTILAYER STACK

A. Transfer-Matrix Formalism

In this subsection we follow closely the development in
Ref. 7. The cladding of our guiding system is made of a
dielectric stack of alternating layers of refractive indices
n, and ny and widths A, and h,, with the stack period
being A
= (h, + hy). When a stack extends infinitely in all
three spatial directions, the easiest way to write its Bloch
modes is to choose one axis (e.g., y) oriented normal to the
layer boundaries and the others (x and z) in the plane of
the layers. These other axes can be chosen in such a way
that the field has no variation with one of them, e.g., x,
and is harmonic in the other one, which allows separation
of the fields into transverse-electric (TE: H, = E, = E,
= 0) and transverse-magnetic (TM: E, =H, = H,

© 1998 Optical Society of America
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The thickness of the central
The fins have width &, and

Fig. 1.

Finned structure.
waveguiding layer (the core)is A, .
extend to x = *w, and the pitch in the multilayer cladding re-
gions is A. The y axis points normal to the fins, the x axis points
perpendicular to the core layer, and propagation along the z axis
is considered. To mimic the photonic crystal fiber, n, = n;
throughout this paper.

0) states with respect to the planes of the stack. (NB:
The quasi-TE and quasi-TM polarization states in the
guiding core are defined differently; see Section 5.) In
each case all the field components can be written in terms
of the surviving x component through the expressions

1
TE: E= (1, 0, O)f,. H= "-—" (01 —iﬁ(h —ay)fer

kozg
T™M: E= _-2‘0— (0, —iBy, —dy)fm D
thon*(y)
H=(1,0,0)0n, (1)

where kg is the vacuum wave vector, zo = Vug/é€g is the
vacuum impedance, and n( y) is the periodic refractive in-
dex of the stack. In each case the function f may be ex-
pressed as

ft(BO! ky; X, Y, Z)

= exp(—iBoz)exp(—ik,y)B [ Bo%, sign(k,); y], (2)

where 3, is the propagation constant along the z axis, &,
is the reduced Bloch wave vector (i.e., the one in the first
Brillouin zone), and B,[8,%, sign(k,); y] is a periodic
function of y with period A. The TE and TM states are
identified by ¢ = e,m, respectively. The 8, and %, pa-
rameters are related by the equation

AY)(By?) = cos(k,A), 3)

where A®)(8,2) is the (1, 1) element of the transfer matrix
M. (See Appendix A for the elements and properties of
M.) Only when k,:,2 = 0 can we have an intensity pat-
tern that is periodic along the y direction, which implies
that JA'“Y(B,%)] < 1. In a similar way, since the fields
thus far are defined in an infinite periodic space, the
phzysical ones must be restricted to the case in which
Bo< = 0.

B. Graphical Representation of Our Approach
Equation (3) can be graphically represented as a wave-
vector diagram (Fig. 2), which is a plot of all real-valued

11.2
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wave vectors permitted in the infinite periodic medium.
The Brillouin zone repeats in the &, direction at intervals
of K, which is the grating vector 27/A, where A is the
pitch. In the (%, k, = By) plane the loci of the edges of
the various stop bands are plotted and appear as circles.

In the finned waveguide, the guided modes that inter-
est us occur between the maximum possible real value of
Bo in the z direction in the periodic regions and the maxi-
mum value in the defect layer, kgn,. This ensures that,
while the Bloch waves in the periodic cladding regions are
evanescent, the plane waves in the defect layer are propa-
gating; these are the correct conditions for the appearance
of guided modes. There is in fact an infinite number of
evanescent Bloch waves for a fixed value of g; further-
more, the finned structure requires that all of these are
inhomogeneous in the (x, z) plane, i.e., evanescent in the x
direction and propagating in the z direction. This re-
quires a slight modification to the transfer-matrix formal-
ism, as described in Subsection 2.C.

C. Inhomogeneous Bloch Waves

As our system is a planar guiding structure, in which we
expect the energy flow to be directed along the z axis, we
are interested only in Bloch waves, which neither decay
nor grow, in the y direction. For this reason we can re-
strict ourselves to the situation in which not only the field
intensity but also its amplitude is periodic in the y direc-
tion. In the case of a mode of the finned waveguide, with
core rays zigzagging in the (x, z) plane, this implies that
k, = 0, in which case the y component of the group veloc-
ity of the Bloch waves, v;‘), turns out to be 0. Under
these conditions, the function in Eq. (2) takes the simpler
form

filBoix, ¥, 2) = exp(—iByz)B(Bo% ), (4)

where the possible values of B8, are now the roots of the
equation

AN(B?) = 1. (5)

Equations (1), (4), and (5) describe Bloch waves propagat-
ing along the z axis, being periodic along the y axis and
constant along the x axis. It is clear that any rotation in
the coordinate system in the plane (x, z) will give us a
Bloch wave propagating in a given direction in that plane.

Now, to obtain the field expression in the cladding, we
must impose two conditions. First, the field in the core
and in both cladding regions must have the same value of
propagation constant along the z axis, 3, since we are in-
terested in the propagating modes in this direction. Sec-
ond, since we are looking for guided modes, we require
confinement of the fields in a region in and around the
core. Both conditions are satisfied when we make a ro-
tation, through a purely imaginary angle, around the y
axis in the reference system of the cladding regions. This
rotation allows us to obtain fields in the cladding with a
previously fixed value of 8, the propagation constant of
the mode, and a purely imaginary x component of the
wave vector, k, . As the transformation is a rotation, the
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modulus of the wave-vector projection in the (x, z) plane
must be conserved, satisfying the relation
Bo® = k> + B%. 6)

The electric and magnetic fields for the previously TE and
TM Bloch waves can now be expressed as

TE: E = (B, 0, _kx)fex

(-k:a'yv "iﬂo2, _ﬁay)fe;

" ikozo
o
™: E= m(—k,a,, -ifo®, =B s
H= (80, -k)fn, (M

and the f functions become

folks, Bix, ¥, z) = exp[—i(kx + B2))B(Bo% ¥). .

(b) TM
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It is straightforward to verify that these expressions sat-
isfy the field equations for the periodic medium.

From Eq. (6) we can infer that the fields in the cladding
will not be described by only one rotated Bloch wave but
by a linear superposition of an infinite number of Bloch
waves. Each of these waves is associated with one of the
infinite number of roots of Eq. (5), even those nonphysical
in a purely periodic medium (8y% < 0). Applying an ap-
propriate rotation to each Bloch wave, we will be able to
have a field in the cladding with a defined value of 8.
Therefore, using the index i to mark the different values
of By, we obtain the x component of the wave vector of the
ith Bloch wave with polarization ¢ as

kx(tv ‘) = I[ﬁoz(f, ') = '32]112’ 9

where the sign of k.(¢, i) must be selected in such a way
that the field decays away from the core.

(d) T™

Fig. 2. Wave-vector diagrams for a finned structure with A, /A = 0.8, /A = 0.8, and A/x = 0.25. The diagrams have been calcu-
lated for a value of 1y equal to twice the refractive index of silica. n, remains equal to 1. The left-hand plots show all the allowed real
wave vectors in the (k,, Bo) piane for (a) TE Bloch modes, electric field in the x direction; (b) TM Bloch modes, magnetic field in the x
direction. The right-hand plots (systems of concentric circles) show the stop-band edges for the periodic cladding regions for (¢) TE and
(d) TM. In all the figures the outermost dashed circle represents the locus of maximum wave vectors in the pure silica core. The two
arrows in (c) and (d) represent the real-valued components of the wave vectors of the two fundamental zigzag rays (i.e., those with a zero
k, component) of the guided mode.

1.3



3070 J. Opt. Soc. Am. A/Vol. 15, No. 12/December 1998

Now we can write the most general form of the modal
fields in the cladding as

E = exp(—ifz) ),
i=1

X [B,0, —k,(e, i)]B.(i; ¥)

Ve.i exp[ —ikx(e: l)x]

29
| ikon?(y))

+ Vi exp[—ik:(m, i)x]

X [kx(m’ i)ay ) iﬁoz(m» i)» ﬁdy]Bm(l) y)j N

Vi exp[—iky(m, i)x]

H = exp(—iBz)2,
i=1

X [ﬂs ol —kx(mn l)]Bm(l’ y)
+ V.; exp[—ik.(e, i)x]

A
(10)

where B,(i; y) = B,[B,2(t, i); y] and V,; are constants
to be determined.

To facilitate the matching procedure between the fields
in the cladding and in the core, we note that B,(i; y) is a
periodic function of y with period A and expand the fields
in the cladding in a Fourier series along the y direction.
These expansions will break the fields down into a sum of
terms whose y dependence is ruled by linear phase factors
of the form exp(—inKy). The y component of the wave
vector of the nth elementary plane wave of all the Bloch
waves can be defined as k,(n) = nk.

ikoZo)[kx(e. i)6y1 iﬂoz(e- l); ,B(?,]B‘(l; y) '

3. GUIDED MODES

To obtain the guided modes of the system, we now need
only to describe the fields in the core and match them to
the fields in the cladding, applying the proper boundary
conditions. Since the core is a homogeneous medium, its
field can be described easily as a linear superposition of
plane waves. The wave vectors of each of these plane
waves, k= (I;,, I:,, k,), wol.lld, in principle, be re-
stricted only by the relation |k{2 = ko2n2, where n, is
the refractive index of the core layer. In the following
sections we set n,, = n,, the refractive index of the silica
fins. But matching along the y direction with the el-
ementary plane waves of the Bloch waves of the cladding
will now restrict the y component of the wave vectors to
be equal to some of the k,(n), and, of course, all compo-
nents in the mode must share the same propagation con-
stant along z, 8. These two conditions fix completely the
allowed wave vectors in the core through the equation

k = [2«(n), ky(n), B],
x(n) = +[ko*n? - k,%(n) — B**2

At this point, we can make use of one of the symmetries
shown by the system. In addition to the translational
discrete symmetry of the cladding (and, therefore, of the

(11)
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whole system), which allows Bloch waves to exist, the sys-
tem is symmetric with respect to the central plane of the
core, the plane x = 0. This discrete symmetry forces the
mode components to be symmetric or antisymmetric, al-
lowing us to focus our attention on only one interface. Of
course, Maxwell’'s equations fix the relative symmetries
among the field components. When the component of the
electric field normal to the interface E, is symmetric, the
transverse components of the magnetic field H, and H,
will also be symmetric, and the other components E, E,,
and H_ will be antisymmetric. The opposite is the case
when E, is antisymmetric.

Now we can write the most general form of the modal
fields in the core as

E = exp(—ifz) D, exp[—ik,(n)y](g+p,,.(x)

(zox(n)

x "
kO"’co2

Uz,n[orﬂ! —ky(n)] + Um,n

X [0, ky(n), 8]

-2
+ g—p,n(x)Um,n k 2

0teo

X [ﬂz it kyz(n),ov 0],’1

» [
H = exp(=ifz) 3, expl=ik,(n)ylg-p.q(x)

n=-m

—x(n)
koZo

X IUm,n[O, ﬂr _ky(n)] o Ue,n

1
X [O,ky(n)’,ﬂ]I i g+P-"(x)U""{koZo)

x [B% + k,’(n),o,O]), (12)
where g, ,(x) = cos[«(n)x] and g_j,(x) = —i
X sin[«(n)x], with the parameter p taking the value p
+ 1 when the transverse components of the electric
field are symmetric with respect to the plane x = 0 and
p = —1 when they are antisymmetric. U,, are con-
stants to be determined.

We are now in a position to obtain the dispersion rela-
tion of the guided modes of the system by applying bound-
ary conditions between the different field regions. These
conditions require continuity of the transverse compo-
nents of the total electric and magnetic fields in each re-
gion at both interfaces, x = £h,, oronly atx = +h, if
the symmetry of the system is taken into account (see Fig.
1L

Owing to the manner in which we have posed the prob-
lem, we have four identities relating an infinite series of
Bloch waves in the cladding (i = 1, 2,...) to an infinite se-
ries of plane waves in the core (n = 0, =1, *2,...). To
solve the problem numerically, we need to discard the
least significant terms of the different series, keeping a fi-
nite number of terms. Of course, the truncation accuracy
of the results will increase with the number of kept terms,
but, in most cases, very few terms are enough to obtain a
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good description of the system properties. Calling Ngy
the number of used Bloch waves of each polarization and
Npw the maximum order kept in the Fourier expansions,
we can reckon up the unknowns and equations in the
problem. On the one hand, we have 2N gy Bloch waves
in the cladding (V,;, ¢ =e, m, i =1,.,Npw) and
2(2Npw + 1) plane waves in the core (U, ,,t =e, m, n
0, =1,..., *Npw). On the other hand, if we break
down the four boundary conditions at the plane x
= +h, by means of a Fourier expansion and keep
2Npw + 1 terms, we obtain 4(2Npw + 1) equations.
With all these elements, we can build up a homogeneous
matrix system, choosing Ngw = 2Npw + 1. The ele-
ments of this matrix depend not only on the geometrical
dimensions and the refractive indices but also on the
vacuum wave vector, ko, and the propagation constant, 3.
The modes of the system will be given by the values of &,
and B, making the matrix singular, and the implicit rela-
tion between these parameters, which we obtain by set-
ting the matrix determinant to zero, defines the disper-
sion relation.

4. EFFECTIVE REFRACTION INDEX OF
THE CLADDING AND THE V VALUE

In this section we present the results of numerical calcu-
lations that illustrate why the finned waveguide is able, if
its geometry is appropriately chosen, to support only one
guided mode independently of the wavelength of the light
and the absolute physical size of the structure. The V
parameter governs the number of modes that a wave-
guide can support:

kOhco
2

Inaed 2
Re™ — N

where n is the cladding refractive index. As V becomes
larger, the optical volume (or phase space) of the wave-
guide increases, and the number of modes rises. V itself
depends on the reciprocal wavelength and thus normally
increases strongly with the optical frequency. In the
finned structure, however, the periodic cladding regions
act to counterbalance this increase, allowing the V pa-
rameter to tend asymptotically to a constant in the short-
wavelength limit.

As previously stated, the value of the propagation con-
stant 8 is bounded by the core refractive index and the
(effective) refractive index of the cladding:

kon o < B < kone. (13)

A value greater than kgn., would represent a phase ve-
locity smaller than the smallest possible phase velocity
within the system. A value smaller than kyn ), even if it
were possible, would imply that the mode spreads out into
the whole of space, i.e., it will not be confined. Of course,
in our system, the effective refractive index of the clad-
ding is given by the highest value of B, that allows a
freely traveling Bloch wave to exist in the periodic struc-
ture in any direction in the (x, z) plane.

As has been shown above, all possible values of 8, are
given by Eq. (5). These values correspond to roots of the

IL.S
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elements By, or Cy, of the partial transfer matrix M, ,
which relates the field amplitudes in layer 2 to those in
layer 1 (see Appendix A). The roots of By, and Cy cor-
respond to Bloch waves for which f is, respectively, anti-
symmetric and symmetric with y about y = 0. These
symmetry properties are due, of course, to other symme-
tries of the finned structure that are not described above.
For example, the structure is symmetric with respect to
the middle plane of every layer, which implies that field
components will have definite symmetry—even or odd—
with respect to these planes. It can be verified that the
greater value of 8, corresponds to a TE Bloch wave of the
stack (function f symmetric), and that, for large values of
ko, Bo has a lower bound of [ko2n,% — (w/h;)?]Y2 Itis
then straightforward to prove, by expansion of the equa-
tion C9, = 0 in a power series, that this lower bound is
indeed the limit of the 8, maximum when 2y — o,

This discussion shows that the effective refractive in-
dex of the cladding goes as

T

2

when kg — =. With this result we can see that the V pa-
rameter, V = kg(ho/2)[ne? — ng*(ke)]Y?, rises asymp-
totically to a constant value

(14)

T s
Va=3 A (15)
This contrasts with a step-index waveguide, where
V — o asky — ©. The optical volume of the waveguide
thus tends to a constant in the short-wavelength limit,
the value of this constant depending on the ratio of defect
layer thickness A, to silica fin thickness &,;, and not on
the refractive indices or the pitch A. Otherwise ex-
pressed, the number of modes that the guide will support
in the short-wavelength limit is controlled solely by
h/h;. Of course, the manner in which this limit is ap-
proached will depend on the pitch and the refractive indi-
ces of the materials. Plots illustrating this behavior are

presented in Section 5.

5. RESULTS AND DISCUSSION

Throughout this section the parameters have been chosen
to match approximately those of our photonic crystal fi-
ber. The refractive index of silica is taken to be 1.46.
Note that throughout this section (and indeed throughout
the paper) quasi-TE and quasi-TM polarization states re-
fer to modes of the guiding layer (not to the Bloch modes
of the multilayer stacks).

Two illustrative power-density plots for quasi-TM
guided modes are given in Fig. 3. The silica filling frac-
tion is A;/A = 0.8, the relative core width is h/A
0.3, and the power densities are plotted for A/ = 2
and A/x = 6. We can see that there is a strong concen-
tration of modal power in the silica fins and that the mode
spreads out quite far into the cladding along the fins. At
no value of A/A does the structure support any higher-
order transverse modes. The modal shape does not de-
pend strongly on optical frequency over this range of A/A,
i.e., that modal area does not change significantly. It is
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interesting that, in this particular case, the finned struc-
ture supports only a quasi-TM mode with respect to the
core (i.e., electric field parallel to the x axis). This mode
remains as the core thickness is reduced, merely spread-
ing out farther into the cladding.

In Fig. 4 the effective phase indices of the guided modes
are plotted against A/A for a structure in which A,/A
= 0.8 and h,/A = 0.8, i.e, the silica fins have the same
width as the core. The upper limit of the index is that of
pure silica, and the lower limit is highly dispersive, being
given by the limiting value of 8, beyond which there are
no propagating Bloch waves in the periodic cladding. It
is instructive to notice that the position of the mode indi-
ces relative to these limits stays approximately constant
for A/x > 1.4. The fact that the cladding index increases
strongly with frequency (i.e., the lower limit rises as A/A
increases) is the substantive reason for the endlessly
single-mode behavior of the structure.

For the configuration analyzed in the previous figure, a
power-density plot is given for A/A = 2 and for the
quasi-TM polarization state (Fig. 4, inset). The modal
power distributions are very similar for the quasi-TE
mode and for all other values of A/A. Note that the
modes are more tightly confined than in Fig. 3, which is
related to the fact that the modal indices lie much farther
away from the cladding index. In fact, the decay length
of the evanescent fields in the cladding stays more or less
constant at values of A/ greater than approximately 1.

Next, in Fig. 5, we compare the behavior shown in Fig.
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Fig. 3. Power-density plots for quasi-TM guided modes in two
cases: (a) A/A = 2 and (b) A/A = 6. The silica filling fraction
is Ay /A = 0.8; the relative core width is Ay/A = 0.3. The
white dashed lines represent the outline of the finned structure.
Note that, despite a factor of 3X increase in frequency, the mode
patterns are very similar.
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1.4}

mode index

1.38

Fig. 4. Plot of effective refractive index versus A/\ for a situa-
tion in which the finned waveguide supports a pair of fundamen-
tal modes with quasi-TE (dashed curve) and quasi-TM (solid
curve) polarization states. The silica filling fraction is h,/A
= 0.8, and the relative core width is A,,/A = 0.8. The upper
and lower (dotted) curves represent the refractive index of the
core and of the cladding, respectively; note the strong dispersion
of the effective index of the periodic cladding. Inset, power-
density plot of the quasi-TM mode for A/A = 2 (encircled point
gives mode index). Note that the fields are much more tightly
confined to the vicinity of the core than in Fig. 3.

1.46

&

mode index
5

Fig. 5. Plots of effective refractive index versus A/A for a step-
profile planar waveguide with the same core index and thickness
as the finned structure in Fig. 4, but with cladding indices given
by the appropriate low-frequency average values (see text) for
quasi-TM and quasi-TE modes. These values represent the
mean cladding indices in the long-wavelength limit; unlike for
the finned structure, they are independent of frequency. As ex-
pected, more and more guided modes are supported as the wave-
length falls. The dashed curves represent the quasi-TE modes;
the solid curves, the quasi-TM modes. Except for the different
cutoff line (lower dotted line), the lowest-order pair of modes has
characteristics quite similar to those for the higher-order pair in
the equivalent finned guide (Fig. 4).

4 with that of a step-profile planar waveguide whose clad-
ding regions have a refractive index equal to the appro-
priate low-frequency average in the stack for each polar-
ization, i.e.,

ng@™ = [(ny2h, + ny%hy)/ATR,
na®™ = [A/(hiny ™% + hong ™))"

where qTM and qTE refer, respectively, to the quasi-TM
and the quasi-TE modes of the guiding layer (not the
fins). As expected, more and more modes appear as the
optical frequency increases, with the range of optical fre-
quencies being the same as in Fig. 4. At A/A = 6 there
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are five pairs of transverse modes compared with one in
the finned structure. As A/\ — « the number of modes
will tend to infinity, whereas the finned structure will
continue to support only a pair of modes.

When the defect layer thickness is increased to 4 ./A
= 1.8, a second pair of higher-order transverse modes ap-
pears (Fig. 6). These modes appear at the approximate
values A/x = 0.7 and A/\ = 1.0, below which limit they
are cutoff. As A/A — =, the structure never supports
more than these two pairs of transverse modes. This il-
lustrates another feature of the finned structure, namely,
that it can be designed to support any desired number of
transverse modes in the short-wavelength limit.

The insets in Fig. 6 show two power-density plots at
A/X = 2 for one quasi-TM mode from each pair. Note
the expected two-lobe transverse profile for the second-
order mode.
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Fig. 6. Plot of effective refractive index versus A/A for a situa-
tion in which the finned waveguide supports two pairs of spatial
modes with quasi-TE (dashed curve) and quasi-TM (solid curve)
polarization states. The silica filling fractionish,;/A = 0.8, and
the relative core width is k /A = 1.8. Once again, the upper
and the lower (dotted) curves represent the refractive index of
the core and of the cladding. In the limit of infinite frequency,
the structure supports only two pairs of spatial modes. Insets,
power-density plots at A/A = 2 of the fundamental and first-
order spatial quasi-TM modes (encircled points give mode indi-

ces). Once again, the white dashed lines represent the struc-
ture.
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Fig. 7. Plots of the V parameter against A/\ for A,/A = 0.8 and
discrete values of 4, /A between 0.1 and 0.9 (solid curves). The
dashed horizontal lines represent the short-wavelength
asymptotic limits of the V parameter predicted by Eq. (15) for
each value of h, /A.
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V-parameter

Fig. 8. Plot of the V parameter against A/A for fixed fin width
hy/A = 0.8 and discrete values of core width A /A between 0.1
and 2.3 (dashed curves). The solid curves represent the values
of V at which each successive guided mode cuts off.

V-parameter

Fig. 9. Plot of the V parameter against A/ for fixed core width
he/A = 0.8 and discrete values of fin width 4, /A between 0.1
and 0.9 (dashed curves, as in Fig. 7). The solid curves passing
through the filled points represent the parameter values at
which each guided mode cuts off. We can see how pairs of
quasi-TE and quasi-TM modes appear at the same frequency and
at the same V parameter in the limit A,/A — 0, as expected.
The intersection of the thin solid lines [defined, respectively, by
V = ko(ho/2)Vnt — 12 (the long, slanting line) and V
= mm/2, m = 1 (the short, horizontal line)] marks the cutoff of
the m = 1 mode pair in a step-profile waveguide with nonperi-
odic air cladding (i.e., zero silica fin width A, = 0).

We now explore the behavior of the V value in a num-
ber of different situations. First, we illustrate how the V
parameter approaches the asymptotic limit predicted by
Eq. (14) for filling fractions of silica &, /A between 0.1 and
0.9 (Fig. 7). Note the good agreement between the values
theoretically predicted in Eq. (15) and the numerical re-
sults. Second, we address the question as to whether the
usual result—that higher-order modes cut off at specific
values of V —still holds for the finned structure. In Fig.
8, for a fixed fin thickness &, /A = 0.8, the V value is plot-
ted for several values of 4.,/A between 0.1 and 2.3. The
filled points show the values of V' at which successive
higher modes cut off. It is clear that each higher-order
mode cuts off at a specific value of V, almost indepen-
dently of the optical frequency A/A and the width of the
core h,/A. What is interesting is the remarkable result
that the finned structure has extremely broad ranges of
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optical frequency (from a lower threshold value to infinite
frequency) where the number of modes does not change.
In the case of a single-mode structure, this range extends
from zero to infinite frequency.

Finally, we examine the effects of an increasing filling
fraction at a fixed core width (Fig. 9). The V parameter
is plotted against A/ for core width 2,/A = 0.8 and dis-
crete values of fin width 2,/A between 0.1 and 0.9
(dashed curves). The solid curves passing through the
filled points represent the parameter values at which
each guided mode cuts off. As the filling fraction of silica
increases, the cutoff moves to higher frequencies. Con-
versely, in the limit of zero silica fin width A, /A — 0 (i.e.,
a planar step-index silica guide with air cladding), the
mth-order pair of quasi-TE and quasi-TM modes appears
at the intersection of the lines V = ko(h/2)vn 2 — 12
and V = m@/2. These lines are drawn on the diagram
for the m = 1 mode pair.

6. CONCLUSIONS

The finned structure is a planar photonic crystal wave-
guide that, despite its simplicity, has many properties in
common with the photonic crystal fiber. In the high-
frequency optical limit the number of guided modes is
controlled simply by the core-to-fin thickness ratio,
h/h,, and does not depend either on the refractive in-
dex of the low- and high-index materials or on the pitch of
the stack. In contrast, a normal planar waveguide with
the same average substrate and cover indices supports an
ever-increasing number of higher-order modes as the fre-
quency increases. The range of geometrical parameters
at which single-mode operation is theoretically guaran-
teed across the entire electromagnetic frequency spec-
trum (ignoring material absorption and dispersion) is
wide. This qualitatively confirms our experimental ob-
servation that endlessly single-mode behavior is quite
easy to obtain in the photonic crystal fiber. The power-
density profiles of the modes are to a large degree (and
particularly in the short-wavelength limit) independent of
the optical frequency, which means that a superposition
of modes covering the entire visible spectrum will appear
white in color. It is possible to design a single-mode
single-polarization guide in the form of a finned structure
that supports only the quasi-TM fundamental mode at all
frequencies.

In this paper we have restricted our discussion to
propagation along the z axis. If propagation at an angle
to the z axis is considered, then there will be a finite range
of angles [in the (y, z) plane] within which bound modes
exist. Clearly, modes propagating in the y direction will
always be leaky owing to the presence of a continuous cy-
lindrical dispersion surface, which allows real values of &,
and B to exist at all values of ,. It is also worth noting
that the endlessly single-mode character of the finned
waveguide is preserved when the index contrast is re-
duced to arbitrarily small values. This implies that stan-
dard chemical vapor deposition could be used to form a
photonic crystal fiber, with low-index cores of glass being
incorporated in the center of higher-index tubes in the
starting preform.
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Finally, we believe that, quite apart from its use as a
toy model displaying most of the same characteristics as
the much more complex photonic crystal fiber, the finned
structure may turn out to have some important uses in
waveguide optics. For example, it could have applica-
tions as a large-area single-transverse-mode waveguide
for high-power lasers.

APPENDIX A: TRANSFER-MATRIX
ELEMENTS

The y dependence g,(y) of the fields in a multilayer stack
oriented with its planes normal to the y axis can be writ-
ten in the general form’ [following the notation in Eq. (2)]

filBo, ky;x, y, 2)exp(iBy2)

gy)

sin{ p;(y — y;M)]
&piA .

where y,-N is the value of y at the center of the jth layer of
the N'th period; a;" and b;" are the arbitrary amplitudes
of the even and the odd parts, respectively, of g,(y); p;
= (koi"n_,-2 - Bo®)% and § = 1 for TE polarization (¢
e) and 1/n;? for TM polarization (¢ = m).

The matrix M,; that relates the field in the second
layer to the field in the first layer is defined by

a;N cos[ pj(y — yM)] + b

aN 83" Az By\(a,N
(sz) T b1~) 2 (Cgl Dgl) b,N)
where
Ap = c1ep — (&3 p1A/ €3 paA)sysg,
Bgy = s1c2/(£1p1A) + c1852/(€2p2A),
Co1 = —&1p1Asicz — §2pahcisy,

Dgy = cicy — (&3 p2A/61pyA)s;ys9,
det(My) = 1,
where the terms s; and c; are shorthand for

c; = cos( p;h;/2), 8; = sin( p;h;/2).

The matrix M,, that relates the field in the first layer of
the (N + 1)th period to the field in the second layer of the
Nth period is defined by

(alN+l

a.N Dy B\l N
blN+1) =M12( )=( A e ;

2
by Cq Au}\sz

The analysis can be based either on the translation ma-
trix M = M;,M,, (with a state vector representing the
field in layers with index n,) or, equivalently, on the ma-
trix M’ = M,;M,, (state vector representing the field in
layers with index n,). M thus relates the field in the first
layer of the (N + 1)th period to the field in the first layer
of the N'th period:

alN+l

e = M

a lN)
Pl

where
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A =D = Ay,Dy + ByCyy, B = 2Dy,By,,

C i 2A21021 .

A can be rearranged as

G g

13
cos(prhy)cos(pahs) - 2\ paty + ‘ﬂ)

P16y
X sin(pih;)sin( poky),

but B and C are most conveniently expressed as the prod-

uct of two factors, as above. The elements of the alterna-

tive matrix M’ are
A'=D"=A,

B' = 245,By, C' =2DyCy.
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We analyze the guiding problem in a realistic photonic crystal fiber, using a novel full-vector modal technique,
a biorthogonal modal method based on the non-self-adjoint character of the electromagnetic propagation in

a fiber.

with the two-dimensional transverse intensity distribution of the fundamental mode.
achieved in recent experiments in which the feasibility of this type of fiber was shown.

of America
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Periodic dielectric structures (photonic crystals) have
engendered growing interest in recent years because
they exhibit interesting optical features. The most rel-
evant property of a photonic crystal is the possibility
that it can generate photonic bandgaps for certain ge-
ometries.! This effect has been observed in both two-
and three-dimensional structures in the form of the
absence of light propagation for a specific set of fre-
quencies (see Ref. 2 and references therein). A related
phenomenon that occurs in photonic crystal structures
is light localization at defects.® The breakdown of di-
electric periodicity at a defect generates a local varia-
tion of the effective refractive index that can cause the
localization of light in its vicinity. Although the pre-
vious phenomenon of light confinement at defects has
already been analyzed for two-dimensional (2D) struc-
tures,* a rigorous study of the guiding properties of di-
electric crystals that have a 2D periodicity in the x-y
plane interrupted by the presence of a defect but that
are continuous and infinitely long in the z direction (so-
called photonic crystal fibers) has not been performed.
Our aim is to describe accurately the propagation of
guided modes, including their nontrivial dispersion re-
lations and amplitudes, in this new kind of fiber. To
our knowledge, this is the first report of the dispersion
characteristics of a photonic crystal fiber.

The physical realization of photonic crystal fiber is a
thin silica fiber that has a regular structure of holes
that extend along the whole fiber length. If one of
these holes is absent, the transverse dielectric periodic-
ity is broken, and a defect appears. The fact that light
may be trapped at defects becomes a propagation fea-
ture. Consequently, the bound states of the 2D trans-
verse problem (2D trapped states of light) become the
guided modes of the fiber propagation problem. The
experimental feasibility of these fibers was proved re-
cently.® A robust single-mode structure was observed
for an unusually wide range of wavelengths, a remark-
able property that is not present in ordinary fibers. A
preliminary interpretation of their behavior involving
the concept of effective refractive index is presented in

0146-9592/99/0500-03$15.00/0

Dispersion curves of guided modes for different fiber structural paremeters are calculated, along

Our results match those
© 1999 Optical Society

Ref. 6. The confinement mechanisms can be thought
of as being produced by the existence of a homogeneous
material with a specific average index.’

Our interest lies in formulating an appropriate
treatment of the realistic problem of a photonic crystal
fiber by modeling and solving efficiently the transverse
2D structure of the crystal. We present an approach
in which the full-vector character of light propagation
in fibers is taken into account. It is an adapted
version of our biorthonormal-basis modal method.? In
this way, a realistic 2D periodic structure with a
central defect is properly implemented, allowing us to
analyze different fiber designs. As we shall see, our
results agree with those experimentally measured and
at the same time predict different interesting behaviors
for some designs.

Guided modes in an inhomogeneous fiber verify a set
of dimensionally reduced equations involving the trans-
verse coordinates x and y exclusively.® We obtain this
set of equations from Maxwell's equations by assum-
ing that the electromagnetic field is monochromatic in
time and has a harmonic dependence on z (i.e., the field
has a well-defined propagation constant 8). In terms
of transverse components of the magnetic and electric
field A, = (:;) and e, = (:;), these equations can be
rewritten as®
L'é‘ S B‘zél '

Lh = p%h,, (1

where &, = (_';‘), Lt is the adjoint operator of L,
* denotes the complex-conjugate operation, and each
element L,, of the matrix differential operator L has
the form

v,n?
Lny = (Vz + k2n2)5” = (fary ”:—2) (67‘V{),
@, Y, =X, Y, 2)

where ¢€,, is the completely antisymmetric tensor in
two dimensions, n is the refractive index of an isotropic

© 1999 Optical Society of America (ms #11501a(tmp))
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medium, and k is the free-space wave number. Of
course, V2 is the Laplacian operator and V, are the
transverse components of the gradient operator. Not
that the general problem of light propagation in a fiber,
even for nonabsorbing materials (when n? is real),
involves the non-Hermitian operator L.

The most relevant property of Egs. (1) is that they
constitute a system of eigenvalue equations for the
L operator and its adjoint L! (something that it is
far from obvious when one starts from the reduced
equations written in terms of kA, and e, instead of &;
see, for instance, Ref. 9). Because h, and & are the
eigenfunctions of the L and L' operators, respectively,
they are closely related. In fact, they verify what
it called the biorthogonality relation, (&;"|h,™) = 8.m.
This property is crucial in our approach to the full-
vector problem, as explained in detail in Ref. 8.

The main goal of our approach is to transform the
problem of solving the system of differential equa-
tions (1) (sometimes including highly nontrivial bound-
ary conditions) into an algebraic problem involving
the diagonalization of the L matrix. The spectrum of
the L matrix will be formed in general by 2D bound
states and continuum states. In terms of fiber propa-
gation, the bound states of the L spectrum are guided
modes because, despite the finite width of the fiber,
the fields exhibit a strong decay in the transverse di-
rection. States from the continuum, however, radiate
radially, and thus they are not guided by the fiber.

The choice of an appropriate auxiliary basis is
important for efficient implementation of our method.
In the particular case of a photonic crystal fiber this
electron must be especially accurate. The main reason
for this is that the complicated spatial structure of the
refractive index in a realistic case can transform the
actual computation of the L-matrix elements into an
impossible task. Realistic simulations must include
almost 100 2D step-index individual structures (the air
holes of the photonic crystal fiber). Therefore a brute
force computation of the matrix elements becomes
useless in practice because of a critical loss of precision.

One carries out the implementation of the dielectric
structure by putting the system into a finite 2D box (of
dimensions D, and D,) and requiring the fields to ful-
fill periodic boundary conditions in the x and y direc-
tions. So we create an artificial lattice by replicating
the original almost periodic structure, including the
central defect, in both transverse directions. This new
superlattice is made of copies of the original cell cov-
ering the entire 2D transverse plane. Although the
original cell is not periodic, the entire superlattice re-
ally is. The periodicity requirement implies that we
can expand the 2D electromagnetic fields in a discrete
Fourier series in terms of plane waves determined by
the exponential functions f,(X:) = exp(ika - X;), where
k, = Zn(n,/D,, 3’;) is the discretized transverse wave
vector.

A crucial property of this plane-wave basis is that,
because of the periodicity of the superlattice and de-
spite the fact that it is defined in a finite volume—the
unit cell of the superlattice of size D, times D,—it is
translationally invariant. The presence of this sym-
metry shown by our auxiliary basis turns out critical

for the feasibility of the method. The advantage of the
translation of the symmetry is twofold: On the one
hand, it allows us to relate easily any matrix element
of the operator that represents a hole at an arbitrary
position to that which represents a hole at the origin of
coordinates. Because the whole matrix of the photonic
crystal fiber structure can be written as a sum over all
matrices that represent each one of the substructures
(holes), and because these substructures are identical
(although they are differently located), it is possible
to reduce the problem to the calculation of one sin-
gle matrix. On the other hand, the calculation of any
element of this single matrix can be worked out ana-
lytically in this basis (we assume a circular step-index
profile for the hole). In addition, and because of the
symmetry properties of a realistic hexagonally cen-
tered configuration of holes, the sum over the set of
points where the holes are located can also be ana-
lytically solved. Consequently, the choice of periodic
plane waves of the superlattice as a basis for defining
the matrix elements of the realistic photonic fiber oper-
ator L leads to a crucial simplification. The problem of
a critical loss of precision owing to the complex spatial
structure of the photonic crystal fiber is, in this way,
overcome.

We simulated a realistic photonic crystal fiber char-
acterized by a hexagonal distribution of air holes with
a central defect. Hole radius a, horizontal distance be-
tween the center of two consecutive holes—or pitch—
A, and wavelength of light A are free parameters that
we have changed at will. The height of the refractive-
index step is also free, although we have kept it con-
stant for comparison purposes. We first simulated a
realistic air-filled fiber with parameters @ == 0.3 um
and A = 2.3 um. The dimensions of the superlattice
unit cell are D; = 8\ and D, = 53 A, and the num-
ber of modes of the auxiliary basis considered is 1224.
We focused on this particular design because the inten-
sity distribution for the guided mode in this structure
has been measured experimentally for a wavelength of
A = 632.8 nm. Experimental measures also show that
the guided mode in this fiber remains single in a re-
markably wide wavelength range, extending from 337
to 1550 nm.® Our simulation allows us to evaluate the
eigenvalues of the L operator at any wavelength and
thus to calculate the modal dispersion curves for the
fiber under consideration in an even wider range of
wavelengths (see Fig. 1). The single-mode structure
is formed by a polarization doublet. Our results com-
pletely agree with the previous experimental results,
as they account for the existence of a robust single-
mode structure at nearly all wavelengths for the above
fiber parameters. We include in Fig. 1 the envelope
of the radiation modes, which is referred to as the
cladding index (i.e., the effective refractive index of the
photonic crystal).

Inasmuch as diagonalization procedure of the full-
vector operator L generates not only the set of eigen-
values but also their respective eigenvectors, we can
also evaluate the transverse intensity distribution of
the electromagnetic field for the guided mode. The re-
sult for one of the polarizations is shown in Fig. 2 for
A = 632.8 nm and reproduces, with excellent accuracy,
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Fig. 1. Modal dispersion curves extending from

A =300nm to A = 1600 nm for a single-mode photonic
crystal fiber structure with ¢ = 0.3 um and A = 2.3 um.
Here the variations of the mode index for both polariza-
tions coalesce in a single curve.

o —_ ~

dimensionless coordinate: y/A
|

|
"~

-2 -1 0 1 2
dimensionless coordinate: x /A
Fig. 2. Transverse intensity distribution for the x-

polarized guided mode of the photonic crystal fiber
described in Fig. 1 for A = 632.8 nm.

that which was experimentally measured.® We also
calculated the transverse intensity of the guided mode
at widely different wavelengths and for both polariza-
tions. In all cases the intensity profile is similar to
that shown in Fig. 2. In this way, we verified the ro-
bust character of the single-mode structure to changes
in the wavelength of light. This fact agrees with the
behavior of the dispersion curves mentioned above.
Besides simulating this remarkable structure, we
also simulated a number of different fiber designs by
changing pitch A and hole radius a. By analyzing
the dispersion curves of these different fibers, we
found a richer modal structure in some of them. In
the example shown in Fig. 3 there are, besides the
fundamental doublet, two other polarization doublets.
Unlike for conventional fibers, the number of modes
does not increase with the light-wave number 2. The
number of guided modes becomes stabilized above
a k threshold, or, equivalently, it remains constant
for wavelengths smaller than a threshold wavelength.
For particular designs one can get guiding structures
in which this constant numberis just 1. In such a case
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Fig. 3. Same as in Fig. 1 but with @ = 0.6 um. Here the
two higher-order polarization doublets are slightly shifted.

one obtains an “endlessly” single-mode fiber such as
the one reported in Ref. 5. This is an unconventional
property of photonic crystal fibers.

In a conventional fiber the cladding refractive index
is nearly constant; its V value, the optical volume (or
phase space) of the fiber, grows with k. This fact per-
mits us to accomodate an increasing number of guided
modes inside the fiber as the wavelength is reduced.
In a photonic crystal fiber the periodic structure re-
sponsible for light trapping at the central defect creates
a dependence on the effective refractive index of the
cladding such that a much more weakly k-dependent V
value is generated. The optical volume then becomes
practically independent of the wavelength for large val-
ues of k, and, consequently, so do the number of guided
modes.
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he most relevant property of periodic dielectric

structures (i.e.,, photonic crystals) is the possibility
of generating photonic bandgaps.! A related phenome-
non occurring in photonic crystal structures is light lo-
calization at defects. Although the previous phenome-
non of light confinement at defects has already been
analyzed in 2-D structures,? the study of the guiding
properties of dielectric crystals that have a 2-D periodic-
ity in the x — y plane broken by the presence of a defect,
but are continuous and infinitely long in the z direc-
tion—the so-called photonic crystal fibers (PCFs)—has
not yet been performed. However, the experimental fea-
sibility of these fibers has been recently proven.> A ro-
bust single-mode structure was observed for an unusu-
ally wide range of wavelengths, a remarkable property
not present in ordinary fibers.

Our aim is to analyze the guiding properties of a re-
alistic PCF in an accurate and rigorous way. We used a
novel full-vector modal technique, an adapted version
of our biorthogonal-basis modal method* in which the
vector character of electromagnetic propagation is thor-
oughly taken into account. This method is based on the
mathematical properties of the nonself-adjoint operator
describing the dynamics of electromagnetic propagation
in a fiber. We have simulated a realistic PCF, character-
ized by a hexagonal distribution of air holes with a cen-
tral defect, by using periodic boundary conditions for
the electromagnetic field.’ The hole radius, a, the hori-
zontal distance between the center of two consecutive
holes, A, and the wavelength of light, A, are free parame-
ters that we change at will. We first simulated a realistic
air-filled fiber with parameters 2 = 0.3 pm and
A = 2.3 pm. Our simulation allowed us to calculate the
modal dispersion curves for the fiber under considera-
tion in a wavelength range extending from 300-1600
nm (see Fig. 1a, page 34). In that remarkably wide wave-
length window, it revealed a single-mode structure,
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formed by a polarization doublet. The transverse inten-
sity distribution of these guided modes for a wavelength
of A = 632.8 nm was also calculated and the result for
one of the polarizations is shown in Figure la.

Our work proves that electromagnetic propagation
in a realistic PCF can support a robust single-mode
structure nearly at all wavelengths for certain fiber para-
meters. It is notable that this approach is based on a
full-vector method, so that polarization effects are in-
corporated in an exact manner. Our results for both dis-
persion curves and intensity distributions completely
agree with those experimentally measured. This method
provides a powerful tool for a better understanding of
the PCF’s properties
because it allows us to

fully determine the
dispersion curves of
their guided modes, as
well as their electro-
magnetic field and in-
tensity distributions.
The flexibility of
our approach also

permits the simula-
tion of a great variety

of fiber designs. By
analyzing the disper-
sion curves of these
different fibers, we
have already discov-
ered a richer modal
structure in some of
+ them. In the example
" . . " shown in Figure 1b

2 i ; : L there exists, besides
normalized frequency: A/A ’
rped the fundamental dou-

blet, two other polar-

from A = 300 nm to A = 1600 nm for a PCF structure ization doublets. Sim-
with a = 0.3 um and A = 2.3 um. The varlations of ilarly, we can use this
the lslnzlel-mm:le index for both polarizations tool to optimize the
coalesce in a single curve. In this figure we also plot . u

the transverse Intensity dlsulbullongof the p desxgn Of PCFS Wlth
x-polarized guided mode for A = 632.8 nm; unconventional dis-
(D) a= 0.6 um and A = 2.3 uym. Here, the twa higher- persion relations, of

order polarization doublets are slightly shifted.

potential interest for
pulse propagation.
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Abstract

Using a full-vector modal method, we have identified a re-
gion of nearly zero flattened chromatic dispersion in a spe-
cially designed photonic crystal fibre. Our approach per-
mits an accurate control of the dispersion features of these
fibres in terms of their structural parameters.

Indezing Terms: Optical Fibres, Photonic Crystals,

Chromatic Dispersion

Introduction

Photonic crystal fibres (PCI's) were first proposed in 1995
[1]. They are thin silica glass fibres having a regular ar-
ray of microscopic holes that extend along the whole fibre
length. Any transverse section of the fibre has an identical
periodic 2D structure. If one of these holes is absent, the
transverse dielectric periodicity is broken and a defect ap-
pears. The known fact that light can be trapped at defects
[2, 3] turns here into a propagation feature. The experimen-
tal feasibility of these fibres has been proven recently [4].
A robust single-mode structure was observed for an unusu-
ally wide range of wavelengths, a very remarkable property
not present in ordinary fibres [5]. Our interest in this let-
ter is twofold. First, we give an appropriate treatment of
the realistic problem of a PCF by modeling and solving
efficiently its transverse 2D field structure. We consider
a new approach in which the full-vector character of light
propagation in fibres is taken into account. It is an adapted
version of our biorthonormal-basis modal method [6]. And
second, the dispersion properties of guided modes for differ-
ent fibre structural parameters are calculated for the first
time. In particular, several specially designed PCFs with
nearly zero dispersion over a broad spectral range are pre-
sented.

The Method

The modes of an inhomogeneous fibre verify a set of dimen-
sionally reduced equations involving the transverse coordi-
nates T and y exclusively. In terms of the transverse mag-
netic field, hy = (hz, hy), and a certain combination of com-
ponents of the transverse electric field, &, = (e;, —e}), these
equations can be written as an eigensystem for the evolu-
tion operator L and its adjoint L', namely, Lh, = (2%h,,

\A

and L'e, = 3'2¢, [6]. It can be proven that the transverse
fields h, and &, verify what it is called the biorthogonal con-
dition, (€}'|A]") = 8. Because of this property the matrix
elements of the L-operator can always be unambiguously
defined in terms of the eigenvectors of an arbitrary {L’, L'}
system describing the wave propagation in an auxiliary fi-
bre. The main goal of this approach is to transform the
problem of solving the system of differential equations for
h, and €, into an algebraic problem involving the diago-
nalization of the L-matrix. Of course, the choice of an
appropriate auxiliary basis is very important for an effi-
cient implementation of the method. In the particular case
of a PCF, realistic simulations can contemplate as much
as nearly one hundred 2D step index individual structures
(the air holes of the photonic crystal fibre). Therefore,
a brute force computation of matrix elements can become
useless in practice due to losses in numerical precision. This
loss of precission can be critical in dispersion calculations,
where results are extremely sensitive to error accumulation
and, consequently, a very high accuracy in the numerical
procedure is required. The implementation of the dielec-
tric structure is carried out by putting the system into a
finite 2D rhomboid box (of dimensions !; and l2) and re-
quiring the fields to fulfill periodic boundary conditions in
the z,— and zo—directions defined by the rhomboid sides.
This is equivalent to say we are choosing periodic plane
waves in these two directions, as the auxiliary basis of our
Hilbert space. The calculation of the matrix elements cor-
responding to a single hole can be worked out analytically.
Moreover, in this basis the sum over all the holes, and con-
sequently the L-matrix of the whole dielectric structure,
can also be analytically calculated due to the symmetry
properties of the hexagonally-centered configuration of the
PCF. In this way, the problem of critical loss of numerical
precision in the calculation of the dispersion characteristics
of the PCF can be overcome.

Results and discussion

We have simulated a PCI® characterized by a triangular
distribution of air-filled holes with a central defect. The
hole radius a, the horizontal distance between the center
of two consecutive holes, or pitch A, and the wavelength of
light A are free parameters we have changed at will. The
dimensions of the rhomboid box are fixed by the pitch,
i3 = lg = 7A. Our simulation allows us to calculate the
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Figure 1: Modal dispersion relation for a PCF of ratio
a/A = 0.42/2.3 and A = 1.776 pum. The dispersion curves

for both polarizations coalesce in a single plot.

modal dispersion relations for the fibre under consideration
over a wide range of wavelengths extending from A = 300
nm to A = 1600 nm. The dispersion of modal refractive
index in an experimentally realisable structure is given in
Fig. 1. The dispersion of the pure silica has been directly
included in the calculation. In general terms, our results
agree with previous experimental results as they account
for the existence of a robust single-mode structure at all
wavelengths. We have also simulated a number of different
fibre designs by changing the pitch A and the hole radius a.
The high accuracy required to calculate the group veloc-
ity dispersion of such single-mode fibres is fully provided by
our method. In this way, by analyzing the dispersion curves
of these differently-designed fibres, we have found that it
is possible to control their dispersion characteristics. In
fact, a proper selection of the above geometrical parame-
ters can yield frequency-independent, i.e., flattened, group
velocity dispersion. In Fig. 2 we present some examples
of such flattened dispersion designs and show the effect of
scaling simultaneously the pitch and the hole radius while
keeping the a/A ratio constant. We can appreciate how
the dispersion curves shift upwards and broaden slightly as
the scaling factor increases (notice that this is equivalent
to increasing A). If, instead, we change the a/A ratio while
fixing the pitch, we also produce a vertical shift but we get
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Figure 2: Plot of dispersion vs. A for a fixed ratio a/A =
0.42/2.3 (equivalent filling fraction of air, f = 13.97%) and
(i) A=1.74 pm, (ii) 1.73 pm, and (iii) 1.72 pm.
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Figure 3: Plot of dispersion vs. A for some selected com-
binations of a/A (with equivalent filling fraction of air f)
and A, (i) a/A = 0.44/2.3 (f = 15.33%), A = 1.65 um
, (i) a/A = 0.42/2.3 (f = 13.97%), A = 1.74 pm, (iii)
a/A =0.40/2.3 (f = 12.67%), A = 1.84 um.

simultaneously a substantial displacement of the flattened
dispersion curves along the wavelength axis. An appropi-
ate fine-tuning of both effects permits excellent control over
the wavelength window within which we can obtain nearly
zero flattened dispersion structurcs, as shown in Fig. 3.

Conclusions

In this contribution we have identified PCF designs with
an achromatic dispersion behaviour. Simultaneously, we
have established an operative procedure to control the dis-
persion properties of PCFs in terms of their structural pa-
rameters. The high accuracy nceded to guarantee the fine
control of these properties is achieved because the vector
character of light propagation is fully and properly taken
into account by our numerical procedure. In this way, we
have at our disposal a very efficient tool to exploit the wide
set of potentially interesting features shown by PCFs.
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Abstract

A general theorical formulation to analyse inhomoge-
neously filled waveguides with lossy dielectrics is presented.
The wave equations for the tranverse field components are
written in terms of a nonself-adjoint linear operator and
its adjoint. The eigenvectors of this pair of linear oper-
ators define a biorthonormal basis, allowing for a matrix
representation of the wave equations in the basis of an aux-
iliary waveguide. Thus, the problem of solving a system of
differential equations is transformed into a linear matrix
eigenvalue problem. This formulation is applied to rect-
angular waveguides loaded with an arbitrary number of
dielectric slabs centered at arbitrary points. The compari-
son with theorical results available in the literature gives a
good agreement.

1 Introduction

Inhomogeneously filled waveguides have received consider-
able attention in the last decades because of their applica-
tions in a variety of waveguide components. The modes of
propagation of such waveguides are not, in general, TM
or TE modes, but hybrid modes. The boundary value
method has been used to calculate the modal solutions for
concentric [1, 2] and eccentric (3] dielectric-loaded circular
guides, as well as for rectangular guides filled with dielec-
tric slabs [4, 5]. In that method, the electromagnetic field
is expanded in terms of analytical functions in the relevant
regions of the waveguide, and a linear eigenvalue problem
is obtained after imposing the boundary conditions in the
corresponding interfaces. When the guide is filled with two
or more dielectrics, the determination of the propagation
constants and the mode fields becomes difficult, because of
the trascendental equations involved. Alternatively, a vari-
ational method is used in [6] to calculate the eigenvalues in
rectangular waveguides loaded with lossless dielectric slabs.
The finite-element method has been been extensively ap-
plied to find the eigenvalues and modal fields in dielectric
loaded guides [7, 8, 9, 10]. There are, as well, a number of
matrix formulation methods to analyze inhomogeneously
filled waveguides in which the fields are expanded in a set
of basis functions [11, 12, 13|, and based on Laplace and
Fourier transforms techniques [14].

VI

In this paper we develope a rigurous and computationally
efficient method to obtain the modal spectrum in inhomo-
geneously filled waveguides with lossy dielectric of arbitrary
profiles. Starting with the differential equations govern-
ing the propagation of the tranverse electric and magnetic
fields, we identify a pair of linear nonself-adjoint operators,
whose eigenvectors satisfy a biorthogonality relationship.
The key element of our approach is to transform the sys-
tem of differential equations into a linear matrix eigenvalue
problem by means of the Galerkin method, using the eigen-
vectors of an auxiliary problem. From a computational
point of view this method is very efficient, because the in-
tegrals involved in the matrix elements are, in principle,
frequency independent, so they have to be evaluated only
once to obtain the dispersion curves, thus generating a ro-
bust and efficient code. This method has been applied to
study open dielectric waveguides, as reported in [15, 16].
Comparisons between our results and the available numeri-
cal published data fully validate the theory here presented.

2 Theoretical formulation

Our starting point are Maxwell’s equations for uniform
cross-section waveguides partially or totally filled with a
lossy dielectric media defined by its dielectric permittivity
e(z,y) = eoer(z,y). We assume that the considered media
does not have magnetic properties, 4 = pg. Thus, the so-
lution of the problem can be obtained as a superposition
of fields with explicit harmonic dependence on z (we as-
sume that the time dependence is always implicit and has
a harmonic form e’“* for all vector fields)

E(Ia Y, Z) = e(x,y) exp(—jﬂz) )
- (1)
H(:E’yl Z) = h(xvy) exp(—_']ﬂz) )
where (3 is the propagation constant and e and h repre-
sent the transverse-dependent (depending on z and y only)
three-dimensional vector amplitudes of the electric and
magnetic ficld, respectively. We are interested in rewrit-
ing Maxwell’s equations in terms of the transverse compo-
€z
€y

nents of the electric and magnetic fields, e, = and

o

he h

]. Following reference [17] we can obtain a set
v



of equations for them,

(724 &0 (o) = B} = (V2 ) x T EH )
(72 + (@) = o = Vafor- 2 (an)

where ¢, (z,y) is the relative dielectric permittivity, kg is

the free-space wavenumber (kg = w,/fig€g), and the opera-
tor V, is the transverse gradient operator. The axial com-
ponents e; and h, are determined by e, and h, through
constraint relations given by Maxwell's equations.

For our purposes, it is more interesting to rewrite
Egs. (2) in a different way. We will express the two pre-
vious equations in a two-dimensional matrix form. Both
e, and h, are two-dimensional vector ficlds that are repre-
sented by two components vectors. Thus, the differential
operators acting on them can be expressed as 2 X 2 ma-
trices. Eq. (2b) involves tranverse two-dimensional vectors
only. However, Eq. (2a) includes the three-dimensional ax-
ial vector (V, xhy) in its right hand side. On the one hand,
it is easy to check that the double three-dimensional vector
product in Eq. (2a) can be rewritten in terms of a 2 x 2
matrix acting on h, (using, for example, the completely
antisymmetric tensor in two-dimensions ea.,). On the other
hand, for reasons that will become clear later, it is more
convenient to rewrite Eq. (2b) not in terms of e, but in

terms of the closely related vector field &, = _e;, (*is

2 z
the conjugation operation). After manipulating Eq. (2b)
in a suitable way, one can obtain the following equivalent
set of equations in matrix form,

s he |
[ ]=2]n

ol & =]

_ez |

J @)
where L and L are 2 x 2 matrix differential operators given
by

g
.
—eg

L = | VEt+Ke(zy) 0
! 0 V2 + k3e.(z,y)
By VgeosdF T,
v [ gt B )
A  Vi+kiel(zy) 0
: 0 Vi + kfel(z,v)
Rars Loy ]
v [ e s i | 2 (4b)

where F, = (V.e-(z,y))/e-(2,y), and the derivative ap-
pearing in the second matrix of L' acts both on the com-
ponents of F} and on the vector field &,. The operator L!
is called the formal adjoint to the linear operator L, and is
defined as follows (see Ref. [18]),

(v,Lu) = (L'v,u) &

/ v'(r) - Lu(r)dS = /(LTv(r))' -u(r)dS, (5)
s s

where u(r) and v(r) are two-dimensional vector complex
functions defined on a two-dimensional closed and bounded
region S, with boundary C. They are members of a Hilbert
space H with inner product

/ v*(r) - u(r) dS

S

memm+@m%mus (6)

(viu) =

for all u, v € H. When L' = L we say that L is formally
self-adjoint.

The set of equations (3) is a system of eigenvalue equa-
tions for the nonself-adjoint operator L and its adjoint L1,

Lu, = ﬁﬁuﬂ ’ Ltv, = ( ':')2vm ) (7)
where u = hy and v = &;.

The eigenvectors of a nonself-adjoint operator do not
satisfy a orthogonality relation. The same applies to the
eigenvectors of its adjoint. In our case, this means that
(Un,Un'} # bnn and (Vim,Vin') # Ommi, Omn being the
Kronecker Delta symbol. Apparently, the impossibility of
using the standard orthogonality relations associated to a
self-adjoint operator would prevent us from expanding arbi-
trary functions in terms of its eigenvectors. However, since
we are considering a {L, L'} system, this is not so because
we can take advantage of what it is called the biorthogo-
nality relation [19),

(8)

The biorthogonality relations were succesfully used by
Paiva and Barbosa to analyze inhomogeneous biisotropic
planar guides [20]. Despite its apparently formal charac-
ter, this relation has a very clear physical meaning. If we
write the inner product in its integral from and restore the
original three-dimensional notation, Eq. (8) reads,

(Vi y U ) = O 5

/(e,, X hy) Z2dS =6, ,
s

(9)

where Z represents the unitary vector along the z direction.
In the waveguide literature, the relation (9) is known as the
orthogonality condition for the waveguide modes [17].

The previous relation allows us to expand any vector
function f of H in terms of either the L eigenvectors, {u,},
or those of its adjoint Lt, {v,,},

£=) cota =) dnuVm,

where the complex expansion coefficients are given by the
inner products ¢, = (va,f) and dy, = (f,u,,). Notice the
c¢'s and d's coefficients are not trivially related, unless when
L is self-adjoint, in that case ¢, = d;, and u, = vy,.

The previous results define the framework where our
method is developed. Our aim is to find the propagation
modes of a realistic waveguide characterized by a complex
relative dielectric permittivity €.(z,y). As we have proven,
the electromagnetic propagation in this waveguide is de-
scribed by the system of eigenvalue equations (7). Let L

(10)
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be the matrix differential operator (4a) representing the
waveguide we are interested in, u, and v,, the eigenmodes
of L and L' respectively, and [, the propagation constant
of the nth mode. Then, the system of equations describing
this waveguide and that we want to solve is,

Lu, = f2u,, Livp = (ﬁ,‘,‘)zv,,, . (11)

Now we define an auziliary problem as a waveguide char-
acterized by a relative dielectric permittivity &.(z,y) and
with the same boundary conditions as the waveguide de-
scribed by Eq. (11). The eigenmodes of the auxiliary prob-
lem, {ﬁp,\?q}, and thus their respective propapagations
constants, are suposed to be perfectly known. The equa-
tions describing the auxiliary problem constitute another
{L, L'} system,

T =0, R EVe s (8)°V,

(12)

and, consequently, all the properties of a biorthogonal basis
apply to the {f,, V4 } set. In particular, the {G,,V,} modes
can be used as a basis to represent any arbitrary vector,
thus following (10)
U= Z Cm)plp s  Vm = Z d(m)qVq - (13)
P q
Certainly, we are concerned in the matrix representation
of the linear operator of the real problem L. Then, the
matrix elements of the L operator in the {ii,, v4} basis
will be easily obtained by applying the standard Galerkin
moments-method [18]. By inserting the first equation of
(13) into the first equation of (11), and applying the linear
properties of L, we find

Z C(nypLlip = ﬂ'z‘ z C(n)pUp -
P P

The next step in the application of the Galerkin procedure
is to choose a set of weighting functions {V4}, and to take
the inner product for each v, yielding

Z cnyp(Ve, Liip) = B3 Zc(n)r(i’qv Up) = Bacimyg - (15)
P P

(14)

The above system can be written in a matrix form as

"Ly L Lyq €(n)1 4 B |
Ly Lo Laog C(n)2 C(n)2
s || ¢ |
> yie

C(n)p Cn)p

L,

(16)

where the elements of the matrix [L] are obtained as

Lpq = (g, L) - (17)

For practical purposes, it is convenient to introduce the
difference operator A = L — L,
1 0
OF 1L

_(Fu —_F‘v)vz
(F.': — Fz)vz

A

R ) [

(Fu "Fy)vv

i .—(Fz‘Fz)vy ] .(18)

VI3

Thus, the elements of the operator L = L+ A in the auxil-
iary basis {i,, V,} are trivially obtained by means of (17),

(19)

where the first summand is diagonal because the opera-
tor L is expressed in its own biorthogonal basis. At this
point, it is important to remark that we have tranformed
the differential operator system (11) into a linear matrix
eigenvalue problem defined in (16). An analogous equation
for its adjoint matrix, [L'][d(m)] = (85,)%(d(m)] can be also
derived. Thus, the information contained in the above ma-
trix equations is the same as in the differential equations
for the L and L! operators (11). Diagonalization of the
[L] matrix yields the squared of the nth-mode propagation
constant —the nth eigenvalue of [L]— and also its tran-
verse magnetic amplitude, h,, through the knowledge of
the nth eigenvector [c(n)] (recall its components constitute
the expansion coefficients of the unknown mode u,(r) in
terms of the auxiliary modes {ii,(r)}). It is important to
stress that the diagonalization of the {L] not only provides
us with the propagation constants and tranverse magnetic
amplitudes of the modes, but also with their whole three-
dimensional magnetic and electric field structure. Both the
axial component of the magnetic field and the transverse
and axial components of the electric field are related to
h, through constraints given by Maxwell’s equations [17].
This fact is very important from a computational point of
view, because only the diagonalization process for the [L]
matrix is requested in the numerical implementation of this
method.

However, the matrix [L] is infinitely-dimensional. In or-
der to develop a realistic method, we have to work with
a finite set of auxiliary fields. Unfortunately, there are no
general conditions that guarantee the convergence of the
expansions. This convergence will depend both on the na-
ture of the L operator and on the auxiliary problem chosen
to define the biorthogonal basis. In general, we observe that
the real modes are better described by increasing the num-
ber of auxiliary modes. In the same way, auxiliary basis
encompassing the most relevant features of the real prob-
lem produce faster convergences. In any case, numerical
convergence tests must be done by sweeping the number of
auxiliary modes over meaningful ranges and studying the
stability of the solutions.

The method we have just presented involves no restric-
tion on the vector character of the electromagnetic fields.
The key eigenvalue equations (7) are completely general
and involve the nonself-adjoint operator L. It is remark-
able that the nonsell-adjoint character of L is present even
when the medium is lossless (e,.(z,y) is a real function)
showing the inherent nonself-adjoint character of the elec-
tromagnetic propagation. It is also interesting to notice
that it is precisely the nonself-adjoint piece of L, the second
matrix in Eq. (4a), the one responsible of polarization mix-
ing. The diagonal, and thus nonpolarization mixing, piece
is self-adjoint in lossless media. This fact makes evident
the close relation between the nonself-adjoint character of
L and the full-vector description given by its eigenvectors.
Indeed, a cylindrical waveguide uniformly loaded with a

Lpg = stpq P ({'pv Aﬁq) '



homogeneous dielectric is described by the first matrix of
(4a) (the second matrix is zero), and only TM and TE
modes appear. However, when it is filled with an inhomo-
geneous dielectric, due to the second matrix of (4a), most
of the modes are hybrid. To end, we emphasize the unam-
biguous and rigorous character of the matrix construction
and of the mode expansions here presented, based on the
biorthogonality property (8) satisfied by the auxiliary ba-
sis.

3 Numerical results

The present method can be applied to a large variety of
waveguides. In fact, it has been demonstrated its suitabil-
ity to deal with open guides as optical fibers [15, 16]. Now,
we will focus on dielectric loaded rectangular waveguides.
We have developed a FORTRAN code to analyze a rect-
angular waveguide partially loaded with arbitrarily placed
lossy dielectrics of rectangular cross-section, as it is shown
in Fig. 1. Thus, the relative dielectric permittivity .(z,y)
of this guide is expressed as follows

N
€r(2,y) = €ra + Z(Eri - €rq)
1=1

x(H(:z:—:J:.-+%

x (H(y—y.'+%)—h’(y—ye—%)) , (20)

—H(z—x(-%))

where H(z) is the Heaviside function, N is the number of
dielectric slabs, and the ith dielectric is centered at the
point (z;,y;), its size being ¢; by d;. In our case, the aux-
iliary problem is chosen to be a homogeneously filled rect-
angle waveguide, characterized by &.(z,y) = &ro, whose
eigenvalues and eigenvectors are well known, see for in-
stance [21]. Following the theorical formulation, the matrix
elements of [L], derived from (19), are given by

Lpq = ;rarq
iy k«?L(Er(z,y) —&.(z,))(& x hy) - 2dS

: &
u,l GO | fn - (x¥y)
2
b

a
Figure 1: Cross-section of an inhomogeneously filled rect-
angular waveguide with arbitrarily placed lossy dielectric
slabs.

V14

E =& ¢,

eE=¢g,

a
Figure 2: Rectangular waveguide loaded with a dielectric
slab along the side wall.

o [ [ e ((Bietd - e

x (V¢ x ﬁq))] -ZdS .

(21)

After some algebraic manipulations, these integrals have
been analytically calculated. As a consequence, only a
numerical diagonalization process has to be performed for
each frequency point, thus resulting in a fast code imple-
mentation.

We have compared the results of our approach with exist-
ing ones for five different dielectric-slab-loaded rectangular
guides. The first case is a rectangular waveguide of width
a and height a/2, with a dielectric slab along the side wall,
as shown in Fig. 2. Half of the waveguide is filled with di-
electric material whose relative permittivity is €,; = 2.25,
and the other half is vacuum. This case is particularly
interesting because the analytical solution does exist [17].
To solve this simple case, we have properly located one
dielectric rectangle, and we have taken the vector mode
functions of an empty rectangular guide as the auxiliary
basis. In Table 1 we compare our results with the exact
solution, and also with results calculated in [9] using the
finite-element method. For the comparison, we present the
normalized propagation constant of the first modes, 3/ ko,
calculated for the working frequency given by kga = 3.
Only 200 auxiliary modes have been used, taking 31 sec-
onds on a CrayOrigin2000 machine. The results agree with
each other accurately.

The second case is again a rectangular waveguide of
width e and height a/2 with a centered dielectric siab, as
shown in Fig. 3. In Table 2 we present the normalized prop-
agation constant, fa, for the LSE and LSM modes calcu-
lated for the operating frequency defined by kga = 4m. We
compare our results with those provided by a variational
approach in [6]. The dielectric region size is a/2 by a/2,

Table 1: Normalized propagation constant 3/kg of a rect-
angular waveguide loaded with a dielectric slab along the
side wall.

Mode Exact Ref. [9] This Rel.

order solution : method diff (%)
1 1.27576 1.27327 1.27574 0.002
2 0.97154 0.97101 0.97159 0.005
3 0.72865 0.72539 0.72863 0.003
4 0.59390 0.59280 0.59388 0.003
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Figure 3: Rectangular waveguide loaded with a centered
dielectric slab.

being its relative permittivity £-y = 2. As in the previous
case, the auxiliary problem is an empty rectangular guide.
The results of Table 2 have been obtained using 400 ba-
sis functions, the computation time being 103 seconds on
a CrayOrigin2000 machine. The agreement between both
methods is good.

The third example is a rectangular waveguide loaded
with three dielectric slabs (see Fig. 4a). This structure
is used to model a microwave cure applicator in [5]. In this
problem, we locate a dielectric slab of relative permittivity
€r1 = 10.0, at the center of a standard WR-340 guide which
was homogeneously filled with a dielectric of relative per-
mittivity €., = 1.5, whose modes are the auxiliary basis.
In Table 3 we give the cutoff frequencies for four differ-
ent widths of the central dielectric region, and we compare
our results with those obtained by solving a trascenden-
tal equation [5]. The number of basis functions employed
in this case is 300. The distribution of the electromag-
netic field is important in the applications of this kind of
structures in order to focus the energy in the central re-
gion of the guide. Our method provides the propagation
constants and the fields of the modes. As an example, we
show the Poynting vector profiles for the first propagative
modes in Figs. 4b-d. In these plots the operating frequency
is 5 GHz, and the relative width of the central dielectric
region is ¢/a = 0.6. One of the most attractive features of

Table 2: Normalized propagation constant (a of a rectan-
gular waveguide loaded with a centered dielectric slab.

Mode | Ref. [6] | This method | Rel. difference (%)
LSEjyo | 17.127 I7R127 < 0.006
LSEgz0 | 15.147 15.147 < 0.007
LSE3p | 11.821 11.820 0.008
LSE«0 7.602 7.602 < 0.013
LSE,;; | 15.933 15.932 0.006
LSE2; | 13.783 13.782 0.007
LSE3; | 10.013 10.012 0.01
LSE4; 4.280 4.278 0.05
LSE;2 | 11.637 11.637 < 0.009
LSE22 8.457 8.456 0.01
LSM,; | 15.739 15.723 0.1
LSM2; | 13.203 13.161 0.3
LSMa, 9.450 9.491 0.4
LSMa 4.989 4.858 2.6
LSM;z | 11.369 11.348 0.2
LSMa2, 7.476 7.401 1.0
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Table 3: Cutoff frequencies (GHz) of a rectangular waveg-
uide loaded with three dielectric slabs for different values
of the relative width of the central dielectric region, ¢/a.

c/a=0.2

Mode | Ref. [5] [ This method | Rel. difference (%)

TEn 0.778 0.775 0.4

TEo, 2.362 2.360 0.08

TEos 3.372 3.371 0.03

| c/a=0.4

Mode | Ref. This method | Rel. difference (%)

TEo 0.625 0.624 0.2

TEo2 1.550 1.553 0.2

TEoa 2.668 2.670 0.007
c/a=0.6

Mode | Ref. [5] | This method | Rel. difference (%)

TEo: 0.569 0.570 0.2

TEo 1.224 1.221 0.2

TEos 1.984 2.001 0.9
c/a=0.8

Mode | Ref. [5] | This method | Rel. diffierence(%)

TEo; 0.556 0.558 0.4

TEo2 1.121 1.122 0.1

TEos 1.681 1.701 192

our method is the versatility and flexibility for the analysis
and design of complex dielectric structures filling a rectan-
gular guide, thus becoming a powerful and effective CAD
tool. That is, the inclusion of other slabs inside the guide
is a very simple task employing this algorithm, while other
techniques require to recalculate the full problem in order
to find the new trascendental equation.

The fourth example is a shielded rectangular dielectric
waveguide. In Fig. 5 we present the dispersion curves for
the first two modes, comparing our results with those ob-
tained with a finite-difference method [22]. The relative
permittivity of the core is €,; = 2.22, and the dimensions
of the rectangular rod are ¢; and d;, ¢;/d; = 0.99. The
dielectric rectangular rod is shielded by a metallic rectan-
gular guide of dimensions a = 1.88¢; and b = 1.88d;. Only
200 basis functions are necessary to obtain the first modes.
The computation time required to obtain the results shown

1.50

5‘_’ 125

1,00
10 20 30
f (GHz)
Figure 5: Dispersion curves for the EH;; and HE9; modes
of a shielded rectangular dielectric waveguide. Comparison
between our results (solid lines) and the results obtained

with the finite-difference method [22] (dots).
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Figure 4: (a) Rectangular waveguide loaded with three dielectric slabs. Plots of the real part of the Poynting vector
(z-component) for the: (b) TEq;, (c) TEy2, (d) TEg3 modes, respectively.
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Figure 6: Dispersion curves for the fundamental mode of
a rectangular guide loaded with a centered inhomogeneous
dielectric slab, as a function of the thickness: ¢/a = 0.5
(1), ¢/a = 0.2 (2), ¢/a = 0.1 (3). Comparison between
our results (solid lines) and the results obtained with a
technique based on a variational formulation [6] (dots).

in Fig. 5 is 12 seconds per frequency point on a CrayOri-
gin2000 machine. We find a good agreement with previous
results.

Finally, we want to show how our method can be applied
also to analyze waveguides loaded with inhomogeneous di-
electric slabs. The fifth example is a rectangular waveguide
loaded with a centered inhomogeneous dielectric slab. The
relative permittivity of the inhomogeneous slab depends on
the coordinate z in the form (see Fig. 6)

€r1(2) =1+ (€r1(maz) — 1) (1 - (‘;—2)2\) (22)

with €r1(maz) = 9 and where the origin of the z-axis is
at the centre of the waveguide. We have computed the
dispersion curves of the fundamental mode for three dif-
ferent values of ¢/a, using 300 auxiliary modes. In Fig. 6
we compare our results with those presented in {6] using a
variational formulation.

4 Conclusions

In this paper we have developed a method for the analysis
of inhomogeneously filled waveguides with lossy dielectrics.
Once Maxwell's equations are written in terms of the trans-
verse components of the fields of guided modes, we have
shown that they can be rewritten as a system of eigenvalue
equations for a nonself-adjoint operator and its adjoint,
L and L!, respectively. The eigenvectors of the system
{L,L'} define a biorthonormal-basis and allow to trans-
form the differential operator system into a linear matrix
eigenvalue problem, using the eigenvectors of an auxiliary
problem to expand the modes of the original problem.

We have developed a FORTRAN code to obtain the
modal spectrum of rectangular waveguides filled with di-
electric slabs. In principle, our program can deal with any
number of lossy dielectric slabs with arbitrary size and po-
sition within the rectangular waveguide. We have tested it
by comparison with theorical results found in the technical
literature. We demonstrate that it can be used to work out
the modal spectrum of a great variety of dielectric guides.

Finally, we showed that our method can deal with in-
homogeneous dielectrics. Furthermore, our method can be
easily used to analyze dielectric rods with non-rectangular
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cross-sections and inhomogeneously magnetic media filled
waveguides.
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