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Del rigor en la ciencia

. . .  En aquel Imperio, el Arte de la Cartografía 
logró tal Perfección que el Mapa de una sola P ro­
vincia ocupaba toda una Ciudad, y el Mapa del 
Imperio toda una Provincia. Con el tiempo, estos 
Mapas Desmesurados no satisficieron y los Cole­
gios de Cartógrafos levantaron un Mapa del Im pe­
rio, que tenía el tam año del Imperio y coincidía 
puntualmente con él. Menos Adictas al Estudio de 
la Cartografía, las Generaciones Siguientes enten­
dieron que ese dilatado Mapa era Inútil y no sin 
Impiedad lo entregaron a las Inclemencias del Sol 
y de los Inviernos. En los Desiertos del Oeste per­
duran despedazadas Ruinas del Mapa habitadas 
por Animales y por Mendigos; en todo el País no 
hay otra reliquia de las Disciplinas Geográficas.

(Suárez M iranda: Viajes de Varones Prudentes ,  
libro cuarto , cap. X IV , Lérida, 1658.)

[Jorge Luis Borges: Historia Universal de la Infa­
mia, Buenos Aires, 1954]
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Capítulo 1

Introducción

El estudio del espectro de modos de estructuras dieléctricas complejas es de 
vital importancia para el análisis y diseño de dispositivos y guías de ondas elec­
tromagnéticas, ya sean estructuras dieléctricas abiertas, como las fibras ópticas y 
los dispositivos basados en ellas o las guías y dispositivos de óptica integrada, o 
estructuras cerradas, como son las guías y componentes utilizados en sistemas de 
microondas.

Estos elementos son de gran interés tecnológico al ser los componentes físicos 
básicos de sistemas de comunicaciones de gran capacidad, ya sea en la faceta de 
guiado, como de procesamiento optoelectrónico de las señales o su detección. Por 
ello, todo desarrollo que permita una modelización más precisa de los diferentes 
dispositivos y de los sistemas guiadores conllevará la posibilidad de un diseño más 
ajustado de los diferentes elementos o, incluso, una descripción más general que 
permita predecir posibles nuevos comportamientos de potencial interés.

Podemos encontrar en la bibliografía estudios razonablemente completos de los 
diversos métodos disponibles para obtener el espectro de modos de una guía de 
ondas [1, 2]. El abanico de métodos abarca desde los métodos analíticos exactos y 
simples hasta los métodos puramente numéricos y los métodos perturbativos. Los 
primeros permiten abordar las guías de geometría y condiciones de contorno más 
simples y los otros permiten estudiar estructuras relativamente complejas.

Los métodos analíticos para obtener los modos de una guía de ondas se fun­
damentan en la resolución de las ecuaciones de onda en regiones cuyas soluciones 
analíticas sean conocidas, para entonces aplicar las condiciones de contorno adecua­
das. Éste es el método común, por ejemplo, para estudiar guías cilindricas multicapa 
de salto de índice, ya sean fibras ópticas [3, 4] o guías de microondas [5, 6].

En el caso de que las soluciones de que se dispone no empalmen adecuadamen­
te en las interfases entre los diferentes medios que formen la estructura —como es
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el caso, por ejemplo, de guías rectangulares de microondas parcialmente rellenas 
de dieléctricos [7] o de guías ópticas integradas [8]— se puede expandir el campo 
en cada una de las regiones en términos de funciones analíticas. La imposición de 
condiciones frontera a estas combinaciones arbitrarias de funciones en las interfases 
entre los diferentes medios da lugar a un problema de valores propios cuya dia- 
gonalización proporciona las constantes de propagación y los modos buscados. Sin 
embargo, cuando la guía tiene una estructura mínimamente no trivial, la determina­
ción de las constantes de propagación —y de las propias ecuaciones transcendentes 
involucradas— se convierte en una tarea difícil. Además, esta técnica exige replan­
tear el problema cada vez que se modifica la estructura de la guía.

Otras aproximaciones al problema utilizan el cálculo variacional [9, 10], formu­
ladas normalmente en base a expresiones de validez no general —guías sin pérdidas, 
aproximación escalar, etc.— y empleando funciones prueba específicas del caso tra­
tado. Así mismo, podemos encontrar diversos métodos, como los llamados “matri- 
ciales” [11-14] cuya formulación es compleja, por lo que las bases físicas en las que 
se fundamentan son difíciles de apreciar. Además, estos diferentes métodos se basan 
en ideas difíciles de relacionar entre sí y son sólo aplicables a familias limitadas de 
estructuras —por ejemplo, guías cerradas, o sin pérdidas, o formadas por medios 
homogéneos—.

Una alternativa a los método comentados hasta ahora son los puramente numé­
ricos, como son los métodos de diferencias finitas [15, 16], los de elementos finitos 
[17, 18] y los de propagación del haz [19]. Estos métodos pueden ser aplicados a 
estructuras muy diversas, y algunos de ellos incluso a guías carentes de simetría 
de traslación. En los últimos años los métodos de elementos finitos se reconocen 
como más ventajosos que los de diferencias finitas por su mayor versatilidad y me­
nor tiempo de cómputo. Estos métodos son adecuados para analizar una estructura 
guiadora dada, pero resultan insuficientes para abordar eficientemente una tarea de 
diseño de guías y dispositivos dado el tiempo de cómputo que precisan. El diseño 
de dispositivos sencillos, como sería una guía rectangular de longitud finita con un 
par de paralelepípedos dieléctricos insertados en cascada en su interior a modo de 
resonadores acoplados, no puede abordarse en la práctica con los métodos numéricos 
mencionados. Además, estos métodos numéricos tienden a difuminar la perspectiva 
física del problema que un diseño eficiente suele requerir y que en parte conservan 
los métodos modales que seguidamente comentamos.

Los métodos de representación modal son ampliamente utilizados cuando el pro­
blema puede tratarse en el marco de la teoría escalar —es decir, en la aproximación 
de guiado débil— [20]. Los modos de una guía auxiliar —no física en general, pero 
con unas características adecuadas— constituyen una base que puede ser utilizada 
para representar en forma matricial la ecuación de ondas escalar. Cabe comentar
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que los métodos de representación modal, al mantener la perspectiva física del pro­
blema, permiten con facilidad aprovechar las simetrías del problema planteado, lo 
que resulta más difícil en los métodos puramente numéricos.

El desarrollo de los métodos de representación modal se basa en las propiedades 
de ortogonalidad y completitud de los modos de una guía auxiliar, es decir, de su 
capacidad para representar cualquier función física y cualquier operador que actúe 
sobre ellas mediante vectores y matrices, respectivamente. Estos vectores y matrices 
son de dimensión infinita aunque, con las condiciones de frontera adecuadas, nume­
rable. La aproximación en estos métodos consiste precisamente en la utilización de 
un número finito de modos —para que el problema sea tratable numéricamente—, 
aunque lo suficientemente grande como para poder dar una aproximación adecua­
da de la solución buscada. De esta forma, la ecuación diferencial pasa a ser una 
ecuación algebraica que puede ser diagonalizada con las técnicas habituales. Sin 
embargo, los métodos de representación modal más convencionales no contemplan 
la naturaleza vectorial del campo electromagnético y el empleo de medios materiales 
con absorción y con saltos del índice de refracción arbitrariamente grandes —salvo 
como una perturbación de los resultados escalares [21, 22]—, lo que representa una 
enorme restricción a la hora de afrontar múltiples problemas físicos.

La aplicación de estas técnicas a sistemas en los que el carácter vectorial de la luz 
juega un papel importante presenta problemas técnicos debido a la no hermiticidad1 
del operador responsable de la evolución del sistema —definido éste por las ecua­
ciones diferenciales que actúan sobre las componentes trasversales de los campos—, 
lo que implica que el conjunto de modos propios del sistema no forman una base 
ortogonal del conjunto de posibles soluciones.

Problemas formalmente semejantes se plantean en campos muy diferentes de 
la física y, en particular, dentro de la óptica en el estudio de resonadores láser — 
utilizando una teoría escalar para describir la luz— [26] y de guías de ondas planas 
biisotrópicas [27], por ejemplo.

El proyecto de tesis doctoral se orientó, en un principio, al estudio de la propaga­
ción de la luz en el espacio libre en la región de Fresnel [28-32], Posteriormente, nos 
adentramos en la propagación guiada en la aproximación escalar y, finalmente, nos 
propusimos abordar el estudio modal de la propagación en sistemas guiadores con 
un tratamiento rigurosamente vectorial que superase las limitaciones propias de las 
aproximaciones escalares. Además, este estudio estaba motivado por el interés tec­
nológico de múltiples guías y dispositivos cuyo estudio es inabordable o insuficiente 
mediante la aproximación escalar.

l En general, no todo operador hermítico — {x , T y ) =  (T x ,y )  Vx,y— es, necesariamente, auto- 
adjunto — T  =  T*— [23-25]. Sin embargo, si el operador en cuestión es acotado ambos conceptos 
son equivalentes [23, sec. 12.3b]. Éste es el caso de los operadores con los que vamos a tener que 
tra ta r  a lo largo de la presente tesis.
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En esta memoria se resume el trabajo realizado en esta última fase del proyec­
to —desarrollo de un método de representación modal vectorial—, cuyos resultados 
constituyen un conjunto con coherencia interna propia. El método de representación 
modal general desarrollado, y aquí recogido, permite describir de manera natural y 
completa las propiedades de polarización de la luz en estructuras guiadoras con per­
files de índice de refracción arbitrarios, abiertas o cerradas, tanto sin pérdidas como 
con pérdidas —índices de refracción reales o complejos—, preservando en toda la 
formulación la naturaleza vectorial de los campos electromagnéticos propagados. El 
punto clave es el reconocimiento de que las conocidas relaciones de “ortogonalidad” 
que exhiben los modos de una guía, no son sino las relaciones de biortogonalidad 
que, de forma general, satisfacen los vectores propios de un operador no autoadjunto 
con los vectores propios de su operador adjunto [33, 34]. Esta propiedad está ligada 
con el hecho de que el sistema de ecuaciones que rige las componentes transversales 
del campo eléctrico es, básicamente, el sistema adjunto del que rige las componentes 
transversales del campo magnético.

La propiedad de biortogonalidad nos permite definir un método completamente 
general para calcular los elementos de matriz de cualquier operador de interés en 
términos de los modos de un problema auxiliar arbitrario, sin importar si vienen 
descritos como un operador autoadjunto o no. De esta forma, podemos transformar 
el problema de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de las componentes 
transversales del campo electromagnético —incluyendo condiciones de frontera al­
tamente no triviales— en un problema algebraico.

La generalidad de la técnica desarrollada le concede una versatilidad que no po­
seen otros métodos alternativos. El sólido formalismo matemático en el que se sus­
tenta lo dota de una gran autoconsistencia, lo que evita la aparición de ambigüedades 
innecesarias aun cuando se tratan problemas aparentemente muy diferentes.

Hemos aplicado este método con notable éxito a diferentes tipos de fibras y guías, 
abarcando desde el rango óptico hasta la región de las microondas. Una aplicación 
que ha despertado un interés particular es el caso de las fibras de cristal fotónico. 
Estas nuevas estructuras guiadoras poseen una estructura material muy compleja, 
por lo que resulta prácticamente inabordable con los métodos usuales. Algunas pro­
piedades de estas fibras son totalmente diferentes respecto a las convencionales. En 
concreto, en lo que respecta a la dependencia del número de modos con la frecuen­
cia, resultando que se pueden diseñar fácilmente para que sean monomodo en un 
amplísimo rango de frecuencias, idealmente infinito. La alta precisión numérica de 
nuestro método ha permitido, por primera vez, determinar la dispersión de la velo­
cidad de grupo de estas estructuras y, ajustando convenientemente los parámetros 
estructurales que las definen, moldear, a voluntad, estas curvas de dispersión.

A continuación, en el capítulo 2 se expone las bases teóricas del método propuesto
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(sección 2.1, Publicación I), así como algunos casos en los que se hace hincapié en 
consideraciones relativas a su aplicación práctica (sección 2.2, Publicación I) y se 
ejemplifica su versatilidad (sección 2.3, Publicación VI). Ese capítulo se concluye 
(sección 2.4) mencionando el efecto de las simetrías del sistema auxiliar en las bases 
que proporciona.

El capítulo 3 recoge la adaptación y aplicación de las ideas mostradas en el ca­
pítulo anterior al caso de fibras con envoltura de cristal fotónico. En la primera 
sección (3.1), se introduce brevemente este nuevo tipo de guías y se resumen sus ca­
racterísticas fundamentales con la ayuda de un modelo simplificado (Publicación II); 
en la sección 3.2 (Publicaciones III y IV) se plantea la aplicación del método modal 
vectorial al estudio de fibras con envoltura de cristal fotónico. En las siguientes 
secciones se presentan los primeros resultados obtenidos, tanto en la descripción de 
sus relaciones de dispersión y sus modos (sección 3.3, Publicaciones III y IV), co­
mo en el diseño de fibras de cristal fotónico con dispersión acromática (sección 3.4, 
Publicación V).

Finalmente, en el capítulo 4, se incluyen las conclusiones finales de la tesis junto 
con un esbozo de las posibilidades que abre la aplicación en diferentes ámbitos del 
método desarrollado, así como sus posibles extensiones.
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Capítulo 2

M étodo m odal vectorial

A lo largo de este capítulo se expone la base teórica para el desarrollo de un mé­
todo modal vectorial general que permite describir la propagación del campo elec­
tromagnético en guías de onda arbitrarias (Publicación I). Para ello, las ecuaciones 
de ondas vectoriales que determinan el comportamiento de los campos electromag­
néticos se escriben en términos de un par de operadores adjuntos entre sí. Como 
consecuencia de esto, sus vectores propios satisfacen relaciones de biortogonalidad. 
La constatación de este hecho es crucial para el desarrollo de nuestro método.

Nuestra aproximación se apoya, además, en la transformación de este sistema 
de ecuaciones diferenciales lineales —que puede incluir condiciones de frontera no 
triviales— en un sistema de ecuaciones algebraico. Para ello, el operador definido 
por el sistema de ecuaciones diferenciales, L, se representa matricialmente en la base 
formada por los vectores propios de un operador auxiliar, ¿ , es decir, en los modos 
de un sistema auxiliar conocido.

Esta técnica puede aplicarse a guías de cualquier perfil, incluyendo a guías con 
pérdidas, cuyos materiales se describirán con índices de refracción complejos. Para 
ejemplificar la versatilidad del método, se muestra su aplicación a varios sistemas 
muy distintos entre sí (Publicaciones I y VI), lo que, a su vez, permite hacer hincapié 
en los aspectos numéricos que surgen en su aplicación.

2.1 Teoría básica
La dinámica del campo electromagnético está determinada clásicamente por las 

ecuaciones de Maxwell. En medios estacionarios se puede escribir cualquier solución 
de estas ecuaciones como superposición de campos armónicos en el tiempo. Si, 
además, nos restringimos a medios sin propiedades magnéticas y sin cargas libres
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ni corrientes — fi =  [iq, p =  0 y J  =  0, respectivamente—, estas ecuaciones pueden 
escribirse para los campos E  y H  como [2]

V x E  =  iZokoH , V x H  =  - ik o n 2/Z 0 E , . .
V • (n2E) =  0 , V • H  =  0 , }

donde n  es el índice de refracción del medio, ko =  2n/X = u /c  el número de ondas 
en el espacio libre y Zq =  (¡iq/ eq) 1̂ 2 la impedancia intrínseca del vacío.

En medios invariantes bajo traslaciones a lo largo de una cierta dirección, p. 
ej. del eje z —es decir, con n =  n(xt)— la solución más general posible será una 
combinación lineal de campos con una dependencia también armónica en z ,

E(x) =  e(xt ) exp(i/3z) , H(x) =  h(xt ) exp(i/3z), (2.2)

donde f3 es la constante de propagación y e y h representan la dependencia de los 
campos con las coordenadas transversales x t =  (x,y). Estos campos armónicos en t 
y z  son los modos de la guía, en términos de los cuales se podrá en general describir 
la propagación del campo electromagnético. En estas condiciones el campo queda 
completamente determinado por sólo dos de sus componentes ligadas por un sistema 
acoplado de dos ecuaciones diferenciales lineales. Para el propósito que perseguimos, 
esto es, la obtención de los modos de sistemas guiadores con distribuciones arbitra­
rias del índice de refracción, nos interesa centrarnos en las ecuaciones de ondas que 
satisfacen las componentes transversales del campo eléctrico, et, y el magnético, ht , 
[2]

V? +  fcgn2 +  ( - ^ r )  x (Vt x o) 

V? +  fc§„2 +  Vt ( ( ^ £ ) - o ) ]

ht =  /32 ht , (2.3)

et =  /32 et , (2.4)

que pueden obtenerse fácilmente a partir de (2.1) y (2.2). Por supuesto, en las 
ecuaciones anteriores y Vt representan, respectivamente, el laplaciano y el gra- 
diante transversales. En estas ecuaciones podemos identificar entre los corchetes los 
operadores responsables de la evolución de las componentes transversales del campo 
a lo largo del eje z. Diagonalizando cualquiera de estos dos operadores, junto con 
las condiciones de frontera adecuadas y las ligaduras que imponen las ecuaciones 
de Maxwell entre las componentes del campo, se obtiene la solución completa del 
problema.

Sin embargo, el hecho fundamental que diferencia la representación modal en 
el caso vectorial frente a la aproximación escalar es que, incluso para índices de 
refracción reales, los operadores definidos en las ecs. (2.3) y (2.4) no son autoad- 
juntos, mientras que en la teoría escalar —y para índices de refracción reales— el
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correspondiente operador de evolución es autoadjunto. Esto impide que se pueda 
aplicar directamente las técnicas usadas en la aproximación escalar al caso vectorial 
debido, básicamente, a que en esta última situación los modos de un sistema auxiliar 
adecuado no son, en general, ortogonales.

La solución para el caso vectorial se basa en una propiedad satisfecha por los 
vectores propios 9 i de un operador no autoadjunto A  y los vectores propios Xj de su 
operador adjunto A *, es decir, los vectores que satisfacen las ecuaciones de valores 
propios

AOi =  cnOi, (2.5)

A j Xj  =  (XjXj  , (2.6)

donde y a j  son los correspondientes valores propios. Esta propiedad establece 
que ambos conjuntos de vectores cumplen una relación de biortogonalidad [33, 34], 
a saber,

(x¿ > Qj) =  8\j > (2-7)
donde (®, o) es el producto escalar ordinario del espacio de Hilbert de las funciones 
de un cierto subconjunto S  de R2 en C2 de cuadrado integrable, £ 2(S C R2,C 2). 
Los valores propios de cada uno de estos dos operadores resultan ser conjugados, 
uno a uno, de los del otro.

Si reescribimos la ec. (2.4) en términos de ét =  ee£, donde e es el tensor comple­
tamente antisimétrico en dos dimensiones —es decir, ét =  (e*, — e*) en coordenadas 
cartesianas y §t =  ( e j ,— e*) en coordenadas polares—, las ec. (2.3) y (2.4) pueden 
reescribirse como

Lht(i) =  $  ht( i) , L^ét(j) =  (P jY  § t(j), (2.8)

poniéndose de manifiesto que los operadores que rigen la evolución de h t(¿) y ét(¿) 
son adjuntos uno del otro1 y, por lo tanto, que sus vectores propios satisfacen una 
relación de biortogonalidad, ec. (2.7),

(®t(*)’kt(j)) =  . (2.9)

Si se restaura la notación tridimensional original, se ve inmediatamente que esta 
propiedad no es sino la relación satisfecha por los campos electromagnéticos conocida 
habitualmente como de “ortogonalidad” [2],

(ét(i). hty)} =  J  (®t(») * k tü )) 03 =  J  (e(0 x ^ i ) )  -*d8 = 6ij. (2.10)

LEsto puede obtenerse fácilmente realizando el cálculo explícito, es decir, comprobando que

(L 'x ,9 )  = ( x ,L d )  ,
siendo x  y 0 funciones arbitrarias del espacio de funciones en el que están deñnidos L y LL
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La falta de ortogo alidad en sentido estricto de los vectores propios de un ope­
rador no autoadjunto podría llevar a pensar que no se puede expandir una función 
arbitraria en términos de estos autovectores, pero, de hecho, para realizar una ex­
pansión en modos sólo se requiere una base completa así como los proyectores en 
cada uno de sus subespacios unidimensionales. El producto escalar de un campo ar­
bitrario E y los vectores propios Xi del problema adjunto nos selecciona las diferentes 
componentes de E en términos de 0¿, es decir,

H =  ^ < Xi,S>9i . (2.11)
i

En otras palabras, el proyector sobre el subespacio generado por 0¿, P¿(°), viene 
dado por (x í , °).2 De esta forma, por el mero hecho de tener un problema no auto- 
adjunto existe una relación de biortogonalidad que permite calcular las componentes 
de un vector en la base de los vectores propios del operador en cuestión. Una vez se 
han identificado cuáles son los proyectores que nos permiten realizar las descompo­
siciones modales, se puede seguir análogamente los mismos pasos que se dan en el 
caso escalar, es decir, representar matricialmente cada operador en una cierta base, 
resolver la ecuación de valores propios resultante diagonalizando la matriz obtenida 
y, utilizando los modos calculados, estudiar cualquier observable que se desee, como 
puede ser la dispersión cromática o la dependencia con la longitud de onda de la 
transmitancia de un dispositivo.

En el caso particular de que L  sea autoadjunto, es decir, L — L \  los vectores 
propios di y Xi coinciden y, por lo tanto, la relación de biortogonalidad se reduce 
a una relación de ortogonalidad, {Qi,Qj) =  (Xi,Xj) — &\j- En este caso, los valores 
propios ¡3f  son necesariamente números reales.

Los resultados expuestos definen el marco en el que se fundamenta nuestro mé­
todo vectorial. La idea última es poder encontrar los modos de una guía de ondas 
arbitraria caracterizada por una distribución de índice de refracción n =  n(xt). Co­
mo se ha indicado, la propagación electromagnética en esta guía está descrita por 
un par de sistemas de ecuaciones análogo al descrito en las ecs. (2.8). Pues bien, 
sea L  el operador diferencial matricial correspondiente al problema que pretende­
mos resolver, h t(¿) y ét(¿) los vectores propios de L y respectivamente, y (3i la

2 Alternativamente, este campo arbitrario E  también puede descomponerse en términos de los 
vectores Xi proyectando sobre los vectores di, es decir,

=  =  ^ 2  (di,  z )  Xi  •
i

Esto es equivalente a añrm ar que tenemos dos posibles resoluciones de la identidad,

Í = E l'M*! = E •
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constante de propagación del i-ésimo modo; entonces, los sistemas de ecuaciones 
que describen esta guía son

£ h t(*) =  0i h t( i) , L^éty) =  (/?2)* é t(j). (2.12)

Ahora definamos un problema auxiliar como el de una guía caracterizada por 
una distribución de índice de refracción ñ de la cual conocemos sus vectores propios, 
h t (p) y ét(q), y sus respectivas constantes de propagación, ¡3p. Las ecuaciones que 
describen el problema auxiliar son, pues,

¿ht(p) =  Pp h t(p) , L % (q) =  (Pq)* ét(q) , (2.13)

y, por tanto, el conjunto de sus vectores propios, h t(p) y ét(<j)> forman una base 
biortonormal. Como ya se ha dicho, estos modos pueden utilizarse para representar 
matricialmente cualquier operador lineal que actúe sobre funciones de nuestro espa­
cio de Hilbert, y, en particular, el operador L. Es decir, expandiendo los vectores 
propios de L  y L* en términos de los vectores propios de L  y

kt(i) =  y > ( 0 Á ( P) > ét(j) =  ^2^{j)q^(q) » (2-14)
p q

y proyectando convenientemente, podemos representar las ecuaciones de onda aso­
ciadas a la distribución n, ec. (2.12), en forma matricial. En particular, para L  
queda

^   ̂ =  P¡ C(i)p . (2.15)
q

Cada uno de los elementos de matriz Lpq se puede calcular mediante la expresión

Lpq ~  (®t(p)> Lh.t(q')) =  Ppfipq +  (®t(p)j Aht(q)) » (2.16)

donde se ha descompuesto el operador L  de la forma L = L +  A. El operador
diferencia A viene dado por3

A =  kl (n2 -  ñ2) +  x (Vt x o) . (2.17)

La diagonalización de la ec. (2.15) proporciona los valores propios Pf y los vec­
tores propios h t(») =  Ylp c(*)p^t(p)’ ^  decir, las constantes de propagación y los 
modos. Además, con esta forma de abordar el problema, y dado que la solución es 
una superposición lineal de los modos auxiliares, podemos asegurar que los modos

3Nótese que el término V tn 2/ n 2 no puede reescribirse como Vt ln n 2, ya que n 2 no es diferen­
c ia r e  en las discontinuidades y, por lo tanto, no se puede aplicar la regla de la cadena. Lo mismo 
sucede para ñ.
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del sistema problema satisfacen las ligaduras entre componentes de los campos deri­
vadas de las ecuaciones de Maxwell a la vez que las mismas condiciones de frontera 
exteriores que el sistema auxiliar.

Alternativamente, podríamos resolver el problema centrándonos en las compo­
nentes et. En este caso, a partir también de las ecs. (2.12) y (2.14) puede escribirse

= [/}?)'dii)p, (2.18)
9

con
Lpq — (h t(p),Z^ét(q)) =  (Pp) 6pq +  (b t(p), A^ét(g ) ) , (2-19)

y L + = ¿ t  +  At.
De todas formas, cuando se ha de representar la densidad de flujo en la es­

tructura guiadora, o calcularse los coeficientes de acoplo entre dos guías diferentes, 
es necesario disponer simultáneamente de las componentes transversales del campo 
eléctrico y del magnético. Si se ha obtenido h t(¿) podría calcularse el resto de las 
componentes del campo, y en particular §t(¿), utilizando directamente las ecuaciones 
de Maxwell, aunque, en general, ésta no es la manera más eficiente de hacerlo.

También puede calcularse aprovechando que es biortogonal a ht(¿)- Es 
decir, si desarrollamos la relación de biortogonalidad satisfecha por estos campos, 

=  6ij, en términos de los campos auxiliares, ét(p) y ht(9), que también 
son biortogonales, se obtiene, haciendo uso de las ecs. (2.14), que

(étíOjhtü)) =  T I d(i)vc(j)g ^®t(p)>Üt(g)  ̂ =  y  ̂ (»)pc(j)p > (2.20)
P9 P

o lo que es lo mismo, que las matrices formadas por los coeficientes de los desarrollos 
de los vectores propios de L  y están ligadas por la relación

[<¡'F =  [c]-1 . (2.21)

Por último, otra forma de calcularlos es utilizar el hecho de que la representación 
matricial de Lt es, como matriz, la adjunta de la de L, esto es,

(£*)„, =  ( L „ y  , (2.22)

por lo que no es necesario recurrir a la ecuación (2.19) para calcular los elementos de 
la matriz adjunta. Los vectores propios obtenidos diagonalizando la ec. (2.18) son 
biortogonales respecto de los resultantes de la diagonalización de la ec. (2.15), pero
no estarán normalizados. Este problema se puede subsanar fácilmente por medio de
la ec. (2.20), es decir, imponiendo que

E d( V w P =  1 - (2.23)
V
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Sin embargo, los modos calculados mediante la ec. (2.21) —o por las ecs. (2.22) 
y (2.23)—, aun siendo biortonormales, no satisfacen exactamente las ecuaciones de 
Maxwell al quedar indeterminada una constante por cada modo, que multiplica a 
h t(i) y divide a §t(¿). Para determinar estas constantes basta con calcular explíci­
tamente a través de las ecuaciones de Maxwell una —o, mejor, algunas, si estamos 
pensando en un problema que hemos de resolver numéricamente y deseamos mini­
mizar los errores de redondeo— de las componentes de cada uno de los vectores; 
si bien esto no es necesario para, p. ej., calcular la transmitancia de dispositivos o 
representar la distribución de densidad de flujo puesto que en las expresiones invo­
lucradas aparecen siempre emparejados h t(¿) y ét(i), cancelándose en estos casos las 
constantes mencionadas.

El método que se ha presentado generaliza los métodos modales ordinarios, apli­
cables a la propagación escalar en guías — L — —, al caso completamente vectorial
— L  L*— utilizando propiedades matemáticas de los operadores no autoadjuntos 
que definen sin ambigüedades el problema algebraico asociado.

Es interesante resaltar que el carácter no autoadjunto de L está presente incluso 
cuando el medio no tiene pérdidas —es decir, siendo n una función real—. Este 
carácter es inherente a la propagación electromagnética en un medio no homogéneo, 
ya que es precisamente el segundo sumando de la ec. (2.17), el responsable del 
acoplamiento de las diferentes componentes del campo, el que no es autoadjunto 
—aun siendo n  real—. Este hecho pone en evidencia la relación que hay entre el 
carácter no autoadjunto de L  y la descripción completamente vectorial dada por sus 
vectores propios.

Por último decir que se ha realizado un desarrollo alternativo al de la primera 
parte de esta sección basado en una formulación lagrangiana de la propagación del 
campo electromagnético en un medio con invariancia traslacional. Ese desarrollo 
ha sido presentado recientemente y no se ha incluido en este resumen por brevedad 
[35].

2.2 Verificación. Fibra de perfil en W
El sistema auxiliar ha de proporcionarnos una base en la que representar el 

sistema problema. Sin embargo, si el sistema que se pretende describir es abierto, 
como es el caso de las fibras ópticas o de las guías ópticas integradas, el espectro 
del operador que describe el sistema problema, y por ende también el del auxiliar, 
tendrá una parte continua, cuyo tratamiento es siempre una cuestión delicada. La 
forma más sencilla de evitar este inconveniente es discretizar los espectros rodeando 
ambos sistemas con un blindaje perfecto, es decir, introduciéndolos en una caja 
confinante. El hecho de blindar ambos sistemas nos permite tener una base auxiliar
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con un número discreto de modos.
Claro está, los modos del sistema problema encerrado dentro de la caja notarán, 

en general, el efecto de la frontera confinante situada a una distancia finita. Sin 
embargo, la perturbación que sufrirán será menor cuanto mayor sea el tamaño de 
la caja, por lo que el sistema real estará representado más fielmente por sistemas 
blindados con cajas mayores. Este efecto debido al volumen finito del espacio es 
más significativo para longitudes de onda grandes como se puede ver en los ejemplos 
numéricos mostrados en la Publicación I, que ya comentaremos más adelante.

Por otra parte, la matriz [Lpq] es de dimensión infinita, por lo que, para poder 
desarrollar un método realista, se ha de trabajar con un número finito de modos 
auxiliares, descartando los menos significativos. En general, los modos del sistema 
problema estarán mejor descritos cuanto mayor sea el número de modos auxiliares 
utilizados. De la misma forma, una base auxiliar que comparta las características 
más relevantes del sistema problema convergerá más rápidamente.

Sin embargo, para el caso con simetría de revolución que estamos tratando, el 
número de modos auxiliares necesarios para alcanzar una cierta precisión crece, 
aproximadamente, de forma lineal con el cociente entre el radio del blindaje y el 
radio de la estructura guiadora. Por esta razón, necesitamos un compromiso entre 
estos dos parámetros para poder minimizar el tiempo de cómputo. Eligiendo ade­
cuadamente el radio del blindaje y el número de modos auxiliares podemos obtener 
resultados con una precisión mayor que un valor previamente establecido.

Por último, si el sistema auxiliar y el sistema problema poseen una misma si­
metría, el operador A no mezclará los subespacios generados por modos del mismo 
orden respecto a esa simetría. Esto implica que simplemente ordenando los índices 
de los modos de forma que queden contiguos los del mismo orden, la matriz A pq 
—y, por tanto, también Lpq— aparecerá estructurada en submatrices dispuestas a lo 
largo de la diagonal asociadas a cada uno de los órdenes de esa simetría, pudiéndose 
entonces diagonalizar cada una de ellas por separado.

U na fibra monomodo de perfil en W

El método propuesto se ha aplicado a modo de ejemplo a una fibra multicapa 
constituida por el núcleo, una envoltura interior y otra exterior, de forma que el 
índice de la capa intermedia es menor que el de las dos restantes. Esta fibra posee 
una dispersión cromática que se anula para dos longitudes de onda en el rango de 
trabajo [36], o equivalentemente presenta un extremo local, por lo que posee un 
comportamiento acromático. Los detalles de nuestros cálculos se pueden encontrar 
en la Publicación I y en la ref. [35].

Este problema tiene la ventaja tanto de ser no trivial como, simultáneamente, 
de tener una solución exacta, lo que nos permite contrastar nuestros resultados y al
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mismo tiempo hacer hincapié en la importancia de la elección del sistema auxiliar y 
del número de modos necesarios para trabajar con una precisión previamente esta­
blecida. La elección del problema auxiliar se basa, en primer lugar, en la posibilidad 
de disponer de sus soluciones —lo cual es una condición necesaria— y, en segundo 
lugar, en su parecido con el problema real. En este caso se ha elegido como sistema 
auxiliar un medio homogéneo blindado de radio R  (véase fig. 2.1).

1
¡ -* 1  a
1
i

....A lenvExt —

1
i

i 1
¡

j

r « — R — ►
i

r+b-to

\

(a) (b)

Figura 2.1. Perfil radial del índice de refracción para (a) la fibra auxilliar y (b) la 
fibra de perfil en W. R es el radio del blindaje, y a y b los radios del núcleo y de la 
envoltura interior, respectivamente. En todos los casos considerados a =  3,4 /xm y 
b/a =  1,73.

Hemos calculado la constante de propagación ¡3 del modo fundamental para di­
ferentes valores de los dos únicos parámetros libres del problema, a saber, el número 
de modos auxiliares para cada polarización, M , y el radio de la fibra auxiliar, R. 
Con ellos hemos efectuado diferentes pruebas que evidencian las propiedades de con­
vergencia de nuestros resultados. Así, en la fig. 2.2 se muestra la evolución del error

6
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<uu.
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u
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- 4
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500 10 20 30 40

Número de modos: M

Figura 2.2. E rror relativo de la constante de propagación del modo fundam ental 
en función del número de modos, M , para  un valor fijo del radio del blindaje del 
sistem a auxiliar, R.
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relativo de la constante de propagación del modo fundamental con el número de mo­
dos auxiliares M  manteniendo el volumen del sistema auxiliar constante (R/ a  =  8). 
Como puede verse, los valores propios se acercan rápidamente a un valor asintótico 
—ligeramente menor que el valor teórico— al aumentar el número de modos.

Sin embargo, para un valor fijado de M,  puede resultar que con un radio R 
relativamente pequeño se obtengan mejores resultados que con uno mayor. Este 
hecho aparece ilustrado en la fig. 2.3, donde se pone de manifiesto la importancia

M -  50

0 10 20 30 40 50

Radio normalizado: R/a

Figura 2.3. Error relativo de la constante de propagación del modo fundam ental en 
función del radio del blindaje del sistema auxiliar, R, para un valor fijo del número 
de modos, M.

de la resolución espacial. En ella se muestra la evolución del error relativo con el 
radio /?, manteniendo esta vez el número de modos constante (M  =  50). La curva 
presenta un crecimiento suave hasta que alcanza un valor crítico. A partir de este 
punto se pierde, de nuevo, precisión. Esto es debido a que al aumentar el volumen 
sin incrementar simultáneamente el número de modos, empobrecemos la precisión 
con la que describimos las estructuras espaciales del sistema en cuestión. Cuando 
una estructura espacial fundamental del problema no se describe adecuadamente, 
aparece una brusca pérdida de precisión. Para tratar este problema, recurrimos 
al concepto de resolución espacial, definida como el número máximo de periodos 
espaciales de la base auxiliar que pueden acomodarse en la estructura que hemos de 
resolver, M/ ( R/ a ) .

En la fig. 2.4 se muestra de nuevo la evolución del error relativo con ñ , pero man­
teniendo ahora una resolución espacial fija, elegida para describir adecuadamente el 
detalle más pequeño del perfil del índice de refracción del ejemplo. Puesto que la 
resolución espacial es constante en esa curva, sólo aparecen los efectos debidos al 
volumen finito. Para valores pequeños de i?, los efectos del volumen resultan apre-
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Figura 2.4. E rror relativo de la constante de propagación del modo fundam ental en 
función del radio del sistem a auxiliar, R, m anteniendo fija la resolución espacial, 
M/(R/a) .

ciables. Sin embargo, debido al comportamiento suave de esta curva, los efectos de 
volumen se pueden eliminar fácilmente, sin pérdida de precisión, mediante una ade­
cuada extrapolación. Nótese también que en la fig. 2.3 aparecen simultáneamente 
los efectos del volumen finito y de la baja resolución espacial.

Las figs. 2.3 y 2.4 ilustran el procedimiento que se ha seguido para poder de­
terminar los valores de R  y M  que nos dan la solución buscada con un tiempo de 
cómputo realista.

Para un valor fijo de R,  se va incrementando M  hasta alcanzar un valor suficien­
temente próximo al valor asintótico. Esto asegura que se tiene suficientes modos en 
la base auxiliar para resolver adecuadamente los detalles del perfil del índice. Ha 
de tenerse en cuenta que la mejora de la precisión se produce a saltos al ir resol­
viéndose las diferentes subestructuras (véase fig. 2.2). El valor asintótico del que 
se ha conseguido una buena aproximación está afectado por el efecto del volumen 
finito utilizado. Si ahora se aumenta el tamaño de la caja manteniendo fija la reso­
lución espacial alcanzada, se verá cómo evolucionan las asíntotas de la fig. 2.4 al ir 
eliminando el efecto de volumen.

Para poder calcular la dispersión cromática se requiere una precisión relativa­
mente grande ya que ésta depende de la segunda derivada de (5{uj). La fig. 2.5 
demuestra que nuestro método puede proporcionar con precisión este parámetro, 
siempre que se elijan unos valores adecuados para el radio del blindaje y el número 
de modos auxiliares. Nótese que el comportamiento acromático de la dispersión 
característico de este tipo de fibras se describe correctamente con nuestro método 
modal. Se puede observar que existe todavía una ligera discrepancia entre la curva 
teórica, A, y la correspondiente a R  =  8a que, como ya hemos nombrado, sólo es
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Figura 2.5. Dispersión crom ática D de la fibra de perfil en W  en función de la 
longitud de onda. Se m uestra la solución analítica A en línea discontinua y la 
solución numérica obtenida con M =  50 y tres radios del blindaje diferentes. La 
precisión alcanzada con R =  4a y R =  6a, incluso con M  =  50, es pequeña debido 
a que el efecto de volumen finito depende fuertem ente de la longitud de onda.

perceptible para las longitudes de onda más grandes.

2 .3  E jem p lifica c ió n  d e las p o sib ilid a d es. G u ías de  
m icro o n d a s con  e lem en to s  d ie léc tr ico s

Con la idea de mostrar la generalidad del método expuesto en la sección 2.1, lo 
hemos aplicado a un campo tan distinto del de la sección anterior como es el de las 
guías de microondas rellenas con elementos dieléctricos (Publicación VI).

El análisis de estos problemas resulta ser más sencillo ya que, al estar los sistemas 
confinados, su espectro es discreto, no apareciendo el problema del efecto de volumen 
inherente a la utilización de una frontera artificial a distancia finita discutido en la 
sección 2.2. En otras palabras, en este caso la frontera es física. Por otra parte, el 
hecho de que sean comparables las dimensiones de las paredes que definen la guía y 
de los elementos dieléctricos introducidos conlleva que el número de modos auxiliares 
necesarios para alcanzar una determinada resolución espacial sea mucho menor que 
en el caso abierto.

Por contra, las dimensiones macroscópicas de las guías de microondas permiten 
la realización práctica de distribuciones de índice de refracción mucho más complejas 
que las abordables, en general, en el caso de guías ópticas. Como se ha indicado 
en la Introducción, los muchos métodos desarrollados para resolver estos problemas 
adolecen de un excesivo carácter ad hoc, siendo necesario replantear el problema 
o rededucir las ecuaciones involucradas por el mero hecho de introducir un nuevo
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elemento en la guía, aun siendo igual a otro ya existente.
La generalidad de la aproximación propuesta en la sección 2.1 permite el desarro­

llo de programas de cálculo muy versátiles y flexibles. En nuestro caso, la adición 
de un nuevo elemento a la estructura guiadora se resuelve con la suma de algunos 
términos a los elementos de matriz ya conocidos.

Además, dado que todas las integrales que han de calcularse para evaluar los 
elementos de matriz Lvq, ecs. (2.16) y (2.17), pueden ser resueltas analíticamente 
en la mayoría de los casos de utilidad práctica, la técnica propuesta resulta ser 
extremadamente eficiente desde el punto de vista computacional.

G uías de m icroondas con elem entos dieléctricos

En la Publicación VI se ha aplicado nuestro método a una amplia gama de guías 
de microondas con estructuras dieléctricas en su interior, estudiadas previamente 
por diferentes autores. Estas geometrías, siempre descritas más adecuadamente en 
coordenadas cartesianas, comprenden estructuras con rotura de simetría e incluso 
con variaciones continuas del índice de refracción. En la fig. 2.6 se muestran los

(C )

(n\r " 0
( d )

no /11 (je) no
• w

Figura 2.6. Secciones transversales de las guías de microondas rectangulares rellenas 
de elementos dieléctricos tra tadas en esta sección.

perfiles de las guías tratadas, donde no y ni son los diferentes índices de refracción 
de los elementos insertados. En todos los casos presentados se ha tomado como 
sistema auxiliar una guía de ondas cuyas dimensiones coinciden con las de la guía 
problema rellena de un medio homogéneo de índice no, cuyos valores y vectores 
propios son bien conocidos (véase, por ejemplo, ref. [1]).

En el primer caso se muestra la aplicación trivial del método a una guía dieléc­
trica apantallada [15]. La razón entre los lados de la región dieléctrica central es la 
misma que entre los lados del blindaje e igual a 0,99, siendo las dimensiones de éste 
un factor 1,88 superior a las del núcleo. El medio que rodea al núcleo es aire. Es 
inmediato reconocer que partiendo de este caso (a), pero tomando la caja confinan­
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te suficientemente grande como para poder despreciar los efectos de la frontera a 
distancia finita, como se ha visto en la sección 2.2, se puede tratar, con la precisión 
que se desee, cualquiera de los problemas con simetría rectangular que surgen en 
óptica integrada.

La estructura tratada en el ejemplo (b) representa una guía utilizada en un 
horno de curado de resinas, analizada en la ref. [37], En este tipo de aplicaciones 
es importante la distribución del campo electromagnético ya que interesa focalizar 
la energía en determinadas regiones de la estructura —en este caso, en el centro de 
la guía— . Por ello, la guía posee un rectángulo dieléctrico centrado de índice de 
refracción ni mayor que el del medio que queda a ambos lados, Uq. De esta forma se 
consigue focalizar, más o menos, el campo variando la diferencia entre los índices de 
refracción y la anchura relativa de la barra central. A modo de ejemplo, mostramos 
en la fig. 2.7 las distribuciones de la componente longitudinal del vector de Poynting

Figura 2.7. Com ponente longitudinal del vector de Poynting para  los modos (a) 
T E o i, (b) T E 02 y (c) T E 0 3 , respectivamente, para  una de las configuraciones del 
caso (b) de la fig. 2.6.
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para los primeros modos propagantes.
El caso (c) presenta un sistema en el que hay una cierta rotura de la simetría 

respecto al sistema auxiliar —en este caso, la paridad respecto al eje x —. Está 
formado por dos elementos dieléctricos de sección cuadrada que rellenan completa­
mente la guía de microondas. Además, este problema tiene solución analítica [9] 
con la que podemos contrastar nuestros resultados. En el caso presentado, la región 
de menor índice de refracción está formada, simplemente, por aire.

Finalmente, la aplicabilidad de la técnica propuesta a sistemas con regiones con 
índices de refracción inhomogéneos se presenta en el caso (d), en el que la zona 
central, de anchura c, está constituida por un material cuyo índice de refracción 
tiene una dependencia cuadrática con la coordenada x,

7ii(x) =  no +  (ni(max) -  no)

De nuevo, el medio a los lados de la barra central es aire.
Mediante esta batería de casos, tratados en la Publicación VI, se ha ejemplifi­

cado la versatilidad del método propuesto. En el trabajo se demuestra cómo, en 
todos ellos, nuestro método proporciona la precisión requerida para reproducir los 
resultados reportados anteriormente con unos requerimientos de cálculo muy redu­
cidos —número de modos, . . .  —. La versatilidad y la eficiencia computacional del 
método pone de manifiesto la bondad e interés de la técnica expuesta.

Por último, resaltar que en ningún momento se ha requerido que las distribucio­
nes del índice de refracción fuesen reales; de hecho, el que el medio descrito tenga 
pérdidas —o ganancias—, que es un inconveniente para los métodos modales usua­
les al dejar de ser autoadjunta la ecuación diferencial correspondiente, no lo es en 
nuestra aproximación ya que eso forma parte consustancial de la técnica utilizada 
para resolver cualquier sistema.

En resumen, el método algebraico descrito a lo largo de este capítulo permite 
abordar de manera rigurosa el problema del cálculo de los modos de un sistema 
guiador arbitrario. En un futuro próximo, es nuestra intención aplicar el método 
vectorial desarrollado al estudio de diversos sistemas de interés tecnológico inme­
diato, como es el caso de dispositivos de fibra cilindrica con capas metálicas asimé­
tricas adosadas. Recientemente se han publicado algunos resultados experimentales 
relativos a dispositivos de este tipo en los que se muestra su potencial uso como 
polarizadores o como filtros selectivos para una cierta banda de frecuencias [38]. 
La posibilidad de poder describir con precisión el efecto de sus diferentes elementos 
permitirá diseñarlos más eficientemente y aprovechar al máximo sus posibilidades 
para el mejor control de la luz en fibras ópticas.
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2.4 Degeneración de los modos auxiliares
En los ejemplos mostrados en las secciones 2.2 y 2.3, las soluciones usuales de 

los sistemas auxiliares utilizados han proporcionado las bases biortogonales en las 
que representar los diferentes sistemas problema. Estos sistemas auxiliares pueden 
emplearse en la resolución de la mayoría de las estructuras dieléctricas guiadoras. 
Sin embargo, de forma general, hay una cuestión que no se ha mencionado hasta 
ahora y que es relevante para la comprensión de la aplicación del método propuesto 
a los sistemas descritos en el siguiente capítulo. Esta cuestión es la existencia de 
modos degenerados en la base auxiliar.

En la relación de biortogonalidad, ec. (2.9), satisfecha por los vectores propios 
de un operador L  y los de su adjünto L \  ha de entenderse que se han ordenado 
convenientemente los vectores de cada uno de los dos conjuntos. Si no existen 
soluciones degeneradas —es decir, la dimensión de cada uno de los subespacios 
asociados a los diferentes valores propios posibles es la unidad— esta ordenación es 
trivial, teniendo que emparejarse los vectores con valor propio complejo conjugado 
uno del otro.

En caso de que existan soluciones degeneradas, el problema es, en general, más 
complicado. Si partimos de una base dentro de uno de los subespacios degenerados,4

£ h t(»,¿o =  0i htCi.A*) i {i,u) =  (Pi)* > (2.24)

cuyos elementos satisfacen la relación de biortogonalidad,

^t(i,z/)) =  üpv i (2.25)

y se hace un cambio de base arbitrario en el subespacio,

=  • (2-26)
V V

las proyecciones entre los vectores de la base, dadas por la ec. (2.25), pasan a ser

} =  ^  AupAyg (§t(»,/>)>ht(t,<7)) =  y"! AppAyp . (2.27)
pe p

Es decir, los vectores de la nueva base no serán, en general, biortogonales.
La propia ec. (2.27) nos indica los pasos a seguir para conseguir una base bior- 

togonal. Si partimos ahora de una base en el mismo subespacio con proyecciones

4 En realidad, los espacios vectoriales en los que están definidos et y h t son diferentes, aunque 
a un subespacio generado por vectores h t degenerados con valor propio le corresponde otro 
subespacio generado por vectores @t degenerados con valor propio (/3?)* y de la misma dimensión. 
Así pues, si suponemos que elegimos elementos en cada uno de los respectivos subespacios ligados 
por las ecuaciones de Maxwell podemos, abusando del lenguaje, identificarlos.
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(©t(i,/i)jht(t,i/)) =  n M„ no diagonales, mediante un proceso semejante al de ortogo- 
nalización de Gram-Schmidt [25, sec. 9.3], podremos cambiar a una base en la que 
la matriz II sea triangular, es decir,

=  M — v  > (2.28)

pero como la matriz de proyecciones ha de ser simétrica (véase ec. 2.27) y el cambio 
de base se lleva a cabo mediante una matriz y su traspuesta, II' =  AIL4T, la matriz 
así obtenida ha de ser también simétrica, es decir, la matriz de proyecciones es 
diagonal en la nueva base —IT =  I —.

Sin embargo, la aparición de modos degenerados es debido a la existencia de 
simetrías en el sistema [24], lo que, en la práctica, nos reduce drásticamente la 
complejidad del problema. Por ejemplo, en cualquier sistema auxiliar con simetría 
de rotación, como es el caso presentado en la sección 2.2, los modos han de tener 
orden azimutal l definido, y de éstos, los de l >  0 aparecen en parejas degeneradas. 
La base en la que la dependencia azimutal viene dada por las funciones eos{l<f>) y 
sin(Z0) resulta ser biortogonal y, por contra, la base de “polarización circular”, 
no lo es.

De todas formas, el hecho de que una base no sea biortogonal no implica necesa­
riamente que no pueda ser útil para nuestros fines en determinadas circunstancias. 
En el caso comentado, si la distribución del índice de refracción es real, la depen­
dencia radial de los modos puede tomarse también real [2, p. 593] y, entonces, los 
modos descritos en la base de “polarización circular” satisfacen la relación

kt(¿,i/)) =  » (2.29)

que también puede ser utilizada para realizar las descomposiciones modales.
Esta aparición de simetrías —y degeneraciones— es máxima en el sistema des­

crito en el capítulo siguiente.
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Capítulo 3

Guías con envoltura de 
cristal fotónico

3.1 Introducción. U n m odelo preliminar unidimen­
sional

Los cristales fotónicos han suscitado un creciente interés en los últimos años por 
su potencial importancia en el desarrollo de nuevos dispositivos optoelectrónicos 
[39-41]. La relevancia de estos nuevos materiales se deriva de la posibilidad que 
brindan de controlar la luz de una manera totalmente nueva y de gran utilidad 
práctica. Estas estructuras dieléctricas poseen una modulación periódica tridimen­
sional del índice de refracción, siendo su periodo del orden de la longitud de onda 
del campo electromagnético en el rango óptico. Esta disposición periódica provoca 
un comportamiento de los fotones en su interior similar al de los electrones libres en 
la estructura cristalina de un semiconductor [42, 43]. La propiedad más relevante 
de los cristales fotónicos es, pues, la posibilidad de presentar bandas de frecuencia 
prohibidas — photonic band gaps— [44-46], es decir, rangos de frecuencias en los 
que la propagación de la radiación electromagnética no está permitida. Su existen­
cia conduce a un gran número de interesantes y útiles propiedades, incluyendo la 
localización de luz en defectos [47-51] y la inhibición de radiación [52, 53].

Alterando la perfecta simetría traslacional de un cristal fotónico se pueden obte­
ner estados localizados, en los que sus frecuencias caen sobre una banda prohibida. 
Esta rotura de la periodicidad se puede llevar a cabo sustituyendo todo o parte del 
material de una cierta celda unidad de la estructura por otro de índice mayor o me­
nor que el original. En el primer caso, esta modificación genera un estado permitido 
en el interior de la banda prohibida próximo a su límite superior, de forma similar a
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la inyección de átomos dadores en un semiconductor; mientras que la segunda situa­
ción conlleva la aparición de un estado ligeramente por encima de su límite inferior, 
análogamente a lo que sucede en un semiconductor cuando lo dopamos con átomos 
aceptores. Variaciones en la cantidad de material sustituido y en la diferencia de 
índice permiten seleccionar la frecuencia del modo localizado.

Aunque este fenómeno de confinamiento de la luz ha sido observado y analizado 
en diferentes estructuras, existe un efecto relacionado, de alto interés, relativo a la 
propagación de luz en cristales dieléctricos que tienen una periodicidad bidimensio- 
nal en el plano (x , y ) rota por la presencia de un defecto, pero son continuos en la 
dirección z. La realización física de tales estructuras constituye lo que se denomi­
na una fibra de cristal fotónico (véase fig. 3.1). Recientemente se han publicado

Figura 3.1. Esquema de una fibra de cristal fotónico.

los primeros resultados que demuestran la viabilidad experimental de este tipo de 
fibras [54, 55]. Así pues, estas estructuras están formadas por una fibra delgada 
de sílice que presenta una alineación de agujeros de aire en forma hexagonal que 
se extienden a lo largo de toda su longitud. La periodicidad transversal está rota 
por la ausencia de uno de estos agujeros, lo que supone un defecto en la red. El 
hecho de que la luz pueda ser localizada en los defectos se convierte aquí en unas 
propiedades guiadoras muy particulares exhibidas por este tipo de fibras, y así, los 
estados ligados de la estructura transversal —los estados localizados— se convierten 
en los modos guiados a lo largo de la fibra. Estas fibras presentan propiedades que 
las diferencian y las hacen únicas en relación a las fibras convencionales, en términos 
de la estabilidad del espectro de modos guiados. En concreto, pueden ser diseñadas 
para ser monomodo para cualquier longitud de onda, sin importar el radio de la 
fibra [54, 56]. Este notable resultado se debe a la fuerte dependencia con la longitud 
de onda que presenta el índice de refracción efectivo de la envoltura formada por el 
cristal fotónico.
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Por todo lo expuesto, y dado el gran interés despertado por estos dispositivos, 
hemos abordado el estudio de los mecanismos teóricos que describen sus propieda­
des. Como un primer paso, y debido a la complejidad estructural de las fibras de 
envoltura de cristal fotónico, hemos empezado estudiando un modelo simplificado 
unidimensional de las fibras de cristal fotónico, resoluble analíticamente utilizando 
técnicas convencionales, que permitiera la comprensión de las bases físicas de sus 
propiedades (Publicación II). Este modelo comparte con las fibras de cristal fotónico 
reales sus propiedades más características, por lo que ha sido de gran ayuda en el 
posterior estudio de éstas.

A continuación, se exponen los resultados más interesante de este modelo sim­
plificado. En las siguientes secciones se presenta la adaptación que se ha realizado 
del método modal vectorial descrito en el capítulo anterior para la resolución exacta 
de las fibras de cristal fotónico (Publicación III), así como los resultados obtenidos 
hasta la fecha con él (Publicaciones III-V).

U n m odelo unidim ensional

El modelo simplificado estudiado es el de una estructura guiadora consistente 
en un apilamiento de láminas paralelas de sílice separadas por aire y dispuestas 
perpendicularmente a ambos lados de una lámina central, también de sílice, a modo 
de radiador de calor (véase fig. 3.2). La lámina central actúa como un defecto en

n núcleo ( -  n l):núcleo

Figura 3.2. Guía plana con envoltura de cristal fotónico unidimensional. Las lámi­
nas que forman la envoltura están dispuestas perpendicularm ente al núcleo, como 
las aletas de un radiador de calor.

el cristal fotónico unidimensional formado por las láminas transversales y el aire 
que las separa. Para que el modelo pueda dar cuenta de propiedades de guiado 
equivalentes a las de las fibras de cristal fotónico, se trata el caso en el que la luz 
se propaga a lo largo de la dirección para la cual el sistema presenta la simetría de
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traslación continua —el eje z—.
A diferencia de las fibras de cristal fotónico, esta estructura es tratable analítica­

mente mediante una versión convenientemente adaptada del método de la matriz de 
transferencia [57], que, en última instancia, supone la imposición de las condiciones 
de frontera adecuadas entre una combinación de ondas de Bloch inhomogéneas en la 
envoltura periódica, que decaen exponencialmente al alejarse de la lámina central, 
y de campos armónicos en el medio homogéneo que forma el núcleo. Los detalles de 
estos cálculos se encuentran recogidos en la Publicación II.

A pesar de la reducción dimensional, esta guía plana posee las principales ca­
racterísticas de las fibras de cristal fotónico. Así, soporta un número constante de 
modos para cualquier frecuencia por encima de un umbral (véase fig. 3.3), lo que 
contrasta con las guías convencionales. Además, el rango de parámetros geométricos 
donde actúa para cada polarización como una guía monomodo a lo largo de todo 
el espectro electromagnético —ignorando la absorción y la dispersión cromática del 
material— es muy amplio. Esto confirma cualitativamente el hecho observado expe­
rimentalmente de que las fibras de cristal fotónico pueden, fácilmente, comportarse 
como estructuras monomodo en un rango amplísimo de frecuencias.

El parámetro V  ( =  fcohniicieo/2-\/n^üc]eo — n^nv, siendo nenv el índice de refrac­
ción efectivo de la envoltura) controla el número de modos que una guía puede 
soportar [2]. A medida que V  se hace más grande, el “volumen óptico” —o espacio 
de fases— de la guía crece, aumentando el número de modos soportados. Este pará­
metro varía explícitamente con la inversa de la longitud de onda, de forma que, en 
general, aumenta fuertemente con la frecuencia de la luz en las guías usuales. En la 
estructura estudiada, sin embargo, el índice de refracción efectivo de la envoltura va­
ría como n ^ v —*n\ — (n/(hiko))2 cuando ko —► oo, cancelando la dependencia usual 
del parámetro V  con la longitud de onda de forma que éste tiende asintóticamente 
hacia un valor constante,

l i m V  =  % ^ ,  (3.1)
ko—too ¿ tl\

lo que contrasta con las guías de salto de índice, en las que V  tiende a infinito 
cuando ko hace lo propio. Es decir, el número de modos que soporta esta estructura 
en el límite de longitudes de onda cortas está controlado únicamente por el grosor 
relativo de las aletas respecto al de la lámina central, frnúcieo/^i (véase fig. 3.4). 
Naturalmente, el modo de alcanzar ese límite depende del periodo de la envoltura 
y de los índices de refracción de los materiales.

Además, se ha podido comprobar que este especial comportamiento se mantiene 
cuando la diferencia de índices de refracción entre las aletas y el medio que las separa 
se reduce arbitrariamente, lo que abre la posibilidad de construir fibras de cristal 
fotónico según técnicas más habituales en la fabricación de fibras ópticas.
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frecuencia normalizada: A/A
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frecuencia normalizada: A /A

Figura 3.3. Relaciones de dispersión para  dos configuraciones diferentes del “radia­
dor” . En el prim er caso, (a) h \ /A  =  0,8 y h núcieo /A  =  0,8, la estructura soporta un 
par de modos. En el segundo caso, (b) h \ /A  =  0,8 y fi.núcieo/A =  1,8, soporta dos 
pares de modos. Los modos están casi polarizados linealm ente —cuasi-TE: líneas a 
trazos, cuasi-TM : líneas continuas— . Las líneas punteadas representan el índice de 
refracción del núcleo y el valor efectivo del índice que presenta la envoltura. En los 
recuadros, se m uestran las distribuciones de potencia de los modos cuasi-TM  para  
A /A  =  2.

Por último, creemos que, a parte de su utilización como un “modelo de juguete” 
que muestra las principales características de una estructura mucho más compleja 
como es la de una fibra de cristal fotónico, esta guía también puede resultar útil 
por sí misma; por ejemplo, podría tener aplicación como guía plana monomodo en 
láseres de alta potencia.
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Figura 3.4. Parám etro V  frente a A /A  para  /inúcieo /A  =  0,8 y diferentes valores de 
h\ /A  entre 0,1 y 0,9 (curvéis continuas). Las líneas horizontales a trazos representan 
los lím ites asintóticos para cortas longitudes de onda predichos por la ec. (3.1).

3 .2  M é to d o  m o d a l v ec to r ia l con  co n d ic io n es  d e  fron­
te r a  p er ió d ica s

En este punto nos hemos centrado en adaptar convenientemente la técnica modal 
general que hemos desarrollado en el capítulo anterior al problema de una fibra 
de cristal fotónico realista, modelizando y resolviendo eficientemente su compleja 
estructura transversal bidimensional (Publicación III).

Para realizar una simulación realista de una fibra de cristal fotónico se debe tener 
en cuenta cerca de un centenar de escalones — los agujeros de aire—  distribuidos 
periódicamente en la estructura transversal del índice de refracción. Debido a es­
ta rica estructura espacial, los métodos habituales, aún sin considerar el carácter 
vectorial de la luz, tienen un grave problema de pérdida de precisión numérica.

Dado que el sistema a resolver es básicamente periódico, se podría pensar en 
tomar un sistema auxiliar estrictamente periódico, es decir, que la base fuese el 
conjunto de ondas de Bloch de la estructura periódica transversal sin el defecto. 
Sin embargo, ésta no es una elección muy adecuada por la complejidad de esta 
base, que, usualmente, ha de acabar expandiéndose en series de Fourier para poder 
operar con ella. Nosotros hemos abordado este problema insertando el sistema 
en una caja finita bidimensional, como en los otros casos del capítulo anterior, 
pero exigiendo ahora a los campos condiciones de contorno periódicas en ambas 
direcciones del plano (x ,y). Así creamos una red artificial, replicando la estructura 
original casi periódica —incluyendo el defecto central— en las direcciones x e y  
(véase fig. 3.5). El sistema auxiliar es, simplemente, un medio homogéneo, con las
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Figura 3.5. Esquema de la fibra de cristal periódico introducida en una caja rom­
boidal con condiciones de frontera periódicas.

mismas condiciones de frontera que el problema. La ventaja de utilizar un medio 
auxiliar homogéneo es que éste es invariante a traslaciones, lo que se va a mostrar 
como un hecho fundamental para poder encontrar expresiones analíticas compactas 
para los elementos de matriz del operador L.

Un primer efecto asociado a la invariancia bajo traslaciones, al igual que sucede 
en el caso de los sistemas invariantes bajo rotaciones (véase sec. 2.4), es la aparición 
de degeneración entre las soluciones. En el caso que estamos tratando ahora, el 
sistema es invariante a traslaciones según las direcciones de los ejes coordenados y, 
por tanto, habrán dos soluciones degeneradas para la dependencia de los campos 
en cada una de las coordenadas transversales. Las dos elecciones usuales para esta 
dependencia son senos y cosenos, o exponenciales imaginarias. Para satisfacer las 
condiciones de frontera, el periodo de estas funciones debe ser un submúltiplo de 
las dimensiones de la caja según los ejes coordenados, (£>1 , 1)2). Es decir, el hecho 
de imponer condiciones de frontera periódicas —o lo que es lo mismo, de replicar 
periódicamente el defecto—  y utilizar un medio auxiliar homogéneo nos permite 
expandir el campo electromagnético en series de Fourier. De estas dos posibilidades, 
es la base de senos y cosenos la que satisface la relación de biortogonalidad, ec. (2.9).

Sin embargo, podemos darnos cuenta que este sistema auxiliar es autoadjunto 
—es decir, L =  L *— , lo que abre la posibilidad de tomar a los vectores propios 
de L —que forman una base ortogonalL— como base del problema que estamos in­
tentando resolver, pudiendo realizarse las proyecciones de una forma absolutamente 
convencional. De esta manera, los elementos de matriz se pueden calcular mediante

in c lu s o  c u a n d o  ex iste  degeneración  en tre  m odos, se puede  to m ar una base en  ca d a  d e  los 
subespacios degenerados — m edian te  el p ro ced im en to  de o rtogonalización  de Gr a m y S ch m id t [25, 
sección 9.3]—  de m an era  que la base de to d o  el espacio  sea o rtogonal.



la expresión
L p q  =  ( h t ( p ) ,L h t (9) )  =  P pSpq  +  (¿ t(p )?  A ¿ t ( g ) )  • (3 -2 )

Por tomar un sistema auxiliar homogéneo se dispone de bases de funciones espe­
cialmente simples, y por ser este sistema autoadjunto, se pueden utilizar las técnicas 
de representación modal usuales. Esto nos lleva a elegir como base, para este sistema 
en particular, las exponenciales imaginarias ya que, entre las dos opciones, es la que 
proporciona expresiones más sencillas. Además, al estar desacoplada la dependencia 
espacial de la polarización, se puede tomar para este grado de libertad interno una 
base trivial. Es decit, tomamos los elementos de la base de la forma

¿t(n,a) =  exp (¿kt(n) • xt ) ut(a) , (3.3)

donde kt(n) =  27r(ni/£>1 , 712/ 1 )2 )) siendo n  =  (n i, n 2) una pareja de números enteros 
que clasifican la dependencia espacial transversal de las soluciones, y u ^ )  (s = 1,2) 
son los elementos de la base ortogonal de polarización {(1,0), (0,1)}. Nótese que, 
con esta base, realmente se ha renunciado a atribuir un estricto sentido físico a los 
campos de la base —en cada subespacio degenerado— ya que no nos preocupamos de 
que satisfagan la condición de trasversalidad respecto a la dirección de propagación.

Por otra parte, la invariancia a traslaciones de la base nos permite relacionar 
fácilmente los elementos de matriz del operador que representa un agujero en una 
posición arbitraria, V(xt(a)), con los que representan a uno que se encuentre en el 
origen de coordenadas, V'(O), es decir,

( k t (m ,r ) )  ^ ( ^ ( o j í ^ t í n . s ) )  == e x P (* (^ t(n )  ^ t (m ) )  ’ x t (a ) )(^ t (m ,r )>  ^ ( 0 ) ^ t ( n ,5 ) )  • (3*4)

Además, los elementos de la matriz de este agujero centrado, (ht(m,r)) V(0)ht(n,a))) 
tienen una expresión analítica en esta base —hemos supuesto que los agujeros son 
circulares—. Y, por último, debido a las propiedades de simetría de la red hexagonal 
centrada que representa la distribución de agujeros, la suma sobre todos los agujeros 
en una celda unidad —con defecto incluido— tiene una expresión especialmente 
sencilla cuando se toma una caja romboidal de lados iguales, £>1 =  £>2 =  NA, 
siendo N  un número natural impar,

/ •/■> , \ \ __ /  N^ — l  , (n — tq) /N  £ 7 ?  fo2 2  exp(z(kt(n) k t(m)) • Xt(a)) -  I  _x regto de cagog , (3.5)
a€celd a  '

lo que nos proporciona una expresión analítica muy compacta para el cálculo de los 
elementos de matriz, sin importar el número de subestructuras que componen la 
celda unidad elegida.

Como se dijo en la sección 2.2, la elección del sistema auxiliar es una cuestión 
muy importante para la viabilidad de la resolución práctica de un problema. En
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este caso se ha optado por uno que no posee ninguno de los rasgos característicos del 
problema a resolver pero que, por contra, es extremadamente simple. Esto, ligado 
a su invariancia a traslaciones y a que el problema está formado por réplicas de una 
subestructura elemental, conlleva una simplificación crucial que permite finalmente 
superar el problema de la pérdida de precisión numérica motivada por la complicada 
estructura espacial de la fibra.

En las dos secciones siguientes se exponen los primeros resultados obtenidos de 
la aplicación a las fibras de cristal fotónico de la técnica aquí expuesta.

3.3 Descripción vectorial de una fibra realista de 
cristal fotónico

Recientemente, y tras la publicación de los primeros resultados experimentales 
relativos a fibras ópticas con envoltura de cristal fotónico [54], han aparecido varios 
trabajos en los que, a través de diferentes modelos, se intenta explicar las muy 
particulares características de este tipo de guías.

El grupo del Prof. Russell de la Universidad de Bath (Reino Unido) justifica, 
mediante un modelo con un índice de refracción efectivo para la envoltura, el com­
portamiento de las fibras de cristal fotónico fabricadas [56, 55, 58]. Posteriormente 
a esos trabajos, y en colaboración con ellos, se estudió la estructura reducida dimen­
sionalmente descrita en la sección 3.1 (Publicación II) que, por medio del análisis 
riguroso del modelo propuesto, aclara las bases físicas en que descansan las propieda­
des clave de estos sistemas guiadores. Por último, utilizando la nueva aproximación 
al problema expuesta en la sección anterior, hemos conseguido describir la propa­
gación en una fibra de cristal fotónico realista en el marco, además, de la teoría 
vectorial. Los primeros resultados obtenidos han sido recogidos en las Publicacio­
nes III y IV, que vamos a resumir a continuación.

Pues bien, primeramente nos hemos centrado en una configuración (véase fig. 3.5) 
en la que el radio de los agujeros de aire es a =  0,3 f¿m y la distancia entre los centros 
de dos agujeros consecutivos es A =  2,3 /xm, ya que la distribución de intensidad para 
el modo guiado de esta estructura ha sido medida recientemente para A =  632,8 nm 
[54],

La estructura monomodo resultante está formada por un doblete de polarización 
casi degenerado en un amplísimo rango de longitudes de onda —al menos de 300 
a 1600 nm— (véase fig. 3.6). Estos resultados confirman plenamente los resultados 
experimentales ya que implican la existencia de una robusta estructura monomodo 
para los valores de los parámetros de la fibra reseñados anteriormente. Además, 
nuestros cálculos reproducen con excelente precisión la distribución transversal de 
intensidad experimental. El resultado correspondiente a una de las polarizaciones
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Figura 3.7. Distribución transversal de intensidad para el modo guiado polarizado 
según el eje x  de la fibra de cristal fotónico descrita en la fig. 3.6 para  A =  632,8 nm.

se muestra en la fig. 3.7 para A =  632,8 nm (c/. fig. 1 en la ref. [54]). También 
hemos calculado la distribución de intensidad transversal del modo guiado para 
otras longitudes de onda y para ambas polarizaciones. En todos los casos, el perfil de 
intensidades es muy similar al que aparece en la fig. 3.7, lo que demuestra el carácter 
robusto de la estructura monomodo tratada. Este hecho confirma el comportamiento 
de las relaciones de dispersión descritas anteriormente.

Además de simular esta singular estructura, hemos estudiado también un con­
junto de diferentes fibras diseñadas variando el periodo de la red, A, y el radio de los
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agujeros de aire, a. Al analizar las curvas de dispersión de este conjunto de fibras, 
hemos encontrado en algunas de ellas una estructura modal más rica. Así, en el 
ejemplo de la fig. 3.8 vemos que, además del doblete fundamental, aparecen otros
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Figura 3.8. Igual que en la fig. 3.6 pero con a =  0 ,6 /¿m. Los dos dobletes de 
polarización excitados están sólo ligeram ente separados, y esta separación se reduce 
a m edida que aum enta la frecuencia.

dos dobletes de polarización. A diferencia de lo que ocurre en las fibras convencio­
nales, el número de modos no aumenta con el número de ondas ko. El número de 
modos guiados en función de ko se estabiliza por encima de un cierto umbral, o lo 
que es lo mismo, permanece constante para longitudes de onda menores que una 
cierta longitud de onda umbral. Para diseños particulares se consiguen estructuras 
guiadoras en las que este número constante es precisamente la unidad. De este modo 
se obtiene una fibra absolutamente monomodo como la que se presenta en la fig. 3.6. 
Esta es una propiedad nada convencional que exhiben las fibras de cristal fotónico.

En una fibra usual, el índice de refracción de la envoltura es casi constante y 
por ello el valor del parámetro V  —el “volumen óptico” de la fibra— crece casi 
linealmente con ko. Esto permite acomodar un número creciente de modos guiados 
en el interior de la fibra a medida que la longitud de onda disminuye. Por contra, 
como ya se pudo adelantar con el modelo simplificado mostrado en la sección 3.1, 
en una fibra de cristal fotónico la estructura periódica responsable del atrapamiento 
de la luz en el defecto central crea una dependencia con ko en el índice de refracción 
efectivo de la envoltura de forma que el parámetro V  varía mucho más suavemente 
con ko. El “volumen óptico” se vuelve así prácticamente independiente de la longitud 
de onda para valores grandes de ko y, en consecuencia, también el número de modos 
guiados.

En la actualidad se encuentra en fase de redacción un trabajo en el que se
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recoge en extenso la técnica expuesta en la sección anterior junto a un análisis más 
exhaustivo de la influencia de los parámetros estructurales de las fibras de cristal 
fotónico en sus capacidades guiadoras [59].

3.4 Dispersión de la velocidad de grupo. Fibra 
acromática

Por último, y gracias a la elevada precisión de nuestra técnica de cálculo, hemos 
podido evaluar también la dispersión cromática de estas fibras de cristal fotónico 
para distintos valores de sus parámetros estructurales. Algunos los resultados nu­
méricos obtenidos con un modelo bidimensional de la fibra de cristal fotónico, pero 
en la aproximación escalar, fueron presentados por D. Mogilevtsev et al. [60].

En la Publicación V no sólo hemos sido capaces de calcular rigurosamente — 
vectorialmente— las curvas de dispersión sino que además presentamos, por primera 
vez, ciertos diseños que poseen una dispersión de la velocidad de grupo prácticamente 
nula para un amplio rango de longitudes de onda. Este resultado se ha alcanzado 
haciendo que la curva de dispersión cromática, D(A), que en general es una función 
monótona creciente, posea un máximo, cuyo valor es positivo y próximo a cero. Este 
plegamiento de la curva produce un efecto acromático en torno a la longitud de onda 
para la que la dispersión posee el extremo relativo.

Para poder realizar eficazmente este estudio se ha separado, en una primera 
aproximación, la contribución a la dispersión producida por la estructura particular 
de la fibra de cristal fotónico de la debida a la dependencia con la frecuencia del 
índice de refracción del sílice. Esta separación aditiva de ambos efectos está basada 
en la invariancia bajo cambios de escala que presentan las estructuras guiadoras si 
se considera que los materiales que las constituyen no son dispersivos. La mani­
pulación por separado de estas contribuciones permite, de forma sencilla, analizar 
diferentes posibilidades. Posteriormente, y para un cálculo ya exacto, se determina, 
primero, las relaciones de dispersión para las configuraciones estimadas, incluyendo 
directamente en el cómputo la dependencia con la longitud de onda de los materiales 
—en este caso, del sílice puro— (véase fig. 3.9), para, a continuación, y mediante el 
cálculo de su segunda derivada respecto a la frecuencia, obtener las curvas de dis­
persión buscadas, las cuales son ajustadas a los valores deseados mediante pequeñas 
variaciones de los parámetros estructurales, a y A.

En la fig. 3.10 presentamos algunos ejemplos de diseños acromáticos y mostramos 
el efecto sobre la dispersión de escalar simultáneamente el periodo y el radio del 
agujero conservando constante la razón a /A. Podemos observar cómo las curvas de 
dispersión se desplazan hacia arriba, y al mismo tiempo se ensanchan suavemente, 
a medida que el factor de escala aumenta —es decir, aumentando simultáneamente
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a y A— . Si, por el contrario, cambiamos la razón a /A  manteniendo fijo el periodo, 
producimos también un desplazamiento vertical pero obtenemos simultáneamente 
un desplazamiento sustancial, a lo largo del eje de las longitudes de onda, de las 
curvas de dispersión. Un ajuste de ambos efectos permite un excelente control sobre 
la ventana de longitudes de onda con dispersión “aplanada” próxima a cero, como 
muestra la fig. 3.11. Nótese cómo la anchura de la ventana de frecuencias en la que 
el módulo de la dispersión de la velocidad de grupo es menor de 1 ps/(nm  km) es 
mayor que 140 nm, pudiéndose, además, controlar su posición.

Estos resultados muestran cómo, con parámetros estructurales realizables física-
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mente y sin tener que recurrir a materiales distintos del sílice puro, se puede tener 
un control preciso sobre las propiedades de dispersión de este tipo de fibras ópticas.

En conclusión, hemos sido capaces de reconocer fibras de cristal fotónico que 
además de su carácter monomodo presentan también un comportamiento acromático 
para un intervalo relativamente amplio de longitudes de onda, el cual es sintonizable. 
Todo ello en el marco de la teoría vectorial de la luz y gracias a la buena precisión 
numérica que nuestro método alcanza.

Actualmente estamos realizando un estudio en el que se muestra cómo maximizar 
la anchura de la ventana de frecuencias con dispersión cromática prácticamente nula 
por medio de configuraciones de fibra con dispersión apocromática [61].
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Capítulo 4

C onclusiones

En esta tesis se ha desarrollado un método modal vectorial para la obtención del 
espectro de modos de guías de ondas electromagnéticas, extendiendo las técnicas 
de representación modal utilizadas en teoría escalar al marco de la teoría vectorial. 
El método está basado en la propiedad de biortogonalidad asociada a los vecto­
res propios de cualquier operador no autoadjunto y de su operador adjunto. En 
nuestro caso, los operadores vienen determinados por las ecuaciones diferenciales 
vectoriales que verifican las componentes transversales del campo electromagnético. 
Esta propiedad abre el camino para aplicar las técnicas algebraicas estándares al 
caso vectorial, una vez escritas las ecuaciones en forma matricial y reducidas a  un 
problema algebraico de valores propios.

El método propuesto permite calcular los modos de guías de ondas con cual­
quier perfil, sean abiertas o cerradas, incluso de aquéllas con un índice de refracción 
complejo, incluyendo, de forma natural, el carácter vectorial de las ondas electro­
magnéticas en la descripción de los modos.

Con él, y gracias a la alta precisión que puede proporcionar, se ha podido repro­
ducir el comportamiento acromático de una fibra multicapa de perfil en W; esto ha 
servido para tratar las cuestiones prácticas que surgen en la aplicación del método, 
como son el efecto de una frontera artificial en el estudio de sistemas abiertos y 
el efecto del número finito de modos de la base auxiliar que en cualquier caso se 
utilizan. También se ha aplicado a diferentes problemas de microondas; de nuevo, 
nuestos resultados han descrito perfectamente los casos que ya habían sido estudia­
dos anteriormente. De esta forma, se ha evidenciado la generalidad de la técnica 
propuesta, que, efectivamente, ha mostrado poder tratar, tanto sistemas abiertos 
como cerrados, con medios homogéneos o no, o con distribuciones del índice de 
refracción sin ninguna simetría definida.

En una segunda etapa, se ha obtenido, por primera vez en el marco de una
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teoría vectorial, los modos de estructuras guiadoras tan complejas como son las 
fibras de cristal fotónico. Además, hemos identificado diferentes diseños para los 
que la dispersión de la velocidad de grupo de estas fibras posee un comportamiento 
acromático, estableciendo, simultáneamente, un procedimiento operativo para con­
trolar las propiedades de dispersión de las fibras de cristal fotónico en términos de 
sus parámetros estructurales. En este sentido, actualmente estamos realizando un 
estudio en el que se muestra cómo maximizar la anchura de la ventana de frecuen­
cias con dispersión cromática prácticamente nula por medio de una configuración 
apocromática.

La elección adecuada del sistema auxiliar es muy importante para una eficiente 
aplicación de un método de representación modal. En el caso de sistemas guiadores 
cerrados, lo más conveniente será elegir un sistema auxiliar con las mismas fronteras 
exteriores confinantes que el sistema problema.

Por contra, para sistemas guiadores abiertos, dado que la frontera —de cualquier 
tipo— ha de tomarse siempre lo suficientemente alejada de forma que no se note 
su presencia, cualquier elección es, en principio, válida. Sin embargo, ha de tenerse 
en cuenta dos factores: por una parte, si el sistema problema posee una cierta 
simetría o rasgo característico, la utilización de un sistema auxiliar que comparta esa 
simetría o rasgo reduce notablemente el número de modos requeridos para describir 
el sistema; por otra parte, un sistema auxiliar muy complejo requerirá un mayor 
tiempo de cómputo, tanto en la obtención de la propia base, como en el cálculo de 
los elementos de la matriz y su diagonalización. De forma general se puede decir 
que si el sistema problema abierto tiene simetría circular —o aproximadamente 
circular— será conveniente utilizar un sistema auxiliar también circular, y por tanto 
confinado necesariamente; por contra, para sistemas con simetría rectangular, o sin 
simetría definida, podrá utilizarse, indistintamente, una caja rectangular confinante 
o una caja periódica —rectangular o romboidal—.

Es interesante reconocer que cuando el sistema auxiliar es autoadjunto, como 
son los casos de un medio auxiliar homogéneo con frontera confinante o periódica, 
también puede elegirse una base asociada ortogonal.

El método presentado se ha mostrado como una herramienta de análisis y diseño 
tan poderosa que en la actualidad tenemos varias posibilidades en desarrollo. A 
continuación, paso, muy brevemente, a comentar algunas de ellas.

Resultará de gran interés práctico poder establecer, a priori, cotas para el error 
producido por la presencia de la frontera —confinante o periódica— o por la trun- 
cación de la serie de modos auxiliares.

Respecto a las fibras con envoltura de cristal fotónico, junto a aspectos de im­
portancia experimental, como son el estudio de la atenuación de los modos por la 
extensión no infinita de la red cristalina o el efecto de irregularidades en la forma
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de los agujeros de aire o en su distribución, pretendemos seguir profundizando en 
el estudio de los mecanismos teóricos que describen sus propiedades. En particular, 
es de gran interés el estudio de posibles modos guiados intrabanda. A diferencia 
de los modos descritos hasta ahora, que aparecen por encima de la primera banda 
permitida, tenemos la convicción de que la inserción de un defecto de signo opuesto 
al estudiado hasta ahora generará modos guiados exclusivamente entre dos bandas 
permitidas. Un defecto de este tipo puede conseguirse aumentando el tamaño de 
uno de los agujeros de la red periódica original. Estos modos intrabanda tendrían 
la peculiaridad de ser los únicos modos guiados de la fibra, ya que la existencia de 
un defecto como el ahora propuesto impediría la presencia de modos guiados por 
encima de la primera banda de conducción.

Para estudiar el efecto de artefactos de fabricación, como son las irregularidades 
mencionadas anteriormente en la estructura de las fibras de cristal fotónico, u otros, 
ya estamos planteando, en el marco de la técnica aquí desarrollada, el cálculo de 
correcciones perturbativas de orden superior.

También tenemos la intención de analizar con nuestro método vectorial toda una 
nueva familia de dispositivos de fibra cilindrica multicapa con capas metálicas asi­
métricas adosadas, capaces de actuar como filtros de longitud de onda, polarizadores 
o sensores. Debido a la fuerte rotura de la simetría provocada por la delgada capa 
metálica depositada sobre la fibra, el análisis de estos dispositivos resulta extrema­
damente difícil, o incluso imposible, con técnicas convencionales.

Además, vamos a extender el método expuesto a situaciones no apuntadas hasta 
ahora en esta tesis, que representan un salto conceptual cualitativo en su rango 
de aplicabilidad. Pensamos adaptar nuestro método para tra tar sistemas con una 
variación periódica del índice de refracción a lo largo de la dirección de propagación. 
Podremos así estudiar el comportamiento de filtros y sensores de fibra basados en 
redes de Bragg. En estos casos, la aproximación usual es la perturbativa, lo que 
limita su validez a sistemas en los que la modulación longitudinal del índice de 
refracción sea pequeña. Nosotros pretendemos tratar con la máxima generalidad el 
problema; es decir, permitiendo variaciones cualesquiera del índice de refracción.

Finalmente, estamos convencidos que los desarrollos mencionados en el párra­
fo anterior nos van a permitir abordar el estudio de diferentes tipos de cavidades 
resonantes —ya que son dispositivos cuyo comportamiento es análogo al de una es­
tructura repetida periódicamente a lo largo del eje— con vistas especialmente a su 
aplicación al estudio de microláseres y láseres de fibra.
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Biorthonormal-Basis Method for the Vector 
Description of Optical-Fiber Modes

E nrique S ilvestre , M iguel V. A ndrés, and P edro  A ndrés, Member, OSA

Abstract— This paper gives the theoretical basis for the de- 
velopment of real vector modal methods to describe optical- 
fiber modes. To this end, the vector wave equations, which 
determine the electromagnetic fields, are written in terms of 
a pair of linear, nonself-adjoint operators, whose eigenvectors 
saüsfy biorthogonality reladons. The key of our method is to 
obtain a matrix representation of the vector wave equations in 
a basis that is defíned by the modes of an auxiliary system. Our 
proposed technique can be applied to fibers with any profile, even 
those with a complex refractive index. An example is discussed 
to ¡Ilústrate our approach.

Index Terms— Biorthogonality, biorthonormal basis, vector 
modal methods, waveguide modes.

I. INTRODUCTION

THE preferable w ay to obtain the m odes o f  optical fibers 
with cylindrical sym m etry is to so lv e  the w ave equations 

in regions or layers w ith previously know n analytical Solutions 
and then to apply the appropriate boundary conditions. This 
approach is the usual one for step-profile w aveguides. W hen  
such analytical Solutions are not available, w e  should em ploy  
m odal, perturbative or num erical m ethods.

Modal methods are widely used when the problem can be 
handled in the framework of the scalar theory [1], [2]. The 
modes of an appropriate auxiliary waveguide form a basis 
that is used to represent the scalar wave equation in matrix 
form and the modes of the system under consideration. The 
development of scalar modal methods is based on the orthog- 
onality properties of the modes of the auxiliary system and 
the solution is obtained after the diagonalization of the system 
matrix. Additionally, polarization effects can be included in 
the scalar analysis as a perturbation (see, for instance, in [3]). 
However, to the best of our knowledge, a modal method fully 
integrated in the vector theory framework has not yet been 
described.

In this paper, we describe a novel modal method to calcúlate 
the bounded modes of optical fibers with any real or complex 
index profile, which takes into account the vector nature of the 
electromagnetic fields. The method we present here is based on 
the biorthogonality property associated with the eigenvectors
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of a nonself-adjoint operator. Biorthogonality relations have 
also been used successfully in other different contexts, such 
as biisotropic planar waveguides [4] and láser resonators [5]. 
Our final interest is to deal with asymmetric metal-coated fiber 
devices [6 ].

First, we give the theoretical bases of the method, and 
second, we focus on some practical considerations when 
implementing it. Finally, in order to show the capability of 
our method, we analyze a double-clad single-mode fiber (also 
called a W-fiber) and test our results by comparing them 
against the analytical solution.

II. B a sic  T heo ry

Let us consider a médium translationally invariant along 
the z axis. We assume that the electric and magnetic fields in 
this médium are expressible as a linear superposition of fields 
with the separable form

E (x , i) =  e ( x t ) exp[i(fiz — cuf)]

H (x , t ) =  h ( x t ) exp [ i(0z -  u/i)]

where u/ is the angular frequency and 0  is the propagation 
constant. Subscript í denotes transverse components. The 
transverse components of these fields, e t and ht, when there 
are no sources present, satisfy the vector wave equations [7]

V? +  ^ n 2 + ^ j A ( V f Ao)  

V ,n 2
V* +  k20n2 +  V £

h t = 0 2h t (1) 

e t = /? 2 e t (2 )

being n =  n (x t ) the refractive index profile and ko =  2tt/X 
the free-space wave number. In these equations, we can 
identify in square brackets the operators responsible for the 
evolution of the transverse components along the z  axis.

Once a matrix representation is provided, we shall obtain the 
modes of the system by diagonalizing these operators, together 
with the appropriate boundary conditions and the constraints 
between fieid components given by M axwell’s equations.

It is important to point out, however, that in the vector 
theory, even for real refractive indexes, these operators are 
nonself-adjoint (in fact, the operators defined by ( 1 ) and (2 ) 
are adjoint to each other), whereas in the scalar theory (and 
for real indexes) both operators are self-adjoint. This is the 
key question that distinguishes both cases and prevents blind 
application of the techniques used in the scalar approximation 
to the vector case.

0733-8724/98$ 10.00 © 1998 IEEE
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At this point, we need to outline a basic property satisfied 
by the eigenvectors o f a nonself-adjoint operator, L, and
the eigenvectors Xj  of its adjoint, Lt , i.e., the eigenvectors
that fulfill the eigensystems

L6i = k 6 i  (3)

L'X i =l*jXj (4)

where U and í* are the corresponding eigenvalues and * 
denotes the complex conjúgate. This property States that both 
sets of eigenvectors satisfy a relation named biorthogonality 
[8 ], [9]

<X¿> 8j) =  (5 )

where (o, o) is the ordinary scalar product in the Hilbert space 
of the square-integrable complex functions on 7Z2, L2(TZ2, C).

So, if we identify those eigenvectors with the transverse 
components of the magnetic field and the electric field, re- 
spectively

* = ( " « ? )  <®

and their respective eigenvalues, U =  fi?, we can recognize 
the biorthogonality relation as the well-known “orthogonality” 
relation satisfied by the electromagnetic fields [7]

(Xi,  8j )  =  1 (Xí ■ 8i )  d s =  í (e¿ A h ,)  • z da. (7) 
J-R? J-R?

Because of the symmetry of the example shown in the next 
section, we choose, with no loss o f generality, polar coordi­
nares for representing electric and magnetic field components.

Now, in order to perforan a modal expansión, only a 
complete basis and the coraesponding projector onto the one- 
dimensional subspace generated by each eigenvector are re- 
quired. The scalar product of a field 9 and the eigenmodes Xi 
of the adjoint problem selects the different components and 
gives the modal expansión of 9 in terms of the eigenmodes 9i, 
i.e., 9 =  Yli  (Xiy 8)9i• In other words, the projector onto the 
subspace generated by P¿(o), is given by (x¿, °). So, when 
we have a nonself-adjoint problem, there is a biorthogonality 
relation given by (5) that allows us to obtain the coefficients 
of the modal expansión in terms o f the eigenvector basis of 
such a nonself-adjoint operator.

In the case o f L being self-adjoint, i.e., L =  Lt , the eigen­
vectors 9{ and xí  are the same, and therefore the biorthogonal­
ity relation (5) simplifies into the usual orthogonality relation 
(i9i , 9j) =  6ij, and the eigenvalues (3? become real numbers.

Once we have shown the relation between the properties of 
nonself-adjoint operators and the vector wave equations of the 
electromagnetic field, we can represent (1) and (2) in matrix 
form in the basis provided by an auxiliary system. With this 
aim, we need an appropriate auxiliary system, described by an 
index profile ñ, that provides the auxiliary basis

LOi =  0?9i,  and L %  =  C ^ Y X i -  (8)

Of course, the eigenvectors of L  and V  satisfy the biorthog­
onality relation (5), {Xi , 9j)  =  6xj, and they are the modes 
of the auxiliary system when this system is regarded as a 
waveguide.

By breaking down the problem under consideration to L =  
L +  A, and expanding the eigenvectors of L  and Ü  in terms 
of the auxiliary eigenvectors

8 \  — y  , C \ k 8 k i  X i  =  y  d j k X k  (9)
k k

we can represent the vector wave equations in matrix form. 
Each element of the matrix can be calculated by means 
of the expression

Lij  =  {x í , L9j)  =  ¡326ij +  (xu A 9j). (10)

As an example, in the case of circular symmetry [n =  n (r)], 
the A operator becomes

A = k l [ n 2 — ñ 2] ^  ^

r(n2y (ñ2y i ( o 0 \
n2 ñ2 \d* 1 "1 o

In this way, (1), for instance, can be written for an arbitrary 
eigenvector 9i, as the algebraic eigensystem

J ^ LikCik = f id j .  (12)
k

Its diagonalization provides the eigenvalues ¡3f and the eigen­
vectors 9i =  J2k °ik9k, i.e., the propagation constants and the 
modes.

With this approach, we can ensure that the eigenvectors 
of the system under study satisfy the links between field 
components derived ffom M axwell’s equations and also the 
outer boundary conditions of the auxiliary system. This is trae 
as the solution is a linear superposition of auxiliary modes.

We can also solve the problem by paying attention to 
components e t . In this case, (2) can be written for an arbitrary 
eigenvector as

£ £3*4¡* =  (A?)-*,' <13)
k

with

£*» = (»j. £'**> = ( f t  A '» >  04)

and V  = I* + A t.

in. IMPLEMENTATTON OF THE METHOD

A. General Considerations

The auxiliary system must provide a basis to represent the 
system under consideration. However, the treatment o f the 
continuous part of the spectram is a tricky question in surface

1.2
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Fig. 1. Index profile for (a) the auxiliary fiber and (b) the W-fiber. R: shield 
radius; a and 6: core and inner cladding radii. respectively.

waveguides. The simplest way to solve this problem is to 
surround both systems with a shield (a perfect conductor). 
This allows us to have an infinite but discrete basis.

It is noteworthy that the wider the shield is, the closer 
spaced are the modes of the shielded and unshielded versions. 
Therefore the unshielded system will be represented more 
accurately by a larger shield. This effect, introduced by the 
finite volume, is worse for larger wavelengths as will be 
illustrated by the numerical example in the following section. 
On the other hand, the number of required auxiliary modes 
to achieve a given precisión goes up roughly as the ratio 
between the radius of the shield and the radius of the guiding 
structure. For this reason, we need a compromise between 
these two parameters in order to minimize the computing time. 
By choosing properly both the valué for the shield radius and 
the number of auxiliary modes, we can obtain results with an 
accuracy higher than a previously fixed valué.

B. A Double-Clad Single-Mode Fiber

With the aim of testing our method, we have applied it 
to a double-clad single-mode fiber (i.e., a W-fiber) using a 
shielded homogeneous médium as auxiliary fiber (see Fig. 1). 
Note that the W-fiber can be solved using the standard method 
and this fact provides a way of checking the performance of 
our method.

The modes of the auxiliary fiber define the auxiliary basis, 
and are the well-known TM and TE modes of an homoge­

neous circular waveguide. We give some details on this mode 
spectrum in the Appendix, but we do not include its derivation 
since it can be found in different textbooks, as for example in 
[10].

Once di and /3, are known, we have to work out, fol­
lowing ( 1 0 ), the matrix coefficients Lij  of the vector wave 
equation corresponding to the W-fiber. Again, we give some 
mathematical details in the Appendix.

We have focused our attention on solving the algebraic 
eigensystem (12), changing the radius R  of the shield and 
the number of auxiliary modes, Ai (we take always 50% 
of TM type and 50% of TE type). In order to compute the 
dispersión of the W-fiber, we have taken into account the 
Sellmeier constants for puré silica [11], and thus, the material 
dispersión has been directly included in the calcuiations. All 
the numerical results that we give throughout the following 
discussion correspond to the case of a W-fiber whose outer 
cladding is puré silica, n core =  n outclad +  0.0055, n ie lad  =

1 . 4 5 5

M = 20
1 . 4 5 0

M = 14,

U = 10

1 .4 4 5

1 . 4 4 0
1.5 1.71.2 1.3 1.4 1.6

X.(um)

Fig. 2. Effective refractive index of the fundamental mode r] as a function 
of wavelength. Analytical solution A and numerical solution obtained with 
R  =  8a and three different numbers of auxiliary modes, M  =  10, M  =  14, 
and M  =  20.

. 4 5 5

M = 10

1 . 4 5 0

R = ia

. 4 4 5

1 . 4 4 0
1.71.61.51.2 1.3 1.4

Mpm)
Fig. 3. Effective refractive index of the fundamental mode rj as a function 
of wavelength. Analytical solution A and numerical solution calculated with 
10 auxiliary modes and three shield radii R  — 4a, R  — 6a, and R  =  8a.

TWciad -  0.0051, a =  3.4 /xm, and b /a  =  1.73, as is 
considered in [ 1 2 ].

Fig. 2 gives the effective refractive index o f the fundamental 
mode as a function of wavelength for a fixed valué of R  and for 
three different numbers of modes Ai. This figure also includes 
the exact (i.e., the analytical) solution for comparison. From 
the above figure we can conclude that, in principie, we need 
to increase the number of modes to come cióse to the exact 
solution, which is what one would expect.

Instead, for a fixed valué of Ai, a relatively small radius 
R  can provide a better result than a larger valué o f R.  This 
fact is illustrated in Fig. 3. The above situation is equivalent 
to describing a feature of a periodic function by adding only 
a finite number of terms of its Fourier series expansión. If 
the size of the detail is not too small with respect to the 
period, a relatively small number o f terms will be enough 
(this is the case of R  =  4a). In contrast, if the characteristic 
to be reproduced is quite small respect to the period, a higher 
number of terms will be needed (this is the case of R  =  8 a).

1.3
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Mnm)
Fig. 4. Difference between the effective refractive index obtained with the 
numerical solution r¡ and the analytical solution rj' versus wavelength for 
R  =  4a  and for four different valúes of the number of auxiliary modes 
M  =  10, M  =  20, M  =  30, and M  =  100,

M = 1 00

Ai = 60O
X

C  -20  
I

5

M = 30

-40

Ai = 20

-60
1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

Mnm)

Fig. 5. Difference between the effective refractive index obtained with the 
numerical solution rj and the analytical solution rj' versus wavelength for 
R  = Sa and for four different valúes of the number of auxiliary modes 
M  =  20, M  =  30, M  =  60, and M  =  100.

The above figures show that our method may provide a 
reasonable accuracy with a relatively small shield radius and 
a low number of modes (R  =  8 o and M  =  20 in Fig. 2 and 
R  =  4a and M  =  10 in Fig. 3). However, this preliminary 
result may be misleading since some useful parameters, such 
as the fiber dispersión, require a rather higher accuracy than 
that which is suggested by Figs. 2 and 3.

Figs. 4 and 5 show in detail the difference between the 
effective refractive index calculated with our modal method 
and the valué provided by the analytical solution, 77—77'.  At the 
same time, these figures illustrate the procedure to be followed 
in order to determine the valúes of R  and M  that give us the 
required solution with a realistic computation time.

For a fixed valué of R,  as M  increases 7 7 - 77'  decreases 
and asymptotically approaches a certain valué, as one can 
see in Figs. 4 and 5. However, examination of the curves in 
Fig. 4  reveáis that if R  is too small, the asymptotic valué of 
the difference is relatively large. Consequently, the calculated 
solution with our method and the exact solution are rather 
different. The previous procedure must then be repeated with 
a larger valué of R.  When R  is large enough (see Fig. 5), 
77 — 77'  is, for all wavelengths, smaller than a valué that could 
be fixed in advance. We conclude that the error of our method 
may be smaller than a few parts per million, for example, if 
we consider R  =  8a and M  =  100 in this particular W-fiber.

Such a relatively high accuracy is necessary to compute the 
dispersión correctly since it depends on the second derivative. 
Fig. 6  demonstrates that our method is suitable to compute 
accurately such a parameter, provided the right shield radius 
and the proper number of modes are chosen. Note that the 
achromatic dispersión effect typical in this type of fiber is 
well reproduced.

When the analytical solution is not known, the above 
reasoning still holds. The conventional manner to act is 
to calcúlate the asymptotic valué of the effective reftactive 
index for increasing valúes o f R. The convergence of these 
asymptotic valúes will establish when the solution has been 
achieved. Actually, it is not necessary to make this calculation

M =  100  .

2

0
R = 6 a

-2
R =  8 a

-4
1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

Mtun)
Fig. 6. Dispersión of the W-fiber, D . as a function of wavelength. Analytical 
calculation A and numerical calculation with M  =  100 and three different 
shield radii. The accuracy reached with R — 4a and R  =  6a, even with 
M  =  100, is low. So, in these two cases the computed dispersión is far away 
ffom the theoretical curve.

for the whole wavelength range of interest. It will be enough 
to study the convergence for the most unfavorable case (in 
general, the larger wavelengths).

IV . CONCLUSIONS

This paper presents a method that extends the modal tech­
niques used in scalar theory to the framework of the vector 
theory. This method is based on the biorthogonality property 
associated with the eigenvectors of any nonself-adjoint opera­
tor. In our case, the nonself-adjoint operators are those defined 
by the vector wave equations of the transverse components 
of the electromagnetic field. This property clears the way for 
applying standard algebraic techniques to the vector case, once 
the equations are written in matrix form and reduced to an 
algebraic eigenvalue problem.

The proposed method allows us to calcúlate the bounded 
modes of optical fibers with any profile, even those with a

1.4
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nonreal refractive index, and at the same time it includes the 
polarization in the description of the fiber modes.

The method has been tested with a W-fiber. The high 
accuracy required to calcúlate correctly the dispersión of such 
a single-mode fiber is fully achieved by our method.

This technique can be applied to a wide set of different 
problems, such as the study of grade-index waveguides or 
systems with a nontrivial symmetry, or the understanding of 
the effect of a given layer in multilayer waveguides. The 
method could be applied, as well, to solve difffactive optical 
problems, such as the calculation of the modal structure in 
difffactive subwavelength gratings.

At present we are paying attention to some of the above 
problems, focusing, in particular, our interest on the effects 
of an asymmetric metallic layer onto the mode spectrum of a 
dielectric waveguide, what will be discussed elsewhere.

A ppendix

The auxiliary basis is constituted by the TM /m and 
TE/m modes of an homogeneous circular waveguide properly 
normalized to fulfill (5). In order to specify which mode 
corTesponds to the di eigenvector, we have established a four- 
subscript nomenclature, 9piqm. The first subscript p has only 
two valúes, ± 1 , and is determined by the degeneration of the 
whole mode spectrum (l >  1 ); p  =  + 1  corresponds to the 
case in which the axial component of the electric field depends 
on e o s a n d  p  =  - 1  to the case in which it depends on 
s in {l(p). The second subscript l is the standard azimuthal order. 
The third subscript q has only two valúes: 1 and 2 where 1 
corresponds to TM  modes and 2 corresponds to TE modes. 
Finally, the fourth subscript m  is equal to the second subscript 
of the standard TM[m and TE(m notation.

However, because of the symmetry of the waveguide, it 
may happen that the auxiliary modes with different valúes of 
p  and l generate sepárate families of modes. In other words, 
the matrix o f coefficients L ,j may split into sepárate matrices. 
In the case of a W-fiber, the matrices for modes with p =  + 1  

and p =  - 1  (and / >  1 ) are identical and give rise to the well- 
known degeneration related to the circular symmetry. Henee, 
in this particular case we have only needed to consider modes 
with p =  + 1 .

If the modes 9piqm are arranged in sequence according to 
the number formed by the four subscripts from lower to higher 
valúes, then the subscript i used to specify the auxiliary mode 
9i will be the positive integer that specifies the position in the 
above sequence. We start from 1 for the first mode, 0 _ io n  in 
the general case, or 0 + io n  in our case since we only consider 
p =  + 1 .

The corresponding eigenvalues, ¡32lqm, are determined by 
the propagation constants of the TM¡m and TE<m modes

™ y 2$U m =fc02ñ2 -

= /Cgñ2 -

R

j'{ l ,  m)
R

(TM modes)

(TE modes)

(A l)

(A2)

where in this case ñ  =  n outclad and j ( l ,  m)  and j ' ( l ,  m)  
represent the m th real root of the first-kind Bessel function 
of order l, J¡(z) and of its derivative, J[(z) ,  respectively. Of 
course, the eigenvalue ¡3? with a single subscript corresponds 
to the constant ¡3plqm, in the same manner that is associated 
with 9piqm.

Using the above criterion, the matrix coefficients for the
W-fiber, derived from (10), are given by

- 0 j 6 i j  +  k l  I ds(n 
I-r.3

. ko - 2 
+ *2b"

/  ds(n2 -  ñ 2)z ■ ( é lt A h J t)
J n 3

/ +7T
d4>ejx (a, <f>)éir (a , <f>)

*7T

r+* -i
+bg(b) / dcf>éjz (b, 4>)éi r (b, <f>) 

J — TT
(A3)

(A4)

where Zq is the intrinsic impedance of vacuum and

/ \ _  n 4 ( r+ )  -  n 4 ( r ~ )
) 2 n 2 ( r + ) n 2 ( r —)

being n ( r+ )  and n ( r - )  the limit of n(£) when ^ —► r  from 
the right and from the left, respectively. In the above equation, 
én  and hJt denote the transverse components of the electric 
and magnetic field of the auxiliary modes i and j ,  respectively. 
Similarly, é¿r and éJZ stand for the radial and axial components 
of the electric field of the same modes i and j .  The last two 
integráis on the rims r =  a and r  =  b appear as a result of 
the second term of the operator A in (11). Note that the step- 
index profile of the W-fiber reduces (n 2) ' to two D irac’s delta 
functions and, thus, the surface integral o f the scalar product 
in ( 1 0 ) splits into two one-dimensional integráis.

Once the field components of our auxiliary basis are inserted 
into (A3), all the radial integráis can be reduced to a single 
type, for which we have worked out an analytical solution, as 
shown in (A5) at the bottom of the page where the functions 
E f and E f are defined by

Ef(r) =aj!Ji(kr) + /3¡Yi(kr) (A6)
Éf(r) « a ? J ,+1(*r) +  Y,+,(Jfcr) (A7)

Ji and Y¡ denote the first- and the second-kind Bessel functions 
of integer order l and a f  and are two arbitrary constants.

(k =  k') 

(k #  k')
(A5)
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lyzed, and the behavior of ita bound modes is investigated. This finned guide exhibits many of the same fea- 
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1 .  I N T R O D U C T I O N

A new form of optical fiber—the photonic crystal fiber— 
h as recently  been repo rted . 1' 3 This fiber has  a hexago­
nal a rray  of subm icrom eter a ir  holes run n in g  along its 
leng th  and a filled-in a ir  hole (or line defect) in  its center. 
The filled-in a ir  hole acts as a core, confining light, w hich 
trave ls along th e  fiber axis as a guided mode. This s tru c ­
tu re  can be designed to be endlessly single mode, i.e., 
never to support m ore th a n  one confined mode regard less 
of the  d iam eter of the  fiber or the w avelength of the 
lig h t . 1,2 This rem arkab le  re su lt is due to the  strong  
w avelength dependence of th e  effective refractive index in 
the  tw o-dim ensional photonic crystal cladding, which is in  
tu m  caused by th e  un u su a l properties of photonic crysta ls 
w hen these crysta ls a re  excited in the  cutoff band beyond 
the  critical angle, i.e., by evanescent fields. I t  tu m s  ou t 
th a t  the  effective refractive index of the  cladding rises as 
the w avelength decreases, in such a m an n er as to cancel 
the  norm al dependence of th e  V  p a ram ete r on reciprocal 
w avelength. Indeed, the  V  p aram ete r tends to a con- 
s ta n t  asym ptotic valué th a t  itse lf  depends on th e  air- 
filling fraction of th e  photonic crystal cladding.

H aving discovered th is  effect experim entally  and pro- 
vided the above qualita tive  explanation  for the  observed 
behavior, we have asked th e  question  w hether a sim ilar 
effect could exist in  a sim pler s tru c tu re  such as a 
m ultilayer stack  w ith a s tru c tu ra l defect. The m ost ob- 
vious exam ple of such a s tru c tu re  is a stra igh tfo rw ard  
one-dim ensional m u ltilayer stack , w ith an  enlarged high- 
index layer as the  defect or core; however, th is  lacks an  
im portan t d istinctive fea tu re  of th e  photonic crystal fiber: 
The core is no t directly  connected to extended cladding 
m ateria l of the sam e refractive index. Moreover, a  one- 
dim ensional m u ltilayer s tack  will also support Bragg 
w aveguide modes and  th u s  cannot be single mode a t  all 
frequencies .4 In  th is  paper we discuss the  guidance 
properties of a finned dielectric waveguide s tru c tu re  (Fig. 
1 ) th a t  displays m any  of the  sam e features as the  photo­
nic crystal fiber. W e consider only propagation in th e  z

direction, along which the  s tru c tu re  is in v a rian t. The 
ana lysis  of th is  s tru c tu re  is analy tically  trac tab le  by a 
specially adapted  transfe r-m atrix  m ethod, w hich has 
some fea tu res in common w ith  th a t  em ployed to tre a t  p la­
n a r  photonic crystal w aveguides . 5,6 Briefly, th e  m ethod 
involves m atch ing  the  Bloch w ave fields of th e  cladding to 
p lañe w aves w ith in  th e  defect layer.

T his paper is organized as follows. In  Section 2 we 
p resen t a m athem atical description of th e  s tru c tu re  and 
give expressions for the  Bloch w ave fields in  an  infinite 
periodic m édium  w ith th e  sam e properties as th e  finned 
cladding regions. Three-dim ensional w ave-vector dia- 
g ram s are  used to illu stra te  wave-vector m atch ing  along 
the  boundaries and how it gives rise  to guided modes. In 
Section 3 we show how to m atch th e  fields a t  th e  wave­
guide boundaries and derive the  guided mode Índices. In 
Section 4 th e  V valué of the  s tru c tu re  is ob tained and 
com pared w ith the V valué of a nonperiodic p la n a r  wave­
guide w ith  th e  appropriate  (po larization-dependent) aver- 
age cladding refractive index a t  low frequencies. Section 
5 contains resu lts  and  some discussion, an d  conclusions 
a re  d raw n  in Section 6 .

2 .  B L O C H  F I E L D S  I N  I N F I N I T E  
M U L T I L A Y E R  S T A C K

A. T ransfer-M atrix  Form alism
In th is  subsection we follow closely th e  developm ent in 
Ref. 7. The cladding of our guiding system  is m ade of a 
d ielectric stack  of a lte m a tin g  layers of refractive Índices 
/ij and  a 2 a n d w idths h x and h 2 , w ith  th e  s tack  period 
being A
= (hi  + h 2). W hen a stack  extends in fin itely  in  all 
th ree  sp a tia l directions, the  easiest w ay to w rite  its  Bloch 
modes is to choose one axis (e.g., y) o rien ted  norm al to the 
layer boundaries and the  o thers (x and  z )  in  the  p lañe of 
the  layers. These o ther axes can be chosen in  such a way 
th a t  th e  field has  no varia tion  w ith one of them , e.g., x, 
and  is harm onic in th e  o ther one, w hich allows separation  
of th e  fields into transverse-electric  (TE: H x = Ey = E z

E x = H y = H x— 0) and  transverse-m agnetic  (TM:

0740-3232/98/123067-09$15.00 © 1998 Optical Society of America
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finned cladding ¡j

finned cladding

hj h2 A
Fig. 1. Finned structure. The thickness of the central 
waveguiding layer (the core) is /iM. The fins have width h ! and 
extend to z = ±®, and the pitch in the m ultilayer cladding re- 
gions is A. The y axis points normal to the fins, th e z  axis points 
perpendicular to the core layer, and propagation along the z axis 
is considered. To mimic the photonic crystal fiber, n m = n¡ 
throughout this paper.

= 0) s ta te s  w ith  respect to th e  p lan es of th e  stack . (NB: 
The quasi-T E  and  quasi-TM  po larization  s ta te s  in  the 
gu id ing  core are  defined d ifierently ; see Section 5.) In 
each case all th e  field com ponents can be w ritte n  in  term s 
of th e  su rv iv ing  x  com ponent th ro u g h  th e  expressions

TE: E = (1 ,0 ,0 )/;, H =  - ^ — ( 0 , - i P o ,  - d , ) f e ,
1*0*0

TM: E = —— (0, - i p 0, - d  )fm , 
i k 0n ¿( y )

H = (1, 0, 0) f m , (1)
w here k 0 is the  vacuum  w ave vector, z 0 = \¡n0 /e 0 is the
vacuum  im pedance, and  n ( y )  is th e  periodic refractive in­
dex of th e  stack. In  each case th e  function f  m ay be ex- 
pressed  as

ft if io,  ky '< * . y ,  z )

= e x p (- i/3 02)exp(-iA :yy).B<[/?o2,sign(fcy); y ] . (2)

w here p 0 is th e  p ropagation  co n s tan t along th e  z  axis, ky 
is th e  reduced  Bloch w ave vector (i.e., th e  one in  th e  first 
B rillouin  zone), and  B t[ p 02, sign(fcy); y ]  is a periodic 
function of y  w ith  period A. T he TE and  TM s ta te s  are 
identified by t = e , m ,  respectively. The p Q and  ky pa- 
ram e te rs  are  re la ted  by th e  equation

A(<)(/302) = cos(AyA). (3)
w here A (t)(/3o2) is th e  d> D  elem en t of th e  tra n sfe r  m atrix
M. (See A ppendix A for th e  elem en ts and  properties of 
M.) Only w hen k 2 2* 0 can we have an  in tensity  pat- 
te m  th a t  is periodic along th e  y  d irection, w hich im plies 
th a t  |A (í)(/J02)| 55 1. In  a s im ila r way, since th e  fields 
th u s  fa r a re  defined in  a n  in fin ite  periodic space, the 
physical ones m u s t be restric ted  to  th e  case in  which 
0 o2 3* 0 .

B. Graphical Representation of Our Approach
E quation  (3) can be g raphically  rep resen ted  as a wave- 
vector d iagram  (Fig. 2), w hich is a  p lot of all real-valued

wave vectors p erm itted  in  the  infinite periodic m édium . 
The B rillouin zone rep ea ts  in  the  ky direction a t  in te rvals  
of K,  w hich is th e  g ra tin g  vector 2W A, w here A is the  
pitch. In  th e  (k x , k z = p 0) plañe the  loci of the  edges of 
the various stop bands a re  plotted and  appear as circles.

In the  finned w aveguide, th e  guided modes th a t  in te r- 
es t us occur betw een  th e  m áxim um  possible rea l valué of 
P0 in th e  z  d irection  in  th e  periodic regions and the  m áxi­
m um  valué in  th e  defect layer, k 0n co. This ensu res th a t, 
while th e  Bloch w aves in  th e  periodic cladding regions are 
evanescent, th e  p lañe w aves in  the  defect layer are  p ropa­
gating; these  a re  th e  correct conditions for th e  appearance 
of guided modes. T here  is in  fact an  infinite num ber of 
evanescent Bloch w aves for a fixed valué of /?; fu rthe r- 
more, th e  finned s tru c tu re  requ ires th a t all of these  are 
inhom ogeneous in  th e  (x , z ) plañe, i.e., evanescent in  th e  x 
direction and  p ropaga ting  in  th e  z  direction. T his re ­
quires a sligh t m odification to th e  transfe r-m atrix  form al- 
ism, as described in  Subsection 2.C.

C. Inhom ogeneous Bloch Waves
As our system  is a  p la n a r  guiding structu re , in w hich we 
expect th e  energy flow to be directed along th e  z  axis, we 
are in te rested  only in  Bloch waves, which n e ith e r decay 
ñor grow, in  th e  y  d irection. For th is  reason we can  re- 
stric t ourselves to th e  s itua tion  in  which not only the  field 
in tensity  b u t also its  am plitude is periodic in th e  y  d irec­
tion. In  th e  case of a mode of the  finned w aveguide, w ith  
core rays zigzagging in  th e  (z, z) p lañe, th is  im plies th a t  
ky = 0 , in  w hich case th e  y  com ponent of the  group veloc- 
ity  of th e  Bloch w aves, vys \  tu rn s  ou t to be 0. U nder 
these conditions, th e  function in Eq. (2) takes the  sim pler 
form

f A P o ’. x ,  y ,  z )  = e x p ( - i p 0z ) B t(P02-, y ) ,  (4)

w here th e  possible valúes of P0 are  now th e  roots of the 
equation

A«>(A,2) = 1. (5)

Equations (1), (4), and  (5) describe Bloch waves p ropaga t­
ing along th e  z  axis, being periodic along th e  y  axis and 
constan t along th e  x axis. I t is clear th a t any  ro ta tion  in 
the coordinate system  in  the  p lañe (x , z) will give us a 
Bloch wave p ropagating  in  a given direction in  th a t  plañe.

Now, to ob ta in  th e  field expression in  th e  cladding, we 
m ust im pose two conditions. F irs t, the  field in  th e  core 
and in  both cladding regions m u st have the  sam e valué of 
propagation constan t along the  z axis, p, since we are  in ­
te rested  in  th e  propagating  modes in th is  direction. Sec- 
ond, since we are  looking for guided modes, we requ ire  
confinem ent of th e  fields in a región in  and  around  the  
core. Both conditions are  satisfied w hen we m ake a ro­
ta tion , th rough  a purely  im aginary  angle, around  th e  y  
axis in  th e  reference system  of th e  cladding regions. This 
ro tation  allows us to obtain fields in the  cladding w ith a 
previously fixed valué of p,  th e  propagation constan t of 
the  mode, and  a  purely  im aginary  x com ponent of the  
wave vector, k x . As th e  transfo rm ation  is a ro tation , the
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m odulus of th e  w ave-vector projection in  the  (x, z) p lañe 
m ust be conserved, sa tisfy ing  th e  relation

f i o2 =  k 2 +  /32 . (6 )

The electric and  m agnetic fields for the  previously TE and 
TM Bloch waves can now be expressed as

TE: E = (fi, 0, - k x)ft ,

H = ¿¿“ (" M r*  - ^ o 2. ~Pdy)f' ,

TM: E = ° ■■ ( ~ k xdy , - i / 302, ~fidy)fm ,
i k Qn ¿( y )

H = (fi, 0, - k x)fm ,
and the  f  functions become

f t(kx , f i \ x , y , z )  =  e x p f- tT * ,*  + f iz ) ]B, ( f i02; y) .

I t  is s tra igh tfo rw ard  to verify th a t  th ese  expressions sat- 
isfy the  field equations for th e  periodic m édium .

From  Eq. (6 ) we can infer th a t  th e  fields in  th e  cladding 
will no t be described by only one ro ta ted  Bloch wave bu t 
by a lin ear superposition  of an  infin ite num ber of Bloch 
waves. Each of these w aves is associated  w ith  one of the 
infinite num ber of roots of Eq. (5), even those nonphysical 
in  a purely  periodic m édium  (fio2 <  0). A pplying an  ap- 
p ropria te  ro tation  to each Bloch wave, we will be able to 
have a field in  the  cladding w ith  a defined valué of ¡3. 
Therefore, using the  index i to m ark  th e  different valúes 
of fio. we obtain the x  com ponent of th e  wave vector of the 
¿th Bloch wave w ith  po larization  t  as

k x(t ,  i )  =  ±[ f i 02(t ,  i )  ~  f i 2^ ,  (9)

w here the  sign of k x( t ,  i )  m u st be selected in  such a way
(8 ) th a t the  field decays aw ay from th e  core.

-i -0.5 0 0.5 1 1.5

PoA/Jt 

(a) TE

PoA/7l

(c) TE

-0.5 0 0.5
PqA/tc 

(b) TM

-0.5 0 0.5
P0A/7t

(d) TM

Fig. 2. Wave-vector diagrama for a finned structure with h xl A = 0.8, h „ / A  = 0.8, and A /\ = 0.25. The diagram s have been calcu- 
lated for a valué of equal to twice the refractive index of silica. n% rem ains equal to 1. The left-hand plots show all the allowed real 
wave vectora in the (k y , fi0) plañe for (a) TE Bloch modes, electric field in the x direction; (b) TM Bloch modes, magnetic field in the x 
direction. The right-hand plots (systems of concentric circles) show the stop-band edges for the periodic cladding regions for (c) TE and 
(d) TM. In all the figures the outermost dashed circle representa the locus of máximum wave vectora in the puré silica core. The two 
arrows in (c) and (d) represent the real-valued componente of the wave vectora of the two fundam ental zigzag rays (i.e., those w ith a zero 
ky component) of the guided mode.
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Now we can write the most general form of the modal 
ñelds in the cladding as

E = e x p ( - i0 z )2
¡ - i

V',¡ exp[-¿M e. i)*]

x [0,0, ~kx(e, i)]Be(i\ y)

+ y m,i exp[~ikx(m, i)x] i k0n2{y)

X [kx{m, i)dy , i p 02{m, i), í3dy]Bm{i\ y)

H = exp ( - i 0 z ) 2
¿-i

Vm,i exp[-ikx(m, i)x]

X [0,0, ~kx(m, i)]Bm{i; y) 

+ Ve i exp[~ikx(e, i)x]

-1
i¿oz(

[kz{e, i)dy, ¿00 (e, i), / 3 d y ] B e(¿; y)

(10)

where B t(i; y) = B,[0o2U, i); y ] and Vti are constants 
to be determined.

To facilítate the matching procedure between the fields 
in the cladding and in the core, we note that B t(i; y)  is a 
periodic function of y with period A and expand the fields 
in the cladding in a Fourier series along the y direction. 
These expansiona will break the fields down into a sum of 
terms whose y dependence is ruled by linear phase factors 
of the form exp(-inKy).  The y  component of the wave 
vector of the nth elementary plañe wave of all the Bloch 
waves can be defined as ky(n) = nK.

3 .  G U I D E D  M O D E S

To obtain the guided modes of the system, we now need 
only to describe the fields in the core and match them to 
the fields in the cladding, applying the proper boundary 
conditions. Since the core is a homogeneous médium, its 
field can be described easily as a linear superposition of 
plañe waves. The wave vectors of each of these plañe 
waves, k  = (kx, ky, £,), would, in principie, be re- 
stricted only by the relation |k |2 = k 02n J 2, where n is 
the refractive index of the core layer. In the following 
sections we set n c0 = n x, the refractive index of the silica 
fins. But matching along the y direction with the el­
ementary plañe waves of the Bloch waves of the cladding 
will now restrict the y  component of the wave vectors to 
be equal to some of the ky(n), and, of course, all compo- 
nents in the mode must share the same propagation con­
stant along z, 0. These two conditions fix completely the 
allowed wave vectors in the core through the equation

k = [±«(n), ky{n), 0],
3 2 -11/2 ( 11)*(n) = + [V "co2 "  ky2(n) -  0-T

At this point, we can make use of one of the symmetries 
shown by the system. In addition to the translational 
discrete symmetry of the cladding (and, therefore, of the

whole system), which allows Bloch waves to exist, the sys­
tem is symmetric with respect to the central plañe of the 
core, the plañe x = 0. This discrete symmetry forces the 
mode components to be symmetric or antisymmetric, al- 
lowing us to focus our attention on only one interface. Of 
course, Maxwell’s equations fix the relative symmetries 
among the field components. When the component of the 
electric field normal to the interface Ex is symmetric, the 
transverse components of the magnetic field Hy and Hz 
will also be symmetric, and the other components Ey , E z , 
and Hx will be antisymmetric. The opposite is the case 
when Ex is antisymmetric.

Now we can write the most general form of the modal 
fields in the core as

E = exp(—¿0z) 2  exp[-iAy(7i)y]^+p n(x)

z aK{n)
£/e,„[O,0, -* ,(» )] + Um¡n

X [0, kJn) ,  0]

x [02 + ky2(n),0,0]j,

m  ,n

^Ô co

“ 2q

k 0nc

H = exp(-i0z) 2  exp[-¿¿y(n)y]U_p,n(x)7l « - a o  \

-x(n)
Um¡n[0 ,0 ,  -* ,(» )] + Ue¡n k 0z 0

X [0 ,£ y(n ), 0 ] g+p-n(x)u^n\ koZo

X [ 0 2 + ( 12)

w here g + i ^ x )  =  c o s [ k ( / i ) x ]  and g - i ^ x )  =  - i  
x sin[#f(n)x], w ith  th e  p a ra m e te r  p tak ing  th e  valué p 
=  + 1 w hen th e  tran sv e rse  com ponents of th e  electric 
field are  sym m etric w ith  respect to the  plañe x =  0  and 
p = - 1 w hen they  a re  antisym m etric . Utn are  con­
s ta n ts  to be determ ined .

We are  now in a position to obtain  the  d ispersión rela­
tion of th e  guided m odes of th e  system  by applying bound­
ary  conditions betw een  th e  d ifferent field regions. These 
conditions requ ire  con tinu ity  of th e  transverse  compo­
nen ts of the  to ta l electric and  m agnetic fields in  each re­
gión a t  both in terfaces, x = ± h co, or only a t x  =  + h co, if 
th e  sym m etry  of th e  system  is tak en  into account (see Fig. 
1).

Owing to th e  m a n n er in  w hich we have posed th e  prob- 
lem, we have four id en tities  re la tin g  an  infinite series of 
Bloch w aves in  th e  cladding  (i = 1, 2,...) to an  infinite se­
ries of p lañe w aves in  th e  core (n =  0, ± 1 , ±2,...). To 
solve the  problem  num erically , we need to d iscard the 
least significant te rm s of th e  d ifferent series, keeping a fi- 
n ite  num ber of te rm s. O f course, the  trunca tion  accuracy 
of the  resu lta  will increase  w ith  th e  num ber of k ep t term s, 
but, in m ost cases, very few te rm s are  enough to ob ta in  a
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good description of th e  system  properties. Calling iVBW 
the num ber of used Bloch w aves of each polarization and  
N Pw th e  m áxim um  order k ep t in  th e  Fourier expansions, 
we can reckon up th e  unknow ns and equations in  the 
problem. On th e  one hand , we have 2IVBW Bloch waves 
in the  cladding (Vt i i , t = e , m ,  i = 1,..., IVBW) and 
2(2IVPW + 1) p lañe w aves in the  core (£/,_„, t = e,  m ,  n 
= 0 , ±1,..., ± N P\f/). O n th e  o ther hand , if  we b reak  
down the four boundary  conditions a t the p lañe x 
= +h„,  by m eans of a  F ourier expansión and keep 
2ArPW +  1 te rm s, we ob ta in  4(2IVPW + 1 ) equations. 
W ith all these  elem ents, we can build up a hom ogeneous 
m atrix  system , choosing IVBW = 2JVPW + 1 . The ele­
m ents of th is  m a trix  depend not only on the  geom etrical 
dim ensions and  th e  refractive Índices b u t also on the  
vacuum  wave vector, k 0 , and  th e  propagation constant, /?. 
The modes of th e  system  will be given by the  valúes of k 0 

and /3, m aking  th e  m a tr ix  singu lar, and th e  im plicit rela- 
tion betw een these  p a ram ete rs , w hich we obtain by set- 
ting the  m atrix  d e te rm in a n t to zero, defines the  d isper­
sión relation.

4. EFFECTIVE REFRACTION INDEX OF 
THE CLADDING AND THE V  VALUE
In th is  section we p re se n t th e  resu lts  of num erical calcu- 
lations th a t  illu s tra te  why th e  finned w aveguide is able, if  
its geom etry is app rop ria te ly  chosen, to support only one 
guided mode independen tly  of the  w avelength of th e  ligh t 
and th e  absolute physical size of the structu re . T he V  
p aram eter governs th e  num ber of modes th a t a  w ave­
guide can support:

V =
^Ô co /--- 5---
——  V*co - _ 2

>

where n d is th e  cladding refractive index. As V becomes 
larger, the  optical volum e (or phase space) of the  w ave­
guide increases, and  th e  num ber of modes rises. V itse lf  
depends on th e  reciprocal w avelength and th u s  norm ally  
increases strongly  w ith  th e  optical frequency. In  the  
finned s tru c tu re , how ever, the  periodic cladding regions 
act to counterbalance th is  increase, allowing th e  V p a ­
ram eter to tend  asym ptotically  to a constan t in th e  short- 
w avelength lim it.

As previously sta ted , th e  valué of the  propagation  con­
stan t ¡3 is bounded by th e  core refractive index and  the  
(effective) refractive index of th e  cladding:

k 0n d <  p  ss k 0n c (13)

A valué g rea te r th a n  &ortco would rep resen t a phase  ve- 
locity sm alle r th a n  th e  sm allest possible phase velocity 
w ithin th e  system . A valué sm alle r th a n  &on ci > even if  it 
were possible, would im ply th a t  the  mode spreads ou t into 
the whole of space, i.e., i t  will no t be confined. Of course, 
in our system , th e  effective refractive index of th e  clad­
ding is given by th e  h ighest valué of /30 th a t  allows a 
freely trave ling  Bloch wave to exist in the periodic s tru c­
ture in  any  direction in  th e  (x, z)  plañe.

As has been show n above, all possible valúes of 0 O a re  
given by Eq. (5). T hese valúes correspond to roots of the

elem ents J321 or C 21 ° f  the  p a rtia l tra n s fe r  m atrix  M 2i , 
w hich re la tes the  field am plitudes in  layer 2  to those in 
layer 1 (see Appendix A). The roots of B 2\ and  C 21 cor­
respond to Bloch waves for w hich f  is, respectively, a n ti­
sym m etric and  sym m etric w ith  y  abou t y  =  0. These 
sym m etry  properties are  due, of course, to o ther sym m e­
trie s  of the  finned s tru c tu re  th a t  are  no t described above. 
For exam ple, th e  s tru c tu re  is sym m etric w ith  respect to 
th e  m iddle plañe of every layer, w hich im plies th a t  field 
com ponents will have definite sym m etry —even or odd— 
w ith  respect to these planes. I t  can be verified th a t  the  
g rea te r  valué of /30 corresponds to a TE  Bloch wave of the 
s tack  (function f  sym m etric), and  th a t, for la rge  valúes of 
k 0 , /30 has a lower bound of [&o2n i 2 -  (•n’/A 1)2]1/2. I t  is 
th e n  straigh tforw ard  to prove, by expansión  of th e  equa­
tion  C 21 = 0 in a power series, th a t  th is  lower bound is 
indeed the  lim it of the  /30 m áxim um  w hen k 0 —►

T his discussion shows th a t  th e  effective refractive in ­
dex of the  cladding goes as

n cf 2 _
h 1&0

(14)

w hen k 0 —> W ith th is  re su lt we can see th a t  th e  V  pa­
ram eter, V = k 0(hm/2)[nco2 -  n ci2(&0) ]1/2> r ises asym p­
totically  to a constan t valué

TT h m 
V  = ____ —

" 2  h l '
(15)

T his contrasta  w ith a step-index w aveguide, w here 
V —►ooas&Q-*00. The optical volum e of th e  waveguide 
th u s  tends to a constan t in  the  short-w avelength  lim it, 
th e  valué of th is  constan t depending on th e  ra tio  of defect 
layer th ickness h c0 to silica fin th ickness A j , and  no t on 
th e  refractive Índices or the  pitch  A. O therw ise ex- 
pressed, the  num ber of m odes th a t  th e  guide will support 
in the short-w avelength  lim it is controlled solely by 
h co/ h l . O f course, the  m an n er in  w hich th is  lim it is ap- 
proached will depend on th e  pitch and  th e  refractive Índi­
ces of the  m aterials. Plots illu s tra tin g  th is  behavior are 
p resen ted  in Section 5.

5. RESULTS AND DISCUSSIO N
T hroughout th is  section the  p a ram ete rs  have been chosen 
to m atch approxim ately those of our photonic crysta l fi­
ber. The refractive index of silica is ta k e n  to be 1.46. 
Note th a t th roughout th is  section (and indeed th roughout 
th e  paper) quasi-TE and quasi-TM  polarization  s ta te s  re- 
fer to modes of the guiding layer (not to th e  Bloch modes 
of the  m ultilayer stacks).

Two illu strative pow er-density plo ts for quasi-TM  
guided modes are given in  Fig. 3. T he silica filling frac- 
tion  is h 1/A = 0 .8 , th e  rela tive core w id th  is h ^ /A  
=  0.3, and  the  power densities are  p lo tted  for A/X = 2 
and  A/X = 6 . We can see th a t  th e re  is a  s trong  concen- 
tra tio n  of m odal power in  th e  silica fins an d  th a t  th e  mode 
sp reads out quite far into th e  cladding along th e  fins. At 
no valué of A/X does th e  s tru c tu re  su p p o rt any  higher- 
o rder tran sv erse  modes. The m odal shape does no t de­
pend strongly on optical frequency over th is  range of A/X, 
i.e., th a t  modal area does not change significantly. I t  is
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in te re s tin g  th a t,  in  th is  p a rticu la r  case, th e  finned struc­
tu re  su p p o rts  only a  quasi-TM  m ode w ith  respect to the 
core (i.e., electric field para lle l to th e  x axis). T his mode 
rem a in s as th e  core th ickness is reduced, m erely  spread- 
ing ou t fa r th e r  into th e  cladding.

In  Fig. 4 th e  effective phase Índices of th e  guided modes 
are  p lo tted  ag a in s t A/X for a s tru c tu re  in  w hich h x/ A 
=  0.8 and  h C0/A =  0.8, i.e., th e  silica fins have th e  sam e 
w id th  as th e  core. T he upper lim it of th e  index is th a t  of 
puré  silica, and  th e  low er lim it is h ighly dispersive, being 
given by th e  lim iting  valué of /? 0 beyond w hich th e re  are 
no p ropaga ting  Bloch w aves in  th e  periodic cladding. I t 
is in stru c tiv e  to notice th a t  th e  position of the  mode Índi­
ces re la tiv e  to  these  lim its  s tay s approxim ately  constan t 
for A/X >  1.4. T he fact th a t  th e  cladding index increases 
strongly  w ith  frequency (i.e., th e  low er lim it rises as A/X 
increases) is th e  su b stan tiv e  reason  for th e  endlessly 
single-m ode behavior of th e  s tru c tu re .

For th e  configuration analyzed in  th e  previous figure, a 
pow er-density  p lo t is given for A/X = 2 and  for the 
quasi-TM  polarization  s ta te  (Fig. 4, inset). T he modal 
power d is trib u tio n s are  very s im ila r for th e  quasi-TE 
mode and  for all o th e r valúes of A/X. N ote th a t  the 
m odes a re  m ore tig h tly  confined th a n  in  Fig. 3, which is 
re la ted  to  th e  fact th a t  th e  m odal Índices lie m uch farth er 
aw ay from  th e  cladding index. In  fact, th e  decay length  
of th e  evanescen t fields in th e  cladding stays m ore or less 
co n s tan t a t  valúes of A/X g rea te r th a n  approxim ately  1.

N ext, in  Fig. 5, we com pare th e  behavior show n in Fig.

- 1.5 -1 - 0.5  0  0.5 1 1.5
y/A
(a)

- 1.5 -1 -0.5  0  0.5 1 1.5
y/A
(b)

Fig. 3. Power-density plots for quasi-TM guided modes in two 
cases: (a) A/X = 2 and (b) A/X = 6. The silica filling fraction 
is h i / A  = 0.8; the relative core w idth is h ^ / A  = 0.3. The 
white dashed lines represent the outüne of the finned structure. 
Note th a t, despite a factor of 3x increase in frequency, the mode 
pattem s are very similar.

AJX
Fig. 4. Plot of effective refractive index versus A/X for a situa- 
tion in which the finned waveguide supports a pair of fundamen­
tal modes with quasi-TE (dashed curve) and quasi-TM (solid 
curve) polarization states. The silica filling fraction is h , /A 
= 0.8, and the relative core width is h C0/A = 0.8. The upper 
and lower (dotted) curves represent the refractive index of the 
core and of the cladding, respectively; note the strong dispersión 
of the effective index of the periodic cladding. Inset, power- 
density plot of the quasi-TM mode for A/X = 2 (encircled point 
gives mode index). Note th a t the fields are much more tightly 
confined to the vicinity of the core than in Fig. 3.
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AJX
Fig. 5. Plots of effective refractive index versus A/X for a step- 
profile p lanar waveguide with the same core index and thickness 
as the finned structure in Fig. 4, but with cladding Índices given 
by the appropriate low-frequency average valúes (see text) for 
quasi-TM and quasi-TE modes. These valúes represent the 
mean cladding Índices in the long-wavelength limit; unlike for 
the finned structure, they are independent of frequency. As ex- 
pected, more and more guided modes are supported as the wave­
length falls. The dashed curves represent the quasi-TE modes; 
the solid curves, the quasi-TM modes. Except for the different 
cutoff line (lower dotted line), the lowest-order pair of modes has 
characteristics quite sim ilar to those for the higher-order pair in 
the equivalent finned guide (Fig. 4).

4 w ith th a t  of a  step-profile p la n ar waveguide whose clad­
ding regions have a  refractive index equal to th e  appro­
p ria te  low -frequency average in  the  stack  for each polar­
ization, i.e.,

7tciq™  =  [ ( n i 2* !  +  n 22/ i2) /A ]1/2,

n ciqTE = [A/ (Aa» r 2 + ^ 2« 2 ~ 2 ) ] 1/2

w here qTM and  qTE refer, respectively, to th e  quasi-TM 
and th e  quasi-T E  m odes of th e  guiding layer (not the 
fins). As expected, m ore and  m ore modes ap p ear as the 
optical frequency increases, w ith the range of optical fre­
quencies being th e  sam e as in Fig. 4. At A/X = 6  there
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are five pairs of tran sv e rse  m odes com pared w ith  one in 
the finned s tru c tu re . As A/X. —» °° th e  num ber of modes 
will tend  to  infinity, w hereas th e  finned s tru c tu re  will 
continué to support only a pair of modes.

W hen th e  defect layer th ickness is increased to h c0/A 
= 1 .8 , a second p a ir  of h igher-order transverse  m odes ap- 
pears (Fig. 6 ). T hese m odes ap p ear a t  the  approxim ate 
valúes A/X = 0.7 and  A/X = 1.0, below which lim it they 
are cutoff. As A/X —► °°, th e  s tru c tu re  never supports 
more th a n  these  two pa irs  of tran sv e rse  modes. This il- 
lu stra tes an o th er fea tu re  of the  finned structu re , nam ely, 
th a t i t  can be designed to support any  desired num ber of 
transverse m odes in  th e  short-w avelength  limit.

The inse ts  in  Fig. 6  show two pow er-density plo ts a t  
A/X =  2 for one quasi-TM  mode from each pair. Note 
the expected two-lobe tran sv e rse  profile for the  second- 
order mode.

0 1 2 3 4 5 6

A/X
Fig. 6. Plot of effective refractive index versus A/X for a situa- 
tion in which the finned waveguide supports two pairs of spatial 
modes with quasi-TE (dashed curve) and quasi-TM (solid curve) 
polarization states. The silica filling fraction is A x /A = 0.8, and 
the relative core width is Aco/A = 1.8. Once again, the upper 
and the lower (dotted) curves represent the refractive index of 
the core and of the cladding. In the limit of infinite frequency, 
the structure supports only two pairs of spatial modes. Insets, 
power-density plots a t A/X = 2 of the fundam ental and first- 
order spatial quasi-TM modes (encircled points give mode Índi­
ces). Once again, the white dashed linea represent the struc­
ture.
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Fig. 7. Plots of the V param eter against A/X for A^/A  = 0.8 and 
discrete valúes of h x / A between 0.1 and 0.9 (solid curves). The 
dashed horizontal lines represent the short-wavelength 
asymptotic limits of the V param eter predicted by Eq. (15) for 
each valué of Ai / A.
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Fig. 8. Plot of the V  param eter against A/X for fixed fin width 
Ai /A = 0.8 and discrete valúes of core w idth A„/A between 0.1 
and 2.3 (dashed curves). The solid curves represent the valúes 
of V  a t which each successive guided mode cuts off.
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Fig. 9. Plot of the V param eter against A/X for fixed core width 
Aco/A = 0.8 and discrete valúes of fin w idth Aj /A between 0.1 
and 0.9 (dashed curves, as in Fig. 7). The solid curves passing 
through the filled points represent the param eter valúes a t 
which each guided mode cuts off. We can see how pairs of 
quasi-TE and quasi-TM modes appear a t the same frequency and 
a t the same V param eter in the limit Aj / A —* 0, as expected. 
The intersection of the thin solid lines [defined, respectively, by 
V = A0(Aro/2)\/nco2 ~ l 2 (fbe long, slanting line) and V 
= m  ir/2, m  = 1 (the short, horizontal line)] m arks the cutoff of 
the m = 1 mode pair in a step-profile waveguide with nonperi- 
odic a ir cladding (i.e., zero silica fin w idth At = 0).

We now explore the  behavior of th e  V  valué in  a num ­
ber of d ifferent situations. F irs t, we illu s tra te  how the  V 
p aram ete r approaches th e  asym ptotic lim it predicted by 
Eq. (14) for filling fractions of silica h  j /A  betw een 0.1 and 
0.9 (Fig. 7). Note the good ag reem en t betw een the  valúes 
theoretically  predicted in  Eq. (15) an d  th e  num erical re ­
su lts. Second, we address th e  question  as to w hether the 
u su a l re su lt—th a t h igher-order m odes cu t off a t specific 
valúes of V —still holds for th e  finned s tru c tu re . In  Fig. 
8 , for a fixed fin thickness h x /  A =  0.8, th e  V  valué is plot- 
ted  for several valúes of h ^ / A  betw een  0.1 and  2.3. The 
filled points show the  valúes of V  a t  w hich successive 
h igher modes cut off. I t  is c lear th a t  each higher-order 
mode cuts off a t  a specific valué of V,  alm ost indepen- 
den tly  of th e  optical frequency A/X and  the  w id th  of the 
core Ac0 /A . W hat is in te restin g  is th e  rem arkab le  resu lt 
th a t  the  finned s tru c tu re  h as  extrem ely  broad ranges of
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optical frequency  (from a  low er th resho ld  valué to  infinite 
frequency) w here th e  n u m ber of m odes does n o t change. 
In  th e  case of a  single-m ode s tru c tu re , th is  range  extends 
from  zero to  in fin ite  frequency.

F inally , we exam ine th e  effects of an  inc reasing  filling 
fraction  a t  a  fixed core w id th  (Fig. 9). The V  p a ra m e te r  
is p lo tted  a g a in s t AA for core w idth  Aro/A  = 0.8 and  dis­
cre te  va lú es of fin w id th  A j/A  betw een  0.1 an d  0.9 
(dashed  curves). T he solid curves passing  th ro u g h  the  
filled po in ts re p re se n t th e  p a ra m e te r  valúes a t  which 
each guided m ode cu ts off. As th e  filling fraction of silica 
increases, th e  cutoff m oves to h igher frequencies. Con- 
versely, in  th e  lim it of zero silica fin w idth  h j /  A —» 0 (i.e., 
a  p la n a r  step-index  silica guide w ith  a ir  cladding), the 
¡roth-order p a ir  of quasi-T E  and  quasi-TM  m odes appears 
a t th e  in te rsec tio n  of th e  lines V = k 0(h co/2) V nco2 -  l 2 
and  V  =  rmr/2. T hese lines a re  draw n on th e  d iagram  
for th e  m -  1 m ode pair.

6. CONCLUSIONS
The finned s tru c tu re  is a  p la n a r  photonic c ry sta l wave­
guide th a t,  desp ite  its  sim plicity, has  m any p roperties in 
com mon w ith  th e  photonic crysta l fiber. In  th e  high- 
frequency optical lim it th e  num ber of guided m odes is 
controlled sim ply by th e  core-to-fin th ickness ratio , 
h co/ h l , an d  does no t depend e ith e r  on th e  refractive in ­
dex of th e  low- an d  h igh-index m a te ria ls  or on th e  p itch  of 
th e  stack . In  co n trast, a norm al p la n a r  w aveguide w ith 
th e  sam e average su b s tra te  and  cover Índices supports  an  
ever-increasing  n u m ber of h igher-o rder m odes as th e  fre­
quency increases. The range of geom etrical param ete rs  
a t  w hich single-m ode operation  is theoretically  guaran- 
teed  across th e  en tire  electrom agnetic frequency spec- 
tru m  (ignoring  m a te ria l absorp tion  and  dispersión) is 
wide. T h is q u a lita tiv e ly  confirm s ou r experim en tal ob- 
se rva tion  th a t  end lessly  single-m ode behavior is quite 
easy  to ob ta in  in  th e  photonic crysta l fiber. T he power- 
density  profiles of th e  m odes are  to a large degree (and 
p articu la rly  in  th e  short-w avelength  lim it) independen t of 
th e  optical frequency, w hich m eans th a t  a superposition  
of m odes covering th e  en tire  visible spectrum  will appear 
w hite  in  color. I t  is possible to design a  single-m ode 
s ing le-polarization  guide in  th e  form of a finned s tru c tu re  
th a t  su p p o rts  only th e  quasi-TM  fundam en tal m ode a t all 
frequencies.

In  th is  p ap e r we have restric ted  our discussion to 
p ropagation  along th e  z  axis. If  p ropagation  a t  an  angle 
to th e  z  axis is considered, th e n  th e re  will be a  fin ite range 
of angles [in th e  (y, z)  p lañe] w ith in  w hich bound modes 
exist. C learly , m odes p ropaga ting  in  th e  y d irection  will 
alw ays be leaky  owing to  th e  presence of a  continuous cy- 
lind rical d ispersión  surface, w hich allows rea l valúes of kx 
an d  /3 to  ex ist a t  all valúes of ky . I t is also w orth  noting 
th a t  th e  endlessly  single-m ode ch a rac ter of th e  finned 
w aveguide is p reserved  w hen th e  index c o n tra s t is re- 
duced to a rb itra r ily  sm all valúes. T his im plies th a t  s ta n ­
d ard  Chemical vapor deposition could be used to form a 
photonic cry sta l fiber, w ith  low-index cores of g lass being 
incorporated  in  th e  cen te r of h igher-index  tubes in the  
s ta r t in g  preform .

F inally , we believe th a t, quite a p a r t from its  use as a 
toy model d isp laying m ost of th e  sam e characteristics as 
th e  m uch m ore complex photonic crystal fiber, th e  finned 
s tru c tu re  m ay tu m  ou t to have some im portan t uses in 
w aveguide optics. F or exam ple, i t  could have applica- 
tions as a la rge-a rea  single-transverse-m ode waveguide 
for high-pow er lasers.

APPENDIX A: TRANSFER-MATRIX 
ELEMENTS
The y dependence g t{ y ) of th e  fields in  a m ultilayer stack 
o riented  w ith  its  p lanes norm al to the  y axis can be writ- 
ten  in th e  general form 7 [following the  notation  in  Eq. (2)]

8 t ( y )  = ftif io . ky'.x , y , z)exp{i/30z )

= d jN cos[ p j( y  -  y  A)] + b ¡
sin [p y(y  -  y / ) ]  

tjP jA

w here y jN is th e  valué of y a t th e  center of the  j  th  layer of 
th e  iVth period; a.jN an d  bjN a re  the  a rb itra ry  amplitudes 
of the  even an d  th e  odd p a rts , respectively, of g t(y ) \ p¡ 
=  (k 02rij2 -  /3o2)172; and  =  1 for TE polarization (i 
= e) and  U n 2 for TM polarization  (í = m ).

The m a trix  M 2i th a t  re la tes  the  field in the  second 
layer to th e  field in  th e  firs t layer is defined by

°2 =  M ,
A 21 

C 21

B 2 i 

021 b xN

w here

A 21 = CiC2 -  ( í i P i A / í 2 p 2A ) s 1s 2 ,

B  21 =  S i C 2 / ( £ i P i A )  +  c xs 2l(£2p 2 A ) ,

^21 =  ~ € l P l A s lc 2 ~  Í2 P 2Ac 1s 2>

D 2 1  ~  C XC 2 ~  { ^ 2 P 2 A ^ l P l A ) s l s 2<

det(M 21) = 1,

w here th e  te rm s  Sj and  Cj a re  shorthand  for

Cj =  cos( pjhj /2) ,  Sj =  sm (p jh j/2).

The m a trix  M 12 th a t  re la te s  th e  field in  the first layer of 
the  {N  + 1 ) th  period to th e  field in  the  second layer of the 
Afth period is defined by

_  A T + 1 \  /  N \

b \ + i )  =  M 12( 6 ^v) =
0 2 i  02 i  ) | a 2
C 2i a 21 b 2N

The analysis can  be based e ith e r  on the  tran sla tio n  ma­
trix  Mí =  M 12M 21 (w ith  a  S tate vector rep resen ting  the 
field in  layers w ith  index  n j ) or, equivalently, on the  ma­
trix  M ' =  M 21M 12 (s ta te  vector rep resen ting  th e  field in 
layers w ith  index n 2). M  th u s  re la tes  th e  field in  the  first 
layer of th e  (N  + l ) t h  period to the  field in th e  firs t layer 
of the  iV th period:

b i
a i

C D I \ b S

w here
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A — D  — A 21.D21 + ^ 2 1 ^2 1  > ® — 2Z?2i-®2i>

C — 2 A 21C 2 1 .

A can be rea rran g e d  as

A = cos(p \ h \ ) cos(p 2A2 ) -  ^

x  s in ( p 1A i)s in (p 2* 2).

bu t B and  C  a re  m ost conveniently expressed as th e  prod- 
uct of two factors, as above. The elem ents of th e  a lte rn a- 
tive m atrix  M ' are

A ' = D ' — A , B ' = 2 A 21B 211 C' = 2 D n C n . 
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P eriod ic  d ie lec tric  s tru c tu re s  (photonic c ry s ta ls )  have  
e n g e n d e red  g ro w in g  in te re s t  in  recen t y ea rs  because 
th e y  ex h ib it in te re s tin g  op tical fea tu re s . T he m ost rel- 
e v a n t p ro p e r ty  o f a  pho ton ic c ry s ta l is th e  possib ility  
t h a t  i t  can  g e n e ra te  pho ton ic  b an d g ap s for c e r ta in  ge- 
o m e tr ie s .1 T h is  effec t h a s  b een  observed  in  bo th  two- 
an d  th ree -d im en s io n a l s t ru c tu re s  in  th e  form  of th e  
absence  of lig h t p ro p a g a tio n  for a  specific se t of fre- 
quencies (see Ref. 2 an d  referen ces th e re in ). A re la te d  
phenom enon  th a t  occurs in  photonic c ry s ta l s tru c tu re s  
is lig h t loca liza tion  a t  d efec ts .3 T he b reak d o w n  of d i­
e lec tric  p e rio d ic ity  a t  a  defect g en e ra te s  a  local v a r ia -  
tio n  of th e  effective re fra c tiv e  index  th a t  can  cause  th e  
localiza tion  of l ig h t in  its  v ic in ity . A lth o u g h  th e  p re- 
v ious phenom enon  of lig h t con finem en t a t defects h a s  
a lre a d y  been a n a ly z ed  for tw o-d im ensional (2D) s t r u c ­
tu re s ,4 a  r ig o ro u s s tu d y  of th e  gu id ing  p ro p e rtie s  of d i­
e lec tric  c ry s ta ls  t h a t  h av e  a  2D period ic ity  in  th e  x - y  
p la ñ e  in te r ru p te d  by th e  p rese n ce  of a  defect b u t th a t  
a re  con tinuous a n d  in f in ite ly  long  in  th e  z  d irec tio n  (so- 
ca lled  photonic c ry s ta l  f ib e rs )  h a s  no t been  p erfo rm ed . 
O u r a im  is to  d e sc rib e  ac c u ra te ly  th e  p ro p ag a tio n  of 
g u id ed  m odes, in c lu d in g  th e i r  n o n tr iv ia l d isp e rs ió n  re- 
la tio n s  a n d  am p litu d e s , in  th is  new  k in d  of fib e r. To 
o u r know ledge, th is  is th e  f i r s t  re p o rt of th e  d isp e rs ió n  
c h a ra c te r is tic s  o f a  pho ton ic  c ry s ta l fiber.

T he  physical re a liz a tio n  of photonic c ry s ta l f ib e r  is a 
th in  silica  f ib e r  t h a t  h a s  a  re g u la r  s tru c tu re  of holes 
t h a t  ex ten d  a lo n g  th e  w hole f ib e r  leng th . I f  one of 
th e se  holes is a b s e n t, th e  tra n s v e rs e  d ie lec tric  perio d ic­
ity  is  b roken , a n d  a  defect a p p e a rs . T he fac t th a t  lig h t 
m a y  be tra p p e d  a t  defects becom es a  p ro p ag a tio n  fea- 
tu re . C onseq u en tly , th e  b o u n d  s ta te s  of th e  2D t r a n s ­
v e rse  p rob lem  (2D tra p p e d  s ta te s  of ligh t) becom e th e  
g u id ed  m odes of th e  f ib e r  p ro p ag a tio n  problem . T he  
e x p e r im e n ta l fe a s ib ility  of th e s e  fibers  w as p roved  re ­
c e n tly .5 A ro b u s t sing le-m ode s tru c tu re  w as o b serv ed  
for a n  u n u su a lly  w ide ra n g e  o f w aveleng ths, a re m a rk -  
ab le  p ro p e r ty  t h a t  is no t p re se n t in  o rd in a ry  fib e rs . A 
p re lim in a ry  in te rp re ta t io n  o f t h e i r  behav io r involv ing  
th e  concept of e ffec tive  re fra c tiv e  index is p re se n te d  in

0146-9592/99/0500-03$ 15.00/0

Ref. 6. T he  con finem en t m e c h a n ism s  ca n  be th o u g h t 
of a s  b e in g  p roduced  by th e  ex is ten ce  o f a  hom ogeneous 
m a te r ia l  w ith  a specific  average  in d e x .7

O u r  in te re s t  lies in  fo rm u la tin g  a n  a p p ro p r ia te  
tr e a tm e n t  of th e  rea lis tic  p rob lem  of a  ph o to n ic  c ry s ta l 
f ib e r  by  m odeling  a n d  so lv ing  e ff ic ie n tly  th e  tra n sv e rse  
2D s tru c tu re  of th e  c ry s ta l. We p re s e n t  a n  ap p ro ach  
in  w h ich  th e  fu ll-vector c h a ra c te r  o f l ig h t p ro p ag a tio n  
in  f ib e rs  is ta k e n  in to  account. I t  is a n  a d a p te d  
v e rs ió n  of o u r b io rth o n o rm al-b a s is  m o d a l m e th o d .8 In  
th is  w ay, a  rea lis tic  2D p erio d ic  s t r u c tu r e  w ith  a 
c e n tra l defect is p ro p erly  im p lem e n te d , a llo w in g  u s to 
an a ly z e  d iffe ren t f ib e r  des ig n s. A s w e s h a ll  see, ou r 
re s u lts  a g re e  w ith  th o se  e x p e r im e n ta lly  m e a su re d  and  
a t  th e  sam e tim e p red ic t d iffe ren t in te r e s t in g  behav io rs 
for som e des ig n s.

G u ided  m odes in a n  inhom ogeneous f ib e r  v e rify  a  se t 
o f d im e n sio n a lly  reduced  eq u a tio n s  in v o lv in g  th e  t r a n s ­
v e rse  co o rd in a tes  x  a n d  y  exc lu sive ly .9 We o b ta in  th is  
s e t o f e q u a tio n s  from  M axw ell’s e q u a tio n s  by assu m - 
in g  th a t  th e  e lec tro m ag n e tic  fie ld  is  m o n o ch ro m atic  in  
tim e  a n d  h a s  a  h a rm o n ic  dep en d en ce  on  z  (i.e ., th e  fie ld  
h a s  a  w ell-defined  p ro p ag a tio n  c o n s ta n t ¡3). In  te rm s  
o f tr a n s v e r s e  com ponents of th e  m a g n e tic  a n d  elec tric  
fie ld  h t =  ( £ ')  an d  e< =* (* '), th e s e  e q u a tio n s  ca n  be 
r e w r i t te n  a s3

L h t =  /32h t , (1)

w h e re  é, =  (_**,•), &  is th e  a d jo in t o p e ra to r  of L, 
* d en o tes  th e  com plex-conjugate o p e ra tio n , a n d  each  
e lem e n t L ay of th e  m a tr ix  d if fe re n tia l o p e ra to r  L  h as  
th e  fo rm

Lay -  (V2 +  k 2n 2)Say -

<*,y,C,v =x , y ,  (2)

w h e re  eay is th e  com pletely  a n t is y m m e tr ic  te n so r  in  
tw o d im en sio n s, n is th e  re fra c tiv e  in d e x  o f a n  iso trop ic
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m édium , a n d  k is th e  free-sp ace  w ave n u m b er. O f 
course , V2 is th e  L a p la c ia n  o p e ra to r  an d  VQ a re  th e  
tr a n s v e r s e  co m p o n en ts  o f th e  g ra d ie n t o p era to r. N o t 
th a t  th e  g e n e ra l p ro b lem  of lig h t p ro p ag a tio n  in  a  f ib e r , 
even  for n o n a b so rb in g  m a te r ia ls  (w h e n  n2 is rea l), 
involves th e  n o n -H e rm itia n  o p e ra to r  L.

T h e  m o st re le v a n t p ro p e r ty  of E qs. (1) is t h a t  th e y  
c o n s titu te  a  sy s te m  of e ig en v a lu e  eq u a tio n s  for th e  
L  o p e ra to r  a n d  i t s  ad jo in t L* (so m eth in g  th a t  i t  is 
f a r  from  obv ious w h e n  one s t a r t s  from  th e  red u ced  
eq u a tio n s  w r i t te n  in  te rm s  o f h¡ a n d  et in s te a d  o f 
see, for in s ta n c e , Ref. 9). B ecau se  h t a n d  a re  th e  
e ig en fu n c tio n s  o f th e  L  a n d  L f o p e ra to rs , resp ec tiv e ly , 
th e y  a re  closely  re la te d . In  fact, th e y  v erify  w h a t 
it ca lled  th e  b io r th o g o n a lity  re la tio n , {etn\h tm) =  Snm. 
T h is  p ro p e r ty  is c ru c ia l in  o u r ap p ro a ch  to  th e  full- 
vector p ro b lem , as e x p la in e d  in  d e ta il in  Ref. 8.

T h e  m a in  goal o f  o u r ap p ro a ch  is to  tra n s fo rm  th e  
p rob lem  of so lv in g  th e  sy s te m  of d if fe re n tia l e q u a ­
tio n s  (1) (so m e tim e s  in c lu d in g  h ig h ly  n o n tr iv ia l bound- 
a r y  co n d itio n s) in to  a n  a lg eb ra ic  p rob lem  invo lv ing  
th e  d ia g o n a liz a tio n  o f th e  L  m a tr ix . T h e  sp e c tru m  of 
th e  L  m a tr ix  w ill b e  fo rm ed  in  g en e ra l by 2D b o u n d  
s ta te s  a n d  c o n tin u u m  s ta te s .  In  te rm s  o f f ib e r  p ro p a ­
gatio n , th e  b o u n d  s ta te s  o f th e  L  s p e c tru m  a re  g u id ed  
m odes b ec au se , d e s p ite  th e  f in i te  w id th  of th e  f ib e r , 
th e  fie ld s  e x h ib it a  s tro n g  d ecay  in  th e  tr a n s v e r s e  d i­
rec tio n . S ta te s  fro m  th e  co n tin u u m , how ever, r a d ía te  
rad ia lly , a n d  th u s  th e y  a re  n o t g u id ed  by th e  fib e r.

T he  choice o f a n  a p p ro p r ia te  a u x i l ia ry  b a s is  is 
im p o r ta n t  for e ff ic ie n t im p le m e n ta tio n  o f o u r m eth o d . 
In  th e  p a r t i c u la r  ca se  o f a  pho ton ic  c ry s ta l f ib e r  th is  
e lec tró n  m u s t be  esp ec ia lly  ac c u ra te . T h e  m a in  re a so n  
for th is  is t h a t  th e  co m p lica ted  s p a tia l  s t r u c tu re  o f th e  
re fra c tiv e  in d e x  in  a  re a lis tic  case can  tra n s fo rm  th e  
a c tu a l c o m p u ta tio n  o f th e  L -m a tr ix  e lem en ts  in to  a n  
im possib le  ta s k .  R e a lis tic  s im u la tio n s  m u s t in c lu d e  
a lm o st 100 2D  s te p -in d e x  in d iv id u a l s t r u c tu re s  ( th e  a ir  
ho les o f th e  p h o to n ic  c ry s ta l  fiber). T h ere fo re  a  b ru te  
forcé c o m p u ta tio n  o f th e  m a tr ix  e lem e n ts  becom es 
u se le ss  in  p ra c tic e  b ec au se  of a  c r itica l loss o f p rec isión .

O ne c a r r ie s  o u t th e  im p le m e n ta tio n  o f th e  d ie lec tric  
s t r u c tu re  by  p u t t in g  th e  sy s te m  in to  a  f in i te  2D box (of 
d im e n sio n s  D x a n d  D y) a n d  r e q u ir in g  th e  fie ld s  to  ful- 
f ill p e rio d ic  b o u n d a ry  co n d itio n s in  th e  x  a n d  y  d irec- 
tio n s . So w e c re a te  a n  a r t i f ic ia l  la tt ic e  by re p lic a tin g  
th e  o r ig in a l a lm o s t perio d ic  s tru c tu re ,  in c lu d in g  th e  
c e n tra l defect, in  b o th  t r a n s v e r s e  d irec tio n s. T h is  new  
s u p e r la t t ic e  is  m a d e  o f copies of th e  o r ig in a l cell cov- 
e r in g  th e  e n t i r e  2D  tr a n s v e r s e  p lañe . A lth o u g h  th e  
o r ig in a l cell is n o t period ic , th e  e n tire  s u p e r la ttic e  re - 
a lly  is. T h e  p e r io d ic ity  re q u ire m e n t im p lies t h a t  w e 
can  e x p a n d  th e  2D  e lec tro m ag n e tic  f ie ld s  in  a  d isc re te  
F o u rie r  s e r ie s  in  te rm s  o f p la ñ e  w aves d e te rm in e d  by  
th e  e x p o n e n tia l fu n c tio n s  f a (x ,)  =  e x p ( ik n • x,), w h e re  
k n =*> 2 tt [ tix / D z , 5^) is th e  d isc re tiz ed  tr a n s v e r s e  w ave 
vector.

A c ru c ia l p ro p e r ty  of th is  p lane-w ave  b as is  is th a t ,  
b ecau se  o f th e  p e r io d ic ity  o f th e  su p e r la ttic e  a n d  d e ­
s p ite  th e  fac t t h a t  i t  is d e f in e d  in  a  f in ite  v o lu m e— th e  
u n it  cell o f th e  s u p e r la t t ic e  o f size  D x tim es  D y— it  is 
t r a n s la t io n a l ly  in v a r ia n t .  T h e  p re se n ce  of th is  sy m ­
m e try  sh o w n  b y  o u r  a u x i l ia ry  b a s is  tu r n s  o u t c r itic a l

for th e  fea sib ility  o f th e  m ethod . T he ad v a n ta g e  of th e  
tra n s la tio n  o f th e  s y m m e try  is twofold: On th e  one
h a n d , i t  allow s u s  to  r e la te  e a s ily  an y  m a tr ix  elem en t 
of th e  o p era to r th a t  r e p re s e n ts  a  hole a t  an  a rb i t ra ry  
position  to th a t  w h ich  r e p re s e n ts  a  hole a t  th e  o rig in  of 
coord inates. B ecau se  th e  w hole m a tr ix  o f th e  photonic 
c ry s ta l f ib e r  s t r u c tu re  ca n  be w r i t te n  as a su m  over all 
m a tr ice s  th a t  re p re s e n t  each  one of th e  su b s tru c tu re s  
(holes), an d  b ecau se  th e s e  s u b s tru c tu re s  a re  idéntica! 
(a lth o u g h  th e y  a re  d if fe re n tly  located), i t  is possible 
to  reduce th e  p ro b lem  to  th e  ca lcu la tion  of one s in ­
gle m a tr ix . O n th e  o th e r  h a n d , th e  ca lcu la tion  of any  
e lem en t of th is  s in g le  m a tr ix  can  be w orked  ou t ana- 
ly tica lly  in  th is  b as is  (we a s su m e  a  c irc u la r  step -index  
pro file  for th e  hole). In  ad d itio n , an d  because of the  
sy m m etry  p ro p e r tie s  o f a  re a lis tic  hex ag o n ally  cen- 
te re d  c o n fig u ra tio n  o f ho les, th e  sum  over th e  se t of 
po in ts w h ere  th e  ho les a re  located  can  also be ana- 
ly tica lly  solved. C o n seq u en tly , th e  choice of periodic 
p lañe  w aves of th e  su p e r la t t ic e  a s  a  b as is  for d e fin in g  
th e  m a tr ix  e lem en ts  o f th e  re a lis tic  photonic f ib e r  o per­
a to r  L  leads to  a  c ru c ia l s im p lifica tio n . T he  problem  of 
a  c ritica l loss o f p rec is ió n  ow ing  to  th e  com plex sp a tia l 
s tru c tu re  of th e  ph o to n ic  c ry s ta l  f ib e r  is, in  th is  w ay, 
overeóme.

We sim u la ted  a  re a lis tic  pho ton ic  c ry s ta l f ib e r  char- 
ac te riz ed  by a  h ex a g o n a l d is t r ib u t io n  of a ir  holes w ith  
a  ce n tra l defect. H ole ra d iu s  a , h o rizo n ta l d is tan ce  be­
tw een  th e  c e n te r  o f tw o co n secu tiv e  h o le s— or p itc h — 
A, an d  w av e len g th  o f l ig h t A a re  free p a ra m e te rs  th a t  
we have  ch an g ed  a t  w ill. T h e  h e ig h t of th e  refractive- 
index  s tep  is a lso  free , a l th o u g h  we have k ep t i t  con­
s ta n t  for co m p ariso n  p u rp o se s . We f i r s t  s im u la ted  a  
rea lis tic  a ir-filled  f ib e r  w ith  p a ra m e te rs  a =* 0.3 ¿im 
an d  A =  2.3 /¿m . T h e  d im en sio n s  of th e  su p e rla ttice  
u n it  cell a re  D x =  8A a n d  D y => 5%/3 A, a n d  th e  n u m ­
b er of m odes of th e  a u x i l ia ry  b as is  considered  is 1224. 
We focused on th is  p a r t ic u la r  d es ig n  because th e  in te n ­
sity  d is tr ib u tio n  for th e  g u id e d  m ode in  th is  s tru c tu re  
h a s  been  m e a su re d  e x p e r im e n ta lly  for a  w ave leng th  of 
A — 632.8 nm . E x p e r im e n ta l m e a su re s  also  show  th a t  
th e  g u ided  m ode in  th is  f ib e r  re m a in s  sing le  in  a  re- 
m a rk a b ly  w ide w av e len g th  ra n g e , ex ten d in g  from  337 
to  1550 nm .s O u r  s im u la tio n  allow s us to  ev a lú a te  th e  
e igenvalues o f th e  L  o p e ra to r  a t  any  w ave leng th  an d  
th u s  to  ca lc ú la te  th e  m oda l d isp e rs ió n  cu rv e s  for th e  
f ib e r  u n d e r  c o n s id e ra tio n  in  a n  even w ider ra n g e  of 
w ave leng ths (see F ig. 1). T h e  sing le-m ode s tru c tu re  
is form ed by a  p o la riz a tio n  do u b le t. O u r re su lts  com- 
p le te ly  ag re e  w ith  th e  p rev io u s  e x p e rim en ta l re su lts , 
as th e y  accoun t for th e  ex is te n ce  of a  ro b u st single- 
m ode s tru c tu re  a t  n e a r ly  a ll w av e len g th s  for th e  above 
f ib e r  p a ra m e te rs . We in c lu d e  in  Fig. 1 th e  envelope 
of th e  ra d ia tio n  m odes, w h ich  is re fe rre d  to  as th e  
c ladd ing  index  (i.e., th e  effec tive  re fra c tiv e  index  o f th e  
photonic c ry s ta l) .

In asm u ch  as d ia g o n a liz a tio n  p ro ced u re  of th e  full- 
vector o p era to r L  g e n e ra te s  n o t only th e  se t of e igen­
va lu es  b u t a lso  th e i r  re sp e c tiv e  eigenvectors, we can 
also ev a lú a te  th e  tr a n s v e r s e  in te n s ity  d is tr ib u tio n  of 
th e  e lec tro m ag n e tic  f ie ld  for th e  g u ided  m ode. T he  re ­
su lt  for one of th e  p o la r iz a t io n s  is show n in  F ig. 2 for 
A =■ 632.8 n m  a n d  rep ro d u ce s , w ith  excellen t accuracy ,
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Fig. 1. Modal dispersión curves extending from 
A =  300 nm  to A =  1600 nm for a single-mode photonic 
crysta l fiber s tru c tu re  w ith a =  0.3 p.m and A =  2.3 p m . 
Here the varia tions of the mode index for both polariza- 
tions coalesce in a single curve.
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dimensionless coordinate: x/A
Fig. 2. T ransverse  intensity  distribution  for th e  x- 
polarized guided mode of the photonic cry sta l fiber 
described in  Fig. 1 for A =  632.8 nm.
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Fig. 3. Same as in Fig. 1 but w ith a =  0.6 ¿¿m. H ere the 
two higher-order polarization doublets are slightly shifted.

one o b ta in s  a n  “end lessly” s ing le-m ode f ib e r  su c h  as 
th e  one rep o rted  in  Ref. 5. T h is is a n  u n co n v en tio n a l 
p ro p e r ty  of photonic c ry s ta l fib ers .

In  a  conventional f ib e r  th e  c lad d in g  re fra c tiv e  in d ex  
is n e a rly  constan t; its  V  v a lué , th e  op tica l vo lum e (or 
p h a se  space) of th e  fiber, g row s w ith  k . T h is fac t per- 
m its  us to accom odate an  in c re a s in g  n u m b e r  of g u ided  
m odes inside  th e  f ib e r  as th e  w av e len g th  is reduced . 
In  a  photonic c ry s ta l f ib e r  th e  p e rio d ic  s t ru c tu re  re- 
sponsib le  for lig h t tra p p in g  a t  th e  c e n tra l defect c re a te s  
a  dependence on th e  effective re fra c tiv e  in d ex  o f th e  
c lad d in g  such  th a t  a  m uch  m ore w ea k ly  ¿ -d e p e n d e n t V  
v a lu é  is g en e ra ted . T he  op tical vo lu m e th e n  becom es 
p rac tica lly  in d e p en d e n t of th e  w av e len g th  for la rg e  v a l­
ú e s  of k ,  and , consequen tly , so do th e  n u m b e r  o f gu id ed  
m odes.

T h is  re se a rch  w as f in an c ia lly  su p p o r te d  by th e  G en- 
e r a l i ta t  V alenciana (g ra n t  G V 96-D -CN -05141), S p a in . 
J .  J .  M ire t g ra te fu lly  acknow ledges f in a n c ia l su p p o r t 
from  th is  in s titu tio n . P . A n d rés’s e -m ail a d d re ss  is 
p e d r  o . a n d r  es@ uv. e s .

th a t  w h ich  w as  ex p e rim en ta lly  m e a su re d .5 W e also 
ca lc u la te d  th e  t ra n s v e rs e  in te n s ity  of th e  g u id e d  m ode 
a t  w ide ly  d if fe re n t w ave leng ths an d  for b o th  p o la riz a -  
tio n s . In  a ll cases  th e  in te n s ity  p ro file  is s im ila r  to  
th a t  sh o w n  in  F ig . 2. In  th is  w ay, we v e r if ie d  th e  ro- 
b u s t  c h a ra c te r  o f th e  single-m ode s tru c tu re  to  c h a n g es  
in  th e  w av e le n g th  of lig h t. T h is fact ag re es  w ith  th e  
b eh av io r o f th e  d isp e rs ió n  cu rv es m en tioned  above.

B esides s im u la t in g  th is  re m a rk a b le  s t r u c tu re ,  we 
also  s im u la te d  a  n u m b e r of d iffe ren t f ib e r  d e s ig n s  by 
c h a n g in g  p itc h  A an d  hole ra d iu s  a. B y a n a ly z in g  
th e  d isp e rs ió n  cu rv e s  of th e se  d iffe ren t f ib e rs ,  we 
found  a  r ic h e r  m odal s tru c tu re  in  som e of th e m . In  
th e  ex am p le  sh o w n  in  Fig. 3 th e re  are , b es id es  th e  
fu n d a m e n ta l doub le t, tw o o th e r  p o la riza tio n  d o u b le ts . 
U n lik e  for co n v en tio n a l fibers, th e  n u m b e r o f  m odes 
does n o t in c re a se  w ith  th e  ligh t-w ave n u m b e r k .  T he  
n u m b e r  of g u id e d  m odes becom es s ta b iliz e d  above 
a  k  th re sh o ld , or, eq u iva len tly , i t  re m a in s  c o n s ta n t 
for w a v e len g th s  sm a lle r  th a n  a  th re sh o ld  w av e len g th . 
For p a r t ic u la r  d es ig n s  one can get g u id in g  s tr u c tu re s  
in  w h ich  th is  c o n s ta n t n u m b er is ju s t  1. In  su c h  a  case
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PH O T O N IC  STRUCTURES
Vector Description of a Realistic Photonic 
Crystal Fiber

A. F e rra n d o , J .J . M ire t, E. S ilv e s tre , and  P. A n d ré s , D ep t. 
d 'Ó ptlca , U niversitat de Valéncia, Spain; M.V. A ndrés, In stitu í 
de C iéncla d e is  M aterials, Universitat de Valéncia, Spain.

T he m ost relevant p roperty  o f period ic  d ie lec tric  
structures ( i.e., photonic crystals) is the possibility 

o f generating photonic bandgaps.1 A related phenom e- 
non occurring in photonic crystal structures is light lo- 
calization at defects. A lthough the previous phenom e- 
non o f light confinem ent at defects has already been 
analyzed in 2-D structures,2 the study o f the guiding 
properties of dielectric crystals that have a 2-D periodic- 
ity in the x - y  plañe broken by the presence o f a defect, 
bu t are continuous and infinitely long in the z  direc- 
tion— the so-called photonic crystal fibers (PCFs)— has 
not yet been perform ed. However, the experim ental fea- 
sibility o f these fibers has been recently proven.3 A ro- 
bust single-m ode structure was observed for an unusu- 
ally wide range o f wavelengths, a rem arkable property  
not present in ordinary fibers.

O ur aim is to analyze the guiding properties o f a re­
alistic PCF in an accurate and rigorous way. We used a 
novel full-vector modal technique, an adapted versión 
of our biorthogonal-basis modal m ethod4 in which the 
vector character of electromagnetic propagation is thor- 
oughly taken into account. This m ethod is based on the 
m athem atical properties of the nonself-adjoint operator 
describing the dynamics of electromagnetic propagation 
in a fiber. We have simulated a realistic PCF, character- 
ized by a hexagonal distribution of air holes with a cen­
tral defect, by using periodic boundary conditions for 
the electrom agnetic field.5 The hole radius, a, the h o ri­
zontal distance between the center of two consecutive 
holes, A, and the wavelength of light, X, are free param e- 
ters that we change at will. We first sim ulated a realistic 
a i r - f i l le d  f ib e r  w ith  p a ra m e te rs  a = 0 .3  p m  a n d  
A = 2.3 pm . O ur simulation allowed us to calcúlate the 
m odal dispersión curves for the fiber under considera- 
tion  in a wavelength range extending from  300-1600 
nm  (see Fig. la, page 34). In that remarkably wide wave­
leng th  w indow , it revealed a sing le-m ode s tru c tu re ,
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form ed by a polarization doublet. The transverse inten- 
sity d istribu tion  of these guided m odes for a wavelength 
of X =  632.8 nm  was also calculated and the result for 
one o f the polarizations is shown in Figure la.

O ur w ork proves that electrom agnetic propagation 
in  a realistic PCF can su p p o rt a robust sing le-m ode 
structure nearly at all wavelengths for certain fiber para- 
m eters. It is notable that this approach  is based on a 
full-vector m ethod, so that polarization effects are in- 
corporated in an exact manner. O ur results for both dis­
persión curves and intensity d istribu tions com pletely 
agree w ith those experimentally measured. This m ethod 
provides a powerful tool for a better understanding of

th e  P C F ’s p ro p e rtie s  
because it allows us to 
fu lly  d e te rm in e  th e  
d isp e rs ió n  curves o f 
their guided modes, as 
well as th e ir  e lec tro ­
m agnetic field and in­
tensity distributions.

T he  f lex ib ility  o f 
o u r  a p p ro a c h  also  
p e rm its  th e  s im u la -  
tion o f a great variety 
o f  f ib e r  d e s ig n s . By 
analyzing the d isper­
sió n  curves o f  these  
d if fe re n t  f ib e rs , we 
have already  discov- 
e red  a r ic h e r  m o d a l 
s tru c tu re  in  som e o f 
them . In the example 
sh o w n  in  F ig u re  Ib  
th e re  ex ists , bes ides 
the fundam ental dou ­
blet, two o ther po lar­
ization doublets. Sim- 
iiarly, we can use this 
to o l to  o p tim ize  the  
design  o f PCFs w ith 
u n c o n v e n tio n a l d is ­
p e rs ió n  re la tio n s , o f 
p o ten tia l in te rest for 
pulse propagation.
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Forran do  F igu ra  1 .  (a )  M o d al d is p e r s ió n  c u rv e s  
from  X ■ 3 0 0  n m  to  1  -  1 6 0 0  nm  fo r a  PC F s tr u c tu r e  
w ith  a  — 0 .3  p m  a n d  A •  2 .3  p m . T he v a r ia tlo n s  of 
th e  s in g le -m o d e  Index  fo r b o th  p o la r iz a t io n s  
c o a le s c e  in a  s in g le  c u rv e . In th i s  f ig u re  w e  a lso  p lo t 
th e  t r a n s v e r s e  In te n s i ty  d is tr ib u t io n  o f th e  
x -p o la rizad  g u id e d  m o d e  for X -  6 3 2 .8  nm ;
(b) a  »  0 .6  p m  a n d  A »  2 .3  p m . H ere , th e  tw o  h lgher- 
o rd er p o la r iz a tio n  d o u b le ts  a r e  s llg h tly  s h if te d .
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A b str a c t

Using a full-vector m odal m ethod, we have identified a  re­
gión of nearly zero fla ttened  chrom atic dispersión in a spe- 
cially designed pho ton ic  c rysta l fibre. Our approach per- 
inits an  accu ra te  control of the  dispersión features of these 
Abres in te rm s of th e ir  s tru c tu ra l param eters.

Indexing Terms: O ptical Fibres, Photonic C rystals,
Chrom atic D ispersión

In tr o d u c tio n

P hotonic c rysta l fibres (P C F ’s) were first proposed in 1995
[1]. T hey are  th in  silica glass fibres having a regular ar- 
ray  of microscopic holes th a t  extend along the  whole fibre 
length. Any transverse  section of the  fibre has an identical 
periodic 2D s tru c tu re . If one of these holes is absent, th e  
transverse dielectric periodicity  is broken and a  defect ap- 
pears. T h e  know n fact th a t  light can be trap p ed  a t  defects 
[2, 3] tu rn s here in to  a  propagation  feature. T he experim en­
ta l feasibility of these  fibres has been proven recently [4]. 
A robust single-m ode s tru c tu re  was observed for an unusu- 
ally wide range of w avelengths, a  very rem arkable p roperty  
no t present in o rd inary  fibres [5]. O ur interest in th is let- 
te r  is twofold. F irs t, we give an  appropria te  trea tm e n t of 
th e  realistic p rob lem  of a  P C F  by m odeling and  solving 
efficiently its transverse  2D field s tructu re . We consider 
a new approach in which th e  full-vector character of light 
p ropagation  in fibres is taken  into account. It is an  ad ap ted  
versión of our b iorthonorm al-basis modal m ethod [6]. A nd 
second, th e  dispersión p roperties of guided modes for d iñer- 
en t fibre s tru c tu ra l param eters are calculated for th e  first 
tim e. In pa rticu la r, several specially designed P C F s w ith 
nearly zero d ispersión over a broad spectral range are  pre- 
sented.

and  L^ét =  /3*2e t [6], It can be proven th a t  th e  transverse 
fields ht and  é t verify w hat it is called th e  b iorthogonal con- 
d ition , =  Snm. Because of th is  p ro p erty  th e  m atrix
elem ents of the  L -operator can always be unam biguously 
defined in term s of th e  eigenvectors of an  a rb itra ry  { L ‘, L '*} 
system  describí ng the wave propagation  in an  auxiliary  fi­
bre. T he  m ain goal of this approach is to  transfo rm  the  
problem  of solving the  system  of d ifferential equations for 
ht and  e £ into an algebraic problem  involving th e  diago- 
nalization  of the  X-m atrix. Of course, th e  choice of an 
ap p ro p ria te  auxiliary basis is very im p o rta n t for an  effi- 
cient im plem entation of the  m ethod. In  th e  p a rticu la r case 
of a  P C F , realistic sim ulations can co n tém p la te  as much 
as nearly one hundred 2D step  index ind iv idual s truc tu res  
(th e  air holes of the  photonic c rysta l fibre). Therefore, 
a  brute forcé com putation  of m atrix  elem ents can  become 
useless in practice due to  losses in num erical precisión. This 
loss of precission can be critical in d ispersión calculations, 
where results are extrem ely sensitive to  erro r accum ulation 
and , consequently, a very high accuracy in th e  num erical 
p rocedure is required. T he  im plem entation  of th e  dielec­
tr ic  s tru c tu re  is carried ou t by p u ttin g  th e  system  into a 
finite 2D rhom boid box (of d im ensions ¿1 an d  h )  and  re- 
quiring  th e  fields to  fulfill periodic b o u n d ary  conditions in 
th e  Xi — and  x-¿—directions defined by th e  rhom boid  sides. 
T h is is equivalent to  say we are choosing period ic p lañe 
waves in these two directions, as th e  aux ilia ry  basis of our 
H ilbert space. T he calculation of th e  m atrix  elem ents cor- 
responding to  a single hole can be worked o u t analytically. 
M oreover, in th is basis the sum  over all th e  holes, and  con­
sequently  th e  X-m atrix of th e  whole d ie lectric  s tru c tu re , 
can also be analytically  calcu lated  due to  th e  sym m etry  
properties of th e  hexagonally-centered configuration  of th e  
P C F . In th is way, the problem  of critica l loss of num erical 
precisión in th e  calculation of th e  d ispersión characteristics 
of th e  P C F  can be overeóme.

T h e  M e th o d

T he modes of an  inhom ogeneous fibre verify a set of dim en- 
sionally reduced equations involving th e  transverse coordi- 
nates x  and  y  exclusively. In te rm s of th e  transverse mag- 
netic field, ht =  {hx ,h y) } and  a  certain  com bination of com- 
ponents of th e  transverse  electric field, ¿t =  (e j, —e ’ ), these 
equations can b e  w ritten  as an eigensystem  for th e  evolu- 
tion  opera to r L  and  its ad jo in t X+, namely, Lht =  /32h t ,

R e s u lts  an d  d iscu ss io n

We have sim ulated a P C F  characterized  by a  triangu lar 
d is tribu tion  of air-filled holes w ith a  cen tra l defect. T he 
hole rad ius a, th e  horizontal d istance betw een th e  center 
of two consecutive holes, or pitch  A, an d  th e  w avelength of 
light A are free param eters we have changed  a t  will. T he 
dim ensions of th e  rhom boid box are fixed by th e  pitch, 
¿1 — =  7A. Our sirnulation allows us to  calcú la te  the
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silica index

0= 1.44

T3
1.42

c la d d in g  e f fe c tiv e  in d ex

free-space wave num ber ( x  106 rrr1)

F igure 1: M odal d ispersión  re la tion  for a P C F  of ratio  
a /  A =  0 .42 /2 .3  an d  A =  1.776 /im . T h e  dispersión curves 
for b o th  po larizations coalesce in  a  single p lot.

m odal dispersión re la tions for th e  fibre under consideration 
over a  w ide range of w avelengths ex tend ing  from A =  300 
nm  to  A =  1600 nm . T h e  dispersión  of m odal refractive 
index in an  experim en tally  realisab le s tru c tu re  is given in 
F ig. 1. T h e  d ispersión of th e  puré  silica has been directly  
included in th e  calcu lation . In  general term s, our results 
agree w ith  previous experim en tal resu lts  as they  account 
for th e  existence of a  ro b u st single-m ode s tru c tu re  a t all 
w avelengths. W e have also sim u lated  a  num ber of different 
fibre designs by changing  th e  p itch  A and  th e  hole radius a. 
T h e  high accuracy  required  to  ca lcú la te  th e  group veloc- 
ity  dispersión o f such single-m ode fibres is fully provided by 
our m ethod. In th is  way, by analyzing  th e  dispersión curves 
of these  differently-designed fibres, we have found th a t it 
is possible to  con tro l th e ir  d ispersión characteristics. In 
fact, a  p roper selection of th e  above geom etrical param e- 
te rs  can  yield frequency-independent, i.e., fiattened, group 
velocity dispersión. In Fig. 2 we p resen t som e examples 
of such fia ttened  d ispersión designs an d  show the  effect of 
scaling sim ultaneously  th e  p itc h  an d  th e  hole radius while 
keeping th e  a /A  ra tio  co n stan t. W e can  apprecia te  how 
th e  dispersión curves sh ift upw ards an d  b roaden  slightly as 
th e  scaling  fac to r increases (no tice th a t  th is  is equivalent 
to  increasing A). If, instead , we change th e  a /A  ra tio  while 
fixing th e  p itch , we also p roduce a  vertical sh ift b u t we get

}

I

wio, o
ao
B ->o 
8-  ̂ -2

-3
1.00 1.0S 1.10 1.1S 1.20 1.23

wavelength: X (pm)

F igure  2: P lo t of d ispersión vs. A for a  fixed ra tio  a /A  =  
0 .42 /2 .3  (equivalent filling fraction  of a ir, /  =  13.97%) and 
(i) A =  1.74 fxm, (ii) 1.73 p m , an d  (iii) 1.72 pm .

“i

1.00 1.03 1.10 1.13 1.20 1.23
wavelength: X (pm)

F igure 3: P lo t of dispersión vs. A for some selected com- 
binations of a /A  (w ith  equivalent filling fraction of a ir / )  
and  A, (i) a /A  =  0 .44 /2 .3  ( /  =  15.33%), A =  1.65 pm  
, (ii) a /A  =  0 .42 /2 .3  ( /  =  13.97%), A =  1.74 /xm, (iii) 
a /A  =  0 .40 /2 .3  ( /  =  12.67%), A =  1.84 pm .

sim ultaneously a  su b stan tia l displacem ent of th e  fiattened  
dispersión curves along th e  w avelength axis. An appropi- 
a te  fine-tuning of b o th  effects perm its excellent control over 
th e  w avelength window w ithin  which we can ob ta in  nearly 
zero fiattened  dispersión s tru c tu rc s , as shown in Fig. 3.

C o n c lu s io n s

In th is  con tribu tion  we have identified P C F  designs w ith 
an  achrom atic d ispersión behaviour. Sim ultaneously, we 
have established an  opera tive  procedure to  contro l th e  dis­
persión p roperties of P C F s in term s of the ir s tru c tu ra l pa- 
ram eters. T h e  h igh accuracy nceded to  guaran tee  th e  fine 
control of these p roperties is achieved because th e  vector 
character of light p ropagation  is fully and properly  taken 
into account by our num erical procedure. In th is way, we 
have a t  our disposal a  very efficient tool to  exploit th e  wide 
se t of po ten tia lly  in te resting  features shown by P C Fs.
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A b str a c t

A general theorical form ulation to  analyse inhom oge­
neously filled w aveguides w ith  lossy dielectrics is presented . 
T h e  wave equations for th e  tranverse field com ponents are 
w ritten  in te rm s of a nonself-adjoint linear opera to r and  
its ad jo in t. T h e  eigenvectors of th is pair of linear oper- 
a to rs  define a  b io rthonorm al basis, allowing for a  m atrbc 
rep resen ta tion  of th e  wave equations in th e  basis of an  aux- 
iliary waveguide. T hus, th e  problem  of solving a  system  of 
differential equations is transform ed into a linear m atrix  
eigenvalue problem . T h is form ulation is applied to  rec t­
angu lar waveguides loaded w ith an arb itra ry  num ber of 
dielectric slabs cen tered  a t  a rb itra ry  points. T he  com pari- 
son w ith  theorical resu lts  available in th e  litera tu re  gives a 
good agreem ent.

1 In tr o d u c t io n

In th is  paper we develope a rigurous an d  com putationally  
efficient m ethod to  ob ta in  th e  m odal spec trum  in inhom o­
geneously filled waveguides w ith lossy d ielectric of a rb itra ry  
profiles. S tarting  w ith the  differential equations govern- 
ing th e  propagation of th e  tranverse electric an d  m agnetic 
fields, we identify a pair of linear nonself-adjoint operators, 
whose eigenvectors satisfy a b iorthogonality  relationship. 
T he  key elem ent of our approach  is to  transfo rm  th e  sys­
tem  of differential equations into a linear m atrix  eigenvalue 
problem  by means of the  G alerkin m ethod , using th e  eigen­
vectors of an auxiliary problem . From  a com putational 
point of view th is m ethod is very efficient, because th e  in­
tegráis involved in th e  m atrix  elem ents are, in principie, 
frequency independent, so they have to  be evaluated  only 
once to  ob ta in  the  dispersión curves, th u s  generating  a  ro- 
b ust and  efficient code. T h is m ethod  has been applied to  
study  open dielectric waveguides, as rep o rted  in [15, 16]. 
Com parisons bctween our resu lts and  th e  available numeri- 
cal published d a ta  fully valídate th e  theory  here presented.

Inhom ogeneously filled waveguides have received consider­
able a tten tio n  in th e  last decades because of their applica- 
tions in a variety  of waveguide com ponents. T he m odes of 
p ropagation  of such waveguides are not, in general, TM  
or T E  m odes, b u t hybrid  modes. T he boundary  valué 
m ethod  has been used to  calcúlate th e  m odal Solutions for 
concentric [1, 2] an d  eccentric [3] dielectric-loaded circular 
guides, as well as for rectangular guides filled w ith dielec­
tric  slabs [4, 5]. In th a t  m ethod, the  electrom agnetic field 
is expanded  in te rm s of analy tica l functions in th e  relevant 
regions of th e  waveguide, and  a linear eigenvalue problem  
is ob ta ined  afte r im posing th e  boundary  conditions in th e  
corresponding interfaces. W hen th e  guide is filled w ith two 
or m ore dielectrics, th e  determ ination  of th e  p ropagation  
constan ts  an d  th e  m ode fields becomes difficult, because of 
th e  trascen d en ta l equations involved. A lternatively, a  vari- 
a tio n a l m ethod  is used in [6] to  calcúlate th e  eigenvalúes in 
rec tangu lar waveguides loaded w ith lossless dielectric slabs. 
T h e  finite-elem ent m ethod  has been been extensively ap ­
plied to  find th e  eigenvalues and  modal fields in d ielectric 
loaded guides [7, 8, 9, 10]. T here are, as well, a  num ber of 
m atrix  form ulation  m ethods to  analyze inhom ogeneously 
filled w aveguides in which th e  fields are expanded in a  set 
of basis functions [11, 12, 13], and  based on Laplace and  
Fourier transfo rm s techniques [14].

2 T h e o r e tic a l fo rm u la tio n

O ur s ta rtin g  point are M axwell’s equations for uniform  
cross-section waveguides partia lly  or to ta lly  filled w ith a 
lossy dielectric m edia defined by its d ielectric perm ittiv ity  
s (x ,y )  =  eo£r (x ,y ) .  VVe assum e th a t  th e  considered m edia 
does not have m agnetic p roperties, y. =  yo. T hus, the  so- 
lution of th e  problem  can be ob ta in ed  as a  superposition  
of fields with explicit harm onio dependence on z  (we as- 
sum e th a t  th e  tim e dependence is always im plicit and  has 
a  harm onio form eJwt for all vector fields)

E (x , y, z) =  e (x , y) exp { - j ( 3 z ) , 
H (x ,y , z) =  h (x ,y )  exp (~ jf3 z)  , ( 1)

where ¡3 is the propagation  co n s tan t and  e  an d  h  repre- 
sent th e  transverse-dependent (depending  on x  and  y  only) 
three-dim ensional vector am plitudes of th e  electric and 
m agnetic field, respectively. We are  in te rested  in rew rit- 
ing M axwell’s equations in term s of th e  transverse  com po-

nents of th e  electric and  m agnetic fields, e t =  x and

h . = . Following reference [17] we can ob ta in  a set
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of equa tions for th em ,

{ V ? +  * ( x ,  »)*§ -  /3! } h . =  (V . x  h .)  x  , (2a)

{V? +  * .(* ,  y )* ?  -  /32}e, =  V ,(e ,  • , (2b)

w here er (x ,y )  is th e  rela tive dielectric perm ittiv ity , is 
th e  free-space w avenum ber (kq — u ^ hq£q), and  th e  opera- 
to r  V t is th e  tran sv e rse  g rad ien t operator. T h e  axial com ­
p onen ts ez an d  h z a re  determ ined  by e t and  h t th rough  
co n s tra in t re la tio n s given by M axwell’s equations.

For ou r purposes, it is m ore in te resting  to  rew rite 
E qs. (2) in a d ifferent way. We will express th e  two pre- 
vious equa tions in  a  tw o-dim ensional m atrix  form. B oth  
e t and  h t a re  tw o-dim ensional vector fields th a t  are  repre- 
sen ted  by tw o com ponen ts vectors. T hus, th e  differential 
o p era to rs  ac tin g  on th e m  can  b e  expressed as 2 x  2 m a­
trices. Eq. (2b) involves tranverse  tw o-dim ensional vectors 
only. However, Eq. (2a) includes th e  th ree-d im ensional ax ­
ial vector (V t x  h t ) in its r igh t hand  side. On th e  one hand, 
it is easy to  check th a t  th e  double th ree-d im ensional vector 
p ro d u c t in Eq. (2a) can  be rew ritten  in te rm s of a  2 X 2 
m a trix  ac tin g  on h t) (using, for exam ple, th e  com pletely 
an tisy m m etric  ten so r in tw o-dim ensions eQ7). On th e  o ther 
h an d , for reasons th a t  will becom e clear la ter, it is m ore 
convenient to  rew rite  Eq. (2b) no t in te rm s of e t b u t in

_  e*
te rm s of th e  closely re la ted  vector field e t =  |

th e  con jugation  op era tio n ). A fter m an ipu la ting  Eq. (2b) 
in a  su itab le  way, one can  ob ta in  th e  following equivalent 
se t of equa tions in m a tr ix  form ,

t i

hx
hv

—e l

=  /?2 

=  m 2
p*

- e l

(3)

w here L  and  t i  a re  2 x 2  m atrix  differential opera to rs given 
by

L  =

t i  =

V? -i- k le r {x ,y )  0
0 V ?-l-k $ e r (x ,y )

F vV y - F vV 2
— F x V y  F x ^ x

' V? +  /cge;(x,y) 0
0 V* +  Age;(x,y)

+
V  F*V v i  y

- V XF J
- v vf ;

v *f ;

(4a)

(4b)

w here F t =  (V t er ( x ,y ) ) / e r ( x ,y ) ,  an d  th e  derivative ap- 
pearing  in th e  second m atrix  of t i  ac ts  b o th  on th e  com ­
p onen ts of a n d  on th e  vector field é t . T h e  o p era to r t i  
is called th e  form al adjoin t to  th e  linear o p era to r L, and  is 
defined as follows (see Ref. [18]),

( v ,L u )  =  < ¿ * v , u ) o

J  v * (r)  • L u (r )  d S  =  J  ( t i v ( r ) ) *  • u ( r )  d S  , (5)

where u ( r)  and  v ( r )  are  tw o-dim ensional vector com plex 
functions defined on a  tw o-dim ensional closed and  bounded 
región S , w ith boundary  C . T hey  are  m em bers of a H ilbert 
space Ti w ith  inner p ro d u c t

(v, u ) =  J  v * (r)  • u ( r )  dS

( v i  {r)u x ( r)  +  v i  {r)u v (r) ) d S  (6)

for all u , v  €  Ti. W hen t i  =  L  we say th a t  L is form ally  
self-adjoint.

T he set of equations (3) is a  system  of eigenvalue equa­
tions for th e  nonself-adjoint o p e ra to r  L  and  its ad jo in t t i ,

L u n =  0^Un , t i v m =  , (7)

where u  =  h t and  v  =  é t .
T he eigenvectors of a  nonself-adjoint opera to r do not 

satisfy a  orthogonality  rela tion . T h e  sam e applies to  th e  
eigenvectors of its ad jo in t. In  our case, th is  means th a t  
(u n ,u„<) 5nn> an d  (v m , v m<) ^  Smm>, Smn being the 
Kronecker D elta  sym bol. A pparen tly , th e  im possibility of 
using th e  s tan d ard  o rthogonality  relations associated to  a 
self-adjoint opera to r w ould p reven t us from expanding a rb i­
tra ry  functions in te rm s of its  eigenvectors. However, since 
we are considering a  {L , t i } system , th is  is not so because 
we can take advan tage of w hat i t  is called th e  biorthogo- 
nality relation  [19],

( V n » t l r n )  —  ¿ n (8)

T he biorthogonality  rela tions were succesfully used by 
Paiva and  B arbosa to  ana lyze inhom ogeneous biisotropic 
p lanar guides [20]. D esp ite  its  ap p aren tly  formal charac- 
te r, th is  relation  has a very clear physical meaning. If we 
w rite th e  inner p ro d u c t in its in tegral from and  restore the  
original three-dim ensional n o ta tio n , Eq. (8) reads,

L
(e„ x  h m ) * z d S  — ó ti (9)

where z representa th e  u n ita ry  vector along th e  z  direction. 
In the  waveguide lite ra tu re , th e  rela tion  (9) is known as the  
orthogonality  condition for th e  waveguide modes [17].

T he  previous rela tion  allows us to  expand  any vector 
function f  of Ti in te rm s  of e ith e r  th e  L  eigenvectors, {un }, 
or those of its ad jo in t t i ,  {vm },

(10)

where the  com plex expansión coefficients are given by the  
inner p roducts Cn =  (v n ,f )  an d  dm =  (f, Ut„). Notice the  
c’s and  d's coefficients are  no t triv ia lly  rela ted , unless when 
L  is self-adjoint, in th a t  case Cn =  d \  and  Un =  v n .

T he  previous resu lts  define th e  framework where our 
m ethod is developed. O ur aim  is to  find th e  propagation  
modes of a realistic w aveguide charactcrized  by a  com plex 
relative dielectric p e rm ittiv ity  er {x ,y ) .  As we have proven, 
th e  electrom agnetic p ropaga tion  in th is  waveguide is de- 
scribed by th e  system  of eigenvalue equations (7). Let L
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be th e  m atrix  d ifferential operator (4a) representing th e  
waveguide we are  in te rested  in, u n and v m th e  eigenmodes 
of L  and L t respectively, an d  /?„ the  propagation  constan t 
of th e  n th  m ode. T hen , th e  system  of equations describing 
th is  waveguide an d  th a t  we w ant to  solve is,

( 11)

¿ Ü p  =  ^ p ü p  , ¿*v, = ( ^ ) 2v, , (12)

and , consequently, all th e  properties of a b iorthogonal basis 
apply  to  th e  {üp, v ,}  set. In particu lar, th e  {üp, v ,}  m odes 
can be used as a  basis to  represent any arb itra ry  vector, 
th u s following (10)

(13)

^ c (n)pLüp = /32J]c(n)püp. (14)

T he  next step  in th e  application  of th e  Galerkin procedure 
is to  choose a  se t of w eighting functions {v ,} , and to  take 
th e  inner p ro d u ct for each v 9, yielding

^ ^ C(n)p(v<j i ¿ Ü p )  =  P n C(n)q • ( 1 5 )

T he above system  can be w ritten  in a  m atrix  form as

¿ n  L i  2 

¿ 2 1  ¿ 2 2

- p  i -p2

¿ 1  q
¿2<f

Lpq

C( n) l c ( n ) l

C( n) 2 C( n)  2

j =  i32 •

C(n ) p C( n) p

L  ' . : .
(16)

w here th e  elem ents of th e  m atrix  [L ] are ob tained as

¿pq =  (v „ ¿ ü p ) . (17)

For practical purposes, it is convenient to  introduce th e  
difference op era to r A  =  L  — L,

A =  ko(£r { x ,y )  -  ¿r (x ,y ) ) 1 0 
0 1

(Fv - F v)V y ~ (F y -  F v) V ,  1 
—(¿*  — ¿ x )V y (FX - F X)V X

.(1 8 )

T hus, th e  elem ents of th e  opera to r ¿  =  L  4- A  in th e  auxil- 
iary  basis {üp, v ,}  are triv ia lly  ob ta ined  by m eans of (17),

Lpq — ¡325pq +  (vp, A ü 9) , (19)

Now we define an  anxiliary problem  as a waveguide char- 
acterized by a  rela tive d ielectric perm ittiv ity  er {x ,y )  and  
w ith  th e  sam e b o u n d ary  conditions as th e  waveguide de- 
scribed by Eq. (11). T he  eigenmodes of th e  auxiliary p rob­
lem, {üp .v ,,} , an d  th u s  the ir respective propapagations 
constan ts, are suposed to  be perfectly known. T he  equa­
tions describing th e  auxiliary  problem  constitu te  ano ther 
{ ¿ ,¿ 1 }  system ,

Certainly, we are  concerned in th e  m atrix  represen tation  
of th e  linear o p e ra to r  of th e  real problem  L. T hen , th e  
m atrix  elem ents o f th e  L  opera to r in th e  {üp, v 9} basis 
will be easily ob ta ined  by applying th e  stan d ard  G alerkin 
m om ents-m ethod [18]. By inserting th e  first equation  of 
(13) into th e  first equation  of (11), and applying the  linear 
p roperties of L, we find

w here th e  first sum m and is d iagonal because th e  opera­
to r  ¿  is expressed in its own b iorthogonal basis. A t th is 
po in t, it is im portan t to  rem ark th a t  we have tranform ed 
th e  differential operator system  (11) in to  a  linear m atrix  
eigenvalue problem  defined in (16). An analogous equation 
for its ad jo in t m atrix , [ ¿ t ][d(m)] =  ( ^ ) 2[d(m)] can be also 
derived. Thus, th e  inform ation contained  in  th e  above m a­
trix  equations is the  sam e as in th e  d ifferential equations 
for th e  L  and  O  operators (11). D iagonalization  of th e  
[¿] m atrix  yields the squared of th e  n th -m o d e  propagation  
constan t — th e  n th  eigenvalue of [L]—  a n d  also its tr a n ­
verse m agnetic am plitude, h t , th ro u g h  th e  knowledge of 
th e  n th  eigenvector [c(n)] (recall its com ponen ts co n stitu te  
th e  expansión coefficients of th e  unknow n m ode u n (r) in 
te rm s of th e  auxiliary modes {üp (r)} ). I t  is im p o rtan t to  
stress th a t  th e  diagonalization of th e  [L] n o t only provides 
us w ith  th e  propagation  constan ts and  tran v e rse  m agnetic 
am plitudes of th e  modes, b u t also w ith  th e ir  whole th ree- 
dim ensional m agnetic and  electric field s tru c tu re . B oth  th e  
ax ial com ponent of th e  m agnetic field a n d  th e  transverse 
and  axial com ponents of th e  electric field a re  re la ted  to  
h t th rough  constra in ts given by M axwell’s  equations [17]. 
T h is fact is very im portan t from a co m p u ta tio n al po in t of 
view, because only th e  diagonalization  process for th e  [L] 
m atrix  is requcstcd in th e  num erical im plem enta tion  of th is 
m ethod.

However, th e  m atrix  [¿] is infinitely-dim ensional. In or- 
der to  develop a rcalistic m ethod, we have to  work w ith 
a finite se t of auxiliary fields. U nfortunately , th e re  are  no 
general conditions th a t guaran tee  th e  convergence of th e  
expansions. T his convergence will depend  b o th  on th e  na- 
tu re  of th e  ¿  opera to r and on th e  auxiliary  problem  chosen 
to  define th e  biorthogonal basis. In general, we observe th a t  
th e  real m odes are b e tte r  described by increasing th e  num ­
ber of auxiliary modes. In th e  sam e way, auxiliary  basis 
encom passing th e  m ost relevant features of th e  real p rob­
lem produce faster convergenccs. In any case, num erical 
convergence te sts  m ust be done by sw eeping th e  num ber of 
auxiliary  modes over meaningful ranges an d  study ing  th e  
s tab ility  of th e  Solutions.

T he  m ethod  we have ju s l p resen ted  involves no restric- 
tion  on th e  vector character of th e  elec trom agnetic  fields. 
T h e  lcey eigenvalue equations (7) a re  com pletely  general 
and  involve th e  nonself-adjoint o p era to r ¿ .  I t  is rem ark- 
able th a t  th e  nonself-adjoint character o f ¿  is p resen t even 
w hen th e  m édium  is lossless (er ( x ,y ) is a  real function) 
show ing th e  inherent nonself-adjoint ch a rac te r  of th e  elec­
trom agnetic  propagation. I t is also in te restin g  to  notice 
th a t  it is precisely th e  nonself-adjoint piece of ¿ ,  th e  second 
m atrix  in Eq. (4a), the one responsible of po larization  mix- 
ing. T h e  diagonal, and  thus nonpo larization  m ixing, piece 
is self-adjoint in lossless media. T h is fact m akes evident 
th e  cióse relation  between the  nonself-adjoint character of 
L  an d  th e  full-vector description given by its  eigenvectors. 
Indeed, a  cylindrical waveguide uniform ly loaded w ith a
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hom ogeneous d ielectric is described by th e  first m atrix  of 
(4a) (th e  second m atrix  is zero), and  only T M  and T E  
m odes appear. However, w hen it is filled w ith  an  inhomo- 
geneous d ie lectric, due to  th e  second m atrix  of (4a), most 
o f th e  m odes a re  hybrid . To end , we em phasize th e  unam - 
b iguous an d  rigorous ch a rac ter of th e  m atrix  construction  
an d  of th e  m ode expansions here presen ted , based on the  
b io rthogonality  p ro p erty  (8) satisfied by th e  auxiliary  ba­
sis.

3 N u m e r ic a l r e su lts

T h e  p resen t m ethod  can b e  applied  to  a  large variety of 
waveguides. In  fact, i t  has been dem o n stra ted  its suitabil- 
ity  to  deal w ith  open guides as op tical fibers (15, 16]. Now, 
we will focus on dielectric loaded rec tangu la r waveguides. 
W e have developed a  F O R T R A N  code to  analyze a rec t­
angu lar w aveguide p a rtia lly  loaded w ith a rb itra rily  placed 
lossy dielectrics o f rec tan g u la r cross-section, as it is shown 
in F ig. 1. T hus, th e  rela tive dielectric p e rm ittiv ity  er (x ,y )  
of th is  gu ide is expressed as follows

er(x,y) — "I" ^  ri £ra)
1=1

x ( h { x  - X í  +  j ) -  H(x - X i -  y ) )  

x ^ H{y -  Vi + y )  -  H(y  -  y< -  y  )^ , (20)

w here H(x)  is th e  H eaviside function , N  is th e  num ber of 
d ie lectric slabs, an d  th e  zth d ielectric is centered a t  the  
p o in t (x<,y¿), its size being c< by d,. In  our case, th e  aux­
iliary  problem  is chosen to  be a  hom ogeneously filled rect- 
angle w aveguide, characterized  by ¿r (x,y) = eTa, whose 
eigenvalues an d  eigenvectors a re  well know n, see for in- 
s ta n ce  [21]. Follow ing th e  theorical form ulation, th e  m atrix  
elem ents of [L], derived from (19), are  given by

Lpq — 0  6pq

+  &o J {er{x,y) - £ r ( x , y ) ) ( é p  x  h7) • z d S

a
F igu re  1: Cross-section of a n  inhom ogeneously filled rect-

E . = E0 E,1

a/2

Figure 2: R ectangu lar waveguide loaded w ith  a  dielectric 
slab along th e  side wall.

+ L V jg r(x ,y )  
£r (x ,y )

x ( V t x  h q ))J  ■ z d S . (21)

A fter som e algebraic m anipulations, these in tegráis have 
been analy tically  calcu lated . As a  consequence, only a 
num erical d iagonalization  process has to  be perform ed for 
each frequency po in t, thus resu lting  in a  fast code imple- 
m entation .

We have com pared th e  results of our approach w ith  exist- 
ing ones for five differcnt d ielectric-slab-loaded rec tangu lar 
guides. T h e  first case is a  rec tangu lar waveguide of w idth 
a and  height a /2 , w ith  a  d ielectric slab along th e  side wall, 
as shown in Fig. 2. H alf of th e  waveguide is filled w ith d i­
electric m ateria l whose rela tive perm ittiv ity  is er \ =  2.25, 
and th e  o ther half is vacuum . T h is case is p articu la rly  
in teresting  because th e  analy tical so lu tion  does ex ist [17]. 
To solve th is sim ple case, we have properly  located one 
dielectric rectangle, an d  we have taken th e  vector m ode 
functions of an  em pty  rec tangu lar guide as th e  auxiliary  
basis. In Table 1 we com pare our resu lts  w ith th e  exact 
solution, and  also w ith resu lts ca lcu lated  in [9] using the  
finite-elem ent m ethod. For th e  com parison, we p resen t th e  
norm alized propagation  constan t of th e  first m odes, 0 /ko , 
calculated  for th e  w orking frequency given by koa =  3. 
Only 200 auxiliary  m odes have been used, tak in g  31 sec- 
onds on a  C ray0rig in2000  m achine. T he resu lts agree with 
each o th e r accurately.

T he  second case is again a rec tangu lar waveguide of 
w idth a an d  height a / 2  w ith a  centered d ielectric slab, as 
shown in Fig. 3. In T able 2 we present th e  norm alized prop­
agation  constan t, 0 a , for th e  LSE and  LSM m odes calcu­
lated  for th e  op era tin g  frequency defined by koa =  47T. We 
com pare our results w ith those provided by a  variational 
approach in [6]. T h e  dielectric región size is a /2  by a/2,

Table 1: N orm alized propagation  constan t 0 /k o  o í a rec t­
angular waveguide loaded w ith a dielectric slab  along th e  
side wall.

angu lar w aveguide w ith  a rb itra rily  placed lossy dielectric 
slabs.

M ode
order

E xact
solution Ref. [9]

This
m ethod

Reí. 
diff (%)

1 1.27576 1.27327 1.27574 0.002
2 0.97154 0.97101 0.97159 0.005
3 0.72865 0.72539 0.72863 0.003
4 0.59390 0.59280 0.59388 0.003
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a/4 a/2 a/4

a
F igure  3: R ectangu lar waveguide loaded w ith a  cen tered  
d ielectric slab.

being its  rela tive p e rm ittiv ity  e ri =  '2. As in th e  previous 
case, th e  auxiliary  problem  is an em pty rec tangu lar guide. 
T he  resu lts of Table 2 have been obtained using 400 b a­
sis functions, th e  com pu tation  tim e being 103 seconds on 
a C ray0rig in2000  m achine. T he  agreem ent betw een b o th  
m ethods is good.

T he  th ird  exam ple is a  rectangular waveguide loaded 
w ith th ree  dielectric slabs (see Fig. 4a). T his s tru c tu re  
is used to  m odel a  microwave cure applicator in [5]. In th is  
problem , we lócate a  dielectric slab of relative p e rm ittiv ity  
s r l  =  10.0, a t  th e  center of a  s tan d ard  W R-340 guide which 
was hom ogeneously filled with a  dielectric of rela tive p e r­
m ittiv ity  era =  1.5, whose modes are th e  auxiliary  basis. 
In Table 3 we give th e  cutoff frequencies for four differ- 
en t w idths of th e  cen tra l dielectric región, and  we com pare 
our results w ith  th o se  ob tained by solving a  trascenden ­
ta l equation  [5]. T h e  num ber of basis functions em ployed 
in th is case is 300. T he  d istribu tion  of th e  electrom ag- 
netic field is im p o rta n t in th e  applications of th is  kind of 
s tru c tu re s  in order to  focus th e  energy in th e  cen tra l re­
gión of th e  guide. O ur m ethod  provides th e  p ropagation  
constan ts  an d  th e  fields of th e  modes. As an exam ple, we 
show th e  P oynting  vector profiles for th e  first p ropagative 
m odes in Figs. 4b-d. In these plo ts the  opera ting  frequency 
is 5 GHz, and  th e  rela tive w idth  of th e  central dielectric 
región is c /a  =  0.6. O ne of th e  m ost a ttrac tiv e  features of

Table 2: N orm alized propagation  constan t 0 a  of a  rec tan ­
gular waveguide loaded w ith a  centered dielectric slab.

Mode Ref. [6] This method Reí. difference (%)
LSEio 17.127 17.127 < 0.006
LSE20 15.147 15.147 <  0.007
LSE30 11.821 11.820 0.008
LSE40 7.602 7.602 < 0.013
LSEn 15.933 15.932 0.006
LSE21 13.783 13.782 0.007
LSE31 10.013 10.012 0.01
LSE41 4.280 4.278 0.05
LSE12 11.637 11.637 <  0.009
LSE22 8.457 8.456 0.01
LSMu 15.739 15.723 0.1
LSM21 13.203 13.161 0.3
l s m 3, 9.450 9.491 0.4
LSM41 4.989 4.858 2.6
LSM12 11.369 11.348 0.2
LSM22 7.476 7.401 1.0

Table 3: Cutoff frequencies (GHz) of a  rec tangu la r waveg­
uide loaded with th ree  dielectric slabs for different valúes 
of th e  relative w idth of th e  cen tra l dielectric región, c /a .

c /a  =  0.2
Mode Ref. [5] This m ethod Reí. difference (%)
TE 01 0.778 0.775 0.4
TE 02 2.362 2.360 0.08
T E 03 3.372 3.371 0.03

c /a  =  0.4
Mode Ref. 5 T his m ethod Reí. difference (%)
TE01 0.625 0.624 0.2
TE 02 1.550 1.553 0.2
TE 03 2.668 2.670 0.007

c /a  =  0.6
Mode Ref. [5] This m ethod Reí. difference (%)
TE 01 0.569 0.570 0.2
TE 02 1.224 1.221 0.2
TE 03 1.984 2.001 0.9

c /a  =  0.8
Mode Ref. (5] This m ethod Reí. difference(%)
TE 01 0.556 0.558 0.4
TE 02 1.121 1.122 0.1
TEos 1.681 1.701 1.2

our m ethod is the versatility  and  flexibility for th e  analysis 
and  design of com plex dielectric s tru c tu re s  filling a rec tan ­
gular guide, thus becom ing a powerful an d  effective CAD 
tool. T h a t is, the inclusión of o the r slabs inside th e  guide 
is a very sim ple task em ploying th is  a lgorithm , while o ther 
techniques require to  recalculate th e  full problem  in order 
to  find th e  new trascendental equation .

T he fourth exam ple is a shielded rectangular- dielectric 
waveguide. In Fig. 5 we presen t th e  d ispersión curves for 
th e  first two modes, com paring our resu lts w ith  those ob­
ta ined  with a  finite-difference m ethod  [22]. T h e  relative 
perm ittiv ity  of th e  core is er \ — 2.22, an d  th e  dim ensions 
of th e  rectangular rod  are  Ci an d  d j,  Ci/d\ =  0.99. T he 
dielectric rectangular rod  is sh ielded by a  m etallic rectan­
gular guide of dim ensions a =  1.88ci and  b =  1.88di. Only 
200 basis functions are  necessary to  o b ta in  th e  first modes. 
T he com putation  tim e required to  ob ta in  th e  resu lts shown

1,50
EH

1,25ca.

1,00
302010

f (GHz)
Figure 5: Dispersión curves for th e  E H n  an d  H E jx modes 
of a  shielded rectangular d ielectric waveguide. Com parison 
between our results (solid lines) and  th e  resu lts obtained 
w ith th e  finite-difference m ethod  [22] (do ts).
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d c d

a. a

MODE TE0, MODE TE^ MODE TEm

(b) /(rnrn) (c) y í'nmi (d)

F igu re  4: (a) R ec tan g u la r waveguide loaded w ith th ree  dielectric slabs. P lo ts  of th e  real p a r t of th e  P oyn ting  vector 
(z-com ponent) for the : (b) T E o i, (c) T E 0 2 , (d) T E 03 modes, respectively.

w ith  er i(m ai) =  9 an d  w here th e  origin of th e  x-axis is 
a t  th e  cen tre  of th e  waveguide. We have com puted  th e  
dispersión curves of th e  fundam ental m ode for th re e  dif- 
ferent valúes of c /a ,  using 300 auxiliary  modes. In Fig. 6  

we com pare our resu lts w ith those presented  in [6 ] using a 
variational form ulation.

4  C o n c lu s io n s

In this paper we have developed a m ethod  for th e  analysis 
of inhom ogeneously filled waveguides w ith lossy dielectrics. 
Once M axwell’s equations a re  w ritten  in te rm s of th e  tran s- 
verse com ponents of th e  fields of guided m odes, we have 
shown th a t  they  can be rew ritten  as a  system  of eigenvalue 
equations for a nonself-adjoint opera to r an d  its ad jo in t, 
L and  L \  respectively. T h e  eigenvectors of th e  system  
{L ,L *} define a b iorthonorm al-basis and  allow to  trans- 
form th e  differential o p era to r system  into a  linear m atrix  
eigenvalue problem , using th e  eigenvectors of an  auxiliary  
problem  to  expand  th e  m odes of th e  original problem .

We have developed a  FO R TR A N  code to  o b ta in  th e  
m odal spec trum  of rec tangu lar waveguides filled w ith  di­
electric slabs. In principie, our p rogram  can deal w ith any 
num ber o f lossy d ielectric slabs w ith a rb itra ry  size an d  po- 
sition w ithin th e  rec tangu lar waveguide. We have tested  it 
by com parison w ith theorical results found in th e  technical 
literatu re . We dem ó n stra te  th a t  it can be used to  work out 
the  m odal spectrum  of a  g rea t variety of d ielectric guides.

Finally, we showed th a t  our m ethod  can deal w ith  in- 
hom ogeneous dielectrics. Furtherm ore, our m ethod  can be 
easily used to  analyze dielectric rods w ith non-rectangular

3

2

1

o
2 3 41

F igu re  6 : D ispersión curves for th e  fundam ental m ode of 
a  rec tan g u la r guide loaded w ith  a  centered inhom ogeneous 
d ielectric slab , as a  function of th e  thickness: c /a  =  0.5 
( I ) ,  c /a  =  0.2 (2), c /a  =  0.1 (3). C om parison between 
o u r resu lts  (solid Unes) an d  th e  resu lts ob ta in ed  w ith  a 
techn ique based on a  varia tiona l form ulation [6 ] (dots).

in F ig. 5 is 1 2  seconds p e r frequency p o in t on a CrayO ri- 
gin2000 m achine. W e find a  good agreem ent w ith  previous 
results.

F inally , we w ant to  show how ou r m ethod  can be applied 
also to  analyze w aveguides loaded w ith inhom ogeneous d i­
e lectric slabs. T h e  fifth exam ple is a rec tangu la r waveguide 
loaded w ith  a  cen tered  inhom ogeneous dielectric slab. T he 
rela tive p e rm ittiv ity  of th e  inhom ogeneous slab  depends on 
th e  coo rd ina te  x  in th e  form (see Fig. 6 )

£ r l ( x )  =  1 4 -  ( £ r l ( m a * )  ~  1 )  Í j  ( 2 2 )
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cross-sections an d  inhomogeneously m agnetic m edia filled 
waveguides.
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