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Capitulo 1

Introduccion

El término dindmica de fluidos relativistas se refiere tanto a los flujos en
los que el factor de Lorentz, W (= (1 - v?)~(3)), excede la unidad de
forma apreciable (v es la velocidad del fluido en unidades de la velocidad
de la luz!) o a aquellos en los que el campo gravitatorio background o el
generado por la materia misma, son tan importantes que su descripciéon
debe hacerse en términos de la teoria de la gravitacién de Einstein.

1.1 Escenarios fisicos y astrofisicos.

La dindmica de fluidos relativistas tiene un papel importante en difer-
entes campos de la Fisica y la Astrofisica, como son la Fisica de Plasmas,
la Fisica Nuclear, la Astrofisica y la Cosmologia.

En el terreno de la Fisica de Plasmas, se han llegado a obtener en el
laboratorio ondas de choque magnetoacisticas con velocidades de hasta
4 108 cm/s (Taussig, 1973).

Ya en el campo de la Fisica Nuclear, el uso de la dindmica de flu-
idos para describir la colisién de materia hadrénica comienza con los
trabajos de Fermi, de Pomeranchuk y de Landau en los afios 50, quienes
intentaron describir el scattering protén-protén y la consiguiente pro-
duccién de piones usando conceptos estadisticos e hidrodindmicos (ver
Strottman, 1989 y las referencias citadas alli). En la actualidad, se
simulan colisiones entre nicleos pesados usando la dindmica de fluidos
relativistas sin disipacién. La materia nuclear se describe mediante las

'En todo esta Memoria se han utilizado, salvo que se diga explicitamente otra
cosa, unidades geometrizadas, para lasque G=c=1.

1



2 CariTuLo 1

ecuaciones de la dindmica de fluidos relativistas y los detalles de las
interacciones nucleares se incorporan en la ecuacién de estado (Clare
y Strottman, 1986). La aproximacién dada por la dindmica de flui-
dos relativistas que se fundamenta esencialmente en las leyes bisicas de
conservacién de la masa, el momento y la energia, parece bastante ade-
cuada si tenemos en cuenta el desconocimiento que existe en torno a la
dindmica nuclear. Sin embargo, no resulta evidente @ priori la validez
de los cdlculos hidrodindmicos para la descripcién de las reacciones de
iones pesados. Un andlisis de las condiciones necesarias indica que sélo
se verifican de forma parcial. Por ejemplo, el nimero de particulas in-
volucradas en una colisién entre iones pesados varia entre 100 y 1000,
por lo que el nimero de grados de libertad es grande comparado con 1,
pero relativamente pequeiio cuando lo comparamos con un fluido usual.

Es necesaria también la condicidn de que el tiempo que dura la col-
isién sea suficientemente grande como para que se pueda establecer el
equilibrio termodinamico local. Esta condicién también se verifica de
forma marginal. Un limite inferior del tiempo de colisién para dos iones
pesados puede estimarse de forma grosera como el didmetro del nicleo
dividido por la velocidad de la luz, o sea, unos 5 102 s. Los nu-
cleones interaccionan intercambiando piones y se necesitan alrededor
de 5 1024 s para que dos nucleones adyacentes intercambien un pion.
Como este tiempo de interaccién es alrededor de una décima del tiempo
total de la colisién, puede pensarse que se habrd alcanzado un cierto
nivel de equilibrio local. Esto es particularmente cierto para colisiones
centrales de nicleos grandes.

Finalmente, es bastante realista tratar los. nucleones como particulas
cldsicas en el régimen de energias en que se trabaja. Para nucleones
relativistas su momento es mayor que 1 GeV? y su correspondiente lon-
gitud de onda de De Broglie es 0.4 fm, menor que el radio del nucleén
y mucho menor que el radio del niicleo.

En las colisiones de niicleos pesados, la velocidad relativa de los
niclecs es supersénica. Por tanto, se espera que se produzcan ondas
de choque (Sobel et al.,, 1975). Por otro lado, las ondas de choque
relativistas podrian estar relacionadas con la transicién de fase de la

2Por otro lado, el caricter ultrarrelativista de la colisién entre iones pesados queda
de manifiesto teniendo en cuenta que para una colisién entre dos niicleos de igual
masa con energias de 5 GeV/nucl en el sistema de centro de masas, la velocidad
de los nicleos es de 0.987 en el sistema centro de masas o de 0.99992 en el sistema
laboratorio.
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materia nuclear al plasma de quarks y gluones (Clare y Strottman, 1986).

Modelos de fluidos relativistas se han usado también en Cosmologia
para describir la evolucién de las perturbaciones en la densidad del medio
c6smico, en teorias de formacién de galaxias (Peebles, 1980).

En Astrofisica, los fluidos relativistas aparecen en escenarios muy
variados, como pueden ser el colapso estelar de estrellas masivas que
precede a las explosiones de supernovas de tipo II, o los escenarios
de acrecion sobre objetos compactos en sistemas binarios (las llamadas
fuentes compactas de rayos X). A nivel extragalictico, el escenario més
comin lo constituyen las fuentes compactas de radio asociadas a nicleos
de galaxias activos y los jets que desarrollan.

En el caso del colapso estelar, se alcanzan velocidades superiores al
15% de la velocidad de la luz, y por otra parte, los efectos de Relatividad
General son importantes, habiendo sido sefialados por varios autores (ver
el Capitulo 7 de este Memoria y las referencias citadas alli).

Entre los alrededor de 100 objetos en sistemas binarios que emiten
en rayos X, existen al menos 3 que poseen jets: Sco X-1, Cyg X-3,
SS433. En un sistema binario, el material capturado forma alrededor de
éste un disco de acrecién. La fuente primaria de energia es la energia
gravitacional liberada por la masa acretada, desde la estrella compaiiera
hasta la superficie del objeto compacto:

I MxMx
X~ R?Y

siendo Mx la masa del objeto compacto (en el caso de una estrella de
neutrones, Mx ~ 1.5 My) y Rx su radio (de nuevo, en el caso de una
estrella de neutrones, Rx ~ 10 km). My representa la masa acretada
por la fuente de rayos X procedente de la compaiiera, que es del orden
de 10~ Mg/aiio, valor tipico para la pérdida de masa en una estrella
gigante roja. Todo ello da un valor para la luminosidad por rayos X de
la fuente que es del orden de Lx ~ 10% erg/s. En el caso de que el
objeto central sea un agujero negro en lugar de una estrella de neutrones
(como es el caso de Cyg X-1 o LMC X-3) debe emitirse una cantidad de
energia por unidad de masa comparable a la anterior antes de que ésta
cruce el horizonte de sucesos en Rg = 2Mx.

En una fuente ordinaria de rayos X como, por ejemplo, Her X-1, el
ritmo de acrecion es pequefio y la energia puede liberarse en forma de
rayos X. Sin embargo, para ritmos de acrecién suficientemente grandes
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la luminosidad por rayos X supera el llamado limite de Eddington, en el
que la presién de radiacién sobre los electrones libres equilibra la fuerza
de la gravedad asociada a la materia barionica:

__47ermp~ 38<Mx)
Lpye = = ~ 1310 Mo erg/s

(ver, por ejemplo, Rees, 1984). En la expresién anterior m, es la masa
del protén y or, la seccién eficaz del scattering Thompson. En estos
casos, parte de la materia acretada es eyectada en un flujo bipolar a lo
largo del eje de rotacién del objeto compacto (ver, por ejemplo, 6gelman,
1987). Esto es lo que parece que ocurre en las fuentes Sco X-1, Cyg X-3
y S5433.

En Sco X-1 se han observado variaciones en las componentes extensas
de la fuente entre el 10 — 30% en escalas de tiempo del orden del afio. Si
se supone que estas variaciones son causales, la velocidad del material
que fluye en el jet debe ser de 0.5 (Geldzahler y Fomalont, 1985).

En el caso de Cyg X-3, la velocidad de expansién del jet alcanza 0.35
(Spencer y Johnston, 1986).

§S433 es el tnico objeto galictico que muestra jets en todas las
longitudes de onda. Su espectro dptico tiene algunas peculiaridades.
Aparte de las lineas de emisién intensas y anchas pertenecientes a la
serie de Balmer y al He I en sus longitudes de onda correspondientes,
dicho espectro contiene lineas en longitudes de onda no familiares. Es-
tas lineas fueron interpretadas mas tarde como lineas de Balmer y He
I, desplazadas por efecto Doppler, de dos haces de plasma relativista,
dirigidos opuestamente y en precesién, moviéndose con una velocidad de
0.26 (Liebert, et al., 1979).

En los tres casos comentados, el objeto compacto podria ser una
estrella de neutrones, aunque en el caso de SS433 se especula con la
posibilidad de que se trate de un agujero negro.

Sin embargo, la evidencia observacional m4s interesante sobre la ex-
istencia de flujos relativistas lo constituyen las fuentes de radio com-
pactas y los jets asociados a nicleos de galaxias activos. En lo referente
a las fuentes compactas, las variaciones ripidas observadas en la densi-
dad de flujo en radio, interpretadas como nubes en expansién, lleva a
la asignacién de movimientos aparentes superluminicos (Kellermann y
Pauliny-Toth, 1981). Existen numerosas fuentes con componentes super-
luminicas hasta escalas de 10~2 arc sec con velocidades aparentes entre 5
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y 50 veces la velocidad de la luz (entre ellas, por ejemplo, 3C120, 3C273,
3C279, 3C345; ver la referencia anterior; 3C395, Simon et al., 1988).

La interpretacién mds extendida de estos movimientos aparentes su-
perluminicos estd basada en movimientos de conjunto relativistas 3. La
velocidad transversal aparente, v;, de un objeto que mueve con veloci-
dad real v viene dada por (Ginzburg y Syrovatskii, 1969):

vy =vsin@/(1 - vcosé),

donde 6 es el dngulo entre el movimiento y la linea visual. Para movimien-
tos relativistas y dngulos 6 pequefios (sin 6 ~ %), vy alcanza un valor
(médximo) de v; = W, lo que da cuenta de los movimientos aparentes
superluminicos. En general, un movimiento con W ~ 10 (v ~ 0.995)
sirve para interpretar adecuadamente dichas velocidades, aunque en al-
gunos casos hay que llegar a factores de Lorentz del orden de W ~ 100
(v ~ 0.9999).

Existe una continuidad entre la fuente compacta de radio, los jets y
la componente extensa (l6bulos) (Rees, 1984). Como ya se ha comen-
tado, las fuentes compactas superluminicas indican flujos a velocidades
préximas a la de la luz, pero no estd claro si todas las radiofuentes
compactas generan jets relativistas, o si la alta velocidad persiste a lo
largo de toda su longitud o si los efectos disipativos iran frenando el
material. En principio, parece que las fuentes potentes desarrollarian
jets de elevado nimero de Mach y baja disipacién, manteniendo veloci-
dades préximas a la de la luz durante cientos de kpc, mientras que en
las fuentes menos luminosas el flujo seria mds lento y disipativo.

La simulacion numérica de todos los escenarios descritos involucra
la resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista e incluso
de la magnetohidrodindmica. Asi, las simulaciones de jets deberfan re-
alizarse resolviendo las ecuaciones de la magnetohidrodindmica en el
limite de relatividad restringida y simetria axial. En el caso del estudio
de la acrecién sobre objetos compactos (cuyo interés radica, por un lado,
en que quiza la deteccion de agujeros negros sélo sea posible mediante
la determinacién de caracteristicas observacionales distintivas de estos
objetos en sistemas binarios, y por otro en que dichos fenémenos se en-
cuentran en la base de los procesos de generacion de energia en nicleos de
galaxias activos y jets), se resuelven las ecuaciones de la hidrodindmica

30tros mecanismos, como el efecto lente gravitacional, mediante los que se pre-
tende explicar este fenémeno han sido recogidos por Scheuer (1984).
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relativista en simetria esférica o axial en una métrica background?. Por
ultimo, en escenarios como el colapso estelar y las explosiones de su-
pernovas de tipo II, en donde el campo gravitatorio generado por la
materia estelar misma es relevante, las ecuaciones de la hidrodindmica
relativista se resuelven en paralelo con las de Einstein (hasta el momento
en simetria esférica o axial).

1.2 Relatividad Numérica y estudio de las on-
das gravitacionales.

La resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista es un
ingrediente fundamental de los cédigos de Relatividad Numérica, cuyo
objetivo primordial es la resolucién autoconsistente de las ecuaciones de
Einstein y la consiguiente construccion de soluciones numéricas.

Hasta 1975, los estudios se restringian a sistemas en simetria esférica
(May y White, 1967; Matsuda y Sato, 1969). En ese afio, Smarr (1975),
calculé la colisiéon de dos agujeros negros en ausencia de materia. Este
trabajo fue el primero en generar numéricamente un espacio-tiempo
no estitico y no esférico, dando lugar al nacimiento de la Relatividad
Numérica. Desde entonces, se han abordado diversos problemas que
podrian ser englobados en: i) la determinacién de la estructura final
del espacio-tiempo tras el colapso estelar (comprobacion de la hipdtesis
de la censura césmica); ii) las explosiones de supernovas tipo II; iii) la
estimacidén de la radiacién gravitacional emitida en diferentes procesos;
iv) Cosmologia numérica.

Por otro lado, la pr6xima puesta en marcha de los detectores de ondas
gravitacionales basados en interferometria liser (Drever et al., 1985) ha
relanzado el interés por el cidlculo realista de la radiacién gravitacional
procedente de diversas fuentes astrofisicas (colisiones estelares, etapas
finales de la fusién orbital de estrellas de neutrones, colapso estelar no

*En un flujo de acrecién, el despreciar la autogravedad del fluido estd justificado,
ya que, por ejemplo, un agujero negro acretando materia en el limite de Eddington:
por ejemp guJ 8

. Lpad (M -1
M = =1410 _— ,
4= =5 =14107 (37~ ) [9s7]
necesita unos 10® afios para doblar su masa, lo que significa que en cualquier instante
la masa del fluido que rodea al agujero sélo representa una pequeiia parte de la masa
de éste.
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esférico,...)S.

En este sentido, el trabajo realizado y que se resume en la presente
Memoria, se enmarca en una colaboracién entre los grupos de Astrofisica
del Departamento de Fisica Tedrica de la Universidad de Valencia y el
de Relatividad del Departamento de Fisica de la Universidad de las Islas
Baleares, financiado por la CICYT desde 1988, con el objetivo a medio
y largo plazo de construir un cédigo de Relatividad Numérica capaz
de describir diversas fuentes de radiacién gravitacional, entre ellas el
colapso estelar no esférico, y en la que Valencia tiene la responsabilidad
de resolver las ecuaciones de la hidrodindmica relativista. La dltima
parte del Capitulo 7 de esta Memoria resume los resultados mds recientes
obtenidos en esta direccién.

1.3 Uso de técnicas shock-capturing moder-
nas.

La resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista se ha
abordado mediante las llamadas técnicas shock-capturing modernas® (de
ahora en adelante, TSCM). Para ello nos hemos basado en su caricter
hiperbélico. La propiedad fundamental de este tipo de técnicas es la
utilizacion de soluciones locales del problema de Riemann con el objeto
de tratar consistentemente las ondas de choque.

En el caso de la dindmica de fluidos clasica, el uso de este tipo de
técnicas en la simulacién de procesos astrofisicos se ha generalizado, de-
splazando por completo a las que usaban la viscosidad artificial en la
descripcidn de las ondas de choque. En el caso de la dindmica de fiui-
dos relativistas, la necesidad de la presente extensién ha sido sugerida
por diversos especialistas (Hawley, Smarr y Wilson, 1984; Norman y
Winkler, 1986) y parece imprescindible para el tratamiento preciso de
flujos ultrarrelativistas (W > 2). Hasta el momento, dicha extensién no
se habia llevado a cabo debido probablemente a la inercia existente en
los grupos a cambiar la estructura de los antiguos cédigos con viscosi-

*En Schutz (1990) puede encontrarse un resumen reciente de las caracteristicas de
los proyectos de detectores de ondas gravitacionales, asi como una discusién sobre la
frecuencia en la observacién y la amplitud de la sefial para los procesos astrofisicos
mds significativos.

®Las definiciones precisas de todos los conceptos que aparecen en esta Seccién se
dardn en los Capitulos posteriores.
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dad artificial, pero en la actualidad la diferencia en la calidad de los
resultados obtenidos mediante una y otra técnicas es tan grande que las
TSCM acabardn imponiéndose en los cdlculos de dindmica de fluidos
relativistas. En este punto, el trabajo aqui expuesto puede considerarse
pionero.

1.4 Propésito del trabajo y organizacién de la
Memoria.

Ya he comentado que el trabajo efectuado se enmarca en el seno de
una colaboracién que tiene como uno de sus principales objetivos el
desarrollo de un cédigo de Relatividad Numérica multidimensional. En
este sentido, presento aqui los resultados obtenidos hasta el momento
correspondientes a la resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica
relativista en una dimensién espacial.

Ademds, y como resultado fundamental, hemos logrado extender las
TSCM a la resolucién de estas ecuaciones, basindonos en su caricter
hiperbdlico.

Con todo esto, la organizacién de la presente Memoria es la que sigue.
En el Capitulo 2 se introduce la teorfa de los sistemas hiperbélicos de
leyes de conservacién.

El Capitulo 3 presenta una visién de las técnicas que se usan para
resolver los sistemas anteriores.En la Introduccién de dicho Capitulo se
plantea la necesidad de desarrollar una teoria de los métodos shock-
capturing y se explica brevemente la técnica de la viscosidad artificial
comentando sus limitaciones. A continuacidn, en las Secciones 2, 3,4 y
5 se exponen las bases de lo que podriamos llamar la teoria moderna de
las técnicas shock-capturing, prestando especial atencién a las técnicas
especificas que se usaran en la obtencién de resultados.

El Capitulo 4 estd dedicado a la extension de estas técnicas a la res-
olucién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista. La Seccién 1
presenta, a modo de introduccién, la aplicacién de estas técnicas a la

-resolucién de las ecuaciones de la dindmica de fluidos clasica en presen-
cia de gravedad y simetria esférica, que se han usado en los cdlculos de
colapso newtoniano que presentamos en la primera parte del Capitulo
7. En la Seccién 2 presentamos un repaso de los cédigos en diferencias
finitas clasicos para la dindmica de fluidos relativistas, basados todos
ellos en la aplicacién de la viscosidad artificial para la descripcién de las
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ondas de choque y definimos la llamada formulacién de Wilson, que con-
stituye el fundamento de los cédigos en diferencias finitas. En la Seccién
3 presentamos las ecuaciones de la dindmica de fluidos relativistas como
sistema hiperbdlico sentando las bases para la aplicacién (a través de lo
que en esta Memoria hemos llamado nuestra formulacion) de las TSCM
a este sistema de ecuaciones.

Los Capitulos 5, 6 y 7 recogen los resultados obtenidos. En el
Capitulo 5 se presentan diversas aplicaciones en Relatividad Especial
y simetria plana: el problema de Sod relativista, la propagacién de una
onda de detonacién relativista y la reflexién de una onda de choque.
Todas ellas involucran la propagacién de ondas de choque fuertes y las
dos dltimas la presencia de flujos ultrarrelativistas. En particular, en el
problema de la reflexion de una onda de choque hemos descrito flujos
con velocidad v = 0.9999 (usando el método de Marquina (1991)).

El Capitulo 6 contiene diversos resultados en el problema de la
acrecién esférica sobre objetos compactos. En particular, en la dltima
Seccién exponemos los resultados obtenidos en la propagacién de ondas
de choque fuertes en presencia de campos gravitatorios intensos.

Finalmente, el Capitulo 7 estd dedicado al colapso estelar. En su
Introduccién, y tras un breve repaso a la teoria del colapso estelar,
planteamos el interés que puede tener el desarrollo de un cédigo basado
en las TSCM en la descripcién del colapso en Relatividad General. In-
terés que queda de manifiesto en la Seccién 3 cuando presentamos las
diferencias en los resultados obtenidos en la descripcion del colapso es-
telar newtoniano mediante una TSCM y otra que usa la viscosidad arti-
ficial. La Seccién 4 de este Capitulo recoge los resultados mds recientes
(todavia muy preliminares) obtenidos con dicho cédigo. En particular
se presentan algunos tests en los que evoluciona tanto la geometria como
las variables hidrodinamicas.






Capitulo 2

Sistemas hiperbdlicos de
leyes de conservacion

2.1 Definiciones.

Comenzamos este Capitulo introduciendo algunas definiciones bdsicas.
Sea 2 un abierto de R?. Un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales es cuastlineal si puede escribirse en la forma:
du ou

— (‘)—= <’< .
o +Al—=0,1<i<4q, (2.1)

en donde
u= (v, .., u?)T (2.2)

es una funcién vector-valuada de R¢ x [0,00[ en @, y las A() son d
matrices p X p funciones de u.

Si las matrices A®) son constantes, entonces el sistema es lineal.

Un sistema cuasilineal es hiperbdlico en la direccion temporal (Courant
y Hilbert, 1953) si el problema de valores propios:

(A@(u)n; - A1) d =, (2.3)

(donde n es un vector unitario arbitrario de R? e I es la matriz identidad)
tiene p valores propios A() reales 1, y el correspondiente conjunto de

!En lo que sigue, cuando hablemos de los valores propios correspondientes a la ma-
triz de coeficientes de un sistema hiperbélico, los supondremos ordenados en sentido
creciente: A(}) < A < .. < AP,

11
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vectores propios, d(), forman una base del espacio euclideo R?. (Si
ademads los valores propios son todos distintos, el sistema de ecuaciones
es estrictamente hiperbdlico).

De acuerdo con esta definicién, las ecuaciones de la dindmica de flu-
idos newtoniana forman un sistema estrictamente hiperbdlico (ver, por
ejemplo, Richtmyer y Morton, 1967). Ademds, los valores propios A(*) se
corresponden con las velocidades de propagacién de las perturbaciones
en el fluido (ver, por ejemplo, Zel’dovich y Raizer, 1966).

Por iltimo, un sistema cuasilineal constituye ademds un sistema de
leyes de conservacion si existen d funciones diferenciables de u € Q en
R?, F(¥) tales que A¥) son sus correspondientes matrices jacobianas:

A® = IFO ()
- Ou

En términos de estas funciones (denominadas flujos), el sistema (2.1)
se escribe:

(2.4)

du OF () (u)

T e O (2.5)
de forma que expresa la conservacién de las cantidades u: si D es un do-
minio arbitrario de R% y n = (n1,72,...,nq)T, el vector unitario normal
a 0D en cada punto, a partir de (2.5) se tiene:

:t / udx + / F®) (u)npds = 0 (2.6)

(ecuacién de balance), que implica que la variacién temporal de [ udx
en el dominio D es igual al flujo a través de su frontera, dD.

Las ecuaciones de la dindmica de fluidos newtoniana, como expresién
de la conservacién de la masa, el momento y la energia, forman un
sistema de leyes de conservacién en el sentido de Lax (1973).

En lo que sigue, nos ceiliremos al estudio de sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales de leyes de conservacién estrictamente hiperbdlicos.

2.2 Problema de Cauchy. Soluciones débiles.

Estudiar la evolucidn en el tiempo de las cantidades u consiste en resolver
el problema de valores iniciales (problema de Cauchy) de encontrar una
funcién u : (x,t) € R? x [0, 00[— u(x, t) € Q, solucién de (2.5) y que
satisfaga la condicién inicial:

u(x,0) = up(x), x € R9, (2.7)
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donde ug : R% — © es una funcién dada. Lax (1973) ha demostrado
que este problema tiene como mdximo una solucién cldsica (solucién de
clase C! que satisface (2.5), (2.7), punto a punto).

Una caracteristica fundamental de este problema es que, en general
no existen soluciones cldsicas del sistema (2.5), (2.7) a partir de un
cierto tiempo (finito), incluso aunque la condicién inicial (2.7) sea una
funcién suave. Para ilustrar este hecho, consideremos una ley escalar de
conservacién en una inica dimensién espacial (p =d = 1):

0u OF
¥ + 37 = 0, (2.8)
con iF
a(u) = 7 (2.9)
Escrita la ecuacién (2.8) en la forma
Ou ou
B + a(u)b-; =0, (2.10)

pone de manifiesto el hecho de que u es constante a lo largo de las
trayectorias ¢ = y(t) que verifican:

2 a(u(y(t),). (2.11)

Las trayectorias y(t) que satisfacen (2.11), reciben el nombre de curvas
caracteristicas (o, simplemente, caracteristicas) ? y, como acabamos de
ver, transportan el valor de u desde el dato inicial. La funcién a(u)
recibe el nombre de velocidad de la serial. La constancia de u a lo largo
de las caracteristicas junto con la condicién (2.11), muestran que las
caracteristicas se propagan con velocidad constante, es decir, que son
lineas rectas, cuyas pendientes dependen de los datos iniciales.

La Figura (2.1) muestra la solucién de la ecuacién lineal de trans-
porte

0z 0Oz :
5{ + % = (2.12)

en t > 0, para el dato inicial:

2Para el caso de un sistema de p leyes de conservacién en una dimensién espacial,
existen p campos caracteristicos, que se definen a partir de las expresiones:

% =2D(u(y(t),), 1<i<p

siendo {A(}?_, los valores propios de la matriz jacobiana del sistema.
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Figura 2.1: Evolucién temporal de la solucién para la ecuacién lineal de
transporte (2.12), con el dato inicial que aparece en el texto. La solucién
se propaga siguiendo las lineas z = t+constante (de Street, 1973).

20(z) = 0, si|z|>1
N =Y 1= 2] silz] < 1.

Para esta ecuacion, las caracteristicas vienen dadas por las funciones
z -t = cte. (2.13)

y son lineas paralelas. La solucién en t > 0, 2(z,t), se corresponde con
el valor zo(z — t), transportado a lo largo de la caracteristica.

Para ecuaciones no lineales, se ve ficilmente que si a(ug(z)) no es
una funcién creciente de z, hay un tiempo ¢, a partir del cual no existe
ninguna funcién u(z,t) con condicién inicial ug que resuelva (2.10) en el
sentido cldsico. En efecto, consideremos por ejemplo, la ecuacién3:

9z 3 0z
5 t(1+352)5-=0, (2.14)

3Esta ecuacién describe la propagacién de una onda de gravedad en agua poco
profunda, cuando la elevacién de la superficie del agua, z, respecto de la posicién de
equilibrio y sus derivadas permanecen pequefas.
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P

Figura 2.2: Evolucién temporal de la solucién para la ecuacién (2.14),
con el dato inicial que aparece en el texto. Con el paso del tiempo , la
solucién, inicialmente suave, comienza a desarrollar una discontinuidad
en la regién donde se cruzan las caracteristicas (de Street, 1973).

con una condicién inicial apropiada:

_J) e(l4cosz), silz|<m,0<exl
zo(:c)—{ 0 si |z| > =

La Figura (2.2) muestra cémo las lineas caracteristicas convergen en una
cierta regién. A partir del instante en el que las caracteristicas se cruzan,
la solucién deja de ser C*.

Para permitir soluciones discontinuas, pues, admitiremos soluciones
débiles que satisfagan (2.5), (2.7) en el sentido de la teoria de distribu-
ciones, es decir, que verifican:

/ /ﬁ d( F&) aa‘i) dxdt + /m L u(x,0).9(x,0)dx = 0 (2.15)

para cualquier funcién ¢ de clase C'! con soporte compacto en £4x [0, co[.
La condicidén anterior es equivalente a requerir que la solucién verifique
la versién integrada de la ley de conservacién (2.5): si D es un dominio
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arbitrario de ®¢, y ]t1,2[ un intervalo cualquiera de tiempo,

t2 t2
[/ udx] + / / FFnidsdt = 0. (2.16)
D t ty JoD

Con esto, el conjunto de las soluciones del problema de Cauchy (2.5),
(2.7) se ha ampliado con aquellas soluciones u que son de clase C! a
trozos*, es decir, que son de clase C! excepto en un nimero finito de
hipersuperficies, a través de las cuales presentan discontinuidades de
salto.

2.3 Caracterizacion de las soluciones débiles
admisibles: ondas de choque y rarefacciones.

Sea ¥ una hipersuperficie en el espacio (x,t) fuera de la cual la solucién
débil u es de clase C! y a través de la cual u tiene una discontinuidad
de salto. Denotaremos por r = (7y,...,74,7¢) un vector normal a la
hipersuperficie en cada punto y por uy, u_, los limites de u a cada lado
- de ella:

ui(x,t) = }1_:}(1) u((x,t) £ er). (2.17)

Con estas definiciones puede demostrarse el siguiente Teorema (ver, por
ejemplo, Raviart, 1988) que caracteriza las soluciones débiles:

Sea u:R? x [0, co[— Q una funcién C! a trozos. Entonces, u es una
solucién débil de (2.5) si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

1. u es una solucién clasica de (2.5) alli donde es C?.
2. u satisface las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot®:
(a4 = u)re + (F)(uy) - FO(uo))rj = o, (2.18)

a lo largo de las superficies de discontinuidad.

4Por construccién, una solucién clisica de (2.5), (2.7) es también solucién débil.
Inversamente, si una solucién débil es de clase C?, entonces es clisica.

®Llamadas asi en honor de los investigadores W.J.M. Rankine (1869) y H. Hugoniot
(1887) que, en la segunda mitad del siglo pasado, al proponer el caricter continuo
de la energia a través de las ondas de choque en la dinimica de gases, fueron los
primeros en caracterizar de forma adecuada las discontinuidades en sistemas de leyes
de conservacidn.
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En el caso unidimensional (d = 1), ¥ es una curva que admite la
parametrizacién (é(t),t), con lo que:

r=(1,-3), (2.19)

d§
8= (2.20)
(velocidad de propagacién de la discontinuidad). En este caso, las condi-
ciones de salto de Rankine-Hugoniot (2.18) se escriben:

sfu] = [F(u)], (2.21)

en donde se han introducido las definiciones:
[u] =us —u- (2.22)
[F(u)] = F(u4) - F(u-), (2.23)

La consideracién de las soluciones débiles plantea el tema de la falta
de unicidad para el problema de valores iniciales, lo que implica la necesi-
dad de introducir una condicién adicional para determinar la solucién
fisicamente relevante, definida como aquella que es limite cuando ¢ — 0
de las soluciones u. de las ecuaciones viscosas:

du, OFF(u,)
i + 5ok =€ A u,. (2.24)

En el caso escalar unidimensional, Oleinik (1959) mostré que las dis-
continuidades de las soluciones fisicamente relevantes (discontinuidades
admisibles) estin caracterizadas por las condiciones (condiciones de en-
tropia):

1. Para toda u entre uy y u_,

Fu) - F(u-) 5 5 F(u) - Fuy) (2.25)
u— u_ u—uy
2. Para0<a<l, |
(a) Siuy >u_,
Flau- + (1 - a)uy) 2 aF(u-)+ (1 — a)F(uy) (2.26)

(la gréfica de F en el intervalo [u_,u4) estd por encima de la
cuerda que pasa por F(u_), F(u4)).
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(b) Si uy < u_,
Flau- + (1 - a)up) L aF(u-)+ (1 —a)F(uy)  (2.27)

(la grdfica de F en el intervalo [uy,u_] estd por debajo de la
cuerda que pasa por F(uy), F(u-)).

Una discontinuidad que satisface la relacién de salto (2.18) y la condicién
de entropia (2.25) con las desigualdades estrictas recibe el nombre de
onda de choque (si la condicién (2.25) se verifica con los signos de igual-
dad se habla de discontinuidad de contacto).

Para el caso de un flujo estrictamente convezo (definido como.aquel
que verifica d?F/du? > 0), la condicién (2.25) se transforma en:

a(u-) 2 s > a(uy4) (2.28)

(en donde a(u) se ha definido segiin (2.9)), lo que, adem4s es equivalente
a:
U~ > Uy (2.29)

y la condicién (2.27) se verifica de forma trivial. La relacién (2.28) tiene
una interpretacion geométrica: las curvas caracteristicas a cada lado
deben converger a la curva de la discontinuidad.

Para sistemas de leyes de conservacién, Lax (1973) ha dado la corre-
spondiente caracterizacion para las soluciones discontinuas admisibles de
(2.5). Ademas de verificar las condiciones de Rankine-Hugoniot, (2.18),
los valores propios, A(!) deben verificar el que ezista un k, 1 < k < p, tal
que:

AR (u_) > s > AE)(uy) (2.30)

Ak=D(y_) < s < AE+H)(y,) (2.31)

Estas desigualdades aseguran que k caracteristicas convergen a la dis-
continuidad desde la izquierda y que p— & + 1 lo hacen desde la derecha.
La informacidon transportada por estas p + 1 caracteristicas, junto con
las p—1 relaciones de Rankine- Hugoniot (una vez eliminada la velocidad
de propagacién de la discontinuidad) son suficientes para determinar los
2p valores que toma u a ambos lados de la discontinuidad.

Una discontinuidad a través de la cual se satisface (2.18), (2.30) y
(2.31) recibe el nombre de onda de choque en el campo caracteristico k.

Las relaciones de salto (2.18) caracterizan las discontinuidades ad-
misibles. Una discontinuidad que no verifica dichas condiciones no puede
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propagarse y se descompone en, lo que se llama, una onda de rarefaccion.
Como veremos ahora, esta solucién es suave a trozos y autosemejante,
en el sentido de que su dependencia en las variables z y ¢ se da a través
de la relacién z/t:

u(z,t) = v(z/t), t > 0. (2.32)

La propiedad de autosemejanza se basa en que la evolucién de una dis-
continuidad (lo que mds tarde definiremos como problema de Riemann)
es invariante bajo transformaciones del tipo (z,t) — (az,at), a > 0,
por lo que la solucién debe ser constante a lo largo de las trayectorias
z/t =constante. '

Una onda de rarefaccién es una solucién continua de la ley de con-
servacién. Por tanto, la funcidn v de (2.32) debe satisfacer la ecuacién
diferencial ordinaria:

-8 a0 (23)
- £=3, (2.34)
a(v(e)) = LELE), (235)

Si excluimos los estados constantes correspondientes adv/df =0, de la
resolucién de (2.33) se tiene que:

a(v(§)) = ¢ (2.36)

y decimos que el estado u,, a la derecha, estd conectado con el estado
u_ por medio de una onda de rarefaccion si:

1.
a(u-) < a(ug), (2.37)

2. existe una funcién v : [a(u-),a(u4+)] — R solucién de (2.36).

Para el caso de un sistema de leyes de conservacién (2.1), (2.4)
también puede definirse el concepto de onda de rarefaccion en el campo
caracteristico k. Aqui, el caricter autosemejante de la solucion lleva a
que:

[A(v) - gx]g—z =0, (2.38)
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en lugar de (2.36), lo que se verifica cuando:"
¢ =20(v(¢) (2.39)
%’ x dk) (2.40)

siendo A(F), d(%) yno de los valores y vectores propios, respectivamente,
del jacobiano del sistema. La ecuacién (2.40) tiene una dnica solucién
que satisface la condicién inicial:

v(A®(u_)) = u_, (2.41)

que recibe el nombre de onda de rarefaccién en el campo caracteristico
k.

2.4 Problema de valores iniciales discontinuos
(Problema de Riemann).

Con todo lo que acabamos de ver, la solucién del problema de valores
iniciales discontinuos (problema de Riemann) de encontrar una funcién
u : R % [0,00[— R que verifique:
Ou  9F(u) _
ot or
con F : R — R de clase C? y convexa, con la condicién inicial

+ 0 (2.42)

u. siz<0
Ug siz>0

u(z,0) = uo(z) = {
es una onda simple, onda de choque o de rarefaccién, dependiendo de
a(u-) y a(us):

1. Sia(u-) > a(u4), la discontinuidad inicial es admisible y la solucién
es una onda de choque que conecta los estados u— y uy, de la

forma:
- si t
u(a:,t):{u s§x<s
uy slz > st

donde s esti dada por la condicién de Rankine-Hugoniot:

_ [F(w)]
s = ] (2.43)
(ver Figura (2.3)).
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At kU
x=st

ul

Ur

Figura 2.3: Propagacion de una discontinuidad inicial admisible, para el
caso de una ley de conservacion escalar con flujo convexo.

2. Si a(u_) < a(ut), la discontinuidad inicial no es admisible y la
solucion de (2.42) es una onda de rarefaccion que conecta de forma

continua los estados y ut:
t;_ six < a(u-)t
u(x,t) = v(x/t) sia(u )f < x< a(ut)t
u+t si x > a(ut)t

donde v(x/t) es solucion de (2.36) (ver Figura (2.4)).

Con esto hemos conseguido dar una soluciéon explicita del problema
de Riemann que es autosemejante y puede escribirse en la forma:

u(x,t) = wR(x/t;u-,u+) (2.44)

donde la funcion f — PwR(£/u_,u+) se define:

wR(t£,U-,U+) = u_, (245)
sl u_ = ut;
R(Z: 4 = sif<s
W i u+ sif£>s
con s = [F(u)]/[u], si > ut;
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ui

a(uDt e(tfe)t

Figura 2.4: Evolucion de una discontinuidad inicial no admisible, para
el caso de una ley de conservacion escalar con flujo convexo.

m sif <a(u-)
wr(£jU-,u+) = < v(0 sia(u ) <f <a(ut)
u+ sif > a(u+t)

con v(f) solucion de (2.36), si u_ < u+6. Para el caso de una ley de
conservacion lineal, toda discontinuidad inicial es admisible, y asi, la
solucion para ¢ > 0 de (2.42) es, simplemente:

u_ sif<a

R(Z;u.,u+) = .
WR(Z;u.,ut) ut+ sif > a

siendo a, definida segin (2.9), ahora una constante.
Para un sistema de leyes de conservacion, Lax (1973) ha demostrado
que la solucion del problema de Riemann con datos iniciales

i iU0  six <o
u$x,0)= < R
| up six >6
suficientemente proximos, consiste en p+1 estados constantes uo, ui,...,up
(siendo p el numero de leyes de conservacion que componen el sistema)

6 En el caso de una fundon F mas general, que tenga un nimero finito de puntos de
inflexion, la solucidén del problema de Riemann (2.42) se construye con una secuencia
de ondas de rarefacdon y de choque que enlazan con u_ y u+.



SISTEMAS HIPERBOLICOS DE LEYES DE CONSERVACION 23

separados por rarefacciones centradas u ondas de choque (lo que, como
en el caso escalar, da caricter autosemejante a la solucién).
En el caso de un sistema lineal hiperbdlico:

du du
S +A5 =0, (2.46)

donde A es una matriz p X p constante con valores propios reales A9, la
diagonalizacién del sistema mediante una transformacion de semejanza:

R!AR = A, (2.47)
con o
Ay = A() g (2.48)
permite escribirlo en la forma:
ow ow
3{ + A-g-z- =0, (2.49)

en donde las w = R~!u reciben el nombre de variables caracteristicas.
La matriz de la transformacién R esta formada por los vectores propios
e() de A en columnas.

El sistema (2.49) es ahora un sistema de ecuaciones caracteristicas
lineales desacopladas, que se resuelven por separado como ecuaciones
lineales escalares, cuya solucién es:

N QI (i)
@) LN ) wy sifE<A
el ) = { W sig> A0

En las variables originales u, la solucién viene dada por:

up si £ <A _
wr(&uo,up) =4 ux si A <g<AFH) k=1 .p—1
u, sif2> AP)

(ver la Figura (2.5)), donde los estados intermedios u; verifican:
k
ue = u,+ _ Awllel®, (2.50)
i=1
o0, equivalentemente

p 3 -
U = up — E Aweld), (2.51)
i=k+1
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dx
— - om

dx

u, - ML

Figura 2.5: Solucion analitica para el sistema de leyes de conservacion
lineal (2.46).

Las cantidades Aw = wp—wo se obtienen a partir del sistema algebraico:

p
up ~ uo = Aw (e (). (2.52)
«=1



Capitulo 3

Técnicas numéricas de alta
resoluciéon modernas para
sistemas hiperbdlicos de
leyes de conservacion

3.1 Introduccion.

Comenzaremos este Capitulo hablando de ecuaciones en derivadas par-
ciales hiperbélicas lineales. Como vimos en el Capitulo anterior, sus
soluciones sélo presentan discontinuidades si los datos iniciales ya son
discontinuos, lo que reduce de forma importante las dificultades de su
resolucién. Para ellas existen métodos en diferencias finitas estables y
bien estudiados, que pueden encontrarse en los libros de texto clasicos
(Garabedian, 1966; Richtmyer y Morton, 1967). Antes de centrarnos en
el estudio de los sistemas genuinamente no lineales, repasaremos algunos
de estos esquemas.
Sea la ecuacién en derivadas parciales hiperbdlica:

ou ou
Ft- + aa—z =0, (3.1)

donde a es una constante real. Sea u} la aproximacién numérica a la
solucién de (3.1) en z; = jAz y t® = nAt, siendo Az el tamaiio de la
celda computacional y At, el paso de tiempo.

25
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El esquema upwind de Courant, Isaacson y Rees (1952), de acuerdo
con la teoria de caracteristicas descrita en el Capitulo anterior, usa una
discretizacidon para la derivada parcial espacial que depende de la di-
reccién de propagacién de la sefial (signo de a). El esquema se escribe
en la forma:

n+l _ . n _A_ta{(U?+1—u‘?) sia<0

Y =% T Az (u} —u},) sia>0
Introduciendo la notacién:
1
at = (@ +lal); (3.2)
- 1
a” = E(a - |a|), (3.3)

el esquema puede escribirse de forma compacta como:
n+l _ o n ﬁ +(,,n n (" n 3.4
upt = uf - a7 (v} —uf) +aT(uf - ), (34)

independientemente del signo positivo o negativo de @, o también, us-
ando las relaciones entre a*, a™, a y |a|:

At At
it = u} - gag el — wi) + galal(ulh - 2} +uly). (3:5)

Como veremos mds adelante, es conveniente trabajar con esquemas
que pueden escribirse en forma conservativa:

. At
u;.‘+1 = u; — -A-_ar-(fj+l - fj—%)’ (3.6)

2

en donde las cantidades f,, 3 reciben el nombre de flujos numéricos.

Definiendo f., 1 como:
f1+§

] 1 n n '
fivg = 3la(ui +u7) = lal(ufs - w7)), (3.7

el esquema (3.5) se escribe en la forma conservativa (3.6).
El algoritmo que acabamos de describir puede extenderse a un sis-
tema hiperbdlico lineal:
0u a

u
F + AEZ =0, (3.8)
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donde A es una matriz p X p constante con valores propios reales. Para
ello lo transformamos a su forma caracteristica, tal y como se describié
en la Seccidén 4 del Capitulo anterior:

ow ow
o tAG

siendo A la matriz diagonal formada por los valores propios, A(*), de A.
Ahora, el esquema en forma conservativa (3.6), (3.7) puede aplicarse
a cada una de las ecuaciones caracteristicas desacopladas:

=0, (3.9)

At . .
w;‘H =w} - E(gj"‘% - gj_%) (3.10)

con
éj+% = [A( j+1 + w; ) |A|(W?+1 - W?)], (3'11)
donde los elementos de |A| se definen segin:
AL = A8, (3.12)

Teniendo en cuenta que A = RAR"! y u = Rw, en donde R estd
compuesta por los vectores propios de A en columna, el algoritmo (3.10),
(3.11) puede escribirse en funcién de las variables originales u

u}-“"l u? (FJ+L j—%)' (3.13)

con el flujo numérico:

~

1 n n
F +1 = §[A(“J+1 +u}) - |A|(ufyy — uj ), (3.14)

|A| = R|JA|R™L. (3.15)

Ademds de las técnicas upwind, que usan discretizaciones para la
derivada espacial por la izquierda o por la derecha dependiendo del signo
de a, existen numerosos esquemas para ecuaciones en derivadas parciales
que usan discretizaciones centradas (esquemas simétricos). Entre los
esquemas simétricos de segundo orden, son de destacar:

1. El método de Crank-Nicholson :

un+1 =t — a(u;ti-ll - n+1) _

2 2 2Az 2Aza(u.7+l r}—1) (8’16)
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2. El método de Lax-Wendroff :

n+1 n At n n At2 2¢,n n n
u = g (W i) grm @ (W - 2 + o)
(3.17)
3. El método de MacCormack :
+4 At
u; Pz} - Ea(u;‘ﬂ - u3) (3.18)
1 +4 At +3 +1
R (R A R v CHEE (3.19)

4. El método de Lax-Friedrichs:

At 1
ultl = o - Azl = ui) + 5 (v - 207 +uly) (3:20)

5. El método Leapfrog :

At
;T = u] Ea(“ﬂ-l - uj_y) (3.21)

ur}+l n-1 _
La extensién de estos esquemas al caso de sistemas con coeficientes con-
stantes puede hacerse de una forma similar a como se hizo con el esquema
upwind.

Como vimos en el Capitulo anterior, las ecuaciones hiperbélicas no
lineales generan soluciones discontinuas atin partiendo de soluciones ini-
ciales suaves. Esta propiedad estd en el origen de alguna de las dificul-
tades técnicas que presenta la resolucién numérica de dichas ecuaciones.
En efecto, la utilizacién de técnicas standard de alto orden (> 2) como
las expuestas mds arriba, generalizadas al caso no lineal, conduce a re-
sultados catastroficos cuando aparecen las discontinuidades. La Figura
(3.1) muestra un ejemplo de las oscilaciones espilireas que aparecen en
la resolucién de la ecuacién de Burgers (1948), sin viscosidad:

du  0(3u?)
— L — .
ot t "oz 0 (3:22)

con el método de Lax-Wendroff. El dato inicial es una funcién seno y se
han tomado condiciones de contorno periédicas. Las lineas sélidas rep-
resentan la solucién exacta en dos tiempos diferentes y los circulos las
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1.0 O NUMERICAL
EXACT
5
0
5
- 1.0
0 5 1.0 1.5 2.0
° NUMERICAL
EXACT
0 S 1.0 1.5 2.0

Figura 3.1: Soluciones numéricas de la ecuacion de Burgérs usando el
método de Lax-Wendroff para los tiempos ¢z = 0.2 (arriba) y i = 1.0
(abajo). De Yee (1989).

soluciones calculadas. Al aparecer la onda de choque, el esquema pro-
duce oscilaciones a través de ella. Las oscilaciones mantienen la misma
amplitud aunque se refine la malla.

Como el sistema de ecuaciones en derivadas parciales sigue verifi-
candose fuera de las discontinuidades, una posible metodologia es usar
una técnica en diferencias finitas standard de alto orden en las regiones
suaves, combinada con una técnica que detecte la posicion de las discon-
tinuidades, para hacer uso, a través de ellas, de las condiciones de salto.
Esta técnica recibe el nombre de shock-tracking.

Alternativamente, se usan las técnicas shock-capturing (TSC), que
tratan de forma consistente las discontinuidades alli donde aparecen, sin
tener que hacer un seguimiento explicito de ellas (lo que en casos multi-
dimensionales o con interaccion de discontinuidades, puede hacerse ex-



30 CaAPiTULO 3

cesivamente complicado). Dentro de este tipo de técnicas se encuentran
las llamadas de alta resolucion, que tienen al menos, segundo orden de
precision en la parte suave de las soluciones y una buena resolucién en
las discontinuidades.

El método de la viscosidad artificial, introducido originalmente por
Richtmyer y von Neumann (1950) para el tratamiento de las ondas de
choque -en el caso de la hidrodindmica newtoniana- pertenece a este tipo
de técnicas. Cuando un fluido es viscoso, todas las magnitudes varian
de forma suave a través de la onda de choque, independientemente de
la intensidad de éstal. Ademds, la anchura de la zona de transicién
aparece como proporcional al coeficiente del mecanismo de disipacién,
de forma que en el limite de no viscosidad, los valores de las magnitudes
a ambos lados de la onda de choque se corresponden con los que verifica-
ban las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot. Teniendo en cuenta
todo esto, Richtmyer y von Neumann introdujeron en las ecuaciones de
la hidrodindmica newtoniana en una dimensién espacial y coordenadas
lagrangianas, un término disipativo puramente artificial, g, distinto de
cero en las regiones con posibilidad de que se forme una onda de choque,
que acompaiiaba a la presién y reducia las oscilaciones permitiendo que
la transicién de la onda de choque ocupara unos cuantos intervalos Az
de la variable espacial independientemente de la intensidad de la onda y
.no tuviera efecto alguno en las regiones en las que el flujo es suave. Von
Neumann y Richtmyer demuestran que una expresion para el término
de viscosidad que reunia las condiciones anteriores era:

s 8 3
q= e 313%<0?-32}>0
0 en cualquier otro caso

siendo a = po(kAz)zgg, v la velocidad del fluido, po su densidad y & un
parametro constante cuyo valor se ajusta en cada experiencia numérica y
que controla el nimero de celdas en las que se disipa la onda de choque.

Sin embargo, como es bien conocido (ver, por ejemplo, Harten, 1984),
la dificultad inherente a la técnica de la viscosidad artificial es determi-
nar una forma apropiada para el término de la viscosidad, ¢, que in-
troduzca la disipacién justa para reducir las oscilaciones sin causar una
pérdida excesiva de resolucién en la discontinuidad. Ambas condiciones
son dificiles de conseguir a la vez.

'A diferencia de la conduccién de calor que sélo mantiene esta propiedad para
ondas de choque por debajo de una cierta intensidad (Becker, 1922).
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Los métodos de alta resolucién modernos se basan en otro tipo de
principios (la resolucién aproximada o exacta de problemas de Riemann
locales) de forma que se previene la aparicién de oscilaciones mante-
niendo una buena resolucién en las discontinuidades.

3.2 El método original de S. K. Godunov.

En 1959, Godunov (1959) publicé un método aplicable en problemas de
hidrodinimica en simetria plana con ondas de choque. Estd basado en
las ecuaciones lagrangianas, que, en forma conservativa, se escriben:

Ou  OF(u) _
5t 50 =0 (3.23)
con
u=(V,v,E)7T, (3.24)
F(u) = (-v,p, 'UP)T’ (3.25)

siendo z la coordenada lagrangiana, V' el volumen especifico, v la veloci-
dad euleriana del fluido y p su presién. Por idltimo, E es la energia total
“especifica, que se define a partir de la energia interna especifica, ¢, y la
cinética, segin:
E= -;-vz +¢ (3.26)
(ver, por ejemplo, Zel’dovich y Raizer, 1966).

El método de Godunov es conservativo?, lo que implica que los flujos
de la celda ¢ a la celda ¢ + 1 son iguales y opuestos a los flujos respectivos
de la celda i + 1 a la ¢ (ver Figura (3.2)), por lo que las cantidades que
deben conservarse de acuerdo con el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales, lo hacen de forma exacta en el algoritmo en diferencias.

En un método conservativo el valor medio de u en la celda j, centrada
en z; = jAz, y el instante t**! = (n + 1)At, u;-"*'l:

wtt = L [T g g (3.27)

7 - Az = b b .
i-3

El interés de que los esquemas sean conservativos radica en el Teorema de Lax y

Wendroff sobre la convergencia de la solucién numérica a una de las soluciones débiles
del sistema, y se comentard con mds detalle en la Seccién 4 de este Capitulo.
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Figura 3.2: Conservacion en dos dimensiones sobre una malla. El flujo
de la celda C a la celda E es igual y opuesto al flujo de la celda E a la
C.

se obtiene a partir de la expresion

we (318>

consistente con la version integrada de la ley de conservacion (2.16) en
la celda computacional [/ - 1)A x,(j + X Y en Ia flue

Fj+i representa un valor de F(u) en x;+i (= Xj + *p), interfase entre

las celdas j yj + 1, promediado temporalmente entre los instantes tny
int+1,

(3'29)

En el método de Godunov, Fn+* = F(un+t;), con
2 )

r ~
vi=,/n RS])
De acuerdo con la expresion (3.25) sélo son necesarios los valores
AN %k N

de vy p para el calculo de FJ . - Godunov los obtiene resolviendo un
+2

problema de Riemann en cada interfase a partir de las distribuciones,
supuestas constantes, de v, p, V' y E en tn en cada celda. Para un tiempo
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suficientemente pequefio de forma que no interaccionen las soluciones de
problemas de Riemann contiguos, y que es del orden de:

Az
to~ 2_c, (3.31)

(cs es la velocidad local del sonido), y de acuerdo con lo visto en el
Capitulo anterior (ver también, por ejemplo, Landau y Lifshitz, 1987),
se sabe que cada discontinuidad se descompone en tres ondas simples
(ver Figura (3.3)). Dos de ellas pueden ser ondas de choque o rarefac-
ciones, moviéndose una en el sentido de z crecientes y la otra en el
sentido de z decrecientes. La tercera es una discontinuidad de contacto
que se sitia en el lugar de la discontinuidad inicial (j + 1)Az (z es
la coordenada lagrangiana). En la regién comprendida entre las ondas
que viajan hacia la derecha y hacia la izquierda, v y p tienen valores
constantes en espacio y tiempo, mientras que V' y E presentan saltos a
través de la discontinuidad de contacto. Sonlestos valores constantes de
v y p los que se consideran para v'.‘+f y p'.l+f 3,
1+3 i+3

La forma de obtener dichos valores constantes, que en lo que queda
de Seccién llamaremos v* y p*, hace uso de las relaciones de Rankine-
Hugoniot (deducidas para un sistema hiperbdlico general en el Capitulo
anterior) a través de las ondas de choque y del caricter autosemejante
del flujo en las rarefacciones. Godunov propone una forma de obtener
dichos valores suponiendo una ecuacién de estado de gas ideal.

Si la onda que se mueve hacia la derecha desde el punto z = (j+1)Az
es una onda de choque, el salto en la velocidad del fluido esta relacionado
con el salto en la presién a través de la relacién de Rankine-Hugoniot
que procede de la ecuacién del momento:

M*(v* - Yi41) =P = Pin (3.32)

donde M* es la masa de fluido que atraviesa la onda de choque por
unidad de tiempo (M* = %—:‘, donde la funcién z = 7n(t) parametriza la

3Para tiempos mayores que t., la solucién puede no permanecer constante en z 4
debido a la interaccién con ondas provenientes de problemas de Riemann vecinos.
Para evitar esto, exigimos que At < t. (tc = tiempo de Courant). La condicién
anterior es la generalizacién natural de la condicién de estabilidad de métodos en
diferencias finitas de Courant, Friedrichs y Lewy (1928) para el caso escalar lineal.
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rarefaction shock contact discontinuity

Figura 3.3: Ilustracion del método de Godunov. La distribuciéon en
t = tn se aproxima por estados constantes a trozos u'" separados por
discontinuidades en las interfases (figura de abajo). La soluciéon en el
instante de tiempo siguiente # = intl se obtiene promediando las solu-
ciones de los problemas de Riemann locales definidos por las discon-
tinuidades (figura de arriba).



TEcNICAS NUMERICAS DE ALTA RESOLUCION 35

posicion de la onda de choque) y viene dada por la ecuacién:

1
G+ Dp" + (v = Dpfa |2
J?;-l

M+

(3.33)

(siendo 7 el cociente de los calores especificos del gas a presién y volumen
constantes), que puede obtenerse a partir de las restantes condiciones
de Rankine-Hugoniot junto con la ley de estado de gas ideal.

Si la onda simple que se mueve hacia la derecha es una onda de
rarefaccién, entonces, como ya vimos, la regién central donde p y v
tienen valores constantes p* y v* se separa en el plano z — ¢ de la regién
donde tienen valores constantes p},, y v}, por medio de un estado en
el que todas las magnitudes dependen de = y ¢ a través de la variable

-(i+ HA
_z-(+3)As
13 AL (3.34)
Teniendo en cuenta que
2_t4 (3.35)
ot~ tdf’ '
¥y que
0 1d
%2 = -t-az, (3.36)
la ecuacién del momento en la regién de flujo autosemejante se escribe
como: d p
v_9p
£d£ =% (3.37)
A partir de ella puede obtenerse una ecuacién formalmente igual a (3.32):
M"'(v"' —Vv)=p - it (3.38)
para lo que M+ se ha definido como '
L, Edv
Mt=— __=¢ (3.39)

(la masa que atraviesa, por unidad de tiempo, la caracteristica que den-
tro de la regién de la rarefaccién tiene como pendiente £).

El siguiente paso es obtener una expresién que, al igual que la (3.33),
permita conocer el valor de M+ cuando la onda que separa los estados
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* y (7 + 1) sea una onda de rarefaccién. Godunov, haciendo uso de las
ecuaciones de continuidad y del momento en funcién de la variable £
y del caricter isoentrépico del flujo autosemejante* junto con la ley de
estado de gas ideal, obtiene la expresién deseada:

= =
2\/7P'J"+1Vj'5-1 1- (P"/P?H)( )

Combinando las expresiones (3.33), cuando p* > p7,,, y (3.40),
cuando p* < p}4,, se tiene que:

Py
p’? 2 »
M* = (_ng) ¢( 4 ), (3.41)
i+ Pjt1
i

(-"le+3--'—1)2 siz>1

#(z) = gv-—l(-—',- siz<1
lz

Para la onda que se mueve hacia la izquierda desde el punto (5 +
1)Az, de forma aniloga se tiene:

L ]

(3.40)

donde

-M~ (v -v})=p" - P, (3.42)
donde M~ viene dada por:
(p’.‘ % pt
M- = —L) ” (—n) . (3.43)
Vi P;

Eliminando v* de las expresiones (3.32) y (3.42), se obtiene la ecuacién
para p*:
p* - p? + P" =Pl
M- M+
que puede resolverse de forma iterativa’. Una vez obtenido el valor de
p*, v* se calcula a partir de (3.32) 6 (3.42), o, como propone Godunov,
a partir de:

+ 0y =7 =0, (3.44)

M*(v* - v}y) + M7 (v" = of) = p} — pli1. (3.45)

tPara comprobar este punto, consultar Landau y Lifshitz, 1987, pigs. 366-69; o
el Apéndice de este Trabajo para una prueba en el caso de la dindmica de fluidos
relativista.

5Una forma no iterativa de obtener el estado intermedio en un problema de Rie-
mann estd descrita en Chorin (1976).
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El método de Godunov que acabamos de describir puede extenderse
a cualquier sistema hiperbélico (Godunov et al., 1979; van Leer, 1984).
Asi, el método de Godunov para integrar el sistema hiperbdlico de leyes
de conservacion:

du  OF(u)
 t 5 =0, (3.46)
es un esquema en forma conservativa:
+1 I ”
o —wp , Foluh i) - Folub,uf) 0, (3.47)

At Az

en el que Fg(u}, u},,) es el valor del flujoen z; 1 en la solucién exacta
2

del problema de valores iniciales con una distribucién inicial constante

a trozos:

u™(z) = u} para z; — 4% < z < z; + 4%. (3.48)
Es decir, si
u(z,t) = wg(z/t;u_,uy) (3.49)
es la solucién (débil) del problema de Riemann que tiene como valores
iniciales:
{ u- siz<o0
U= .
uy siz >0,
entonces,

Fe(u},u}y,) = Flwg(0;u},uly,)). (3.50)

3.3 Resolvedores de Riemann aproximados.

El método de Godunov requiere la solucién de problemas de Riemann en
cada interfase y cada instante de tiempo. Aunque teéricamente dichos
problemas de Riemann pueden resolverse, en la prictica puede ser muy
costoso pues involucra la resolucién de un sistema algebraico no lineal.

Por otro lado, debido al uso de soluciones promediadas, el esquema de
Godunov no utiliza toda la informacién contenida en la solucién exacta
del problema de Riemann. Este hecho sugiere la conveniencia de acudir a
soluciones aproximadas del problema de Riemann, obtenidas con menor
coste. Asi, si w(z/t;u_,u;) es una aproximacién a la solucién del
problema de Riemann, se definen los esquemas tipo Godunov (Harten,
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Lax y van Leer, 1983; Einfeldt, 1988) como aquellos en los que u""’1
obtiene segin:

n+l _ 1 0 tuiWiaq )d ...1_ o/t t;u; i)
u] A-’D./Azﬂ w(z/t;uj,uj41)dz + Aa:/o w(z/t;u;_1,u;)dz,
(3.51)
resolviendo de forma aproximada un problema de Riemann en cada in-
terfase y cada paso de tiempo. Harten y Lax (1981) demuestran que
si la solucién aproximada, w(z/t;u_,u4), es consistente con la forma
integral de la ley de conservacién en el sentido de que

Az/[2 Az
f w(z/tius,up) = —=(u- + uy) — AtF4 + AtF_  (3.52)
-Acz/2 2

(F-+ = F(u-4)) y con la forma integral de la condicién de entropia,
el esquema (3.51) tiene forma conservativa. Efectivamente, aplicando la
forma integral de la ley de conservacién (2.16) a la solucién aproximada
del problema de Riemann en el rectingulo [-8%,0] x [0,At], el flujo
numérico f‘j +i2 través de la interfase que separa los estados u; y uj4+1
puede obtenerse segin:

1 0

. Az

FJ-_'_% =F; - Al s w(z/At;uj, uj41)dz + —— YN (3.53)
Andlogamente integrando en el rectdngulo [0, 4%] x [0, At],

- 1 4 Az

Fiy=Fj+o / w(z/Atiuj1,u5)dz - 3-u (3.54)

En la presente Seccién, nos proponemos explicar uno de los resolve-
dores mds populares (Roe, 1981a; 1981b), que se sitia en la base de la
aprozimacion local por campos caracteristicos, usada de forma general
para extender a sistemas de leyes de conservacién los métodos desarrol-
lados para el caso escalar.

Roe considera soluciones aproximadas del problema (3.46) con condicién
inicial:

u_{u- iz <z
uy siz>z;
+ t+%
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(en donde z; i es la interfase entre dos celdas cualquiera de la malla

computacional), que son soluciones ezactas del problema aprozimado:
du . 0Ou
— + A—
ot Oz

con la misma condicién inicial, donde A(u_,u,) es una matriz constante

relacionada, como ahora veremos, con la matriz jacobiana del sistema
original, y a la que se exige que cumpla las siguientes condiciones:

1. F_ —Fp = A(u_,uy)(u- — uy).

=0, (3.55)

2. A( u_,u,) tiene valores propios reales y un conjunto completo de
vectores propios.

3. A(u,u) = A(u), donde A es el jacobiano del sistema original.

Una vez construida dicha matriz, sus valores propios, Al), pueden
considerarse como las velocidades de las caracteristicas del problema de
Riemann y la proyeccién de (uy — u_) sobre sus vectores propios, HUB
de acuerdo con lo expuesto en la Seccién 4 del Capitulo anterior, como
los saltos de las variables caracteristicas, Aw:

]
uy —u- =Y Awtel), (3.56)

i=1
Combinando esta expresién con la propiedad 1) para la matriz A, ten-
emos que

p I3
Fy —F_ = A(uy —u-) = > A0aaMed), (3.57)
1=1
El resolvedor aproximado viene dado por la solucidn exacta del prob-
lema linealizado (3.55), que ya vimos en la iltima Seccién del Capitulo
anterior:

u- si& <A@ i
w(uo,uy) =9 ue sid® <e<AEH k=1, p-1
uy si AP <g,

y en la que los estados intermedios, ug, vienen definidos por:

k
we =u- + Y Aae®, (3.58)

=1
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El flujo numérico asociado puede obtenerse a partir de la expresién
(3.53):

Froe = F_ + 22 —1-/0 (€; )d 3.59

Roe = I -~ 2Atu— At —%‘Wf,u_,u.p Ty ( . )
expresién que, teniendo en cuenta (3.58) puede escribirse en la forma:

Fre=F_+ Y i0Aa0el), (3.60)

vi/A() <0

La suma anterior puede extenderse a los valores positivos de A(*) si ten-
emos en cuenta que se verifica:

-~ 3 . - p -~ - - . I3 -
> Aaseld = %Z(,\(ﬂ ~ [AOpABIE®, (3.61)
vi/M <o i=1

Considerando esta expresién y la (3.57), el lujo de Roe puede escribirse,
definitivamente, como:

P
Free = 5(F- + Fy = 3 A0|A50&0), (3.62)
=1

El resolvedor de Roe tiene la virtud de que a través de ondas de
choque da la solucién exacta: si u- y uy satisfacen las condiciones de
salto:

F_ - F+ = 8(11_ - |.l+) I (363)
para un cierto escalar s, entonces, por la propiedad 1), s es un valor pro-
pio de A; ademds, una proyeccién de (up—ur) sobre los vectores propios
de A, debido a 2), lo ser4 sélo sobre el vector propio correspondiente a
s.

Sin embargo, el resolvedor de Roe viola la condicién de entropia
para el caso de rarefacciones transénicas (ver Roe, 1981b; van Leer,
1984), convergiendo a soluciones débiles no fisicas. Para prevenir este
hecho, debe afiadirse un término de viscosidad que actia en cada campo
caracteristico en los puntos en los que el valor propio asociado presenta
un cambio de signo, en el seno de una onda de rarefaccién (ver Harten
y Hyman, 1983; Yee, 1989).

Roe (1981b) construye explicitamente la matriz A correspondiente
al sistema de ecuaciones de la dindmica de gases (ideales). Sin embargo,
Harten y Lax demuestran que, bajo condiciones muy generales, cualquier
sistema hiperbélico permite una linealizacién del tipo propuesto por Roe
(ver el Teorema 2.1 del trabajo de Harten, Lax y van Leer, 1983).
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3.4 Técnicas shock-capturing y de alta resolucién
modernas para ecuaciones escalares.

Las técnicas numéricas para la resolucién de ecuaciones hiperbélicas se
desarrollan primeramente para leyes escalares no lineales:

% + a(u)% =0, (3.64)
extendiéndose después formalmente a sistemas. Este hecho se debe a
que los fundamentos tedricos estin demostrados principalmente para el
caso escalar.

La primera caracteristica que comparten las TSC es la de estar es-
critas en forma conservativa, lo que significa que el método tiene la
forma:
uttl = u"—é—t[ﬁ'(u”_ Uy e 8 ) = F (U, Uy e 1))

J 7T Az J=p? Ti=p+1r ) Ditg J=p=11 Tj=pr = Bj+q=1/D
(3.65)
para una cierta funcién F, flujo numérico, de p + q + 1 argumentos.
La importancia de la forma conservativa radica en el Teorema de Lax
y Wendroff (1960), en el que se demuestra que la solucién limite al
refinar la malla (Az — 0) de cualquier esquema en diferencias finitas
en forma conservativa que sea consistente con la ley de conservacién®
satisface las condiciones de salto a través de las discontinuidades de
forma automadtica, lo que, por lo menos, asegura que la solucién limite,
si existe, es una de las soluciones débiles de la ecuacidn original.

Sin embargo, como ya se comenté en el Capitulo anterior, las solu-
ciones débiles no son dnicas. Una propiedad interesante que satisface
la solucién de entropia de una ley de conservacién escalar es que si se
escogen dos conjuntos iniciales de datos ug y vo tales que:

vo(z) 2 up(z) Vez, (3.66)
las respectivas soluciones de entropia u(z,t) y v(z,t) satisfacen
v(z,t) > u(z,t) Ve,t. (3.67)
Asi, un esquema explicito en diferencias finitas en tres puntos
u;""l = G(uj-y, U7, U 1) (3.68)

8 F(u,u,...,u) = F(u), siendo F(u) la funcién flujo de la ley de conservacién.
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se dice mondtono si G es una funcién monétona creciente de cada uno
de sus argumentos. Para una ley de conservacién escalar, los esquemas
mondtonos siempre convergen a la solucién fisica (Harten, Hyman y Lax,
1976), lo que ha hecho a estos esquemas interesantes para el cdlculo de
soluciones discontinuas. El esquema de Godunov (van Leer, 1984) es
mondtono, mientras que el de Roe (van Leer, 1984) no lo es (Harten y
Hyman, 1983).

Aunque los esquemas monétonos poseen, como hemos visto, propie-
dades adecuadas para el cdlculo de soluciones discontinuas, sélo son de
primer orden (Harten, Hyman y Lax, 1976). Para flujos complicados los
esquemas mondétonos y upwind de primer orden son muy difusivos. Asi,
en los dltimos afios se ha efectuado un esfuerzo importante en el desar-
rollo de mejores métodos para tratar ondas de choque. Bésicamente hay
dos clases de TSCM apropiadas para el cdlculo de soluciones débiles: los
esquemas TVD (Total Variation Diminishing, Harten, 1984) y los ENO
( Essentially Non-Oscillatory, Harten y Osher, 1987). La principal difer-
encia entre los métodos TVD y ENO es que ciertos tipos de esquemas
ENO mantienen el mismo orden de precisién espacial en los puntos ex-
tremos, mientras que los TVD se reducen a primer orden en estos puntos.
Todos los esquemas monétonos y upwind de primer orden son esquemas
TVD de primer orden. Al contrario que los esquemas mondétonos, no
todos los esquemas TVD son consistentes, automditicamente, con una
condicién de entropia.

La variacidn total de una funcién sobre una malla, {u}}%2_,, se
define como: -

TV(u™) = E [ulpy = 7l (3.69)
J=—00
El esquema numérico (3.65) para el problema de valores iniciales (3.64)
se dice que es TVD si

TV (™) < TV(u™) (3.70)

El interés de la propiedad TVD se basa, por un lado, en el teorema
de convergencia (Harten, 1984) que establece que si el esquema (3.65)
es consistente con la ley de conservacién (3.64) y con su desigualdad
de entropfia, si la aproximacién numérica tiene variacidn total estable’,
entonces el esquema es convergente y su limite es la solucién débil dnica
de (3.64) que satisface la desigualdad de entropia.

"TV(u™) uniformemente acotada en espacio y tiempo.
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Por otro lado, dada la ley de conservacién escalar (3.64), se sabe que
la solucidén es constante a lo largo de las lineas caracteristicas dz /dt =
a(u). En consecuencia, si los datos iniciales son suaves, la variacién to-
tal en z de la solucién permanece constante en el tiempo, mientras las
lineas caracteristicas no se crucen. Incluso cuando se forme una onda
de choque, debido a la convergencia de las caracteristicas, la solucién
en cada punto (z,t) permanece bien definida en términos de una de las
lineas caracteristicas que la conectan con los datos iniciales. Como los
datos iniciales en el dominio de dependencia de la onda de choque se pier-
den en ella, la formacion de una onda de choque puede, realmente, hacer
decrecer la variacién total en z. Dado que las oscilaciones numéricas
producirian un aumento en la variacién total de la solucién, las técnicas
TVD evitan, por construccién la apariciéon de dicho fenémeno.

Existen varias formas de disefiar esquemas TVD de alto orden (que
se incluirian ya en el conjunto de las técnicas de alta resolucién). Pre-
sentamos aqui dos de los procedimientos mas usuales:

1. Esquemas con limitadores de flujo.
2. Esquemas con limitadores de pendiente.

Entre los primeros el mas conocido es el esquema de transporte con
flujo corregido (Fluz-Corrected Transport, FCT) de Boris y Book (1973).
El flujo numérico, F, consta de un flujo numérico de alto orden, Frr(u; 7)
que funciona bien en las regiones suaves y un flujo numérico de orden
bajo, Fr(u;7), (en general correspondiente a un método monétono) que
se comporta bien cerca de las discontinuidades, de forma que F se re-
duce a Fy(u;7) en las regiones suaves y a Fr(u;7) cerca de las discon-
tinuidades:

F(u;5) = Fr(u; 5) + 8(u; 5)[ Far(u; §) - Fr(u; ), (3.71)

en donde ®(u;j) recibe el nombre de limitador de flujo y tiende a 1
cuando el flujo es suave y a cero en presencia de discontinuidades.

Sweby (1984) ha estudiado varios métodos con limitadores de flujo
y deducido condiciones algebraicas sobre el limitador que garantizan la
precisién de segundo orden y la condicién TVD.

En los esquemas con limitadores de pendiente la idea basica es gen-
eralizar el método de Godunov reemplazando la distribucién constante
a trozos por otra de mayor precisién. Asi, van Leer (1979) generalizé el
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esquema de Godunov a segundo orden, sustituyendo los valores iniciales
constantes del problema de Riemann por datos iniciales lineales. La pen-
diente de la reconstruccion lineal se escoge de forma que no aparezcan
oscilaciones espireas (enfoque MUSCL, Monotonic Upstream Schemes
for Conservation Laws). Consideremos el esquema upwind de Roe de
primer orden:

n a At nox
Wit = o - = (h(u}, uf) - A(ulo, )] (3.72)

en donde:
n n 1 n n
h(u,' ) uj+1) = §[F("j) + F(“}‘n) - |a,'+§ |("?+1 - U, )] (3.73)

El enfoque MUSCL sustituye los argumentos u7, u7,, del flujo numérico
por uf, uf;_l, definidos hasta segundo orden de precisién en la forma:

R AL ACWEED 374

qu-’+1 = ;-'+1 + 0‘;‘+1(2J~+% - Zj41)- (3.75)

Las pendientes o7 deben escogerse de forma que no produzcan oscila-
ciones en las proximidades de las discontinuidades. Para ello se utilizan
limitadores de pendiente que reducen a cero el valor de la pendiente cerca
de las discontinuidades o en los puntos extremos.Uno de los limitadores
mas corrientes es el llamado minmod:

o; = Bl—a:minmod(u;-‘_,_1 - ul,u} —uj_y) (3.76)
con
a silef<|blyab>0
minmod(a,b) = { b si|b| <|a|] y ab>0
0 siab<0

La Figura (3.4) muestra las pendientes minmod para un conjunto de
datos.

El enfoque MUSCL extendido a un sistema de leyes de conservacién
ha sido el que hemos utilizado en gran parte de los cilculos relativistas.
Detalles de su implementacién se verdn en un Capitulo posterior.

Woodward y Colella (1984), en la elaboracién del PPM (Piecewise
Parabolic Method) refinaron la idea de van Leer, usando datos iniciales
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1417

Figura 3.4: Reconstruccion lineal a trozos usando pendientes minmod.

ajustados a parabolas en cada celda. El cédigo de Yahil, Johnston y
Burrows (1985), que, con ligeras modificaciones, hemos utilizado en los
célculos de colapso newtoniano, emplea también una reconstruccion de
los datos hasta precision parabdlica con apropiados limitadores de pen-
diente.

El teorema de convergencia de Harten no necesita que el esquema
tenga variacion total decreciente, sino que basta con que dicha variacion
est¢ acotada. Ello ha llevado a Shu (1987) a introducir los esquemas
TVB (Total Variation Bounded), para los que:

TV{un) < 3.77)

para un cierto B(u°) > 0. Relajando de esta forma la propiedad TVD,
estos esquemas logran mantener el orden en todos los puntos, incluyendo
los extremos.

Al contrario que en los esquemas TVD, en los esquemas ENO no se
requiere que disminuyan los valores en cada extremo local y en cada paso
de tiempo, sino que se les permite ocasionalmente acentuar un extremo
local. De hecho, los esquemas ENO parecen verificar:

TF(un+l) < TV(un) + 0(Axr), (3.78)

siendo relorden del método, lo que, ademas, implicaria el caracter
TVB (Harten,Engquist, Osher y Chakravarthy, 1987). Estapropiedad
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*T*CUS\*

H* ¢ *Tvo ¢ *fNO ¢ *T

Figura 3.5: Esquemas conservativos para leyes de conservacion
hiperbélicas (de Yee (1989)).

permite a los esquemas ENO mantener el orden incluso en los puntos
extremos. El caracter no oscilatorio se consigue considerando reconstruc-
ciones polinomicas no oscilatorias a partir de los promedios en las celdas
para calcular los flujos numéricos (ver Harten y Osher, 1987, donde los
autores construyen un esquema no oscilatorio de segundo orden).

Siguiendo a Yee (1989), y teniendo en cuenta todo lo anterior, pode-
mos clasificar los esquemas en forma conservativa del siguiente modo (ver
Figura (3.5)). Sea S7 el conjunto de todos los esquemas conservativos
existentes de cualquier orden para leyes de conservacion hiperbolicas.
Este conjunto puede dividirse en dos partes, SuPy Se, donde SuP es
el conjunto de todos los esquemas upwind de cualquier orden. Ademas,
sea Seno el conjunto de todos los esquemas esencialmente no oscilato-
rios de cualquier orden; sea STvp el conjunto de todos los esquemas con
variacion total decreciente de cualquier orden y sea Sm el de todos los
esquemas mondtonos. Entonces, Sm C Stvp C SEno C S71-

Recientemente, Shu y Osher (1988, 1989) han construido esque-
mas ENO usando polinomios interpolantes no oscilatorios para la re-
construccion de los flujos a partir de los valores puntuales en lugar de
los promedios en las celdas. La misma idea ha sido empleada por Mar-
quina (1991) en su esquema de tercer orden PHM (Piecewise Hyperbolic
Method) en el que la precision espacial se consigue mediante una recon-
struccion upwind con hipérbolas (que preserva la monoticidad). En los
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extremos, el método puede degenerar hasta O(Ax%) (debido, precisa-
mente, al cardcter mondtono de la reconstruccién), por lo que supera
en dichos puntos a los métodos TVD. La propiedad mds interesante
del PHM radica en su cardcter local (los flujos numéricos reconstrui-
dos son funcién de cuatro variables, mientras que los flujos numéricos
de la reconstruccion ENO de tercer orden de Shu y Osher, 1989, son
funcidn de seis variables), lo que se traduce en una mejor resolucién
de las discontinuidades lineales y los puntos angulosos. Como ocurre
con los esquemas ENO, el caricter TVB del PHM todavia no ha sido
probado. Marquina (1991) presenta resultados con esta técnica para el
caso de una ley de conservacion escalar en una y dos dimensiones espa-
ciales. Resultados para el sistema de las ecuaciones de la hidrodindmica
relativista en una dimensidén se verin en un Capitulo posterior.

3.5 Extensién a sistemas.

Los métodos escalares que acabamos de describir se extienden a sistemas
de leyes de conservacién usando una descomposicién aproximada del
sistema en sus campos caracteristicos (aprozimacion local por campos
caracteristicos). Esta técnica de extension es una versién generalizada
del procedimiento sugerido por Roe (1981a). La idea basica es extender
el esquema escalar al caso de un sistema aplicindolo a cada una de las
ecuaciones caracteristicas adecuadamente linealizadas.

Como ya vimos al comienzo de este Capitulo, dado el sistema lineal
de p leyes de conservacién:

Ju Ou
Ty + 2= 0, (3.79)
se definen las variables caracteristicas, w, como:
w =Ry, (3.80)

donde R es la matriz que tiene los vectores propios de A en columnas.
En funcién de las variables caracteristicas, el sistema (3.79) se desacopla
en p ecuaciones caracteristicas:

ow* ow*

— +MB=—==0, k=1,.. 3.81

‘ at + az ? ) ’p ( )

(siendo {/\(k)}z=1 los valores propios de A), lo que ofrece una forma
natural de extender un esquema escalar a un sistema de ecuaciones con



48 CariTuro 3

coeficientes constantes, aplicindolo escalarmente a cada una de las ecua-
ciones caracteristicas®,

Para sistemas no lineales (A = A(u)), la aplicacién del esquema
escalar va precedida de una linealizacidn del sistema, definiendo en cada
interfase j+-;- de la malla computacional una matriz jacobiana constante
AH% = A(uﬂ_%), en donde u;,1 esun promedio de u; y u;41.

En el caso del enfoque MUSCL, el flujo numérico, h, que aparece en
(3.72), con la reconstruccién lineal se aplica a cada campo caracteristico.
En las variables originales, el flujo numérico tiene la expresién:

h(u,,u,+1)-—(F(u’*)+F(u,+1) ZIA("LIAw,#é‘;l), (3.82)

analoga a la (3.62) para el flujo de Roe, y en la que los :\( )1 y e(21 son

los valores y vectores propios, respectivamente, de A, i+d ¥ 1os saltos en

las variables caracteristicas Aﬁ;;l 3 se obtienen a partir de los saltos en
las variables originales segin:

AW, L_RM(u,+1 uf). (3.83)

En el caso del PHM, la extensién a sistemas (Marquina et al., 1991a)
se ha efectuado de una forma un poco mis sofisticada. Los pasos son
los siguientes:

1. Obtencién de los flujos en las variables caracteristicas, G en los
puntos de la malla numérica:

G, = Rj'Fj, (3.84)

en donde el subindice j en la matriz R indica que se ha calculado
en el punto z = z;, y F es el vector de flujos del sistema de
ecuaciones.

2. Aplicacién de la reconstruccién hiperbdlica en cada celda y ob-

tencién del flujo numérico en las variables caracteristicas en cada
interfase, éj +4r 2 partir de las hipérbolas en las celdas j y j + 1,
en la direccién upwind.

8Este procedimiento permite, incluso, como propone Roe (1981a), usar esquemas
escalares diferentes en cada campo caracteristico.
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3. Cdlculo de los flujos numéricos en las variables originales:

El superindice up significa que cada componenete de cada vector
propio que integra la matriz R se ha reconstruido a las interfases a
partir de las correspondientes componentes calculadas en las celdas
(que ya se conocen del paso 1 anterior), mediante hipérbolas, en
la direccién upwind (de la misma forma que se hizo en el paso 2
en el calculo de los flujos de las variables caracteristicas).

Es en este iltimo punto en el que la extensidn a sistemas del método
PHM se distingue del resto de métodos: en el cdlculo de los flujos
numeéricos en las varibles originales se hace uso de los vectores propios
reconstruidos de forma upwind en lugar de usar un promedio (de forma
simétrica), como se ha hecho usualmente.






Capitulo 4

Aplicacion a la dinamica

de fluidos

En este Capitulo vamos a aplicar las técnicas descritas en el Capitulo
anterior a las ecuaciones de la dindmica de fluidos. En la primera Seccién
lo haremos para las ecuaciones newtonianas en presencia de gravedad y
simetria esférica, que hemos resuelto en los cdlculos de colapso estelar
newtoniano.

El resto del Capitulo estard dedicado a la extensién de las TSCM a
la dindmica de fluidos relativistas.

4.1 Dinamica de fluidos clasica en presencia de
gravedad y simetria esférica.

Las ecuaciones lagrangianas de la dindmica de fluidos pueden escribirse,
de forma compacta:

%1' + a_gr(rTu) = s(u). (4.1)

Como variable lagrangiana consideramos m, la masa incluida desde el
origen. El vector de incégnitas, para el caso unidimensional es el que
aparece en la Seccién 2 del Capitulo 3:

u=(V,v,E)T. (4.2)

El vector de flujos incluye ahora un factor geométrico Gr, cuyo valor
depende de la simetria del problema (¢ = 1,27,47; a = 0,1,2, para

51
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simetria plana, cilindrica o esférica respectivamente):
F = Gr*(-v,p,vp)T. (4.3)

Por iltimo aparece un término fuente en el que hemos incluido, ademds,
la aceleracién & debida a la presencia de un campo de fuerzas externo
general actuando sobre el sistema:

v
s = (o,% + &,0)7. (4.4)

En lo que sigue, nos centraremos en el caso de simetria esférica (algunos
tests y aplicaciones en el caso de simetria plana, usando diferentes re-
solvedores de Riemann pueden encontrarse en Mart{ et al.,, 1990a o en
el apéndice del trabajo de Marti, Ibdiez y Miralles, 1990b). Tras una
sencilla manipulacién, el sistema de ecuaciones (4.1) con los correspon-
dientes vectores (4.2), (4.3) y (4.4) puede escribirse en la forma:

u=(V,rv, E)T, (4.5)
F = 4r(-r%v,r3p, r?vp)7, (4.6)
3p m
= LR Aulad
=00+ 220, (4.7)

en donde el campo de fuerzas externo es el campo gravitatorio gene-
rado por el propio sistema, y donde E, energfa total especifica, incluye
también el término de energia gravitacional:

1, m
= —-° - —. - (4.
E=¢+ 5V == (4.8)
En nuestros cdlculos hemos utilizado una TSCM con limitador de
pendiente para resolver el sistema de ecuaciones (4.1), con (4.5), (4.6) y
(4.7). Los ingredientes fundamentales del esquema son:

1. Reconstruccion de la celda con objeto de obtener representaciones
mds precisas de las distribuciones de las variables en las celdas. En
el cédigo utilizado, los valores en las interfases se han reconstruido
hasta precisién parabdlica, a partir de la expresién:

uL,R

L,R
;= uj+0; (zﬁF% - z;) (4.9)
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(con z = m?/3), en donde las pendientes af"R, verifican:
crf’R = af”RaJ‘ + ﬂf’ij, (4.10)
con
_ Uy — Uiy
a= =, (4.11)
b = L — 0 (4.12)
Tig1 — %
Los pesos af"R, ﬂf"R cumplen con:
alR 4+ PR =1, (4.13)

y sélo dependen de la distribucién de masas, obteniéndose medi-
ante una funcién prueba parabélica.

En los puntos extremos y en las proximidades de las discontinui-
dades, los limitadores de pendiente hacen bajar a 1 el orden del
método, a fin de preservar la monotonicidad.

2. Los flujos numeéricos se han calculado segin la expresién (3.82).
En ella intervienen de forma explicita los valores y vectores pro-
pios del jacobiano del sistema, que han debido calcularse usando
un cierto promedio (en nuestros cilculos, la media aritmética) en
las interfases de las celdas. Las derivadas de la presion, que apare-
cen en el jacobiano, se han calculado en las interfases siguiendo a
Glaister (1988)1.

3. El avance temporal de los valores medios u :

m .
ul = A_}n; /m ¥ y(m, t™)dm, (4.14)
i-%

'En un trabajo anterior, (Marti, Ibifiez y Miralles, 1990c) comparamos, en el
contexto del colapso estelar y para una ecuacién de estado tipo ley ¥ con ¥ = ¥(p),
el comportamiento de este resolvedor de Riemann con el resolvedor de Riemann de
Godunov, expuesto en la Seccién 3 del Capitulo anterior, aplicando éste iltimo como
si cada punto del plano presién-densidad estuviera ajustado por un gas ideal con
exponente adiabatico 4. El comportamiento de los dos resolvedores es muy similar,
y las dnicas diferencias se manifiestan cuando la ecuacién de estado se separa mucho
del gas ideal, apareciendo oscilaciones espiireas con el resolvedor de Godunov.
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se ha efectuado usando una técnica de prediccion-correccion stan-
dard, que asegura segundo orden de precisién en la integracién
temporal. Primero se calcula una prediccién de las magnitudes u:

n du; ,
utt o un g ( ;t’> At, (4.15)

en donde el valor de du;/dt se obtiene segin:

(&) sl e o

A partir de los valores predichos para uj, se calcula una prediccién
de las derivadas temporales:

. n+l/2
(%) Am [Fn+l/2 Fn+1/2]+ s(u n+1/2). (4.17)
j

El paso corrector se efectia usando un promedio entre las derivadas
temporales (4.16) y (4.17):

At [ 7du:\™ du. \"+1/2
n+l =u® ket A 21
U u+2[(dt)+(dt) ] (4.18)
cuyo resultado puede usarse de nuevo como prediccién en el cilculo
de (4.17).

Todos estos ingredientes se han incorporado en un cédigo hidrodi-
ndmico suministrado por el Dr. M. D. Johnston del Space Telescope
Science Institute. Detalles del cé6digo pueden encontrarse en Yahil, John-
ston y Burrows (1985), o en Marti, Ibdiiez y Miralles (1990b).

4.2 Codigos en diferencias finitas clasicos para
la dinamica de fluidos relativistas.

Las ecuaciones de la dindmica de fluidos relativistas se han deducido
usualmente por analogia con la dindmica de fluidos newtoniana, identi-
ficando adecuadamente las magnitudes relativistas que representan las
densidades y flujos de materia, momento y energia (Synge, 1960; Landau
and Lifshitz, 1987; Misner, Thorne and Wheeler, 1973).
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Supondremos que el fluido estd caracterizado por una cuadriveloci-
dad u# y un tensor energia-momento T#¥. Si pg representa la densidad
de masa en reposo medida en un sistema localmente inercial, una de
las ecuaciones de la dindmica de fluidos relativista representa la ley de
conservacion local de la masa y se escribe en la forma:

Val(pou®) =0 (4.19)

en donde V,, representa las componentes de la correspondiente derivada
covariante. Las otras ecuaciones representan las leyes de conservacién
local de la energia y el momento y se obtienen a partir de:

VT8 =0 (4.20)

(consecuencia de las identidades de Bianchi).
En lo que sigue, consideraremos un fluido perfecto, para el que el
tensor energia impulso viene dado por:

= (po(1 + €) + p)utu” + ¢*¥p, (4.21)

en donde g“” es el tensor métrico (de signatura +2) del espacio-tiempo
definido por la variedad diferenciable de dimensién 4, M, y € y p, la
energia interna especifica y la presidn, respectivamente, en el sistema
localmente inercial, que estdn relacionadas entre si y con la densidad de
masa en reposo, po, a través de una ecuacion de estado, que, en general,
escribiremos como:

P = p(po, ). (4.22)

En muchas situaciones puede despreciarse el campo gravitatorio pro-
ducido por el fluido, en comparacién con el campo gravitatorio back-
ground (por ejemplo, en problemas de acrecién sobre ob jetos compactos).
En estos casos, se habla de dindmica de fluidos prueba relativistas, y
su movimiento viene descrito exclusivamente por la ecuaciones (4.19) y
(4.20), junto con la ecuacién de estado (4.22). En los casos en los que
la aproximacién anterior no es adecuada, las ecuaciones anteriores se
complementan con las de Einstein:

GM = 8xTH, (4.23)

a partir de las cuales pueden obtenerse las componentes del tensor
métrico como funciones de las coordenadas.
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El sistema de ecuaciones formado por (4.19), (4.20), (4.23), con la
ecuacién de estado (4.22), o en su versién de fluidos prueba, ha sido
resuelto en diferentes contextos astrofisicos, entre los que destacan el
colapso estelar y la acrecién sobre objetos compactos. En lo que queda de
Seccién repasaremos los cédigos en diferencias finitas que, histéricamente
se han desarrollado para resolver las ecuaciones anteriores, prestando
atencién a los avances tedricos que han ido introduciendo.

1. El cédigo de May y White. El primer cédigo en diferencias
disefiado para resolver las ecuaciones de la dindmica de fluidos rel-
ativistas fue desarrollado en el area del colapso estelar esférico,
a mediados de los afios sesenta. May y White (1966, 1967) de-
sarrollaron un cédigo capaz de describir el colapso esférico de un
objeto masivo bajo la influencia de su propia gravedad y presién,
ignorando el transporte de energia, en el marco de la Relatividad
General y con coordenadas coméviles. El elemento de linea venia
descrito por:

ds? = —a®(m,t) dt? + b*(m,t)dm? + R*(m,t)(d6? + sin0 d¢?),
(4.24)
siendo m la masa en reposo total incluida desde el centro.

El caricter comévil de las coordenadas permitia escribir el tensor
energia-impulso de la materia (considerada como fluido perfecto)

como:
T\ =T?=T3 = -p, (4.25)
19 = (1 + €)po, (4.26)-
TV =0,sip#v. : (4.27)

En estas coordenadas, la ecuacién de conservacion local de la masa,
(4.19), se integra ficilmente:

1
b= 4mpoR?’

(4.28)
Las ecuaciones de campo de Einstein, (4.23), y las ecuaciones del
movimiento, (4.20), se reducian al siguiente sistema en derivadas

parciales cuasilineal (confrontar con Misner y Sharp, 1964):

/A LA (4.29)
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(siendo h la entalpia especifica: h = 1 + ¢ + p/po)
O¢ 0

e, + ‘&(E) =0, (4.30)
0 d r M
3—': = —a(4ﬂ'a—:lR2z + 75 + 47pR), (4.31)
1 OdpoR?  du/dm
B 0t - “3r/om’ (4.32)
en donde se han introducido las definiciones:
1R
u= ;—6?, (433)
10R
= 39m (4.34)
Y ™ R
M= / 47 R po(1 + €)5—dm (4.35)
0 m

(que representa la masa total incluida). El sistema se completa
afiadiendo una ecuacién de estado de la forma (4.22).

May y White integraron el sistema anterior de ecuaciones, para
varias ecuaciones de estado sencillas, mediante un esquema en
diferencias finitas. La aparicion de oscilaciones numéricas tras la
onda de choque formada en el proceso del colapso se prevenia intro-
duciendo, junto a la presién, en las ecuaciones relativistas descritas
anteriormente, un término de viscosidad artificial, @, (obtenido
por analogia con el propuesto originalmente por Richtmyer y von
Neumann), de la forma:

Am 2 9R3 )
Q= po(*RF)? 552 /T si 542 > 0
0 en cualquier otro caso

Matsuda y Sato (1969) usaron el cédigo de May y White para
investigar la evolucion hidrodindmica de esferas de gas con masas
en el rango 10*My - 10°My, considerando aquellas como una
mezcla de gas ideal y radiacién de cuerpo negro.

Wilson (1971) incorporé al cédigo de May y White los efectos
del transporte de neutrinos resolviendo la ecuacién de Boltzmann,
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con el objeto de determinar si la deposicién de energia por los
neutrinos podia provocar la expulsién de la envoltura de estrellas
masivas durante el proceso del colapso, como sugirieron Colgate y
White (1966).

Con muy pocas variaciones, este codigo ha sido usado desde en-
tonces para la resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica
relativista en simetria esférica y, en particular, ha estado en la
base de los cdlculos de colapso estelar efectuados por nuestro grupo
(Ibdfez, 1984; Ibafiez y Miralles, 1985; Miralles et al., 1990; Mi-
ralles et al., 1991).

. El cédigo de Smarr y Wilson. La descripcién lagrangiana es

generalmente inaplicable en la simulacién de flujos (relativistas o
no) en varias dimensiones espaciales. Por este motivo desde los
afos 70 comenzaron a desarrollarse cédigos usando coordenadas
eulerianas. Como un primer paso, Wilson (1972) disefié un cédigo
en coordenadas cilindricas capaz de tratar la acrecién de materia
sobre un agujero negro en rotacién con simetria axial (métrica de
Kerr), con el objeto de estudiar la formacién de ondas de choque y
emision de rayos X en la regidn cercana al agujero negro. La ma-
teria venia descrita por un tensor energia-impulso correspondiente
a un fluido perfecto.

Tiene interés el que escribamos la forma explicita de las ecuaciones
del movimiento ya que, sin cambios sustanciales, se mantendra en
todos los cédigos desarrollados por, la que podriamos denominar,
Escuela de Wilson . En funcién de una métrica g#¥ tenemos:

Fm(DV‘H J_az‘(D.V'\/—_ 5) = (4.36)

para la conservacién del nimero de bariones y en donde se han
introducido las definiciones:

g = det(guy), (4.37)

D* = pou?®, (4.38)
u“

VE = F, (4.39)

siendo u* el cuadrivector velocidad del fluido.
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La conservacién del cuadrimomento se escribe:

. ; 3P 139 b 5aSh _
(5\/_)+¢—(9 H(SVV=g)t 5 2027 (5 =

(4. 40)

,/ ot
donde se ha definido la correspondiente densidad como:

S% = pohu,u’. (4.41)
Por dltimo, la conservacién de la energfa, E* = poeu®, se escribe:

(E‘\/_ )+—(E‘V\/“ )+p5— (u°V“J_ )=0. (4.42)

La ecuacién de estado que cierra el sistema de ecuaciones (4.36),
(4.40) y (4.42), en el cédigo de Wilson es una ley v (tranformacién
adiabatica) en la que la presién viene dada por:

= (7 = 1)poe (4.43)

siendo ¥ una constante.

Para resolver las ecuaciones, Wilson utiliza una técnica upwind
para tratar los términos de transporte?. Las ecuaciones para las
componentes espaciales de la densidad de cuadrimomento, §, se
integran mediante esta técnica, junto con las ecuaciones de con-
servacion de la masa baridnica y de la energfa. Una vez obtenidos
los nuevos valores de S, D* y E* en un instante posterior, S se
calcula a partir de la condicién u#u, = -1.

La disipacién en las ondas de choque se consigue mediante un
término de viscosidad artificial de la forma:

Q=0 [(Aﬁ;”) (2] s

) a(s:/D* a(s:/D*
s15§>0y(T )y((/)<00(/)<0)
y cero en cualquier otro caso. En la expresion anterior, 7 y 2
representan las correspondientes coordenadas cilindricas.

2Aquellos que tienen forma de derivada espacial de la densidad correspondiente
multiplicada por una velocidad.
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El cédigo del que acabamos de hablar permite integrar las ecua-
ciones de la hidrodinamica en un espacio-tiempo dado. Histérica-
mente, el siguiente paso serd elaborar cédigos que evolucionen a la
vez las ecuaciones del movimiento de la materia y las ecuaciones
de campo de Einstein.

Teniendo como precedente el estudio de la colisién de dos agujeros
negros en ausencia de materia (Smarr, 1975), mediante la inte-
gracién de las ecuaciones del campo gravitatorio en el marco del
formalismo (8+1) (ver, por ejemplo, York, 1979), Wilson (1979),
junto con Smarr, elaboran un cédigo numeérico para la integracién
de las ecuaciones de Einstein y de la hidrodindmica en el contexto
del colapso estelar en simetria axial, con el fin de calcular la en-
ergia emitida en forma de radiacién gravitacional. Las ecuaciones
para la parte hidrodinimica aparecen escritas en la Tesis Doctoral
de Dykema (1980) y, con muy pocos cambios coinciden con las de
Wilson (1972). De nuevo, la materia vendrd descrita por el tensor
energia-impulso correspondiente a un fluido perfecto. Teniendo en
cuenta las definiciones

V=9 =a7, (4.45)

(siendo a la funcién lapso y v;; la métrica espacial)

Vvh = z—; (4.46)
W = au®, (4.47)
D=aD", (4.48)
E = aFE", (4.49)
S, =55, (4.50)
las ecuaciopes de la hidrodindmica se escriben:
-%(Dﬁ) + %(vam =0 (4.51)

(Sl\/-) + -—(S;V’f) = —a /Y ‘ + lgg-“‘—upohuauﬁ
6 T

(4.52)
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TGPV =0 (0 507
453)

Estas ecuaciones se resuelven considerando fijas, en cada At, las
magnitudes relacionadas con la geometria. Una vez conocidas D,
S1 y E se utiliza la condicién de normalizacién, u#u, = -1, para
obtener u%. El sistema se cierra con una ecuacién de estado de la
forma p = p(po, €).

Como explica Dykema, los términos de transporte de las ecua-
ciones de la hidrodindmica se diferencian en forma conservativa,
proponiendo como ecuacién modelo en una dimensién:

9 d
¥t 5 (v =0 (4.54)

(en la discusién que sigue, supondremos que la velocidad, v, es
una funcién de z, pero independiente de t). Sea Az constante,
¥, centrado en la celda y v;, 3 en las interfases. Integrando la
expresién anterior en la celda computacional [z;_ 1%y _}] X At, se
tiene:

(‘i’;}“ - \f!}‘)A:c = —(vj+%\I’;.+% - vj_%\llg._%)At (4.55)

en donde ¥ representa una media espacial de ¥ y ¥’ una media
temporal. Los cédlculos a primer y segundo orden difieren en el
valor asignado a ¥’. En ambos casos la técnica es upwind. A
primer orden:

n
‘I’I(l); B { v si Vst > 0

i+ T | o7 iv,
: 41 Sivi4 <0

(esquema de la celda donante o de Lelevier). Este esquema es muy
estable pero muy difusivo. Con el objeto de reducir la difusién,
Wilson introduce unos flujos calculados a segundo orden, haciendo
intervenir una aproximacién lineal a la pendiente de la funcién ¥
en cada interfase. El resultado, como puede verse en algunos tests
presentados por Hawley, Smarr y Wilson (1984b), es un cédigo
menos estable. A segundo orden, se interpolan linealmente los val-
ores de U7 y se asigna a lIf; +1 el valor de ¥ en el punto desplazado
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una distancia %‘ +3 desde z; j+1 en sentido upwind. Esto es:

2 At
\II;(+)% = (\Im +97) = 04 5 (U - ) (4.56)
El algoritmo continua con el cilculo de los flujos a primer y segundo
orden:

Fily =00 (4.57)

en cada interfase y deﬁmendo un flujo efectivo:

Fia=2X +1F(1)1 + (1= 2 1)FD (4.58)

i+3?
en donde el pardmetro A actia como limitador de flujo y vale 1 en
las regiones de gradientes grandes y 0 en las de flujo suave. Con
estas definiciones, el esquema (4.55) se escribe en forma conserva-
tiva: At

2rnel _ & o 5

\I’? =¥+ ZJ_:(FJ_% - Fj_,_%). (4.59)

Los términos fuente se integran segin
P = 07 4+ ALS, (4.60)
discretizando de forma simple los operadores diferenciales que apare-

cen en ellos.

Finalmente se incluye el efecto de la viscosidad artificial en las
ecuaciones, usando una del tipo de von Neumann y Richtmyer,
que se aflade a la presién en determinados términos, apareciendo
asi:

aS, Q"
at a(i ’ (4.61)
as aQ?
at, = ac;:’ (4.62)
¢ O0F owvr awv?e
— T 1'— - 0 .
En Q Q' —=— 30 (4.63)
donde

o = { aD(ZEIAr? si 2V <0y wyrR

0 en cualquier otro caso,
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Q° = aD(ZLZAG)? i L < 0
0 en cualquier otro caso.

El cddigo que acabamos de describir no sélo ha sido el origen de
los desarrollados por la Escuela de Wilson, como después vere-
mos, sino que ha influido decisivamente en todos los c6digos de
hidrodindmica relativista. Asf, Piran (1980) usé el mismo método
de diferenciacién upwind para el tratamiento de los términos de
transporte en su c6digo numeérico para describir sistemas con sime-
tria cilindrica (los sistemas mds simples en los que pueden gener-
arse ondas gravitacionales) en Relatividad General, e introdujo un
término de viscosidad artificial andlogo para el tratamiento de las
ondas de choque.

Lo mismo ocurre con los cédigos desarrollados por el Grupo de
Kyoto. Entre los afios 1979 y 1982, dicho grupo elaboré diver-
sos c6digos de Relatividad Numérica con el objeto de estudiar
el colapso de una estrella masiva en simetria esférica (Nakamura
et al.,1980), en simetria axial y sin rotacién (Nakamura y Sato,
1982), y con rotacién (Nakamura, 1981), a fin de determinar qué
clase de agujero negro se formaba en los diferentes casos. En la
descripcién del colapso con rotacién, Nakamura utiliza la repre-
sentacién [(2+1)+1] (Maeda et al., 1980) para las ecuaciones de
Einstein. La contribucién mads relevante del grupo de Kyoto a
la integracion de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista la
constituye, por un lado, el uso de variables con comportamiento
regular en el centro:

3

V= —, (4.64)
Ve = -‘;—z (4.65)
§r= -Sr— (4.66)
5% = %— (4.67)

y por otro, la discretizacién de las ecuaciones de Euler y de la
energia en funcién de las variables z = r2 e y = 2%, siendo r y z
las coordenadas cilindricas originales.
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3. La Escuela de Wilson. En ella pueden distinguirse, al menos,
tres lineas de trabajo:

(a) Cosmologia Numérica : Centrella y Wilson (1983, 1984) de-
scriben un método para estudiar la evolucién de modelos cos-
moldgicos inhomogéneos con simetria plana, mediante la res-
olucién de las ecuaciones de Einstein acopladas a las de la
hidrodindmica.

(b) Colapso Estelar Azrisimétrico : desarrollada por Evans (1984,
1986), constituye la continuacién directa de los trabajos de
Wilson (1979) y Dykema (1980).

(c) Acrecion sobre Objetos Compactos : Hawley, Smarr y Wil-
son (1984a, 1984b) desarrollan un cédigo para la descripcién
del movimiento de un fluido en métricas estacionarias con
simetria axial.

En todos los trabajos citados aqui, la técnica numérica utilizada
estd basada en la descrita en la Seccién anterior (el cdigo de Smarr
y Wilson). Sin embargo, dado que, como también se coment? alli,
el transporte de Wilson es poco estable, los autores han ido intro-
duciendo otro algoritmo, también de segundo orden, que cumple
la condicién de monotonicidad (transporte mondtono). En este al-
goritmo, la precisién de segundo orden se obtiene definiendo unas
pendientes en cada celda (reconstruccion lineal ) que preservan la
monotonicidad de la funcién, con el objeto de evitar las oscila-
ciones que preceden a los comportamientos inestables, tal y como
fue descrito en la Seccién 4 del Capitulo anterior.

La formulacion de Wilson (el c6digo de Smarr y Wilson, junto con
la prescripcién TVD para la reconstruccién) es la inica, dentro del con-
junto de las técnicas en diferencias finitas, mediante la cual se aborda,
actualmente, la resolucién de las ecuaciones de la hidrodinimica rela-
tivista. Los cédigos mds modernos, como por ejemplo el de Stark y
Piran (1987), presentan sélo ligeras diferencias sobre lo expuesto aqui.

Sin embargo, dicha formulacién plantea serios problemas en deter-
minados contextos. La Figura (4.1) reproduce una grifica de Norman
y Winkler (1986) en la que se representa el error relativo de la solucién
numérica, obtenida con la técnica descrita en Centrella y Wilson (1984)
en el problema de la reflexién de una onda de choque relativista (ver el
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RELATIVE
ERROR

(2)

A 0 ®

S = N W Bhw

2.0

W

Figura 4.1: Resultados obtenidos en el problema de la reflexion de una
onda de choque relativista, para el error relativo en la determinacion del
contraste de densidades a ambos lados de la onda de choque en funcion
del factor de Lorentz del flujo incidente (la grafica es de Norman y
Winkler, 1986; los datos son de Centrella y Wilson, 1984).

Capitulo siguiente), frente al factor de Lorentz del gas que incide contra
la pared. Como puede verse, paja factores de Lorentz W ~ 2 (v ~ 0.86)
los errores se sitian entre el 5% y el 7% (dependiendo del exponente
adiabatico, 7 del gas), y con una tendencia de crecimiento lineal.

En el articulo citado, Norman y Winkler (1986) demuestran que los
grandes errores obtenidos con la formulacion de Wilson, en el tratamiento
de flujos relativistas se deben a la forma en que se incorpora el término
de viscosidad artificial en el codigo. Como vimos en esta misma Seccion,
Wilson y sus colaboradores afiaden la viscosidad artificial, Q, a la presion
s6lo en algunos términos (el del gradiente de la presion en la fuente de
la ecuacion del momento y el de la divergencia de la velocidad en la
fuente de la ecuacién de la energia) y no en todos, como deberia hacerse
si quisiera considerarse la viscosidad artificial como una viscosidad real,
tal y como proponen Norman y Winkler (1986, pdgs. 451-52). Segun
estos autores las ecuaciones de la hidrodinamica deberian escribirse con-
siderando el tensor energia impulso en la forma

=p0(l +i+ (p+ Q)/po)ufiul/+ (p+ Q)gT¥ (4.68)

Asi, para la métrica de Minkowski = diag(-1,1,1,1)) y considerando
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la expresion anterior para el tensor energia-impulso, la ecuacién del mo-
mento se escribe:

r+Q)

[(Poh + Q)W) + —[(Poh + QW V] + =%~ 527

=0 (4.69)

En la formulacién de Wilson, Q se omite en los dos términos en que
aparece sumando a poh.

Sin embargo, conviene recordar que Q es, en general, una funcién no
lineal de la velocidad, lo que hace que la cantidad QW?V, que aparece
en la densidad de momento de la ecuacién (4.69) sea una funcién al-
tamente no lineal de la velocidad y sus derivadas. Este hecho, junto
con la presencia implicita del factor de Lorentz, W, en los términos de
transporte de las tres ecuaciones, asi como de la presion en la entalpia es-
pecifica, hace que las ecuaciones relativistas estén mucho mas acopladas
que sus equivalentes newtonianas. Como consecuencia, Norman y Win-
kler elaboran un cédigo implicito para describir de forma mas apropiada
dicho acoplamiento. El c6digo de Norman y Winkler, al que incorporan
una malla adaptable, obtiene resultados muy precisos, incluso en el caso
de flujos ultrarrelativistas (W ~ 10), en una dimensién, pero debido a
su complejidad todavia no ha sido extendido al tratamiento de flujos
multidimensionales.

En lo que queda de Capitulo vamos a detallar la aplicacién de las
TSCM, descritas en el Capitulo anterior, al sistema de ecuaciones de
la dindmica de fluidos relativista, explotando su cardcter hiperbélico.
En nuestra formulacion (Marti, Ibdfiez y Miralles, 1991), desaparece la
viscosidad artificial y por tanto gran parte de la necesidad de desarrol-
lar un cédigo implicito. El resultado sera un cédigo explicito mas sen-
cillo, capaz de tratar flujos ultrarrelativistas y, en principio, extendible
a problemas multidimensionales, y cuyos resultados son comparables a
los obtenidos por Norman y Winkler.

4.3 Las ecuaciones de la dindmica de fluidos
relativistas como sistema hiperbdlico.

Los fenémenos de propagacién de ondas en los fluidos relativistas fueron
estudiados primeramente por Taub (1948).
Lichnerowicz (1955, 1967), con sus trabajos sobre el problema de
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Cauchy para las ecuaciones de Einstein®, sistematizé dichos fenémenos
de propagacién de ondas en la gravitacion, apareciendo, en el problema
general de Cauchy interior en el caso de un fluido perfecto, tres tipos de
hipersuperficies caracteristicas. Si la ecuacidn local que describe dicha
hipersuperficie es ¢(z*) = 0, los tres tipos de hipersuperficies carac-
teristicas son:

1. Las tangentes en cada punto al cono de luz asociado a dicho punto,
que tienen el papel de superficies de onda gravitacionales, y que
verifican la expresién:

9%P 0,005 = 0. (4.70)

2. Las tangentes en cada punto a la cuadrivelocidad del fluido en ese
punto y que son solucién de:

u®0,p = 0. (4.71)
3. Las soluciones de:
1
[9%° +(1- ;.i)“auﬁlaa‘Paﬁ‘P =0 (4.72)

(siendo ¢, la velocidad local del sonido, definida como

¢ = (Z—Z), (4.73)

con p, densidad de energfa, igual a p = po(1 + €)), a través de
las cuales pueden producirse discontinuidades en el gradiente de
presion y que constituyen la extensién relativista de los frentes de
onda de la hidrodindmica clisica.

Con la idea de incluir todos estos resultados en el marco de la teorfa
de los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, Friedrichs (1974)
introdujo una definicién covariante de sistema hiperbdlico cuasilineal.
Consideremos en M el sistema cuasilineal de p ecuaciones en derivadas
parciales de primer orden para las incdégnitas u, que en las coordenadas
{z*} se escribe como:

A®)(u)V,u = s(u), (4.74)

3Conocido el campo gravitatorio sobre una hipersuperficie L, determinar fuera de
ella el campo gravitatorio que satisface las ecuaciones de Einstein.
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donde las A(®)(u) son matrices p X p y s un vector de R, funcién de
u = (ul,...,u?).

Sea €% un campo de vectores temporales unitarios en W, un abierto
conexo de M. El sistema anterior se dice hiperbélico en la direccién
temporal definida por £ si se cumplen las siguientes condiciones en W:

1. det(A()g,) # 0.

2. Para cualquier campo de vectores espaciales {, en W, el problema
de valores propios:

Al (¢ — péy)d =0, (4.75)

tiene sélo valores propios reales, u, y p vectores propios, d, lineal-
mente independientes.

Cuando los valores propios son todos distintos, el sistema es estricta-
mente hiperbélico. El vector de componentes ({, — ué,) recibe el nombre
de caracteristica.

Si M es el espacio tiempo de Minkowski y se escoge £* = (1,0,0,0),
la definicion anterior se reduce a la que dimos al comienzo del Capitulo
2 en coordenadas cartesianas, con —u como valores propios.

Con todo lo anterior, Anile (1989) demuestra que el sistema cuasilin-
eal formado por las ecuaciones (4.19), (4.20), con la ecuacién de estado
(4.22), que describe la dindmica de fluidos prueba relativistas, con la
restriccion sobre la ecuacion de estado de que ¢, < 1, es hiperbélico en
el sentido de la definicién que acabamos de dar.

Si A(®) representan ahora las matrices de coeficientes del sistema de
la dindmica de fluidos prueba relativistas, los valores propios, calculados
segin:

det(A(®g,) =0, (4.76)
con ¢, = ({x — p€a), son solucién de las ecuaciones:
u¥ga =0, (4.77)
6
g“ +(1- :12')“““”]‘1#% =0 (4.78)

(confrontar con las expresiones (4.71) y (4.72)). Como consecuencia de
lo anterior, las caracteristicas ¢, son los vectores normales a las hiper-
superficies caracteristicas.
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En el caso unidimensional y considerando £* = (y/—-¢%,0), (* =
(0, \/gT ), en donde goo y g11 son los elementos de una métrica diagonal,
los correspondientes valores propios que se obtienen como solucién de
(4.77) y (4.78) son, respectivamente:

—pu=v, (4.79)
en donde v se ha definido como:
v= g_u_u_;, (4.80)
goo ¥
y
—u= 1"::;. (4.81)

4.4 Aplicacion de las técnicas de alta resolucion
modernas.

Con la idea fundamental de explotar su cardcter hiperbdlico, vamos a

trabajar con las ecuaciones de la hidrodindmica relativista tal y como se

obtienen directamente de las leyes de conservacién. Nos restringiremos

al caso de simetria esférica y consideraremos una métrica diagonal que,
en las coordenadas adaptadas a la simetria, escribiremos en la forma:

ds? = —a?(r, t) dt® + vi;dzidz?, (4.82)

con
vijdzidz? = X?(r,t)dr? + r? (d6? + sin?8 d¢?). (4.83)

Ahora, las ecuaciones de conservacién de la masa, expresién (4.19),
y del momento y la energia, expresién (4.20), se transforman en:

-
Dv_1

oD 0

X .

5t T "or s (4.84)
éi + _%———a (Sv+p) = s2, (4.85)
ot or
or  9%(S-Dv) _ o (4.86)

ot or ?
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para lo que se han tenido que introducir las definiciones de densidad de
masa, momento y energia, respectivamente, como:

D = poW, (4.87)
S = pohWiy, (4.88)
T = pohW? — p — pW, (4.89)

donde todas las magnitudes tienen su significado habitual* y v se ha
definido a partir de las componentes del cuadrivector velocidad segin:

Xur
v = ;;‘3 (4.90)

Por otro lado, la cantidad W, definida como:

W = au®, (4.91)

verifica la relacién: 1
‘ W = ————, 4.92
g (4.92)

por lo que nos referiremos a ella como el factor de Lorentz generalizado.

Comparando las definiciones dadas para las densidades de masa, mo-
mento y energia con las utilizadas en la formulacién de Wilson (expre-
siones (4.48), (4.49) y (4.50)) se observa que la definicién de densidad
de masa, D, es la misma en los dos casos, mientras que la de la densidad
de momento difiere en un factor que involucra cantidades de la métrica:

S=aX$§ (4.93)

La diferencia mds importante, sin embargo, se encuentra en la definicién
de energia: mientras que Wilson utiliza una variable relacionada con la
densidad de la energia interna, nosotros hemos considerado una cantidad
directamente relacionada con la densidad de energia total (menos la
masa en reposo),

T = a?T% — poW. (4.94)

Existen todavia mds diferencias entre los dos conjuntos de ecua-
ciones. Los términos fuente s!, s? y s3, obedecen a las expresiones:

dln,/7 o 05
1 _p N __p—__N_.
ot = -D—Y - DX, (4.95)

*Obsérvese que en la definicién de r se resta la densidad de masa material para
evitar problemas numeéricos en el limite no relativista.
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2
52=_531n_7x_%(50+) 1n£7__oi( +D)lna a oln(y3/X)

ot or
(4.96)
3 31nf gsﬁlnaﬁ_ s dlnX 3\/_ aDc'?lnﬁ
$ETTTe X7 or "t Par Tx” o
(4.97)

(en donde v = det(7;;)), ¥, al contrario de lo que ocurre en la formulacién
de Wilson (ver miembros de la derecha de las ecuaciones (4.52) y (4.53)),
no involucran términos con derivadas de las magnitudes hidrodinamicas
(D, 8,7,v). La consecuencia mds importante es que mientras la formu-
lacién de Wilson rompe el cardcter hiperbdlico original descrito anteri-
ormente del sistema de ecuaciones, convirtiendo todas las ecuaciones en
ecuaciones de transporte con la misma velocidad caracteristica, la for-
mulacién de las ecuaciones en términos de las variables conservadas D,
S y 7y la eleccién de los términos fuente sin derivadas en las variables
hidrodindmicas, mantiene dicho caracter hiperbdlico, permitiendo el uso
de esquemas numéricos diseiiados expresamente para el tratamiento de
este tipo de sistemas.

Asi pues, vamos a centrarnos en la resolucién del sistema hiperbélico
de leyes de conservacién en una dimensién espacial:

Ou 6F(u)
5t e =s(w, (4.98)

con u, vector de incégnitas, igual a:
u=(D,8,7)7; (4.99)
el vector de flujos, F, dado por:

F= —(Dv Sv+p,S - Dv)T, (4.100)

y las componentes del vector de las fuentes definidas en las expresiones
(4.95), (4.96) y (4.97).

Para nuestros cdlculos necesitaremos conocer la descomposicién es-
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pectral de la matriz jacobiana, A = 9F/du:

[ v(r+p—Dpp) D(1-ps) 1+p, \
—-vD
r+D+p +D+p T+D+p

Po(l =) =v? ps(1-v®)+2v pr(1-v?) 42

R

\_MPLDM 1 - 20=ps) 5 Llip,

r+D+p T+D+p r+D+p /

en donde se ha tenido en cuenta que v, como funcién de las variables
conservadas se escribe en la forma:

S

= — 4.101
v T (4.101)

La presencia del término % en la expresién de A indica su caricter
independiente respecto de las variables hidrodindmicas. Por iltimo,los
simbolos pp, ps y pr denotan las derivadas parciales de p respecto de D,
Syr.

Los valores propios de A se han calculado mediante resolucién directa
de la ecuacién caracteristica:

det(A - AI) =0, (4.102)
obteniéndose: & vFe
1.@E =2 21T .
A XTFoc, (4.103)
A® = %v, (4.104)

en donde ¢, representa, de nuevo, la velocidad local del sonido, definida
segﬁn la expresién (4.73). Finalmente, las componentes de} vector propio
e() (i = 1,2,3), base del subespacio correspondiente a A(), son:

@ _ (A9 —v) - v(A0ps — p,)

= PR ~ v(p, - po) (4109

el = A(i) (4.106)

egi) =1- egi). (4.107)
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Llegados a este punto, conviene que nos centremos por un momento
en el papel que tiene la presién, p, en nuestra formulacién. Por un lado,
en las expresiones de las componentes de los vectores propios aparecen
las derivadas parciales de la presion respecto a D, S 'y 7. La presién
es, en general, una funcién de pg y ¢, teniendo definidas, por tanto, las
parciales p,y ¥ P.. Pp, Ps ¥ P- deberan calcularse, pues, a partir de p,,
Y Pe, usando la transformacién de variables (po,€,v) — (D, S, 7).

Por otro lado, la resolucién numérica mediante un esquema en difer-
encias del sistema (4.98) con el vector de variables (4.99), permite cono-
cer en cada instante de tiempo, t*, y en cada celda, z;, los valores de las
variables conservadas D;-‘, S;' y 7'y a partir de los cuales se deberan recu-
perar los correspondientes valores de po, £ y v: pg;, €7 y v}. La presencia
implicita de la presién en la transformacién (D7}, S7,7") — (pg;, €7, v})
impide la obtencion directa de estos ultimos valores, siendo necesario re-
currir a técnicas autoconsistentes. En la prictica, hemos construido una
funcién algebraica (no lineal) de p, que tiene como pardmetros a los val-
ores de las variables conservadas, f(D;‘, St p), cuyo cero® , p},esla
presion real en t" y z; y a partir del cual y de los valores de las variables
conservadas pueden obtenerse de forma univoca los valores de pg;, €7 ¥
v?, usando las expresiones:

n

V= (4.108)
T+ DY+

D
PO = T (4.109)

7 Wj

S™ — DPWrp™ — pH (W12

e = XD T (4.110)

con 1
Wi = ———— (4.111)

En los cilculos relativistas hemos usado dos TSCM, descritas en la
Seccidn 4 del Capitulo anterior y extendidos a sistemas como se describié
en la Seccién 5 del mismo Capitulo:

5Para resolver dicha ecuacién hemos usado una técnica iterativa del tipo Newton-
Raphson. Debido a la existencia de un inico cero para dicha funcién y al buen
comportamiento de su derivada, la convergencia es muy ripida (en general, en menos
de 10 iteraciones se alcanzan convergencias en 8 digitos).
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1. MUSCL, utilizado en todas las aplicaciones presentadas en esta
Memoria.

2. PHM, utilizado en las aplicaciones de Relatividad Especial.

De los tres ingredientes fundamentales de que constan las técnicas de
alta resolucién, dos de ellos (la técnica de reconstruccién y el cdlculo
de los flujos numeéricos) ya se describieron en el Capitulo anterior. El
tercero, el avance temporal, en el caso del esquema MUSCL ha sido la
misma técnica de prediccidn-correccién expuesta en la Seccién 1 de este
Capitulo. En el caso del PHM, se ha usado un Runge-Kutta de tercer
orden que preserva la forma conservativa del esquema en cada subpaso
temporal.



Capitulo 5

Experimentos Numeéricos
en Relatividad Especial

5.1 Las ecuaciones de la dinamica de fluidos
en Relatividad Especial y simetria plana.

En ausencia de campo gravitatorio y simetria plana, las ecuaciones rela-
tivistas de conservacion de la masa, el momento y la energia, se reducen
a:

0D O0Dv

T =0 (5.1)
3S  d(Sv+p) _
T s O (5.2)
or . 8(S - Dv) _
%t oz 0 (5-3)

con D, Sy 7 definidas igual que en (4.90), (4.91) y (4.92):

D= POW, (54)
S = pohW?v, (5.5)
T = pohW? - p— D. ' (5.6)
W es el factor de Lorentz:
W = 1

V1—-19v?
75
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Las aplicaciones en Relatividad Especial permiten estudiar el com-
portamiento de los términos pliramente relativistas. Con este propédsito
hemos resuelto diferentes problemas en este marco. Nos hemos centrado
en experimentos que involucran la presencia de ondas de choque fuertes
en todos los regimenes, desde el cldsico (W ~ 1) al ultrarrelativista
(W >>1).

Los experimentos abordados han sido:

1. El problema de Sod (1978) relativista.
2. La propagacion de una onda de detonacidn relativista.
3. La reflexién de una onda de choque.

Los problemas 1) y 2) constituyen problemas de valores iniciales discon-
tinuos. Como ya se explicé en el Capitulo 4 al introducir el método de
Godunov, la ruptura de una discontinuidad inicial genera dos estados
intermedios separados entre si y con los estados iniciales mediante tres
ondas simples (ver Apéndice): dos de ellas que pueden ser ondas de rar-
efaccion o de choque, y una discontinuidad de contacto. La magnitud
de los saltos, a través de la discontinuidad, de los valores iniciales de las
variables es la responsable de la mayor o menor severidad del test. Ello
se traducird en valores para el factor de Lorentz -tanto del flujo como
de la onda de choque- muy superiores a la unidad.

En la Tabla (5.1) se muestran los estados iniciales correspondientes
a los experimentos 1) y 2) (los estados iniciales barren el intevalo 0 <
z < 1, situdndose la discontinuidad en z = 0.5).

5.2 El problema de Sod relativista.

Sod (1978) resolvid este test en su versién newtoniana para comparar.
varios esquemas en diferencias finitas. En nuestro caso, hemos resuelto
la version relativista, consistente en usar los mismos datos iniciales pero
describiendo la evolucién posterior del sistema mediante las ecuaciones
de la hidrodindmica relativista. Ello nos permite comparar con los re-
sultados obtenidos por Hawley, Smarr y Wilson (1984b) y Norman y
Winkler (1986).

Los perfiles obtenidos son cualitativamente similares a los newto-
nianos, siendo destacable el cambio cuantitativo en la velocidad en el
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test FEstado L Estado R

PL | PL | YL | YL PR PR YR | IR

RST (10|10({00| 14| 0.1 {0.125( 0.0} 1.4

RBW [ 10°{1.0{0.0}5/3|10°2| 1.0 {0.0]5/3

Tabla 5.1: Condiciones iniciales para el test de Sod relativista (RST) y
la propagacién de una onda de detonacién relativista (RBW).

estado tras la onda de choque, que pasa a valer 0.426 (menos de la mi-
tad del valor correspondiente newtoniano), lo que da un valor para el
factor de Lorentz, W = 1.1. Ademds las posiciones de la onda de choque,
la onda de rarefaccién y la discontinuidad de contacto se ven retardadas
en comparacién con la solucién newtoniana en el mismo tiempo.

Los resultados de este test para la velocidad, la densidad y la presién
aparecen en las Figuras (5.1), (5.2) y (5.3), respectivamente, y han sido
obtenidos con el algorimo MUSCL en una malla euleriana de 100 puntos,
sin utilizar la reconstruccién. En esta figuras, los puntos numéricos se
muestran explicitamente sobre la solucién analitica (linea continua)!.
Es destacable la ausencia de oscilaciones, caracteristica de las técnicas
TVD.

'En el Apéndice hemos detallado, por su interés, la obtencién de la solucién
analitica.
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SOD S PROBLE M

0.0 0.2 0.4 0.6 0o ° 1.0

Figura 5.1: Perfil de la velocidad en el problema de Sod relativista para
un tiempo, f, mayor que cero. Los puntos numéricos (cruces) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).

SOD'S PROSLEM

Figura 5.2: Perfil de la densidad en el problema de Sod relativista para
un tiempo, ;, mayor que cero. Los puntos numéricos (cruces) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).
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S OD"’S PROBLEM

00 0z 0 4 0.a o° 1.0
X
Figura 5.3: Perfil de la presion en el problema de Sod relativista para

un tiempo, i, mayor que cero. Los puntos numéricos (cruces) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).

5.3 Propagacion de una onda de detonacion
relativista.

Este test, propuesto por Norman y Winkler (1986), involucra una dis-
continuidad inicial en la presion de cinco 6rdenes de magnitud y contiene
varias caracteristicas genuinamente relativistas. El perfil de velocidades
en la onda de rarefaccion no es lineal, como ocurre en el caso de un flujo
newtoniano en simetria plana, curvandose conforme v se aproxima a la
velocidad de la luz. La velocidad del gas que ha sufrido el paso de la
onda de choque alcanza el valor de 0.96 (ver Figura (5.4)), lo que corre-
sponde a un factor de Lorentz W ~ 3.5 en esta region. La mayor parte
de este gas, se sitiia en una region muy densa y estrecha limitada por la
onda de choque y la discontinuidad de contacto (ver Figura (5.5)). La
proximidad de estas dos discontinuidades se debe, en ultima instancia, a
la composicion de Lorentz de dos velocidades (en este caso la del fluido y
la del sonido) cercanas a la de la luz. La velocidad de la onda de choque
es 0.986, lo que corresponde a un factor de Lorentz de W ~ 6.

Las Figuras (5.5) y (5.6), junto con la (5.7) que muestra la presion,
han sido obtenidas mediante el algoritmo MUSCL con una malla de 400
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puntos numeéricos y reconstruccién lineal. Los resultados son similares
a los obtenidos por Norman y Winkler, si bien ellos obtuvieron una
resolucion espacial muy buena y el valor adecuado de la densidad en
la capa densa (la onda de detonacién), debido, en gran medida, a su
técnica de malla adaptable?.

Con la idea de ver qué resultados dependen de la formulacién de las
ecuaciones y ciales del algoritmo numérico particular empleado (cuestién
que nos hemos planteado en Marquina et al., 1991b), hemos repetido el
test usando la versién extendida a sistemas del PHM (de 3°" orden).
Las graficas correspondientes a la velocidad, la densidad y la presién se
muestran en las Figuras (5.7), (5.8) v (5.9) respectivamente. Aparte de
que aumenta la aproximacién al valor de la densidad en la onda de det-
onacién, la onda de choque (ver, por ejemplo, la grafica de la velocidad)
tiene un perfil mucho mads limpio.

2En la Figura 8 del citado trabajo de Norman y Winkler (1986) puede verse cémo
el algoritmo de malla adaptable sitia 140 puntos, de los 400 que constituyen la red,
en la regién de la capa densa.
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Figura 5.4: Perfil de la velocidad en el problema de la propagacion de
una onda de detonacion relativista para un tiempo, i, mayor que cero,
usando el algoritmo MUSCL. Los puntos numéricos (cruces) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).
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X

Figura 5.5: Perfil de la densidad en el problema de la propagacion de
una onda de detonacion relativista para un tiempo, i, mayor que cero,
usando el algoritmo MUSCL. Los puntos numéricos (cruces) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).

i200.
1000.
®00. -
000. -
400. -

200.

Figura 5.6: Perfil de la presion en el problema de la propagacion de
una onda de detonacion relativista para un tiempo, i, mayor que cero,
usando el algoritmo MUSCL. Los puntos numéricos (cruces) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.7: Perfil de la velocidad en el problema de la propagacion de
una onda de detonacion relativista para un tiempo, i, mayor que cero,
usando el algoritmo PHM. Los puntos numéricos (circulos) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).
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12

10

X

Figura 5.8: Perfil de la densidad en el problema de la propagacion de
una onda de detonacion relativista para un tiempo, # mayor que cero,
usando el algoritmo PHM. Los puntos numéricos (circulos) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).
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400
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Figura 5.9: Perfil de la presion en el problema de la propagacion de
una onda de detonacion relativista para un tiempo, i, mayor que cero,
usando el algoritmo PHM. Los puntos numéricos (circulos) aparecen
superpuestos a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.10: El impacto de un gas frio contra una pared rigida, a la
derecha, provoca la formacion de una onda de choque junto a la pared,
que se propaga alejandose de ésta.

5.4 Reflexion de una onda de choque.

El impacto de un gas frié contra una pared rigida provoca la formacion
de una onda de choque junto a la pared, que se propaga alejandose de
ésta. El gas que atraviesa la onda de choque, se comprime y calienta,
convirtiendo su momento en energia interna (ver Figura (5.10)).

La condicion inicial de este test consiste en un gas de densidad p| = 1
y energia interna £| = 0, que es lanzado contra una pared con velocidad
vi. Hemos considerado una ecuacion de estado tipo gas ideal, con 7 =
5/3. El gas tras la onda de choque queda en reposo (V2 = 0).

E1l el limite newtoniano, las condiciones de Rankine-Hugoniot con-
ducen a una relacion de compresion entre los estados 1y 2 que viene
dada por:

No=g2 =1t
P 7 -1

mientras que la energia interna especifica del gas en el estado 2 es:

, 4, (5.8)

$ =l»i (< !)e (5.9)
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Este test pone de manifiesto las diferencias existentes entre la dindmica
newtoniana y la relativista, ya que en este dltimo caso o y ¢, toman los
valores:

_ 1+l Y
o= po| + —-—-7 — 162, (5.10)
g2=W1-1, (5.11)

siendo W) el factor de Lorentz del gas en el estado 1. Conforme v, tienda
a la velocidad de la luz, el factor de Lorentz, Wi, serd mucho mayor que
ly,conél,oye;.

Hemos simulado diferentes casos, variando el valor de la velocidad
del flujo incidente, v, de forma que hemos cubierto todos los regimenes:
newtoniano, relativista y ultrarrelativista, alcanzando un valor para W;
en torno a 23, para las simulaciones efectuadas con el algoritmo MUSCL.
Las Figuras (5.11) a la (5.20) muestran los valores para la velocidad y
la presién en un instante de su evolucidn, cuando la onda de choque ya
ha sido formada, para los valores de v; = 0.01, 0.4, 0.8, 0.9 ¥ 0.99. Las
grificas muestran también la correspondiente solucién analitica (linea
continua). En estos célculos fue usada una malla euleriana de 100 puntos
sin el algoritmo de reconstruccién de la celda, con lo que el método
tiene una precisién espacial de primer orden. En la Tabla (5.2) aparecen
los errores relativos en el calculo de la relacidon de compresién que se
obtienen con la formulacién de Wilson (y que se han tomado del trabajo
de Centrella y Wilson (1984)) y con nuestra formulacién y el algoritmo
MUSCL, para una muestra de los cilculos efectuados.

En general, la onda de choque se resuelve en dos o tres celdas numeéricas
y no aparecen oscilaciones tras ella. Ahora bien, conforme el flujo se hace
mds relativista, la resolucién en la onda de choque es mds pobre, siendo
necesarios entre ocho y nueve puntos cuando W >> 1 (comparar por
ejemplo, las Figuras (5.16), (5.18) y (5.20) para la presién).

Finalmente hemos aplicado el algoritmo PHM (con una malla eu-
leriana de 100 puntos) a la simulacién de un flujo ultrarrelativista:
v = 0.9999 (W ~ 70). Los resultados mostrados en las Figuras (5.21),
(5.22) y (5.23) exhiben, de nuevo, una resolucién muy buena en la rep-
resentacién de la onda de choque e indican que la pérdida de precisién
conforme W >> 1 que aparecia en los resultados con MUSCL, se debe
a la técnica particular utilizada y no a las limitaciones de nuestra for-
mulacion.

Este test fue usado, en la calibracién de su cédigo, por May y White
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v | Wi | o | €0(0) (%) | MV5(0) (%)
0.01 | 1.00 | 4.00 31 0.02
0.40 | 1.09 | 4.23 . 0.2
0.45 | 1.12 | 4.30 3.3 -
0.75 | 1.51 | 5.28 4.1 .
0.80 | 1.67 | 5.67 . 0.2
0.90 | 2.29 | 7.24 5.6 0.1
0.99 | 7.09 | 19.22 : 0.2
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Tabla 5.2: Errores relativos medios en el célculo de la relacién de com-
presion con la formulacién de Wilson (W) y con nuestra formulacién y el
algoritmo MUSCL, en el problema de la eflexién de una onda de choque.

(1967) (aunque, por tratarse de un cédigo lagrangiano, el test es menos
severo): encontraron errores relativos del 30% en la estimacién de €2
cuando W ~ 100. Mids recientemente, ademds de en Centrella y Wilson
(1984), aparecen en los trabajos de Hawley, Smarr y Wilson (1984b) (en
donde se muestran los resultados obtenidos para un flujo incidente con
factor de Lorentz 2.24) y en Norman y Winkler (1986) (para un flujo
incidente con factor de Lorentz 10).
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Figura 5.11: Perfil de la velocidad en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el
algoritmo MUSCL. La velocidad del flujo que inicialmente incidia contra
la pared es tq = 0.01. Los puntos numéricos (cruces) se han superpuesto
a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.12: Perfil de la presion en el problema de la reflexion de una
onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el algo-
ritmo MUSCL correspondiente al caso en el que el flujo incidente contra
la pared tenia una velocidad ui = 0.01. Los puntos numéricos (cruces)
se han superpuesto a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.13: Perfil de la velocidad en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el
algoritmo MUSCL. La velocidad del flujo que inicialmente incidia contra
la pared es 1 = 0.40. Los puntos numéricos (cruces) se han superpuesto
a la solucion analitica (linea continua).

Figura 5.14: Perfil de la presion en el problema de la reflexion de una
onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el algo-
ritmo MUSCL correspondiente al caso en el que el flujo incidente contra
la pared tenia una velocidad v| = 0.40. Los puntos numéricos (cruces)
se han superpuesto a la solucion analitica (Enea continua).
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Figura 5.15: Perfil de la velocidad en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el
algoritmo MUSCL. La velocidad del flujo que inicialmente incidia contra
la pared es v| = 0.80. Los puntos numéricos (cruces) se han superpuesto
a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.16: Perfil de la Yprersi(")n en el prolblemé\ de la reflexion de una
onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el algo-
ritmo MUSCL correspondiente al caso en el que el flujo incidente contra
la pared tema una velocidad i = 0.80. Los puntos numéricos (cruces)
se han superpuesto a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.17: Perfil de la Velocidafi en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el
algoritmo MUSCL. La velocidad del flujo que inicialmente incidia contra
la pared es v| = 0.90. Los puntos numéricos (cruces) se han superpuesto
a la solucion analitica (linea continua).

cien—l-me % ¥ § 0 m¥ j o ¥} jo¥ ¥ gy
0.0 0.2 0 4 0.6 0 6 1.0

X
Figura 5.18: Perfil de la presion en el problema de la reflexion de una

onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el algo-
ritmo MUSCL correspondiente al caso en el que el flujo incidente contra
la pared tema una velocidad v! = 0.90. Los puntos numéricos (cruces)
se han superpuesto a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.19: Perfil de la velocidad en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el
algoritmo MUSCL. La velocidad del flujo que inicialmente incidia contra
la pared es tq = 0.99. Los puntos numéricos (cruces) se han superpuesto
a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.20: Perfil de la presion en el problema de la reflexion de una
onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el algo-
ritmo MUSCL correspondiente al caso en el que el flujo incidente contra
la pared tenia una velocidad M = 0.99. Los puntos numéricos (cruces)
se han superpuesto a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.21: Perfil de la velocidad en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el
algoritmo PHM. La velocidad del flujo que inicialmente incidia contra la
pared es vl = 0.9999. Los puntos numéricos (cruces) se han superpuesto
a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.22: Perfil de la presion en el problema de la reflexion de una
onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con el algo-
ritmo PHM correspondiente al caso en el que el flujo incidente contra la
pared tenia una velocidad v = 0.9999. Los puntos numéricos (cruces)
se han superpuesto a la solucion analitica (linea continua).
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Figura 5.23: Perfil de la densidad en el problema de la reflexion de
una onda de choque en un tiempo, t, mayor que cero, obtenido con
el algoritmo PHM correspondiente al caso en el que el flujo incidente
contra la pared tema una velocidad v| = 0.9999. Los puntos numéricos
(cruces) se han superpuesto a la solucion analitica (linea continua).



Capitulo 6

Acrecidon esférica sobre
objetos compactos

6.1 Introduccidn.

Como ya comentamos en la Introduccién de esta Memoria, existen nu-
merosos escenarios astrofisicos que pueden describirse en términos de
un objeto compacto que acreta materia: fuentes compactas de rayos X,
discos de acrecién supermasivos en nicleos de galaxias activos, ...

En su versiéon newtoniana y para flujos sin momento angular, el prob-
lema fue analizado por primera vez por Hoyle y Bondi (1944), quienes
realizaron cdlculos analiticos aproximados, interesandose sobre todo en
la estimacién de ritmos de acrecién. Segin estos autores, las particulas,
describiendo érbitas hiperbdlicas alrededor del objeto, formaban una
zona de alta densidad en la parte de detrds del objeto. En dicha zona,
la columna de acrecion, las colisiones entre las particulas se hacen im-
portantes, destruyendo la componente transversal del momento y de-
jando inalterada la componente radial. Si la velocidad resultante para
la particula es menor que la de escape en ese punto, entonces es cap-
turada por el objeto. Segiin este modelo, el ritmo de acrecién viene dado

por la expresidn:
2

M
A= 47I'C!-1Z'poo, (6.1)
en donde M eslamasa de la fuente del campo que se considera inalterada
durante todo el proceso de acrecién, ¥y peo ¥ Voo son la densidad y el
mdédulo de la velocidad (uniforme) del fluido en el infinito. El pardmetro

99
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a varia entre 1 y 1.

En la obtencién de la expresién anterior, se ha supuesto que las
particulas no interaccionaban excepto en el interior de la columna de
acrecion. Esta es la situacion, por ejemplo, cuando se considera un
fluido altamente supersénico, en el que la densidad de energia cinética
es mucho mayor que la densidad de energia térmica, con lo que las fuerzas
debidas a la presién son despreciables.

Si el objeto no se mueve respecto del fluido en el infinito (Bondi,
1952) el flujo es esféricamente simétrico y el gas cae radialmente hacia
el objeto, existiendo una longitud caracteristica correspondiente al radio
de acrecién (el radio de Bondi) dado por:

M

=——'2 y
COO

Rp (6.2)
donde ¢ es la velocidad del sonido en el gas en el infinito, dando lugar
a un ritmo de acrecién:
M2
A= 4TI'ATp°°, (63)
coo
donde A es un parametro adimensional del orden de la unidad depen-
diente del valor del exponente adiabitico del gas, y para el que existen
expresiones analiticas.
Para flujos subsénicos o moderadamente supersénicos, el anilisis no
es tan simple. En estos casos, la similitud de las ecuaciones (6.1) y (6.3)
permitié a Bondi (1952) sugerir una férmula de interpolacién aproxi-
mada:
M2

A= QWwpm. (64)

Las primeras simulaciones numéricas del problema de la acrecién so-
bre un objeto gravitante en el marco de la dindmica newtoniana fueron
realizadas por Hunt (1971, 1979), quien las aplicé a la acrecién de mate-
ria intergaldctica por parte de nuestra Galaxia. Hunt aborda el problema
resolviendo las ecuaciones para el movimiento del fluido, a partir de un
estado inicial uniforme, hasta obtener un estado estacionario. La técnica
numérica empleada fue el esquema de Lax-Wendroff de dos pasos. El
tratamiento numérico de las ondas de choque se efectu6 primero (Hunt,
1971) mediante una técnica de shock-fitting y mis tarde (Hunt, 1979)
introduciendo un término de viscosidad artificial. Las conclusiones mas
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importantes de los trabajos de Hunt son: i) la columna de acrecién prop-
uesta por Bondi y Hoyle no se forma y ii) para flujos supersénicos (M <
2; M, nimero de Mach en el infinito) el ritmo de acrecién es, al menos,
dos veces el valor predicho por estos autores (6.4).

Mis recientemente Shima et al. (1985) han estudiado también el
problema en el caso newtoniano. La principal caracteristica de su tra-
bajo es el empleo de una técnica shock-capturing (la versién en volimenes
finitos del método de 2° orden de Osher; ver Chakravarthy y Osher,
1983) que evita el uso de la viscosidad artificial para el tratamiento de
las ondas de choque, motivados por el hecho de que para calcular el flujo
de forma estable en presencia de ondas de choque fuertes, hay que intro-
ducir una viscosidad numérica excesiva, que causa errores importantes
incluso en otras regiones del flujo!. En sus cdlculos detectan la aparicién
de un cono de acrecion, en lugar de la columna de acrecién, situado tras
el objeto en el caso de flujos supersénicos, y cuyo angulo de apertura
depende del nimero de Mach del flujo.

En el caso relativista el estudio del flujo de un fluido en una métrica
de Kerr motivé el desarrollo del primer cédigo de acrecién hidrodindmico
(Wilson, 1972). En este trabajo se descubrieron, por primera vez, los
discos de acrecién gruesos.

En la actualidad los trabajos de Hawley (Hawley, Smarr y Wilson,
1984a; Hawley, Smarr y Wilson, 1984b; Hawley, 1986) siguen la linea
del trabajo original de Wilson (1972) para la descripcién numérica de la
acrecion no esférica sobre un agujero negro, mientras que Petrich et al.
(1989) abordan la descripcién relativista de la acrecién sobre un agujero
negro en movimiento en la que el gas no posee un momento angular neto
Yy, por tanto, en una linea similar a la de Hunt.

En este iltimo caso, los cdlculos de Petrich et al. (1989) se han
efectuado usando el cédigo de Stark y Piran (1987) que presenta sélo
ligeras modificaciones respecto del cédigo usado por Hawley, Smarr y
Wilson (1984b) (formulacién de Wilson).

El nivel actual de desarrollo de nuestra formulacién, sin embargo,
s6lo permite el tratamiento de flujos en una dimensién. El resto del
Capitulo lo vamos a dedicar a la descripcién de flujos de acrecién esférica

'En este punto es interesante seiialar que los resultados de Shima et al. (1985),
los \inicos obtenidos para este problema haciendo uso de un método tipo Godunov,
son los mds precisos en el cdlculo del ritmo de acrecién para flujos supersénicos, es
decir, con presencia de ondas de choque, como se desprende de la Fig. 1 del trabajo
de Petrich et al. (1989).



102 CaPIiTULO 6

en la métrica generada por un objeto compacto (métrica de Schwarzschild
exterior). La técnica MUSCL, aplicada a las ecuaciones de la dindmica
de fluidos relativistas escritas en la forma conservativa (4.101) con u,
F dados por (4.102) y (4.103), respectivamente, y las componentes del
vector de las fuentes, s, dadas por (4.98), (4.99) y (4.100), ha sido la
utilizada en todas las aplicaciones que presentaremos en este Capitulo.

La malla numérica espacial utilizada, que cubre la regién 2.1M <
r < 20M (siendo M la masa del objeto), estd compuesta por 50 celdas
de tamafio Ar; variable, siendo mdis pequefio en las proximidades del
objeto compacto central. En la prictica, los tamafios de las celdas son
los elementos de una serie geométrica de razén mayor que la unidad.

Comenzaremos considerando flujos estacionarios para los que exis-
ten soluciones analiticas. Ello nos permitird contrastar los resultados
numeéricos obtenidos con nuestro c6digo.Teniendo en cuenta las hipétesis
de estacionariedad y flujo radial, las ecuaciones de conservacién del
nimero de bariones y de la energfa, que introdujimos en el Capitulo
4: se convierten en:

2 (pow'/T5) = 0, (6.5)

d
= (pohuou’/=g) = 0, (6.6)

(en donde se ha considerado el fluido como perfecto). En las expresiones

anteriores, g denota el det(g,,), siendo g,, el tensor métrico en coorde-

nadas esféricas correspondiente a la métrica de Schwarzschild exterior,
en funcién del cual, el elemento de distancia se escribe:

ds? = g, dz#dz™" = — (1 - ﬁ) dt?+ 1 dr? +r%(d6? +sin%0d¢?).

by r 1— Z;M

(6.7)

Como la métrica es conocida y fija, y 4 y u® son cero, el conocimiento

de la funcién u"(r) permite obtener po(r) y h(r) (dada la ecuacién de

estado). En general, u"(r) se obtiene a partir de la ecuacién de evolucién

del momento (4.85). Sin embargo, aqui la obtendremos como consecuen-
cia de imponer condiciones restrictivas sobre los flujos.

6.2 Flujo geodésico.

Para particulas sin interaccién (polvo), la no dependencia de la métrica
con el tiempo implica que u° es una constante del movimiento (ver, por
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Figura 6.1: Valores para la funcion a = y/goo, correspondiente a la
métrica de Schwarzschild, en la malla computacional. La coordenada
radial r se mide en unidades de la masa del agujero negro.
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Figura 6.2: Valores para el factor de Lorentz generalizado, W, en la
malla computacional, para la solucion estacionaria dada por (6.10),
(6.11) con Ci = 0.195. En la region interior a r = 5SM, W alcanza

valores claramente superiores a la unidad.



104 CaPiTULO 6

ejemplo, Schutz, 1985) y, dado que u¥u, = ~1, u” puede obtenerse como
funcién de la constante u® y las funciones métricas:
rryd i
u" = (g3 (=1 - ¢%(u0)?)3. (6.8)

En funcién de u° tenemos, pues, una familia uniparamétrica de solu-
ciones. Una vez fijada u® y conocida u”, usamos la expresién (6.5) para
calcular po(r):

pou’\/— = Cl, (69)
siendo C; una constante. En la presente aplicacién, consideraremos la
solucién marginalmente ligada ug = —1, para la cual se verifica:

u" = /2M/r, (6.10)
C1

pPo = rzm. (6.11)
En los cdlculos hemos usado un valor para C; = 0.195. Las Figuras
(6.1) y (6.2) muestran el comportamiento de la componente del tensor
métrico /goo y el factor de Lorentz generalizado, W, respectivamente,
para la solucidén estacionaria, en las proximidades del agujero negro.

En la aplicacién numérica, se parte del vacio en la region de interés
2.1M < r < 20.0M, imponiéndose en r = 20M las condiciones de flujo
correspondientes a la solucién (6.10), (6.11).

La secuencia de Figuras (6.3), muestra la evolucién de la densidad,
D, en la malla computacional, superpuesta a la solucién estacionaria
analitica. La solucién alcanza el estado estacionario en ¢t = 90M. Por
iltimo, las Figura (6.4) muestra el valor de la velocidad, v, en t = 90M,
cuando ya se ha alcanzado el estado estacionario.

Los errores de las variables directamente integradas, D, S y 7, en
el momento de alcanzarse la solucién estacionaria son menores que el
2% en toda la malla, permaneciendo constantes con el transcurso del
tiempo.
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Figura 6.3: Secuencia de graficas del valor de D que describen la
evolucion hasta el estado finad estacionario en el problema de la acrecion
de polvo sobre un agujero negro, cuando se parte del vacio. La linea
continua muestra la soluciéon estacionaria analitica final.
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t = 90M

Figura 6.4: Velocidad del polvo una vez se ha alcanzado el estado esta-
cionario final, en el problema de la acrecion de polvo sobre un agujero
negro. La linea continua corresponde a la solucion analitica.
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6.3 Acrecion radial de un fluido perfecto.

La acrecién radial estacionaria de un fluido perfecto sobre un objeto
compacto fue considerada por Michel (1972).
Para un fluido perfecto, las ecuaciones (6.5) y (6.6) se integran,

dando:
Pourv 9= Cll.’ (612)
pohugu™/—g = C; (6.13)

(siendo C] y Cj dos constantes). Para una métrica de Schwarzschild, y
tras una sencilla manipulacién, pueden transformarse en:

pou"r? = Cj, (6.14)

N\ 2
R2(1 - %‘- +(W)?) = (%) = ¢ (6.15)

Las soluciones de las ecuaciones (6.14) y (6.15) estdn caracterizadas
por un punto critico y sélo las que pasan por él se corresponden con
material que cae (o que sale) del objeto central con velocidad monétona
creciente a lo largo de las trayectorias de las particulas. El punto critico,
¢, queda determinado a partir de las condiciones (Michel, 1972):

M
e —
(ul)* = o (6.16)
’ (up)?
2 Uc
V= O (6.17)
donde V se ha definido segin:
dIn(poh)
2 TN emesee— —
V2= T (6.18)

Las relaciones (6.16) y (6.17), una vez fijada la ecuacién de estado,
ligan los valores de ul, poc ¥ rc. Dando un valor a r., a través de (6.16)
obtenemos el valor de ul, y a través de (6.17) el de po.. Ademds, en el
punto critico deben verificarse las ecuaciones (6.15) y (6.16), por lo que
se pueden determinar los valores de las constantes C; y C3, que fijan la
solucién estacionaria.

Las Figuras (6.5), (6.6) y (6.7) muestran los resultados obtenidos en
la evolucién de la solucién analitica estacionaria correspondiente a un
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t = 720M

Figura 6.5: Perfil de la velocidad en el problema de la acrecion radial
estacionaria de un fluido perfecto sobre un agujero negro. Los circulos
representan los valores calculados en el instante + = 720M. La linea
continua representa la solucion estacionaria inicial.

radio critico rc = 200M, en donde la densidad vale poc = 7.0 x 10-4M -2
(para una ecuacion de estado tipo gas ideal, con 7 = |), en el interior
de la malla numérica 2.1M < r < 20.0M. Las graficas corresponden
al instante ¢ = 720M (aproximadamente 1500;(Qur; ;cour = tiempo de
Courant).

Los errores en las variables directamente integradas, D, S y r, son
menores que el 2% en toda la malla numérica y permanecen constantes
en el tiempo.
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Figura 6.6: Perfil de la densidad D, en escala logaritmica, en el problema
de la acrecion radial estacionaria de un fluido perfecto sobre un agujero
negro. Los circulos representan los valores calculados en el instante
t = 720M . La linea continua representa la solucion estacionaria inicial.

-2
720M

Figura 6.7: Perfil de la presion, en escala logaritmica, en el problema
de la acrecion radial estacionaria de un fluido perfecto sobre un agujero
negro. Los circulos representan los valores calculados en el instante
t = 720M. La linea continua representa la solucion estacionaria inicial.



110 CapiTULO 6

6.4 Acrecion esférica con presencia de ondas
de choque.

Los dos problemas anteriores involucran flujos suaves. Con los resulta-
dos presentados hemos comprobado la estabilidad de la técnica numérica
empleada en presencia de campos gravitatorios intensos. Modificando
la condicién de contorno en la frontera interna de la malla numérica,
imponiendo ahora condiciones de contorno de reflexion (similares a las
empleadas en el test 3 del Capitulo anterior) y situdndola en » = 3M (lo
que representa de forma simple la superficie de una estrella de neutrones,
Mpns ~ 1.5Mg, Rns ~ 10km.) hemos simulado el impacto sobre dicha
superficie de un gas ideal. Las Figuras (6.8), (6.9) y (6.10) muestran los
perfiles de la velocidad, la densidad y la presidn, respectivamente, en los
que puede verse la onda de choque que se propaga desde la superficie
del objeto hacia el exterior. El comportamiento cualitativo guarda una
cierta similitud con la propagacién de la onda de choque en el nicleo
de las estrellas masivas tras el colapso en el escenario standard de su-
pernovas de tipo I, aunque en este caso el salto en la velocidad alcanza
un valor de 0.5. Es remarcable el hecho de que la onda de choque se
resuelve en 1 6 2 puntos numéricos.

Aqui, el gas que inicialmente cae sobre el objeto central tiene una
presion elevada que disminuye la aceleracién debida al campo gravitato-
rio del objeto central. Si el gas que cae es frio (¢ < 1; € = energia interna
especifica) los términos de presién son despreciables y el gas impacta con
velocidad maxima sobre la superficie. Las Figuras (6.11), (6.12) y (6.13)
muestran los perfiles correspondientes a la velocidad, la densidad y la
presién, respectivamente en el problema de la acrecién esférica de un gas
frio sobre una esfera dura. Los resultados son extremos, alcanzindose
un salto en la velocidad de 0.7 y 4 6rdenes de magnitud en el salto de
la presién.

Los resultados expuestos en este Capitulo aparecen en Ibdiiez et al.,
1991.
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Figura 6.8: Evoluciéon del campo de velocidades en el problema de la
acrecion de un gas ideal por una esfera dura. El impacto del gas sobre la
superficie de dicha esfera (que se sitia en r = 3M) provoca la formacion
de una onda de choque que se propaga hacia el exterior. Las curvas se
corresponden con los instantes: ¢ = 10M, ¢t = 20M, ¢t = 40M, t = 60M .

20
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10 20

Figura 6.9: Evolucion, de la densidad en el problema de la acrecion de
un gas ideal por una esfera dura. Las curvas se corresponden con los
instantes: ¢t = 10M, ¢t = 20M, ¢t = 40M, ¢t = 60M.
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log(p)

Figura 6.10: Evolucion de la presion en el problema de la acrecion de
un gas ideal por una esfera dura. Las curvas se corresponden con los
instantes: ¢t = 10M, ¢t = 20M, ¢ - 40M, ¢t = 60M .
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Figura 6.11: Evolucion del campo de velocidades en el problema de
la acrecion de un gas ideal frié por una esfera dura. Las curvas se
corresponden con los instantes: ¢t = 10M, ¢t = 20M, t = 30M, ¢t = 40M,
t= 60M.

20
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05

Figura 6.12: Evolucion de la densidad en el problema de la acrecion de
un gas ideal frié por una esfera dura. Las curvas se corresponden con
los instantes: i = 10Al, ¢ = 20M, t —30M, r= 40M,t = 60M .

20
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Figura 6.13: Evolucion de la presion en el problema de la acrecion de
un gas ideal frié por una esfera dura. Las curvas se corresponden con
los instantes: ¢t = 10M, ¢t = 20M, ¢t = 30M, ¢t = 40M, + —60M.



Capitulo 7

Colapso Estelar

7.1 Introduccion

Los modelos tedricos de Supernovas de Tipo II se basan en que el colapso
de un nicleo de hierro de una estrella masiva (M > 9Mg) al final
de su evolucién termonuclear, induce la explosién de la supernova y la
formacién de un objeto compacto (estrella de neutrones o agujero negro).
La fuente de energia es la energia gravitacional de ligadura de la estrella
de neutrones que se forma, que es del orden de (ver, por ejemplo, Shapiro
y Teukolsky, 1983):

M? ssf M\?/ R \7!
Eiiq “ 7 =310 (M@) (10 km) ergs (7.1)

siendo M y R la masa y el radio de la estrella de neutrones, respectiva-
mente,

Las curvas de luz de las Supernovas de Tipo II, pueden obtenerse,
sin embargo, con energfas mucho menores, del orden de 10°! ergs,
para las capas de material eyectadas. Asi, los modelos de Supernovas
Tipo II tratan de encontrar un mecanismo por el cual, una pequeia
parte de la energia de ligadura emitida durante el colapso se transfiere
a las capas externas de la estrella, produciendo una violenta explosion
con velocidades, para la masa expulsada, del orden de 10* km/s y la
formacién de una estrella de neutrones de 1.4 Mg.

De acuerdo con Chandrasekhar (1939), una estrella que se mantiene
por la presién de degeneracién de sus electrones relativistas puede so-
portar su propia gravedad sélo si su masa es menor que una masa critica

117
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que, en el limite de temperatura cero, es:
Mgy, = 1.457(2Y.) My (7.2)

(masa de Chandrasekhar), en donde Y, representa la fraccién de elec-
trones. Al final de la fase de combustién del Silicio, la estrella ha desar-
rollado un niicleo con elementos del grupo de hierro (nicleo de hierro),
con una densidad central en torno a p. =~ 101° g/cm® y una tem-
peratura central, T. = (8 — 10) 10° K, con una fraccién de electrones
0.42 <Y. < 0.44. Dicho nicleo excede la masa de Chandrasekhar debido
a que (i) la masa del nicleo de hierro aumenta como resultado de la com-
bustién del Silicio en capa; (ii) las capturas electrénicas sobre protones
libres reducen el nimero lepténico y (iii) la presién en el nicleo se re-
duce como consecuencia de la fotodesintegracién -proceso endotérmico-
de los nicleos por fotones energéticos! (Fowler y Hoyle, 1964). Como
consecuencia de todos estos factores, el niicleo estelar se convierte en
inestable y colapsa hasta que se alcanza una densidad central del orden
de la densidad nuclear de saturacién (p, = 2.7 1014 g/cm?).
Histéricamente se han propuesto varios mecanismos para explicar
el fenémeno de las Supernovas de Tipo II. Colgate y Johnson (1960)
sugirieron que el colapso del nicleo de hierro se detendria debido al en-
durecimiento de la materia nuclear, lo que generaria una onda de choque
capaz de expulsar las capas externas del niicleo (este mecanismo recibiria
ma4s tarde el nombre de mecanismo directo, en contraposicion al mecan-
ismo retrasado, del que hablaremos después). Unos afios mds tarde,
Colgate y White (1966) sugirieron un mecanismo alternativo, en el que
la transferencia de energia y momento de los neutrinos (producidos en
las capturas electrénicas) en su interaccién con la materia menos densa
de la envoltura, conducia a una expulsién de material (Schwartz, 1967).
Este mecanismo, estudiado numéricamente por Arnett (1968) y Wilson
(1971), no dio los resultados esperados debido a la baja seccién eficaz
de interaccién entre los neutrinos y la materia. El descubrimiento de las
corrientes neutras (Weinberg, 1967) modificé considerablemente el valor
de dicha seccién eficaz. En particular, la seccién eficaz para el scattering
coherente con nicleos que esta teoria predecia (Freedman, 1974) iba a
significar un aumento considerable en la opacidad de la materia. Sin
embargo, cédlculos detallados condujeron a un atrapamiento de los neu-
trinos en el nicleo estelar para densidades p & 3 101! g/em3, con lo

'La energia consumida por cada reaccién 8 Fe — 13 a + 4 n es de 124.4MeV.
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que la luminosidad no era lo suficientemente grande como para expulsar
material (Mazurek, 1976). Se volvi6 entonces a pensar en el mecanismo
puramente hidrodinamico de Colgate y Johnson como responsable de las
explosiones de Supernovas de Tipo II.

El atrapamiento de los neutrinos durante el proceso de colapso im-
plica la conservacién del nimero lepténico total, Yz, durante toda esta
fase. Este atrapamiento provoca el que se alcance el equilibrio 8 para
densidades p & 3 1012 g/cm3. A partir de este momento, la entropia
permanece constante y el colapso se desarrolla adiabiticamente hasta
la formacién de la onda de choque (Bethe et al., 1979). El caricter
adiabdtico del colapso junto con la baja entropia por nucleén del nicleo
estelar de hierro inicial, (s ® 1 kg) y la elevada entropia necesaria para
disociar los nicleos hace que éstos persistan hasta densidades del orden
de la materia nuclear. Como consecuencia, el colapso no es detenido
por la presién térmica de los nucleones, sino que continia hasta densi-
dades nucleares?. En toda esta fase, la presién se ve dominada por la
contribucién de los electrones relativistas y el exponente adiabdtico es
v < 4/3.

Célculos analiticos (Yahil y Lattimer, 1982) y las simulaciones numé-
ricas han demostrado que la dindmica del colapso del nicleo de hierro
puede entenderse cualitativamente por medio de soluciones autosimi-
lares. Yahil y Lattimer han encontrado soluciones autosimilares para
politropos con % <7< -3 (que contienen como caso particular la solucién
de colapso homdlogo de Goldreich y Weber, 1980, para v = %) que no
son exactamente homoélogas. En dichas soluciones, el niicleo se divide en
una parte interna subsénica que colapsa homélogamente (v « r) y una
parte externa que cae supersénicamente, con un nimero de Mach entre
2 y 3y con velocidad préxima a la de caida libre (v x r'%). En estos
modelos, la masa del nicleo homélogo depende del valor del exponente
adiabdtico, siendo Mj(711) > Mu(72) si 11 > v2. En cdlculos realistas,
dicha masa se sitda entre 0.6 Mg y 0.9Mpy. Cerca de la frontera del
nicleo homélogo (en la que el médulo de la velocidad de caida alcanza
su valor mdximo) hay un punto sdnico donde la velocidad de caida iguala

2Esta descripcién del colapso corresponde al caso en que éste procede de forma
esféricamente simétrica. Para estrellas masivas en rotacién en el umbral del colapso, el
desarrollo de éste tiene otras caracteristicas destacando, en particular, el que puede
detenerse a densidades menores que la densidad de la materia nuclear. Para una
discusidn en profundidad de las caracteristicas del colapso en rotacién ver Miller
(1991) y las referencias alli citadas.



120 CapPiTULO T

la velocidad local del sonido.

Cuando la densidad central en el nicleo excede la densidad de satu-
racién de la materia nuclear, los nicleos se disuelven. A partir de este
momento, un ligero aumento en la densidad provoca un gran aumento
en la presién, debido a la actuacién de la parte repulsiva de la inter-
accién fuerte. El resultado es que la ecuacién de estado se endurece y
v aumenta desde un valor por debajo de 4/3 hasta un valor entre 2.5 y
3. De acuerdo con el teorema del virial, el nicleo puede alcanzar una
nueva posicidn de equilibrio si el exponente adiabatico promedio, ¥ se
hace mayor que 4/3. El material comienza a pararse desde el centro.
Las ondas de presién se desplazan hacia el exterior, en radios, y se acu-
mulan cerca del punto sénico, donde comienza a formarse una onda de
choque. Debido a su inercia, el nicleo homélogo no queda en equilibrio
sino que se expande tras la onda de choque (rebote) que ya ha comenzado
a propagarse hacia el exterior.

La densidad méxima alcanzada durante el rebote puede oscilar entre
2 6 3 veces la densidad de saturacién para ecuaciones de estado durasy
10 veces, para ecuaciones de estado muy blandas, si se tienen en cuenta
los efectos de Relatividad General (ver Baron, Cooperstein y Kahana,
1985a,b).

Las condiciones a ambos lados de la onda de choque verifican las
relaciones de Rankine-Hugoniot. El salto en velocidades puede alcanzar
los 10!% cm/s, y el salto en la energfa interna los 10!° erg/g La en-
ergia inicial de la onda de choque es aproximadamente igual a la energia
cinética del nicleo interno en el momento de la tltima buena homologia
(Brown al., 1982). Simulaciones numéricas muestran que dicha energia
es del orden de: _

EQ) . ~ (4 -10) 10% ergs, (7.3)

mucho mds de lo que se necesita para explicar la energia observada en
una explosién de supernova. Sin embargo, en su movimiento hacia el ex-
terior, la onda de choque se ve amortiguada por la fotodesintegracion de
los nicleos pesados en nucleones libres o particulas a, siendo la pérdida
de energia del orden de

ergs.

Eipes =~ (1.6 — 1.8) 108! m (7.4)

(Hillebrandt y Miiller, 1981). Asi pues, el éxito o fracaso de la onda
de choque dependera de un delicado balance entre la energia que tenia
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cuando se formd y la energia perdida hasta alcanzar la superficie del
nicleo estelar de hierro. En general, existen varios factores que inciden
crucialmente en el éxito o fracaso de la onda de choque:

1. La diferencia entre la masa del nicleo inicial de hierro y la masa del
nicleo homdlogo: es conveniente para tener una onda de choque
efectiva, que el nicleo de hierro tenga una masa pequeiia y que
la masa del nicleo homélogo sea grande, con el fin de que la en-
ergia consumida en fotodisociar sea pequefia®. Motivados por esta
idea, recientemente se han revisado los cdlculos de evolucién presu-
pernova, obteniéndose nicleos de hierro en el umbral del colapso,
con masas de 1.26 Mgy (Woosley et al., 1987) y hasta de 1.18M
(Nomoto y Hashimoto, 1988).

2. La incompresibilidad de la materia nuclear: un mddulo de incom-
presibilidad pequefio (ecuacién de estado blanda) facilita la ex-
pulsién de material por la onda de choque.

3. Efectos de la Relatividad General: El caso relativista conduce a
un nicleo homdlogo menor, en masa, que el newtoniano, lo que, en
principio, podria llevar a concluir que la onda de choque, al tener
que atravesar una mayor cantidad de material, tendrd menos posi-
bilidades de éxito. Sin embargo, al alcanzarse densidades mads altas
(efecto similar al de disminuir el médulo de incompresibilidad) la
energia de la onda de choque es mayor, lo que puede conducir a
un balance positivo en cuanto a la efectividad de aquella. Sélo la
simulacién numérica puede ayudar a aclarar este punto.

En relacién con el punto 1 anterior, hay que sefialar que junto al
mecanismo directo para explosiones de supernovas Tipo II que acabamos
de describir, estd el mecanismo retrasado, por el cual las estrellas mas
masivas (aquellas que desarrollan un nicleo de hierro mayor) lograrian
explotar (Wilson, 1985; Colgate, 1989; Wilson, 1989). En estos casos,
la onda de choque que se habria convertido en una onda de acrecién
estacionaria, es reactivada por los neutrinos procedentes del interior.
Aunque sélo el 0.1% de la energia de los neutrinos es absorbida, el flujo

3Nétese que para una pérdida de energfa por disociacién como la considerada, la
masa maxima de hierro que la onda de choque puede disociar se sitia en torno a
las 0.45M¢, lo que implica, dado el tamaiio caracteristico de los nicleos homdlogos
desarrollados, una masa maxima para el nicleo inicial de hierro de 1.35Mg, si se
quieren obtener explosiones efectivas.
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de neutrinos durante unos cientos de milisegundos va acumulando en-
ergia tras la onda de choque, causando el calentamiento del material
y reactivindola. Las explosiones producidas por este mecanismo son
menos energéticas (menos de 10°! erg).

Los puntos anteriores 2 y 3 han sido ampliamente estudiados en el
seno de nuestro grupo (Miralles, 1990; Miralles et al., 1990; Miralles et
al., 1991) para ecuaciones de estado basadas en fuerzas de Skyrme.

Como ya se dijo en la Introduccién de esta Memoria, el motivo fun-
damental por el que estamos interesados en aplicar las técnicas de alta
resolucién modernas a las ecuaciones de la hidrodindmica relativista es
tratar correctamente, desde un punto de vista numérico, las ondas de
choque. En particular, en el campo del Colapso Estelar queremos indicar
que la correcta simulacién de la onda de choque debe afiadirse como uno
mas de los problemas a considerar para la efectividad del mecanismo di-
recto. Para apoyar esta idea, comenzaremos presentando los resultados
correspondientes al colapso estelar newtoniano obtenidos mediante dos
técnicas cualitativamente diferentes: el método tipo Godunov descrito
en la Seccién 1 del Capitulo 4 y la versién newtoniana del cédigo de May
y White, que utiliza la viscosidad artificial, descrito en la Seccién 2 de
dicho Capitulo.

7.2 Modelo inicial y ecuacién de estado.

El modelo inicial utilizado en nuestros calculos de colapso es una con-
figuracién de enana blanca de Carbono con una densidad central de
2.5 10!% g/cm3. Es un modelo de equilibrio para la ecuacién de estado
de Chandrasekhar con correcciones coulombianas, deducida por Salpeter
y Zapolski (1967), correspondiente al maximo de la curva masa-radio,
encontrindose, por tanto, en el umbral de la estabilidad (ver Ibiiez,
1984).

La ecuacién de estado que hemos usado es una ley v, segin la cual,
la presion viene dada por:

p= (7 - 1)ps, (7.5)

en donde v varia con la densidad de acuerdo con la prescripcién de Van
Riper (1978):

7= 70+ Slog(£), (7.6)
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con § = 0sip < pp (densidad de rebote) y § > 0si p > pp. Los
valores tipicos de los pardmetros ¥p, S y pp son, respectivamente: §,
1y 2.7 10'* g/cm?® (densidad de la materia nuclear), de forma que la
expresion (7.6) simula el endurecimiento de la ecuacién de estado, al
alcanzar la densidad nuclear, que hasta ese momento venia dominada
por los electrones relativistas degenerados (y = %)

7.3 Colapso estelar newtoniano. Comparacién
con técnicas de viscosidad artificial stan-
dard.

En esta Seccién presentamos los resultados correspondientes al colapso
estelar newtoniano obtenidos con la TSCM descrita en la primera Seccién
del Capitulo 4 (que a lo largo de esta Seccién denotaremos por G).
Ademads de los tests usuales para el resolvedor del problema de Rie-
mann (tubos de Riemann), el cédigo ha superado otros mds generales
como son la descripcién del colapso del polvo y la deteccién del v critico
consistente con el modelo inicial. Presentamos primero los resultados
obtenidos para dichos tests.

7.3.1 Colapso de polvo.

El colapso de una nube de polvo tiene solucién analitica. La Tabla (7.1)
muestra el comportamiento del cddigo G, que mantiene la homologia
durante el colapso, como puede verse a partir de la constancia en el
tiempo (< 1%) de la cantidad 73p o la constancia en la masa coordenada
(< 1%)de la cantidad x = r(m,t)/r(m,0).

7.3.2 Deteccidén del 4. consistente con el modelo inicial.

Como queda sefialado en el Apéndice B de Ibdiiez (1984), el modelo
inicial que estamos usando tiene un valor critico para el exponente
adiabdtico medio ¥, = 1.343. Variando 7o en (7.6) hemos llevado
a cabo simulaciones con el cddigo G a fin de detectar el valor critico
de v que separa los modelos que colapsan de aquellos que oscilan. El
valor critico de 4 que hemos encontrado de esta forma es: Y34 =
1.345 7 0.005. La Figura (7.1) muestra una oscilacién del modelo inicial

obtenida para un valor de ¥ = 1.345.
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tn(ms) ta(ms) Pl4 7li Xi n2 X2
0 0 6.64 x 10"6 518.0 1 3900 1
30 30 8.70 x 10"6 518.2 0.914 3991 0.914
60 61 3.08 x 10~5 517.3 0.599 3985 0.599
80 80 4.30 x 10-3 518.4 0.116 3993 0.116
81.50 81.53 9.11 519.9 9.01 x 10~3 3999 9.01 x 10"3
81.51 81.54 24.6 518.0 6.46 x 10~3 3989 6.46 x 10'3

Tabla 7.1: Homologia del colapso sin presion. pl|l es la densidad en
unidades de 104 g/cm3.714 = r(mA,t)3p y X4 = r(rrid,t)/r(mA,0),
con 77x4 = 0.117Mq, 0.872Mq para 4 = 1,2, respectivamente.

Figura 7.1: Oscilacion del modelo inicial obtenida con el codigo
hidrodinamico G con la ecuacion de estado tipo gas ideal, para 7 =
1.345. El periodo de la oscilacion es, aproximadamente, de 0.15 s.
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7.3.3 Comparaciéon con técnicas de viscosidad artificial
standard.

En esta Seccidn vamos a comparar los resultados obtenidos en el colapso
estelar con el método G y una versién newtoniana del cédigo de May
y White, que usa un término de viscosidad artificial, @, para tratar las
ondas de choque. Una expresidn usual para @ es:

Q = k?pAm? (3(" ”)) /4, (7.7)

si %f > 0y Q = 0 en cualquier otro caso (en lo que sigue, denotaremos
por Qg el cédigo hidrodindmico que introduce de esta forma el término
de viscosidad artificial).

Como ya se comentd en el Capitulo 3 al hablar de la técnica de la
viscosidad artificial, ésta actda introduciendo disipacién en la zona de
la onda de choque. Ahora bien, la disipacién va transformando parte de
la energia cinética del sistema en energia térmica (entropia), por lo que
es importante que el término de viscosidad artificial actie en el menor
nimero de puntos posible y sélo cuando sea estrictamente necesario. En
particular, hay que intentar que el término @ sea no nulo exclusivamente
en las proximidades de las ondas de choque. Con esta idea y dado
que la forma de introducir el término de viscosidad es a través de un
condicional que trata de caracterizar la presencia de una onda de choque,
otros autores (Noh, 1987) han sugerido otras formas de implementar el
término de viscosidad, ademds de Qg; por ejemplo, @ = 0 si 5’#- > 0.
En lugar de ella, nosotros hemos usado las siguientes condiciones mds
restrictivas:

LQ@=0si35=>0 o ? < 0 (condicién original propuesta por von
Neumann y R.lchtmyer) Denotaremos este caso de forma abrevi-
ada por Q.

2. Q@ =0si % < 0 y también durante la fase de colapso homoélogo
(caso Qp). Este caso es mds fuerte que Qg y Q, en el sentido de
que contiene al caso Qg y difiere del caso Q, sdlo en la envoltura
supersénica (donde Q es muy pequeiia) y a partir de que la onda
de choque ya se ha formado, pero hace @ = 0 en toda la fase de
colapso homélogo.
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3. @ = 0 para las condiciones {Q, U Qx}. Obviamente, éste es el
caso mas fuerte y lo denotaremos por Q,.

Finalmente, el valor escogido para k2 es 2, lo que hace que la onda de
choque se difunda en tres o cuatro celdas numéricas. Los dos cédigos han
.partido de la misma configuracién inicial y evolucionado con la misma
ecuacion de estado. La malla numérica también ha sido la misma y se
ha construido dividiendo el radio del modelo inicial en 50 zonas iguales.
La distribucién resultante de masas ha constituido la base de nuestros
calculos lagrangianos. :
Hemos efectuado diferentes simulaciones con los siguientes valores de
los pardmetros que intervienen en la ecuacién de estado (7.6): yo = 1.33,
§ =1y py =2.17 10" g/cm3. Los casos menos restrictivos, Q4 y Qu,
conducen a los mismos resultados:

1. La energfa cinética mixima en la fase de caida es E['(% ) = 4.910°%!
erg.

2. El minimo absoluto de la velocidad es vmin = —0.154.
3. El valor mdximo parala densidad central es p7*%* = 3.5 104 g/cm?3.

4. El valor del radio cuando la onda de choque alcanza la superficie
es Rpin = 315, 305 km, respectivamente.

5. El valor maximo de la energfa cinética de la materia eyectada es
,:"("e”,c) = 0.7, 1.0 10%! erg.

6. El porcentaje de la masa expulsada es 1.7%.
La viscosidad artificial generada en los cédigos Q4 y Q. tiene una in-
fluencia importante en el resultado final del colapso, cuando se compara

con el cédigo G (cuyas caracteristicas aparecen en la Tabla (7.2)):

1. Los valores del minimo absoluto de la velocidad (ver Tabla (7.2) y
Figuras (7.2) y (7.3)) difieren en un factor 2.

2. La energia cinética de la materia eyectada difiere en un factor 6.

3. El porcentaje de masa difiere en un factor 2.5.
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log r (cm )

Figura 7.2: Perfiles de la velocidad en funcion de la coordenada radial
(en escala logaritmica y unidades de cm, obtenidos con el codigo G. El

nimero que aparece junto a cada curva establece la secuencia temporal
dentro del intervalo 92.56 < t(ms) < 96.24.
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Figura 7.3: Perfiles de la velocidad en funcion de la coordenada radial
(en escala logaritmica y unidades de cm, obtenidos con el codigo Q;. El
nimero que aparece junto arcada curva establece la secuencia temporal
dentro del intervalo 92.42 < t(ms) < 102.5.
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los r(cm)

Figura 7.4: Detalle de los perfiles de la velocidad en funcién de la co-
ordenada radial (en escala logaritmica y unidades de cm, obtenidos con
el codigo G. El nimero que aparece junto a cada curva establece la
secuencia temporal dentro del intervalo 92.56 < #(ms) < 96.24.

Las oscilaciones espureas en la velocidad no son aparentes en las Fig-
uras, debido a la escala considerada y las Figuras (7.4) y (7.5) muestran
un detalle.

Los casos Q; y Qv tienen la ventaja principal de mostrar una situacion
extrema en la que los efectos de la viscosidad artificial han sido exagera-
dos. Un modo mas riguroso de implementar estos métodos en un calculo
de colapso debe tener en cuenta el hecho de que en la fase de caida no
se desarrollan ondas de choque4. En este sentido vamos a considerar los
casos Qky Q,.

Estos dos casos llevan, practicamente a los mismos resultados. Apare-
cen pequeias discrepancias en Rmin = 375, 377 km, respectivamente, y
£1‘(‘ () = 1'7, 20 109 erg.

La Tabla (7.2) resume los resultados obtenidos con los codigos hidro-
dinamicos Qh y G. Las principales diferencias aparecen en umtn,

y Miost. La viscosidad artificial produce valores paja estas cantidades
menores que los generados por el método G, lo que esta motivado, in-

4Hay que seiialar que no siempre se tiene un conocimiento teérico tan grande del
problema que se intenta abordar.



130 capriTuLO 7

¢

0 05 . - P G .»»I«»»Tl :
/o /
0.04- r
/'y r
- . %
003 J / m
0 024 /iy
0.0 1« v
(6}
- 00O -
....... A — X
-0.01
VX \‘-1
-0.02 - "%
* e\
-0.03- 1 AR
Vs e
-0 04
1e
-0.05 - u l——-—l----l'<.'l-—-—I----]--'-ll-"

4 .5 4.7 5.0 5.2 5.5 5.7 6.0 6.2 6 .5

log r (cm)

Figura 7.5: Detalle de los perfiles de la velocidad en funciéon de la co-
ordenada radial (en escala logaritmica y unidades de ¢cm, obtenidos con
el codigo Q. El nimero que aparece junto a cada curva establece la

secuencia temporal dentro del intervalo 92.42 < f(ms) < 102.5.

HC E* inf) vmin P™?%  Rmin(km) Mlost (%)
Qh 10.0 -0.228 3.956 375 1.71 3.0
G 10.6 -0.293 3.665 391 3.98 4.2

Tabla 7.2: Comparacion de dos codigos hidrodinamicos. Mg
porcentaje de masa expulsada.
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dudablemente, por la mayor disipacién introducida por la técnica de la
viscosidad, que va reduciendo la energia cinética total del sistema.

7.4 Colapso estelar relativista.

La descripcidn del colapso estelar en el marco de la Relatividad General
exige tanto la resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista
como de las ecuaciones de Einstein. Las ecuaciones de la hidrodindmica
ya se introdujeron en el Capitulo 4. El siguiente Apartado de esta
Seccién va a estar dedicado a detallar la forma en que se han escrito
las ecuaciones de Einstein para ser resueltas.

7.4.1 Las ecuaciones de evolucién de Einstein como un
sistema de leyes de conservacién.

Como ya comentamos en el Capitulo 4, el cédigo de May y White fue el
primer cédigo de hidrodindmica totalmente relativista. En él se conju-
gaba una descripcidn particular de las ecuaciones de Einstein en simetria
esférica (lagrangiana y comévil) y un esquema en diferencias finitas es-
table, de segundo orden y que hacfa uso de la viscosidad artificial para
el tratamiento de las ondas de choque. Las ventajas de la descripcién
de May y White, esto es, su sencillez y su estrecha analogia con el caso
newtoniano -propiciada por una eleccién adecuada de variables- han sido
claves en el éxito y posterior desarrollo de lo que, usualmente, se denom-
ina cddigo de May y White.

Sin embargo, estas ventajas son, a su vez y paraddjicamente, los
principales inconvenientes. La descripcién lagrangiana sélo es aplicable
en problemas unidimensionales y ademds, la estructura de las ecuaciones
(sistema de ecuaciones cuasilineal no conservativo) impide la aplicacién
de métodos especificos disefiados para el tratamiento de ondas de choque.

Con la idea de extender los métodos tipo Godunov al caso del sistema
de las ecuaciones de la dindmica de fluidos en Relatividad General y en
la perspectiva de desarrollar un cédigo hidrodindmico multidimensional,
vamos a presentar en este Apartado los pasos dados en dicha direccién.

Consideremos la descomposicién de la métrica en los objetos: a, ',
7ij, denominados respectivamente, funcion lapso, vector desplazamiento
y métrica espacial inducida. Con ellos, el elemento de distancia se puede
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escribir:
ds? = —a?dt? + vi;(dz' + Bidt)(dz’ + Bdt). (7.8)

El sistema de diez ecuaciones de Einstein G, = 87T, en el for-
malismo (3+1) puede descomponerse en seis ecuaciones independientes
de segundo orden para la métrica inducida ¥;; (sistema de evolucidn) y
que corresponde a las ecuaciones con g = ¢, v = j. Las restantes cuatro
ecuaciones proporcionan las ligaduras que deben ser satisfechas por los
datos iniciales. No hay ecuaciones de evolucién para a y 3.

En lo que sigue, utilizaremos las condiciones coordenadas analizadas
por Bona y Massé (1988, 1989) y que se resumen en:

1. Gauge euleriano: 3* = 0, que asegura que para una foliacién tem-
poral regular del espacio-tiempo, la congruencia de lineas coorde-
nadas temporales no se hara singular.

2. Sincronizacién armdnica: 8(,/7a)/0t = 0 = oft,z*) = C(z*),/7.
Esta eleccién evita las denominadas singularidades de aplastamiento
(crashing singularities).

La restriccién al caso de simetria esférica ha sido escrita explici-
tamente por Bona y Massé (1989) como un sistema de primer orden
de leyes de conservacién en estrecha analogia con las ecuaciones de la
hidrodindmica y en la perspectiva de poder aplicar técnicas numéricas
disefiadas para ésta.

Obviamente, la forma de escribir las ecuaciones de Einstein (con las
condiciones coordenadas anteriores) como sistema de leyes de conser-
vacién no es dnica. Aqui presentaré una de ellas. Consideremos:

ds® = —a?dt> + X%dr? +Y?%d0?, (7.9)

como elemento de distancia, donde las funciones a, X e Y dependen
de las coordenadas r y t. Para un fluido perfecto, podemos escribir las
ecuaciones de evolucién como:

-1 21 21 o Y2

. & Y? , 2
_—— —— Y =4 — — —) = - w
77 YaZ(Y Ya +2Y)+YX2(Y ~ + 2Y) 8r[(W?2 - 1)p+ Wp]

(7.10)
all a/X,' Y” YI al XI]

2 ([ L Lo (= o
X[a aX+Y+Y(a X
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_.._1_ X X"_,_Z..,_K(:{
X Xa YTY'X

—g)} = 8rp, (7.11)

y las de ligadura (que no contienen derivadas segundas respecto del
tiempo):

Slo21 (L X Y2
Y2 YX? (Y Y X 2Y (7.12)
21 X Y? 2 2
-7 o3 (YX +§7) = =8r[W*p+ (W* - 1)p]
21 ’ ‘ ' X r
YaX(Y a —Y X)_- 87rapohW(Xu ) (7.13)

(En donde los simbolos "y ’ denotan, respectivamente, la derivadas re-
specto de la coordenada temporal y radial).

Con objeto de escribir este sistema en forma conservativa, procede-
mos de la siguiente forma:

1. Introducimos las definiciones:
(a) Y= Tzzz(r’t)’
(b) a(t,r) = b(r)X Z? (condicién coordenada);
2. Manipulamos algebraicamente el sistema anterior eliminando: i)
Y” del sistema de evolucién, utilizando la primera ligadura; ii) X,

X, X', X utilizando la condicién coordenada; iii) ¥ de la segunda
ecuacién de evolucién utilizando la primera;

3. Introducimos la masa de Bondi, m

2m
v =

y las variables auxiliares:

1+ 2[(rZ)2 (b2%Y")?; (7.14)

A
Z____
Q* ==, (7.15)
&
a—_
Q" =—, (7.16)
al
a:— . 7
r* ==, (7.17)
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!

= %, (7.18)
2m

¥ = =73 (7.19)

(donde ¢ = a/X).

Con todo ello, obtenemos un sistema cerrado de primer orden que,
como puede comprobarse, es estrictamente hiperbélico:

0Z

5 =¢(2Q") (7.20)
a—‘f— =c (—Q‘(Sw(p+1'+D-p) +3¥) - 8#{-(-}:+I")) (7.21)
a{gz =c (F"'I“ +Q%*(Q%-3Q%) + ? - -)'(2:(87"(?+7+D—p) + ‘1’))
(7.22)
aal;z =c (I“(Q“—3Q’) +T°Q* + ———-—(Qa—rwz) + 47rX2§) (7.23)
29 _3(eV) _
at o

¢ (21*0'1“x +2Q%(Q*-3Q%) + 21"_: + 41rX2(p-21'—2D—3p)) (7.24)

/
+N eX? (MQ’%- +4r(r + D)(1++T%) + \I'(—1+rI‘°‘—--25-rI"—%r2r%))

ot ar
N eX? (41r%(1+rI") + 4rrQ*(p+r+D—-p) + T‘I’(%QI—QQ))

oV _9(cQ%) _ (7.25)

donde V = (I*~N1X?%) y N puede ser 0 6 1.
El sistema de ecuaciones compuesto por las seis ecuaciones de Ein-
stein y las tres de la hidrodindmica, se han usado para describir el colapso
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en Relatividad General de la configuracién tipo enana blanca descrita
en la Seccion 2.

Gran parte de los resultados presentados en este Capitulo se han
obtenido utilizando la técnica de separacién de operadores de Strang
(Strang splitting; ver Yee, 1989) en los términos fuente, de forma que las
incégnitas, u, se integran en el tiempo segin:

u"tl = £AH2 At £AL2 yn (7.26)

en donde Ef‘t/ % es el operador que evoluciona las u con los términos
fuente y E?‘ con los flujos (en este caso con un esquema explicito de Mac-
Cormack con un término de disipacién conservativo TVD) y en donde
cada operador actia sobre lo que tiene a su derecha.

7.4.2 Colapso de polvo.

Para una configuracién inicial homogénea con una masa igual a la de
la configuracién de la enana blanca en el equilibrio, hemos simulado el
colapso sin presién. Para ello, se ha efectuado un cambio a unas coorde-
nadas coméviles con la materia. La homologia se aprecia en la constancia
de la masa encerrada, que aparece representada en la Figura (7.6) o en
la de Yj"/YjO (el equivalente a x = r(m,t)/r(m,0), que vefamos en el
caso newtoniano), que puede calcularse a partir de los datos mostrados
en la Figura (7.7). El cdlculo se detiene cuando la funcién a? tiene un
valor inferior a 10~10,

7.4.3 Evolucién dindmica de la configuracién inicial de
equilibrio.

En este Apartado presentamos algunos resultados obtenidos en el estudio
de la evolucién hidrodinamica del modelo inicial de equilibrio de la enana
blanca. Enla practica hemos dejado evolucionar dicho modelo inicial con
el cédigo hidrodindmico, manteniendo como ecuacién de estado la misma
con la que se obtuvo el modelo inicial. En este test hemos mantenido fijo
el campo gravitatorio inicial y las ecuaciones de la hidrodindmica han
evolucionado con el esquema MUSCL ya descrito. Las Figuras (7.8) y
(7.9) muestran la evolucidn en el perfil de la velocidad. Tras varios miles
de pasos temporales en los que la configuracién se reajusta debido a las
perturbaciones numéricas que aparecen al hacer evolucionar el modelo
inicial con un cédigo con precisién diferente de aquél con el que fue
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Figura 7.6: Evolucion de la masa encerrada con el tiempo propio para
tres capas, en el colapso de polvo.
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Figura 7.7: Evolucion de Y (normalizada a su valor en la superficie en
t = 0) con el tiempo propio, en el colapso de polvo.
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Figura 7.8: Diagrama tridimensional que muestra el perfil del campo
de velocidades en funcion de su distancia al centro (medida en km) y
el tiempo (medido en 5) en el problema de la evolucion dinamica de la
configuracion inicial de equilibrio. Los limites superior e inferior de la
escala de la velocidad muestran los valores maximo y minimo absolutos
alcanzados por ésta (en unidades de la velocidad de la luz).

generado, la configuracion comienza a oscilar radialmente con el modo
fundamental. En la Figura (7.9) puede verse con claridad el periodo de
las oscilaciones (alrededor de 0.2 s).

La malla numérica utilizada en esta ocasion consta de 100 celdas,
mas pequefias hacia el centro, distribuidas segiin una serie geométrica y
cubriendo el radio de la configuracion inicial (1020 km).

Las oscilaciones observadas se limitan a la zona de la envoltura, en
donde dado el mayor tamafio de las celdas, la precision va a ser menor.
Al cabo de un segundo de evolucion, en el centro la densidad ha cambiado
menos de un 6% y la energia interna especifica menos de un 2%.

7.4.4 Evolucion dinamica hacia una configuracion de equi-
librio.

Para realizar este test hemos considerado un modelo de equilibrio de
enana blanca para la ecuacion de estado de Salpeter y Zapolski (1967),
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Figura 7.9: Contornos para la velocidad en funcion de la distancia al
centro y el tiempo en el problema de la evolucion dinamica de la config-
uracion inicial de equilibrio. Las lineas discontinuas representan veloci-
dades negativas y las continuas positivas. Se observan tres oscilaciones
completas con un periodo del orden de 0.2 s.
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Figura 7.10: Evolucion con el tiempo de la densidad central de un objeto
con densidad uniforme inicialmente.

con una masa de 1.23Ai®. FEIl criterio estatico de estabilidad permite
identificar este objeto como estable, al menos frente a perturbaciones
radiales, en el diagrama correspondiente masa-densidad central (ver, por
ejemplo, Ibaifiez, 1983).

A partir de dicho modelo, hemos generado un objeto con el mismo
radio y la misma masa pero con una distribucion de densidad uniforme e
igual ap = M/(*"xR3), en donde M y R son la masa y el radio, respec-
tivamente, de la configuracion original. Dicho objeto tiene un gradiente
de presion nulo y, en consecuencia, al inyectarlo en el cédigo numérico
hidrodinamico, inducira inmediatamente un campo de velocidades. En
este modelo, la densidad central es menor que la del correspondiente en
equilibrio para la misma masa, por lo que la tendencia inicial del ob-
jeto es a colapsar. La Figura (7.10) muestra la evolucion en el tiempo
de la densidad central. Durante el primer medio segundo de evolucion,
aumenta dos ordenes de magnitud superando la densidad central del
modelo de equilibrio al que tiende. A partir de ese momento, el objeto
comienza a describir oscilaciones estables alrededor de la configuracion
de equilibrio (ver Figura (7.11)), aunque con una cierta tendencia de
la densidad central a aumentar. La simulacion fue parada después de
tres segundos, tras 105 pasos temporales. La Figura (7.12) representa
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Figura 7.11: Campo de velocidades como funcion de la distancia al cen-
tro y el tiempo, en el problema de la evolucion dinamica hacia una config-
uracion de equilibrio. Pueden apreciarse la primera fase de compresion,
que desarrolla un marcado perfil en V, y tres oscilaciones aldededor de

la configuracion de equilibrio.
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Figura 7.12: Velocidad en la primera capa en el problema de la evolucion
dinamica hacia una configuracion de equilibrio.

la velocidad de la primera capa durante ese periodo, siendo destacable
su oscilacion alrededor de cero una vez superada la fase de compresion
inicial.

En los calculos hemos utilizado una malla de 50 celdas con espaciado
geomeétrico sobre el radio del objeto inicial R = 3500 km.

7.4.5 Colapso estelar relativista.

En este Apartado presentamos los resultados, muy preliminares, obteni-
dos en la simulacion del colapso estelar relativista. En la ecuacion de es-
tado usada, la presion viene dada por (7.6), con el exponente adiabatico
obedeciendo una expresion similar a la (7.7) pero en la que la discon-
tinuidad en la derivada de 7 en p = pb se ha eliminado introduciendo una
transicion suave entre las densidades p\ (< Ph) y P2 (> pb)* La secuencia
de Figuras (7.13) muestra un detalle de los perfiles de la velocidad, la
funcion a y la densidad durante la fase de colapso y hasta alcanzar en el
centro la densidad de saturacion de la materia nuclear (2.7 1014 g/cm 3),
a la que hemos situado pb, para un 70 = 1.30. Durante esta fase, la
densidad central aumenta cuatro 6rdenes de magnitud y la velocidad va
desarrollando el caracteristico perfil en V que se transforma en una onda



142 CaprituLo 7

de choque al endurecerse la ecuacién de estado. Tras la onda de choque,
en el instante de su formacién (lo que puede corresponder aproximada-
mente a la dltima de las curvas mostradas como se aprecia en la Figura
de la velocidad), ha quedado una masa de alrededor de 0.8My (més
de la mitad de la masa de la estrella) en una regién de unos 10km de
radio. Este hecho pone de manifiesto una dificultad inherente a todos
los cédigos hidrodindmicos eulerianos cuando son aplicados a problemas
que implican cambios importantes de escala como es la pérdida de res-
olucién en la parte central que, a su vez, es causa de una pérdida de
precision.

Por dltimo, las Figuras (7.14) y (7.15) muestran una secuencia de
perfiles de la velocidad y la energfa interna especifica en la fase de rebote.
Los parametros de la ecuacién de estado con los cuales se han obtenido
han sido: 70 = 1.30, S = 1, pp = 2 10'? g/em3, p2/p1 = 10. En las
Figuras queda de manifiesto la formacién de un objeto central estdtico
de unos 50 km de radio. La onda de choque se propaga hasta la superfi-
cie. En la Figura (7.15), correspondiente a la energia interna especifica,
puede verse el aumento de entropia (calentamiento) que experimenta el
material al atravesar la onda de choque.
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Figura 7.13: Fase de caida en el colapso relativista. Con el tiempo los
modelos desarrollan perfiles en la velocidad con un minimo mas marcado

y una densidad central mayor.
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Figura 7.14: Perfiles de la velocidad para diferentes modelos en la simu-
lacion de la propagacion de la onda de choque tras el colapso estelar con
pb = 2 1012 g/cm3. El tiempo al que corresponde cada curva aparece
(en unidades de km) en la Figura (7.13).
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Figura 7.15: Energia interna especifica en diferentes instantes en la sim-
ulacion de la propagacion de la onda de choque tras el colapso estelar con
Pb =2 1012 g/cmz. En la leyenda aparece el tiempo al que corresponde
cada curva (en unidades de km).






Conclusiones y
perspectivas

La principal aportacién del trabajo descrito en la presente Memoria ha
sido el desarrollo de una formulacién para las ecuaciones de la hidro-
dindmica relativista que permita el uso de las técnicas shock-capturing
modernas (TSCM) para su resolucién.

Las TSCM se han desarrollado durante la dltima década y su uso
se ha extendido a la simulacién de diferentes escenarios astrofisicos en
el marco de la dindmica newtoniana, sustituyendo por completo a las
técnicas de viscosidad artificial. La primera parte de mi trabajo ha con-
sistido, precisamente, en la puesta a punto de un cédigo hidrodindmico
newtoniano basado en las TSCM, capaz de describir el colapso estelar
en simetria esférica. En esa fase se comprobé la eficiencia de diferentes
resolvedores de Riemann no sélo en problemas de valores iniciales dis-
continuos (Marti et al., 1990a) sino también en cilculos concretos de
colapso (Marti, Ibdiiez y Miralles, 1990c).

Con dicho cédigo se han efectuado diferentes calculos de colapso
estelar de configuraciones tipo enana blanca. En la comparacién con
los resultados obtenidos con un cédigo de viscosidad artificial, con el
mismo modelo inicial, ecuacién de estado y malla numérica, han apare-
cido diferencias en la energética global del proceso: hasta un factor 2
en la energia cinética mixima de la masa eyectada (Marti, Ibiiiez y Mi-
ralles, 1990b). Este resultado podria ser de gran importancia en en el
contexto del mecanismo directo de supernovas de tipo II.

Abordamos mds tarde el problema de la aplicacién de las TSCM a
la resolucién de las ecuaciones de la hidrodindmica relativista (en una
dimensién espacial). En este punto el trabajo desarrollado por nosotros
(Marti, Ibdfiez y Miralles, 1991) puede considerarse pionero, ya que,

147
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aunque la idea de extender las TSCM a la resolucién de estas ecua-
ciones ha sido propuesta por diversos especialistas (Hawley, Smarr y
Wilson, 1984b; Norman y Winkler, 1986), ain no ha sido llevada a la
practica. Nuestra formulacién se basa en la explotacién del cardcter de
sistema de leyes de conservacion hiperbdlico que tienen las ecuaciones
de la hidrodindmica y, en cierto modo, enlaza con el trabajo teérico,
recopilado por Anile (1989), sobre la caracterizacién covariante de sis-
temas hiperbdlicos. La extensién de las TSCM se ha efectuado a través
de la denominada aprozimacion local por campos caracteristicos y para
hacerla posible hemos tenido que escribir las ecuaciones en términos de
las varibles en funcién de las cuales el sistema exhibe su cadcter conser-
vativo.

El cédigo elaborado se ha utilizado para la descripcién de difer-
entes problemas (en una dimensién) en Relatividad Especial con ondas
de choque, involucrando flujos en todos los regimenes de velocidades:
newtoniano, relativista y ultrarrelativista. Son destacables los resulta-
dos obtenidos en la descripcion de flujos con con un factor de Lorentz
préximo a 100 (con el método de Marquina, 1991). Los resultados
obtenidos nos permiten confiar en la viabilidad de nuestra formulacién
como base de un futuro cédigo para la descripcién de jets relativistas.

Ademas, se ha comprobado la estabilidad y el correcto funcionamiento
del método en la descripcidn de flujos con presencia de ondas de choque
en escenarios de acrecién esférica sobre objetos compactos.

Todos los resultados anteriones nos han permitido abordar con una
cierta confianza la descripcién del colapso estelar en Relatividad Gen-
eral, en colaboracidn con los investigadores Dr. C. Bona y J. Massé, del
grupo de Relatividad del Departamento de Fisica de la Universidad de
las Islas Baleares. En este problema, las ecuaciones de la hidrodindmica
relativista aparecen acopladas a las de Einstein. Los resultados pre-
liminares abarcan varios tests: i)el colapso de polvo, ii) la evolucién
hidrodinamica hacia una configuracién de equilibrio de un modelo inicial
con densidad uniforme, iii) la evolucién del modelo original de equilib-
rio, obteniendo oscilaciones. Ademds, hemos logrado describir la fase de
caida en el proceso del colapso estelar y la propagacion de la onda de
choque.

Las conclusiones mdas importantes de todo el trabajo desarrollado
pueden resumirse de la siguiente forma:

e Hemos encontrado diferencias importantes en la energética del co-
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lapso newtoniano al comparar los resultados obtenidos mediante
un cédigo basado en una TSCM y otro basado en una técnica de
viscosidad artificial, lo que demuestra la importancia del correcto
tratamiento de la ondas de choque en la descripcién del mecanismo
directo en supernovas de tipo II.

o Hemos logrado extender las TSCM a la resolucidn de las ecuaciones
de la hidrodindmica relativista (en una dimensién) mediante la
llamada aprozimacion local por campos caracteristicos.

e Haciendo uso de estas técnicas, hemos logrado describir flujos ul-
trarrelativistas, alcanzando factores de Lorentz del orden de 100.

¢ Hemos efectuado diferentes simulaciones de flujos de acrecién esférica
sobre objetos compactos con presencia de ondas de choque.

e Por iltimo, hemos abordado el problema del colapso estelar en
Relatividad General. Los resultados obtenidos hasta el momento
nos permiten ser optimistas.

La extensién de las TSCM a las ecuaciones de la hidrodindmica rel-
ativista abre toda una linea de trabajo para el futuro. Dicha extensién
en combinacidn con las técnicas de operator splitting para el tratamiento
de problemas multidimensionales permite abordar la simulacién de difer-
entes escenarios:

o Jets galicticos: muy probablemente parte del trabajo que realizaré
en los préximos afios ird dirigido a la aplicacién de este tipo de
técnicas en la simulacién de jets en régimen ultrarrelativista.

e Acrecién sobre objetos compactos: Font (1991) ha aplicado las
TSCM para la descripcién de flujos potenciales de acrecién con
simetrfa axial, resolviendo una ecuacién de ondas lineal (en un
espacio-tiempo curvo). Las técnicas de splitting exploradas por
él para el tratamiento multidimensional pueden combinarse con el
trabajo presentado en esta Memoria, para la elaboracién de un
cddigo capaz de describir procesos de acrecién hidrodindmica.

o Colapso estelar no esférico: siguiendo con la colaboracién ante-
riormente citada, y una vez concluido el cédigo uridimensional,
abordaremos el estudio del colapso estelar no esférico. En partic-
ular, se intentard estimar las caracteristicas de la seiial y ritmo de
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emisién de energia de la radiacién gravitacional generada en dicho
escenario.

En el dmbito de la hidrodindmica newtoniana queda todavia pen-
diente el estudio del colapso de nicleos de estrellas masivas con una
microfisica realista -modelo inicial, ecuacion de estado y transporte de
neutrinos- y las TSCM.



Apéndice

Presentamos en este Apéndice la obtencién de la solucién analitica para
el problema de Riemann de un fluido relativista (tubo de Riemann).
Consideremos en t = 0, un fluido perfecto (es decir, con conductividad
térmica y viscosidad nulas) estatico, en dos estados uniformes diferentes,
separados por una membrana. Supondremos que la discontinuidad ini-
cial se sitia en g = 0.5, y que el gas a mayor presion esta a la izquierda
de dicha discontinuidad, ocupando la region 0 < z < 0.5. Ent =0
se elimina la membrana. La evolucién posterior es cualitativamente la
misma para flujos newtonianos o relativistas. Conforme transcurre el
tiempo, el estado del gas es autosemejante, dependiendo de la variable
§ = =5 y estd compuesto por cinco regiones. La Figura 1 muestra
un esquema tipico (para las condiciones iniciales expuestas mds arriba)
para el estado del gas en un instante de tiempo posterior a ¢t = 0 junto
con un diagrama z — ¢ en el que aparece la evolucidn de las diferentes
regiones (numeradas de 1 a 5).

La regién 1 es el estado que inicialmente se situaba a la izquierda de
zo. Su frontera derecha se mueve con velocidad §; (< 0) y se encuentra
en z, = zg + £1t.

La regién 2 es una rarefaccién. En ella, el fluido se mueve hacia la
derecha con velocidad v = v2(£). La densidad y la presién en esta region
vienen dadas por: pg = po2(§), p = p2(£). La frontera derecha se sitia
en z9 = zg + &at.

Las regiones 3 y 4 son dos estados constantes separados por una
discontinuidad de contacto en z3 = zg + £3t. El limite derecho de la
region 4 lo constituye la onda de choque que se mueve hacia la derecha
con velocidad &4. Al otro lado de dicha onda se sitia el estado que habia
inicialmente en z > zo.

Los estados 1 y 5 son los iniciales. Asi pues, lo que resta por de-
terminar son los valores de la velocidad, la presién y la densidad en las
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—J
head . toil . contad shock
of rarefaction discontinuity

Figura 0.1: Solucion esquemaitica de un problema de Riemann. El estado
inicial en 7 = 0 (figura superior) consiste es dos estados constantes, L y
Rconpi >.. ,0o. >pon,y .. = .. = 0, separados por una membrana
en xo. FEl diagrama de espacio-tiempo (figura de abajo) muestra la
evolucion del estado inicialiuna onda de choque (linea continua) y una
discontinuidad de contacto (linea de trazos) comienzan a moverse hacia
la derecha, mientras que una onda de rarefaccion (abanico de lineas
continuas) lo hace hacia la izquierda. Asi, en # > (0 aparecen cinco
estados diferentes en el flujo (figura de en medio).
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regiones 3 y 4 (constantes), las funciones v2(§), p2(§) ¥ po2(€) que de-
scriben el flujo en la region de la rarefaccion y las velocidades con que
se mueven los puntos que separan las diferentes regiones: §;, &2, &3 ¥ €4.

Las condiciones de Rankine-Hugoniot, que se verifican a través de
la discontinuidad de contacto y a través de la onda de choque, aportan
seis relaciones que pueden utilizarse para eliminar seis variables. El
resto de relaciones, como ahora veremos, provienen de la condicién de
flujo autosemejante en la regién de la rarefacciéon y las condiciones de
continuidad en el flujo en el punto que separa la rarefaccién del estado
constante a su derecha.

Las ecuaciones, en coordenadas cartesianas y simetria plana, que
gobiernan el movimiento de un fluido perfecto relativista se reducen a:

apoW + apon _

ot oz 0 (©1)
BpohW3v  B(pohW?v? +p)
d(pohW? — p)  pohW?v _
2 +—5— =0 (0.3)

(en donde todas las magnitudes tienen la definicién usual). La diltima
ecuacién expresa la conservacién de la energia o, haciendo uso de la
primera ley de la Termodindmica, la conservacion de la entropia es-
pecifica, s:

s 0s
gt- + v5; =0, (0.4)

tratindose por tanto de un fluido adiabatico.

Imponiendo el caricter autosemejante para el flujo, todas las vari-
ables que describen el fluido dependerin exclusivamente de £&. Teniendo
en cuenta que:

a 1d

%= (05)
o __t4d
5= aE (0.6)

las ecuaciones anteriores se escriben:

d
(- e)f,—‘j; + (1= )W G =0, 0.7)
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dv dp

dpoh _
(v— W =t [2W?(v - £)+£]W2pohd§ + d_f 0, (0.8)
(v—-EW2—= d;zh +[2Wi(v - &)v + l]szoh pT: + Ed—é_- =0. (0.9

Eliminando de (0.8) y (0.9) el término en iﬁg—, el sistema anterior se
escribe:

(1= OF2 + (1= v0pW?* S =0, (0.10)
(v- E)szoh%g- +(1-v¢ j—z = (0.11)

Como en el caso newtoniano, el flujo autosimilar es 1sentrop1co ,
lo que permite encontrar una relacién entre las cantidades 422 T y & d
Efectivamente, dado que la velocidad del sonido en un fluido rela.txvxsta.
se define, como ya vimos, segin:

?= (%)’, (0.12)

para un fluido como el que estamos considerando, se cumplird que:

dP 28p
P73 =c i (0.13)
Ademads, haciendo uso de la primera ley de la Termodinidmica, se tiene
que: 5
—ﬂ) =h 0.14
(apo . ’ ( )
lo que permite reescribir la expresién (0.13) en la forma:
dP &2 dpo
sh— 0.15
prinklora (0.15)

Haciendo uso de esta expresién, el sistema formado por las ecuaciones
(0.10) y (0.11), puede escribirse ahora:

(v—¢ ) 24 (1 - vf)poWg-E-zo (0.16)

!La expresién (0.4), para la conservacién de la entropia, en términos de la variable
autosemejante £, puede escribirse en la forma:

d
OF =0

lo que implica el caricter isentrépico del flujo, dado que, en general, v # §.
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(”—f)PoWzi-+(1— v€)c2 2R d”g’ 0, (017)

que tiene solucién distinta de la trivial (estados constantes) cuando:

(v - §)poW? = (1 - v€)’cIpoW?, (0.18)
lo que es equivalente a:
¢ =+ 1”_’56. (0.19)
Despejando £ se tiene: —
= TToc, (0.20)

(confrontar con Mathews, 1971). En el caso que estamos considerando,
la rarefaccién se desarrolla junto a una regién (la 1) en la que el fluido
estd en reposo (v; = 0) y se desplaza hacia la izquierda, por tanto, la
velocidad con que se mueve el punto que separa las regiones 1 y 2, que
puede obtenerse a partir de (0.20), sera:

& = —c,l (0.21)

(en donde ya se ha escogido el signo adecuado para la solucién).
Sustituyendo esta expresién para £ (0.16) se tiene que:

dpo adv _
Cs T, + poW pT: 0, (0.22)
0, equivalentemente, .
Widy = --p—’dpo (0.23)
0

(el signo — refleja el hecho de que en la rarefaccién, la velocidad del
fluido aumenta en el sentido de z crecientes, mientras que la densidad
disminuye).

Para un fluido isentrépico, la velocidad del sonido puede escribirse
como funcién exclusiva de pp, por lo que la expresiéon anterior es inte-

grable: Y
1 14+ P cy '
5 [ln 1 ‘”]w = —/m pod (0.24)

(en donde los limites inferiores de integracién se han escogido como los
valores de v y po en la regién contigua 1, desde donde se desarrolla la
rarefaccién).
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Para un fluido capaz de experimentar sélo transformaciones adiaba-
ticas, se verifica que:

p=Kp (0.25)

(transformacién politrépica con 4 igual al cociente de los calores es-
pecificos a presién y volumen constantes y K una constante), y la ve-
locidad del sonido se calcula segin:

2 = p(y — 1)

s = PO('Y _ 1) +7P. (0.26)

Teniendo en cuenta las dos 1iltimas expresiones, dos estados arbitrar-
ios del gas quedan relacionados a través de:

el 1—czl>)f¢“ 027)

Po = po1
(‘331(7 -1-c2)

(en donde, de nuevo, se ha escogido el estado 1 como el estado constante
a partir del cual se desarrolla el flujo autosemejante).
La sustitucién de la expresién anterior en la integral (0.24) lleva a

que:
1 1+ 2]V %  2dc,
; [ml_vLl _-/m — (0.28)

Una vez efectuada la integral, la velocidad del sonido puede expresarse
en funcién de v en la forma:

R M A
y Y Vi—-1=-ca \l=-v 14+n

A -1
—”'”c"(”” 1"”‘)4@“ (0.29)
ViI-1l=ca \l-v 1+1n ’

(confrontar con Liang, 1977).

La resolucién del sistema algebraico formado por las expresiones
(0.19) y (0.29) permite determinar los valores de v (y ¢,) en funcién
de z y t, en la zona de la rarefaccién (regién 2). La expresién (0.27)
da el perfil de la densidad y la ecuacién de estado, una vez conocida la
densidad, el de la presién.
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Por 1ltimo, las tres condiciones restantes las aporta el caricter con-
tinuo del flujo en el otro extremo de la regién de la rarefaccién:

p(§2) = p3, (0.30)

po(€2) = pos, (0.31)
v(€2) = va. (0.32)
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