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ADVERTENCIA

Tiempo hace que, terminado este trabajo, hubiéramos podido
publicarlo; pero la circunstancia de no exigirse esta teoria, 4 pesar
de su importancia, en ninguno de los programas de admision a
las earreras especiales, nos hizo dudar de la oportunidad de su
publicacion. Hoy que ya forma parie del programa de ingreso en
alguna de las carreras facultativas del Estado, nos apresuramos
dar Ja publicidad que merece una teoria tan importante, tan sen-
cilla y, sin embargo, tan poco generalizado su estudio en nuestro
pais.
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FACULTADES Y FACTORELAS

S Wy

IDEAS GENERALES

1.—~Cuando a la variable independiente de una funcion se la dan
valores sucesivos que se diferencian en una cantidad constante 6 -

" variable, #=£, el producto de un mimero cualquiera de los que re-

sultan para dicha funcion recibe el nombre de faculliad.
- Supongamos que 4 la variable de la funeion / () se la -:1:111 los
m.inr&s sucesivos . '

x, x==k, xt2k, IiEk x+4k..... xE(n—1)k

el P]'Dﬂ.ﬂt—t@ de los m factores - .

C Uy t(x) £ (xR i{::izk} f{-;;tgk] _____ Lt (xs EEN -
. __'_e.s una facuitad del gmdnm ) ' W, L

8i el anterior pl‘ﬂdllﬂﬁﬂ mnvﬁmmﬂs en represent&rlﬂ ahremdﬂ-

= mgnm bajo la forma Hlmh-lﬁc]ma, f lI | +ki - Pﬂdmmﬂs Fstahtecer
. cn vlrtud de este convenio la Emuaﬁmn ' e

. -
l_.n‘__ - T,

a) i E‘xi ik;“‘—f =) f{zik‘ f{xtﬂk} F (xszin;u"' k) \& & i

.y sustituir en ]{:r sucesivo la forma Ehﬁ’?lﬂdﬂ- del primer mlemhrﬂ % {0
- en lugar del valor desarrollado en el segundo. e o L

- En dicha expresion abreviada, la funeion 7 [..ﬂ: se llatna &ﬂsa.-‘

: , =k incremento v m Expunent& de la f&ﬂultad que se lee fﬂﬂﬂﬁﬂﬂr

de x incremento Xk elevada ¢ m. ,
i se nos diéra la funcion x*—3x-{-1 como b&se de una fauulta,d -

. de ineremento 41 ¥ de L:-.;pnuente 3 trnfirm;mﬂs con arreg]u ala.

formula () -
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e 118 (=1 D+ | s=(xBe1) - ((eb1)=8 (x-HD41)
((x42"—3 (x+42)+1) =x*—3x*—2x*-+9x"—2x"—3x-t-1

81 cn lugar de atribuir, como en el caso anterior, el incremento

4 la variable, lo atribuimos 4 dicha funcion, tendremos el produc-
to de los factores

f(x).}f (x)£k}- }f (x)£2k{.. ..}t (x)£(a—Dk{ 2)
Funcion esencialmente distinta de la (1), que se denomina Fge-

torela y se representa simbdlicamente bajo la forma 2 f(x) ]| xk ‘“

Conviene fijarse bien en la diversa ley de generacion que presi-
de & las funciones (1) y (2) para no confundirlas, ni pretender de-
ducir en general la (2) de la (1), lo que solo puede conseguirse en
- casos muy particulares.

La funcion (1) necesita para su desenvolvimiento una base,
funcion de una ¢ mas variables. La funcion (2} se desenvuelve
siempre, 8ea cualquiera la naturaleza de la base, ya sea esta una
- fancion f(#), ya una cantidad variable #, ya una cantidad cons-
tante ¢ que es el caso de aplicacion més general.

Desenvolviendo el ejemplo anterior con arreglo & la ley estable-
cida en {2) serd

{28341} | 1] 3=(x"—8x+1) (x*—8x-}-2) (x*—3x4-3)
=—xf—9%*} 33x*—63x5}-656x*—33x-|-6

De las consideraciones anteriores se ﬂeduﬁen lag definiciones
; Elgme]ltes

Feacultad es el producio de un nmiktmero cualguiera de los valores
conseculivos que resultan para una juncion, cuando 4 su variable
independiente se E# dan incrementos sucesivos consianies ¢ va-
rigoles.

Factorela es el producto de un nimero cualguicre de teérminos .
cansecutivos de una progresion por diferencia, cuyo primer térmi-
ne puede ser una funcion cualquiera, wna cantfidad variable 6 una
cantidad constante, pero cuya razon es constanite.

La notacion que adoptamos nos parece la més conveniente, pues
carcce de los inconvenientes de la notacion de Wronski f (z)= | +*
en la cual no se expresa cuindo el incremento debe atribuirse a
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la variable para generar una facultad, 6 cuéndo & la funcion total
para generar una factorela. .

La notacion de Wandermonde tampoco nos parece propia, pues
una factorela (@, 7) = se confundira siempre con la potencia de una
cantidad decimal; asi es que si g=2 r=>5 m=4; (2,5)' no sabemos
si representa la factorela 2. (2+8) (2+10) (2+ 15) & la potencia
2,5 2,6X2,5X2,5.

Dejando para mas adelante el ocuparnos de las facultades, toma-
remos shora en consideracion por su mayor sencillez las

FACTORELAS

9.—Segun hemos indicado ya, la expresion general de una fae-
torela, queda establecida en la ecuacion |

() j£(|=xk §==1 (). (¢ (x)xk) - (f (0)32k)..... (I (x)%=(m—1) k}
8i la funcion f (#) se reduce 4 una sola cantidad variable @ serh
(b) fx | =k fm=x.(xt k) - (x42 k).....(x=(m—1) k}

y, por iltimo, si f (¢)=e cantidad constante, tendremos
(e) la| =k} =a(axtk)- (a2k).....(a=(m—1) k).
8i la base f (z)—=23—20—5 ; m=4 : £=—=2 tendremos
(5) jxr—2x—9)|—2} = (x5—2x—5) - (¥—2x—7)- (x~2x—9).
, (:=—21-11)=1==—51=ﬂ_321ﬂ+24:ﬂ+192ﬂ+3mxﬁ_:ﬂmﬂ-14mf

—1632x54-1496x*--3811x-}-3465
que con =0 se convierta en

Lo st () (9)- (1)
con x=1 | —6|—3[*=(—0) (-9)- (—10) - (—12)=5H760
.:,' pef sucesivamente .
1 x| 1 15:1{14-1} { 1-1—21:15-1—311-1;21

gi fuera r=g==2. m-=3; E=i



R TR T R LU S P

. Las potencias, pues, son funciones que se derivan de ias facto-
. rela.s, haciendo en ellas el ineremento ==£—9.

J.—Invirtiendo el érden de factores en el desarrollo (¢) su valor .

- no se altera, _*,r tomando por base el factor {u_ m—-—]} kf, que i St

resultara el pnmem, dicha factorela quelia,r& E:.'a:pres&da tam-
bien en : :

{a::': {m—-l}kizpk;’*‘:}a:t [m—ukf- ;azb{m—-zjk; - ja:u:&;'a _-

~ siendo los segundos miembros 1gualﬂs los prn:uerus lo Eer&n tam- -

bien, luag‘a _
(d) ‘ js.l s:k(“=;at (m—1) I | :,:1:}"‘

'El desarrollo de la férmula (¢ (¢} vemos que se verifica bajo las

 mismas condiciones, sea cualguiera el signo del incremento, con

tal que el exponente sea positivo. Veamos cuando dicho exponen- +.
‘te se halle dotado de ngllﬂ negativo cué.l serf el desarrollo de la |

factorela.

Para ello de-:lumremus 1a férmula fundament&l de la te::-ria de .

las factorelas, que se obtiene de la manera siguiente:

Sea la factorela fa I +k fh en’ la que suponémos el exponente
h=m-n, y tendremos '

). fa) k)™ faxk] - a2l oo §ﬂiim—ilk;>{gaﬂ=mkg_:-- _

assmen) |- fossime k] ={a | k| |amK | k]

. cuyo ultimo valor se obtiene dando la forma de factorela & los m
. - primeros factores y 4 los n restantes, separados de los primeros
" . con el signo X que colocamos para distinguir los dos grupos de

" factores que nos conviene representar en forma abreviada.
- Por el mismo desenvolvimiento anterior obtendriamos

_{2]-7_"‘ e ;a|=|=1.:gn+ﬂj [a|=1:k|"><}a+nk|=1:kf

" . ¥ siendo 1gua.les los primeros mlembrﬂs de (1) } (2], 1o Berim iﬂﬂ- :

_Eea’undﬂﬂ, y por consiguiente . T -t e -
fﬂ*iki“*“ﬂ!ﬂlik%“‘xhimklfcki“—ialﬂi“x

| .,_: : }a:i:nk[:t_k‘l

.'
A P
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Sien [ a | :i:kf'; hacemos A=m—n, tendremos tambien m=—A-+}
#n; ¥ si desenvolvemos por la férmula antferior (¢) la factorela
a)k{"={a| =k} =}a|2k]"x{akhk | k|"y despe-
jamos las factorelas propuestas, resultara, despues de poner por
% y A-+n sus valores respectivos,
{a | £k i“‘
! az=(m—n)k | +k -

m - lalak"T=

Las fdrmu]aa e}y [ f) se cunmderan como fundamentalesen la
teoria de las faﬂtﬂrelas

Si en (/) hacemos m=n, resultard .

{al:tkf'“
ja|:i:k;“

3) . o Ja k= aif

donde vemos que la factorela de exponente cero, tiene el mismo
valor que la potencia de igual exponente.

Haciendo #—o en (¢} ¥ (), ambas se reducen 4 la Lﬂenhdad
fa |k {"={a|tk{" como debia suceder.
51 en la formula () hacemos #i=—o, obtendremos la

] L S =
[g] 3 a [ ‘—"k; ? apnk | =k ;ﬂ- (mk}{n;{n-—l]k)“.”(ﬂrzpk)

- Descomponiendo ¢l denominador de la férmula (g) segun la ex- .
presion de la formula (&), tendremos

k1 q:kl‘“—:ga$k[:|:kj“

que sustituido en (g}, dara

| S - = 1

h L a| xk

B2 s E ta | i peyEL
expresion idéntica 4 la quﬂ hubiéramos obtenido, mvlrtlendn el -

6rden de los factores en el denominador del segundo valor con-

sigmado en la fﬁrmula, (¢], poniéndolo despues bajo fcurma de fac- .
turela :

~ De las fdrmulas [.&.J ¥ { gj se deducen . -
o3 : ' : *
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(") = ja]xk] ™"} agk | 7k |"=1
8" fa ] £k{"X{aznk | k] =1

- & identificando Ia (¢') con el segundo miembro de la (¢) v deter-
minando su correspondiente primer miembro con arreglo 4 dicha
formula, sera

[g"} : {alikf'*“xga:pnk|:tk;"=ia1;|;k]—m
=gﬂ.l.ﬂ:kin—'ﬂ=f‘a] :I:kgh}(}ﬂ:l:ﬂklﬂ:kf_n=1

De la igualdad tltima, se deduce .
. " 1
i) bl |

que es la misma expresion que hubiéramos cbtenido directamente
de la (g) cambiando » en —n: luego dicha trasformacion es licita
en la {g); y como la (%) es idéntica 4 la (g) y sélo varia la forma
del denominador en el segundo miembro, se deduce que tambien
en la (%) podemos cambiar # en —n ¥ deducir la férmula

1
 asek | =k | A

Las formulas (g), (4), (), (7), sirven para trasformar las facto-
relas de exponente negativo en otras de exponente positivo, y re-

ciprocamente.
4.—Todas las férmulas anferiores se deducen de la fundamen-

tal (e¢); vamos & demostrar que dicha férmula comprende tambien

el caso en que m ¥y % tienen signo negativo.
Para demostrarlo directamente, sea m~+n=—p, y por consi-

guiente

@}

ta| k] e=ig | A

pero por la férmula (z)

o)k f—r— —*

fasok |k {P | !
en la que restableciendo por p su valor m—-#, vendra D rgef

| 1
lovi-o)____
| ':13'_ | SEC T faslmpn)k | =k |
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Trasformando el denominador de la expresion anterior, con ar-
reglo 4 la férmula (¢) tendremos

' {11 1 %
@ AalER] = ok | k| o [k | k[

1 “¢ 1
faze (mtn)k | £k{™  §agnk|=k{"

—

Trasformando los dos ultimos factores fraccionarios con arreglo
4 la férmula (g) tendremos

@) fa k] =] aznk | k{"X}a] Fk{

que es la misma expresion gue nos hubiera resultado cambiando

los signos de m y # en la formula (e).
" Por el mismo procedimiento anterior hallariamos tambien

fa | k| e agmk | k|7 fa | k|
Por consiguiente

®  falsk] i famnk | k] (e ] ki

—=laFmk | £k|7"Xja| =k {™"

que es la misma, férmula (¢} eambiando los signos de m y #.
5.—Desarrollando las factorelas segun la definicion de ellas, 6
valiéndonos de las férmulas que anteceden, obtendriamos los re-

sultados numéricos siguientes:

ek B Por la for-
.2_0‘52|1%5:Ig|lis-p::w;lzs_tg_i.g}(li1£=:24>{:33; mula (e).

[
S i21-1$5={}; Sepun lns
4.° 13} 1€;3 : 1 gt I - 1 ¢ férmulas
o BRE=-10Th ‘_"33__”_1;\: 2 {E}.:-"[ﬁ}-

-



,__.-3_" Bl e U g
1- 1 T ! Por las

. 1B 3|--1 e =
» ; - o If‘ H~—2><—11—-1’ T w5
S S I [3[—1;ﬂ=a
R LIE o
.--E : f ;5+4><—2[4; 15—41-4; Teg .
9.8 151-..4;'—’ ks e L., 3 3
o : }5-1-—4){—2]—4} 354_4;4;? ” %
1n°§-—-5|——4§" 1 ' A (P e
i i—5+——4}<:-ﬂ—4£ 3—5+4_.|4}’ =B §
) A ﬂzldii‘ TRy T L

}12+4><—5|43 112-41—4; 0

ox El caso 3 ° de Ima e;emplns anﬁermres, nos h&ﬂ{t ﬂhﬂﬂl"‘?’ﬂr que

-mempre que la base sea un miiltiplo del incremento y drndldu por - 7.

¢l sea menﬂr que el expﬂnﬂnte, la ﬁmtnrela es mﬂa- :

Eﬂ-‘:{:twamente sea

- P "-. i | -
H 5

;ak | —1:;"‘=ak(ak—k)(ak—2k) (ak-{m—}lk) e i,
H.k“‘[n.iaw-l}{a'—ﬂ}. W SN [Jkmfa1 1
' ﬁ:presmn que nos dice que siendo m}ﬂ necesar]amehte uno {ie'

.~ los factores del producte anterior serd cero, y por ::Gnmgulente
| . dicho producto lo sera tambien, SRR & I

Pero no es s6lo cero la factorela en el caso en que el mcrementn" :

es negativo, sino que lo serd tambien aunque sea positivo el incr e~
ment@ siendo la base un miltiplo de éste y negativa. i
- Luego una f.:mmrefzz es cero cuando su base es un miultiplo :ﬁel
inwmﬂ#ﬂ y tienen signo conlrario, con tal que m:'pa }r la fﬂrma
g'eneral lrle estas factnrelaﬂ es B : il



Tambien se verifican las igualdades siguientes:

: _-_ELJ_ | {d:ak[ﬂ:k{“=kﬁ‘jd:a[d:1;'=;

(L) j=a | Fak{"=xa]x]l| xk|"
3 " 2& ; kl m - o
El cociente dependera de la relacion entre los valores

s .}' por ta ﬂ.’:rmnla {e}

ol k"

de m ¥ %, asi cuando m,‘:m tal que t—=n—+k seTh

-2a|+kf‘“ §a|:|:kj"+f'
§a|:::;c| ‘ ta| k"

[a[ik; jﬁ:tnkﬁ_-k}“'
.[alik-i“

ﬁ{a—knk i-._:t.kfh-

=]ai'1_15k11=|:k[=—..'

.

i -{}'ﬁanﬁﬂ ﬁ-::n tal ﬁﬁmb w—-h=mn, tendremos

b ¢

-}a.jik{"“ - e k™ ._ 1

| { ) ia | ik§==+h_ ja|kim, fainﬂq :tkgh_ jatmk | k]

: '—**ftf-rmula{;.r )a;:tk;—“

Si en las expresiones antenres [1} :,? {2} supﬂnemua ;E._{I queda- _
ra la relacion . -

- que nos hace ver, como ya digimos anteriormente, que las poten-
© gias so0n un caso particular de las factﬂrelas en que el 111{‘:I'EIIIEEL1:G 47 i
s cero, ' - SN

3
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Pero la propiedad méas notable de las factorelas y que pone mas
‘de relieve su semejanza con las potencias, es el teorema que va-
mos a demostrar, conocido bajo la denominacion de Binomio de
‘as factorelas, que tiene respecto de éstas, la misma significacion
que el binomio de Newton, respecto de las potencias. -

6.—TroREMA.—EY desarrollo de la factorela de buse binomia

Jatb k"

- e gfectia por factorelas decrecentes del primer término y crecen-
tes del segundo, siendo los coeficientes los del desarrollo de la po-
tencia, 0 lo que es igual ~

1)

atbik ™= {alk | ™f-m fak | = | bk | 20D

2

falk ]2 bl

i m (m—1) ([m—2)..... {m—{n—lj} ] 3& I lil '",““'h |‘k£“ :
& 1.2.8.....n :

jmi—1{"
g

-----=}a!k1m+ fal k™ ib| K}

M}:*h;kg“r‘jﬁ'}k;a.... il

HEg

{niki'.":‘“}hi.i:;“

- Cuyo desarrollo se expresa de un modo méas general ¥ sencillo - -
- en el segundo miembro de la igualdad =t

n=m I n
jm | 1]

e 'h. 1{;
0 =" [Ekhi) A TYETT

o b e LA

En una palabra; el desarrollo de la factorela de un binomio, es

el mismo que el de la potencia, sustituyendo las potencias de los /.
.+ dos términos, por sus respectivas factorelas. :
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flﬂ+b|k}‘={aik;'+{h|k;‘
{ri'h Ik f *=(a—b) (a+b+lk)=a{a+k)+ab+batb(btk)=
fatx}afa k]t fo 1K) H]b 1K)’

\ fatb el =fatb | k| = atb | K} Jatbp2k | k)'=
(3] .
[ini} ™2 fa k{12 " o k] 4o | k] 2]X[atb+2k]=

={a 1 k] at2t2fa k)" fbIk{". @ti+{bi]’ 8
Halk{ ™ foed 2fancf " b k] . 0o+ fb ) k| ’*‘:""2“};

—fo ] 48fa (k] B 1] 8 0a 1 k] fo1k] b1}

~ Enlos tres casos anteriores se verifica la ley enunciada, para de-

mosirar su generalidad; bastard provar que si la ley es cierta para
el desembolvimiento de la factorela de grado m, lo serd tambien
para las de grado s--1; para ello observaremos que por la defini-
cion de factorelas 6 por la formula (e} haciendo =1 se verifica la

igualdad . :
ga_|;h|k;m+’:§a+h|kfﬁ*]a+b+mk} ..... (4)

el factor  atb-tml=(at(m—n)k)+(b4nk).....®

igualdad siempre cierta sea cualquiera el valor que demos s 2,
- sustituyendo en el segundo miembro de la (4) el de la (5) serd
jatb [ k{™'=]atb | k| } (a--(m—n)k)+}(b}nk)}]

Sustituyendo en la Esprcsinﬁ anterior por el primer facior del
segundo miembro el de la igualdad (m) tendremos

, BEEASR fm]—1]"
'}ﬂ.-‘{-’hlkf: = W

n=a

: !'.' alk z m—n } b gk{ n { {a—[—{‘m——-—n}k)—l—th'l'ﬂk} i

ke Il

m}{:;!i%j_‘; {ﬂr]kj’ m__ﬂzhikl “{H-'i_{m—j]}kjl—f'}ﬂﬂcg m:"“#b:k; ntb‘-l—]]k:}t . -. 5
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~ Pero sabemos que ) _

a1 k| "*(a-Hm—n)k)=|alk | =1 {blk | "(bnk)== | blk |+
Luegn

: TH"F':'“EE grm”in

| commno AL

fa+bk] 1aik;m+f-“|h!kz*'+2a|k;“‘“}1;-|k;*; EE]-_

Dando en el segundo miembro de esta igualdad ¢ « todos los |
valores sucesivos desde =0 hasta n=m, sumando los coeficientes
de los términos semejantes, y recordando que

| :mi—l,}'“ jm]—lf"““ "mi-—lf“ X, a‘m—|1£’£ (m—n)
A o pnge e T e

{ml~1{"a+D+{m]-1]"m-n) fm|-1}*}mf1] w1 -
Ty R BV E N T L

“8e obtendra el desenvolvimiento

B e T e I L

(m-1}m s 5 : :
__ITja_'ka z {h[kfl—l- ..... g
[m-[-l]m{m'—-l]{;:u-—-ﬂj. ...{{m—}-l—{n-—]j} ' . - "
| N R G reay LT R f“?“‘! y ik

(b k™. 8

d lo que es iéu&l
r : G -- Mg D=1 m+1 f B | n

’af.kfﬂlﬁ'—afh]k}‘."

~ Luego siel desenvolvimiento para la factorela de gruﬂu {m]} sig.ue. '
la ley indicada, esta ley se verificard tambien para la factorela de
grado m~-1. . ¥ |

Pero hemos visto en las ecuaciones (3) que esta ley se verifica b
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para las factorelas de primero, segundo y tercer grado; luego se
verificard para la de cuarto, ¥y verificindose para la de cuarto
grado, se verificard para la de quinto, ¥ asi sucesivamente. Luego
- la ley es general.
Como se vé, la formula (') es la misma férmula {m) sustitu-
yendo en ésta m—+-1 en [lugar de m. |
7.—Las fdrmulas establecidias anteriormente tienen por objeto
dar & conocer lag diferentes formas v valores que pueden afectar
las factorelas y las trasformaciones de que son susceptibles,
cuando el exponente ea entero. Pero como més adelante hemos de
tomar en consideracion el caso en que dicho exponente sea frac-

cionario, nos conviene desarrollar la factorela |a | Z£|™ en série-

funcion del incremento, pues en ella los coeficientes seran funcion
del exponente.

Desarrollando la factorela }e | 2]™ y efectuando el producto de
sus factores binomios resultara:

%a | k;“‘=a}ﬂ+k$ . 1&—{-21{; ...’n—I—{m—l}kgﬂu"—l—l a™ k-4

2
m—1
L2413+ 140 1 (m—1) 59221 2.341.244. .. 1.2im—1)] a™ 3k5-4
S e e
lZ:ﬁZZZZ'.ii'.:Z'. - (m—3) {(m—2) (m—1)
(m—2) (m—1}

+...41.2.8...(m—1)ak" "2 "4-8,a" " k4-8,2™ kM-S 2" ke,
R o

v sacando el factor @™ serd

a, . Rm—1

ta | k|™=a™]1+48, --+ -I-F-i'l; -5'“;—}---.5.1_ 2 o efee (]

En cuya expresion la suma de 168 #—1 pimeros natnrales se
representa por 8, y por 8, S;... 80— sus combinaciones de dos en
dos, de tres en tres, etc., de cuyos coeficientes nos inferesa deter- -
minar ¢l valor general, pues sicndo funciones del exponente, sea
cualquiera la naturaleza de éste, bastard introducir su valor en el
- de S5, ,...para obtener el desarrollo de la factorela.

a3



' | {1

o oee = A8

_ veamus edmo detErmmar la fnrma } el valnr de dichos coefi-
- clentes.

Hamendﬂ n=1lenla fdrmulu (e) resultaré:

Sushtuyendn en la expresmn anterior por fm | £]™ su valor de-
“ducido de la fﬂrmul& (), ¥ efectuando Ell prnducm por ﬁ—i—mﬁ ‘Een- E

dremos:

-i-ma k-{-—m&la’“ 'k*—|— .8 a.'“-“k“'*"—]- mS

. Si en la férmula (#) hacemos .-::;———:E—I—& y mulnplmamﬂa ﬂ.lIl.hUE--' )

: mlamhms por ¢ resultarsd

(3)

r . -8, ak" (a-}k)

}_ | ;ﬂki"“f' 3a|1¢§ {n.—l—mk]._a;a+k[ki’"

a’k“‘_“-l-ms

, 5 Eark e R .'.E;mﬁ.“‘““k“_"_". BT

%ﬂ'h]“k | k 1:::__& (ﬂ-“l—k} -15,.a. ]i..LH.-]-]{ﬁ”_‘E okt a-Fk) ™2 ,-__

Gllj’t}ﬁ términos desenvueltos por la formula del bll‘.lﬂﬂllﬂ, y suma- "
dns ordenadamente, daran

{4) 3‘5“+kik i"ﬂ'-= m—tl—r_i_mi&r?k_l_m{n;_” Mt

" i Pem segun la 1gualdad

m (m—1) (n—2)

m—2

a . k- 2. 3.4 n k®
M (me=l)8 m (m—d). =
Balia™e o TSR
; (m—2).8,|
. m'{m—l}' (m—2) |fm—--3} M3 3
e Emamel L0/ L all
fm—1) {m—2} {m-~3) 8l/
2.3 .
(m-—?}zim—ﬂ} 8,
i (m—3). 8, n
I El‘ i

ga]k;WLagH—k;k{“
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Inego los desarrollos de estas valores expresadns en }us segund.ﬂa

miembros de las igualdades (2) y (4) seran tambien iguales, &

“ iguales por consiguiente los coeficientes de las pﬂtenc:ﬂ.s del mis-
mo grado. Luego - -

m-}-8 i_m—-l‘sl

m. S 8= —. Sia,

m Em;l}{ —nﬂ} ( m—l] (m—2).

: m'.E‘!—{_EEE' 1 2‘ 3 + I__ ] 2 v .+{m_21l SI_"I_S

- m{m—l}{m—?ﬂm-—d {m-—l}{m-..-}un -3}. (m—2)( m—E}
8,48 g ey (1 N e T i
+m—3s+s, 4" |

.................................................................

La. pnmera de estas igualdades es una identidad, y no puede

por consiguiente deducirse de ella valor alguno, pero desde la
segunda en ar]elante se deducen los 31gu1enr-es-

n m{m—-l]
S = o |
1 m{m—l}(m—f& (m—1)(m—2] T |
3_—""( 2.8 AL T ._"") S RS a9
m{m-—] (m-2)(m—3) , (m—1)(m—2(m—=3).. , (M—2)(m—3).
3( ..3.54 s i . e '-_fq'J'_ . -2 &‘)
m{m—]}{m—ﬂ}im—&{m—ﬂ {m—-l}{m——E [m—ﬂ}{m_i}
—( 2.3.45 . *. o o s
{m—a}fmwanm—dc} (m—3)(m—1) :

2.3, .”‘+ e .Sf”‘*)-

---------------------------------------------------------------------

m[m—l]{m—-ﬂ} [m—n)
n 1:-.2- -.-11+]. x -11- 2---!1 | y 1.2‘1--11“—1

Im—n-41}{m—n).

j+_..5.+* mon .

-

Lo
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Dando 4 # valores sucesivos y sustituyendo unos en otros, ob-

" tendremos los siguientes:

Valores de m

3k S
2 1 5, o’
3 8 2 B . v
4 6 11 6 oz g
D 10 abH 20 24 Tp qQ
B | 15 85 | 225 o7l 1200 % 3
i 21 175 | 35 | 1824) 1964] 720 2 g
B 28 909 | 1280 | 6769 13132] 13068 5040|__"°
0 36 546 | 45336 | 221449 67284|118124| 109584 40320
10 45 870 | 9450 | 62273 'fzaﬁattI'ﬁEﬁaﬁ 1172700 9832561362835\

Como aplicacion de las férmulas ¥ valores que acabamos de ob-
tener; sean

za | k l 3=p5-8, a*k—-S,ak?

| ségun la férmula (»); sustituyendo por 8, y 8, sus valores, que
hallaremos en el cuadro anterior {O') para el caso de m=3, sera

{a | k| =0"}3a"k}2ak?
vy si hacemos |

a—9; k=2}9 | 2]3=9°43.9".242. 9 2—1287.

la  factorela ga | k I T—a'4-8, Eﬁ k4 8,2% k24 8,.8t k¥ 8,.8%. ]::“' :
+ 8,.2%.K° - S,a.k*=a" 4 21ak +- 175a°k* + 735a'k® 4~ 16240’k

4-1764a°k*}-720ak®. con a=2 y k=1 tendriamos EE} 1}":4[‘.*‘32{)

En ¢l caso de a=1, k=1, la factorela se reduce & la suma de - los _' :

coeficientes mas 1& unidad, asi pur:s

3111 “=1+Ei+sa+ss—r—5.+m+sﬁuﬁmn

8.—Determinado ya el desarrollo de la factorela la| k]™ y el

valor de sus coeficientes en funcion del exponente #, vamos i
probar que dicho desarrollo conserva la misma forma en el caso




21

de # negativo; ¢ lo que es igual, que el valor de la factorela de
exponente negativo se obtiene cambiando m en —u en la for-
mula (7). '
. Para ello la férmula (4) nos da
ta L} : = 3 (1)
’ﬂ_]; | —k } ™ (a—k) (a—=2K)..... (a—mlk]

Si efectuamos el producto indicado en el denominador, veremos
que el primer término del cociente es ¢—™ ¥ que en todos los de-
méas disminuyen sucesivamente los exponentes de ¢ y aumentan
los de %. Para obtener el cociente seria necesario determinar los
coeficientes, que resultarian tambien efectuando la division indi-
cada; pero serid m#s sencilla su determinacion si, suponiendolos

indeterminados, empleamos el procedimiento siguiente: sea

ba | k! —m__y— LA g kBa k- Cam kR L (2)
i en la férmula (¢) hacemos m——m ¥ n=:1, resultara
(3) o | k] ==}a | k] "(a—mk)=ajatk | ki~
Multiplicando ambos miembros de la (2) pﬂ;r a—imk, tendremos
(4) falk| W{a—mkj:{a;mk} fa "+ Aa™"kA-Ba " kAT T S I |

Multiplicando tambien la ecuacion (2] por @ despues de hacer
en ambos miembros a=a+&, sera :

®  afatl] k] r=a @k AT kBt TR
+Clatk) 3k

I.os dos primeros miembros de las (4) y (5) son iguales segrun
la (3), luego los segundos miembros tambien serin iguales, luego

@  (apmk) (PAkam BRSO )

: =i i" (a-+k)""FAk [a—l—k}"“'"’-?—ﬁk‘{a—}-kj —mSs L Ok e -k) ™™ j5+.'; e {
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* Efectuando los productos indicados, desarrollando las potencias -

. de los binomivs del segundo miembro, ¢é igualando los coeficien—
tes de las potencias del mismo grado, resultaran las igualdades -

- siguientes.

ﬂ..—III —A—Im -

~ E—.ﬁ.m—_—ﬂ%ﬂ —A (m~1)+B

| c—.Bi;—_-._A ":ﬂ':_“f‘” (m+2)  m (m+1) (m-2)

: o —B(m-}+2)4C

i sl Hm{m—H] (m—-2) (m-l-:ﬂ.f]l. [(m~}-1) 4,'111-’:-25 (m+43) |

= 2.3.4 T AT 23 ) -
e g :m-_|-2:+E (m—+3) —C(m43)4D

La primera es una identidad, la segunda igualdad nos da el va-
ior de A; la tercera el de B y as{ sucesivamente. Estos valores son
los mismos que resultarin de las ecuaciones 70, cambiando en
ellas 7 en —m. - ; L ' ¢ -
- El desenvolvimiento, pues, de la factorela {a | k{™ expresado
en la serie (»), es aplicable al caso en que m es positivo ¢ nega--
tivo. Pero debemos hacer observar, que si bien en el caso de m po- -~ -
- sitivo, la férmule (n) determina exactamente el valor de la facto- - -
rela, en el caso de m negativo y entero, el segundo miembro es
- una série indefinida qne puede ser ¢ no convergente, y que no

* precisa bien el valor de la factorela; en este caso, la formula (4) de- -
termina con precision y exactitud este valor. Efectivamente; sea -
. a—9 m=—3 k=2 y si aplicamos la série (#) calculando antes los
- coeficientes, serd: T R :

.
a

- .

A 2 -_;_' I L R : 2 - P . g '1'
._;lﬁ_l | 20 T 6561 T 50019 ) | e

mientras que, apli::ﬁndn la férmula {4£), SEeTa ‘& B ; 1l A

il £ g s e P By ."-.'_1 s X /<
_;.@9.|2; = = e




~ Cuando el exponente es fraccionario, ya sea positivo 6 neg&tivu, s

la férmula (z) ed la que unicamente puede darnnﬂ el va[ur apro-
: mmad-:u de la facmrela :

© Sea mu—z*ﬁ ¥ tendremos

g

L aEe A9 k18 k' 20000000 ks )
falkf o =a |1—200 " = 40000 a® ' 53057 a]

Série que serd tanto mas cnuvergente cuanto’ ma,ym' geq, 13. di-
- ferencia a—%. - - ;

. Determinamos los valores de S .-5?' : EuStItu:r'EIlﬂ.G en las for-

' 1
mulas (O} el valor %E
-‘ilfueram_ i e B ; k= e
! 13!1‘:} =z % [ ——‘E- ;_{—EE ‘r:‘* 11}34 et ;

- -Comparando esta série con la anterior, vemos cnmpmhad;n 1o
que puede deducirse de la forma del segundo miembro de la (a),
Y es que con valores iguales de ¢ y de £, la série es tanto més

convergente, cuanto ‘menor es el valor fracmﬁnarm del expu—
nente 4. :

10.—La séme del segundﬂ micmbro de la (n) mmudn m es frﬂic-
.- cionario, puede trasformarse en otra maéas conv ergente Efechva«-_
meute. por Ia. formula(e)

.fﬂiki": 3'ﬂ+mk|-k'1"—__-§u,|1£}’: 3a+nk.1k§“‘

fal

‘Ea-hmklki"

"de donde fa|k]"=— fank 2f™

deaenmlw&nda por lEl.- fﬂrmula {ﬂr} el segund-:- i‘actnr del segundu
-~ miembro, sera: - : :

{a;k;t gaﬁ;-nkgm'l _':r;: si .
iﬂ""mk | L:{ 0 ' a+nk {a+nk]‘

| g' " kj=== +. ] @
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gérie que podemos hacer tan convergente como queramos, me-
diante el valor de la indeterminada 7. j

ai en las dos aplicaciones del parrafo anterior suponemos ¢==1
=1, y las desarrollamos por la férmula (9.), sera:

3 zllliﬂl-q—u{ﬁl

i1|1¢"5__ oo 3 1 83 .1
214_":511 N | 200 1an 40000  (14n)*
it ks 1
E3 24000000 " ad (1+m)° LTI l (1)

el e
+7 | 11“ | 3 1+n 128  (1-+n)®

o 1
+ 1022 (L+n)? EiRalal S

_ Para determinar el valor de #, procuraremos, siempre que s€a |
pogible, darle un valor entero tal, que haga entero tambien el fac-

tor (a{-nk™ en las factorelas (1) ¥ (2); bastars hacer {l+n}?’am—-2

—3=—4.....en la primera, ¥ {l—i—n}“’[f:ﬂﬂ:zﬁ ..... en la segunda,
gegun el mayor ¢ menor grado de convergencia gque se guiera dar
| : .

4 la serie, y si hacemos (14-n} 12 =3; n—31"_1—=59048; tambien
haciendo {1+D}'II=3, serd a==%8; valores que sustituidos en las (1)
y (2}, nos darian el valor numérico aproximado de sus regpectivas

factorelas. ' ;
11.—Cuando % sea negativo y m fraccionario, el factor (a+n&)™
- en el segundo miembro de la férmula (g), sera imaginario, si se

i R ] 1 : J |

verifica que a<nf, y m=—-5—6n que el denominador del valor

fraccionario de 7 €s un NUmero Par. ; oW
Tambien en el caso de ¢ negativo sera imaginario dicho factor,

si t es negativo 4 siel valor absoluto de ¢=>n#&, aun cuando sea

B : ] : ¥ = . : l 5
K positivo, contando siempre con la condicion de #=— 1
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Cuando el ecaricter imaginario del factor {g+nk)~ proviene de
ser £ negativo, se puede hacer desaparecer dicho caricter con
solo dar & # un valor negativo.

. La forma que en este caso tomaré la (¢) serd, haciendo A=—=%
¥ n=—%n ‘

Ya | —k | "(a+nk)™ g 1

S . I ;
=] f a—mic | —k | (+ Camk T (auk)

—k° (—kjp
S '

Pero gegun la férmula (4)
1 1

fa]—k| == vk fwl” 7 Ja—mk | —k] 7= Fo— @1k 1 k] "

cuyos valores sustituidos en la férmula anterior dardn:

?a—{m;l}k | k{ % (adnk)”

k k*
ir! _k]“‘_= =a+k | l:f“ ll_si a~-nk HS, (a+nk)*
ks
ey ' » vIX)

En cuya férmula sélo debemos sustituir el valor absoluto de
% ¥ & por haberse tomado ya en consideracion el signo negativo
~ de ambos valores.

8 ok 13
Sean las dos factorelas {1 |—1}* y {11—1{* y sustituyendo
en la formula (7) tendremos: -

r .'
" (14nje {1__ 9 Lol % 183
200  1+n ' 40000

T L ) L
11| 1;— 121-1*;.“

g 53057 @ 1 l




e para obtener los valores ﬂ.];ITD:'ilﬂ‘lEl.{lElE de las factorelas,

25'__ :

AR TR IR L e AR ) (1 Lo T
i ﬁzllgl 1= T
5 1 .. i
— i T T

Determmemﬂa n y hagﬂmns (1) “o=2 de donde ﬂ=2‘“¥1

'-—11}23 para la primers, ¥ [1—+~ﬂ] +=3" ?a,_S pam. la segunda, ¥
sushtpyendo, seTh

5_111; . !1024]_1]5' |

tl_ . D
321_1%’?]' U Tooon<1024

R AT
e - - ‘+l
CTTT400000<(1024,F | 24.10°.{1024) |

.I#-iliﬂ { .1 . .1 L ]

?Ellig = Tfﬂi_ 12‘5 Sl 1[1‘31'729

" En cuyas ezpresmnes basta ejecutar las operaciones indicadas... - ...

192.—Cuando el cardicter imaginario del factor (@a+nk)™,en 1a

3 ﬂf-rmula {g), no praviene de ser % negativo, sino de ser negativala. .
- base de la factorela; entonces 'deberemos aplicar la misma formu-
la (g), si €l incremento €3 positivo, ¢ la formula () sl es negatwt}

' Uamhiandﬂ en dmhas formulas @ en —a,, tendremos

QYRR k Ve | =
11311;.—-3 k; il+5‘ uk + . {uk-_-a]! by

,—alki_




©om

& jk—a-v-nklki (nk—a)™ N k*
@ =ik |2 fk—a[k|". P8 s+
ks
e O }

Hagamos algunas aplicaciones de estas dos tdltimas férmulas. -
Sea B : | S ]

;j—lfli n—l]i:. "1 1 1 1 ’i .1 ' ;

f—_lll = L 1)1}® (1"'T'::-:':n—1+1:23(u—-1]_*_1'5':#-‘4’Eﬂ-l}“= )
L =111} a5 9 1 ¢xr 193 L

f-111] = 111 (IIH 200 a1 1740000 ' a—l)r

) . .
© 24000000  (n—1)° )':2}

Para determinar el valor de 2 Y que este sea entero, lo debe ser
' ] g -1

necesariamente la expresion (z—1)=en la (1), 6 {n—l} e en la [E]

.y en general el faetc-r {a+m§} pues si {:z-;—#aé}z-a- con mMayor ra-

* zon seria # fraceionario; haframns, pues, enla (1} (n—1) * 41
sera #==2; con cuyo valor de # y en virtud de la férmula [J}

parr. (5), sers J—1] 1{*=0. y por Gunﬂlgulﬁnta %—-1 l 11““_—,. <IN

lo mismo la §—1 f 1] ol

. ; il ) . . . g ;. .
8 hiniemmns (#—1} * =1., con mayor razon serian cero las fac-
torelas lndlﬂadﬂs,}_:lﬂr ser siempre cero el factor j—1 | 1 i : solo can

}n-—l# —=0. de donde n—1, :m no seria cero el factor lﬂdlﬂ‘ld{}, |

.- pero entonees lo seria el [ﬂ—l) o (11— ) . Luego las dﬂs facture»

S la.s anteriores son nulas.
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Se coneibe perfectamente, que dependiendo las formulas () ¥ (€),

" de factorelas que en numerador y denominador, pueden reducirae

b cero.

- Los valores de dichas férmulas podran seT ﬂ,—%—, 6 oo, cuando

los valores numéricos, en los casos particulares, satisfagan en el
numerador, en el denominador, 6 en ambos términos, las condi-
ciones establecidas en el parrafo () al deducir la férmula (7).

. L
gea la factorela | —1i2} = 3_11[21 ~igar=-l) ‘1__51
1—1|2{"

-porque el denominador es cero sea cualquiera el valor de 2.

} 1 llﬂ (3} | |

Sea la §—311{ * {811 (03 U'S‘]:]ai"‘_'“”]:% (4)
f1—31}" - -

Pues si {ﬂ-—ﬂ};ﬂ*, n—=3 y el denominador es cero, y como fam-

bien lo es un factor del numerador, (n—3) _:‘,maulta. que, paraeste

2 i
caso, la factorela e85 8l [n.—3]; 1. 2. 3... se reduce & cero la

taotorels del mumerador |—3]1{" y con mayor razon la del

denominador; luego en todos los valores de # correspondientes
] ;

0 :
& (n—3) ~entero, s e el valor de la factorela.

Si didramos & n valores enteros, menores que el #=3 obtenido

t

por la condicion (n—:}}:‘.ﬂ y tales como #=2, n==1, n=0, resulta-
ria la factorela imaginaria ¢ infinita. -

Sea la factorela |
+ 3| ( (7 _3]% T
- Ed 7{ "o _NBAN
i J I I1'i . z %—-1-‘3 I Tl n (1+Ei | —_1 "-I_EI: {1]1.—1']! )
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Para determinar # v que su valor sea entero, 4 la vez que el

: £ : .

factor (Yn—3)5 ; es necesario dar 4 # un valor tal, que haga 4 la
base Ta—3 igual 4 la quinta potencia de un niimero entero y por
consiguiente debemos resolver la indeterminada 7a—3=a®. de

5
donde f=—=— ,;I—E

, que con z=2 da4 n=>5, y sustituyendo, sera
A4
(Tn—3) 5 =16, y por consiguiente

I—-'*El'?li"- i—317}"18
-1

i ks
(l-I—EI T_]“S:I; TR ) {5‘:.
8i fuera

4 4
28 8} (1_|_s,.ﬂ'ir 85 :],_;_ ..... ) ®

.,_

= = .7—37]"

x™-§3
g

Tn—3—=x";n= que ¢on x=4 da n=2741.

El factor de la série, en el segundo miembro de la (5], sera

—3.4.11.18.25.24.5°
13.48.84.113.183

" Para las aplicaciones de la férmula (1), sean las mismas factore-

lag de los casos anferiores, suponiendo negativo el ineremento, y
tendremos

l _i T

;._1;_.1 = o m,}“n—l; = o (§;—1—2}=0(0);

: ¥ |—31|'1 15 16
|—81—1] =00 (10); | —3I7]= fanf’ (1+:11..m . ){11}

13. En las aplicaciones antericres hemos desarrollado varias
factorelas de base fraceionaria, empleando para ello el procedi-
miento indicado por la definicion general. Pero podemos obiener
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una férmula muy sencilla, para trasfurmarlas en otra de base ,
' entera. Sea

ks +k><h+zk> (et e

= fﬂ-lbkg“‘
- L ihm -

_E‘EJ} [Lg

'&i una factorela se multiplica por la potencia de un nimero

| cu:,ru exponente sea igual al de la fa,ctﬂrela., pudremua eshahlea&r F
la igualdad :

(%) hmlia|k}2]'ﬂhlhkzm

" La férmula anterior, si hacemos en ella ﬁ=-;— y despejamos

fa|k{™, dard -3 -
. J'.'l Ir i
@) :;u:; lli_.}.
Expremun que gdlo sera 1magmana. en el caso de ger g neg'atwu
1
y fraccionario de la forma —— Sho

14,—8i en la igualdad.-

(L) I-:: | 1{} "™ —¢ (e-k) (c-[—?k]”..l. 1c+[m—~—-—l} Li

- gue es fundamental, segun la definicion de fauturela, hacemos

c—=a.b.d. resultara ,
(x}) jabd]|k] m_ahdguud+k; {ahd—pk; ..... 3abd+m—1} k|

que es la expresion de una fﬂﬂtﬂl‘ﬂlﬂ, cuya hase es el producto de '
~ varios factores. ' : :

El producto de las tres ecuaciones mgmeutea

L gerad

@ el mmafetk] farok] e fatmen ]

o R ib | k| ‘".._b5b+l-r’ jh—wkg ..... < {b(m—1) k|

(4) gd|1,(m_d§d+kg 5a+2kg ..... {d-—|-|~m-r-1} k{
;a|1.g'“ gh:L’m }du,:%'" --&.h.d.m—l—-k}{h-l—k} {ﬂ-|-1u....'.l

ga-l-{m—]}H }b-l-{m—]}L; ;d-}-{mr—l Lg
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. Comparando los segundos miembros de las ecuaciones (5) y (') *
8e verd que sea cualquiera el valor que se atribuya al incremento .

£ al exponente m v 4 los factores @, 4, 4, se verifican siempre las
inecuaciones siguientes: T i :

(a-+k) (b-+k) (3+k> abd+tk

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii LR N R S

Lueéﬁhl segundo miembro de la ecuacion (5), mayor que el
* de la ecuacion (x'); luego se verificard necesariamente la in-

' ecuacion

| {;t”]; gaiki? [hfﬂ? f*il.!%f?b'gﬁhdlkfm_qué ﬁ;}s'djcﬂ qﬁg: |

- Le faclorela cuya base es el producto de varios Jactores, es. me-
" mor gue el producio de las factorelas formadas con cada wno de los |
. que Jorman dicka base. g o - o v
-; .. . Luego la factorela de un producto, no es igual al producto de
" las factorelas. Insistimos sobre esta cuestion, porque como vere-
mos enseguida el error de suponer cierta la igualdad

| fa 1k ? {b1kf ™ fd|k)m fabd | k}m
- han conducido al absurdo signiente: .

fal kf'é““a |:_nicg“-[k}2“a|'k}_f“ | mkf’_‘

HDT_EII{:.EﬂE- asf con las fwiﬁad&s, en lag cuales, como veremos

.. despues, se verifica que la ‘facultad de una base compuesta del .
- producto de varias funciones, es igual al producto de las faculta- -
~ des que tienen por base cada una de dichas funciones, los expo-

~_nentes ¢ incrementos siendo iguales. 2

.. El cociente de dos factorelas se deduce de la férmula (e} enla

_ que haciendo m+n=4/4 resultardn para el cociente de dos factore- - *

- -las de la misma base é igual incremento las siguientes férmulas:
I 2| *k { » ;

e

fa|xk!h ~an
!ﬂli i,“.:“':l:]:ﬂkiikfij--n* E:];

. [EI};.?EI—:':E; =

fal=k]" e ‘

._--___';ﬂ|'Ik‘ih N .ik ) J 5 1 | .E, [7
. lﬂiﬂkliki“‘“_!&] ;.'“{E“"’,haii];gh—'Iui-ﬂk]iggh—ﬂ"'”f ‘} ;




.
Las potencias y raices de ]as factorelas se obtienen multiplican-

do lag potencias y raices de sus factores.
El logaritmo de una factorela es:

| "—Log. a-+Log. (K}t . -Log: (s=(m~1) k)

............. oo (a{m—1) k).
x). ©

(z'") Log. jal| =k

La factorela |a | k] ™=ala-tk).
<latmk) (2@ k). (a-@o—D)

iiiiiiiiiiiiiiiiiii

Adoptando la notacion por factorelas en cada una de las lineas

horizontales resultaré

o ™ ok} farbaukie] faomcic]” o fapmin—iele] )

Adoptando la misma notacion en cads una de las columnas ver-
ticales tendremos tambien

falk} = ;aqui 1 a-Hkimk | * § a--2k|mlk {m—i-(m--nk;mk}‘f (8)
- de duvyas dos igualdades resulia. | |

@) faik]= tak|’ za-l-_m.k;kg LI ju'-l-m:n-;-l}ku;g v

—Salmk " fatkimk| ...os b (m—1)klmk &7

No siendo la factorela de un producto jgual al producto de las
factorelas, no podemos expresar 10s desenvolvimientos de la formu-

. 1a anterior bajo la forma
#° Haimkgﬂkkm.:‘[g} el primero, ni | jalk] mIﬁk‘".;. (10) el segundo,

pfﬁr consiguiente niuguﬁa de estas expresiones puede ser igunal & =
la ja|k|". Véase lanota (4) 8l fin de este cuaderno. '-




'15.—-Terminaremos la teorfa de las factorelas, resolviendo un
~problema de sumo interds é inverso del que se resuelve por la fér-

-~ mula (). Dieha férmula tiene por objeto, dades los elementos que

constituyen una factorela, desarrollarla ¥ determinar su valor -
numérico; de modo que si representamos este por 4 tendremos
C{al k; NI} f |
Pues por med o de la ecuacion (1) podemos determinar uno'de
- los elementos que constituyen dicha i'aa:r.l:n:-wela.J+ dados los otros dos
¥ el valor numérico de ella.

- Cuando el elemento desconocido es la base, su determinacion
cﬂnantuye un problems, que es respecto 4 lag factorelas lo que la
extraccion de raices respecto de las potencias, y sé denomina ex-
traccion de bases de las factorelas, que indicaremos con el mismo
signo radical, estableciendo la sigiiente identidad:

S o gries
@ U/ Talkr =

en el indice del radical consignamos tambien el incremento, pues
.. 8i sdlo constara el indice =, se m}nfundirm la mdmacmn con la
~ extraccion de raices.’ |

- De la identidad anterior se deduce, que si en la igualdad { 1) ex-
| traemns las bases de ambos miembros, se tendra:

i ¢ mik
cuya ecuacion indica el pmhlﬂma i;ue. tratamos de resolver. ;
Sea, pues, A el valor numérico de una factorela de exponente

- € incremento £ conocidos, ¥ cuya hase & QUEremaos determmar
i Begun la fljrmula {ﬂ} tendremos -

m—2

’ ﬂm{-x-j'ks-xq.s kx't E g AT LR

en ciiya-, ecuacion son hﬂnaﬂi{iﬂs por las férmulas (o), los coeficien-

-tes S, 5. ... ., puesto que es conocido s, tambien son conocidos

Hy J'f_" luego resolviendo la ecuacion numérica =l grado m, ci-

frada en la anferior, determinaremos los m valores que pueden ser- .

- vir de base 4 las factorelas que, con el expunente mv el ] m-:::remeu- j
-_tt:- k, tleuen el mlsmﬂ vamr F 2 - : : -

=

.'I'E-
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.' Propongimonos determinar la base de una factorela de valor
~ H=10, siendo m=2y K=3; y llamando & 4 la base, tendremos

{: |3 } 1 —xt 1 8§ . Gx=10 §,=1 luego x%-}-8x—10=0 de donde x=2; 1=—>2
por consiguiente

{213]2=|-513{"=10

Sea H=—3; m=8; k=—2 {x|—2| bmx34- S, X —2. X0+ B, 4. x=—3

S,=3; 82

la ecuacion por consiguiente seré x5 —6x 4-8x=—3, cuyas rai-
ces son

_ I_Eﬁ:tf 13
T

Por consiguiente satisfacen las condiciones del problema las tres
raices anteriores, que determinan las tres factorelas iguales:

3] —2} 3—-!{3'*':?3] EEi—%B-:ﬁ]fﬂ il

cuyo resultado podemos comprobar desenvolviendo dichas facto-
relas v determinando su valor numeérico. _ _

Guando el signo del exponente que se nos, da conocido es nega-
tivo, ya no podemos hacer uso de la férmula (n), pues en esie caso
es indefinido el nimero de términos del desenvolvimiento de la fac-
torela; pero por medio de la f6rmula {4) obtendremos la base con la
misma sencillez que en el caso anterior. :

Supongamos que se quiere determinar la base de una factorela |
cuyo valor es H=5.; &=3, m—=—2. y tendremos en virtud de la
" formula (4);

t:nﬂ:a;'l‘ LSNAT §: o) et -
~ [=—81-8]" o 8 | Bt

5x3—45x--80=0.; X= V25 45:7V5

.

10 10
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Si queremos comprobar este resultado tendremos:

¥

3} —3

3 as4vs T 1

| 3(== g
10 (a5 +7V5
10

segun la férmula (%); de modo que desenvolviendo la segunda
expresion sera: :
1 _ 1 Y
b a5+7vs” ' 15eE wEs
ST Ea R

que es efectivamente el valor de la factorela dada. El mismo re-
sultado obtendriamos con el otro valor de z.
Podemos, pues, establecer la igualdad.

45-+7V5 { FLW, 17/ S
z 0| 3} o 13"
Si fuera H= :5 ; M=~—3; k——4 tendriamos: {fﬁrmu]a; %)
- 1 1 - 1
lxl_ﬂ fI—HI-if’ T XAz 178x+384 45

de donde 2*+242*+-1762+330=0. que tiene laé rajces siguientes;

e gid 21:1:;’—11. \

5

por consiguiente iguales las tres factorelas siguientes: .

Guya igualdad de valores se puede uumpmha.r como en ios
casos anteriores,



J—E | xg . resultard .

‘mer miembro por la f{&rmula (ﬂ}, seré. lﬂ“m—‘?'ﬁ;z:-{—l?a::a, puestu_
- que §=3; §—==2. - '

| -Elgul.ent& i
._cmn 2m‘+115¢’+18¢+3—ﬂ cuyas tres rai-:e son

Y pnr cnnmgmente 1ﬂ-uales las faetnreias qua resulta.n eon lna trea
" valores de 2. -

Cuando el expi:-nénte es nega.'l:rm, no ﬂesarmllamns pur 13 férmu« ! -' 5
}a (%), sino que tambien empleamos la f-:f-rmula {ﬁr}, L_:ﬂmu la et~ :

LREY Phde a ek '-‘ﬁx‘—ﬁﬁx‘—l-l.}ﬂi—ll"!'—ﬂ sy | g ¥ 05
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_ Cuandu el incremento es ﬂ.EEGl}Hﬂmﬂﬂ, EI mismo PTﬂEEdlmlentﬂ e
empleado en el caso anterior nos determina su valor. Sea H=10,

G=—by m=2Y das&nwlﬂend:}, por la fﬁrmula (n), 1a _fauts?rela.

[—5]*+51.-5 x2=10-6 255 =10; :q_a

' Sea H 1!] ex-——r{: m=3; 2-—-:| xg’—-l{} j’ desarmllandﬂ el pnv-

| o5 R .
. Las dos raiﬁes de la a-::uanmu son, pues, =3y T I con-

'f"" i—ﬁ|3;~%~5l-+:“"_‘i°ﬁ__.“."

- 8i tuﬂémmus g=3, -mmii Hmﬁ |‘i | 1‘ "'—94 - fesultﬁ.riu 1, l?ﬁ‘lli— 2

1] [
. i
L

2 o

|.--'

Pleamus para. determma.r mhaﬂﬂ-. g s s Ay i L
Sea Hm "E_; m-——-ﬂ n=5 F tﬂﬂﬂfﬂmﬂﬂ O e L
. i“. | . = : 1. ._.. Ein 1 g .:_q_-. -,_'.{ Ry .;'_ -:;_. .‘.: ey
R 35111 = ; de d““d“]5—1|"11‘=5
S i“ﬁ—:}——:{ : " '
Mk PP AT LA B

. S8 T i ag = el i B AN X i S
. gy -m
ﬂE-’ donde x=3; X=——p que H’&tlsfﬂ.ﬂﬁﬂ 18 ﬁuﬁstmn. 3 & SRS
. r-rl r{ I-:- 1: o 3 :: F i ot = .: -"-. .' - ._.. --‘: o4 -

':

d o Bl qulsléramns dﬂtﬁt‘l‘ﬂlﬂﬂr el ezp::mente, tendnamas que valerﬂ- -

nns de un metodo puramente prﬁcmﬂn, fuuda.du en la n&turaieza

Ilﬂ lﬂ-ﬂ fﬂﬂtﬂl‘&lﬂ-ﬂ.. I R L e W3
¥ i i % .h;-"l E AL uﬁ i _,
£ ~,= . X R :' i’ .nir % & .

H . v H ‘-II O _. & ;;



ave S

-
.
-.""1. P om

- Y

: ;'m l_

- 105 |_ | 1. et .‘ T ;

 Sea ] al|k E *=H ; y es evidente que pa.i'ﬂ-, ser cierta esta igualdad -
habra de ser & 1ﬂ-ua1 4 un nﬂmem exacto da factores, de la for. .

. Inag {a—l—fn} f&ul—ﬂ.é} .....

- Luego si dividimos & por &, el cociente por ¢4, y asf sucesi-
vamente y llegamos &4 un cociente exacto igual 4 la unidad; el nv-

mero de divisiones que se hayan pudi’d-:} efectuar determina el va-
l'lJI' de - M - '

Sea a=3, k=1 H—*EE:ED y [311[ _252-}_3 {34-1: “..—.3_.4.5'.-.!..

211} 2 -
424 6

Luego %ﬂﬁ:&ﬁ.ﬁ.i."?.:fﬂi 11% luego x=4

 8i tuvieramos (3 | 2= —— 1{)5 tra.afurma.ndﬂ la factnrala

- otra ti'e_exlmnente pﬂﬂiﬁvn, seria -

23131}——!:;__2:‘ EI : ;ﬂ de donde, 13—2|_21 —1[:5 u—'..l.—l _3 '. 5 ,'_3.

"I-

| . - . L e R L
il o, A At =7 Te LI o
1 - - . . r 1 I "

Luego 105=1.—1.-8.~5.~7=|{8-2 | -2 |% luego x=5 ©

.".|'| .‘:.: i

.~ l'.ll

c105):8 - B e PSSO ARG NG
= v, | IR . \ 3 L - .r . =
- e . =k - ..‘. - e g S, ek il ."'_
i - Tl '-:_- 1—--1 T F : H"' 1 T ' _" -, Lim 3 ‘. _-_j:;.
. : L 3 ﬁ . . - H o -Gl . . o I' oo - e a :
. Lk . . r_a. i . = - : ¥ <'1EE| " . . =
A e _-._-.. SR .'. j{'_ e BT . ] + = 3 C [ i _".':I r =0 .'..- :- R ._|.

: .: ks entero para el exponente, determinaremos eI valorde e&te pur me- _' s
dm tie lu. ftfrrmula (ﬂ} ol w3 o -

-

e
Cuando por el procedimientd anterior no obternemos un valor 1
- 1
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" Bea- 11312} 17139 148

i llg—i—s (-— ':i— ;

x 17
de donde 13 = 5 T
1+E41§+5='(*i§) e

Llamemos N al valor numérico del denominador, que podemos

obtener determinando &, S - ... .y tomando los logaritmos y
: Log 17—Log N '
despejando ¢ sera 2= Log. 13,

Expresion que nos daré el valor aproximado de 2.

Las factorelas se prestan &4 un gran mimero de frasformaciones
que pueden determinarse en cada caso particular, mediante las for-
mulas ya establecidas, y su notacion facilita de una manera nota-
ble la representacion de algunas funciones; asi tenemos

= fm

(at) = 3 T a by tambien (atbi-ct...k)
m S |
faid a“h?u'f.ﬁ..kl

{1|1;*=IL FLTAER i)y f T pr)h

. FACULTADES

1

16. Las facultades toman diversas denominaciones segun la
naturaleza del exponente y el incremento. Cuando estas son can--
tidades constantes, la facultad se llama Algoritmice 0 Numérica, y
cunando dichos elementos son funciones de una variable, entunﬂas
se uamu E’mpoﬂencml Tal sucede 4 la

8i la funmnn que constituye la base es algehréma, Ia facultad
sera algebréma, ¥ trascendente gi 1o es la base.
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Las facultades numéricas 6 algoritmicas, que son las de que va-
mos & ocuparnos con toda Ia brevedad posible, ya hemos dicho
(parrafo 1.°) que se expresan en

@ F x|k =F (x). F (x+k). F {x-+2k)..... F (z4(m—1)k)

y si tomamos por base el ltimo factor, es evidente que tendremos
tambien

F{x+(m—38)k)..... Flx-+k). F(x

Los segundos miembros son iguales, luego los primeros lo se-
rdn, y por consiguiente

(@) Fix | k)= F(x-Hm—1)k | —k)"
8i el exponente de la facultad fuese m=—n-7% tendriamos
(4) F(x|WZF (x| KT F (). F(@+k).oeennonoo.. F (x-@—1) k) X
¥ F (x~+1k). F (x+(n+1) k)... F(x-+(n-+h—1) k)

v adoptando la notacion per facultades en cada una de las dos
lineas de factores del segundo miembro, resultara

) F(x|k)""=F (x—k)! F(x+nk]k"

Puesto que F (x | k}""""'=F (x | k}"“; ¥y dicho segundo miem-
- bro, por la formula anterior se descompone en (b)

F(x|n)""=F (x| k)» F(x+hk | k)" resultars
{u?} F(x|k)"™=F (x| k) F (x+ak | k)! =F(z|k"F (x+hk|L?

Despejando en la (5) el primer factor del segundo miembro re-
sultara : :

n_- F {I l k:ln-—l—h
O S e
. guiente a=m—4%f.

que por ser m=n-+A% y por consi~
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reaultérﬁ, ﬂust'itu}*en'dil en la fﬁrmula. anterior, B
. ] : . .

0 Flx k= FaE
: 2 ¥ - P(xH{m—hk | X)®

_y si en la ecuacion anterior hacemos m=A4, resultaré

% _ e F' -km - & .';'n

Lo que nos dice que en las facultades como en las factorelas 3 en -
las potencias, el exponente cero reduce su valor & la unidad. '
Haciendo m==0 en la ccuacion [ /') resultaré

€ P 1k=

F (x—hk | k]

17. La facultad, nu}r:a base es el producto de dos funciones de
la misma variable, se desarrolla con la mayor sencillez, como se
~ ve en la ecuacion signiente: ' =

iRy |;1|k}Il;—;f(xj.t_'{x'}.ffﬁ+k}.'ﬂ:1—|-kj ..... R

f (x-Hm—D) X)" . # (x-Hlm—1) k)=t (x} f(etK). .. ..

e ot (xhm—D)k) . ¥ AR R f*{-.;+{ﬁ:'—1j k)=t (x | K7 ¢ (x| k™

| Lu&gﬂr-: £ = % B
(¥7). il K2 | )| =t (x [ K™ £ "

gi fuera mayor el nimero de funciones que componen la base de
la facultad, haciendo la misma descomposicion demostrariamos la.

~ misma propiedad que demuestra la (z'7) para la base de dos fun- 3

i

ciones; por consiguiente, podemos establecer la siguiente impor-.-
tantisima propiedad de las facultades. : i A1

- La facultad, cuya base la componen el ﬁ?'éﬁﬁﬂfﬂ. de wn nﬂﬁ&a J;
. cualquiera de Junciones, €s igual al procucto de las facultades .. =

'_ que tienen por base cada una de dichas funciones, sienda el incre-
. anento y el exponente iguales d los de la Saculted dada. - . o

PR k
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O de un modo méAs breve

La facullad de un producto es igual al producto de las facul-
tades.

Propiedad exclusivamente peculiar de las facultadés ¥ que no se
verifica para las factorelas, como ya hemos demostrado en el par-

rafo (14] inecuacion (X™), y que expresaremos en general por me-
dio de la ecuacion

{(x7) (x| R} A% [ R Ay(x | K)o (xik) | =1, x 1K) 4ix]k)™ L (x |

18. La facultad /(2 | £)= puede desenvolverse de la manera
siguiente:

f(x | k)=t () A eennnnn. oo (2Hm—1)k) |
f (x-+mk). {{x(m41)k)... § (x42m—1)k) My
f (:—[—mk[n—l}}-f(1+mkl[n—1}—l-k)...i{::—l—mk{n«—l}-[—{m—l}k)

Dando la notacion de facultad & cada una de las lineas horizon-
. tales del desarroilo anterior, sera '

f(x | k)™=—f(x | k)® f(x+mk [ )™ ..... f (x+m(n—1)k | B s (8)

Pero la facultad de un producto es igual al producto de las facul-

tades de sus factores; luego por la férmula (7} del parrafo an-
terior. Ly

Eix | K)™ ==} (x | ). (x4-mk | K)..... f (x+-m{n—Ljk | k)= (@

Las bases de las facultades incluidas entre corchetes en el segun-
do miembro, constituyen el desarrollo de la facultad # (z | mk)e

Luego dicho segundo miembro (ecuacion 3), representa el des-
envolvimiento de la facultad, de una facultad; la primera de in-
cremento mAi y exponente %, ¥ la segunda de incremento £ ¥ ex-
ponente s; por consiguiente podemos tambien expresar el segun-
do miembro de la (3) bajo la forma

f{1|k}mﬁ: Hxik). flxtmk|k).. ,f(:.-.+m=:n—~1nc'_1:} ("=t ximk ] k] =1 (v)
' s L] | L+



 de las hases de varias facultades.

' verlas, bastaran las consideraciones siguientes. Sea la facultad = *
(x| )=t (%).1 (x4K)-2 (x4-2K). ... .8(x-(m—Dk) (& Al

" cada una de las fanciones que constijuyen el segundo miembro, el -

" to, segun la proposicion del parrafo anterior, cifrada en la ecua- . .

' * facultad de grado @ & incremento 4 del primer miembro para re- “

‘luego su producto constituye tambien la facultad /(x| &)® por
_ consiguiente la igualdad (4) puede escribirse bajo la forma

(x| k)™= [ f(x {mk).f{x-+k]mk)...f (x4 {m—1)k|mk) { "=f(xlk {™mk )

8 todavia qﬁiéiéramna que cada una de. las” facultades del se- t

. cremento p ¥ exponente g,
. Preaaria, por

8i en el segundo miembro de la (1) damos la notacion de facul- "
tad & los productos que resultan en cada columna, tendremos

f(x | k)™ =]tz ]mk)"f (x+k|mk)..... f (x4{m—1 k | mk)" - -
:g{ (x| mk).f {1+k | mk).....f(x4{m—1)k | mk} 4 o {'4}'--
El prudﬁt:tn comprendido entre corchetes en el uiitiﬁm valor, es el '

Dichas bases son f (x) f (x+k) f (+2k}. . . .. f(ﬂ-tm'—lj k)

s

De las (v) y (»') se deduce
;(:fkmzi}ﬂmkj“]ktm=flx,1k;"‘|mk}" (A}

Para justificar las ecuaciones (v) y (v'), generalizarlas y desenvol-

&=

Si determinamos la faculfad de exponente 76 incremento 4'de
producto de dichas facultades sera igrnal & la facultad del prodoc-

cion {"'). Pero como el producto de los factores del segundo - o
miembro de la [5), lo representa el primero, habremos de tomar la_
presentar el producto de las facultades del segundo. Luego .~ - - 7 %"
£ Geriyih Pty by febRiiby - S(xHmsTkm)® ©

= (1 dad,

fueran & su vez bases de otras facultades de in-% &
el producto de dichas facultades, se ex- . &
la facuitad de incremento 2 y exponente g del primer - %

gundo miembro,

b DU
& s A P I SR

e " Tl R e RN i N
o . L] 7 3 iRt " o "!l sl 9.9 a5 i_'_--‘. - e LI T 2

. oy e s v B Ty Lt et bt L LT, R
= - B . . - i r - L] " - T, -

. v 'r'- . . = - i o . T T Ty B g i L S ; e e
E = % . . - 5 - - o
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G
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- miembro de la (6), que es la que representa el producto de las fa-
cultades que deben servir de base 4 las que nuevamente se quie-
ren gﬂnerar* pm* m}nsiguiente seria

1{”1:; Jh; Tel'=t{ (x1n{"p}}.1 ‘{;+k;h1 "[p]* '

’ j{x—i-{m—ljmh; pitiaes

y asi ﬂucemvﬂmﬂnt&

Para desenvolver una expresmn de la forma f {x|k| |h{ “Ip ]
Se desenvuelve primero la facultad de # (z) con el primer incre-
mento y exponente £ y wm, en seguida cada factor del segun-
do miembro se toma por base de una nueva facultad, de incre-
mento 2 y exponente %, y su producto representa ya la expresion

fixik{™ I h!"; si cada una de las facultades del desenvolvi-

miento de esta expresion, las tomamos 4 su vez por bases de una
nueva facultad, de incremento p y expodente ¢, el producto de
las facultades asi formadas, sers el desarrollo de la expresion pro-
puesia..

Por medio de la {:ﬂ] podemos deducir tambien las (2) ¥ (4) que
no# han conducido directamente 4 la fdrmula (A4).

Bi en fix | k)»=f({x | k)= f(x+mk | k}*, hacemos h=p-q,
Serda ' .

Fix ] ™ =tz | K)® f{zmk | k)T

desarrollando el segundo factor por la misma férmu.la; (¢'}, serd
: :i{x.-i-m]r. | k) i={ (x-+-mk R (x~!m-4-p)k | k)% haciendo q=r-t.
f [1+{m+P!k I k}”"——“f { = {m4pik [ k{6 } x4 (m4p4rik | k' y

S yast sucesivamente. |
. Bustituyendo unas en otras las ecuamﬂnes antennres tendremus '

| 5{1;1-:}“*""*-'-_“-”'*~ fix | k)™ !5x+mk|kiﬂfi1+{m+pu|kf

-
- o

: s '} i§1-|-{m+p+nk;k*u. .....
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haciendo #m=—=p=r=i==. . ..., y suponiendo # el nimero de tér-

- minos sera

Hk)y™=f(xik)® f{xtmk | k]™ {]x}2mk | k{™...
£ x+m[nm1}k]k |

que es la misma ecuacion (2} de que se deduce la férmula (4); del
mismo modo se deducira la (4).

19. 8i desarrollamos una facultad segun la definicion elemen-
tal de ellas, y en el desarrollo efectuamos los productos indicados
-y las reducciones posibles, el resultado ser4 una funcion de la

misma variable que la propuesta ¥ de la misma naturaleza, aun-
que de grado distinto,

De modo que podemos establecer

f(x | k) =f(x).fx4k).(x42K)... f(z-+Hm—1k)=¢ (x} (1)

De la ecuacion {1) se origina una operacion reciproca de la an-
terior, que consiste en determinar la base 7 (), que con el incre-
mento 2 y exponente m conoeidos, produce la funcion dada o ().

Indicando tambien esta operacion por medio del signo radical,
cuyo indice contenga el exponente y el incremento, tendremos:

mlk

/O tixixd® ey B ®)

En cuya ecuacion queda planteado el problema que nos propo-

nemos resolver, que se denomina, exiraccion de bases de las fa-
culiades.

Segun la formula (4}
) xR ™=t x it | k{3

i de ambos miembros extraemos la base de la fﬂﬂlﬂtﬂd de indi-
ce m | &, resultard segun la férmula (B

m|k m ok

Vi ke b k] 4Pt {x | mk}" (O)
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Haciendo mn=1, el primero y tltimo valor de esta ecuacion dara
- la siguiente

mik X
m

Viml==1{x | mk} ".....(D)

I
cuya formula, aplicada & una funcion cualquiera y () daria

mik i

Vieml=—g jx [mk| " (@

Tal es la férmula dada por Wronski para la extraccion de bases
de las facultades. :

20. Para la mejor inteligencia de las facultades y factorelas,
vamos 4 terminar haciendo algunas consideraciones relativas 4 la
naturaleza de cada una de estas funciones, asi como tambien res-
pecto & la expresion més propia para representarlas,

Las dos expresiones / (z) |k y g7k por medio de las que se re-
presentaban las facultades y factorelas, han podido hacer creer que
entre una y otra clase de funciones existian las ::'lus relaciones si-
guientes: '

1.* Que las factorelas son un caso particular de las facultades,
en que la funcion de la base se reduce 4 una cantidad g constante.

2. Que e! caracter que esencialmente distingue una de otra
clase de funciones, depende de la naturaleza de la base.

Pero estas dos propiedades no se verifican, como vamos 4 de-
mostrar, ¥ la representacion impropia de una facultad por la ex-
presion J (z)m| %, es la caunsa que hace incurrir 4 veces en el error
de suponerlas ciertas.

Vamos, pues, & demostrar:

1. Que cuando en una facultad se sustituye por la funcion de
la base, un valor constante numérico 6 algebriico cualquiera e,
dicha facultad no se reduce a la factorela de base a.

2. Que la expresion / (z)™ 1k no nuede simbolizar el desarrollo
de una facultad.

3.° Que no es la naturaleza de la hase la que distingue ambas
clases de funciones, sino la diversa manera de atribuir el inere-
mento.

El desenvolvimiento f(x). f{x-+k) f (x42k}. . . f(x-+(m—1) k)
de una facultad, tiene m—1 factores en que la variable recibe los
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incrementos sucesivos %, 2%. | . J(m—1) Eﬁ' podemos por la série

de Taylor desenvolver cada uno da dmhﬂa factores, en cuyo caso
quedara

.fil}if(1)+kf*tx}+1{2—nf’{x}+. u % )2k (x)+ 4]:

Bz}

{m—1)2k* S ‘

1}+{m 1}1:1*:::}4-

Y

© Si hacemos f (#})=a ¥ Eupnnemns que sea #==4 uno de los valuu
res que satisfacen dicha ecuacion, 6 lo que es 1truul f (B)=a, 1a
- [1) se reducira 4 la -

a!a-—|—kj"h'_i ..... } %a-}-ﬂktf{b} ‘;:
§a+:m—1}ktf (b=} m‘; L il (1) P b @ -

. B

Producte que no puede en general reducirse 4 Ia forma de una
factorela. Unicamente en el caso en que la base f (#)=2-1-¢ Sea
 funcion de primer grado sin coeficiente en la variable, podra ve-

rificarse que al hacer z-+¢=a, en el desenvolvimiento de la facul-
' tad, se genera una factorela de base ¢ ¢ incremento %, igual al de
la facultad, tal como la a (a-+k) (a+2k). .. (a+{m—1} k). Sila
funcion de primer grado que constituye la base de la facultad
fuera de la forma f (#)=dz—+c, en que la variable fiene un coefi-
ciente distinto de la unidad; tambien se deduce del desenvolvi-
miento de una facultad, el de una factorela, pero no de incremen-
to £, igual al de la faculttid sino de mm‘emenm dk. _
 Esta circunstancia se verifica, porque en toda funcion de p:r1~

. mer grado, ésta recibe el mismo incremento que su variable, si .

tiene por coeficiente la unidad, y un incremento constante 4.4 si -
es d el coeficiente de dicha variable; por consiguiente, recibiendo
 la funcion el incremento constante & en el primer c&sa, 4 dk en el:
segunda, lo que se genera es una factorela. K| S
. Tomemos por base de la facultad una funcion de segundo gra.# VL

 do #*=-3z7T=f (o) y serdn /' (2)=2¢—3;/* (¢)=2. Sustituyendo
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- en el desenvﬂlﬂmlenta {1] estos valores; si despues hacemos

+

k=R, =4 y &==5, con lo que-seran / (z)=17; /' (z)=T; J (#)=2,
tendremos para valor numérico de la facultad, el producto
- 17.35.61.95, bien distinto del de la factorela 17 . [1‘?+EJ (17+4-4) .

. (17+4-8), gauerada ‘con el mismo valor numérico de la hase de la
funmnn Y con el mismo exponente ¢ igual ineremento.

- Queda, pues, demostrada la primera negacion de las tres que
cnnsmu}ren el argumento esencial de este parrafo.

Pasemos 4 Ia segunda: si adoptamos la forma f (z)m I * para sim-
bolizar una facultad, necesariamente dicho simbolo podra susti-
tuirse en lugar de su desenvolvimiento y reciproecamente, de’
mndﬂ que deher:ﬁ. vamﬁﬂarse siempre.

q;}“i k=1 (x) .t {r]—lf:} (2K .. f (x4(m—1) k) (5)

La. nﬂndmﬂu esencial que el simbolo f ()= |k debe satisfacer, es
que sea cualquiéra la naturaleza de 7 (z) y el valor de la ‘F‘ﬂﬂﬂ.ble z

- 8e verifique la igualdad (5).

- Pero si damos 4 # un valor cualguiera .vu__eﬁ que haga f {ﬁ},_g, :
‘el primer miembro de la (5) se convierte en la factorela g= | k Imien-

tras que el segundo toma un valor distintp, segun acabamos de
demostrar para todas las funciones que no son de primer grado;
* luego la ecuacion- (5) no resulta cierta, y por consiguiente, no es

propio el simbolo j{ )m |.E- de su prlmer mmmbm, para representar =~

el segrundo, :

- . Para demostrar que no es Ia nﬂ;turaleza de la haae, sino la ma-
_nera de atribuir el incremento, ‘la que distingue las facultades de
las factorelas, sea / {m} una funeion de un grado cualguiera, dis-
- tinto del primero, y si en esta funcion damos el incremento % 4 su

S *_l.ranal:nle independiente, ¥ suponemos 2 el nimero de factores, .

- L I. .. - - - '] - -
3 o 'am . - - o H ol -
CLw iyt at .

it __'{;’,3 ar g, 1 {i}-f ﬁ-{-}:‘j.f {x‘:+21£]-._: ey (f "I-I'-I.“m—l} k)

T S ;
A ‘_,

] es’ Ia fanu]tud que genem ) esta funmnn la ¢ial hining visto ya que LS

. no se trasforma en factorela, cuando pur un valor p&rtmular da la

vanuhle se reduce /' (g}==a.: X :
= Pero si en lugar de atﬂbmr el 1nurementﬂ .Jc ﬁ. la ?a.nnhle, ln

"'.-’

' '- atnhulmﬂﬂ 4 la misma funmnu antarmr, tendremua con el mismo -

expﬂnﬂnte " EI. I:'rud.uctc- E g AT N TR '-._-'-“.'--,.,"';; -' 7‘"‘ S
: s _ff' R -i. i : : g o L 53
se o -~ S X i | i
1{_ i an > - P =
‘.Il '.-H.. ' :-..t.: .":\' I- .J.- : e : ; P.
s e I ]
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tx) ft o] - J1 K] ft (@)+(m—1k] (7

que es una factorela y que con f (#z)==a se reduce a
a {a—+-k) (a--2k)..... taf(m—1 k|

lo que no sucedia en el caso anterior.

Luego si con una misma funelon podemos generar & la vez una
facultad ¢ una factorela, segun la diversa manera de atribuir el
incremento, es prueba de que no es la naturaleza de la bage F(2),
1a que determina la distinta generacion de los productos (6) ¥ (7),
sino que el incremento se atribuya & la variable, 6 & la funcion.

Cuando la base es una cantidad constante & ¢ variable @z, 6 una
funcion de primer grado, no pueden generarseé con ellas mas que
factorelas; pero cuando la base es una funcion de un grado supe-
rior al primero, se genera una facultad 6 una factorela, segun el
ineremento se atribuye & la variable 6 4 la funcion. Por esta ra-
zon hemos sustituido & 1a notacion 7 (@) !*, la adoptada por nos-
otros, que caracteriza desde luego la naturaleza de la funcion que
se gniere generar, pues ¥ (¢ ] k) no puede confundirse con

{F (x) | k{ que es la notacion de la factorela.

La expresion f (z)m 1%, en realidad sdlo podria servir para repre-
sentar una factorela, y esta impropiedad de simbolizar una facul-
tad eon f {#) =¥, es sin duda la que ha conducido al error, de su-
poner que las factorelas son un caso particular de las facultades
v que se deducen las primeras de las segundas con solo hacer
f (@)=a, siendo asi que las facultades y factorelas, tienen un modo
de generacion distinto y no se deducen las unas de lus ofras.

8i en f (¢)!* hacemos S (#)=a, clerto que ‘entdnces
F (z)m1 k=g | ¥; pero es porque como ya hemos demostrado, el sim-
bolo f («)™ 1 ¥ no puede representar una facultad y si una factorela.

A fin de hacer ver con més claridad cuanto acabamos de de~
mostrar, tomaremos en consideracion algunos casos particulares.

Sean f (#)=x"—2z—3, m=3, k=1, la base el exponenie y el
 ipcremento de una facultad; si adoptamos para ella la notacion

J (&)™ 1* sera

-

. ;ﬂ—maai““ﬁ}ﬂ-:ax'—g; (1) —2(x+1)—8} } (x*+2)"—2(x+2)—3 Vg

. hagamos la funcion #*—2z—3==5 de donde #=={* , efectuando las -
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operaciones indicadas et los factores del segundo miembro, la
. - ecuacion anterior podra ponerse bajo la forma; '

it ’ : . [
[:‘_Ex—ﬂff——:}'z’—ﬂx—ﬂj - %1‘—**2:—{! ?- ﬁx‘—-ﬂx—&’
' - v +2x4-1 -hl:-l—'-f[;
' — e i

suatitu j_rén-:lc- por la funcion %' —3x—3 su valor D, sera

5“‘=5.}5+21-'_1;- 544x ! (8)
igualdad que no es cierta, pues sustituyendo en &l segundo
miembro en lugar de & cualquiera de los dos valores que hacen .

- #'=—3p—3=5, resultari dicho segundo miembro. 5 . (5-4-7) . (54-16)

con x=4 0 5.12.21=1260. El segundo valor de X=—2 anula la
facultad, luego los dos valores del segundo miembro de la igual-
dad (8), son distintos del primero que es 5**—%.6.7==210.
~ Veamos si con la notacion adoptada por nosotros para simboli-

zar las facultades, se produce en [as aplicaciones el absurdo que
- acabamos de observar en el caso anterior, f (x | k)= seri en este

. Caso s

ggijlg'f—zjzl 1]—3

. ¥ el desarrollo de la facultad el mismo que el anterior, de modo
que el segundo miembro de la facultad tiene el mismo valor nu- .
mérico, y como el primero se reduce & |
! 14]1j*~2(4|1)—3 % con x=4 resultars | 4*. 2. 43
| '- : o (41)—2(44-1)--3—5.12.21.
(442 —2(44-2)—3]

‘que es el mismo valor del primer miembro. .

~ Otras propiedades mas notables de las facultades podriamos

' consignar aqui; pero nos hemos propuesto tratar solo aquellas que
~se fundan en los principios del algebra elemental, :
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La teoria de las factorelas, asi como la de las facultades, se pres-
tan 4 un gran nimero de aplicaciones y tienen una importancia
decisiva en algunas cuestiones del anAlisis algebraico. El caracter
puramente elemental de estos apuntes, nos impide entrar en consi-
deraciones mis profundas acerca de la teoria de las facultades ¥y
prescindir por completo, de las conocidas bajo la denominacion de
exponenciales. ' | -

FIN.
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REFUTACION
DEL PARECER DE LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS,

ACERCA DEL DESARROLLO DE LA FACTORELA

faxo 1

Conservamos la notacion antigua {a]™* en esta parte, porque -
es la que usibamos, y de ella se sirve el informe.

Este trabajo, nnido 4 otro sobre Diferenciag Integrales finitas
de las funciones, fué remitido 4 informé de la Academis ¥ eva-
cuado hace ya algun tiempo, aprobando la publicacion de ambos;.
pero & condicion de hacer en este una correccion con la que no
estamos conformes, ni con las apreciaciones de la Academia sobre
dicho punto. ~

La parte del informe en que se hacen dichas apreciaciones, y que
nos proponemos refutar, dice 4 Ia letra lo siguiente:

«Una de las propiedades més notables de las Faculfzdes Y Fac-
»lorelas es la expresada en la ecuacion siguiente, que se concreta,
*4 estas 1ltimas porque es de las que tratamos en este momento.

EA:} ) a'm'u]k=gan|mklm]'l:'.

»Esta formula es fundamental porque, en realidad, de ella es de

»donde Wronski dedujo la que sirve para la extraccion de las ba-

1ses de las facuitades, de la que se deducen notables & importanti- |

. »simas aplicaciones, como lo ha hecho ver en las diferentes obras

< 4 que se aludié anteriormente. El autor, no obstante, la califica de

., »ecuacion, = . -

%

+ »absurda y se empefia en demostrarlo diciendo que si insiste sobre -
. . »este particular, es porque 4 seguida se vera que se han establecido
t - salgunos prinecipios bajo el Supuesio falso de ser cierta aquella

o
[ ] . ks
&

s '

. = 5 -
- = - v = 5 -
"
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‘sLa Academia tendra, por lo ménos, que insistir tambien para

shacer ver que no es acertada esa opinion,y se vé, por consi-

sguiente, obligada & entrar en algunos detalles, que procurari
sabreviar todo lo posible.

+Pars demostrar el absurdo que en su concepto envuelve la cita-
»da ecuacion, toma el autor dos factorelas de bases ¢ y 4 distintas, '
spero de igual exponente m ¢ igual incremento #, y dice que ai
spudiera verificarse que

lm lh .hm | I:=[alh}m | k

s»su desarrollo geria el siguiente:
vPrimer miembro:

LR P 1 (b 2k). . L. (B Hm—1)k)
Xb(b+Kk) (b +2K). .. . . (b-+(m—1)k)==ab. (a-}-k)(b-+k} (a-+2k) (b-+-2k). ‘e
| .;.(a+gnfi—1}k}(h+{m_a1}k] ..... @) |
«Segundo miembro: |
(ab)® | E=—ab(ab+k)(ab+2k)..... (ab+(m—D)k)..... )

»Pero dice, los segundos miembros de las ecuaciones (2) ¥ (3) no
»pueden ser iguales, cualquiera que sean los valores de @, 6 Y &
sporque siempre se verificard que {a+k) {b-+k) >ab-+k; (a+2k)
»(b+2k) >ab+2k. . ... & luego es un absurdo suponer que se

averifica la ecuacion (1). Para confirmar 6 hacer méas palpable esfa

sdeduceion pone algunos ejemplos numéricos como el siguniente:

~ »Siendo las factorelas3** y 4*'* se tendré 3% '><4* =3 (3-4-1).4(4+1)

»—3_.4.4.5=240 mientras que |3.4] '=12""=12.13=156 y asl
sotros varios. s 5
sPero el autor se olvida de una circunstancia esencial, que cam-

- pbia por completo el aspecto de la cuestion. Esta circunstancia es

,1a que al hacer el desarrollo [ab{™!¥, el incremento afecta & cada

suna de las bases ¢ ¥ &, de suerte que en vez de ser ese desarrollo

| »ab (ab-}-k) (ab-+2k).. ... (ab+-{m—1)k) debe sér
»(H). ...ab (a~}-k) (b-fk) (at2kj-- ... {_ﬁ—l—[ﬁ-’-—-i}k} (b—l—{m;—l}kj oF

=
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»Esto, que se deduce claramente de la fndole especial de la teoria
»de las factorelas, se verd con mas claridad acudiendo 4 las facul-
»tades, de que no es méis que un caso particularisimo, el de las
factorelas de base constante. Sean las dos facultades cuyas bases

»s0n dos funciones distintas de la variable », pero con exponente
»& incremento constantes é iguales,

(B). ... £ (x)" 1y () o=} () X0 (x) |1

»e3 evidente que debiendo aplicarse siempre 4 la variable el incre-
»mento, todos los factores del desarrollo de ambos miembros seran
»afectados por él, de la manera que corresponde 4 la esencia de las
»facultades y que por consiguiente se tendran

1.er miembro § #{x)t(x-+)(x+2K). . . {(z+(m—1}K)

X O () (x42L). - . ot (x4 (m—1)k) §
"Deaarmedle {C)
2.° miembro | f{x)i'(x) | I£{1+k]f'{1+k]i ff{:—|—2k]|t’[1+2k”
..... { | (x+Ho—1)k).0' (x+(m—1)k]

»Cuyos miembros son idénticos y hacen ver Ia equivocacion pade-.
»cida por el autor, puesto que si hacemos f{s)=g, /" (z)=5 se tendrd

{L.er m;{emhru } a(a--k)(a42k)..... {a.+{m—1}k f
{1:;*5 X [bib+K)(b+2L)... .. (b+{m—1)k) |
A

)23 miembro ab(a-+k)(b-}k)(a+2k)(b4-2k). . .
..... {(a+ (m—1)k){b+{m—1)k)

+¥ haciendo, como en el ejemplo numérico antes preseﬁtadn, a=3,
»i—4, m=2, z=1 se tendra '

#1.e* miembro 3(3-1)<4{4-}-1)=240
»2.° miembro 3.4{3 1){4-4+1)=240.

»5in necesidad de entrar en mas largas consideraciones, parece
rsuficientemente demostrada la equivocacion padecida por el au-
-»tor del trabajo que se examina.»

- Siguiendo nosotros el mismo érden que la parte del informe que
- dejamos copiada, y ocupadndonos por congiguiente de la ecuacion
(4'), diremos que volvemos & insistir en que dicha férmula que la
Academia llama fundamental, es inexaeta, y Wronski no deduce |
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de ella, como dice e] informe, 1a que sirve para extraccion de bases -

de las Tacultades, sino que la deduce de Ia (4) (par. 18) que de-

~ muestra directamenta por el sezundo procedimiento de los dog

 que damos all{ & conocer, sin tener en cuenta para nada la ecua-

~ cion (4). s, B B e
Concretando la cuestion » YEIOS que la ecuacion (A4') seré cierta ,

8i 1o es la. :

(1) ™k pm1 “=Iaﬁ]‘;“ I

Y sino es cierta esta, aquella tampoco lo gers. -

Queda, pues, simplificada ¥y reducida la cuestion, & averiguar si
es cierta la igrualdad anteriop {1].

Las consideraciones hechas en los pérrafos (14) y (20), bastan por
si solas para demostrar QU€no es exacta la referida férmula, ni por
consiguiente la (4'). Asies’ que para refutar el parecer del informe,
N0s vemos obligados 4 reproducir la foayor parte de los argumen- -
tos empleados en los dos parrafos referidos. T

Para demostrar 1a férmula (1), establece Ia Academia la '(5),

-con la que estamos conformes ¥ la hemos demostrado en el pir-

—_—

rafo (17), férmula (&")

Desenvolviendo ambog miembros de la férmula (8), deduce
la (C), que es efectivamente cierta y estamos de acuerdo con el
informe; pero con Jo qué no estamos de acuerdo, es con Ig que el
informe supone gl decir, que haciendo en 13 (O) S (#)=a y 7 (z)=& -
se deduce la (D). | | o
~ Estono solo no es éxacto, sino que es elementa] Ia nocion, de que
sien cada una de las funciones (@+2), f (24-2k). . . F (2+(m—1) £)
e da 4 la variable un valor =4 que haga f (2)=a, el que toman :
_dichas funciones, se ‘determina segun la série de Taylor por log
desenvolvimientos : - i S CR g

e - £
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

: s Lo 1 12 -
f(h+ {m—-ljk}:u,+{m-~1jkf'[h)+—{-m k. IMhY. .,
Y 00 es @ a; a2, . | "?;l-l’ﬁa#ﬂ #, €00 supone la Academia. .~ & .

- - : a < I L
. k L = = - . 3 = P

o ; . e - L
" - i L] L S ' = - 3 ."
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- Por consiguiente, la ecuacion (D) no se deduce de la (), ¥ como
precisamente en esta trasformacion es en la que se funda el infor-
me para demostrar Ia (1), resulta que dicha ecuacion no queda de-
- mosfrada, ni por consiguiente la (A4').

No es exacto tampoco que las factorelas son un raso pa,rtmulﬂ.r

de las facultades, cuando en estas se hace f (¢)=a, f (z)=4; pues si
esto fuera cierto, no de la ecuacion (D) que establece el informe,
. 8ino de la que resultaria sustituyendo en (), por cada uno de sus
factores, los respectivos valores hallados en (2), se deducirian las
factorelas g= 1%, imi%, v ya hemos demostrado en el parrafo (20) y
. omitimos repetirlo aqui, que esto no se verifica.
Efectivamente, las facultades se generan de una manera esen-.
. . cialmente distinta de las factorelas, y por consiguiente, ni las se-
gundas pueden deducirse de las primeras, nilas propiedades de
las unas pueden hacerse en general extensivas & las otras.

Pero la Academia en la ecuacion (), d4 los valores numéricos
@=3; b=4; m=2; k=1 que la satisfacen, lo cual no prueba nada,
toda vez que dicha igunaldad es una identidad, sin otra diferencia
entre el primero ¥ segundo miembro, que el érden diverso de co-
locacion que tienen sus factores.

Aqui terminariamos nuestra refutacion, si nos limitaramos sélo &
probar que la Academia no ha demostrado, como se proponia, las
ecuaciones (A') ¥ (1), pues considerando suficientes los razona-
mientos hechos en los parrafos (14) y (20) para demostrar que di-
chas ecuaciones no son exacias, nada tendriamos que afiadir. Pero
aun con el temor de ser difusos, acumulando razonamientos sobre
un asunto & nuestro parecer va demostrado, diremos todavia dos
palabras més sobre la inexactitud de las ecuaciones (A") y (1).

Segun vimos en el parrafo (14), para que la igualdad (4') fuera
cierta, debia necesariamente desenvolverse la factorela

{1] ;ﬂ{ﬂ-"‘lﬂ:k} [H.-I-Emk]. F— ’ a+!:ﬁ"""'1}ﬂ1]{} ,m ], E

{2* j a(a-+mk) [a+2m!£} ..... {a+[n—11m1r.} B

}(i r:a.-l-k] {a+mk+k] (a.+[2m+1}k)+ ..... {“'*"{Il—l]mk +k) f _____ IR :1

ap]lc:a.ndu El iﬂﬁremantﬂ a cada. factnr, cﬂmn EHP'DI'JE in A-:ademm

.F.
JRRSh |
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que debe desenvolverse, y lo cual, supone cierto el prinecipio de ser
la factorela de un producto, igual al producto de las factorelas.

Nosotros vamos & demostrar que la (1) no se desenvuelve bajo la
forma (2) sino bajo la forma

(3 {a{a+mk} (a+2mk)....- a+{n—1}m};,f .

=n" ',“’";a.“|””‘+k1 : tn“““k_-ﬁ-ﬂkg ceves a1 e i1k

y por consiguiente, que no es la factorela de un producto igual al
producto de las factorelas.

Para ello, tomemos en consideracion el segundo Imamhrn de
| k

(49, {a" “kl v en dicha expresion se representa la fa.ctarela |
de exponente m ¢ incremento # de una bhase, que es & su vez facto-
rela de exponente # é incremento ik de la base @. Para desarro-
llar dicha factorela, podemos empezar desarrollando indistintamen-
te la una primero que la otra, y por cualquiera de ellas que se em-
piece, seran iguales los desenvolvimientos; asi tendremos,

(fartmeinlizart =k et ™ot - dar! ™ok} fa> 1™ (m—1)k}
t5) E a®| m.k lm fe__ f a(a-+~mk) (a-+~2mk}..... {R+{n—1}mk) ;m-l-li.

Siendo idénticos los primeros miembros de estas ecuaciones, se-
rdn iguales los segundos. Pero el segundo miembro de la (5) es la
factorela de un producto indicada en (1); el segundo miembro de
la {4) es identico al (3}, luego el desenvol vimiento de la (1) es el (3],
v no el (2), luego la ecuacion (A4’) no es cierta.

Terminaremos con un razonamiento sencillisimo, hecho sobre
un valor numeérico, que demostrara con gran sencillez que la fae-
torela de un producto es :

}n } n | k=ah (ab-+k) (ab+2Kk).... {ah+[m-—1}k}
: }r no, comao supnne el informe de la ﬁcadamm,

ab {a-+k) (b+k) [a+2k) (b-+2K)..... {¢+rm—-—1]k) (b-i—{m—l]l:).
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Yea un ntmero 30, base de una factorela de exponente m ¢ in-
cremento £ y tendremos

(6) 130 ™ ! *=30 (80-+k) (80+2K). . - ._.{ﬂﬂ—l-{m.-—-l}k)

gsi en ambos miembros sustituimos por 30 su igual 2.3.5., la
igualdad anterior no se alterard y serd por consiguiente

M §2.3.5]71%=2.8.5(2.8.5+k) 2.3.5+2K) ... .(2.8.5+(m—1)k)

Pero el informe dice que esta igualdad no es cierta y que el des-
arrollo de su primer miembro se efectia en

® |2.3.5}"1*=2.8.52+k) (8-+k) (B-+X) (2+2k) (8-+2k) B-+2k).. ...

(2+(m—1)k) (3+(m—1)k] (5+(m—1)k)

Pues aceptando este desenvolvlmiento, coma Su segundo miem-
bro no es igual al segundo de la (6), los primeros tampoco seran

iguales, luego }30|™'* no serh igual & §2.3.5]™!* luego

) | | ‘31]1“"“1‘;&':2.3.5‘“‘”‘

Pero si con cantidades desiguales se hacen operaciones iguales,
los resuliados serin tambien desiguales; luego exirayendo la base
de exponente m é incremento z en ambas factorelas de la (9), resul-
tars el siguiente absurdo -

-
30 {:2.3.5

& que nos conduce el desarrollo (8) de la factorela de un producto,
hecho en la forma que pretende la Real Academia de Ciencias.
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