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Introduccion

Los esquemas de subdivision se basan en un proceso de re-
finamiento recursivo de un conjunto de datos iniciales. Dado un
conjunto de datos iniciales, los nuevos datos se generan siguien-
do un conjunto de reglas establecidas, produciendo un conjunto
mas denso de puntos. El estudio de la conservacion de algunas
propiedades especificas que se presentan en el conjunto de da-
tos iniciales es crucial para algunas aplicaciones, por ejemplo las
propiedades de convergencia y suavidad son necesarias para que
el esquema de subdivision se pueda utilizar para la compresion
o reconstruccion de imagenes, el disenio de curvas y superficies,
aproximacion de funciones arbitrarias, etc.

Algunos esquemas de subdivision clasicos, independiente de
los datos, pueden ser descritos como operadores lineales entre es-
pacios de sucesiones acotadas. Existe una gran bibliografia del es-
tudio de la convergencia de esquemas de subdivision lineales (ver
por ejemplo [16, 23] y las referencias que se encuentran en es-
tos articulos). Los esquemas de subdivision lineales presentan un
problema, reconstruyen las ‘discontinuidades’ de datos discretos
creando falsas oscilaciones. Esta deficiencia motiva la busqueda
de esquemas no lineales con propiedades especificas.

Durante los ultimos anos, se han propuesto varios esquemas
no lineales, ver por ejemplo [2], para intentar eliminar las oscila-
ciones tipo Gibb que ocurren cerca de las discontinuidades cuando
se utilizan técnicas lineales para refinar datos discretos. El esque-
ma PPH propuesto en [2] utiliza una media no lineal que aproxima
al mayor orden de la media lineal en las regiones monotonas y
suaves mientras que se mantiene cerca del minimo de la media de



dos valores cuando la region no es suave y monoétona. Esta pro-
piedad es crucial para eliminar el fenéomeno Gibbs que producen
los esquemas de subdivision lineales alrededor de las discontinui-
dades. Los esquemas PPH utilizan una media no lineal que forma
parte de la familia de medias Power,, definidas en [38], que sirven
para definir los esquemas de subdivision Power,, [2, 19].

Uno de los objetivos fundamentales de este trabajo es intentar
extender las ideas subyacentes a los esquemas Power, para cons-
truir esquemas no oscilatorios y no lineales, relacionados con el
esquema de Lagrange centrado de 6—puntos. Para ello, utilizare-
mos la media ponderada WH,, ,;, [11] que es una generalizacion de
la media armonica Power,.

En [11] se llevo a cabo el estudio de la convergencia y la estabi-
lidad de los esquemas WH, ., (una generalizacion de los esquemas
Power,) comprobando las hipoétesis de los teoremas presentados
en [19]. Se puso de manifiesto la conveniencia de contar con téc-
nicas avanzadas que permitiesen llevar a cabo el estudio de la
convergencia y la estabilidad de esquemas basados en funciones
Lipschitz y suaves por sectores.

Siguiendo el marco tedrico propuesto por Oswald y Harizanov
[29, 30], en este trabajo presentamos unos teoremas que sirven
para analizar las propiedades de convergencia y estabilidad de es-
quemas basados en funciones Lipschitz y suaves por sectores, ya
que resulta particularmente adecuado para analizar los esquemas
de subdivision objeto de esta memoria, por lo que daremos una
descripcion detallada de los elementos esenciales de esta teoria. A
diferencia de la exposicion en [29, 30], no se pretende abordar el
caso mas general posible. El énfasis esta puesto en la claridad y
completitud de la exposicion.

En esta memoria analizaremos los esquemas Pchip, que se cons-
truyen utilizando de un polinomio interpolador de tercer grado que
preserva la monotonia de los datos. Este polinomio se utiliza tam-
bién en la funcion PCHIP de Matlab [6], y esto justifica el nombre
del esquema. Veremos que, al igual que los esquemas Power,, es-
te esquema pueden ser escrito como una perturbacion no lineal
de un esquema de subdivision simple. Ademas presentaremos un
esquema de subdivision no lineal de 6 puntos convergente y que
tiene orden de aproximacion igual a seis para ciertas funciones.
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Esquema de la Tesis

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma:

Capitulo 1: Introducimos los esquemas de subdivision bi-
narios y definimos sus propiedades elementales. Realizamos
un breve resumen de los esquemas de interpolacion de La-
grange, los esquemas ENO-WENO y Power,. Resumimos los
resultados generales de convergencia, estabilidad y orden de
aproximacion que hay en la literatura para esquemas de sub-
division lineales y no lineales que se pueden escribir como
una perturbacion de un esquema lineal convergente.

Capitulo 2: Siguiendo el marco tedrico propuesto por Oswald
y Harizanov en [29, 30] proponemos un procedimiento que
sistematiza el estudio de la convergencia y la estabilidad para
esquemas no lineales que se pueden escribir como perturba-
cion de un esquema lineal. El estudio de la estabilidad, que
proponemos, es facilmente programable en Matlab.

Capitulo 3: Aqui simplemente aplicamos los métodos pro-
puestos en los capitulos anterior para el estudio de los es-
quemas Power,, presentamos unos ejemplos numéricos que
confirman nuestros resultados teoricos.

Capitulo 4: Describimos y analizamos el esquema de subdi-
vision Pchip, igual que en el capitulo anterior presentaremos
diversos ejemplos numéricos que confirman nuestros resul-
tados teoricos.

Capitulo 5: Presentamos la media ponderada WH,, ,;, que es
una generalizacion de la media Power, y un esquema no li-
neal a partir del esquema lineal de Lagrange de 6 puntos uti-
lizando las ideas subyacentes a los esquemas Power, para su
construccion. Igual que en los capitulos anteriores estudia-
mos su convergencia y orden de aproximacion, aunque no
hemos conseguido probar la estabilidad con las herramien-
tas que tenemos, presentamos unos ejemplos numeéricos que
hacen pensar que el esquema es estable.



XII

Capitulo 6: Por ultimo, presentamos una generalizaciéon de
los esquemas Power, resultado de utilizar 1a media ponderada
WH, ., en vez de la media Power, en estos esquemas. Después
de un intenso estudio, hemos podido mejorar el resultado de
estabilidad presentado en [11]. Por tanto, hacemos un breve
resumen de estos esquemas.



Esquemas de
subdivision

1.1
Introduccion

La subdivision recursiva es una herramienta que se utiliza a
menudo en disefio geométrico asistido por ordenador (o CAD, por
las siglas en inglés de Computer Aided Design) para la generacion
de curvas y superficies. Como ejemplo de la utilidad de este tipo de
procesos podemos considerar el problema de la codificacion de un
objeto tridimensional a partir de un escaner inicial. El resultado
suele ser un conjunto de datos (medidas) asociados a ciertos pun-
tos situados en la superficie del objeto. En general, y por razones
técnicas, se obtienen datos sobre un numero bastante reducido
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de puntos, por lo que este conjunto inicial suele ser demasiado
pobre para su utilizacion practica, por ejemplo para una correcta
visualizacion de la superficie. Los esquemas de subdivision permi-
ten generar, de manera recursiva, conjuntos de datos con mayor
resolucion que permiten adecuarse a los objetivos buscados. La
amplia variedad de aplicaciones, asi como la necesidad de mejorar
el comportamiento y la eficiencia de algunos esquemas de subdi-
vision clasicos, ha propiciado un alto nivel de actividad investiga-
dora alrededor de esta tematica.

Un esquema de subdivision es un proceso recursivo median-
te el cual se generan nuevos puntos, junto con datos asociados a
los mismos, a partir de los disponibles en el nivel de resolucion
considerado. El proceso de refinamiento por subdivisiéon esta na-
turalmente relacionado con una familia de mallas anidadas X7,
j > 0, que especifican el nivel de resolucion de los datos discretos
generados en cada aplicacion del proceso iterativo. Los datos ini-
ciales, o puntos de control f°, constituyen una sucesion asociada
a la malla inicial, X°, y se asume que los puntos de control for-
man una sucesion acotada, es decir f° € I.(X"). En este contexto,
un esquema de subdivision no es mas que una aplicacion (posi-
blemente dependiente del nivel de resolucion) entre espacios de
sucesiones acotadas.

La construccion de esquemas de subdivision para datos en va-
rias dimensiones, o multivariantes, se hace a menudo utilizando
técnicas de producto tensorial, y es por esto que el estudio de es-
quemas de subdivision en una dimension es particularmente re-
levante. En esta memoria, consideraremos fundamentalmente el
caso univariante y regular en el que los datos generados estan
asociados a mallas de puntos igualmente espaciados en una di-
mension, topologicamente equivalentes a Z. Consideraremos, en
particular, esquemas binarios en los cuales se dobla el numero
de datos discretos disponibles en cada nivel de refinamiento. En
este caso, se puede considerar, sin pérdida de generalidad, X° = Z
y X/ =2797 para j > 1.

Las cuestiones fundamentales asociadas a la utilizacion de un
esquema de subdivision estan relacionadas con la existencia de
funciones hacia las cuales convergen los datos que se obtienen de
las aplicaciones sucesivas del esquema, las propiedades de regu-



1. Esquemas de subdivision 3

laridad de estas funciones y la estabilidad del proceso de subdivi-
sion con respecto a perturbaciones en los datos. La notacion que
seguiremos en este capitulo es estandard y se corresponde con la
utilizada en referencias clasicas en esta tematica [16, 23].

Si f0 = {f%},cz representa el conjunto inicial de puntos de con-
trol, correspondientes al nivel de resolucion inicial, denotamos por
S7f% o f7 al conjunto de puntos que se genera al aplicar j veces el
esquema de subdivision a f°.

Definicion 1.1. Convergencia. Un esquema de subdivision es
uniformemente convergente si para todo conjunto de datos ini-
ciales, f° € I(Z), existe una funcioén continua f = S*f° € C(R),
tal que

lim ||S7f° = f(277")]|oc = 0.

J—00

Definicion 1.2. Regularidad Un esquema de subdivision S es
C*~ convergente si S f° € C°~, para todo f° € (7).

Recordamos (ver por ejemplo [19]) que el espacio C*7, 0 < a <1
se define como el espacio de funciones continuas y acotadas para
las que existe una constante C' > 0 tal que

Ve,y e R, |f(z) — f(y)| < Clz —y|**, Vo <a.
Sia>l,a=p+r>0conpeNy0<r<l,
cr={f: fPecy,

donde f® indica la derivada de orden p.

Definicion 1.3. Estabilidad (Lipschitz). Un esquema de sub-
division es estable si para cualquier par de datos iniciales f,
f € l«(Z) existe una constante C > 0 tal que

19F = S flloo <CIIf = fllw V5> 1.
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Como veremos mas adelante, el analisis de estas propiedades
esta a menudo relacionado con la capacidad del esquema para
reproducir funciones polinémicas. En adelante nos referiremos al
espacio de polinomios de grado menor o igual a £ como 1.

Definicion 1.4. Reproduccion de polinomios. Un esquema
de subdivision S reproduce polinomios de grado k de manera
exacta siVP € 1, se cumple la siguiente condicion:

si f, = P(n), n € Z, entonces (Sf), = P(27'n),n € Z

Esta condicion se puede escribir como
VP(z) elly, si f=Pl; — Sf=Plyy (1.1)

Los esquemas estudiados en esta memoria son estacionarios
y uniformes, es decir, las reglas que definen el proceso de subdi-
vision no dependen del nivel de refinamiento o la posicion espacial
asociada a los datos.

En esta memoria estudiaremos esquemas de subdivision bina-
rios. En la subdivision binaria de una malla X = {z,},cz se gene-
ran nuevos puntos de acuerdo con las reglas

x%n = Tn, xén_H = Tpy1/2 = (xn + xn+1)/27 (12)

Los esquemas de subdivision lineales uniformes y estacionarios se
definen habitualmente en términos de su mdscara {a;}. Un esque-
ma de subdivision binario, lineal, uniforme y estacionario es de la
forma

(fj+1)n - (Sfj>n = Z an—2mf£” (13)

meZ
0, equivalentemente,

(Sfj)Qn = Z a2n72mfr];1 = Z a2(n—m)f% = Z a2kff,z_k7
m m k
(Sfj)2n+1 = Z Cl2n+1—2mﬂZ = Z am(nfm)fi,; = Z a2k+1fi,k~

m m k

El esquema es local si ay =0 para k > ny y k < ny.
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El estudio de la convergencia de un esquema lineal, uniforme
y estacionario, y su relacion con el orden de aproximacion del
esquema y la reproduccion de polinomios, es un problema amplia-
mente estudiado en la literatura (ver, por ejemplo [20, 16, 23, 24,
36]). Sin embargo, es bien conocido que el diseno de esquemas de
alto orden, es decir, que sean capaces de reproducir fielmente fun-
ciones suaves, y que a la vez preserven la monotonia, y/o, la con-
vexidad en los datos es un problema complejo. Esto ha propiciado
que se haya dedicado bastante esfuerzo al disefio y al analisis de
esquemas de subdivision en los cuales las reglas del proceso de
subdivision no son lineales.

En general, un esquema de subdivision estacionario, local y
binario esta definido por dos funciones, ¢, : R***! - R, ¢ = 0,1, de
manera que

(fj+1)2n+q - (Sfj)2n+q = y( f}La R fﬁ}L)’ ¢=0,1, (1.4)

donde L especifica el numero maximo de puntos involucrados en
las funciones (reglas locales) ¥; y 1, que definen el esquema. Si
1, no son funciones lineales de sus argumentos, el esquema es
no lineal. Las técnicas utilizadas para estudiar las propiedades
de convergencia y regularidad de los esquemas de subdivision li-
neales y no lineales pueden ser muy diferentes. En particular, la
estabilidad del esquema es una propiedad que esta directamen-
te relacionada con la convergencia del esquema en el caso lineal,
pero no asi en el caso no lineal.

En esta memoria se consideran fundamentalmente esquemas
de subdivision no lineales de tipo interpolador.

1.2

Esquemas de Subdivision
Interpoladores

En muchas aplicaciones se requiere que el conjunto de puntos
de control se mantenga fijo en cada paso del proceso recursivo.
Los esquemas de subdivision que satisfacen esta propiedad se de-
nominan interpoladores. En términos de las funciones ¢,, ¢ =0, 1
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que definen un esquema uniforme, estacionario, local y binario,
esta propiedad se obtiene si

77Z}0(fn—La'~~7fn-i-L) :fn7 VTLEZ,

es decir, el esquema esta completamente determinado cuando se
especifica la funcion v,

(Sfantr = Ui(fu-r,-- -, fayr) YN EZ.

En particular, la forma general de un esquema binario interpo-
lador, lineal, uniforme y estacionario es como sigue

(Sf)Qn = fna (15)
(Sfan1 = Za%ﬂfmm (1.6)

k

es decir, la mascara del esquema debe satisfacer ag, = dg 4.

A continuacion describiremos una clase de esquemas de sub-
division lineales cuyo diseno esta intrinsecamente relacionado con
la interpolacion polinémica de Lagrange.

1.2.1
Subdivision por Interpolacion de Lagrange

El esquema de subdivision interpolador mas sencillo es el es-
quema de dos puntos

(Sf)Qn = fna
(Sf)2nt1 = %fn + %fnJrl'

Este esquema es el resultado del proceso de subdivision recursiva
asociado al siguiente procedimiento: Para cada n € Z, se construye
la recta r,(z) que une los puntos (z,, f,) ¥ (znt1, fur1), donde z,,
z,+1 son puntos de la malla X que especifica el nivel de resolucion
de los datos f = {f,}. Los datos asociados a los puntos zi, = z,,
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T3pi1 = Tpt1/2 = (Tn + Tny1)/2, generados en la subdivisiéon binaria
de la malla se definen como

(Sf)an = rn@%n) = 10(Tn) = fu,

T, + T, 1 1
(Sf)Qn—H - Tn(x%n) - rn(Tﬂ) = _fn + §fn+1-

2

El caracter interpolador del esquema de subdivision esta ga-
rantizado por el hecho de utilizar un polinomio interpolador, r,(x),
junto con el proceso de refinamiento binario. Asi, S queda comple-
tamente especificado por la funcion 1 (f,, foy1) = 7 (Tnt1/2)-

Es bien conocido que este proceso de subdivision recursiva
aplicado a una secuencia inicial f° € I (Z) genera, en el limite,
una funcion lineal a trozos que interpola a los puntos de control
iniciales, es decir S*f € C'~, Vf € I-(Z). En general, las funciones
limite que genera este esquema son continuas, pero no diferen-
ciables, y este aspecto representa una limitacion severa para la
aplicacion practica del esquema.

Es evidente que esta estrategia se puede utilizar con otros po-
linomios interpoladores, y que la eleccion del polinomio interpola-
dor determina las reglas del proceso de subdivision. La utilizacion
de polinomios interpoladores de Lagrange da lugar a los llamados
esquemas interpoladores de Lagrange.

La formulacion general dada por Harten [5, 31] para los esque-
mas de subdivision interpoladores derivados de la interpolacion de
Lagrange resulta particularmente apropiada para nuestros propo-
sitos en esta memoria, por tanto utilizaremos la notacion de [31]
(ver también [19, 5]) para describir estos esquemas de subdivision.

Sea X = {z,}n,cz una malla de puntos igualmente espaciados,
Tns1 — Tn = h Vn, correspondiente al nivel de resolucion elegido,
y f = {fu}tnez s €l conjunto de datos asociados asociados a los
puntos de X. En cada intervalo [z,, z,,,1] consideramos el polinomio
de Lagrange que interpola a f en los nodos S;, = {z,4j,j = — +
1,...,r}. Si denotamos a este polinomio ¢,(z; f, S;), €l esquema de
subdivision S, se define como

(Sl,w"f)2n = n (ZL‘n, fa Sl,?") = fn;
(Sl,rf)2n+1 = dn <xn+%; [ Sl,r) .
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Dado que z,,z,+1 € S;,, es evidente que el caracter interpolador del
esquema esta asegurado.

Notar que ¢,(z; f,S11) = r.(x), la recta que interpola los datos
fns fne1 enlos nodos x,, x,,1. Enla Figura 1.1 se muestran algunos
ejemplos ilustrativos.

Por su diseno, y dado que ¢,(z; f,S;) € I, es evidente que los
esquemas 9S;, reproducen de manera exacta polinomios de grado
r+1—1y tienen orden de aproximacion, después de una iteracion,
igual a r + L.

82,2 > o
53,1 e
Si3 o—J—o o o
53,3 >
n—2 n—-1 n n+l n+2 n+3

Figura 1.1: El simbolo % representa el punto a evaluar, z,, L1 Los
simbolos o marcan los puntos z,; del stencil §;,.

La mascara del esquema S;, se puede calcular facilmente escri-
biendo el polinomio ¢, en la base de Lagrange correspondiente al
stencil de interpolacion S;,. Como z; = jh,j € Z, es facil comprobar

que
fSlr - Z fn—i—kL(lT)( h >’

k=—1+1

siendo {L,(f’r) (y)}i—_1+1- la base de Lagrange correspondiente al sten-

cil de enteros S, = {1 +1,...,7}, i.e.
Lr . y—m
nw= 11 =
m
m=—Il+1,k#m
Asi

(St f)ons1 = Gn <$n+%; I Sz,r> = Z Ly (%) Stk
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es decir, a_y., = L (). k= =1+ 1,...,r. En las Tablas 1.1 y

1.2 presentamos los valores asociados a los indices impares de la
mascara de algunos esquemas de Lagrange que utilizaremos mas

adelante.

_1 3 3
52,1 0 3 i 3 0 0
3 3 _1
5172 0 0 3 1 2 0
1 9 9 1
5272 0 16 16 16 16 0

n—2 n—1 n n+1 n+2 n+3

Tabla 1.1: Mascaras asociadas a esquemas 5;, de 3 y 4 puntos.

S 0 =5 60 90 _ 20 3
2,3 128 128 128 128 128
3 20 90 60 =5
53,2 128 128 128 128 128 0
S 3 _ 25 150 150 _ 25 3

3,3 256 256 256 256 256 256

n—2 n-—1

n

n—+1

n+2

n+3

Tabla 1.2: Mascaras asociadas a esquemas 5;, de 5y 6 puntos.

La construccion de estos esquemas y sus mascaras asociadas
se puede hacer también de manera recursiva, como se especifica

en el siguiente teorema.
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Teorema 1.1. Paral,r > 1 los esquemas de Lagrange satisfacen

r—1 L

| = L
_ 2 2
Sl,r — l—|—7”‘ _ 1Sl,r71 + l—|—7” — 1Sl71,r- (17]

Demostracion

La prueba se sigue directamente del algoritmo de Neville para
la construccion recursiva de polinomios interpoladores [15]. En
efecto, puesto que podemos escribir

qn(x; f7 Sl;p) _ (ZL’ - In-}—r)Qn(x; fa Sl,r—l) - (IL‘ - In—l—l—l)qn(x; f7 Sl—l,r)j

Tn—1+1 — Tn+r

y para x = x,,/, Se tiene

Tpt1/2 — Togr T —1/2 Tpi1/2 — Tp-1-1 1 —1/2

- ) - )
Tp—i4+1 — Tpir I+r+1 Tp—i+1 — Tntr [+r—1

la relacion (1.7) para indices impares se sigue directamente de
las dos igualdades anteriores. Para indices pares se deduce de la
propiedad de interpolacion de los esquemas y del hecho de que la
suma de los coeficientes de la combinacion lineal en (1.7) es 1.

Para | = r, se recuperan los esquemas interpolatorios de Des-
lauries y Dubuc (DD en adelante), desarrollados en [20]. Estos
esquemas de subdivision han sido ampliamente estudiados en la
literatura. En [20] se prueba que S,of € C?7 y Ss3f € C?%~, y
es un hecho conocido que la regularidad de las funciones limite
obtenidas en el proceso de subdivision aumenta conforme aumen-
ta el namero de puntos del stencil [21]. En [19] se estudian las
propiedades de convergencia y regularidad de los esquemas inter-
polatorios de Lagrange no-centrados.

Una de las limitaciones fundamentales de los esquemas de sub-
division de Lagrange esta relacionada con el comportamiento os-
cilatorio de la interpolacion de Lagrange cuando se aplica a datos
que no se corresponden con funciones suaves, en particular a da-
tos que provienen de la discretizacion de una funcion discontinua,
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o que presentan perfiles con grandes variaciones. En la Figura
1.2 se muestra la discretizacion de una funcién discontinua so-
bre mallas de 9 (izquierda) y 17 puntos (derecha), el resultado de
aplicar una vez el esquema de subdivision S, ,, y la funcion limi-
te asociada al proceso recursivo. En la Figura 1.3 se muestra el
comportamiento del esquema S, . Se observa claramente un com-
portamiento oscilatorio similar al fendmeno de Gibbs, que afecta a
varios intervalos alrededor de la malla inicial, y es comun a todos
los esquemas S;, con max{l,r} > 1.

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1 0 01 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 1.2: Funciones limite sobre datos discontinuos para S ».

Veremos a continuacion que este comportamiento oscilatorio
es consecuencia de que la interpolacion polinomica utiliza stencils
que cruzan una discontinuidad. Para ello, consideremos primera-
mente el esquema S ,. La forma de Newton del polinomio interpo-
lador permite escribir

QH($7 fa 81,2) = qn<$; f7 81,1> + f[‘rTH Tn41, xTH-Q] (ZL’ - l'n)(l' - xn-ﬁ-l)

donde la notacion f|x,,x,1, 2,12 S€ corresponde con la notacion
habitual para las diferencias divididas de un conjunto de datos
sobre una malla uniforme [15, 8]. Al evaluar en z,, 41 obtenemos

(S12f)2n41 = (S1.1f)2n+1 — év2fn, (1.8)

donde V2f; := fji2 —2f;11+ fj, J € Z. Asi, si f es una funcién suave
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en [r,, ,.a], V2f, = O(h*) y (1.8) implica que
(S12f)ons1 = (S11f)ans1 + O(h?). (1.9)

Notemos que si f; = f(z;) Vi € Z, con f una funcién suave en
[, T,12], la formula del error de interpolacion permite afirmar que

(S11f)ons1 = f(@ng1y2) + O(R?), (S12f)2nt1 = f(@ng1/2) + O(h?).

Asi, en regiones de suavidad, la aplicacion del esquema S; ; supo-
ne anadir una perturbacion de orden O(h?) al esquema S ;. El tér-
mino anadido, —V?f,/8, consigue que (S12f)ont1 = f(@ni1/2) +O(h?).

Supongamos, por el contrario, que f(z) presenta una disconti-
nuidad aislada en un punto 6 € [z, 1, z,.2]. En este caso

V2 f. = O([f]), (1.10)

donde [f] = f7(0) — f~(0) denota el salto de la funcién en la discon-
tinuidad. Asi, (1.8) implica que

(S12f)2n+1 = (S1.1f)2ne1 + O(1). (1.11)

Dado que f tiene una discontinuidad en [z,1, ,12], la féormula
del error de interpolacion implica que (Siz2f)2n+1 = f(@,11) + O(1),
sin embargo, como la funcién f es suave en el intervalo [z, z,1],
(S11f)2n+1 = f(Zny1/2) + O(h?). La adicién del término —V?f,/8 a 51,
produce, en este caso, una perturbacion de orden O(1) del valor
correspondiente al esquema S;;, de manera que se pierde com-
pletamente el orden de aproximacion del esquema en el intervalo
[z, x,11], donde la funcion es suave. El valor obtenido (ver Figura
1.2) da lugar a un comportamiento oscilatorio en la funciéon limi-
te que afecta a los dos intervalos que preceden al que contiene la
discontinuidad en la malla original.

De manera analoga, se observa que el esquema S, satisface

1
(SZ,lf)2n+1 = (Sl,lf)QnJrl - _v2fn717
8

y por tanto obtendremos un comportamiento oscilatorio completa-
mente analogo en los dos intervalos de la malla original inmedia-
tamente posteriores al que contiene la discontinuidad. La grafica
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obtenida es similar a la mostrada en la Figura 1.2, con el compor-
tamiento oscilatorio al lado derecho de la discontinuidad.
El Teorema 1.1, permite escribir

1 1
Sog = 5521 + 5512, (1.12)

de manera que ya en la primera aplicacion de S,,, los esquemas
S12y S2, introducen perturbaciones de orden O([f]) en los interva-
los anterior y posterior a la discontinuidad. Estas oscilaciones son
el germen del comportamiento oscilatorio observado en la funcién
limite de la Figura 1.3.

En la Figura 1.4 se muestran los datos sobre una malla inicial
de 17 puntos y las funciones limites correspondientes a los esque-
mas Ss3 y Ss3, que confirman el comportamiento oscilatorio 'a la
Gibbs’ del proceso de refinamiento por subdivision en presencia
de datos ’'discontinuos’. En todos los intervalos para los cuales el
proceso de interpolacion utiliza un stencil que 'cruza’ la disconti-
nuidad, la aplicacion del esquema introduce una perturbacion de
amplitud O(c0). Estas perturbaciones conducen a la perdida de
exactitud de la reconstruccion en ciertos intervalos adyacentes y
producen oscilaciones en la funcion limite del proceso recursivo.
El namero de intervalos afectados por el comportamiento oscilato-
rio depende del stencil que determina el esquema.

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 1.3: Funciones limite sobre datos discontinuos para S5 .
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Figura 1.4: Funciones limite sobre datos discontinuos. Sy 3, 533

La aparicion de oscilaciones espureas y la pérdida de las pro-
piedades de aproximacion alrededor de fuertes gradientes en los
datos son algunas de las razones que han impulsado el desarro-
llo de métodos no lineales, cuyo objetivo es eliminar, o paliar, este
tipo de comportamiento. En la siguiente seccion describimos los
metodos de tipo ENO (Essentially Non-Oscillatory [32]).

1.2.2
Esquemas ENO-WENO

Las técnicas de interpolacion Esencialmente No Oscilatorias
(ENO) fueron introducidas por S.R. Chakravarthy, B. Engquist, A.
Harten y S. Osher [32] en el contexto de la solucion numeérica de
ecuaciones hiperbolicas. El rasgo esencial de este tipo de interpo-
lacion reside en el proceso de seleccion del stencil utilizado para
construir el polinomio de Lagrange correspondiente a cada inter-
valo de la malla subyacente. Este tiene como objetivo evitar que el
stencil utilizado para construir el polinomio interpolador contenga
una singularidad en los datos.

Los esquemas de subdivision interpolatorios ENO [31, 8] se de-
finen siguiendo el mismo disefio descrito en la seccion anterior, es
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decir

(SN f)an = Gu(@n; £, SENOT) = fu,
(SENOf)2n+1 = QR(xn-i-l/Q; f: SENOVT)a (1 13)

donde ¢, (z; f, SENO") es el polinomio interpolador asociado al sten-
cil SENO™ = L, 2, 11,..., 25, 1r}, que viene determinado por el proce-
so de seleccion. El caracter interpolatorio se asegura si los puntos
Ty, Tpy1 € SENOT W, Asi, SENO" es uno de r posibles candidatos de
la Figura 1.5. Existen varios algoritmos para la eleccion del sten-
cil, pero todos implican un proceso de decision no lineal basado
en la comparacion de las diferencias divididas de los datos (ver [8]
y las referencias que se encuentran en este articulo para varios
mecanismos de seleccion del stencil ENO).

stencil r

Tp—rt1 Ty Tnt1 Tpir

Figura 1.5: Posibles stencils candidatos a SENO",

El proceso de seleccion de stencil permite interpretar (1.13) co-
mo un proceso de seleccion de esquema lineal, entre la familia de
esquemas lineales (de orden r + 1) S,_jy14, £ = 1,...,7. Asl, el es-
quema Sgno2 basado en 4 puntos (r = 2) se puede escribir como
(ver figura 1.6)

(S2,1f>2n+17 si SEN02 {Oﬁn 1,1‘n,$n+1}

(Sl,Qf)2n+17 si SENO 2 {xna Tn+1, xn+2}

(Seno,2f )2n41 = {

Para r = 3, el proceso de seleccion utiliza 2r = 6 puntos, y tres
posibles stencils para la construccion del polinomio interpolador:

(53,1f)2n+1, si SEN03 {lEn 2, Tp— 1,$n7$n+1}
(SENO,Sf)2n+1: (SQ,Qf)2n+1’ si SEN03 {xn 1,$n,$n+1,$n+2}

(51,3f)2n+1, si SEN03 {Inaxn+1,$n+2,$n+3}



16 1.2. Esquemas de Subdivision Interpoladores

(52,1f)2n+1
l/ ll * l/ ?J+2
n! ™ 7
(Sl,2f>2n+1

Figura 1.6: El simbolo % representa z,, L1

Supongamos que los datos f; = f(z;), i € Z donde f(z) es una
funcion suave, excepto en un punto 6 € [z,,, z,,+1] donde presenta
una singularidad (por ejemplo una discontinuidad), y supongamos
que r = 2. El proceso de seleccion ENO produce stencils de inter-
polacion que evitan cruzar la discontinuidad, siempre que esto sea
posible, es decir

ENO,2 __ ENO,2 __
Sm+1 - {xm-l-la Tm+2, xm+3} Sm—l = {$m_27 Tm—1, .Cl?m}
Por tanto

(SEno.2f)2m+3 = (S1.2f)2m+s = [(@miss2) + O(h%),
(Seno.2f)2m—1 = (S21f)2m—1 = [(@mi1/2) + O(h%),

con lo que se mantiene la exactitud en los intervalos adyacentes al
que contiene la discontinuidad. Puesto que el esquema Sgno 2 uti-
liza polinomios de segundo grado, el orden de aproximacion (des-
pués de una iteracion) es O(h?), siempre que el stencil que utiliza
el polinomio interpolador esté completamente contenido en una
region donde la funcion es suave.

De manera analoga se observa que el orden de aproximacion
después de una iteracion del esquema Sgnor €n regiones de suavi-
dad es O(h"t1), puesto que siempre se utilizan polinomios de grado
r. La region donde la aproximacion obtenida después del proceso
de interpolacion pierde exactitud en Sgyor queda reducida al in-
tervalo que contiene la singularidad. En la Figura 1.7 observamos
que las funciones limites sobre datos discontinuos obtenidas con
los esquemas Sgno.2 Y Seno.3 NO presentan las oscilaciones de tipo
Gibbs observadas en las Figuras 1.3-(b) y 1.4-(b).
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_SENo,zf I L _SENO.3f I

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Figura 1.7: Funciones limite sobre datos discontinuos. Sgno.2.
SENO,3

Los esquemas Sgnor son esquemas que dependen de los datos
a los cuales se aplican, y por tanto son esquemas no lineales. Una
vez elegido el parametro r, la aplicacion del esquema para cada
indice 2n + 1 se realiza en dos pasos.

= En primer lugar se determina el stencil de interpolacion, de
acuerdo con el mecanismo de seleccion.

= El stencil elegido determina el esquema lineal concreto, ba-
sado en r + 1 puntos que se utiliza para calcular el valor co-
rrespondiente al indice 2n 4 1 .

Es importante remarcar que la no linealidad de estos esquemas
reside exclusivamente en el proceso de selecion que lleva a la elec-
cion de un determinado esquema lineal, de entre un conjunto de
esquemas admisibles, todos ellos del mismo orden de aproxima-
cion.

Cabe observar que Sgnor €S un esquema de 2r puntos al igual
que el esquema S,, cuyo orden de aproximacion es O(h*). El si-
guiente resultado establece la relacion entre S,, y los esquemas
Syas Sr—12, ..., Si,, asociados a los stencils 1,...,r de la Figura
1.5.
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Teorema 1.2. ([12]-Proposicion 6.1)

: 1 2
Sr,rf = Z CkSrkarl,kf Cr = r—_( ) (1.14)
— 2r=1\ 2k — 1

. : I
Los coeficientes c;, satisfacenc, >0, >, _, cx = 1.

La técnica de interpolacion WENO (Weighted ENO), desarrolla-
da inicialmente en [37, 35], persigue incrementar la exactitud de
la interpolacion ENO en regiones suaves, manteniendo el caracter
no-oscilatorio del polinomio interpolador. Para ello, se considera
una combinacion convexa de los r polinomios interpoladores que
corresponden a los r posibles stencils de r + 1 puntos de la Figura
1.5. Para maximizar el orden de exactitud, la interpolacion WENO
sustituye los pesos en (1.14), optimos en términos de exactitud,
por unos pesos que dependen de los datos de manera no lineal y
cuyo diseno responde a dos objetivos fundamentales: mantener el
orden de aproximacion 2r en regiones suaves y emular la interpo-
lacion ENO, es decir aquellos polinomios cuyo stencil cruza una
singularidad en los datos deberian tener muy poca influencia en
la combinacion lineal, por lo que sus pesos asociados deberian ser
muy pequenos.

Para un mismo conjunto de 2r puntos, la interpolacion WENO
proporciona una reconstruccion interpolatoria de la funcion con
order de exactitud 2r + 1 en regiones suaves, evitando oscilaciones
de manera similar a la interpolacion ENO.

Los esquemas interpolatorios ENO-WENO se han estudiado en
[8, 9, 17]. La estructura de los operadores de subdivison ENO y
WENO es similar. En ambos casos se trata de una combinacion
convexa de esquemas de orden r. Sin embargo, en el caso de la
interpolacion ENO los coeficientes son 1 o 0, y esta dicotomia hace
que la interpolacion ENO sea muy sensible al efecto de pequenas
perturbaciones en los datos, que pueden conducir a stencils com-
pletamente diferentes, y por tanto a cambios bruscos en el esque-
ma de subdivision que se aplica a una zona determinada. Por el
contrario la eleccion de los pesos en la interpolacion WENO [7, 37]
permite amortiguar el efecto que tienen pequenas perturbaciones
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en los datos; los pesos propuestos en [37, 35] proporcionan transi-
ciones ‘suaves’ entre stencils. En [17], se prueba que si se utiliza la
interpolacion WENO de 4 puntos el esquema resultante Swgno.2 €S
estable, mientras que no es posible establecer un resultado similar
para el esquema Sgyno 2.

A. Cohen, N. Dyn y B. Matei denominan a este tipo de esquemas
quasi-lineales [17]. La funcion ¢, en (1.4) que caracteriza a un
esquema quasi-lineal interpolador puede escribirse como

1/}1(fn—r7 sy fn+r) = Z a2k+1(fn—7‘a ceey fn—l—’r‘)fn—k-

k

Como hemos visto anteriormente, el caracter no lineal del esquema
esta relacionado con la eleccion,o construccion, de determinados
coeficientes dependientes de los datos en cada nivel de resolucion.

Existen otras familias de esquemas no lineales con propieda-
des no-oscilatorias similares, pero que no se pueden escribir de
este modo, puesto que la dependencia de los datos se produce di-
rectamente a través de funciones no lineales.

1.2.3
Esquemas PPH y Power,

El esquema PPH se introduce en [2] como una version esencial-
mente no oscilatoria del esquema centrado de 4 puntos S;,. Aun-
que la descripcion original en [2] se plantea como una modificacion
no lineal del polinomio interpolador asociado a un stencil centra-
do de 4 puntos, es mas sencillo entender su funcionamiento, y en
particular su caracter no oscilatorio, a partir del Teorema 1.1, que
permite reescribir S;, como combinacion lineal de los esquemas
de 3 puntos S,; y 512 como sigue,

1 1
Sao = 552,1 + 551,2-
Recordando que

1 1
(52,1f)2n+1 = (51,1f)2n+1 - §V2fn—17 (51,2f)2n+1 = (51,1f)2n+1 - §V2fm
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tenemos
1
(52,2f)2n+1 = (51,1f)2n+1 -3 mean<v2fn—17v2fn)a (1.15)
8

con mean(z,y) = (x +y)/2. Tal y como hemos visto en la seccion
1.2.1, las oscilaciones que aparecen al aplicar el esquema 5,5 so-
bre datos extraidos de funcionees discontinuas son consecuencia
de que mean(O(h?),O(1)) = O(1). Supongamos que f; = f(z;) con f
una funcion que presenta una discontinuidad aislada en un punto
0 € [z, Tmy1], para la cual

Vif1=0(1) =V, V=0, l#m—1m.

Entonces

(52,2f)2m—1 = (51,1f)2m—1 - % mean(Vme_g, V2fm—1) = (51,1f)2m—1+0(1)

(S22f)2mi3=(S1,1f )am+3 — é mean(V? fo, V2 frs1) = (S11f)2mss + O(1)

Asi, el orden de exactitud (después de una iteracion) se pierde
completamente en los intervalos [z,,_2, ;1] ¥ [Tm+1, Tmi2]|, @ pesar
de la suavidad de la funcion en estos intervalos. Las perturbacio-
nes de orden O(1) ocasionadas por la interpolacion polinémica son
el origen de las oscilaciones observadas tambien en los intervalos
[Tm_3, Tm—2] V [Tmie, Tmi3], que aparecen en sucesivas aplicaciones
del esquema.

En el esquema PPH se substituye la media aritmética por la
media armonica

_ 2]yl
PPH(z,y) = sgn(z,y) 2T ol (1.16)
donde sgn(z,y) := (sgn(z) + sgn(y))/2. Asi,
1
(SPPHf)ZnJrlf = (Sl,lf)2n+1 - gPPH(V%fnfla v2fn) (1 17)

La clave del comportamiento no-oscilatorio del esquema Sppy
reside en la siguiente propiedad de la media armonica (ver e.g.
[19]),

|PPH(z,y)| < 2min{|z|, |y|}, (1.18)
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la cual implica que PPH(O(h?),O(1)) = O(h?). Por tanto, en las con-
diciones descritas anteriormente, el esquema PPH satisface

(Seprf)om—1 = (Sl,lf)2m—1+0(h2) (Sepu f)amts = (51,1f)2m+3+0(h2)‘
Dado que la funcion es suave en [z,,_1, T, [Tmi1, Tmi2ls

(S11f)em-1 = f (2,01) + O(?)

(Sl,lf)2m+3 =f ($m+1+%) + O(hQ)

de manera que el orden de exactitud en los intervalos adyacentes
a la discontinuidad disminuye, pero no se pierde completamente
como sucede en el caso del esquema S, 5.

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
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Figura 1.8: Funciones limite sobre datos discontinuos. Sss, Sppy ¥y
SH -

La media armonica (1.16) forma parte de la familia de medias
Power,, definidas en [38] del siguiente modo
p
) . (1.19)

Estas funciones satisfacen una propiedad analoga a (1.18), y se
introdujeron originalmente en [38] para la solucion numérica de
ecuaciones hiperbolicas, al igual que las reconstrucciones ENO y
WENO. Es facil ver que PPH(z,y) = Ha(x,y). Para p = 1 se tiene

r—=y
r+vy

Tty
Hp(ZL',y) = Sg’l’L([E,y) ‘T (1 -

Hi (. ) = sen(e, y) min{]a], [y} = minmod(a, y).
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La utilizacion de la media H, en lugar de la media aritmética en
(1.15) da lugar a los esquemas Power,, Sy,, que se pueden consi-
derar, por tanto, versiones no lineales del esquema centrado de 4
puntos. Se definen como

(Spr)2n = fn,
{ (SHp)Qn—H - (Sl,1f>2n+1 — %HP(Van—h V2fn) Vn € Z. (120)

El estudio de estos esquemas utiliza de manera intensiva las pro-
piedades algebraicas de las medias H, (ver Capitulo 3).

1.3
Convergencia y Estabilidad

Como se ha mencionado en la introduccion, la primera de las
cuestiones fundamentales en un proceso de subdivision recursiva
es la de la convergencia del proceso. Las técnicas que se utilizan
para analizar la convergencia de un esquema de subdivision lineal
no pueden, en general, aplicarse al caso no lineal, que requiere
herramientas especificas.

La estabilidad del proceso recursivo es consecuencia directa de
la convergencia del esquema de subdivision en el caso lineal, pero
no asi en el caso no lineal, que requiere también herramientas
especificas.

En esta seccion revisaremos algunos resultados de interés para
el desarrollo de esta memoria, relacionados con estas cuestiones.

1.3.1
El caso lineal

Es bien conocida la relacion entre la convergencia de un esque-
ma interpolatorio lineal, la reproduccion exacta de polinomios, y
la existencia de ciertos esquemas derivados (ver e.g. [23]). A con-
tinuacion haremos un breve resumen de los resultados mas rele-
vantes, con respecto al contenido de esta memoria (las pruebas se
pueden encontrar en [23, 19]).
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Si S es un esquema lineal convergente de la forma (1.3), en-
tonces los coeficientes de la mascara del esquema necesariamente

satisfacen
D am, =1 > ag =1. (1.21)

Esta condicion es equivalente a
Sal = al, (1.22)

donde 1 es la sucesion 1, = 1,Vn € Z, es decir, el esquema S repro-
duce constantes. A su vez, esta propiedad implica la existencia de
un esquema de subdivision asociado, llamado esquema diferencia,
que denotaremos como S y que satisface

vSsf=sitvry. (1.23)

El comportamiento del esquema diferencia S!"! determina la con-
vergencia de S en (1.3), como se especifica en la siguiente proposi-
cion (extraida del Teorema 3.2 en [23]).

Proposicion 1.1. Sea S un esquema de subdivision de la forma
(1.3) que reproduce constantes. Entonces S es convergente si y
solo si el esquema diferencia S satisface la siguiente condicion

ILeNueR, L>0,0<pu<1: |[(S")fllos < pll flloos VS € loo(Z).

Ademas, se tiene el siguiente resultado sobre la regularidad de la
funcion limite.

Proposicion 1.2. ([23]-Corolario 3.3) Sea S un esquema de sub-
division convergente y L > 0 y 0 < p < 1 como en la proposicion
1.1. Entonces Vf € I.(Z) yVz,y € R, talque |z —y| < 1,3C >0 :

5% f(2) =S¥ F(y)| < Cle =y,

donde v = —logy(u)/ L.
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El siguiente resultado muestra que, en el caso lineal, la regula-
ridad de las funciones limite esta directamente relacionada con
la capacidad del esquema para reproducir polinomios de manera
exacta.

Proposicion 1.3. ([23]-Teorema 5.1 ) Sea S un esquema de sub-
division lineal e interpolatorio tal que S*f € C*, Vf € I(Z). En-
tonces para cualquier polinomio P(z) € II; se cumple

SP|Z = P|Qflz.

Es bien conocido que si S es un esquema de subdivision lineal
que reproduce polinomios de grado k, entonces existen los esque-
mas diferencia S!Y, ..., S¥+1 que satisfacen

Vs = syt 1=1,....k (1.24)

El estudio de la convergencia y regularidad de las funciones
limite en el caso lineal se suele llevar a cabo a partir del analisis
de los esquemas derivados [23]. Si d'f7 = 2UV!fJ representa la
[-ésima diferencia dividida de los datos en el nivel de resolucion
asociado a f7, el esquema derivado S = 2!Sll satisface

d'fitt =sOd ), vj.

Enunciamos a continuacion los resultados que relacionan la
convergencia de un esquema de subdivision interpolador lineal,
y la regularidad de las funciones limite obtenidas, con la repro-
duccion polinoémica y la existencia y propiedades de los esquemas
derivados.
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Teorema 1.3. ([23]-Teoremas 5.2 y 5.3) Sea S un esquema de
subdivision lineal e interpolatorio que reproduce de manera exac-
ta I1,. Entonces para cada l, 1 <[ < k + 1, existe un esquema de
subdivision SV que satisface

dftt=80g > 1.
Ademas, las tres condiciones siguientes son equivalentes:
1. S converge uniformemente a_funciones limite de clase C*.

2. SO converge uniformemente a funciones limite de clase
Cckt,

3. 15*+D) converge uniformemente a ceroVf € lo(Z).

En el caso lineal, la construccion y el estudio de los esquemas
derivados se lleva a cabo mediante una adecuada factorizacion del
simbolo del esquema [16, 23],

0(z) = Z ;2

=

de manera que no es posible extender estas técnicas al analisis
de esquemas no lineales como los esquemas ENO,WENO o Power,
descritos anteriormente.

La estabilidad de un esquema de subdivision lineal es una con-
secuencia directa de la convergencia. Es facil ver que ||57|| < C,
V5 > 1 (ver [23]). Asi, si S es un esquema lineal convergente, en-
tonces Vf, g €lo(Z)y j €N, 3C >0

157f = 7gllec = [1S7(f = 9loo < CIIf = gllo-

Sin embargo, la estabilidad del esquema de subdivision no lineal
no se puede deducir de su convergencia. A continuacion revisamos
algunos resultados sobre la convergencia y estabilidad de la cla-
se de esquemas de subdivision no lineales que pueden escribirse
como una perturbacion de un esquema lineal convergente.
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1.3.2
El caso no lineal

Los esquemas PPH y Power, en [2, 3, 19] pueden escribirse co-
mo una perturbacion no lineal de un esquema lineal convergente,
es decir responden al siguente formato general: V f € [(Z),

(Snf)=(Scf)+F(@f), Vnelk (1.25)

donde F : 1 (Z) — l-(Z) puede ser no lineal, ¢ : [(Z) — l-(Z) es un
operador lineal y continuo y S, es un esquema lineal, convergente.
En efecto, para los esquemas Sy, (1.20) se cumple que § = V2,
S = 5171, y

Filo(Z) — 1 (2) { (F(F))on =0 (1.26)

(‘F(f))Qn—l-l _%Hp(fnafn—&—l) ’

El siguiente teorema establece ciertas condiciones que asegu-
ran la convergencia de un esquema de subdivision de la forma
(1.25) (la prueba se puede encontrar en [19], Teorema II.1).

Teorema 1.4. ([19]-Teoremas II.1 y I1.2) Sea S\ un esquema de
subdivisiéon que puede expresarse en la forma (1.25), con S; un
esquema lineal convergente. Si F y ¢ satisfacenVf € l..(Z)

M >0 F(Flloo < M| £l]cos (1.27)

IL>0,0<p<l:  I8SK(F)lleo < ll0f ]l (1.28)

entonces Sy es uniformemente convergente. Ademds, si S, es
C*~ convergente, entonces Sy es C°~ convergente con [ =
min{——logi(“ ) a}.

La convergencia de los esquemas Power, se prueba de manera sis-
tematica en [2, 3, 19] comprobando las hipotesis del Teorema 1.4.
Para estos esquemas § = V? y (1.28) se puede escribir como

V2S5 Flloo < 1lIV2 S llcc, (1.29)
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de manera que las pruebas en [1, 3, 19] se basan en la acota-
cion directa de las segundas diferencias de S? para los esquemas
estudiados.

Con respecto a la estabilidad, el siguiente teorema establece
ciertas condiciones bajo las cuales se puede deducir la estabilidad
de una esquema de la forma (1.25) (la prueba se puede encontrar
en [19], Teorema I1.4).

Teorema 1.5. ([19]-Teorema II.4) Sea S, un esquema de sub-
division que reproduce constantes y que puede ser escrito de la
Jorma (1.25), con S; un esquema de subdivision lineal conver-
gente. Si F y ¢ satisfacenVf,g,dy,dy € l(Z),

AM>0: [IF() = F(9)llee < M|[f = 9llee, (1.30)

AL>0,0<pu<1: [Jo(SK(Sf) = Sp@)llse < pllo(f = 9)llso, (1.31)

entonces el esquema de subdivision Sy, es estable.

Notar que para § = V2, Sy = Su, (1.31) toma la forma

V(S (F) = S, (9] < ulIVA(f = 9)]]oo- (1.32)

De nuevo, este teorema se utiliza en [1, 3, 19] de manera siste-
matica para comprobar la estabilidad del esquema PPH y estudiar
el caso de los esquemas Power, mediante la acotacion directa de
IV2(S3, () = S, (9))lc

Por otra parte, las relaciones (1.29) y (1.32) permiten intuir la
conveniencia de utilizar los esquemas diferencia S en las pruebas
de convergencia y estabilidad de los esquemas Power,. Es conoci-
do, [30, 41], que la reproduccion de polinomios no garantiza la
existencia de esquemas diferencia en el caso no lineal. Sin embar-
go, es sencillo calcular el esquema 55}3 que satisface V2Sy, = SﬁiVQ
(ver [30] y capitulo 3).

En el caso no lineal, la existencia de los esquemas diferencia
St,...,S" se puede deducir de la propiedad k-off-set invariant [30].
En la siguiente seccion revisamos el concepto de subdivision k-
off-set invariant en [30] y demostramos la existencia de esquemas
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derivados a partir de esta propiedad. La existencia de estos esque-
mas permitira simplificar los enunciados de los Teoremas 1.4 y
1.5.

1.3.3
Esquemas Diferencia

En el caso no lineal la reproduccion exacta de constantes no
es suficiente para garantizar la existencia del esquema diferencia
S, En [41, 30], se prueba que el concepto de subdivisién off-set
invariant permite definir S, independientemente de la linealidad
del esquema.

Definicion 1.5. Subdivision off-set invariant (OSI). Un es-
quema de subdivision S es OSI si

S(f+al)=Sf+al, Vf€lw(Z), a € R.

Es evidente que un esquema de subdivision OSI, reproduce
constantes, pero el reciproco no es cierto. Por completitud, inclui-
mos a continuacion la prueba del siguiente resultado (para esque-
mas r—arios, ver [30], Lema 2.1).

Lema 1.1. Sea S un esquema de subdivision binario OSI, en-
tonces existe un tinico esquema de subdivision binario, S, tal
que

VoS=5Uov.

Demostracion
Para cada n € Z fijo, podemos escribir VI € Z

Zln:i[)(vf>n+m7 >0
fn+l:fn+wn+l, Wil = 07 =0
= (VP nim, 1< 0.
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Puesto que f = f,1 +wy S es OSI, tenemos que
Sf=5(ful +w) = ful + Sw,
por tanto VSf =VSwy
(VS f)2n = (Sw)anir — (Sw)an
= t1(Wn-r, -, Wnir) = Yo(Wn-r, ..., WniL)

= (Y D oons (Vg 1).

Notar que solamente intervienen en la féormula los valores w, .,
con —L <m < L que, a su vez, se pueden reescribir en funciéon de
V foim, para —L <m < L — 1.
De manera analoga
(st)2n+1 = (Sw)2n+2 - (Sw)2n+1

= VYo(Wnt1-L, s Wny14L) — V1 (Wn—r; .. Wntr)
= (Y Dne oo (Vnin).

En este caso las componentes de w involucradas son w,,_r, -+ , Wyir11,
que se pueden escribir en funcién de Vf,,,, con —L <m < L.
Por tanto, definiendo

(Smg)Qn = 1/}([)1] (gnfLa cee 7gn+L)
(SY9)n i1 =V (gnrs- s Gurr)

se verifica que
Vos=5Wov.

La aplicacion V : I(Z) — l.(Z) es sobreyectiva, y este hecho

permite probar la unicidad del esquema S!'. En efecto, suponga-

mos que existen dos aplicaciones 1 = (i v} y ol = (K L)

tales que Vf € [ (Z)

DV facreo o Varr) = (VS Poner = 01 (Vuers oo Viusr), k=0,1.
Dado g € I(Z), sea f € [(Z) tal que Vf = g. Entonces

][gl] (gn—L7 s 7gn+L) = wl[cl](vf’rL—Lv cey vfn-i—L) = gpggl](vfn—[n ceey vfn—i—L)

= nggl} (gn—L; L 7gn+L)7 VTL G Z
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Por tanto ¢! = o', k=0, 1. |

La demostracion del Lema anterior indica que la longitud del
esquema Sl es menor o igual que la de S. Ademas, se observa que
las funciones que definen S/ son combinaciones lineales de las
funciones que definen S.

De manera analoga, la existencia de esquemas diferencia de
orden superior a 1 esta relacionada con la siguiente generalizacion
de la propiedad OSI [30].

Definicion 1.6. Subdivision k-OSI. Un esquema de subdivi-
sion binario S se dice k-off-set invariant si para cada polinomio
P(z) de grado m, 0 < m < k existe un polinomio )(z) de grado
< m tal que

(S(f + Plz))n = (Sf)n + P(n/2) + Q(n/2), Vn € Z,Vf € lx(Z).

Notar que la definicion anterior implica que si S es k-OSI, en-
tonces es m-OSI para 1 < m < k. Ademas, para esquemas lineales
es evidente que la Definicion 1.6 es equivalente a la reproduccion
exacta de polinomios en II;_;. Sin embargo ambos conceptos no
son equivalentes, tal y como se observa en [25, 30]. Por ejemplo,
los esquemas WENO de orden 2r + 1 utilizan combinaciones li-
neales convexas de polinomios de grado r y por tanto reproducen
polinomios de grado menor o igual a » de manera exacta. Por otro
lado, aunque son esquemas OSI (debido a que los coeficientes de
la combinacion convexa dependen de V f) no son k-OSI para k£ > 1,
puesto que los coeficientes de la combinacion convexa no pueden
escribirse en funcion de V* para k > 1.

La definicion de subdivision k-OSI representa una generaliza-
cion del concepto de reproduccion polinémica que permite garan-
tizar la existencia de los esquemas diferencia SV, ..., SI¥, indepen-
dientemente de la linealidad del esquema. En la siguiente proposi-
cion se demuestra la existencia del esquema diferencia S a partir
de la Definicion 1.6 para k£ = 2. La demostracion de este caso ilus-
tra el proceso de induccion que permite demostrar el caso general.
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Lema 1.2. Sea S un esquema de subdivision binario y 2-OSI.
Entonces el esquema SV satisface

SW(w + al) = St + %11 Y € 1o (Z). (1.33)

Ademads existe un tinico esquema de subdivisién binario S®?, de
longitud igual o menor que la de S, que satisface

V208 =SPoV2 (1.34)

Demostracion
Dado que S es OSI, existe el esquema binario SI', de longitud
menor o igual a la de S, que satisface Vo S = Sl 0 V. Veamos que
Vf€lw(Z), a € R
SU(f +a1) = SHf + Z1.

Puesto que V : [(Z) — [(Z) es sobreyectiva, dados f € [(Z) y
a € R, existen g,v € [(Z) tal que Vg = fy Vv = «l. Ademas,
existe un (anico) polinomio P(z) de grado 1 tal que P(n) = v,!. De
la Definicion 1.6, deducimos

SU(f +a1) = SU(V(g+ Plz)) = VS(g+ Plz) = V(Sg + Plo-1z).
Como P(z) € 114,

VPQ_IZQHIPn+12_Pn:Un+1+vn /Un_g7
2 2
(VPly-1z)ons1 = P(n+1) — P(n+1/2) = v,41 — w = %7
tenemos o o
SU(f +a1) = $1Vg + 51 =5Uf + 1. (1.35)

Esta propiedad, junto con el hecho de que S es un esquema
binario del mismo tipo (amplitud) que S, permite definir, de mane-
ra inica, un esquema binario, S, que satisface (1.34). En efecto,
supongamos que Yw € [ (7Z)

(S[l]f)2n+k = ¢L1}(fn7L, cee 7fn+L)-

LP(z) = vy + ax
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Dado que SV = VS, procedemos como en el Lema 1.1: Dada
f €ls(Z)yn € Z, fijo, podemos escribir Vi € Z

Z:i0<v2f)n+m7 [>0
anJrl = an + Wnyt, Wpyp = 07 =0

- Z;nl:l(vzf)n-lrm> [ <0.
por tanto (1.35) permite escribir

Vifn

SUVf =st(Vf,1+w) = o1+ Sy,

de manera que

ViSf=VVSf=vVsilvy=vsiy.

Asi,
(VZSJC)% = (S[l]w>2n+1 - (Smw)%
= P(wn,L, . ,wn+L) — 1/}([)1](71)”,[/, Ce 7wn+L>7
= ¢[2](V2fn—La R Van+L_1>,
(V2S5 F)anir = (SMw)ania — (SMw)an 1
= 1/)([)1}(wn+1—L7 . 7wn+1+L) - %1] (wn—La Co sy Wnyr)
= (V2 foiir, ., Vi arn),
donde hemos utilizado que los valores w,_r,...,w,.; se pueden
escribir en funcion de (V2f),_r,...,(V2f)psr-1> ¥ Wnery. -\ Wpip1—1,
en funcion de V3f,_;....,V%f, 1. Vn € Z. Por tanto

(Sg>2n = ?ﬁm (gn—L7 B agn—i-L—l)a

(S9)2nt1 =: 1/1[2] (Gn41-Ly- s GnrL)-
La unicidad se demuestra con los mismos argumentos que en el
Lema 1.1. [ |

La existencia de los esquemas diferencia para el caso no lineal
permite reformular el enunciado del Teorema 1.4 para esquemas
k—OSI de la forma (1.25), cuando 6 = V*.
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Teorema 1.6. Sea S\ un esquema de subdivision k-OSI de la
Jorma (1.25), con S; un esquema de subdivisién lineal conver-
gente y § = V*. Supongamos que existen parametros M > 0, L >
0,0 <pu<1tales queVf €l (2)

IEF)] oo < M| £]loo, (1.36)
NCSENE Flloe < 2]l Fllso, (1.37)

entonces el esquema de subdivision Sy, es uniformemente con-
vergente. Ademas, si S, es C*~ convergente, entonces Sy es C*~
convergente con 5 = min{—%, at.

El teorema de estabilidad 1.5 puede reformularse de manera
analoga,

Teorema 1.7. Sea Sy un esquema de subdivision k-OSI de la
SJorma (1.25), con S; un esquema de subdivision lineal conver-
gente y 6 = V2. Supongamos que existen parametros M > 0, L >
0,0<pu<1tales queVf, g€ l(Z)

1E(f) = F(9)lloo < MI|f — gllo (1.38)

1CSENE(F) = (SEDE (@)oo < 2l f = 9lloo, (1.39)

Entonces el esquema de subdivision Sy, es estable.

En este contexto, la estabilidad del esquema depende de la con-
tractividad de una cierta potencia del esquema S*. En [30, 29],
Oswald y Harizanov proponen un marco teorico que permite estu-
diar las propiedades de contractividad de las potencias de un es-
quema de subdivision definido mediante funciones diferenciables
a trozos, con ciertas propiedades adicionales que permiten exten-
der algunos Teoremas del Valor Medio y la regla de la cadena para
funciones suaves.

La teoria desarrollada en [30] para esquemas de subdivision
definidos mediante funciones suaves por sectores incluye la defi-
nicion del Jacobiano Generalizado del esquema, que permite un
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analisis sistematico (aunque no necesariamente sencillo) de las
propiedades de contractividad de las potencias del esquema de
subdivision. En el caso de los esquemas Power,, veremos que la
utilizacion de esta técnica sistematiza y simplifica las pruebas de
estabilidad que se presentan en [3, 19].

En el siguiente capitulo describimos con detalle la definicion de
la clase de funciones suaves por sectores, junto con aquellas pro-
piedades que resultan de utilidad en el analisis de la convergencia
y la estabilidad de los esquemas de subdivision no lineales que
utilizan estas funciones en su definicion.

Para finalizar este capitulo, estableceremos algunos resultados
que hacen referencia a la capacidad de un esquema de subdivi-
sion para recuperar de manera aproximada funciones suaves a
partir de sus valores en una malla inicial, normalmente con poca
resolucion.

1.3.4

Orden de aproximacion

Enunciamos a continuacion algunas definiciones relevantes que
se refieren a la capacidad del esquema para reproducir aproxima-
damente funciones suaves.

Definicion 1.7. Orden de aproximacion de S. Se dice que un
esquema de subdivision, S, tiene orden de aproximacion r > 0
después de una iteracion si para cualquier funcion g € C"(R)
existen h, > 0y Cy, > 0 tal que :

si f=g(h-), entonces ||Sf—g(2'h)|le <C,h", 0<h<h,,
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Definicion 1.8. Orden de aproximacion de S°°. Dado un es-
quema de subdivision convergente, S, decimos que tiene orden
de aproximacion r > 0 si para cualquier funcién g € C"(R) existen
hg>0yC, >0 tal que :

si f=g(h-), entonces |[S*f—gl|lw<C,h", Vh,0<h<h,,

Los siguientes resultados, relacionados el orden de aproxima-
cion de un esquema de subdivision, son validos para esquemas

lineales y no lineales. Las pruebas se pueden encontrar en [36] y
[19].

Proposicion 1.4. [[36]-Teorema 2.4.10.] Sea S un esquema es-
table que tiene orden de aproximacion igual a q¢ después de una
iteracion. Entonces S* tiene orden de aproximacion igual a q.

Proposicion 1.5. [[36]-Teorema 2.4.9.] Un esquema de subdivi-

sion estable que reproduce 11,_, (g > 1), tiene orden de aproxima-
cion igual a q.
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Subdivision de clase ;.

2.1
Introducion

Oswald y Harizanov [29, 30] utilizan un marco teérico que fa-
cilita el estudio de las propiedades de convergencia y estabilidad
de los esquemas de subdivision asociados a los esquemas Power,.
Este marco tedrico resulta particularmente adecuado para anali-
zar los esquemas de subdivision objeto de esta memoria, por lo
que daremos a continuacion una descripcion detallada de los ele-
mentos esenciales de esta teoria.

En esta seccion se establecen con precision las definiciones y
se prueban los resultados que cubren todas las situaciones que se
estudiaran a lo largo de esta memoria. A diferencia de la exposicion
en [29, 30], no se pretende abordar el caso mas general posible. El
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énfasis en esta seccion esta puesto en la claridad y completitud de
la exposicion.

2.2
El Gradiente Generalizado

La contractividad de una funcion diferenciable ) : R™ — R se
puede estudiar a partir de las acotaciones de su gradiente V.
Ciertas funciones diferenciables a trozos admiten un Gradiente
Generalizado que permite realizar un estudio similar. En [30] se
denomina a esta clase de funciones C,, (R™), notacion que man-
tendremos en esta memoria. En esta seccion desarrollamos aque-
llos elementos de la teoria de las funciones de clase C, (R™) que
son necesarios para su aplicacion a los esquemas de subdivision
considerados en esta memoria.

A lo largo de todo el capitulo asumiremos que #(0) = 0, puesto
que todos los casos de interés en las aplicaciones satisfacen esta
igualdad.

2.2.1
Particion por sectores en R”

Todo hiperplano, H, en R™ separa el espacio R™ en dos semi-
espacios cerrados, H™ y H~ [40]. Si 0 € H, entonces H es un subes-
pacio vectorial de R™ de dimension m — 1, por tanto Jwy € R™ tal
que H =< wy >+:={y € R™ : yTwy =0, }. La funcion (lineal)

gy R >R : gu(z) = 27 - wy (2.1)

identifica los semi-espacios H*, puesto que se puede asociar

gu(r) >0 < xeH, gy(r) <0+ ze€H, gulr)=0 < xeH.
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Definicion 2.1. Sea (2 C R™ el conjunto_formado por la intersec-
cion de k > 1 semi-espacios, asociados a k hiperplanos distintos
que pasan por el origen de coordenadas. Diremos que () es un
sector en R si su interior topolégico en R™ es no vacio

Utilizaremos en adelante () para designar el interior topologico
de Q2 en R™, es decir

Q= {reR™: 35> 0con B(x,8) C Q) 2.2)

donde B(z,d) := {y e R™ : ||y — z||, < 6}.

Dado que los semiespacios H* asociados a un hiperplano H
son conjuntos convexos y cerrados, se sigue de la Definicion 2.1
que los sectores son conjuntos convexos y cerrados con interior no
vacio.

Definicion 2.2. Particion por Sectores de R™ Diremos que
P = {Q;}Y, es una particion por sectores de R™ si cada (); es un
sector en R™, y se cumple

1 UY, Q;=R™

2. SlZ?éj, (QiﬁQj)o :(Z)

Consideraremos unicamente particiones por sectores asociadas
a un numero finito de hiperplanos 0 € H;,i =1, ..., Np, que definen,
y separan, los distintos sectores de la particion. Si () es el sector
formado por la interseccion de semi-espacios asociados a los hi-
perplanos H;,...Hy, €l signo de las k funciones gy, (y), 1 < i < k

caracteriza a los puntos de (2, mientras que en los puntos de la
frontera del sector, 012, gy, (y) = 0 para algin 1 < i < k. Es de-
cir, cualquier punto contenido en la frontera de un sector ha de
estar incluido en al menos uno de los hiperplanos que definen la
particion.

La Figura 2.1 muestra dos particiones por sectores de R?, aso-
ciadas a las medias H, para p > 1 (izquierda) y p = 1 (derecha). En
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la figura de la izquierda, los ejes coordenados definen los dos hi-
perplanos de separacion. En la figura de la derecha, la recta =z =y
define el tercer hiperplano de separacion #;.

<~ Ho < Ho
Q o) Q |Q = M
92
f Hi f Hy
Q5 Qy Q" Qs Qs

(@) (b)
Figura 2.1: Ejemplos de Particiones por Sectores en R?.

Las funciones objeto de esta memoria son funciones suaves por
sectores.

Definicion 2.3. Se dice que ¢ : R™ — R es suave por sectores
siy € C(R™) y existe una particion por sectores, {Q;}Y |, tal que

o

paracadai, 1 <i< N, o;:=4v|, €C (L))

Es evidente que la suma de funciones suaves por sectores es
también una funcion suave por sectores, ya que la inclusion de
un hiperplano de separacion en un sector en el que una funcion
es diferenciable no cambia las propiedades de 'suavidad por secto-
res’ de la funcién. La clase de funciones C},(R™) esta formada por
funciones suaves por sectores, que pueden no ser diferenciables
en los puntos que pertenecen a la frontera de los sectores, pa-
ra los cuales se requiere solamente que existan ciertas derivadas
direccionales.

Notemos primeramente que si H =< wy >T es un hiperplano en
R™ y {w;}!"7' es una base ortonormal de H , la matriz A, definida
por columnas como

Ay = [wl, . ,wm_l], Ay R 5 R™ (2.3)
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define un difeomorfismo,

m—1

Vz=(21,...,201) € R™ Ay z = Z ziw; € H. (2.4)

i=1

Vo € R™, (A%x)Z —wlz, 1<i<m-—1 (2.5)
dado que se cumple
1. AL Ay =7, 1, la matriz identidad en R™*.
2. AyAlo=2 < z€H.
Utilizando la notacion anterior, es facil relacionar la existencia

de derivadas direccionales de ¢|y : H C R™ — R con la diferencia-
bilidad de la funcion

PpH R S R, PH(2) == P(Ayz), ze€R™! (2.6)
con Ay en (2.3). Observemos que Vd € H,

d=ApAyd = Y(d) = P(AyAje) = O (AGd),
Side HyO0#weH, d+tweH, Vt € R,y se sigue de (2.6) que

Y(d+tw) —y(d) (AL (d + tw)) — PP (Afd)
t t
_ YA d + tAGw)) — T (AGd)
t

Dado que w = Ay AJw, se sigue que si 0 # w, entonces ALw # 0.
Por tanto, de la definicion de derivada direccional deducimos que
existe D,¢(d) siy solo si existe = D 4r,4*(Aj,d). Si la funcién ™
es diferenciable en Al d se tiene

Dyp(d) = D g, 07 (ARd) = V™ (A d) Afw. (2.7)
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2.2.2
Funciones de clase C), (R?)

Definicién 2.4. Se dice que i) : R?> — R, suave por sectores,
es de clase C;W(RQ) si para cada hiperplano de separacion de
su particion asociada, H, la_funcion ¢’, definida en (2.6), es de
clase C*(R — {0}).

La clase de funciones C,, (R?) esta formada por funciones conti-
nuas, 1) : R? — R, para las cuales existe una particion por sectores
asociada de manera que la funcion es continuamente diferencia-
ble en el interior de cada sector mientras que en los hiperplanos
de separacion se cumple que para cada 0 # x, la funcién ) admite
derivadas direccionales en las direcciones del hiperplano (recta en
R?), pero posiblemente no en la direccion normal a este. El ori-
gen de coordenadas se considera un punto singular, en el que la
funcién podria no admitir ninguna derivada direccional.

Para esta clase de funciones se puede definir una aplicacion

Dt : R? — R?

que juega un papel similar al gradiente V¢ en funciones suaves, en
el sentido de que la aplicacion lineal asociada recupera todas las

derivadas direccionales que tienen sentido. En efecto, si definimos
Dy(0):= 0
s£0,  Dyla) = { Vib() size 2.8)
Vyt(ATx) AL sizedQ; CH,

se cumple que Vz # 0,
1. siz € Oy, Di(x) = Viy(x), por tanto
Dip(z)(v) = Vb (z)v = Dya)(x), V0 #£ v e R™. (2.9)
2. siz€0Q; CH, Dy(z) = Vi (ATd) ATw. Por (2.7)
Dy(z)(w) = Dyib(z), YO#weH (2.10)
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Las medias Power, y Power, ponderadas, objeto de esta memo-
ria, son funciones de clase C, (R*) que satisfacen, ademas, la si-
guiente propiedad de compatibilidad sobre los hiperplanos (rectas)

de separacion que definen su particion asociada.

Definicién 2.5. Sea ¢ : R?> — R una _funcién suave por sectores
y P su particion por sectores asociada. Se dice que 1) satisface
la Propiedad de Compatibilidad (PC) sobre P si se verifica que

1. existe lim Vy(p), V0 # d € 0, Qy, sector de P

d<—p€EeQy,

2. si0 # d € 09, C H, hiperplano de separacion de P,

(h’ron Vii(p)) - w = Dyp(d), VO#weH

PEQ,
p—d

Si ¢ : R? — R es una funcion suave por sectores que verifica la
PC (Def. 2.5), se puede definir también una aplicacion

Dy R? — R2

con propiedades similares a (2.8). Este resultado se establece en
el siguiente lema, cuya prueba es inmediata.

Lema 2.1. Sea v una _funcién suave por sectores que satisface
la PC 2.5 sobre P = {{;}, su particion por sectores asociada.

Entonces la aplicacién D1 : R? — R?, definida como

Dy(0):= 0

N Vi (zx) siz € (OZZ (2.11)
Vst D) = & gy = Vi(p) siz e,

p
p—T

satisface (2.9),(2.10).
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Notamos que si 0 # 2 € 9, N0, CHconi#j,y

lim V)5 (p) # 1im V4, (p),

PEQ, pEQ
p—T p—T

se puede definir ﬁ@b(x) en (2.11) de dos maneras diferentes. Sin
embargo, la propiedad de compatibilidad (Def. 2.5) asegura que en
ambos casos se sigue cumpliendo que Vw € H

(11'131 Vii(p)) -w = (h’ron V;(p)) - w = Dyt(),

de manera que las aplicaciones lineales definidas mediante cual-
quiera de las expresiones del vector D (d) satisfacen

Dy(d)w = Dpip(d),  Vw € H.

Las observaciones anteriores justifican la siguiente definicion.

Definicién 2.6. Sea ) : R? — R una _funcién suave por sectores
y P = {;} una particion asociada. Diremos que la aplicacion
Dy : R? — R? es una derivada admisible (o gradiente genera-
lizado) de ¢ relativaa P siV0 # x € R" se verifica que

1. Siz e, Dy(x)o = Dyb(z), VO #wveR™
2. Six € 0Q; CH, DyY(r)w= Dyy¥(x), VO#weH

Al igual que sucede con la aplicacion lineal asociada al gradiente
en funciones suaves, la Definicion 2.6 implica que la aplicacion
lineal asociada al vector Dy (z) € R?

Diy(x) : R? = R, Di)(z)(v) := Dy(z)v, Vv € R™.

recupera ciertas derivadas direccionales de la funcion . En el in-
terior de los sectores, donde la funcion es continuamente diferen-
ciable, la derivada admisible recupera todas las derivadas direc-
cionales, mientras que en los puntos situados en la frontera de los
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sectores, y por tanto en las rectas que definen los hiperplanos de
separacion de la particion, la aplicacion lineal asociada a una de-
rivada admisible recupera las derivadas en la direccion de la recta
que define el hiperplano de separacion, pero no necesariamente en
la direccion ortogonal a ella.

Notamos ademas, que las diferentes propuestas para el gra-
diente generalizado de una funcioén de clase C,,(R*) difieren ani-
camente para valores 0 # x € H, con H un hiperplano de sepa-
racion en la particion asociada . En concreto, la actuacion de
Di)(z) sobre los vectores v € H+ =< wy > puede ser diferente en
las diferentes propuestas consideradas. En cualquier caso, si la
funcién es de clase C},(R?), se cumple la siguiente generalizacion
del Teorema del Valor Medio Clasico A.1

Lema 2.2. Sea ¢ una funcién de clase C},(R*), P = {Q;} una
particion por sectores asociada y Dy una derivada generalizada
de v relativa a P. Dados x # y € R™, si

1. T,y € S?Zi, 0
2. z,ye 0yl :={te+(1—-1t)y, tel0,1]} C 09; — {0},
entonces 3t € (0,1) tal que

Y(z) —b(y) = DY(§)(z —y), E=tr+ (1-1t)y

Demostracion
Dados z # y € R?, definimos ~ : R — R?,

V() =tz + (1 -t)y=y+tlx —y),

de manera que v(0) =y, ~(1)==z, ~'(t)=z-—vy, Vi
Consideramos la funcion g : R — R

g(t) =v(y(1),  teR (2.12)

Supongamos que z,y € S%Z (notar que (); es convexo y por tanto
= {tz+ (1—1t)y, t €[0,1]} C Q). Puesto que ¢ € C'(;), la regla de
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la cadena implica que g € C'((0,1)) y

gt) =Vihi(y(®) (@ —y),  Vte(0,1).
Utilizando el TVM clasico A.1, 3% € (0,1) tal que

b(x) = ¥(y) = 9(1) — g(0) = ¢'(1) = Vi (v(1)) (z — y).
Definiendo ¢ := () = y + t(z — y) tenemos

(@) = ¢(y) = Vi) (z —y) = Doyth(§) = DY(E)(z — y)

lo cual prueba el teorema en este caso.
Supongamos ahora z,y € 0€); C ‘H. En este caso y(t) € H Vt € R

y

g(t) = v(v(1)) = ™ (Ax"(1)).
Si, ademas, I' C ; — {0}, entonces Al ~(t) # 0, Vt € [0,1] y existe
V C R—{0}, abierto, tal que Ay v(t) C V, Vt € [0, 1]. De nuevo, dado
que " € CYR — {0}), la regla de la cadena permite deducir que
g€C((0,1)y

g(t) = Vo (A v () An' (x —y),  Vte[0,1],
Por tanto, utilizando de nuevo el TVM clasico 3¢ € (0, 1), tal que
() = v(y) = V(A () A" (v — 1)

Definiendo ¢ := (1), tenemos

U(@) = U(y) = Vo' (A () An" (x — y) = Duytb(€) = DY(€)(z — y)

en virtud de (2.7), dado que 0 # = —y € H.
[ |

Como hemos observado anteriormente, si ¢ € C},(R?), podemos
definir un gradiente generalizado a partir de los gradientes de la
funcion en los sectores de la particion (es decir, sin necesidad de
utilizar las funciones ¢" correspondientes a los hiperplanos de
separacion de la particion por sectores asociada a ) que también
verificara el Lema 2.2. Veremos a continuacion que si, ademas,
estos gradientes estan uniformemente acotados, las aplicaciones
lineales asociadas estan también uniformemente acotadas.

En adelante supondremos siempre que Dw(0) = 0, para cual-
quier gradiente generalizado de ¢ : R? — R, suave por sectores.
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Lema 2.3. Sea ¢ : R?> — R una funcion suave por sectores que
satisface la PC (Def. 2.5) sobre su particién por sectores asocia-
da, P. Supongamos que 3C > 0 tal que

sup [|Vebi(z)|[1 =C  VQ e P, (2.13)

e

entonces Vx € R™ el vector ﬁ¢(m) € R™ en (2.11) satisface

| Dy()]), < C. (2.14)

Demostracion

[e)

Como Dy(0) = 0, supondremos que 0 # z € R™. Si z € Q,,
Diy(z) = Viy(z), por tanto, ||Dy(z)|[y = ||[V¢i(x)|ly < C. Por otra
parte, si z € 0; y Dy(z) = lim o Vi (p), entonces

pP—T

DY (@)[ly = [l V()| = 1im [[Vei(p)[[1 < C.

PEQ,; PEQY,;
p—x p—x

Corolario 2.1. Siv satisface las hipétesis del Lema 2.3, la apli-
cacion lineal Dy (z) : R™ — R asociada a la derivada admisible
(2.11) satisface

IDY(2)]le <C Vo €R™ (2.15)

Demostracion
Puesto que Vv € R™,

| D (z)(v)| = [Dp(z)v| < [ DY(@)][1][v]|o,
tenemos

109 ()]l = méx |Di(z)o] < [[Dy(z)|h < C.

[v]foc=
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Como indica este resultado, las funciones de clase C,,,(R*) que sa-
tisfacen la PC (Def. 2.5) y (2.13) siempre admiten un Gradiente
Generalizado de manera que la aplicacion lineal asociada Vz € R"
esta uniformemente acotada (por la cota (uniforme) de los gradien-
tes de la funcion en el interior de los sectores). En consecuencia
para estas funciones, todas las derivadas direccionales 'con senti-
do’ tienen también una cota comun.

Corolario 2.2. Sea ¢y como en el Lema 2.3, entonces

1L.VzeQ  |Dup(a)] <Cllolle VO #£veR™
2.V2 €00 CH  [Dyp(2)] <Clvlls VO#vEH,

Demostracion
La derivada admisible definida en (2.11) satisface

l. siz e folz entonces V0 # v € R™ D,y(x) = f)@/;(x)v
2. sized CHYO£veHDab(x) =Dz,

por tanto las acotaciones se deducen directamente del corolario
anterior.

Como veremos a continuacion, estos resultados permiten probar
de manera directa que toda funcién de clase C; (R?) que satisface
la PC (Def. 2.5) y cuyas derivadas estan acotadas en el interior de
los sectores de la particion es Lipschitz.

Teorema 2.1. Si ¢ : R? — R satisface las hipétesis del Lema
2.3, entonces 3C' > 0 tal que

() =YW < Cllz —yllo,  Vz,y eR™
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Demostracion
Dados z,y € R?, definimos la recta

7: R — R?, y(t) =tz + (1 -ty =y+tlx—y),
para la cual

70)=y, ~(1)==, A{t)=z-y, VL

La recta v(t) define un subespacio de dimensién 1 en R?, por tanto,
si H es un hiperplano de separacion en la particion por sectores
asociada a v (es decir, una recta que pasa por el origen de coor-
denadas), o bien v(¢) C H o bien existe un unico punto de corte, o
bien no hay puntos de corte (la recta v(¢) es paralela al hiperplano).

Las acotaciones se obtienen teniendo en cuenta la situacion
del segmento que une z e y, I' = {7(¢), t € [0,1]}, con respecto a los
hiperplanos de separacion en la particion, P, asociada a . Dis-
tinguiremos los siguientes casos, que cubren todas las posibles
situaciones,

[Caso 1]: z € S(')ZZ y € 5021 oy =000 #y € 99, Entonces ~(t) € (OZZ
vt € (0,1), ver Figuras 2.2 (a)-(b). Por lo tanto, utilizando el Teorema
A.2 y el Corolario 2.2 tenemos

[¥(x) —¥(y)| = /01V¢i(7(t))7’(t)dt'= /Ole_yw(v(t))dt’

1
< / Du_yb(1()] dt < Clly — 2.
0

[Caso 2]: =,y € 9Q; C H. Notar que en este caso (t) € H, V. Como
7' (t) = v —y € H podemos escribir

U(@) = Uy) = v (Ayr) — PP (Ay).
Supongamos que v(t) # 0 V¢ € (0,1), ver Figura 2.2-(c). En ste caso
Al ~(t) # 0, Vt € (0,1) y podemos aplicar el Teorema A.2 a la curva
yu(t) = AL~(t) : [0,1] — Ry la funcion ™ : R — R, para escribir
[¥(x) —(y)| =

/0 1 v@bH(AZv(t))A;y/(t)dt‘ = /0 1 Doy (7(1)) dt‘

1
< / Du_ (4 (t)]dt < Clly — ]|
0
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gracias al Corolario 2.2.

Por otra parte, si z,y € 9Q; y 0 = () con £ € (0,1), utilizando el
argumento anterior podemos escribir,

() — )] < (@) — )] + ) — )]
/ Dy (1)) + / 1D,y (y(8))dt

1
< [(Cly=slat [ Clly=lla < Clly -l
0 t

[Caso 3]: Si no se da ninguno de los casos anteriores, entonces
reQeyeQ; conNQ; =0, ver Figura 2.2-(d). Supongamos que
los valores 0 < t; < --- < t; < 1 corresponden a los puntos de corte

v(t1),--- ,v(ty) del segmento I' con los hiperplanos de separacion
de P!. Definiendo ty = 0y ;41 = 1, y teniendo en cuenta que para
I =0,...,k Y|, esta contenido en el interior de alguno de los

sectores de la particion, podemos utilizar de nuevo el argumento
del Caso 1y el Teorema A.2 en cada sector para escribir

W) =3 ((r(tin) — v(v(t)) =Y / Do)t

=0
Razonando como en los casos anteriores, tenemos

k

[(x) = ()] < Cllz = ylloo Y (trsr = t1) = Cllz = ylloos

=0

lo cual completa la demostracion.

El siguiente resultado establece la extension de la regla de la
cadena para la composicion ¢ o v : [a,b] — R, cuando v : [a,b] — R?
es continua y derivable casi por todas partes (c.p.p. en adelante).

'hay un numero finito de puntos de corte de la recta +(¢) con los hiperplanos
de separacion de la particion por sectores asociada a .
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(a) (b)
v(1)
f}/(l 7(751) *
7(0)
(c) ~(0)  1(d)

Figura 2.2: Diferentes posibilidades para las intersecciones de ~(t)
con los hiperplanos de separacion en la particion por sectores aso-
ciada a H;(z,vy).

Teorema 2.2. ([30]-Lema 2.7) Sea ) : R? — R una funcién de
clase C} (R*) y Dy una derivada admisible de v relativa a P,
particiéon por sectores asociada a . Si v : [a,b] — R? es una
curva continua en [a,b] y derivable c.p.p. en (a,b), entonces 7 :=
o~y :la,b] - R es también derivable c.p.p. en (a,b), y

7'(t) = Dp(v(t)) - 7'(1) (2.16)
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Demostracion
Si P = {Q,;}Y, la particion por sectores asociada a v, definimos

E:={t € (a,b) : 37(t)}

Ei={te(ab) : 7)€ NE.
E;:={te(a,b): 0£~(t) € 0%} NE.
Ey:={te€ (a,b) : v(t)=0}NE.
Puesto que FE es denso en (0,1), y P es una particion por sectores,

Si F; es el conjunto de puntos aislados en E;, ﬁl el conjunto de
puntos aislados en E, y Fy el conjunto de puntos aislados en Ej,
definimos

F = (U;F) U (U;F) U Fy.

Notar que cada uno de estos conjuntos es numerable?, por tanto
el conjunto F' es también numerable y, en consecuencia, £ = E—F
es denso en [a,b]. Veremos a continuacion que V¢ € E existe 7'(t) y

7'(t) = Dy(y(1) - (D),

lo cual prueba el teorema.

En efecto, sea t € F, entonces se pueden dar los siguientes
casos

1. 3i: () € O
2. 3i: 0 # () € 0%
3. 7(t)=0
Analicemos estos casos por separado.

[Caso 1] Supongamos que t € E y () € S?ZZ Como t ¢ F;,

Jhy >0: Vs, ls—tl<h, F(s) y 7(s)€ (OZZ-,.

2 R verifica el segundo axioma de numerabilidad, es decir, existe una base
numerable de abiertos.
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Por tanto, para h < h; y(t + h), v(t) € 5921 y el segmento que une

ambos puntos tambien esta contenido en §2; (por tratarse de un
conjunto convexo). Asi, el Lema 2.2 permite escribir

Pyt +h)) = (v(8) = DY(&n) - (v + h) —~(1)),

donde ¢, € R™ es un punto del segmento que une (¢t + h) y ().
Notar que ¢, — 7(t) cuando h — 0. Puesto que

FE+h) —3@) _ v(y(E+h) —v(y(@) Yt +h) ()

solo necesitamos probar que
tim Du(e) - N0 _ pueyye. @)

Como &, € Q;, DY(&,) = Vi(&,). Dado que o; € CHQy), & — (1) y
t € E, el limite existe y se obtiene directamente (2.17).

[Caso 2] Supongamos que ¢ € E'y 0 # ~(t) € 09;. Como ¢ & F;,
Jhy >0: Vs, |s—t|<h F(s) y 0#~(s) €I

Como v es continua y ~(¢) # 0, si consideramos § : 0 < § < [|y(t)|]2
existe hs > 0 tal que Vs : |s — t| < hsy se cumple que ~(s) € B(v(t),0)
(y por tanto ~(s) # 0).

Asi, si tomamos h < min{h;,0} y H es un hiperplano de separa-
ciéon en P tal que 09; C H, se cumple que (¢t + h) € 99; N B(v(t),9)
y, por tanto, el segmento que une (¢ + h) y v(¢) esta contenido en
H N B(y(t),0). Asi, el Lema 2.2 permite escribir

Pyt +h)) = (v(1) = DY(&n) - (vt + h) —~(1)),

con ¢, € R™ un punto del segmento que une ~(¢t+h) y v(¢). Por tanto,
razonando como en el caso anterior, es suficiente con probar que
se satisface (2.17).

Dado que &, € B(y(t),) NH, y v(t + h) — ~v(t) € H tenemos que

Dp(&n) - (V(t+ ) = (1)) = Ve (Az&n) - A ((t + h) = ().
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Puesto que limy, .o &, = v(t) y ¥* € CH(R™! — {0}) se cumple que
lim Vo*(A7,6) = VO™ (AR (1)),
y por tanto, tomando limites y aplicando (2.10) tenemos

(t+ 1) = y(1)
h

(it +h) =)
h

lim Dy (&) - = lim VO (ALG) - AL

= V(A3 ()) - A3 (1)
= Dip(v(#)) - ~'(D).
[Caso 3] Supongamos que v(t) = 0. Como ¢ ¢ Fy,
Fhe >0 Yp—nern =0, Vh < hy,

de donde se deduce que 7/(t) = 0. De manera analoga, para h sufi-
cientemente pequeno,

Yit—hirn) = U (V—nr+n)) = 2(0) =0

de donde deducimos que 7'(t) = 0 = Dy(y(t))y'(t). [ |

El siguiente corolario recoge los principales resultados que se
utilizaran en el analisis de los esquemas de subdivison objeto de
esta memoria.

Corolario 2.3. Sea ¢ una funcién de clase C},,(R*) y Di un gra-
diente generalizado (relativo a la particion por sectores asociada
a). Siy: [a,b] — R? es una curva Lipschitz, entonces

(¥ o) (t) = DY(y(t)Y'(t),  c.p.pen(ab) (2.18)

Ademas, sivy satisface la PC (Def. 2.5) y (2.13) sobre su particion
asociada, 3C > 0 tal que

b
$o90) = wor(@l < C [ W@l 2.19)
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Demostracion
Puesto que una curva Lipschitz es continua y derivable c.p.p.,
(2.18) se deduce directamente del Teorema 2.2. Asi,

wor) = vorte) = [ ery = [ Dutr)n(at

para cualquier derivada admisible D). Si ¢ satisface la PC (Def.
2.5) y (2.13) sobre su particion asociada, podemos utilizar la deri-
vada admisible definida en (2.11) (a partir de los gradientes de la
funcion en los sectores). Deducimos (2.19) del Corolario 2.1. [ |

Nota 2.1. Notamos que la constante C' de (2.13) satisface (2.19).

Las funciones que aparecen en los esquemas de subdivision
considerados en esta memoria son combinaciones lineales de fun-
ciones de la forma ¢ o M con M € R?**? una aplicaciéon de rango
maximo (p > 2) y ¢ € C,,(R?). Estudiaremos a continuacién las
propiedades de diferenciabilidad de esta clase de funciones

2.2.3
Composicion con aplicaciones lineales

Sea M : R? — R? una aplicacion lineal con rank(M) = 2 < p,
y ¢ : R* = R una funcién de clase C},(R?). Es facil establecer un
resultado analogo al Teorema 2.2 para ¢y =¥ o M : R? — R.

Corolario 2.4. Sea v : [a,b] — R? una curva continua en [a,b] y
derivable c.p.p. en (a,b), M : R? — R? una aplicacién lineal con
rank(M) = 2 < p, ¢ : R* = R una funcién de clase C, (R?) y D1}
una derivada admisible relativa a P, particion asociada a 1. Si
¥=1voMox:|a b — R, entonces

7(t) = Dy(My(H)My(t)  c.p.p. en(a,b)
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Demostracion

Notar que M o~y = 7y : [a,b] — R? es continua en [a,b] y deri-
vable c.p.p. en (a,b), con vy,(t) = M~'(t) c.p.p. en (a,b). Por tanto,
aplicando el Teorema 2.2 a 1) o v, obtenemos que 7 = ¢ o M o~ es
derivable c.p.p. en (a,b), y satisface

F(t) = DY (yar ()7 () = Dp(M(v(1))) M~ ()

c.p.p- en (a,b).
|

El resultado anterior induce a considerar la aplicacion
Dy :RP - RP  Dy(x) = Dip(Mz)M (2.20)

como un Gradiente Generalizado para la funcion QZ =1yoM.En esta
seccion veremos que la aplicacion lineal asociada a Dv)(z) en (2.20)
recupera ciertas derivadas direccionales de la funcion J (aquellas
que tienen sentido).

Derivadas direccionales

Empezamos observando que si M : R? — R™ es una aplicacion
lineal con rank(M) =m < p,y ¢ : R™ — R es una funcién suave por
sectores, es posible estudiar de manera relativamente sencilla las
propiedades de diferenciabilidad de la funcion

RS R,  Y(y) =¢(My), yecRe

Dado que

Dy + tv) — D(y) = B(My + tMv) — b(My),  Vy,0 € R?

tenemos

w<y+tvt> —dly) _ ¢<My+tMtv> —y(My) 2.21)

Asi, si v # 0, podemos deducir

1. siv € kerM, existe D, (y) Vy € R? y D,)(y) = 0.
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2. siv ¢ ker M, entonces 3 D,i(y) siy solo si 3Dy, (My) y

Y(y +tv) —Y(y)

Dyy(y) = lim .

La existencia de derivadas direccionales de la funcion zZ =¢oM
en y € ker M no esta garantizada si ¢/ es suave por sectores. Notar
que si 1(0) = 0, entonces (0) = M(0) = 0 y que (2.21) permite
afirmar que si y € ker M y Mv # 0, entonces 3D,1(y) si y solo si
El D]y[v’gb(()) .

Como veremos a continuacion, el subespacio ker M C R? juega
un papel similar para la funcién ¢ al del origen de coordenadas
para la funcion .

La particion M-asociada

Supongamos que M : R’ — R™ es una aplicacion lineal con
rank(M) = m < p. Veamos que M establece una correspondencia
natural entre hiperplanos de R™ e hiperplanos de R” que contienen
a kerM. De manera analoga, un sector en R™ se asocia de manera
natural a un sector en R? a través de M. En consecuencia, proba-
remos que toda particion por sectores de R™, P = {Q;},, tiene una
particion por sectores M-asociada en RP.

Lema 2.4. Sea M € R™?, rango(M) =m < p, y H =< wy >+ un
hiperplano en R™, entonces

Ho=< MTwy >'={yeR” : My e H} (2.23)

es un hiperplano en R? ( M-asociado a H) y ker M C H.

Demostracion
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Notar que # :=< MTwy >* es un hiperplano siy solo si MTw;, #
0. Como rank(M) = m, las m filas de M forman un conjunto lineal-
mente independiente de vectores en RP. Por tanto

MTU}’H = Z(wH)zM[Za Z] =0 & wy=0.

=1

Para comprobar que H = {y € R? : My € H} basta observar que
dado y € R™,

My eH HO:(My)TwH:yTMTwH:OHyGf[
[

Proposicién 2.1. Si P = {Q,;}Y, es una particion por sectores de
R™, entonces Py = {2}, con

Qi :={yeR” : My e}, (2.24)

es una particion por sectores de R?. Ademas,

Qi={yeR’: MyeQ) 1<i<AN. (2.25)

Demostracion B
Comenzamos observando que si H =< wy >y H es el hiper-
plano M-asociado, entonces Vy € R?

97(y) = (M wy)y = gu(My)

por tanto, si () es la interseccion de k semiespacios, asociados a
Hy, ..., Hr, entonces el conjunto 2 en (2.24) coincide con la in-
terseccion de los correspondientes semiespacios asociados a los
hiperplanos H,, ..., Hy.

[¢]
Observamos ademas que si (2 es un sector en R™ y z € (2, en-

tonces Mz € {y € R? : My € Q}, con M* la matriz pseudoinversa
de M3, ya que MM™*z = 2 (ver seccion A.5).

3Si M tiene rango maximo, M+t = MT(MMT)~1 : R™ — RP
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Realizamos la prueba de (2.25) por doble inclusion. En adelante
[| -] des1gna la norma-2 y ) el sector en RP M-asociado a 2 € R™

. Qg{yeRi’,: MyeQ} SeayeQeRp,y5>0talque
B(y,0) C Q. Veamos que
B(My,d)cQ sid <§/||M*|| >0,
Sea z € B(My,d'). Si z :=y+ M*(x — My) € R?, entonces
1. z € B(y,8) C Q ya que de la definicién de z se deduce
ly — =l = [|M* (My — 2)|| < |M*|[||My — ]| < |M*]]5' < 6.

2. Mz=My+ MM*(z— My) = My+x— My = z. Por tanto z € Q.

° QQ{yGRP,:Myesol}:SeayeRP:Myeé,y6’>0talque
B(My, ') C Q. Veamos que
- S
B(y,6) cQ cond<——>0.
|| M]]
En efecto, notemos que Vz € B(y, J)
[Mz = My|| < [[M]||ly = =|| < [[M]|6 <&

es decir, Mz € B(My,§) C §, por tanto z € 0.

Veamos ahora que
UM, =R" = UN Q=R
En efecto, si v € R” entonces Mx € R™, por tanto Ji: Mz € ();, es
decir x € Q. B B
Veamos por ultimo que (€, N Q;)° = 0 i # j. Supongamos,
por reduccién al absurdo, que z € (€; N ;)°, entonces 3§ > 0:
B(z,60) C ;Nn€; y por tanto M B(z,§) C ©,NQ;. Como M es continua,

du>0 : B(Mzx,pu) C MB(z,d) C;NQ,,
con lo que se obtendria que Mz € (€, N Q;)° = 0. [ |

Como veremos a continuacion, las propiedades de diferencia-
bilidad de ¢ : R™ — R en los sectores de P se mantienen para
¢ = 1) o M en los correspondientes sectores M -asociados, y tam-
bién las propiedades de acotacion de las derivadas.
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Proposiciéon 2.2. Sea ¢ una funcién suave por sectores y P su
particion asociada. Si M € R™*? con rangom < p, y ¢ = ¢ o M,
entonces V$); € Py

o o

b; = 1Z|§ e CY(); Vi = V(My)M Yy € §, (2.26)

sup || Vi)l < [1M]|oo sup [[Ve5:(2) 11 (2-27)

yeﬁi CIIEQi

Demostracion

Dado que y € ; < My € 8921 que ¢ € Cl(éi), y que M es una
aplicacion lineal, las reglas de diferenciacion habituales (regla de
la cadena) permiten escribir

Vily) = VM) (y) = Ve(My)M, vy e,

o o

lo cual implica que ¢ € C*(;). Ademas, Vy € Q;

IV )|l = |[Ve(My)M]|: < ||M7)|1 ||V (My)||:
< [1M]]oo sup [[V35(2) I

e,

de donde se deduce (2.27).
[

Funciones de clase C, (R"), m > 2

Sea ¢ : R* — R una funcién de clase C,,(R*) y P su particién
asociada. Si M € R™*? de rango maximo (m < p), es evidente que
¢ =1 oM : R — R? € C(RP). Ademas, los resultados de la seccion
anterior permiten afirmar que zz es continuamente diferenciable
en el interior de cada sector de P, la particion M-asociada a P.

Veremos en esta seccion que si Dy es un gradiente generalizado
para 1, entonces para cada y € RP, la aplicacion (2.20) define un
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vector Di(y) := Di(My)M que recupera ciertas derivadas direccio-
nales (aquellas que tienen sentido). En efecto, si y € RP, como Py,
es una particion de R?, 4i : y € ;. Por tanto, se ha de cumplir uno
de los dos supuestos siguientes

l. y € Q; = My € (Oll y por tanto 3Dy, (My) = Dvﬁ(y) siempre
que Mv # 0. Asi, Vv ¢ ker M,

D,(y) = Darth(My) = Dip(My)Mv = Dij(y)v

por ser Dy una derivada admisible de ¢. Ademas, Vv € ker M
se cumple D, (y) = 0 = Dyy(My)Mwv, y podemos afirmar que

yed, = 3D(y) =Dy V0 £veR

2. y€ O CH=M y € 0F); C ‘H. En este caso, consideramos las
dos opciones siguientes:
e y ¢ ker M, entonces 3D, (My) siempre que 0 # Mv € H'y

Dy(y) = Darstp(My) = Dip(My)Muv = Dij(y)o.

De nuevo, si v € ker M quz(y) =0 = DY(My)Mwv. Por tanto,
podemos afirmar que

yed CH,y¢ker M = ID,W(y) = Dib(y)v YO#£veH
e y € ker M, notamos que Dy(y) = Dy)(My)M = 0. Asi, ker M C
R? esta M-asociado a z = 0 € R?, y juega un papel similar al

del origen de coordenadas para la funcion .

Sumarizando, Dy(-) = Dy(M-)M satisface
1. Yy € Q;, D(y)v = D,b(y), YO # v € RP

2. Vy € 0Q; C H,y & ker M, Di(y)v = D,ib(y), VO £ v e H

3. Vy € ker M, Di(y) = 0.
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Si ¢ es una funcién de clase C},,(R*) que cumple la PC (Def. 2.5),
entonces esta propiedad de compatibilidad se cumple también en
los puntos de los hiperplanos M-asociados a los hiperplanos de
separacon de P, excepto quiza en los puntos de ker M.

Proposicién 2.3. Sea ¢ una funcion de clase C,,(R*) que satis-
Jace la PC (Def. 2.5), M € R2%?, rank(M) = 2 < p y ¢ = ) o M.
Entonces, Vd € 092; C H, con Md # 0

1. existelim o« Vi(p),

2. WweH, (lm Vip))v=D(d).

d%pEﬁi

Demostracion
o)

Si p € Q;, por (2.26), VJ(p) = Vi¢(Mp)M. Como M es continua,
p —d = Mp — Md # 0, por tanto existe lim o Viy(Mp), y en

d—p€e)y,
consecuencia se verifica el apartado 1, ya que

lim Vi(p) = lim Vo (Mp)M. (2.28)

depeﬁk d%peﬁk

Supongamos ahora que v € H (= Mv € H). Si Mv # 0, como
0# Md e 0%, N

Teniendo en cuenta (2.28) y la PC (Def. 2.5) para ), tenemos que

Dyp(d) = Dagto(Md) = (1fm Vi (Mp)) Mo = (1fm Vajy(p))v

peﬁk peﬁk
p—d p—d

Si Mv = 0 entonces D, (d) =0, y

(11’131 V{bvk(p))v = (11’1;11 Vb (Mp))Mv =0

p€§k peﬁk
p—d p—d
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por lo que el apartado 2 se cumple Vv € H. [

La proposicién anterior permite definir Dy () := lA)z/z(M )M, sien-
do ﬁw el Gradiente Generalizado definido en (2.1). Este gradiente
generalizado utiliza unicamente los gradientes de la funcién en el
interior de los sectores de P. Ademas, si ¢ satisface (2.13), en-
tonces (2.27) permite afirmar que existe una cota comun a las
aplicaciones lineales asociadas a D@Z(y), Vy € RP. En la siguiente
proposicion sumarizamos los resultados mas relevantes.

Proposicién 2.4. Sea ¢ : R* — R una funcién de clase C},,(R?)
que satisface la PC 2.5 y (2.13). Si M € R**?, rank(M) = 2 < p,

entonces la funcion zZ := 1o M admite un gradiente generalizado
Dy : RP — RP que satisface las siguientes propiedades

1. Sivy: [a,b] — R? es una curva Lipschitz, entonces

(b ov)(t) = DL(v(1)Y(t)  cp.p. en(a,b) (2.29)

2. 4C > 0 tal que

[((8) = (v(@)] < C/ 1Y ()] |odt (2.30)

Demostracion R
Si Dy(y) :== Dy (My)M, con Dy el gradiente generalizado defini-
do en el Lema 2.1, el Corolario 2.4 proporciona (2.29), y por tanto

b b
500 - 30 = [ (G ey = [ Dby b
Para obtener (2.30) notamos que Vy € RP,
DY ()11 = || Dy (My)M||y = [|MT Dp(My) |y < [|MT[[s]| Dy (My)]|s.
Si ¢ satisface (2.13), gracias al Lema 2.3 podemos escribir

DY) < [|M||C, Wy eR?



64 2.3. Subdivisién de clase C

con C'la cota de los gradientes de 1 en los sectores de P. Por tanto

D)) - Fr(a))] < / IDECEN (0 laedt < [|M]|ncC / (8]t
[ |

En esta seccion hemos desarrollado de manera rigurosa la teo-
ria que permite establecer la Proposicion 2.4 para funciones Y =
oM, obtenidas a partir de la composicion de una funcion de clase
C,,(R?) y una aplicacién lineal de rango maximo. Estos resultados
son, evidentemente, también ciertos si consideramos combinacio-
nes lineales de funciones de este tipo (que incluye a las funciones
diferenciables en RP). En adelante, nos referiremos a esta clase
de funciones como funciones de clase C,, (R”) con p > 2. Es im-
portante mencionar que en [30], se define la clase de funciones
C},(R?) de manera mas amplia, sin utilizar de manera explicita el
caso m = 2, o la composicion con aplicaciones lineales. Dado que
los esquemas objeto de esta memoria se definen mediante funcio-
nes del tipo Y = 1 o M, o combinaciones lineales de estas, hemos
decidido desarrollar de manera rigurosa la teoria analitica subya-
cente y mantener la misma notacion por simplicidad.

Los resultados obtenidos en esta seccion prueban de manera
rigurosa que una funcion ¢ de clase C},(R?) admite un Gradiente
Generalizado que se puede calcular aplicando las reglas usuales
(regla de la cadena).

2.3
Subdivisién de clase C,,

Recordamos que los esquema de subdivision estudiados en esta
memoria son estacionarios, locales y binarios, es decir

(Sf)QnJrk = wk(fnfln SRR fnJrL): f = {fn}n€Z7 k= 07 17 (231)

Definiciéon 2.7. Se dice que S en (2.31) es de clase C} , silas

pw?
Junciones que lo definen son de clase C, (R**).
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Veremos en esta seccion que para este tipo de esquemas se puede
definir un Jacobiano Generalizado que resulta util para estudiar
las propiedades de contractividad del esquema.

La notacion que utilizaremos en el desarrollo de esta seccion se

simplifica considerablemente si introducimos los operadores res-
triccion

Definicion 2.8. Paran,p € 7Z, n < p, definimos el operador res-
triccion X, : loo(Z) — RP~"*! como

Xnp(f) = (fas-- - o) YV €lu(Z). (2.32)

Asi, para f € l(Z), podemos escribir (2.31) como

(Sf)2n+k: = 77Z}k:(f7L—L7 - >fn+L> = (@Dk o Xn—L,n+L)f k= 0, 1. (2.33)

Evidentemente, los operadores restriccion son lineales y safis-
facen ||xnp(f)llee < |Ifllcs €5 decir ||xnplle < 1. Si identificamos
f € loo(Z) con un vector columna con ’'infinitas’ filas, se puede aso-
ciar este operador lineal a la matriz con p — n + 1 filas e ’'infinitas’
columnas, definida por bloques como sigue

Xn,p = ( 0 Iy ni 0 ) ;

donde /,_,, es la matriz identidad de tamano p—n+1, situada en el
bloque de columnas con indices n, ..., p. Con la notacion matricial
habitual podemos escribir x,,,(f) = Xnpf = (fa,- .-, [p)T € RP7HL

Definicién 2.9. Sea S un esquema de subdivisién de clase C,,, y
f € lx(Z). ElJacobiano Generalizado de S en f, se define como

el operador lineal, DS(f) : l«(Z) — l-(Z), asociado a la matriz
bi-infinita con filas

(DS(f)izntk,) = DUe(Xn—Lpt+L.f ) Xn—Lin+L

donde D, es un gradiente generalizado de vy, k = 0,1
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Esta definicion permite establecer una extension de los resultados
establecidos en el Teorema 2.2 y el Corolario 2.3 para la composi-
cién de una curva Lipschitz con un esquema de clase Cj,,.

Teorema 2.3. Sea S un esquema local, binario, de clase C;w y
DS(f) un Jacobiano generalizado de S. Sea v : [0,1] — [(Z) una
curva Lipschitz. Entonces se cumple que 7 := So+y : [0,1] — l(Z)
es también Lipschitz y

¥(t) =DS(v(t)y'(t)  cp.p.en(0.1) (2.34)
(1) —=5(0) = Soy(1) — S o¥(0 / DS(y tydt.  (2.35)
Demostracion

Notar que para k =0,1,t € [0,1], n € Z
Yontk(t) = (S 0 Y)antr(t) = Vk(Vu-r(t), - - -, Ynrr(t))
= Ur((Xn-Ln+z ©7) (1)) = (Yr 0 Y1) (1),
con Y, i= Xn_rnir 7 : [0,1] — R?2T!1. Dado que v es Lipschitz, se
cumple que
Ynr(t) = Xn—Lntrr7 (1) c.p.p. en (0,1)
AC >0 ||YnL(s) = Yr(t)|lw < Cls —t|, Vn e Z.

Como v, es Lipschitz (con constante My, ), £ =0, 1,

Vonik(8) = Yanak ()| = [k (Vn,L(5)) — Y (n,r (1))
< My, [|7n,(8) = VL)oo < My, Cls — 1],

es decir, Vn € Z, a4, €s C-Lipschitz, con C = maxy{ My, }C.
Por otra parte, si D1, denota una derivada admisible de i,
k = 0,1, la Proposicion 2.4 permite afirmar que

Yonk(t) = Dor(yn,. ()7 1.(t) = Dor(Xn— L0 () Xn— LY ()
= (DS(v(t)Y () 2n+, c.p.p.- en(0, 1),
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lo cual prueba (2.34). Ademas

Fonir (1) — o (0) = / Db ()1 (£)dt = / (DS (1) )amsadl

es decir ,
(1) — 7(0) = / DS(y(t))Y (8)dt.
[ |

El teorema anterior se cumple independientemente de la defi-
nicion de derivada admisible elegida para las funciones v. Si S es
un esquema de clase C;w, y las funciones ¢, se definen a partir de
funciones en C,,(R*) que cumplen la PC (Def. 2.5) y tienen sus gra-
dientes generalizados uniformemente acotados. Por tanto DS(f) se
puede definir a partir de las expresiones para los Gradientes Ge-
neralizados D que utilizan unicamente los gradientes de las fun-
ciones v, en los sectores donde estas funciones son continuamen-
te diferenciables y estan uniformemente acotados. En este caso,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.5. Sea S un esquema de subdivision de clase
C;w que admite un Jacobiano generalizado, DS(f), definido a
partir de expresiones para Diy, k = 0,1 tales que || Dyy(z)||; < C,
V2 € R?:+L, Entonces

IDS(flle < C, V[ € lx(Z). (2.36)
Demostracion
Notar que los elementos no nulos de las filas de DS(f) son
DS(f)[Qn—i—k,—L:L] = Dwk<fn—L7 cety fTL+L)7 (237)

Utilizando notacién matricial, el operador lineal DS(f) asociado
a la matriz bi-infinita (2.37) se define como

DS(f) :1oo(Z) = 1:o(Z),
g — DS(f)g,
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con la convencion habitual, es decir ¢ es un vector columna con
infinitas filas. Asi,

(DS(f)g)2n = Dbo(Xn,L.f)Xn.L 9, (2.38)
(DS(f)9)2n+1 = DU1(Xn.L.f)Xn,L 95 (2.39)

por tanto

[(DS(f)g)2n] < [|D%0(Xn. L)1l IXn,z gl < (D00 (XL 11191 loo
((DS(f)g)an 1l < NDU1(xn,L N1l IXnL 9lloo < D1 (X2 |1]9]]5e,

IDS(f)glleo = s%p{|(DS(f)g)2n|, [(DS(f)g)2n+1l}
< Slip{Hle(Xn,Lf)Hl’ Do (XL }H]9]loo-

Como
sup{ || Do (Xn,2 )l |15 [[DY1 (Xn, )11} < C

y la constante C' > 0 no depende de n o de f, tenemos que

IDS(f)lloe = sup 125Nl o ey 2

20 9l

La utilidad de este resultado se hace evidente en la siguiente sub-
seccion.

Derivadas Generalizadas y Contractividad

En esta seccion recordamos el procedimiento descrito en [30],
que permite estudiar la posibilidad de establecer cotas del tipo

1S7f = 57g]|ee < CylIf = glloo

cuando S es un operador de subdivision clase O;w. El procedimien-
to es el siguiente:
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Dados f,g € l-(Z), se definen de manera recursiva las curvas
v 10,1] = leo(Z), 5 > 0:Vt € [0,1]

V() =tf+(1-t)g,

Y (t) = S oy 7H(1).
Notar que 7°(1) = f, 7°(0) = g. ¥/(1) = S7f, ¥/(0) = g, Vj > 0.
Puesto que +°(t) es Lipschitz, si S es de clase C,,, y satisface las hi-

potesis de la Proposicion 2.5. Aplicando el Teorema 2.3 (de manera
recursiva) /(t) es Lipschitz Vj > 1

() () = DS IO (1) = ...
= DS(Y 7 (1)) DS(Y ) (t) - DS () (1) (1)

Sif—Sg= /0 DS(? =1 (t))DS('72)(t) - -- DS (1)) (f — g)dt.

Si S satisface las hipétesis de la Proposicion 2.5,

1
1S7f — Sglle < / TE=2DS (7 (8))loel I — gt

Esta ultima relacion permite estudiar la contractividad de las po-
tencias de un esquema de clase C,,, a través de las acotaciones de
los productos de los operadores lineales asociados a la derivada
generalizada de S.

2.4
Subdivision de clase ),

Definicion 2.10. Un esquema de subdivision S es de clase
Y, st es de k-OSI y admite un Jacobiano generalizado tal que
IDS(f)llee < C,V [ € Ino(Z).
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Observamos que si S es de clase ¥, entonces los esquemas de-
rivados S, ... S también son de clase C,,. puesto que las fun-
ciones que los definen son combinaciones lineales de funciones
de clase C},. Veremos mas adelante que los esquemas Power,, y
también los esquemas Power, ponderados, son de clase .

La estabilidad de S € ¥, se puede estudiar analizando la con-
tractividad de las potencias del operador S'*, en base al Teorema

1.7, que podemos reformular del siguiente modo:

Teorema 2.4. Sea Sy; un esquema de subdivision de clase ¥,
que puede escribirse en la forma (1.25), con S; un esquema de
subdivision lineal convergente y § = V*. El esquema de subdivi-
sion Sy es estable si se satisfacen las siguientes condiciones,

I >0: ([F(f) = F@)lle < M|If —glly  (2.40)
IL>0,0<p<l: |IEHDSF (o < llflle,  2:41)
V. f € ln(Z), y f7 = (SPV S,

Demostracion

Dados f,g € [«(Z), se definen de manera recursiva las curvas
v 10,1] = lo(Z), 5 > 0:Vt € [0,1]

At =tf +(1—1)g, (2.42)

V() = Sk oV 7H(1). (2.43)

Como S\ e C,,, podemos escribir
1
(SEVECF) — (S¥)E(g) = / M2 DSE (4 (1)) 1 () dt
y, puesto que (1°)'(t) = f — g.
1
HESEE() = (S (@)l < / L DS (47 () oo £ — glloodt

1
< / pllf = glloodt = pl|f = gl]oos
0
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es decir, se satisface (1.39), lo cual concluye la prueba.

Tal y como se observa en [29], la relacion (2.41) conduce a la
introduccion del radio espectral asociado a un esquema k-OSI, S:

p(S, k) :=lminf sup [|[DSH, . Ds™

kl111/7

J=H% el (z) O CE DS (2.44)
Si S es un esquema de subdivision de clase ¥;, se prueba en ([29],
Teorema 2.2.4 y Remark 2.2.5) que p(S,k) < 1 es condicion nece-
saria y suficiente para asegurar la estabilidad de S. En la practica
esta condicion es mas dificil de comprobar que las condiciones
suficientes establecidas en el Teorema 2.4, que utilizaremos en
adelante de manera sistematica. Como veremos, en el caso de los
esquemas H, los resultados obtenidos al utilizar el Teorema 2.4 no
estan lejos de los obtenidos en [30], considerando el radio espec-
tral (2.44).
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Esquemas Power-p

El esquema PPH se introduce en [2] como una version esencial-
mente no oscilatoria del esquema centrado de 4 puntos S, . Como
hemos visto en el Capitulo 1, el caracter no oscilatorio de este es-
quema se debe a las propiedades de la media armonica

2
Hio,y) = senle,) 2L 11, consgn(e. ) = (sgn(e) +sgnl)/2 (3.1)

que forma parte de la familia de medias Power, [38], (seccion ??)

P
) (3.2)

(es facil ver que H(z,y) = Ha(x,y)). Estas funciones se introdujeron
originalmente en [38] en el contexto de la solucion numeérica de
ecuaciones hiperbolicas.!

r—vy
Tty

T+y
Hp(I,y) = Sgn(xvy) ’T’ (1 -

U H,(z,y) = sgn(z,y) min{|z|, |y|} =: minmod(z,y), una 'media’ muy utilizada en
el contexto de la solucién numeérica de ecuaciones hiperbélicas
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Sumarizamos a continuacion las propiedades de las funciones
H,(z,y) en (3.2. Las pruebas de las dos proposiciones siguientes se
pueden encontrar en [19].

Proposicion 3.1. Vz,y € R, se tiene que

El. Hy)(z,x)==x

E2. H,(z,y)=0 si zy<0.
E3. Hy(z,y) = Hy(y, z).

E4. H,(—z,—y)=—H,(z,y).

Proposicion 3.2. V (z,y) € R?, se tiene que

Cl. [Hy(z,y)| < mdx{|z, |y|}-

C2. |Hy(z,y)| < pmin{[z|, [y[}.

C3. Sizy >0yl <p<gq

|z + ¥

min{lal, [y} < |Hh(z,9)] < |Hy(z,9)] <

=

En el Capitulo 5 se define la media ponderada WH,, ,,(z,v), que
satisface WHp,%,%(%?J) = H,(z,y), Vp > 1 y por tanto se puede con-
siderar como una generalizacion de la media H,(z,y), relacionada
con la media aritmética ponderada

C4.  Hy(o.y) — sgn(z,y) min|z, |y|}[

ave,(z,y) =ax+by, a>0,b>0, a+b=1,

ya que la media aritmética corresponde al caso especial a = b = 1/2.
Las Proposiciones 3.1 y 3.2 pueden también considerarse casos
particulares de las propiedades generales de la media WH,, ,;(x,y),
demostradas en el Capitulo 5.
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Los esquemas Power,, Sy, fueron propuestos inicialmente en
[19] como generalizacion del esquema PPH [2, 3] y por tanto pue-
den considerarse también versiones no lineales del esquema cen-
trado de 4 puntos. Su forma general es la siguiente,

(Spr)2n = fn,
{ (S,)2n41 = (S11f)2ns1 — 2H (V2 for1, V2 ), vneZ, (3.3

Como vimos en el Capitulo 1, la propiedad C2 en la Proposi-
cion 3.2 es clave para explicar el comportamiento no-oscilatorio
del esquema PPH. Como se observa en [19], los esquemas Sy, son
esquemas no-oscilatorios, dado que comparten también esta pro-
piedad.

Es evidente que los esquemas Sy, se pueden escribir en la for-
ma general (1.25),

(St, f) = (S11f) + F(VEf), V[ €lx(Z) (3.4)
donde F : [(Z) — l(Z)

{ (F(f))2n =0
(F(f))2n+1 = _%Hp(fnafn+l)7

En [19] se prueba la convergencia de los esquemas Sy,, Vp > 1,y
la estabilidad para p = 1y p = 2. Las pruebas de estos resultados
se basan en la comprobacion sistematica de las hipotesis de los
Teoremas 1.4 y 1.5. Por otra parte, en [30], Oswald y Harizanov
observan que los esquemas Sy, son 2-OSI, y utilizan el esquema en

diferencias SI[{QZ]) para estudiar su estabilidad, a través del Jacobiano

Vn € Z. (3.5)

Generalizado DSI[{zi. En [30] se consigue probar que los esquemas
Su, son estables para p < 8/3, mientras que no es estable si p > 4.
Para el caso p = 3 no hay resultados concluyentes en la literatura
sobre la estabilidad del esquema.

El estudio que llevaremos a cabo en este capitulo esta basado
en la aplicacion del Teorema 1.6 para la convergencia y el Teore-
ma 2.4 para la estabilidad. Como hemos visto en el Capitulo 1,
estos teoremas son equivalentes a los Teoremas 1.4 y 1.5 cuando
existe el esquema S¥!. Como veremos a continuacion, la utiliza-
cion del esquema sﬁi permite simplificar y sistematizar las prue-
bas relacionadas con la convergencia de los esquemas Sy,, y muy
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especialmente aquellas relacionadas con la estabilidad para p = 1
y p = 2 en [19]. Con respecto a los resultados obtenidos en [30],
cabe destacar que nuestro planteamiento es ligeramente diferente
al propuesto por Oswald y Harizanov, puesto que se basa en la
reformulacion del Teorema 1.5 para esquemas no lineales, k-OSI,
que pueden formularse como una perturbacion no lineal de un
esquema lineal convergente.

El analisis de la estabilidad de los esquemas Sy, realizado en
este capitulo esta basado en las acotaciones de las potencias de los
Jacobianos Generalizados. En consecuencia, es formalmente sen-
cillo construir un procedimiento numérico que permite, a priori,
conocer qué potencias estan acotadas. Utilizando diversos codigos,
programados en Matlab, se pueden contrastar las acotaciones teo-
ricas con las cotas obtenidas numéricamente para estimar en que
casos las cotas teodricas son optimas. Ademas, este procedimiento
nos ha permitido obtener evidencia numérica de la estabilidad del
esquema Sy;,.

El estudio que llevaremos a cabo se basa en el analisis de las
propiedades de diferenciabilidad de las funciones H,(z, y). Veremos
en primer lugar que H,(z,y) € C,,(R?), la clase de funciones dife-
renciables a trozos definidas en el Capitulo 2, y por tanto admiten
un gradiente generalizado que se puede definir en funcion de los
gradientes de estas funciones en las regiones de suavidad.

3.1
El Gradiente Generalizado DH,(z,y)

En base a la definicion (3.2) de las funciones H,(z,y), la par-
ticion por sectores 'natural’ asociada a esta familia de funciones
esta definida por los hiperplanos de separacion #; = {y = 0},
Hy = {x = 0}, H3 = {r = y}. Como veremos mas adelante, el hi-
perplano H; se puede eliminar si p > 2, sin embargo realizaremos
el estudio general, valido Vp > 1, basado en la particion por secto-
res de la Figura 3.1.

El primer resultado es un lema auxiliar que se utilizara en las
demostraciones de resultados posteriores.
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Qs 0, = Hj

T Ha
Qy Qs Qs

Figura 3.1: Particion por Sectores 'natural’ para H,(z,y).

Lema 3.1. Sip > 1, las _funciones

fulr) = %(1 4 (p— D)), o) = %(1 +pr 4 (p— 1))

1 1
satisfacen 0 < fi(7) < > 5 < fo(T) < p, V1 e (0,1).
Demostracion
Observamos que f1(0) =3, fi(1) =0,y
— 1)rPp2
f{(r)zu(—l+7) <0, 7€ (0,1).

2

Asi pues, fi(7) es decreciente en (0, 1) y por tanto

0= fi(1) < fi(r) < £(0) :% vr € (0,1).
Para f,(7) tenemos f>(0) = 1, fo(1) = p,

_plp— )72
fQ(T) — #

de manera que f>(7) es creciente en (0,1) y

(1+7)>0, 7€(0,1),

% — 1(0) < h(r) < h(1)=p,  ¥re(01).
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Proposicién 3.3. La funcién H,(z,y) € C},(R?) Vp > 1, y satis-
face la Propiedad de Compatibilidad (Def. 2.5) sobre la particion
de la Figura 3.1. Ademas, en esta particion se verifica

sup [|[VH,|, (z,9)|| =p. Vi (3.6)
(x,y)EQi
Demostracion
Notamos que

T+y x—yl’

1-— , xy >0
Hy(z,y) = 2 ( r+y > Y
0, ry <0,

es continua V(z,y) # (0,0). Ademas,

2] + [y]
2

Tr+y

Hy(,) = H,(0,0)] = [Hy(z,)] < |7

V(z,y) € R?,

< Iz, )lI1,

| <

por la Proposicion 3.2- C3. Por tanto H,(z,y) es continua en el
origen de coordenadas, es decir, H,(z,y) € C(R?).

Estudiamos a continuacion las propiedades de diferenciabili-
dad de H,(z,y) en cada uno de los sectores de la particion de la
Figura 3.1. Por simplicidad de notaciéon definimos

Qij = 091 N 6Qj — {0}, cuando 091 N 6Qj 7& {O}

Dado que H,(—z,—y) = —H,(z,y), es suficente considerar el se-
miplano y > 0, representado en la Figura 3.2.

En esta figura, y en toda la descripcion que daremos a conti-
nuacion utilizamos la siguiente notacion:

=Yy
4y’

Wi(z,y) = Hyo (2,9),  7(z,y) = glr)=1-7". (3.7

Notar que

(x+y)0,7=1—T1, (x +y)0ym=—(1+71) (3.8)
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ot Q9 C Hs
Qo C Hy = | Wa(z,y) = Fg(—1
h(z) =z
S)g Sz?
Ws(x,y) = O Wi(,y) = LJQWQ(T)
U Q34 U Q]_G C Hl
Wiz, y) = =Wi(—z, —y) We(z,y) =

Figura 3.2: Semiplano y > 0: Detalles de las funciones W; = Hp|Qv,

en la particion por sectores 'natural’ para H,(z,y). 7y g(7) definidos
en (3.7).

g(r)=—pr" ',  Vp>1 (3.9)

Sector Q;: (z,y) € Soll s 0<T<1,

Wi 75 (1 (252)) - 5t

T +vy

por tanto, Vp > 1
Wiz, y) = s (L —pr" "+ (p— 1)7?) =: fi(7),

(1 +prP T+ (p - 1)7”’) =: fo(7).

N~ DN

8yVVI (I, y) -

o

Puesto que fi(7), f2(7) € C([0,1]), se tiene que W; € C*(Q). Ademas,
dado que Vz > 0

lim 7(z,y) =0, lim 7(x,y) =1,
o<y<z o<y<z
Y= y—0

existe lim, )¢ VWi (z,y) para cada 0 # d € H;, k = 1,3, los hiper-
planos que forman la frontera del sector 4, y

l’ 1 , > 1
lim VW, (x, y) = (5). T 1im VIWi(z,y) = (0,p). (3.10)
(07 1) ) - 1 Oy<£><x%
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o

Como fi(7) >0y fo(r) >0 V7 € [0,1] (Lema 3.1), V(z,y) €
VWi, )l = filr(2,9) + fo(T(z,y)) =1+ (p — )(7(z,9))".
Por tanto

sup ||[VWi(x,y)|| = sup (14 (p — 1)77) = p. (3.11)

o
oed T€[0,1]

Sector Qy: (z,y) €+ —1<7<0=0< —7 < 1,

W) = 52 (1= (55)) = T3 a(-n),

r+y

Procediendo como en el caso anterior,

0. W) = 59(-7) — LG/ (=107 = fol=7),
0, Wo(ar,y) = so(~7) — Yy (- = i (~7),

Asi, W, € C'(€). Teniendo en cuenta que

lim 7(x,y)=—-1, Vy>0
0<z<y
z—0

en la frontera del sector (2, tenemos que
l, 1 , >1
lfm VW (z,y) = (5:5). L lim VWa(z,y) = (p,0), (3.12)
O§x<y (1’ 0) , p= 1 0<z<y

—Y x—0
Yy, \V/(ZE,y) S 622

IVWa(z, y)lls = fol=7(2,9)) + [r(=7(2,y)) = 1+ (p = D(=7(2,9))".
Dado que (z,y) € (022 =0<—-7<1,

sup ||[VWa(x,y)|| = sup (14 (p — 1)77) = p. (3.13)

[e]
2€0s T€[0,1]

Puesto que Ws(z,y) = 0, todas las restricciones de la media H, a
los sectores del semiplano y > 0 son funciones suaves por sectores
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(Definicion 2.3), satisfacen el primer apartado de la Propiedad de
Compatibilidad (Definicion 2.5) y verifican (3.6).

Las restricciones a los hiperplanos de separacion de la particion
‘natural’ asociada a la funciéon H,,

P =yt =0, M (2) = o = H,(z,x).

son diferenciables, por tanto H,(z,y) € C},(R?).

Comprobaremos ahora que la condicion de compatibilidad, De-
finicion 2.5- apartado 2, se verifica V0 # d € H, para cada uno de
los hiperplanos de separacion de la particion de la Figura 3.1.

1. H,=<v>,conv=(1,0)T. Vx>0 W =0)

lim VWi(z,y)-v=(0,p)-(1,0) =0
Ozji;oz

limovwﬁ(x,y) -v=(0,0)-(1,0) =0,

0>y—

por tanto V0 # d € H,,

lIm VW;-v= lim VWs-v=0=D,Hy(z,0).

de(z,y)efozl de(z,y)eég
La compatibilidad sobre (23, se comprueba de manera similar.
2. Hy=<w >, conw=(0,1)T. Vy >0 (W5 =0)

Olim VWy(z,y) - w = (p,0)-(0,1) =0,
;r—>0y

limOVW3(x,y) -w = (0,0)-(0,1) =0,

0>x—

por tanto V0 # d € Hs,

Im VW -w= lim VW; -w=0=D,H,0,y).

d+(z,y)EQ2 d+(z,y)€Ns

La compatibilidad sobre (2;; se comprueba de manera similar.
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3. Hy=<u>,conu=(1,1)". vz >0

lim VW (z,y) -u = (%’%)(LD w1 =1
onee YT T Y oy =1 [

Yy—T

11 o .
lm VW, - u = (3:3) (L1) =1=DuHy(z,2), si p>1,
Osesy (0,1)(1,1) =1 = D,Hy(z,z), si p=

Como H,(z,z) =z, Vp > 1, se tiene que V0 # d € Hs,

lm VW;-u= lim VW, -u=1=D,H,(z,x).

d+(z,y)eM d<—(z,y)EN2

Notar que para p > 1 la funcién H,(z,y) es continuamente diferen-
ciable en el interior del primer cuadrante 2, U(),, y el hiperplano de
separacion #Hs; puede eliminarse de su particion ‘natural’ asociada.
En este caso, como se observa en [28, 29, 30], és facil comprobar
que las derivadas parciales de H,(z,y), p > 1, en el primer y tercer
cuadrante se pueden reescribir del siguiente modo:

O.Hyla(r,y) = B(~1) = S(1+ (o= DI —prlr?),  (3.14)
O Hyla(r,y) = () = S(L+ (p= DI +prlr?™?). (3.15)
con 7 = (z —y)/(x+y) € [-1,1]. n

Es evidente que el gradiente generalizado puede no estar uni-
vocamente definido en los hiperplanos de separacion. Notar que si
(0,y) € 93, podemos definir

DH,(0,y) = lim VWs(z,y) = (p,0)
z—0

o, alternativamente,

DH,(0,y) = y>1(1)1£1<0 VWs(z,y) = (0,0).
z—0
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Aunque las dos alternativas conducen a diferentes definiciones
puntuales para el gradiente generalizado sobre (2,3, la Propiedad de
Compatibilidad implica que, en cualquier caso la propiedad fun-
damental

DHP(()?y) ’ (07 1) = D(O,l)HP<Oa y) =0

se sigue manteniendo, y con ella los teoremas que permiten aplicar
la regla de la cadena para la composicion con curvas suaves.

La Proposicién 3.3 establece que H, € C}, (R?) y satisface la pro-
piedad de compatibilidad sobre la particion de la Figura 3.1. Como
los gradientes de la funcion H,(z,y) en los sectores de esta parti-
cion estan uniformemente acotados, podemos definir su gradiente
generalizado a partir de los gradientes de la funcion en los sectores
donde es suave. Asi, con la notacion utilizada en este capitulo,

(1,0), V(x,y) € {l|z] <lyl, zy > 0}
DH(z,y) = ¢ (0,1), V(z,y) € {|z| > [y, vy > 0} (3.16)
(0,0), V(z,y) € {xy <0}

define un gradiente generalizado para H;(z,y), mientras que

(P(—7),P(7)), V(z,y):2y >0

(0,0), V() : 2y <0 (5-17)

DHP<$7y) = {

con 7=y ®(7)en (3.14), es un gradiente generalizado para
H,(z,y) con p > 1. Notar que Vp > 1, el gradiente generalizado en

las expresiones (3.16), (3.17) satisface

1DH, (2, 9)|l < fillr (@ 9)]) + folIm(z,9)) <p. V(@,y) € R®

con f}, f, definidos en el Lema 3.1, y que la primera desigualdad
es una igualdad si x -y > 0.

El siguiente resultado se enuncia de manera separada para fa-
cilitar su referencia en el desarrollo posterior de esta memoria.

Corolario 3.1. Sea (z,y) € R? y DH,(z,y) la derivada generaliza-
da definida a partir de los gradientes en regiones de suavidad.
Entonces Vp > 1 se cumple

0 < D, H,(z,y) <p, 0<D,H,(z,y)<p, |[[DH,(z,y)|li<p
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A partir del Teorema 2.1 y del Corolario 3.1 se obtiene facil-
mente que la funcion H, es Lipschitz. Esta propiedad se prueba de
manera directa en [19] (Propiedad II-2 apartado (ix)) .

Corolario 3.2. V(z1,1), (72,72) € R?, se tieneVp > 1 que

HHp(l’hyl) - Hp(x27y2)||oo < P||(3317Z/1) - (x27y2)||oo- (3.18)

3.2
Propiedades de los esquemas SH,

Los esquemas Power, reproducen polinomios de grado menor o
igual a 2, aunque es bien conocido (ver Capitulo 1) que para esque-
mas no lineales la reproduccion de II, no garantiza la existencia
de los esquemas diferencia S/, k = 1,2. En [30] se observa que los
esquemas Sy, son 2-OSI, y ello implica la existencia de los esque-

mas diferencia Sgi y 53}{ Incluimos a continuacion las pruebas de
estos resultados por completitud.

Proposicion 3.4. Los esquemas Power, reproducen 11,

Demostracion
Si P(z)=ar?+bx+cyp=P

z, entonces (V?p),, = 2a Vn € Z.
1 1
(Su,P)2n1 = (S1.1P)2nt1 — ng(Qaa 2a) = (S1,1P)2n11 — gmean@aa 2a)

1
= (52,2p)2n+1 =P (n + 5) ,

puesto que S, , reproduce II;. [ |

Proposicion 3.5. Los esquemas Power, son 2-OSL
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Demostracion

Si P(x) € P, y p = P|z, entonces V?p = 0. Asi,

(S0, + P)ansr = (S1a(f + P)anes = SH(V2fur, V21,)
= (Su, f)ont1 + (S11plz)2n41 = (Su, f)ons1 + P(n +1/2),

puesto que S;; es lineal y reproduce polinomios de grado 1 de
manera exacta. [

Los esquemas diferencia

Notar que

(VSu, [)on := (Su, f)an+1 — (Su, f)2n

— V2f" — éHp(an — V-1,V fas1 =V fn),
(VSpr)2n+1 = (Spr)2n+2 - (Spr)Q”H
= V2fn + éHp(an — Vo1, Vi1 — Vi),

por tanto, Vn € Z
{ (S}[{ll],w)Qn = % - %Hp(wn — Wp—-1, Wn41 — wn),
(S][—E;w)Qn-f—l = % + %Hp(wn — Wp-—1, wn+1 - wn)
De manera analoga,

(V2Spr)2n = (Su, f)ant2 — 2(Su, f)2ns+1 + (Su, f)an

1
= ZHP(sznfla v2fn)7

(VQSpr>2n+l = (Spr)2n+3 - Q(Spr)2n+2 + (Spr)Qn—i-l

V2fn 1 2 2 2 2
= 9 _g(Hp(v fn—lav fn)+Hp(v fnyv fn-‘rl))-
Asi,VneZ
(Sl[giw)2n = %Hp<wn—la wn)7
2l w, 1 (3.19)
(Spr)2n+1 =5~ g(Hp<wn—1a wy) + Hp(wn, Wni1)).
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Convergencia

La teoria presentada en el Capitulo 1 permite estudiar la con-
vergencia de los esquemas Sy, utilizando el Teorema 1.6 con k = 2.

Teorema 3.1. ([19]-Teorema I1.7) Para todo p > 1, el esquema de
subdivision Sy, es uniformemente convergente, y las funciones
limite son de clase C'~.

Demostracion
Vd € l(Z) Yn € Z, la funciéon F en (3.5) se puede acotar utili-
zando la Proposicion 3.2-C1,

1 1
(F(D)on| < gméx{[dasl,ldul}, = [[F (Dl < glldllo,

por tanto se cumple (1.36) con M = 1/8.
Para comprobar (1.37), se considera separadamente los casos
de indices pares e impares. De la Proposicion 3.2-C1 se obtiene

1
(St w)2nl < Fllelloc: (3.20)
Para acotar las componentes impares, observamos que
(Sgiw>2”+1 = Z(wn—lv Wn, wn—l—l);

con

Zy..2) = & = L(H,(r.9) + Hy(y,2))

Utilizando la Proposicion 3.2-C1, es facil ver que
1
|ZP(I7y7’Z)| < §H<x7yuz)||oo7 (321)
lo cual implica que

2] 1
| (St w)2n+1] < §|Iw||oo7

y, por tanto
1
2
18 wlloe < 51l
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Esta estimacion permite concluir, por el Teorema 1.6, que el es-
quema Sy, es C''~ —convergente.

Dado que Z,(z,y, z) = —Z,(—x, —y, —%z), es suficiente probar (3.21)
para y > 0 (en este caso, H,(z,y) > 0, Hy(y,2) > 0). Teniendo en
cuenta, ademas, la Proposicién 3.2-C1) tenemos

@y oo _ ¥ < ¥ @y 2l
— < = < =<
lo cual prueba el resultado. [ |
Estabilidad

Las funciones que definen del esquema Sﬁl (3.19) son combina-
ciones lineales de funciones diferenciables y/o funciones del tipo
H,oM : R* - R, con M : R® — R? una matriz de rango 2. Por
tanto, los resultados del Capitulo 2 aseguran que podemos calcu-
lar el Jacobiano Generalizado del esquema S utilizando las re-
glas de diferenciacion habituales (regla de la Cadena) sobre estas
funciones. Asi, las entradas no nulas del Jacobiano Generalizado,
Dsgiw, en las filas genéricas [2n,:] y [2n+1,:] se pueden calcular en
funcion de los gradientes generalizados DH,, del siguiente modo:

1
_Dpr<wn—17 wn)7

(DS (w))annr = 7

1
(l)“gl[-i]0 (w))2n,n = ZDpr(wn—la wn)a
1
(DSI[—?Z{ (w))QTH-l,n—l - _gDme(wn—h wn)a
2] 1 1 1
(DSHP(w)>2n+1,n = 5 - gDprCwnfla wn) - gDsz(wna wnJrl)a

1
(Dsgi(w))2n+1,n+1 = —gDpr(wn,wnH),

El resto de entradas de la matriz bi-infitina DS ( ) son cero.
Estudiaremos la estabilidad del esquema SH "utilizando el Teo-
rema 2.4 con k = 2.

Proposicién 3.6. Sy, es estable sip < 2(v/5 —1)/2 = 2,4751.
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Demostracion
Definimos A := DSI[E (w). A partir de las cotas obtenidas para
DH,, en el Corolario 3.1 se puede deducir

b p

O < A?n n—1 S Za = |A2n,n—1| S Z?
p p

O < A2nn S Za = |A2n,n| S Zv
_ p
2 < Amyinr <0, = | Aop1n-1] < 3
_ p
= < Amyinr <0, = | Ao 1] < 3’

y, operando,

9

1
_g §A2n+1,n §§7 = |A2n+1,n| S

N —

Sip <4, entonces ; — 2 > —1/2, y por tanto Ay, 1,| < 3.
En adelante supondremos p < 4. En este caso tenemos que las
filas con indice impar satisfacen

n+1

p 1 p 1 »p
1 An 1]l j_En_1| 2+LJ’—8+2+8 2+4 ( )
Mientras que para las filas con indices pares,
Aol = D [Aomil = 5 [IDH(wn, wo )|l < 7 (3.23)

k=n—1
por el Corolario 3.1. Por tanto,

1
2

sup || DS} ()]0 < 5+ 7
W€l (Z)

]

Puesto que 1/2 + p/4 < 1 « p < 2, podemos asegurar que se
satisface (2.41) para p = 1 cuando L = 1. En este caso

w

2
sup || DSE (w)||e < 2,
W€l (Z)

e~
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y, €n consecuencia, el esquema Sy, es estable.
Para 1 < p < 4, necesitamos estudiar al menos el producto

DSI[{QZ]D w DSI[fi v con v, w € l(Z). Por simplicidad, definimos
A= DSglw, A= DSglv, B = DSgiwD 51[1233” = AA.
Nuestro interés se centra en calcular

1Bl = %1?;)§||B[4n+i,:]||l~

Para las filas con indice par, i.e. 4n + 2s = 2(2n + s), con s = 0, 1, las
entradas distintas de cero son Ay, 9 9n+s-1 Y Aant2s2nts,» POT tanto

1Buan,all = > [Bangl = D 1D AsnjAj
J

k k
= g )A4n,2nA2n,k + Aunon—1A0n-1k
k

< | Ay 20| Z ‘121271,1: + ‘121471,271—1‘ Z | Agp—1.1| -
% %

||B[4n+2,:]||1 = Z |B4n+2,k:| = Z
k k

= g ‘A4n+2,2n+1A2n+1,k’ + Aunt2,onAon i
k

E A4n+2,jAj,k
J

< |Asp+2.2n+1] Z ’A2n+1,k + |Asnt2,2n] Z ‘Amk
k k

Por tanto,
HB[zm, :]Hl < ’A4n,2n‘ HA[Zn,:]Hl + |A4n,2n71’ HA[anl,:]Hl-
1 Bintz2, 1111 < |Aant2on1] [ Agnst, ol + [Asntz20] || Azn, 1)1

Utilizando las cotas obtenidas anteriormente obtenemos

~ 1 P
1Bl < (Aimanl + A s |l = Al (5 +5)

p (1 p\ p*+2p
<42 = . 3.24
=4 <2 + 4) 16 (3.24)
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de manera analoga

1 242
|| Buntz, |1 < 2 (— + E) _P p' (3.25)

2 4 16

Veamos ahora las acotaciones correspondientes a las filas im-
pares.

||B[4n+2s+l,:]||1 - Z |B4n+28+1,k:| = Z
k k

Como 4n+2s+1 = 2-(2n+s)+1, teniendo en cuenta quienes son los
elementos distintos de cero en la fila 2(2n +s) + 1, s = 0, 1, podemos
escribir

2.

k

E A4n+28+1,jAj,k
J

= Z ‘A2(2n+s)+l,(2n+s)—lA(2n+s)—l,kz ‘
k

+ Z ‘A2(2n+s)+l,(2n+s)A(2n+s),k‘
k

Z A2(2n+s)+1,jAj,k
J

+ Z ‘A2(2n+s)+1,(2n+5)+1A(2n+s)+1,k
k

Y

| Buntoss1.4ll1 < [As@nisyis@nrs)—1] | Agznts 1.1l
+ | Ao@ns)+1,2n+9)| || Afnrs), 111

+ [Asntsyrr@ntsti] [[Aj@nrsy ]l (3.26)

de donde deducimos que

p (1 p lp p*+4p
Bupiialh <2t (-4 5) 28—
|| Bpan+1,9/)1 < 8<2+4)+24 16

pp 1/1 p p? 4 2p + 4
B aally <2221 (24E8) =
[ Blan-3lls 84+2<2+4) 16

Por tanto,

2 4 2 2 4
||B||oo=HDSE]wDSEvagmaX{p +4p p"+2p+ }
p P

16 7 16
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Es sencillo comprobar que

p? +4p >p2+2p—|—4
16 - 16

Asi,

1. Sil<p<2 |[|Blleo < (p*+2p+4)/16 < 12/16 < 1

2. Si2<p<4,|Blle < (p*+4p)/16. En este caso ||B||l < 1siy
solo si p < 2(v/5 — 1) = 2,4751.

Cabe destacar que las cotas obtenidas en la demostracion an-
terior para p = 1 coinciden con las cotas implicitamente citadas en
[19], mientras que la cota obtenida para p = 2, Cy = 3/4, coinci-
de con la obtenida en [3] (por acotaciones directas, sin utilizar el
Jacobiano Generalizado). Por otra parte, en [30] se prueba que el
esquema Sy, es estable para 1 < p < 8/3 = 2,6666.., analizando el
radio espectral del Jacobiano Generalizado, mientras que el resul-
tado anterior obtiene la estabilidad para p < 2(v/5 — 1) = 2,4751. En
[30] se prueba, ademas, que Sy, no es estable si p > 4. Este caso
no se contempla en el Teorema 3.6.

El estudio de la estabilidad para Sy, utilizando la técnica pro-
puesta en este capitulo requiere el estudio del producto de al me-
nos tres Jacobianos Generalizados. El procedimiento teorico es el
mismo, pero el proceso en este caso es demasiado largo y tedioso.
Por otra parte, es sencillo implementar un procedimiento numeéri-
co para obtener las cotas correspondientes al producto de Jacobia-
nos. Describiremos este proceso en la seccion 3.4. Los resultados
obtenidos mediante este procedimiento numeérico indican que

sup HDS%UDS%UDS%M o > 1

w,0,WElo (Z)

mientras que la evidencia numérica indica que el producto de cua-
tro Jacobianos Generalizados podria estar uniformemente acota-
do.
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Orden de aproximacion

En la siguiente proposicion se resumen algunos resultados co-
nocidos, relacionados con el orden de aproximacion del esquema
Su,- Incluimos las pruebas por completitud.

Proposicién 3.7. [[19]-Proposicion II.6.] Si el esquema Sy, es es-
table, entonces Sy tiene orden de aproximacion al menos 3. Ade-
mds, si g : R — R una funcién suave y convexa, f = {g(nh)},ez
entonces

1S5 f = gllo = O(RmEH1),

Demostracion

Como Sy, reproduce polinomios de grado 2, la Proposicion 1.5
implica que el orden de aproximacion de 57 es 3 si el esquema es
estable.

Notamos que si g es una funcién suave se verifica V2f,, = O(h?),
Vn (utilizando desarrollos de Taylor). Si g es convexa, entonces
V2f, > 0 para h suficentemente pequeno.

Si denotamos z := V2f,, y := V?f,,1, utilizando desarrollos de
Taylor se obtiene que |y — x| = O(h?). Si zy > 0 :

R NE = L] L
2 PN T ey T 2(@ gt
_ 1 <O<h3)>p _ 3p—2p+2\ __ p+2
~ZiopayT ~ O = o0
por tanto
$+y p+2
[Sh, f = S2.2f |00 T—Hp(x,y) = O(h"™).

Dado que el orden de aproximacion después de una iteracion del
esquema S, , es igual a 4, obtenemos el resultado de la proposicion
utilizando la Proposicion 1.4.
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3.3
Experimentos Numéricos

En esta seccion mostramos algunos experimentos que ilustran
los resultados teodricos de este capitulo, asi como las diferencias
en el comportamiento de los esquemas Sy, para distintos valores
de p.

3.3.1
Orden de aproximacion

La Proposicion 3.7 establece el orden de aproximacion de los
esquemas Sy,, dependiendo de la estabilidad del esquema y de la
convexidad de la funcién considerada. En esta seccion efectuare-
mos un estudio numérico del orden de aproximacion que se ob-
tiene al reconstruir funciones suaves mediante los esquemas Sy,
para distintos valores de p.

El contexto general es el siguiente: Suponemos que se cono-
cen los valores puntuales de una funciéon suave g(z) en una malla
de puntos igualmente espaciados {z;} con paso de malla unifor-
me, h. Dado un esquema de subdivision S y un intervalo [a,b] C
[min; z;, max; x;], calculamos

ESY(h) = [15%f* = gll o (tan)
~ max{|(S"f*)n — g(n27"h)|, n27"h € [a, ]} (3.27)

donde f° = {g(x;)} son los datos iniciales del proceso de subdi-
vision. Tomamos como referencia 7 aplicaciones del proceso de
subdivision puesto que en todos los experimentos numeéricos rea-
lizados en esta memoria no se aprecian diferencias significativas
si se consideran mas aplicaciones.

En los ejemplos numeéricos considerados en esta seccion se
comparara el comportamiento de los esquemas S, y Sy, para
p = 1,2,3,4. En todos los casos consideramos valores iniciales
%= {g(nh)}ra. 2 para distintos valores de i y tabulamos los erro-

res Egl ’b](h) en (3.27) para los diferentes valores de i considerados.
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Asumiendo que |[S*f? — g||r (at) = O(h?), €l orden de aproxima-
cion calcula realizando un ajuste (log-log) por minimos cuadrados
sobre los valores obtenidos en la tabulacion.

Ejemplo 1: curva gausiana

En este ejemplo consideramos g(z) una funcion gausiana de
media =0y o = 0,5, es decir

y las regiones [—1, —0,3] (Figura 3.3-izquerda) donde la funcién no
es convexa, y [—0,4,04] (ver Figura 3.3-derecha) donde la funcion
es convexa.

Figura 3.3: (z) Datos iniciales, mas marcado la zona donde estu-
diamos el orden de aproximacion, izquierda intervalo [—1,—-0,3] y
derecha [—0,4,0.,4].

En la Tabla 3.1 se muestran los resultados obtenidos para 5,
y Su,» p = 1,2,3,4, en el intervalo [-1, —0,3]. La tabla muestra que el
orden de aproximacion de los esquemas no lineales es 3, en todos
los casos, mientras que el orden de aproximacion del esquema Ss -
es 4. Recordamos que la Proposicion 3.7 establece que el orden de
aproximacion de los esquemas Sy, e€s al menos 3 si el esquema es
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h Es o By, By Es by
0,1 |54e—5]|55e—4 |48 —4]|4,7c—4]|4,6e—4
0,06 |34e—6|7,0e—5]|6,le—5]|6,0e —5]6,0e—5
0,025 | 2,1e—7|88e—6| 7,7e —6 | 7,6e —6 | 7,6e — 6
0,0125 | 1,3e —8 | 1,le—6 | 9,6e — 7 | 9.6e — 7 | 9,6 — 7
q 4,0 2,99 2,97 2,97 2,97

Tabla 3.1: Datos Gausianos: Error respecto a h en [—1,—0,3].

estable. Cabe destacar que el orden de aproximacion del esquema
Sp, es también 3 a pesar de que el esquema no es estable.

En la Tabla 3.2 se muestran los resultados correspondientes
al intervalo [-0,4,0,4], donde la funciéon es convexa y por tanto
V2f.V2f.i1 > 0,Vn en esta region. La Tabla 3.2 confirma el re-
sultado teodrico de la Proposicion 3.7: el orden de aproximacion de
Si, es min{4,2+p}, en el caso en que el esquema es estable, puesto
que se obtiene orden 3 para p =1y orden 4 para p = 2.

h Fs o Ey Ey Es Ey
0,1 3,5e—6|56e—4|19 —4|86e—5|45e—4
0,06 |24e—7| 7Te—5 |14e—5|56e—61]59 e —5

0,025 | 1,6e—8 | 8,8¢ —6 |98 —7]35e—T7]|7,6e—6
0,0125 | 1,06 =9 | 1,1e—6 | 6,4e — 8 | 22¢e — 8 | 9,6e — 7
q 3,9 2,9 3,8 3,9 2,9

Tabla 3.2: Datos Gausianos: Error respecto a h en [—0,4,0,4])

Por otra parte, se observa que el orden de aproximacion de Sy,
en esta zona es también 4, lo cual se puede considerar un indica-
dor de la estabilidad del esquema Sy,, mientras que la (conocida)
falta de estabilidad del esquema Sy, parece conducir a una pérdida
de exactitud en la zona convexa, donde el orden de aproximacion
del esquema continua siendo igual a 3.
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Caracter No-Oscilatorio

En la seccion anterior hemos visto que el orden de aproxima-
cion de los esquemas Sy, es 3 (4 en regiones convexas si el es-
quema es estable), mientras que el orden de aproximacion del es-
quema Sy, es 4. Esta pérdida de exactitud en regiones suaves es
el precio a pagar por la ausencia de oscilaciones en regiones con
fuertes gradientes.

En el Capitulo 1 hemos presentado algunos ejemplos que ilus-
tran el caracter no-oscilatorio de los esquemas Sy, en compara-
cion con el comportamiento ‘tipo-Gibbs’ que se observa al aplicar
el esquema S, sobre datos con fuertes gradientes. En esta sec-
cion presentaremos algunos ejemplos adicionales con el objetivo
de ilustrar las diferencias entre los esquemas Sy, en funcion del
valor de p. Para ello consideramos, de nuevo, datos f° que corres-
ponden a la discretizacion de una funcion discontinua, suave a
trozos, sobre una malla de puntos igualmente espaciados,

sin(rz), x<0,5

—sin(rz), >0, (3.28)

0 . 1 —
= (o} =0: g1 flo)={

En las Figuras 3.4 y 3.5 se muestran los resultados al aplicar
diferentes esquemas de subdivision Sy, a estos datos. Los esque-
mas Sy, eliminan el fenomeno de Gibbs en el entorno de la discon-
tinuidad. En la Figura 3.5 se observa que p controla la tension de
la reconstruccion alrededor de las zonas con fuertes gradientes.

Reconstruccion de Datos Monotonos

En nuestro ultimo ejemplo consideramos los siguientes datos,
similares a los propuestos por Akima en [27] (ver Figura 3.6). Estos
datos son de naturaleza similar a los que pueden aparecer como
resultado de simulaciones numeéricas para leyes de conservacion
hiperbdlicas, alrededor de ondas de choque o en el comienzo de
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Figura 3.4: (e) Datos iniciales (3.28). Resultados después de 7 apli-
caciones de los esquemas S, 5, Sy, para p = 1,2, 3.

—S2f

2,2

12 o f B
11F —

PICICIEYS
1 1 el 4

it
o

0.9 0.9 b
08 08 B

07 . . . . . 07 . . . . .
0.25 03 035 04 0.45 05 0.55 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 055

Figura 3.5: (¢) Zoom a la izquierda de = = 0,5 en la figura 3.4.
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ondas de rarefaccion.

(10, 1<z;<5
10,5, 6 <x2; <9

15, ;=10
o= 17 F@E) =9 50, 11 <a <4 (8-29)

[ 85,  16<x; <17

En la Figura 3.6 presentamos los resultados obtenidos al apli-
car diversos esquemas Sy,, junto con €l resultado obtenido al apli-
car el esquema S;,. Notamos que, en este caso, la funcién limite
asociada a los esquemas Sy, muestra una significativa falta de
suavidad en las zonas que corresponden a fuertes gradientes.

3.4
Calculo numeérico de la Estabilidad

En esta seccion mostramos un procedimiento numérico que
permite estimar la bondad de las cotas de los Jacobianos Genera-
lizados obtenidas en la Proposicion 3.6, e investigar la estabilidad
del esquema Sy,.

Recordamos que las entradas no-nulas de la matriz bi-infitina
DSEi (w) en las filas genéricas 2n y 2n + 1 son

1
(Dsgi(w))%z,n—l - ZDme(wn—lawn)u

1
(DSI[—?I]) (w))Qn,n = Z_LDpr(wnfla wn)a

1
(DSI[{QI{ (w))2n+1,n—1 = _ngHp(wn—lv wn)a

1 1 1
(DSI[{21<w)>2n+1,n = 5 — éDpr<wn,1, wn) — gDme(wn, wn+1),
1
(DS (W)t ms1 = =5 DyHy (w0, wa),

y que para p > 1, las derivadas parciales de H,(z,y) en el primer y
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Figura 3.6: (e) Datos iniciales de Akima con escalera igualmente
espaciados, resultados después de 7 aplicaciones de los esquemas
5272, SHP para p = 1, 2, 3.
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tercer cuadrante se pueden reescribir del siguiente modo:

—_

D,Hylo(z,y) = =(1+ (p— V)|7] — pr|r|/™") = &(—7),

[\]

1 _
DyHylo(x,y) = S(1+ (p = DI +prir™") = &(7),

conT = (z—vy)/(x+y) € [-1,1], mientras que en el segundo y cuarto
cuadrante, las componentes de DH, son cero. El siguiente codigo
en Matlab calcula ®(¢) para un valor concreto de la variable ¢,

function [y ] =
at=abs (t

phifp (t, p) % p>1

)
y=1+ (p-1) xat.”"p+ pxt.*at” (p-2);
y=.5*y;

end
Si denotamos A(w) := DSE}} (w), y

Wy, — Wp—1 g
f=——2——"l i ,
Wn, + Wn—1 W, + Wn+1

Wp4+1 — Wn

en el caso en que w, 1 - wy, > 0, wy, - wyy1 >0 =, ¢, € [~1,1] tenemos

A[Zn,n—l,n] - _((I)(_t)7 @(t))

At ime) = 5 (~0(=),4 = B(1) — B(~1), (7))

Estas expresiones, que representan el caso ‘'mas desfavorable’ para

las componentes no nulas de las filas genéricas de DSIEl(w), se
implementan facilmente en Matlab

function [ Ae ] = Apar(t,p)
RAe (1)=.25+phifp(-t,p);
Ae (2)=.25+phifp(t,p);
end
function [ Ao ] = Aimpar(t,s,p)

dxt=phifp (-t,p)/8;
dyt=phifp (t,p)/8;
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dxs=phifp (-s,p)/8;
dys=phifp (s, p)/8;

Ao (1) =—-dxt;
Ao (2)=.5-dyt-dxs;
Ao (3)=-dys;

end

Notar que

sup [[DST ()| = sup sup{max(||Apnlli, [[Azasialh)}
wEloo (Z) wE€loo (Z) €L
= sup {méx(Apar(t), Aimpar(t,t))}.

t,te[—1,1]

Por tanto, podemos ’‘calcular’ cotas uniformes para HDSEi(w)HOO
utilizando diversas particiones del intervalo [—1, 1] con paso de ma-
lla h — 0. El siguiente codigo implementa esta idea:

function [ cpar,cimp ] = J1l (h,p)
t=[-1:h:1];s=t; n=length(t);
cpar=0; cimp=0;

for i=1:n
Ae=Apar (t (i),p);
cpar=max (cpar,norm(Ae, 1)) ;
for j=1:n
Ao=Aimpar (t(i),s(J),p);
cimp=max (cimp, norm (Ao, 1)) ;
end
end
end

En la Tabla 3.3 presentamos las cotas obtenidas en Matlab para
particiones con h < 0,1 (se observa que el mayor valor obtenido
coresponde a valores de t = +1,f = £1) para p = 2,3, junto con las
cotas tedricas obtenidas en la Proposicion 3.6,

1 1 1

|| A2ns1,]l1 < 5 + g [[Agngll < g

Se observa en la tabla que las cotas obtenidas en Matlab coinci-
den con las cotas tedricas que son, por tanto, optimas. De la tabla
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D p=2|p=3
||A[2n+1,:]|’1 1 ]-725
1/2+p/4 1 1,25
[Apngll | 0,5 | 0,75

p/4 05 | 0,75

Tabla 3.3: Cotas numeéricas para h < 0,1.

se deduce que para p > 2 el estudio de la estabilidad requiere, ne-
cesariamente, considerar el producto de al menos dos Jacobianos
Generalizados. En este caso se ha de estimar

’ 2 2
HBHOO = (§1<lfl<}§ HB[4n+i,:]||1 B = DShiwD Shiv.

Como en el caso anterior, denotamos
A= DSELw, A= DSE,LU, B = AA.

Las entradas no nulas de las filas By, k¥ = 0,1,2,3 se obtienen
al efectuar el producto de las matrices

A4n,2n—1 A4n,2n 0 0
Cy = A4n+1,2n—1 A4n+1,2n A4n+1,2n+1 0
n 0 Asnto2n  Aant2.2n+1 0 ’

0 Asniszon  Aanisont1 Aantsonto

AQn—l,n—Q A%n—l,n—l A%n—l,n 0

D2n = 0 :4211,1171 ;’42n,n B 0
0 A%n—i—l,n—l :’42n+1 n A2n+1 n+1

O A2n+2,n A2n+2,n+1 0

Notar que las filas de Cy, dependen unicamente de los valores

. Wap — Wop—1 5= Waon+1 — Wan 3 .— Won+2 — Wan+t1
L 9 T 9 T 9
Wap + Wop_1 Wopt1 + Wap Wap42 + Want1

mientras que las filas de D, lo hacen de

A Up—1 — Up—2 ¢ Up — Up—1 L{_ Up41 — Up
= - : , _

, = .
Up—1 + Up—2 Unp, + Up—1 Un+1 + Unp,

Los siguientes codigos calculan Cy, y D, en funcion de las va-
riables definidas anteriormente.
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function [ C ] = C4n( sl,s2,s3,p)

C=[Apar(sl,p),0,0;
Aimpar(sl,s2,p),0;
0, Apar(s2,p),0;
0, Aimpar(s2,s3,p)]l;

end

function [ D ] = D2n(tl,t2,t3,p )

D=[Aimpar (tl,t2,p),0;
0, Apar(t2,p),0;
0, Aimpar(t2,t3,p);
0,0,Apar(t3,p)1;

end
Observamos que
2] 2] 1
sup || DS wD S v||lo = sup  sup{ max || Bntk,|)1
wyvelw(Z)H H, H, || woehs(Z) nez{0§k§3|| [4n+ ]||}

— ] B . 5,5 t,t,te[-1,1
ilélzaorgggg{sup{ll tntk 1, 8, 8,8, ¢t € [—1,1]}}

y utilizamos el siguiente codigo de Matlab para calcular

Orgl?g(g{HB[ﬁln-Fk,:}Hl?Sa57 5, tA?t’tNE [_1 th: 1]}

function [
t=[-1:h:17;
n=length(t);
cot=[0,0,0,0];

cot] = J2(h,p)

for isl=1l:n
for is2=1:n
for is3=1:n
C=C4n(t(isl),t(is2),t (is3),p);
for itl=l:n
for it2=1:n
for it3=1:n
D=D2n (t (itl),t (it2),t (1t3),p);
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B=CxD;
cot (1)=max (cot (1), norm(B(1,:),1));
cot (2)=max (cot (2) ,norm(B(2,:),1));
cot (3)=max (cot (3),norm(B(3,:),1));
cot (4)=max (cot (4) ,norm(B(4,:),1));

end
end
end
end
end
end
end

Las cotas obtenidas en Matlab aprecen en la Tabla 3.3 (de nue-
vo, es suficiente considerar e.g. h = 0,1 porque los valores obte-
nidos corresponden a valores de las variables en los extremos del
intervalo [—1, 1]), junto con las cotas tedricas, obtenidas en la Pro-
posicion 3.6

[[| Ban,g| 11

| |B[4n+17:] | |1

|| Biant2,1l1

|| Bian+s,1 11

(p*> + 2p)/16

(p* + 4p)/16

(p* +2p)/16

(p? +2p+4)/16

p [ Buanglls | 1Buant1glls | [|Buans2lls | [[Buanssll
p = 2 Matlab 0,5000 0,5000 0,5000 0,7500
p = 2 teodrica 0,5000 0,7500 0,5000 0,7500
p = 3 Matlab 0,9375 0,9375 0,9375 1,1875
p = 3 tedrica | 0,9375 1,3125 0,9375 1,1875

Tabla 3.4: Con h = 0,1 y cualquier ~ mas pequeno.

La Tabla 3.4 muestra que las cotas obtenidas en la Proposicion
3.6 son optimas, excepto para ||By,;1,|l1» ¥y que el producto de
dos Jacobianos Generalizados no esta uniformemente acotado por
una cota estrictamente menor que la unidad para el esquema Sy,
por lo que el estudio de la estabilidad de este esquema requiere al
menos considerar el producto DSELwD Sl[% vD sﬁiu

Siguiendo el mismo tipo de razonamiento, consideramos

A:=DSFw, Q = AAA.

A= DSELU A= DSELU,
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[1@f]e = sup max [|Qrsn-ill1-

Las entradas no nulas de las filas Qg,4r,0.k = 0,1,2,3,4,5,6,7 se
obtienen al efectuar el producto de las matrices Mg,, CZ y DF

AAsnAn—l AAsn,zxn R 0 0 0 0
Agpt1,4n-1 4811—&-1,417, 48n+1,4n+1 0 0 0
0 48n+2,4n 48n+2,4n+1 R 0 0 0
M, = 0 Agpi3.an 48n+3,4n+1 A/S\n+3,4n+2 0 0
0 0 48n+4,4n+1 /i48n,4n+2 N 0 0
0 0 Agnt54n+1 48n+5,4n+2 Agni5.4n+3 0
0 0 0 48n+6,4n+2 48n+6,4n+3 R 0
0 0 0 Agntrant2  Asngrants  Asntranta
A4n71,2n72 A4n,2n71 0 0 0
0 A4n,2n71 A4n,2n 0 0
cr — 8 A4n+5,2n—1 ﬁ4n+1,2n ﬁ4n+1,2n+1 8
An+2,2n An—+2,2n+1
0 0 Agntson Aantsontr  Aantsonto
0 0 0 A4n+4,2n+1 A4n+4,2n+2
42n—2,n—2 42n—2,n—1 B 0 0
A2n71,n72 A%nfl,nfl A%nfl,n 0
D2€L - 0 :’42n,n—1 :’4271,77, 5 0
0 A2n+1,n—1 4271—1—1,11 42n+1,n+1
0 0 A2n+2,n A2n+2,n+1

Las filas de My, dependen unicamente de los valores
_ Wap — Wap—1 . Wopg1 — Wop . Wapt2 — Wont1
dl = —’ d2 —7 d3 = )
Wap + Wap—1 Wap+1 + Wap Wan+2 + Want1

Wan+3 — Wan+2 de Wan+4 — Wan+3 de - Wan+5 — Wan+t4
5

d4 =

) ) 6 )
Wopt3 + Wapqo Wopt4 + Wong3 Wapts5 + Wopta
do - Won+6 — Wan+s de - Won+7 — Wan+6
7 3

b b
Wopt6 + Wongts Wopt7 + Wonte

mientras que las filas de C£ dependen de los valores

Von — VU2n—1 Von+1 — VU2n Voan+2 — V2p+1
S = ————— Sg im ————— Sz i\ —m ——
) ) bl
Vap + Vop_1 Vont1 + Vap Vont2 + Vont1
Van+3 — V2n+2 Von+4 — V2n+43
Sy = —— S5 1= —MMM8M8M8M8—

M 9
V2n43 + V2nq2 V44 + Vongs
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y las filas de D,, lo hacen de

- Up—1 — Un—2 o — Up — Up—1 - Up1 — Un bty — Up42 — Un41
1-— ) 2 - ) 3 - ) 4 -— )

Up—1 + Up—2 Up, + Up—1 Up+1 + Uy, Up+2 + Up+1
por tanto

sup | |Q[8n+k,:} | |1 =
w,w, V€l (Z)

sup{|]Q[8n+k7:]||1,di,sj,t k€ [—1, 1] 1=1: 8, j =1: 5, k=1: 4}

Los siguientes codigos calculan las matrices Mg, C2 y DE en fun-

cion de las variables definidas anteriormente.

function [ M ] = M8n( sl,s2,s3,s4,s5,p)

M=[Apar (sl,s2,p),0,0,0, O;
Aimpar(sl,s2,p),0,0, 0;
0, Apar(s2,s3,p),0,0, 0;
0, Aimpar(s2,s3,p),0, 0;
0,0, Apar(s3,s4,p),0, O;
0,0, Aimpar(s3,s4,p), O
0,0, 0, Apar(s4,s5,p),0;
0,0, 0, Aimpar(s4,s5,p) 1;

14

end

function [ C ] = C4nbis( sl,s2,s3,s4,s5,p)
C=[Aimpar(sl,s2,p,),0,0;
0, Apar(s2,s3,p),0, 0;
0, Aimpar(s2,s3,p), O;
,0, Apar(s3,s4,p), 0;
,0, Aimpar(s3,s4,p);
0, 0 Apar(s4,s5,p)]1;

o O O~

4

end

function [ D ] = D2nbis(tl,t2,t3,t4,p )

D=[Apar (tl,t2,p),0,0, O;
Aimpar(tl,t2,p),0, O;
0, Apar(t2,t3,p),0,0;
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0, Aimpar(t2,t3,p), 0;
0,0,Apar (t3, t4,p),0 ];

end

El siguiente codigo de Matlab calcula

Org]?%(?sup{||Q[8n+k7:]||1,di,sj,tk e[-1,1]i=1:8,j=1:5k=1:4}

function [ cot] = J3(h,p)
t=[-1:h:17;

n=length(t);
cot=[0,0,0,0,0,0,0,01;

for isl=1l:n
for is2=1:n
for is3=1:n
for is4=1:n
for is5=1:n
C=C4nbis(t(isl),t(is2),t (is3),t (is4),t (is5),p);
for itl=1l:n
for it2=1:n
for it3=1:n
for it4=1:n
D=D2nbis (t (itl),t (it2),t (it3),t (itd),p);
for iml=1:n
for im2=1:n
for im3=1:n
for im4=1:n
for im5=1:n

M = M8n(t (iml),t (im2),t (im3),t (im4),t (im5),p);

B1=MxCxD;

cot (1)=max (cot (1), norm(B1(1,:),1));
cot (2)=max (cot (2) ,norm(B1(2,:),1));
cot (3)=max (cot (3) ,norm(B1(3,:),1));
cot (4)=max (cot (4) ,norm(B1(4,:),1));
cot (5)=max (cot (5) ,norm(B1(5,:),1));
cot (6)=max (cot (6) ,norm(B1(6,:),1));
cot (7)=max (cot (7),norm(B1(7,:),1));
cot (8)=max (cot (8) ,norm(B1(8,:),1));
end

end

end
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end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
j 0 1 2 3 ] 4 ] 5 6 7

1Bt i1t | 0,89 | 0,93 0,70 | 0,89 | 0,70 | 0,93 | 0,89 | 1,01

Tabla 3.5: Producto de tres Jacobianos Generalizados. p = 3, h = 1.

En la Tabla 3.5 presentamos las cotas obtenidas para h =1y
p = 3. Tenemos que ||B||» =~ 1,0156, por tanto es necesario conside-
rar el producto de cuatro Jacobianos Generalizados. En este caso
se obtiene una cota menor estrictamente que 1 parah =1y h = 0,5.
No adjuntaremos los programas utilizados para este caso, puesto
que son del mismo tipo que los anteriores per considerablemente
mas largos (puesto que involucran el producto de 4 matrices la
primera de las cuales tiene 16 entradas).



El esquema Pchip

En este capitulo proponemos y analizamos un esquema de sub-
division basado en la utilizacion de un polinomio interpolador de
tercer grado que preserva la monotonia de los datos. El polinomio
interpolador que se utiliza en la construccion de este esquema se
utiliza también en la funcion PCHIP de Matlab [6], y esto justifica
el nombre del esquema.

Este capitulo se organiza de la siguiente forma, primero presen-
tamos la interpolacion de Hermite cubica clasica, asi como la in-
terpolacion ’'tipo-Hermite’, es decir, la construccion de polinomios
interpoladores cubicos con informacion aproximada sobre las deri-
vadas de la funcion. Estudiaremos las condiciones bajo las cuales
el polinomio construido preserva la monotonia de los datos y la
exactitud de las reconstrucciones consideradas y en particular la
reconstruccion que se utiliza en la funcion PCHIP de Matlab.

El esquema de subdivision Pchip utiliza esta reconstruccion,
que es monotona y de tercer orden, en su disenio basico. Veremos
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que, al igual que los esquemas Power,, este esquema pueden ser
escrito como una perturbacion no lineal de un esquema de subdi-
vision simple. Veremos que se trata de un esquema OSI y por tanto
existe el esquema diferencia de orden uno. Este se utilizara para
analizar la convergencia y la estabilidad del esquema propuesto,
siguiendo la teoria propuesta en los Capitulos 1 y 2 de esta memo-
ria.

4.1
Interpolacion de Hermite

La interpolacion de Hermite es un problema clasico cuya des-
cripcion se puede encontrar en multiples referencias [18]. Des-
cribimos a continuacion la interpolacion de Hermite cubica seg-
mentaria, que se aplica cuando se dispone de una malla de pun-
tos, que supondremos igualmente espaciados z; < z3 < ... < @,
ziy+1 — x; =: h, y se conocen los valores de una funcion suave sobre
estos puntos f; = f(x;), y los valores de su derivada, f/ = f(z;).

Dado un intervalo [z;,z;.;], existe un Unico polinomio cubico
PH(z) que satisface

P (i) = fi, PM(xip1) = fir, 4.1)
(P (i) = f1 (PM)(2i1) = flia

Una expresion simple se obtiene, por ejemplo, usando la forma de
Newton de P (z),
Pl(z)=c + ez —x) + o — ) + (v — ) (2 — 2ip1), (4.2)

(2

de manera que las condiciones (4.1) conducen facilmente a

H H

o =1 ¢y = [

H‘_mz‘_fli H,_f/i+1+f/i_2mz‘
ST “ = h? ’

m; =Vfi/h, h=241 -2,y Vfi= fiq1— fi.
El siguiente resultado clasico se puede encontrar en [18]
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Teorema 4.1. Si f(z) € C*([z;,2;41]) entonces

1

f(x) — PzH(x) = ] (4)(&)(90 - %)2(93 - $z‘+1)2 €z € (T4, Tiy1)-

En ocasiones no se dispone de las derivadas {f’(x;)};cz, sino de
aproximaciones a estos valores que denotaremos por {f;}icz. Es
facil ver que

Pi(z) = c1 + co(w — ) + cs(x — 13)? + cule — 23)% (2 — Ti41). (4.3)
con

— — f ._ m; — fi L fi+1+fi_2mi
ci=f; ci=f cgi=——" 4= > '

N (4.4)

es el unico polinomio cubico que satisface

Pz(l"z) = fi, Pz'(lUiH) = fi+17 (4.5)
P(z;) =f; Plxis1) = firr.

La exactitud de la interpolacion de Hermite clasica se dedu-
ce del Teorema 4.1. Asi si z,,; — x; = h, f(x) — PH(x) = O(h?),
Vo € (x;,x:41). La exactitud de P;(z) en (4.3)-(4.4) esta directamen-
te relacionada con el orden de aproximacién de los valores f; con
respecto a las derivadas f'(x;).

Lema 4.1. [13] Sea f(x) una funcion suave. Si fi = f'(z:) + O(h%)
Y fir1 = f'(xip1) + O(h%+1), entonces el polinomio interpolador cu-
bico de Hermite (4.2) satisface, YV € (x;, z;11),

Pi(z) = f(z) + O(r?), q=min{4, ¢ +1,¢1 +1}. (4.6)

Demostracion
Notar que

f(@) = Pi(z) = f(z) = P (z) + P (z) — P(x). (4.7)
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Como

Pl (z) — Pi(x) = ¢f — 1+ (¢ — eo) (2 — ;)
+ (e —e3)(z — 23)* + (e — i) (z — 25)* (2 — 2441).

Al —er=fi—fi=0
o —cy =[] — fi = O(h%)

H mi — fi/ m; — fz 1
— = — — O h%
C3 C3 5 . ( )
Cf —Ccy = 141 },}:12 B erl +}]:2 m _ O(h’max{ql—Q,qz+1—2})’

se cumple que,

PH(Q;) — Pl(.I) — O<hn1fn{Q¢+1,qi+1+1}>’

7

Por otro lado, el Teorema 4.1 establece

(4)
f) - P = TS o e mp = 000, v e )

por lo que el resultado se deduce de las dos relaciones anteriores
y (4.7). [ |

Por tanto, podemos esperar un orden de exactitud igual a cua-
tro si al aproximar una funcion suficientemente suave utilizando
polinomios cubicos de Hermite, los valores derivados satisfacen
fi = f'(x:) + O(h?) Vi.

4.2

Preservacion de la monotonia
frente a la exactitud

La obtencion de interpoladores monoétonos para datos monoéto-
nos es un requerimiento indispensable en muchas ocasiones. Este
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es el caso cuando los datos se han generado a través de un experi-
mento, fisico o numérico, donde, a menudo, la necesidad de evitar
comportamientos oscilatorios alrededor de zonas donde los datos
presentan gradientes pronunciados es incluso mas importante que
la exactitud (asimptotica) del método.

Monotonia y orden de aproximacion elevado son requisitos con-
trapuestos, como se observa en la literatura existente, ver por
ejempo [22, 27].

Es evidente que

sign(f;) = sign(fiz1) = sign(m;). (4.8)

es una condiciéon necesaria, pero no suficiente, para que el po-
linomio cubico de Hermite (4.2) sea monotono. Para asegurar la
monotonia de P;(x) en (4.5) se deben imponer restricciones adicio-
nales sobre los valores fZ [14, 27, 33]. La condicion mas simple, y
probablemente la mas utilizada, es la condicion siguiente, debida
a de Boor y Swartz, [14],

Teorema 4.2. [33] El polinomio interpolador cubico de Hermite

para los datos {(x;, fi, fi), (i1, fix1, fir1)} es mondtono en el in-
tervalo [z;, ;1] si

Ogazaﬂz S37 Conaizﬁa 57,: fH—

m; m;

(4.9)

Por lo tanto, la clave para la monotonia recae en una definicion
apropiada de los valores aproximados de las derivadas.

En [6] se pueden consultar muchas de las diferentes alterna-
tivas que se han propuesto en la literatura para la construccion
de los valores f;. En esta memoria consideraremos la formula de
Brodlie para nodos igualmente espaciados que es simplemente la
media armoénica Hs, (3.1) , de los valores m;_, m;

2m;m;q
- et s
[7 =Ho(mi—1,m;) =< m; +mi
0, en otro caso

, S1 myMmiqyq > 0 (410)
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Dado que Hy(z,y) < 2min{|z|, |y|}, es evidente que

0<dico o<ty
m; my;

por tanto el polinomio interpolador de Hermite construido con es-
tos valores es monotono. Este polinomio interpolador esta imple-
mentado en la funcion PCHIP de Matlab [39].

Tenemos ademas el siguiente resultado

Lema 4.2. Si f es suave y m;_ym; > 0,

H2<mi_1, mz) = f,(fL’Z) = O(h2> (4 1 1]

Demostracion
Si f es suave entonces

mi= T Ty Py o),

‘ h 2
m;—1 = % = f,(xi) - gf//(l‘z‘) + O(hZ)-

Denotando por a = f'(z;), § = hf"(x;)/2 = O(h), para m;m;—; > 0
podemos escribir

(a—B+O0(R?))(a+ B+ O(h?))
a—B+0h?) +a+ B+ O0(h?)

B a? — B2+ O(h?) B
"o O

Hy(mi—q,my) =2

El Lema 4.1 asegura que si f; = f(z;) con f suave y mondtona,
P(xz) en (4.3)-(4.4) con f; en (4.10) tiene orden de aproximacion
igual a 3 en todo el intervalo [z;, z;,1].
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4.3
Esquema Pchip

Puesto que el polinomio interpolador de Hermite, (4.3), con
{ f;}iez calculados con la formula de Brodlie, (4.10), preserva la
monotonia de los datos, proponemos definir un esquema de sub-
division basado en esta interpolacion, de manera analoga a la defi-
nicion de los esquemas S;, a partir de los polinomios interpolado-
res de Lagrange, descrita en el Capitulo 1. Es decir, si {f,} es una
sucesion de valores asociados a una malla de puntos igualmente
espaciados {z,}, definimos el esquema PCHIP como

(Sf)2n+1 = Pn<xn+1/2)

con P,(z) en (4.3)-(4.4) y fn en (4.10). Como

h? h?
Pn(ain_i_%) =C + 025 + ng — C4§,
sustituyendo los valores ¢; en (4.4) y simplificando obtenemos
1. 1 . 1 . .
Pn<xn+%) = fn + §fnh + Z(mn - fn)h - g(fn—‘rl + fn - an)h

Como m,h = Vf,, tenemos que

o= ol 1,ma) = TV fo 1, V o).

Sustituyendo y simplificando obtenemos

Y BV, V)~ HalV 1 Vo).

Asi, es facil ver que el esquema de subdivision (4.12) es de la
forma (1.25), puesto que se puede escribir como

(Sf)ont1 =

PTL(anr%) = fat+

(4.13)
%aﬁ(v Fanti.
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donde F : [(Z) — l(Z)

{ (F(f))2n =0

(F<f))2n+1 = % (HQ(anl’ an) — HQ(me vfnJrl)) . (4.14)

lo cual permite utilizar los resultados de los Capitulos 1y 2 para
estudiar su convergencia y estabilidad.

4.3.1
Propiedades

Es muy sencillo ver que el esquema Pchip reproduce exacta-
mente polinomios de grado menor o igual a 1, pero no es 2-OSI,
puesto que si ¢ es una constante arbitraria, Hy(z + ¢,y + ¢) no se
puede escribir en funcion de Hj(z, ).

Proposicion 4.1. El esquema Pchip es OSI y reproduce 11, de
manera exacta.

Demostracion
SiP(z)=br+cyp=2P
(4.13) tenemos que

z, entonces (Vp),, = b Vn € Z. Utilizando

(Sp)2n+1 = (S1,10)2n41 + é (Ha(b,b) — Ha(b, b)) .
= (S11p)2n+1 = P(n+1/2),

puesto que S;; reproduce polinomios de grado 1. De forma analo-
ga, si P(x) € P, y p = P|z, entonces Vp = b. Asi,

(S(f+p))2n+1 = (S11(f +D))2n+1
(Vo VL)~ Ha(V V)

8
= (Sf)ns1 + P(n+1/2),

puesto que 5 ; es lineal y reproduce constantes de manera exacta.
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El esquema S!! se puede calcular facilmente
(vsf)Qn = (Sf)2n+1 - (Sf)Qn

= Y Ha(V s, V)~ BV, Vi)

(VSf)ant1 := (Sf)anr2 — (Sf)2nt

Vi, 1
=Vl BV V)~ Ha(V o, Vi),
por tanto, Vn € Z
(S[l]w)Qn - % + %(HQ(wn—lv wn) - HQ(wna wn+1))-
(4.15)
(S[l]w)2n+1 = - %(HQ(wn—lu wy,) — Ha(wn, wny1)).

Es facil ver que este esquema preserva la monotonia, utilizando el
primer esquema en diferencias.

Proposicion 4.2. El esquema Pchip preserva la monotonia de

los datos.
Demostracion
Dado que
vsy =slvy,
es evidente que S preserva la monotonia siy solo si sl preserva la
positividad de los datos (notar que S'(—w) = —S!Yw). Veamos que
esto es asi.

Sea w € [(Z) tal que w; > 0 Vi. Utilizando que |Hy(z,y)| <
2min{|z|, |y|} y Ha(z,y) > 0 si, z,y > 0 tenemos que

w, 1
(S[l]w)2n = 7 + g(HQ(wn—la wn) - HQ(wna wn—l—l))
W, Wh, 1
> " 2 T, >
25 T0-7=qwz0,
w, 1
(S[l]w)Zn—l—l = 7 - g(HQ(wn—lawn) - H2(wmwn+1))
2%—%%:%%20.
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Convergencia

La teoria presentada en el Capitulo 1 permite estudiar la con-
vergencia del esquema Pchip utilizando el Teorema 1.6 para k = 1.

Teorema 4.3. El esquema de subdivision Pchip es uniforme-
mente convergente.

Demostracion Sid € l(Z), la funcion F definida en (4.14) se puede
acotar utilizando la Proposicion 3.2-C1,

[P .
(F(d))znsa| < g(max{|dn-r], [dul} + méx{|dnl, |dns1]}),  Vn

1
= |[F( @l < Zld]oo,

por tanto, se cumple (1.36).
Para comprobar (1.37), se considera separadamente los casos
de indices pares e impares. Observamos que

(S[l]w)2” - Z+(wn—17 Wn,s w'fl-‘rl)v

(Smw)Qn—&—l =7Z_ (wn—la Wr, wn—l—l)y

con

T 1
Zy (21,19, 73) = ?2 + g(Hz(xhb) — Hy(z2, z3)). (4.16)

Utilizando el Lema 4.3 obtenemos
5
1SMw][o < §||w||oo-

Esta estimacion permite concluir, por el Teorema 1.6, que el es-
quema S es convergente y las funciones limite obtenidas son al
menos de clase C?~, con § = min{—log,(5/8),1} = 0, 678.

|
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Lema 4.3. Las funciones Z.(z) en (4.16) satisfacen

5!
Z:(@)] < Sllolles; Vo R (4.17)

Demostracion
Dado que Z.(x) = —Z.(—z), es suficiente probar (4.17) para
x5 > 0. En este caso, Hy(x, z2) > 0, Hy(z2, 23) > 0y podemos escribir

1 T 1
—§H2($2,$3) < Zi(x1, 29, 3) < ?2 + §H2($17$2)

Utilizando la Proposicion 3.2-C1,

1 1 €T 1 5
—§H37Hoo < —gHz(mzﬂﬁz) < Zy (w1, 02, 73) < 32 + §H2(9517$2) < ngL’Hoo-

La prueba para Z_ es analoga.

Estabilidad

Al igual que en capitulo anterior, estudiaremos la estabilidad
del esquema Pchip utilizando el Teorema 2.4 con k£ = 1. Por tanto,
buscamos acotar el Jacobiano Generalizado DS"w (o productos
de estos Jacobianos). Como las funciones que definen el esquema
Sl son combinaciones de funciones diferenciables y funciones de
clase C,,(R?), utilizaremos formalmente la regla de la cadena para

calcular las entradas no nulas de DS"w, en las filas genéricas 2n
y 2n + 1. Asi, de (4.15) deducimos Vn € Z,

1

(DS“] (w)>2n,n—1 = ngHQ(wn—h w”)
1 1
(DSM(w)) = 5t §(DyH2(wn—1’ Wn) = DaHa(wn, wn1))

1
(DS[I] (w))Qn,n—l-l = _gDyHQ(wn’ wTH_l)’
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1
(DS[I] (W))2nt1n-1 = —gDmH2(wn—17 Wn)

1 1
(DS (w))ani1n =5 — g(DyHa(wnr,ws) = DHa(wy, ws11))
1
(DSM(w))an1m11 = éDyH2(wn’w"+1))’

El resto de entradas son cero. Recordamos que sit := (y — z)/(y + x),
entonces en el primer y tercer cuadrante de la particion por secto-
res asociada a Hy(z,y), t € [—1,1] y se cumple que

D, Hy(z,y) = %(1 + 17+ 2t) = %(1 +1)? = ¢(t),

DH(r,y) = 51+ = 2) = (1 - 1)? = o(~0).

Teorema 4.4. El Jacobiano Generalizado del primer esquema
diferencia asociado al esquema Pchip satisface

IDSMw|| <1, Vw € l(2) (4.18)

y no existe C: ||DSMw||, < C < 1.

Demostracion
Por simplificar la notacion, utilizamos A := A(w) = DSM(w). Si

definimos
Wy — Wp—1 Fo= Wp4+1 — Wn

W, +wn71’ o Wn+1 +wn’

y consideramos el peor de los casos posibles (todas las componen-
tes no nulas son distintas de cero) podemos escribir las compo-
nentes no nulas de las filas Ap, ) y Ajppn41,) del siguiente modo

ri=

(A2nn-1 Asnn Asanir) = 2 (0(r) 4+ (d(=1) = 6(7)) —6(—7))

(=p(r) 4= (o(=r) = ¢(7)) ¢(—7))

<A2n+1,n—1 A2n+1,n A2n+1,n+1) =

0| — |

Teniendo en cuenta que (ver la Figura 4.1)

0<g(£t) <2, 0<2-9¢(£t) <2, We[-11,  (4.19)
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podemos deducir que
1/4 S A2n,n S 3/47 ]-/4 S A2n+1,n S 3/4

Por tanto, las componentes de Ap, |, Ajpny1,) DO cambian de signo
y, €n consecuencia,

Al = 5 (60) 4+ (6(=r) — (7)) + 6(~7)),

1

Apnrnill = 560 + 5~ £ (B(=r) = 6() + ()

Si definimos

U(t) = o(t) + o(=t) = (L+1)*/2,  p(t) == o(t) — ¢(~t) = 2t. (4.20)
se cumple que ¥ (t) = ¥(—t), p(t) = —p(—t) y (ver Figura 4.1)

L<y(£t) <2 —2<p(Et) <2, Vte[-1,1]. (4.21)
e —qt) 15
w27 o)
08 05 —IJJ('[)
L 2%t O Rl p(t)

Figura 4.1: Izquierda: graficas de ¢(r) y ¢(—r) en [—1,1]. Derecha:
graficas de ¢ (r) y p(r) en [—1, 1]

Por tanto,
[ Apngll = 5 4+ ¢(r) + p(=7)) < 1,

[Apn+1,9lh =

DN = 0ol =

5 (o) + (=) < 1,
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obsérvese que las cotas se alcanzan (si » = 1,7 = —1). Por tanto,

DS (w)]]o = SUpH [ Aznl 1, [ Azn sl } < 1,
ne

lo que completa la demostracion.

Puesto que no es posible acotar el Jacobiano Generalizado del
primer esquema en diferencia, es necesario considerar las acota-
ciones del producto de dos Jacobianos Generalizados.

Teorema 4.5. El Jacobiano Generalizado del primer esquema
diferencia asociado al esquema Pchip satisface

IDSY () DS W)l < C <1, Vu,w € ()

Demostracion
Como antes, simplificamos la notacién con

A:=DSWw),  A:=DSWw), B=AA (4.22)

asi que podemos escribir

2n+k+1

B4n+k,j = E A4n+k,lAl,j .

1=2n+k—1

Obsérvese que las entradas no ceros de las filas de By, 44,7, £ =0, 1,
se pueden obtener del siguiente producto matricial

0 :’42n,n—1 :’4271,77, AZn,n+1

A A A A2n71,n72 A2n71,n71 Aanl,n 0
( An,2n—1 An,2n In,2n+1 ) 1 1
0 A2n+1,n—1 AQn—I—l,n A2n+1,n+1

A4n+1,2n71 A4n+1,2n A4n+1,2n+1

mientras que las filas By,41.. £ = 2,3 son el resultado del producto

A4n+2,2n A4n+2,2n+1 A4n+2,2n+2 A 121 A 0
2n+1n—1 2n+1,n 2n+1,n+1

A4n+3,2n A4n+3,2n+1 A4n+3,2n+2

) AQn,nfl AQn,n :42n,n+1 0

0 A2n+2,n A2n+2,n+1 A2n+2,n+2
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Como en el teorema previo, usamos el hecho que la expresion de
las diferentes filas de la matriz producto pueden expresarse en tér-
minos de las funciones elementales ¢(t), ¥ (t), p(t), representadas
en la Figura 4.1.

Mas concretamente, si definimos
¢ Wap — Wan—1 5. Wan+1 — Wan 5= Wan+2 — Wan41
Wap, + Wap—1 Wopt1 + Wap Wop o + Wopt1

podemos escribir
Ao rns1) = 5(0(6), 4+ 6(=5) = 9(3), ~9(~5))
A[4n+1,2n—1:2n+1] = é(_¢(3); 4 - ¢(_S) + gb(g))v gb(_g))

Atnszninsay = 5(0(8), 4+ 6(=3) = 6(5), —6(~3)

Anssamanss = 5(—6(3), 4= 6(=5) +6(3)), (=),

Se procede de la misma forma para A, para lo cual necesitamos
definir

f L Up—1 — Up—2 t Up — Up—1 t~_ Up41 — Up E L Up42 — Un41

Up_1 + Up_2 T Uy 4 Upg C U1 + Un C Upgo + Unia
Asi,
Bunn—2m+1 | _ Bunton-1m+2\ _ AF
(B[4n+1,n—2::+1]) =0D, <B[4n+3,n—1:n12]) =0 4.23)
0 L1 ( B(s) 4+ (—s) — 4(3) —¢<—§>)
8 \—d(s) 4—0o(—s)+¢(5) (-5
N g i)
8\—0(5) 4—9(=5)+d(s) ¢(-5)
L [—o) 4= o(=1) +o(t) o(—t) 0
p=1{ o o) a+e(-0) -6 —o(-
0 —o(t) 4—o(—t) + () o(—t)
) At -0  —e(=D) 0
D=2{-o 1-os(-n+od oD 0




124 4.3. Esquema Pchip

Las acotaciones para || Byunir||1, £ = 0,1,2,3 se consiguen a tra-
vés de un proceso sencillo pero laborioso.

Acotacién de || By, ||;: Considerando el producto CD en (4.23),
observamos que

1
(P17P27P37P4)

(B4n,n727 B4n,n—1, B4n,n; B4n,n+1) — 6_4

con

—o(s)o(t) <
P2 ()(4+ () p(3) + (s)(4 — d(=1))) = 0
= o(—t)(d+1(s) = p(5)) + 4(4 + ¢(—s) — ¥(3)) — ¢(H)(4 — &(—s) + p(3))
Py = —¢(=1)(4 = ¢(=s) + p(5)) < 0.

Las cotas de estas entradas se obtienen directamente de las cotas
establecidas para ¢,, p. Obsérvese que P; (y por tanto By, ,) no
tiene signo definido. Entonces,

1
||B[4n,:]||1:6—454m Sin = (=P1 + P, + |Ps| — Py).

Calculamos S,, considerando las dos posibilidades para |P;|
Caso 1: |P3| = P, S4n =-P+P5+ P;— P,. Notarque

—P +P2 () (4 + ¥(s) — p(3)) + é(s) (4 + p(1))
Py — Py = ¢(—t) (4 +¥(s) — p(3)) +4(4 + ¢(—s) — ¥(=3))
p(t) (4 + d(=s) —¥(=Ts)).

Por tanto

St =()(4+0(s) — p(3)) + ¢(s)p(f) + 4(4 + ¥(s) — ¥(3))
— p(0)(4 = p(s) — p(3)).

Por las cotas obtenidas para ¢, ¢, p, es facil deducir

0<4+0(s)—p(3) S8, 0<4+d(s)—0(3) <5, 0<4—p(s)—p(3) <8
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entonces

56
Sin<2:8+2:244:54+2:8=56 = |[Buuglh =g, <L

Caso 2: |P;| = —P3, Sy, := P, + P, — P; + P,. En este caso,

—Py = Py =—¢(—t)(4+1(s) — p(3)) —4(4+ d(—s) — ¥(=3))
+ () (4 + ¢(—s) — p(3))

Sin = p(t)(4 +1(s) = p(3)) + d(s)p(t) — 4(4 = p(s) — ¥(3))
+ ()4 + ¢(—s) — p(3))

de donde deducimos

Acotacioén de ||Bj,1,/|:1: Del producto C'D obtenemos

1
(Bin+1,n—2: Bint1n-1, Bins1m: Bangins1) = 6_4(P1’ Py, Py, Py)

Py = ¢(s)o(t) > 0

Py = ¢(t)(4 — ¥(s) + p(3)) — ¢(s)(4 — ¢(~1))

Py = ¢(—t)(4 = ¥(s) + p(3)) + (4 — ¢(—5) + ¢(3))(4 — ¢(%)) + ¢(=5)(4 + 6(1)) = 0
Py=—¢(=t)(4 = ¢(=s) +p(5)) <0

Las cotas de estas entradas se obtienen directamente de las cotas
establecidas para ¢, ¢, p. Obsérvese que P, (y por tanto By,;1,-1)
no tiene signo definido. Entonces

1
|| Bun+1,9/1 = 61 Sint1, Siny1 = (P + || + Ps — Py)

Calculamos Sy, en funcion del valor de |P,

]
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Caso 1: ’PQ’:PQ, S4n+1 :=P1+P2—|—P3—P4.Notarque

P1+P2:¢(t)(4_w(5>+P(§
Py — Py = ¢(—t)(4 — ¢(s)

+0(3)) +4(4 — ¢(—s) +9(3))
— p(t) (4 = d(=5) + p(5))
por tanto
Sing1 = — () (4 — () +»(t)(4 — ¢(s) + p(3)) + 4(4 — p(—5) + 9(3))
—p(t) (4 = ¢(—5) + p(3)).
Es facil deducir
0<4—d(s)+p(3) <5,
3<4—¢(—s)+4(s) <6,
0<4—0¢(=s)+p(5) <6,

de manera que

46
Sint1 S0+2-544-642:6=46 = [[Bunsiglh < o7 < 1.

Caso 2: |P| = — P, Syny1 := P — P, + P; — P,. En este caso

Pr— Py = ¢(s)(4 + p(t)) — o(1)(4 = ¥(s) + p(3))

por tanto

Sint1 = 0(s)(4 + p(£) =p(t) (4 = ¥ (s) + p(3)) +4(4 — d(—s) +¥(3))
—p(1)(4 = o(=s) + p(5))

58
Sint1£2:64+2-5+4-6+2-6=58 = ||Bun1glh < o7 <1.

Acotacién de || By, 2 |[1: Considerando el producto CD en (4.23),
deducimos que

1
(B4n+2,n—17 B4n+2,n7 B4n+2,n+17 B4n+2,n+2) = 6_4 (Ph P27 P37 P4)
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p(3)) + (4 = 6(5) + ¢(=8))(4 — (1)) + &(5)(4 + &(-1))

Las cotas de estas entradas se pueden obtener directamente de ¢,
Y, p. Notar que P; (y la entrada Bj,2,+1) Nno tiene signo definido.
Asi,

1
| Bunt2,9/lh = o1 San+2, Siny2 = (=P + Py + | P3|+ Py) .

Por tanto, para acotar Sy, » necesitamos considerar |P;|:

Caso 1: ’Pg’ng, S4n+2 = —P1—|—P2+P3+P4.

—P+ P, = (t)

Asi

Sin+2 = p(t)(4 = p(5) — &(5)) + 4(4 +9(35) — ¢(5))

(1) (4 = p(8) = (5)) + (=3)v(1).

Con las cotas de ¢, v, p, es facil deducir

0<4—p(5)—¢(5) <6 3<4+9P(5)—9(5) <5 0<4—p(5) —¢(s5) <5
Por tanto,

46
Siny2 $2:6+4-5+2-542-2=46 = |[Bunszgllh =57 <1.

Caso 2: |P3| = —P3, Syy2 := —P, + P, — P; + P,. Ahora, podemos
escribir

—Py+ P = (D)4 — p(5) — 0(5)) + 46(=5)—d(—F)p (7).
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Por tanto
Santz = p(t)(4 — p(5) — ¢(8))+4(4 +1(3) — p(85))
+p(F)(4 = p(3) — ¥(5))—¢(=5)p(?).
Utilizamos
0<4-p(5)=d(5) <6 3<44+¢(5)—p(5) <8 0<4—p(s)—(5) <5

tenemos
58

S4n+2§26+48+25+22:58 = ||B[4n+27:]||1§6_4

Acotacién de || By, 3,|[1: Considerando el producto CD en (4.23),
deducimos que

1
(B4n+3,n717 B4n+3,n7 B4n+3,n+17 B4n+3,n+2) = 6_4 (Pl, P27 P37 P4)

con
= —o(t)(4 + p(3) + &(5))
Py = ¢(t)(4+ p(3) +1(5)) +4(4 — ¥(3) + 6(5)) — S(—t)(4 + p(3) + ¢(5))
Py = ¢(—t)(4+ p(3) +1(5)) + ¢(—5)(4 — ¢(?))
Py = —¢(=5)o(-1).

Utilizando las cotas establecidas para ¢, v, p, se observa que P,
(Ban+sn) €s la iinica componente que no tiene signo definido. Asi,
podemos escribir

1
|| Bn+3.91l1 = 6 Sint3, Sinys = (=P + ||+ Ps = Fy).

Por tanto, para acotar S,,,3 necesitamos considerar dos casos:
Caso 1: || = Py, Sypy3:=—P + P+ P3 — P,.

—P+ P :p(t)(4+p( )+ 6(5)) + o) (4 + p(3) +1(5))
+4(4 = 9(3) + 6(5)).
Py — Py =¢(—1)(4 + p(3) + ¥(5)) + 46(—5)—d(=5)p(?)
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Entonces

Sinss =p(t)(4 + p(8) + 6(3)+Y(D) (4 + p(3) + ¥(5))
+4(4 = 9(8) + 9(5)) — ¢(=5)p(®)-

Teniendo en cuenta las cotas ¢, ¥, p, es facil deducir

2 <44 p(3) +¢(5) <8

3 <4+ p(3) +4(5) <8

3<A—1(8)+¢(5) <5
Entonces,

56
Sints <2-8+2-84+4:5+42:2=56. = [|Buuglh =55 <1

Caso 2: || = —P,, Sypy3 := —P, — P, + P; — P,. Tenemos que

—Pr = Py = ()4 + p(3) + ¢(5)) — o(1) (4 + p(3) + ¥(5))
—4(4 = 4(5) + 0(5)).

Por tanto,

— 4(4 = ¥(8) + p(5)) — o(=5)p(1).

Podemos deducir facilmente que

2<4+p(5) +9(5) < 8
3<d+p(3) +y(5) <8
0<4—1(3)+p(5) <5

De estas desigualdades obtenemos

34
S4n+3§28+28+0+22:34 = ||B[4n+37:}||1§6—4<1.

La estabilidad del esquema Pchip se deduce ahora facilmente
del teorema anterior y del Teorema 2.4.
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Teorema 4.6. El esquema de subdivision Pchip es estable.

Demostracion

La condicion (2.40) requiere probar que la funcion F : R® — R
definida en (4.14)

F(z) = —% (Hy (21, 9) — Ha (22, 23)) , Vo = (x1, 19, 73) € R
(4.24)

es Lipschitz. Este hecho es consecuencia del hecho de que la media
armonica es Lipschitz.

La condicion (2.41) se deduce directamente del Teorema 4.5. B

Orden de aproximacion

Hemos obsevado en la seccion 4.2 que los polinomios interpo-
ladores P,(z) definidos en (4.3)-(4.4), con { f;}iEZ calculados con la
formula de Brodlie, (4.10) tienen orden de aproximacion igual a
tres en todo el intervalo [z;, ;11| cuando se utilizan para recons-
truir una funcion monoétona. La Proposicion 1.4, asegura que si
f=Afi}tiez, fi = f(z;) con f(x) suave y monotona y x;.; — x; = h, en-
tonces ||S*f — f||. = O(h?®), aunque se puede obtener un resultado
un poco mejor.

Teorema 4.7. Dado f = {fi}i€Z9 fz = f(l'z), Tiv1 — Ty = h, f una
Juncioén suave. Entonces

1. |[S*f = fllo = O(R?).

2. si f es mondtona, entonces ||S*f — f|| = O(hY).

Demostracion

Punto 1 se deduce del Teorema 1.5y del hecho de que el esque-
ma Pchip reproduce polinomios de grado 1.
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Punto 2. Notamos primeramente que si z,y, z tienen el mismo
signo

2

B Ty Yz _
o) ~Ha ) =2 () - 0 ) =2y

Dado que

2 2
(Sf)2n+1 - (52’2f>2n+1 = lv f”_l +V fn

8 2
~ é (Ho(Vfuor, VFn) — Ho(VF, Vi)

y Van—l +v2fn = vfn-i—l - an—l s si f = {g(nh)}nel’ con g una funcion
suave y monotona, podemos escribir

(Sf)2n+1_(52,2f)2n+1 -
1 (V) ) |

1
é(van — Vfa-1) <§ - Q(an_l + Vi) (Vi +Vfni)

Utilizando desarrollos de Taylor, es facil ver que

Vst = Va1 = O(R?)

1 (V)2 o
SRR AT AT SR

por tanto
1Sf = S22fllee = O(h?)

Como el orden de aproximacion después de una iteracion del es-
quema S, es igual a 4, el orden de aproximacion después de una
iteracion del esquema Pchip es también 4, y el resultado se sigue
de la Proposicion 1.4. [ |

4.4
Experimentos numéricos

En esta seccion presentamos una serie de experimentos nu-
meéricos que ilustran las propiedades del esquema de subdivision
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Pchip, que denotaremos en esta seccion como Sp- para facilitar su
identificacién. Utilizaremos los esquemas lineales S;; y S;2, y los
esquema Power,, Sy,, con p = 2,3 descritos en los Capitulos 1y 3
para realizar comparaciones. Remarcamos que tanto el esquema
PPH, Sy,, como el esquema de 4-puntos 5,3, y €l esquema Pchip,
estudiado en este capitulo, se basan en polinomios interpoladores
de tercer grado.

4.4.1
Orden de aproximacion

En esta seccion efectuaremos un estudio numérico del orden
de aproximacion que se obtiene al reconstruir funciones suaves
mediante el esquema Spe.

Igual que en el capitulo anterior. El contexto general es el si-
guiente: Suponemos que se conocen los valores puntuales de una
funcion suave g(z) en una malla de puntos igualmente espaciados
{z;} con paso de malla uniforme, h. Dado un esquema de subdivi-
si6n S y un intervalo [a, b] C [min; x;, méx; x;], calculamos

EEM () = 115 £° = gl| 1w ()
~ max{|(S7f°), — g(n27"h)|, n2~"h € [a, ]} (4.25)

donde f° = {g¢(z;)} son los datos iniciales del proceso de subdi-
vision. Tomamos como referencia 7 aplicaciones del proceso de
subdivision puesto que en todos los experimentos numéricos rea-
lizados en esta memoria no se aprecian diferencias significativas
si se efectian mas aplicaciones.

En los ejemplos numeéricos considerados en esta seccion se
comparara el comportamiento de los esquemas S; 1, S22, Spc Y SH,»
considerando valores iniciales f° = {g(nh)},e. (z), con g una fun-
cion suave, para distintos valores de h. A partir de una tabulacion
de los errores E[Sa’b}(h) en (4.25) para los diferentes valores de h
considerados, y asumiendo que |[S*®f° — g||1_ (ap)) = O(h?), el orden
de aproximacion se calcula realizando un ajuste (log-log) por mini-
mos cuadrados sobre los valores obtenidos en la tabulacion. Como
viene siendo habitual, S®f ~ S7f.
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Ejemplo 1: curva gausiana

En este ejemplo consideramos ¢(z) una funcién gausiana de
media y =0y o = 0,5, es decir

(4.26)

y las regiones [—1, —0,3] (Figura 4.2-izquierda) donde la funcién no
es convexa, y [—0,4,0,4] (ver Figura 4.2-derecha) donde la funciéon
es convexa.

09 1 09

Figura 4.2: Datos gausianos. Zonas marcadas: Izquierda [a,b] =
[—1,—0,3]. Derecha [a,b] = [-0,4,0.4].

h Ey Es 5 Epc E,
01 |18¢—3|54e—5] 5,3e—7 | 4.8¢ — 4
0,05 |4,6e—4|34e—6| 4,0e—8 | 6,le—5

0,025 | 1,2e—4 | 21le—7| 27¢—9 | 7,7e — 6
0,0125 | 3.2¢ —5 | 1,3¢e — 8 | 1,7e — 10 | 9,6e — 7
q 1,9 4,0 3,8 2,9

Tabla 4.1: Datos Gausianos: Error respecto a h en [—1, —
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En la Tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos para 5 i,
Ss2, Spc' 'Y Su,. correspondientes al intervalo [—1,—0,3], donde la
funcion es creciente. Se observa que el orden de aproximacion del
esquema Pchip es 4, confirmando el resultado del Teorema 4.7. Se
observa también que el esquema PPH solo tiene orden de aproxi-
macion igual a 3 en esta region (no-convexa).

En la Tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos para 5 i,
Sa2, Spc 'Y Su,, correspondientes al intervalo [-0,4,0,4]. En este ca-
so el orden del esquema Pchip es 2 (confirmando el resultado del
Teorema 4.7), mientras que el esquema Power, tiene orden 4, al
tratarse de una zona convexa.

h FEiq Es» Epc E,
0,1 54e—5134e—6 |98 —4 |19 —4
0,06 |1,5e—5|24e—7|24e—4]|14e—5

0,025 | 42e—6 | 1,5e—8|6,2e—5|97e—7
0,0125 | 1,1e—6 | 1,06 =9 | 1,5e — 5 | 6,4¢ — 8
q 1,8 3,9 1,9 3,8

Tabla 4.2: Datos Gausianos: Error respecto a h en [—,4,0,4].

Ejemplo 2: g(z) = tan(nx)

Consideramos ahora la funcién g(z) = tan(nz) y repetimos el
estudio en los intervalos [—0,25, —0,25] (Figura 4.3-izquierda), don-
de a funcion es creciente pero no convexa y [0,1,0,3] (Figura 4.3-
derecha), donde la funcion es convexa y creciente.

En las Tablas 4.3 y 4.4 se muestran los resultados obtenidos
para S11, S22, Spc ¥ Su, correspondientes al intervalo [—0,25,0,25] y
[0,1,0,3]. Puesto que esta funcion es creciente, el orden de aproxi-
macion del esquema Pchip es 4, independientemente de la conve-
xidad de la funcion.
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10 L L L L L L
-05 -04 -03 -0.2 -01 0 01

-10 L
-05 04

L L L
-03 -02 -0.1

Figura 4.3: Datos iniciales. Zonas marcadas: Izquierda [a,b] =
[—0,25,—0,25]. Derecha [a,b] = [0,1,0,3].

h Eiq Es» Epc Ey
0,05 92¢—3|77¢e—4|15e¢—4]50e—4
0,025 2,7¢e—3|57e—5|11le—5|62e—5
0,0125 |[7,1le—4|39e—6|80e—7|77¢e—06
6,25 —3 | 1,8 —4 | 2,6e — 7 | 5,2¢ — 8 | 9,7e — 7
q 1.8 3,7 3,8 3,0

Tabla 4.3: Datos tangente: Error respecto a i en [0, 25,0, 25].

h Fia FEsp Epc Fy
0,05 1,7¢e —2 | 22e —3 | 3,6e—4 | 1,0e —4
0,025 ble—3 | 16e—4|28e—5|73—6
0,0125 | 14e—3|1,le—5|2,0e —6 |48 —7
6,25e —3 | 3,6e—4 | 79e—T7 | 1,3e—T7| 3,0e — 8
q 1,8 3,8 3,8 3,9

Tabla 4.4: Datos tangente: Error respecto a h en [0,1, 0,3].
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4.4.2
Caracter No-Oscilatorio

Consideramos, de nuevo, datos iniciales que corresponden a la
discretizacion de una funcion discontinua, suave a trozos, sobre
una malla de puntos igualmente espaciados,

sin(rz), x<0,5
—sin(rx), = >0,5
(4.27)

fOo={f(x)}, {w}=0:h:1, h=1/8 f(z)= {

_Sz,zf, _SPCf,

o f

e f

051 05

-05F -0.5F

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.4: (e) Datos iniciales (4.27). Resultados después de 7 apli-
caciones de los esquemas S y Pchip.

En las Figuras 4.4 y 4.5 se muestran los resultados de aplicar
diferentes esquemas de subdivision a estos datos. El fenomeno
de Gibbs, presente en el esquema S;, no aparece en el esquema
Pchip, lo cual confirma su caracter no-oscilatorio. En la Figura 4.5
se observa que el comportamiento alrededor de la discontinuidad
de la funcion limite obtenida con el esquema Pchip es mas 'suave’
que la obtenida con los esquemas Sy, presentados anterioremente.

Datos crecientes, no suaves

El siguiente ejemplo considera los siguientes datos, similares a
los propuestos en [27] (ver Figura 4.6). Estos datos son de natura-



4. El esquema Pchip 137

2,2 S2,2
12 PC ] | ==Spcf

WHHSHf WHHSHf
2 2

11" SHf
3

o f

‘‘‘‘‘‘‘
“““““““““
.
R

0.9

0.8

Figura 4.5: Zoom a la izquierda de x = 0,5. Datos iniciales en figura
4.4).

leza similar a los que pueden aparecer como resultado de simula-
ciones numeéricas para leyes de conservacion hiperbdlicas, alrede-
dor de ondas de choque o en el comienzo de ondas de rarefaccion.

(10, 1<a;<5
10,5, 6 <z; <9

15,  z;=10
r=1:1:17 flz;) = 50 1<z, <14 (4.28)

85, 16 <uz; <17

\

Las figuras permiten apreciar el comportamiento no-oscilatorio
de los esquemas no lineales. La falta de suavidad en la funcion

limite de los esquemas Sy, es evidente en las zonas con fuertes
gradientes.

Datos con poca resolucion inicial

En esta seccion mostramos el comportamiento de los distintos
esquemas considerados en este capitulo cuando se aplican a datos
con estructura, pero con poca resolucion inicial. Para ello conside-
ramos dos discretizacion diferentes de la funcion Gausiana (4.26).

Consideramos en primer lugar los datos f° = f(z;) con z =
[—3,2:.,8:3,2], de manera que = = 0 (la posicién en la que la funcién
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Figura 4.6: (e) Datos iniciales (4.28), resultados después de 7 apli-
caciones de los esquemas S, 3, Pchip y Sy, para p = 2, 3.
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alcanza su valor maximo) es uno de los puntos de la malla inicial.
En la Figura 4.7 mostramos S f° ~ S7 f° para distintos esquemas.
Puesto que los datos inciales contienen fuertes gradientes, el com-
portamiento de la funcion limite obtenida con los esquemas Sy, €s,
como en casos anteriores, menos ‘suave’ que la correspondiente al
esquema Pchip. En la zona de la campana de la reconstruccion
de los datos gausianos, este comportamiento es muy similar al del
esquema S, . Por otra parte, se observa claramente que el esque-
ma Pchip evita las oscilaciones visibles en los intervalos segundo
y séptimo.

L L L L L L L L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.7: (e) Datos iniciales. Resultados después de 7 aplicacio-
nes de los esquemas S, ,, Pchip, Sy, para p = 2, 3.

Consideramos ahora f° = f(z;), z = [-2,96 : 0,615 : 2,575]. Esta
discretizacion no contiene a z = 0 como punto de la malla. En
la Figura 4.8 se muestran los resultados correspondientes, en los
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que se observa la incapacidad del esquema Pchip para reconstruir
la zona convexa en el intervalo central.

0.8 T T T T T T T T T T 08

0.7

0.6

05F

0.4

0.3

0.2

01

0

0.8

07

0.6

05F

041

0.3

0.2

01

0

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 -25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 4.8: (e) Datos iniciales. Resultados después de 7 de los es-
quemas Ss», Pchip, Sy, para p = 2,3.

4.5

Calculo numeérico de los Jacobianos
Generalizados

En esta seccion mostramos el procedimiento numérico que nos
ha permitido estimar la bondad de las cotas de los Jacobianos
Generalizados obtenidas en el Teorema 4.5.
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Recordamos que las entradas no-nulas de la matriz bi-infitina
DSP(w) en las filas genéricas 2n y 2n + 1 son

1

(DS (@) )ann1 = S DHo 1,0,
1 1
(DS (w))ann = 5 + < (DyHa(wn 1,100) = DyHa(wn, 1)
1

(Ds[l] (0))2nnt1 = — gDyH? (Wn; Wn),

1
(DSM(w))ans1n1 = —gDa:HQ (w1, wn)
1

(DS(w))an 1 = — < (DyHalwn 1, wa) = DeH(wn, i)

1
(Dsm(w))znﬂ,nﬂ = gDyHQ(wnawn+l))-

Ademas, en el primer y tercer cuadrante

—_

DzH2|Q(I7 y) -
1

S 17 +207]) 2= 9(7),
(

DyHsla(z,y) = 5 (1 +|7|* = 2|7]) = ¢(~7),

N |

con T = (x—vy)/(r+y) € [-1,1], mientras que en el segundo y cuarto
cuadrante, las componentes de DH, son cero.

El siguiente cédigo en Matlab calcula ¢(t) para un valor concre-
to de la variable ¢,

function [ y] = phif( t )
y=.5%x (1+abs (t) .*xabs (t)+2xt);

Denotamos A(w) := DSI[{Qi (w). Fijamos n € Z y definimos

Wy — Wp—1 g
t=—"— " f= :
W, + Wn—1 W, + Wn41

Wn+41 — Wn

en el caso en que w,_1 - w, > 0, w, - w,y1 >0 =, ¢, te [—1, 1] tenemos
1
A[4n,2n71:2n+1] = g(¢($)> 4+ d(=s) — ¢(3), —o(—3))
1
A[4n+1,2n—1:2n+1] = §<_¢(S)’ 4 — ¢(_8) + gb(g))v ¢(_§))
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Estas expresiones, que representan el caso ‘'mas desfavorable’ para
las componentes no nulas de las filas genéricas Ap, j, Apni1, Y S€
implementan facilmente en Matlab,

function [ Ae ] = Apar(t,s)

dxt=phif (t)/8;
dyt=phif (-t)/8;

dxs=phif (s)/8;
dys=phif (-s)/8;

Ae (1) =dxt;

Ae (2)=.5+dyt-dxs;

Ae (3)=-dys;

end

function [ Ao ] = AimparPCHIP (t,s)

dxt=phif (t)/8;
dyt=phif (-t)/8;

dxs=phif (s)/8;
dys=phif (-s)/8;

Ao (1)=-dxt;

Ao (2)=.5-dyt+dxs;
Ao (3)=dys;

end

Para estimar el producto de dos Jacobianos se ha de estimar

|[Bl[oe = gglaé ||B[4n+i,:]Hl

Ccon
A=DSPw, ~ A=DSJv,  B:=DSgwDSyv=AA

Para ello, se observa que las entradas no nulas de las filas By, 14,
= 0,1, 2,3 se obtienen al efectuar el siguiente producto matricial

A4n,2n71 A4n,2n A4n,2n+1 0
O = A4n+1,2n71 A4n+1,2n A4n+1,2n+1 0
an —
0 A4n+2,2n A4n+2,2n+1 A4n+2,2n+2

0 Asnison Aanisont1  Aantsonto
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A2n—1,n—2 A%n—l,n—l A%n—l,n B 0
o[0T R AL A
0 Asptin-1 Awmiin Azntin
0 Aopvon  Aopyontt Aonionto

Notar que las filas de C,,, dependen unicamente de los valores

g — Wan — Wan—1 5 o— Wan+1 — Wan 5 — Won+2 — Wan+1
Wap + Wap—1 Wopt1 + Wap Wapt2 + Wopt1

mientras que las filas de D, lo hacen de
LQ__ Up—1 — Un—2 ;= Up — Un—1 E_ Un+1 — Un
Up—1 + Up—2 Up, + Up—1 Unp+1 + Up,

Los siguientes codigos calculan Cy, y Dy, en funciéon de las varia-
bles definidas anteriormente.

function [ C ] = C4nPCHIP( sl,s2,s3)

C=[AparPCHIP (sl,s2),0;
AimparPCHIP (sl,s2),0;
0, AparPCHIP (s2,s3);
0, AimparPCHIP (s2,s3)];

end

function [ D ] = D2nPCHIP (tl,t2,t3,t4)

D=[AimparPCHIP (tl,t2),0,0;
0, AparPCHIP(t2,t3),0;
0, AimparPCHIP (t2,t3),0;
0,0,AparPCHIP (t3,t4)];

end

Observamos que

Sup( | HB[4n+k,:}H1 = Sup{HB[4n+k‘,t}H1757§7 5, tA?tatNe [_17 1]}
W, VEloo (Z

Utilizamos el siguiente codigo de Matlab para calcular

Orgéggsup{HBMnM,;]Hl,3,5, 5tt,te[~1:h:1]}
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function [ cot] = J2PCHIP (h,p)
t=[-1:h:1];

n=length (t);

cot=[0,0,0,01;

for isl=l:n
for is2=1:n
for is3=1:n
C=C4nPCHIP (t (isl),t (is2),t(is3),p);
for itl=1l:n
for it2=1:n
for it3=1:n
D=D2nPCHIP (t (itl),t (it2),t (it3),p);

B=C«D;
cot (1)=max (cot (1), norm(B(1,:),1));
cot (2)=max (cot (2) ,norm(B(2,:),1));
cot (3)=max (cot (3),norm(B(3,:),1));
cot (4)=max (cot (4) ,norm(B(4,:),1));
end
end
end
end
end
end
end

En la Tabla 4.5 comparamos las cotas obtenidas en la demos-
tracion del Teorema 4.5 y este programa, las cotas obtenidas teo-
ricamente no se diferencian mucho de las obtenidas con Matlab.
Ademas se observa que las cotas obtenidas para ||By, |/ coin-
ciden con las de ||Bj,13,|l1 ¥ sucede lo mismo para ||Bu,i1/li ¥
[ Bansaallr-

p 1 Bianall1 | [Buns1glh | [[Bans2.ll1 | |[Buntsglh
numeéricas 6/8 28/32 28/32 6/8
tedricas 7/8 29/32 29/32 7/8

Tabla 4.5: Con h = 0,1 y cualquier ~ mas pequeno.



Esquemas
no-oscilatorios de
6-puntos

Los esquemas Sy, constituyen una familia de esquemas inter-
polatorios, asociados de manera natural al stencil centrado de 4
puntos, que se pueden considerar versiones no lineales, no oscila-
torias, del esquema S5 5.

Resulta natural intentar extender las ideas subyacentes a los
esquemas H, para construir esquemas no oscilatorios, no lineales,
relacionados con el esquema centrado S; 5. El1 Teorema 1.1 permite
escribir el esquema S;3 como una combinacion de los esquemas
52,3 y 53,2

1 1
Ss3 = =5 —S.
33 = 5 2,3+2 3,2,

de manera que podemos intentar definir versiones no lineales de
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este esquema del mismo modo que se definen los esquemas Power,,.
Es sencillo ver que que los esquemas S;, y S, 3 también se pueden
escribir como perturbaciones del esquema 5, ; (ver [19])

Sso =811+ Fzp0 V>
Sog =511+ Fago Vv?

donde Yw € [(Z),

(-7:3,2w)2n =0, (f3,2w)2n+1 = (£3,2w)n
(-7:2,3w)2n =0, (-7:2,3w)2n+1 = (52,3’60)11

con L, : l(Z) — l«(Z) operadores lineales que satisfacen

1
(Lo3w)ont1 = “18 (bwp—1 + 14w, — 3wp41)
1
(L3ow)ont1 = 138 (—=3wp—2 + 14w,_1 + dwy)

y (L1,w)2, = 0. Como
53,3 = 51’1 + mean(]-'gg o V2, .F273 o V2)

podriamos considerar en primera instancia la siguiente version no
lineal del esquema S 3

Ssp, == S+ H,(F320 Vz, Fago VQ).

Sin embargo, esta definicion reduce, pero no elimina, el com-
portamiento oscilatorio del esquema S; 5. En la Figura 5.1 se mues-
tra S:,f’Hp f para f = {f(x;)} correspondiente a la discretizacion de
una funcion discontinua sobre una malla con 9 puntos. Como se
observa en la Figura 5.1 (para j =1y j = 7 con p = 1,2) la cons-
truccion anterior limita la amplitud de las oscilaciones, pero sin
eliminarlas por completo en los intervalos adyacentes a la discon-
tinuidad. La razon se puede entender facilmente examinando la
Figura 5.2.

Puesto que la exactitud de los esquemas S;, se pierde por com-
pleto cuando el stencil interpolador cruza una discontinuidad, en
los intervalos adyacentes a » = 0,5 los dos valores que se prome-
dian son O(1)-inexactos, por lo que el valor obtenido con la media
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05F 05F
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Al x T3H, aff * T3H,
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Figura 5.1: Funciones limite sobre datos discontinuos obtenidas
con los esquemas Ssy,, S5 1,

Figura 5.2: % representa z,, .y (O marca el stencil S35 y las lineas
discontinuas los stencils Sy 3y S54.

H, sigue siendo O(1)-inexacto, aunque esta mas cerca del menor
valor promediado.

Se puede obtener una alternativa mas apropiada si partimos de
las relaciones (Teorema 1.1)

3 5 3 5)
Sz = 553,1 + §52,2> Sog = §51,3 + 552,2 (5.1)

y las expresiones S5, = S 1 +£l7,qu2. Para los esquemas que forman
parte de la expresion anterior es facil deducir

(S3.1f)2nt1 = %(fn + fat1) — % (3V?fa1 = V2 fur2),
(Soafnr = Un+ fust) = 76 (Vhura + V242)

(S13f)2nt1 = %(fn + fot1) — % (3V2fn — szn+1) ;
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es decir,

(L3 (w)
<£2,2(w)>2n+1 = Wp_1 T Wy,
<£1,3(w>>2n+1 = Wy, — Wry1-

Asi, de las relaciones (5.1) deducimos que

(W))2n+1 = —Wp—2 + 3Wy_1

1

(Ss2f)2n+1 = (S1.1f)2n+1 — G (2(53,1V2f) + 2(52,2V2f)>2n+1

1 /3 5
(52,3f)2n+1 = (51,1f)2n+1 - 1_6 (§(£1,3V2f) + §(£2,2V2f)>
2n+1
de modo que esquema S5 3 se puede reescribir como

1
5373 = 5171 — 1—6ave%% (ave;;(ﬁm o VQ, £371 @) V2), 5272 o VQ) (5.2)

con ave,,(z,y) =axr+by, a>0,b>0,a+b=1.

S31
giiini—liiiniiii% * n+ 3
/AR /AR * /A
n—2 ____ _ n4+l = nt+2
1 S1ap

Figura 5.3: : representa z, L1 (O marca el stencil S;3. Lineas
discontinuas: stencils S, S13y S31.

En la Figura 5.3 se muestran los stencils de los esquemas
que intervienen en esta expresion. Para obtener una version no-
oscilatoria en los intervalos adyacentes al que contiene a la discon-
tinuidad, deberiamos substituir los promedios lineales por prome-
dios no lineales similares a la media H,. Obviamente,

ave (xvy) sz(ﬂf,y),

11
272

pero para generar versiones no lineales no-oscilatorias del esque-
ma Ss;3 de manera analoga a la construccion de los esquemas H,
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se requiere, ademas, una version no lineal de la media ponderada
ave,p(z,y) =ax +by, a>0,b>0,a+b=1

con propiedades similares a la media H,. A continuacion defini-
mos la media armonica ponderada WH,, ,;, que generaliza la me-
dia Power, y que permitira construir una version minimamente-
oscilatoria del esquema Sj 3.

5.1
La media Weighted-Power,

Definicion 5.1. Media Armonica Ponderada Power,
Dadosa >0,b>0cona+b=1ypeN,p>1.Vz,y e R,

B [z —yf?
‘/‘/Hp,a,b(ajay> T Sgﬂ(l',y) |CL£L' + by| (1 T (M + %)(M 4 ozm)p_l o

donde M = max{|z|, |y|}, m = min{|z|, |y|}, @« = méx{a, b}/ min{a, b}.

Es facil ver que WHp,%%(m, y) = H,(z,y). Los siguientes resulta-
dos ponen de manifiesto que esta media proporciona una genera-
lizacion adecuada de la media Power,.

Proposicion 5.1. La media ponderada Power, satisface las si-
guientes propiedades algebraicas.

El WH, (2, x) = . (5.3)
E2. WH, .s(z,y) =0 si zy <0. (5.4)
E3. WH,, . ,(z,y) = WH,}, .(y, z). (5.5)
E4. WH, .o(—2, —y) = —WH,, . 4(2,y). (5.6)

La prueba de estos resultados se deduce directamente de la
Definiciéon 5.1. La siguiente proposicion establece que la Media
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Ponderada (5.1) satisface una generalizacion de la propiedad C4-
Proposicion 3.2, valida para H,(z,y)

Proposicion 5.2. Vp > 1 se satisface la siguiente relacion:

—1

az + by jz —y|*
——————m]|1 —_ 5.7
cM—I—dmm{ —i_OZ;(JW—i—ozm)"c . 67

‘VHp,a,b(:p? y) = sgn(x, y)

donde ¢ = max{a,b} y d = min{a, b}.

Demostracion

Supondremos que z > 0,y > 0, ya que todos los demas casos
son o bien triviales o se pueden reducir a este utilizando (5.4) y
(5.6). El resultado se deduce facilmente de la expresion de WH, ,,
y la relacion entre las medias ponderadas para dos indices conse-
cutivos. Notar que

WH, 1 1.05(2,y) = (az+ by) [ 1 v =yl
o, y) = (ax —
prLablY Y (M + 9m)(M + <m)p
[z —yl? [z —yl
= b 1— .
(az + y)( (M + Lin)(M + am)r— (M + am)
Dado que
M = 3(lz+y| + |z — r+yl=M+m
12(| yl+ [z —yl) - |z + Yl 5.8)
m = 5(lz+y| — [z —yl) |z —yl =M —m,
se tiene que
z—yl _ M-m
— =1-(1 5.9
M+am M4+ am (+a)M—|—am’ (5.9)

asi que se puede escribir
ar+by |r—ylP
(M + L) (M + am)p
ar +by |z —ylP
(eM + dm) (M + am)r’

WHp+l,a,b(x7 y) = WHp,a,b(‘T? y) + (1 + a)m

- WHp,a,b('r? y) +am
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donde se utiliza que

c+d ¢
1 p—t e .
cla+1l)=c . S =«
Por otro lado, es facil ver que
lz—y|l M—m 1 m m
_ —1—-(1+= =1- - 5.10
M+= M+= +oz M+ = (M +2)’ ( )

de donde se deduce

T — ar + b
WH, (2, y) = (az + by) (1 7=y ) - /

_M—l—ém _CM+dmm

Esto permite probar (5.7).
|

El siguiente resultado establece ciertas estimaciones sobre la
media WH,, ,, que generalizan las correspondientes a la media H,,.

Proposicion 5.3. La media ponderada WH, ,;, p > 1 satisface
las siguientes estimaciones V(z,y) € R?

Cl  |WH,u(w,y)| < az +by| < méx{lz],]yl},  (5.11)

C2 |WH,.,(z,y)| < pamin{|z|,|y|}, (5.12)

C3  Vg>p,|WH,.p(z,y)| < |WH,q.p(x,y)], (5.13)
1 b

ca Lp<lomtbyl \WH,o.5(z,)]. (5.14)

o — cM+dm

Demostracion

Como en el caso de la proposicion previa, es suficiente conside-
rar el caso z,y > 0.

C1: Utilizando (5.9) y d(1 + «) = 1 deducimos que

o=yl o om
M + am dM + em’
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Dado que
m (d+c)m
= <1
O<dM+cm dM +cm —

(5.15)

facilmente se obtiene que
Jz=yl 1.

0<
- MA4am —
Similarmente, usando (5.10) se tiene
[z —y]
0< <1
— M + % — 9
de ahi | »
r—Y
0<1-— <1
(M + L) (M + am)r—t =
Asi,
W Pyanl )] = (e + by)] | (1~ I
" (M + Lm)(M + am)»-!
<lax + by| < max{|z], |y|},
yaquea+b=1.
C2: Utilizaremos (5.7). Observamos en primer lugar que

1 ax + by

- < <1 5.16
a— cM+dmn — ( )

Para probar esta desigualdad, suponemos (sin pérdida de genera-
lidad) que a = c. Entonces
1 six = M,
ez + dy cm + dM
siz =m,

ar+by B
cM+dm  cM +dm A dm

Notar que ¢(M — m) > d(M — m), por tanto cM + dm > dM + cm
Ademas, d(M +m) < em+dM y cM + dm < ¢(M + m), por tanto
1

d(m + M) _

> .
“ o M+m) o

> em +dM
—cM +dm
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En segundo lugar, teniendo en cuenta (5.15) obtenemos

-1

=yl
g <1 —-1) < 5.17
“— M—i—amk_ Talp—1) s pa, ( )

dado que 1 — a < 0. La estimacion deseada se sigue de (5.7), (5.16)
y (56.17)

C3: Se sigue directamente de (5.7).

C4: Se sigue directamente de (5.7) y (5.16).
[ |

Los resultados de esta seccion muestran que la media ponde-
rada WH,,,,(z,y) proporciona una generalizacion adecuada de la
media Hy(z,y) = WH, 1 1 (x,y). En particular, la propiedad C2 en la
Proposicion 5.3 limita el valor promediado, acercando el valor pro-
medio al menor de los valores que intervienen. Notar que el factor
a = méx {a,b}/ min {a,b} podria hacer que el valor promedio fuese
mucho mayor que el minimo de los valores promediados si o >> 1.

5.2
El esquema Sy, )

Teniendo en cuenta las propiedades de la media ponderada
WH, ., y la Figura 5.3, proponemos sustituir la expresion

1
5373 = 5171 — 1—63V€g’g< %%(ﬁlgov £31 OV ) [,22 OVQ)

por la siguiente version no lineal:
SsW(pg) = O11 — =WH, 3 5 ( (L130V? L310V?), Logo V2>

Este esquema es de la forma (1.25), dado que

S3,W(pg) = 51,1 T Ypg) © v?
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donde G, q) : loo(Z) — lo(Z) esta definida como

(g , f)2n =0
v | . felo(Z) (5.18)
(g(p,q)f)2n+1 = _1_6G(p,q) o X[n72,n+1]f
con G, : R* — R la funcién
G(p,q)(x) = WHp%’g (Hq (—1’1 + 31’2, 3[L’3 — 1’4) , L9 + l’3> . (5 19)
5.2.1

Propiedades del esquema S5y,

Los esquemas Sy, reproducen polinomios de grado menor
o igual a 3, y, como sus homologos Sy,, son 2-OSI, puesto que
también estan definidos en funcion de operadores lineales que de-
penden de V2.

Proposicion 5.4. El esquema Sy (p,q) reproduce 113

Demostracion

Como S5, S22y S1 3 reproducen exactamente polinomios de gra-
do 3, se tiene que si P € ll3y f = {P(n)},

(S31f)2n+1 = (S22f)2n+1 = (S1,3f)2n+1 = P(n+1/2),
por tanto

(£371(v2f))2n+1 = (£2,2(V2f>)2n+1 = (51,3(V2f))2n+1

y, en consecuencia, Vp,q > 1

WH, s 5 (H, (L5.(V2 s, (Lra(V2F)anin) s (L22(V2f)2uia)
= (L22(V?f))2nt1-
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Asi,
1
(Ss.wpa) f)ons1 = (S1,1f)2nt1 — E(£2,2(V2f))2n+1
= (S22f)on+1 = P(n+1/2)

Proposicion 5.5. Los esquemas Ssyy(,q) son 2-OSI

Demostracion
Si P(x)ePyyg=P

(£3,1(V29))2ns1 = (L22(V?9))2011 = (L13(V?9))2n1 = 0
por tanto Vf € [ (Z)
Gp.a) © Xin-2201V2(f + 9) = Gipa) © Xin—2:041 V2 f
de manera que
(S wma) (f + 9))2nt1 = (Sswpg)f)2n+1 + (51,1(9))2n+1
= Ssw(pa)f)2ns1 + P(n+1/2),

puesto que S;; es lineal y reproduce polinomios de grado 1 de
manera exacta. |

7, entonces Vg = 0. Asi,

Los esquemas diferencia

Calculamos a continuacion el segundo esquema diferencia, ya
que es el que utilizaremos para estudiar la convergencia de los es-
quemas Ss (). Este esquema se calcula a partir de las diferencias
de orden dos:

(VQS?),W(p,q)f)Qn = (SS,W(p,q)f)Zn—i-Q - Q(SB,W(p,q)f)Qn—l—l + (SS,W(p,q)f)Qn
1

= 2G0a) (V2 a2, Vot V2, VP faa),

(V2S3,W(p,q)f)2n+1 = (83,W(p,q)f)2n+3 - 2<S3,W(p,q)f>2n+2 + (SS,W(p,q)f)2n+1
Vif, 1

5 — 1—6G(p7q)(v2fn_2,V2fn—l>v2fnav2fn+l)

1
- 1_6G(p,q)(v2fn—1, V2fn7 v2fn+17 Van+2),
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por tanto, Vn € Z,

2
(Si[i,%/‘/(p,q)w)Qn = %G(p,q) o X[n—Q,n—l—l]w

2 W,
(S:[)),%/V(p7q)w)2n+1 5 = 16 (G(pyq) © X[n—-2n+1)W + Gpg) © X[n—1,n+2}w)) :

Convergencia del esquema Sy, -

Las propiedades de acotacion de las funciones WH,, ,;(z,y) y
Hy(z,y) permiten probar de manera inmediata la convergencia de
los esquemas S;(pq), Utilizando el Teorema 1.6. Veamos a conti-
nuacion un Lema auxiliar.

Lema 5.1. Para todo x € R*, se tiene

11
1Gw.0)(@)llo < 2|2/l

Demostracion
La propiedad C1 de la Proposicion 5.3 conduce a

|G (p.g) (71, T2, T3, 24)| < g |H, (3z2 — 21,33 — x4, )| + g]xg + a3
De manera analoga, por la propiedad C3-Proposicion 3.2
IH, (322 — 71, 305 — 70,)| < %|(3x2—f£1)+(3$3—x4)] < ;\x2+x3\+%|x1+m4|.
Por tanto
+

31 11
|G(p,q)($17172,$3,334)| <( )|xe + x3| + 3 §|5E1 + 24| < §||$||oo

ol w
[\CR GV
oo | Ut

Teorema 5.1. Para todo p,q > 1, el esquema de subdivision no
lineal Ss (4 €S uniformemente convergente.
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Demostracion

Demostramos la convergencia del esquema comprobando las
hipotesis del Teorema 1.6.

Para comprobar la estimacion (1.36), se necesita acotar la nor-
ma del operador no lineal G, , en (5.18). El Lema 5.1 conduce a

1 11
< — .= = o0 ,
(G0 (d)zn1] < 75 - g Mldlloc 128\\dHoo Vdel®(Z),VneZ

Para comprobar (1.37), se consideraran separadamente los in-
dices pares e impares. Para indices pares, €l Lema 5.1 proporciona

2 1 11 11
1St (el < g - 111 = 3111l

Para las componentes impares, si definimos la funcion

x 1
Z3(x17 X2, T3, Ty, 1'5) = 53 - 1_6 (G(p,q) ($1> X2,T3, $4) + G(p,q) (1'2, X3, T4, .775))

podemos escribir

(SeW ey (P)2ns1 = Zs(fazz, Famt, Fus st Fuga)-
Utilizando el Lema 5.2

43
Z3(@)| < llall, Vo € RO
por tanto

2
1S5 1w (g ()l < 64||f||oo, Vp.

Esta estimacion, nos permite concluir que el esquema S; v, al
menos C”~ convergente, con 3 = min{—log, (3),1} = 0,5737.

Lema 5.2. La funcioén Z; : R® — R definida como

T3 1

Zs(z) = 2 16 (G(pq (w1, 22, T3, 4) + G, q)($2,1’3,3047$5))

satisface |Z3(z)| < 64||( 7)||oo, Vz €R.
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Demostracion
El valor de la funcion Z;(z) depende del signo de z3 y de las
cantidades
‘/1 = G(p,q) (xh T2, X3, 1'4), ‘/2 = G(p,q) ('rQ; T3, Ly, .T5).
Notar que por el Lema 5.1, denotando, por comodidad, o = 11/4

—0||2]loe < Vi < all2]lo

podemos escribir

T3 2 T3 1 T3 2
B2 QA4 VAN v g A R -
Notar, ademas, que G, (—s) = =G (s), Vs € R*, por tanto es

suficiente con demostrar este resultado para z; > 0. En este caso
podemos escribir

2y 2ol < G+ Dl ~ Tl < 2~ Zollalle
por tanto
—2llelloe < Zs(a) < G + Dllallx
es decir
1Z5@)] < (5 + Dllell < ollells

Estabilidad del esquema Sgw(p,q)

Para estudiar la estabilidad de este esquema a traves del Jaco-
biano Generalizado de Sﬂv(m) se necesita desarrollar la teoria que
permita calcular un gradiente generalizado de la funcion G, en
(5.19). Este estudio no se realizara en esta memoria.
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Orden de aproximacion

Proposicion 5.6. Sea ¢ : R — R una funcion suave y f =

{g(nh)}nez. Si el esquema Ssw,, €s estable entonces el orden
de aproximacion de 53, , €s al menos 4.

Demostracion

Los esquemas 53y (p,q) reproducen polinomios de grado 3. Si el
meétodo es estable, por la Proposicion 1.5 se deduce directamente
este resultado. [ |

Proposicion 5.7. Sea ¢ : R — R una funcion suave y f =
{g(nh)}nez. Silas expresiones (L31V%f)n, (L13V2f)n (L22V2f), tie-
nen el mismo signo Vn € Z, entonces,

1833f = Saw(pa) flloo = O(RMPEHF23Y), (5.20)

Si ademas Ss v (p,q) €S estable, entonces el orden de aproximacion
de S5 W(pg) €ST = min{2p + 2,3q + 2,6}.

Demostracion
Recordamos que

1
5373 = 5171 — 1—63VG%7% <aveé7é(£173 o) VQ, £371 o VQ), £272 o VQ)

1

S3w(pg) = S11 — 1—6WHp,g,g (Hq(£1,3 © VQ, L3710 Vz)v Lyg0 V2> )

por tanto

(53,3f>2n+1 - (53,3,pf)2n+1
—1

= — (ave%’% (ave%é(x, z),y) — WH

16 P2, (Hq(l’,Z),y)) :

oolot
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Consideramos la funcién

Z(x,y, 2) =aves s (mean(r, z),y) — WH,,

|

g (Hq(l’, Z)7 y)
que se puede escribir como

Z(JT,y,Z) = Zl(l',y, Z) + Zg(l',y, Z)
con
Zi(x,y,z) = ave

% (mean($a 2)7 y) - ave%,% (Hq(xv Z)7 y)

— g(mean(x, z) —Hy(z, 2))

ZQ(ZL‘,y,Z) = ave % (Hq<l’,2),y) _WHp,%,% (Hq(l'72’),y) .

Dado n € Z, definimos

('63,1f)2n+1 = 3v2fn—1 - V2fn—2
(Loof)onyr = V2fn—1 + Van

= (£1,3f>2n+1 = 3V2fn - Van+1-
Es facil deducir que

€T .
Yy
AN

z—2=3Vfr1 =V o =3V + Vi
= V' oo+ V1 =V fo=0(h°)
T+ z= 3v2fn—1 - Van_2 + 3v2fn - Van—H - O(hQ)

Si zz > 0, de la definicion de H, deducimos

1 |x — z|q
mean(z, 2) — Hy(r.2)| < 570
por tanto
O(h?
|Z1(x7y7 Z)| S W — O<h3q+2).

Podemos estimar Z)(z,y,z), observando primeramente que si
x,y, z tienen el mismo signo (positivo sin perdida de generalidad)

T+ z |z — 2|4
Hy(z,2) —y = 9 (1- (z + 2)0 1
r—2y+z |z — 2|2
2 (x+ z)a-1

)=y
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como
T =2+ 2=V o+ Vi 1+ Vi — Vifrii
=V [ = V2 0=V 0= 00",
tenemos que
[Hy(2, 2) —y| < O(h) — O(h**%) = O(h*),
puesto que para ¢ > 1, min{4,3q + 2} = 4. Ademas,
min{z, 2} < H,(z,2) < méx{z,z} — Hy(z,2) = O(h?)

Por otra parte, teniendo en cuenta la definicion de la media pon-
derada WH,, ,, tenemos que si s e y > 0,

_ s —y|?
(as +by) = WH,0p(s,y) = (as +by) 37— (0 + am)r ] (5.21)

con M = méax{s,y}, m = min{s, y}, a« = maz(a,b)/min(a,b). Por tanto,
considerando s = H,(z, z) tenemos que

aves s (s,y) = O(h?)

M =min{s,y} = O(h?), m=méx{s,y}=O(h?), a= g

de manera que, utilzando estas estimaciones y (5.21)

O(h)
h2p

Zy(x,y, z) = O(h?) = O(R*1?).

Por tanto
Z(-T7 Y, Z) = O(h3q+2) + O(h2p+2) — O(hmin{3q+272p+2})
y en consecuencia
|[S33f — S&W(p,q)fHoo = @(hmfn{3q+2,2p+2})_
Notar que
||S3,W(p7Q)f - f||OO S HS37W(p,q)f — 5373f|’00 + ||S3’3f . f||Oo
= O(hnlfﬂ{3q+2,2p+2}) + O(hﬁ) _ O(hnlfn{2p+273q+2’6}).

por tanto, el orden de aproximacion del esquema Ssyy(, 4 después
de una iteracion es r = min{2p+2, 3¢+2,6}. Si el esquema es estable,
la Proposicion 1.4 justifica que el orden de aproximacion de SaW ()
es también r = min{2p + 2,3q + 2, 6}. [ |
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5.3
Experimentos Numéricos

En esta seccion mostramos algunos experimentos que ilustran
las diferencias entre los esquemas Ss v, ) para distintos valores de
py q al aplicarlos sobre datos discretos que provienen de funciones
suaves y suaves a trozos.

5.3.1
Orden de aproximacion

En el caso de funciones suaves, €l objetivo es estudiar el orden
de aproximacion de SeWw(pg Y SU dependencia con respecto a los
parametros p y ¢. Para ello, y al igual que en capitulos anteriores
calculamos

Es(h) = IS f" = gllzwc(apn = mdx{|(STf)n — g(n27"h)|,  n27"h € [a,}]

para cada uno de los esquemas de subdivision considerados, en
distintas regiones [a,b] y para diferentes valores de h. Asumien-
do que ||S®f° — g|lro(ap) = O(h?), el orden de aproximacién cal-
cula realizando un ajuste (log-log) por minimos cuadrados. Los
errores se miden considerando S5, O =~ S;W(p’q) f°. Notamos
que si g es una funcién suave, entonces (L31/%)ans1 = 2f"(&,)h2,
(L29f")ons1 = 2f"(pn)h?, (L13f%)2ns1 ~ 2f"(un)h?, por tanto en la zona
convexa estas cantidades son positivas (al menos para h suficien-
temente pequeno).

En el caso de funcions suaves a trozos, el objetivo es mostrar el
caracter no-oscilatorio de los esquemas S; () Y la influencia de
los parametros py q.

Ejemplo 1: curva gausiana

En este apartado realizaremos un estudio numeérico del orden
de aproximacion de los esquemas Ss (). con el objetivo de ilus-
trar los resultados obtenidos en la Proposicion 5.6. Para ello con-
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sideramos f° = {g(nh)},ei.z) con g(z) una funcién gausiana de
media p =0y o =0,5,

Figura 5.4: (z) Datos iniciales, mas marcado la zona donde estu-
diamos el orden de aproximacion, izquierda intervalo [—1,—-0,3] y
derecha [—0,4,0,4].

es convexa, y [—0,4,04] (ver Figura 5.4-derecha) donde la funcién
es convexa.

En las Tablas 5.1 y 5.4 se muestran los errores obtenidos para
Ss3Y Sswpe. P =1,¢=1,2,3,4, en el intervalo [—1, —-0,3] y [—0,4, 0,4]
respectivamente para distintos valores de h. En las Tablas 5.2 y
5.5 se considera el caso p = 2y en las Tablas 5.3 y 5.6 se presentan
los resultados correspondientes al caso p = 3.

Los resultados muestran que el orden de aproximacion es al
menos 4 en todos los casos, tal y como se especifica en la Proposi-
cion 5.6. En la zona convexa el orden de aproximacion r coincide
con min{2p+2,3¢+2, 6}, para todos los casos estudiados. Este resul-
tado coincide con la estimacion teorica obtenida en la Proposicion
5.7, valida en el caso en que el esquema sea estable.
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h E33 Eway | Bwag) | Ewas) | Ewaa
01 | 26e—6 | 1,0e —4 | 8,6e—5] 86e—5 | 86e—5
005 | 40e—8 | 7.3¢ —6 | 5,6e —6 | 5,6¢ — 6 | 5,6¢ — 6
0,025 | 6,4e —10 | 4,6e —7 | 3,5e =7 | 3,5e =7 | 3,5e = 7
0,0125 | 1,3¢ — 11 2,9¢ — 8 | 2.2¢ — 8 | 2,2¢ — 8 | 2,2¢ — 8
r 5,86 3,95 3,96 3,96 3,96
3¢+ 2 5 8 11 14
Tabla 5.1: Datos Gausianos: p =1 (2p + 2 = 4), [a,b] = [-1,—0,3].
h E33 Ewoy | Ewe | Ewes | Ewea
0,1 25e—6 | 1,be—5 | 89e—6 | 8,7e—6 | 87e—6
0,05 40e —8 | 53e—T7 | 2,le—7 | 2)le—7 | 2,1le—7
0,025 | 64e—10| 1,7¢ —8 | 5,7¢ =9 | 5,6e—9 | 5,6e —9
0,0125 | 1,3e — 11 | 5,3e — 10 | 1,5e — 10 | 1,5e — 10 | 1,5e — 10
r 5,86 4,95 5,26 5,24 5.24
3¢+ 2 5 8 11 14
Tabla 5.2: Datos Gausianos: p =2 (2p + 2 = 6). [a,b] = [-1,—0,3].
h Es 3 Eway | Bwe | Ewes) | Ewea
0,1 20e—6 | 1,5e—=5 | 3,3e—6 | 3,0e —6 | 3,0e —6
0,05 40e —8 | 5,3e —7 | 5,0e =8 | 4,6e—8 | 4,6e—8
0,025 | 6,4e —10 | 1,6e —8 | 7,4e — 10 | 7,0e — 10 | 7,0e — 10
0,0125 | 1,3¢ — 11 | 5,3¢ — 10 | 1,1e — 11 | 1,0e — 11 | 1,0e — 11
r 5,86 4,95 6,07 6,04 6,04
3¢+ 2 5 8 11 14
Tabla 5.3: Datos Gausianos: p =3 (2p + 2 = 8), [a,b] = [-1,—0,3].
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h E33 Eway | Bwag) | Ewas) | Ewaa
01 | 34e—6 |17e—4|13c—4|13c—4]| 1,3c—4
005 | 57¢e—8 | 1,le—5|91e—6|91le—6|9,1lc—6
0,025 | 9,0e—10 | 7,5e —7 |58 —7 |58 —7 |58 —7
0,0125 | 1,4de — 11 | 4,7e — 8 | 3,6e — 8 | 3,6e — 8 | 3,6e — 8
r 5,95 3,95 3,96 3,96 3,96
3¢+ 2 5 8 11 14
Tabla 5.4: Datos Gausianos:p =1 (2p + 2 =4), [a,b] = [-0,4,0,4]
h E33 Ewoy | Ewe | Ewes | Ewea
0,1 34e—6 | 1,7e—5 | 6,3e—6 | 6,3¢e —6 | 6,3e —6
005 | 5,7e—8 | 54e—7 | 1,0e—7 | 1,0e =7 | 1,06 =7
0,025 | 90e—10| 1,7e—8 | 1,7e—9 | 1,7e—9 | 1,7e — 9
0,0125 | 1,4e — 11 | 5,3¢ — 10 | 2,7e — 11 | 2,7e — 11 | 2,7¢ — 11
r 5,95 4,99 5,94 5,94 5,94
3¢+ 2 5 3 11 14

Tabla 5.5: Datos Gausianos: p =2 (2p + 2 = 6), [a,b] = [-0,4,0,4]

h Es 3 Eway | Bwe | Ewes) | Ewea
0,1 3,4e — 6 1.6e—5 | 3,5e—6 | 3,5e—6 | 3,5e—06
0,05 5 7e—8 | 53e—7 | 57e—8 | 57e—8 | 5,7e —8

0,025 | 9.0c — 10 | 1,6c—8 | 9.0¢ — 10 | 9.0 — 10 | 9.0¢ — 10
0,0125 | 1.4e — 11 | 53¢ — 10 | 1,4e — 11 | 14e — 11 | 1,4e — 11
- 5.05 108 5.07 5.07 5.07

312 5 8 11 14

Tabla 5.6: Datos Gausianos: p =3 (2p + 2 = 8),[a, b] = [-0,4, 0,4]
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Ejemplo 2: tangente

En este apartado realizamos un estudio similar al del apartado
anterior para datos [ = {g(nh)},e (z) con g(z) = tan(mz).(ver Figura
5.5)

10 L L L L L L L L L
-05 -0.4 -03 -0.2 -01 0 01 0.2 03 04 05

Figura 5.5: (z) Datos iniciales, mas marcado la zona donde estu-
diamos el orden de aproximacion, izquierda intervalo [—,25,0,25] y
derecha intervalo [0,1,0,3].

En las Tablas 5.7, 5.8 y 5.9 se muestran los resultados obteni-
dos para S33y Sswpe. P = 1,2,3 ¢ = 1,2,3,4, correspondientes al
intervalo [—0,25,0,25], mientras que en las Tablas 5.10, 5.11y 5.12
se muestran los resultados correspondientes al intervalo [0,1, 0,3].

Los resultados de estas tablas son similares a los obtenidos
para la curva gausiana considerada anteriormente.

5.3.2
Caracter No-Oscilatorio

Consideramos de nuevo los siguientes datos, que correspon-
den a la discretizacion de una funcion discontinua, pero suave a
trozos, sobre una malla de puntos igualmente espaciados,

P ) fm) =021 ) = { sin(rz), <05

8 —sin(rz), x>0, (5.22)
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h F33 Eway | Fwaz | Fwas | Fwaa
0,05 20e—4 138 —3|28e—3|2,le—3]|2,0e—3
0,025 | 34e—6|20e—4|10e—4|10e—4|1,0e—4
0,0125 [ 6,0e—8|1,1le—5|68e—6|68c—61|68 —6
6,25e —3 | 10e—9 | 7le—T|44e—7 | 44e—7 | 4,4e—7
r 5,87 4,12 4,12 4,06 4,04
3q+2 5} 8 11 14

h E33 Ewey | Bwes) | Ewes) | Ewea
0,05 20e—4113¢—3|b,le—4|5le—4]|51le—14
0,025 34e—61|2,1le—5|6,0e—6| 6,06 —6| 6,0e —6

0,0125 | 6,06 —8 | 6,0e—7 |98 —8 |98 —8 |98 —8
6,25 —3 | 10e—9 |18 —8|1,6e—9 | 1,6e—9 | 16e—9
r 5.87 5.35 6.07 6.07 6.07
3¢ +2 5 8 11 14

h Es3 Ewesyy | Ewee) | Ewes) | Ewea
0.05 | 2.0e—4|77c—4 | dde—4 | 27c—4 | 23c—4
0,025 34e—6 1|18 —5|3,7¢e—6|35e—6|35¢e—6
0,0125 6,0e —8 | 55e—7|6,le—8 | 6,06 —8 | 6,0e —8
625¢ —3 | 1,06 —9 | 1,7 —8 | 1,06 —9 | 1,06 — 9 | 1,06 — 9
r 5.87 5.13 6,21 6,00 5.93
3¢+ 2 5 8 11 14

Tabla 5.7: Datos tangente: p =1 (2p + 2 = 4), [a, b][—0, 25,0, 25].

Tabla 5.8: Datos tangente: p =2 (2p + 2 = 6), [a,b] = [0, 25,0, 25].

Tabla 5.9: Datos tangente: p =3 (2p + 2 = 8), [a,b] = [0, 25,0, 25].
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h Es3 Ewayy | Ewaz | Ewas) | Ewaa
0,025 | 1he—3 |33c—4 | 33¢—4 |33c—4|32c—4
0,0125 27e—7 | 20e—5|20e—51|20e—5]20e—-5
6,25e—3 | 47¢e—9 [ 13e¢—6|13e—6|13e—6]1,3¢e—6
3,125e —3 | 7.,7e — 11 | 1,3e — 7 | 8,5e — 8 | 8,be — 8 | 8,5e — 8
r 9,88 4,09 3,97 3,97 3,96
3q + 2 5 8 11 14

Tabla 5.10: Datos tangente: p =1 (2p + 2 = 4), [a,b] = [0,1,0,3] .

h E33 Ewery | Ewep) Ew(23) Ew o4
0,025 15e—3 | 90e—5]| 28e—5 | 2,7e—5 | 2,7e—5
0,0125 27e —T7 | 23e—6]| 4,5e—7 | 45e—7 | 4,5e—7
625¢—3 | 47e—9 | 69c—8| T.66—9 | 7.6e—9 | 7.6e—9
3.125c —3 | 77e—11 | 21e—9 | 1.2 —10 | 1,26 — 10 | 1.2¢ — 10
T 5,88 5,11 5,94 5,91 5,91
3¢ +2 5 8 11 14

Tabla 5.11: Datos tangente: p =2 (2p + 2 = 6), [q,b] = [0,1,0,3].

h Es 3 Ewsiy | Ewse) Ew33) Ew3.a
0,025 15e—3 | 7,Jle—5| 1,7e—5 | 1,6e—b5 | 1,6e—5
0,0125 27e—7 | 2,le—6| 28 —7 | 2,7e—7 | 2,7e—7
6,25e —3 | 4,7¢e—9 [ 6,6e—8 | 47e—9 | 4,7¢e—9 | 47e—9
3.125¢ — 3 | T.7e —11 | 2,06 — 9 | 7,7e — 11 | 7,7e — 11 | 7.7¢ — 11
T 5,88 5,02 9,93 5.89 5,89
3g + 2 5 8 11 14

Tabla 5.12: Datos tangente: p =3 (2p + 2 = 8), [q,b] = [0,1,0,3].
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En las Figuras 5.6 y 5.7 comparamos €l esquema Ss 3 y los es-
quemas S3w (). Para p = 1, ¢ = 1,2,3. En las Figuras 5.8 y 5.9
mostramos los resultados correspondientes al caso p = 2 y en las
Figuras 5.8 y 5.9 los obtenidos para p = 3. En todos los casos se
observa un comportamiento no-oscilatorio. Se observa, ademas,
que los parametros p y ¢ controlan la tensién de la reconstrucion.

-_—S

o f

3,W(1.1)f 4

05f

-05F

—S f | _53,W(1,3)f |

3,W(1,2) |

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 5.6: (e) Datos iniciales en (5.22). Resultados después de 7
aplicaciones de los esquemas S5, S3 w1, para ¢ = 1,2,3.

Datos Escalera

Por ultimo, consideraremos los siguientes datos, similares a los
propuestos en [27] (ver Figura 4.6)
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Sy 4 —s®
3,3
ol . 11 i’w(l’l)f
1.05 HHMS3'W<1’2) POt
0 K3 (Y
12( - ngw(l,g)f T g
1 e f
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
07 025 03 0}35 0.4 0‘45 0.5

05f

JR—

o f

3.W(2,3) ||

f

Figura 5.8: (e) Datos iniciales en (5.22). Resultados después de 7

aplicaciones de los esquemas S; 3, S3 w24 Para g = 1,2,3.
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> f

—_S7 f —
3.3 11 S3~W(2x1)
13F o f e ¢ -~
105 3,W(2,2)
12 f - Ss,W(2,3)f
i e f
0.95
0.9

L L
0.25 03 0.35 0.4 0.45 05

Figura 5.9: () Zoom a la izquierda de x = 0,5 en la Figura 5.8.

—S;wea

o f

05f

Figura 5.10: (e) Datos iniciales en (5.22). Resultados después de 7
aplicaciones de los esquemas S; 3, S3 w3, para g =1,2,3.
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[ i )

—_— f
33
13F e f it ] SiW(&l)f
1.05 3WE.2)
12( 4 .- S3,W(3,3)f
N e f

Figura 5.11: (¢) Zoom a la izquierda de = = 0,5 en la fFigura 5.10.

Ss,W(l.Z)f
S3,W(2,2)f
Ss,W(a,Z)f
f

Figura 5.12: Izquierda: zoom con S;y(,1). Derecha: : zoom con
SB,W(p,Q)' b= 17 27 3
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(10, 1<2:<5

10,5, 6 <a; <9

15, ;=10
lsms 17 F@E) =9 50, 11 <a <14 (523)
85, 16<a; <17

\

En las Figuras 5.13, 5.14 y 5.15 comparamos como se Compor -
tan los esquemas S35y S;wpg cOnp = 1,2,3y g = 1,2,3 para los
datos crecientes presentados en (5.23). Los esquemas no lineales
Ss.w(pq) SON no-oscilatorios y no presentan diferentes sustanciales
para las distintas p, q.

—_S7 f —_S7 f

90H 33 g 90 H 3,W(1,1)
o f o f

80 80

70 701

60 60

50 50

40 40+

30 301

20+ 20+

1

0 L 0
2 4 6 8 2 4 6 8 10 12 14 16
100 T T 100 T T
© o

90H S3.W(1.2)f 90 H S3,W(l,3)f

o f o f

60

50

a0+

30+

20

o L L L L L L L L 0 L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 2 3 6 8 10 12 14 16

Figura 5.13: (e) Datos iniciales crecientes, resultados después de
7 aplicaciones de los esquemas S5, S3 w1, pPara ¢ = 1,2,3.
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100 100
—S7 f Sy f
90 33 g 90 3,W(2,1)
o f o f
80 80
70 701
60 60
50 50
40 40+
30 301
20 20+
1
0 0 .
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16
100 T T T T T T T T 100 T T
[ f [ f
90H 3,W(2,2) g 90 H 3,W(2,3)
o f o f
80 80
70 701
60 60
50 50
40 40+
30 301
201 201
1
0 0 .
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 5.14: (e) Datos iniciales crecientes, resultados después de
7 aplicaciones de los esquemas S5, S5 (24 Para ¢ = 1,2, 3.
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100 100
o ©
-, f S f
90 33 g 90 3,W(3,1)
o f o f
80 80
70 701
60 60
50 50
40 40+
30 301
20 20+
1
0 L 0
2 4 6 8 2 4 6 8 10 12 14 16
100 T T 100 : :
© ©
90H 3,W(3,2) 90 H 3,W(3,3)
o f o f
80 80
70 701
60 60
50 50
40 40+
30 301
201 201
1
0 0 .
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 5.15: (e) Datos iniciales crecientes, resultados después de
7 aplicaciones de los esquemas s, S (3,4 pPara ¢ = 1,2,3.
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Esquemas WH de 4
puntos

La media armonica ponderada WH, ,, se puede utilizar para
definir una familia de esquemas de cuatro puntos que generalizan
a los esquemas Sy,. En efecto, si definimos

{ (SWHp_a,bf)Qn = fm (6 1)
(SWHp,a,bf)Qn—i-l = %(fn + fn+1) - %WHp,a,b(vzfm Van-H) )

se cumple que Swup1/2,12 = Su,- En [11] se definieron estos es-
quemas, considerando la introduccion y utilizacion de la media
ponderada WH, . ;(z,y) como un paso intermedio hacia el disefio
de versiones no lineales del esquema lineal de 6 puntos Ss ;.

Es evidente que los esquemas Swy,,, se pueden escribir en la
forma general (1.25),

b

(Swh,..pf) = (S11f) + F(V2f), VneZVfel(Z). (6.2)
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(F(f))2n =0
F i lo(Z) — 1.o(Z) ) 6.3)

(F(f))Qn-i—l - _§WHp,a,b(fn7 fn+1>-

En [11] se llevo a cabo el estudio de la convergencia y la estabi-
lidad de estos esquemas comprobando las hipoétesis de los Teore-
mas 1.4y 1.5. En ese trabajo se puso de manifiesto la conveniencia
de contar con técnicas avanzadas que permitiesen llevar a cabo el
estudio de la convergencia y la estabilidad de esquemas basados
en funciones Lipschitz y suaves por sectores.

En este capitulo veremos, en primer lugar, que los esquemas
Sww, ,, definidos en (6.1) son 2-OSI. Veremos ademas que la fun-
ciéon WH,, (2, y) € C},(R?), y esto nos permitira utilizar las técni-
cas desarrolladas en esta memoria para revisar los resultados de
convergencia y estabilidad establecidos en [11] utilizando, como
en capitulos anteriores, los Teoremas 1.6y 2.4.

6.1

Propiedades de los esquemas WH de
4 puntos

Es sencillo comprobar que los esquemas WH,, , , reproducen po-
linomios de grado menor o igual a 2. Al igual que en el caso de los
esquemas Sy,, garantizamos la existencia de esquemas diferencia
comprobando que se trata de, ademas, de esquemas 2-OSI.

Proposiciéon 6.1. El esquema Syp,
exacta

, reproduce 11, de manera

Demostracion
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Si P(x) =Ax*+ Bz +Cyp=P
por la ecuacion (6.1):

z, entonces (V?p), = 24, Vn € Z,

1
(SWPp,a,bP)2n+1 = (Sl,1p)2n+1 - gWHp,a,b(2A7 214)

1
= (S171p)2n+1 — g (GQA + bQA) = (52,2p)2n+1 =P (77/ + —> ,

el resultado se sigue de que S, reproduce I1;. [ |

Proposicion 6.2. Los esquemas WH,,,, son 2-OSL

Demostracion

Si P(z) € Py y p= P|z, entonces V?p = 0. Asi,

(Swa, ., (f +P))2nt1 = (S1a(f +D))ans1 — %WHp,a,b(Van—1>V2fn)

= (SWpra,bf)Qn—i-l + (S1,1P12) 2041
= (SWHp,a,bf)2n+1 + P(n + 1/2)7
el resultado se sigue de que S;; es lineal y reproduce polinomios

de grado 1 de manera exacta.

Los esquemas diferencia

Los esquemas WH, ,;, son 2—0OSI, al igual que los esquemas
Power,, y ello implica la existencia de los esquemas diferencia

S\[;]Hp’a?b y S\[,?,]Hp’a’b, que se pueden calcular de la manera habitual,

(VSWpra,bf)Qn = (SWHp7a7bf>2n+1 - (SWHp,a,bf)%z

Vi, 1

B 2f B gWHp,a,b<vfn - an—h an+1 o Vf”)’
(VSWHpva,bf)Qn-H = (SWHp¢aybf>2”+2 o (SWHP’“’bf)2n+1

Vin 1
= 5" WH b (Vo = V ot Vs = V1),
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por tanto, Vn € Z

(S\[All]l_lp,a,bw)2n = % - %WHp,a,b(wn — Wn—1, Wn41 — wn)’
(St 021 = 5+ §WH (0 — W, Wi = wy),

De manera analoga,
(VzSWHp,a,bf)zn = (SWHp,a,bf)szrz — Q(SWHp,a,bf)gnH + (SWHp,a,bf>2n

1
= ZWHp,a,b(szn—lv v2fn)7

(V2SWHp,a7bf)2n+1 = (SwH, ..., f)2n+3 — 2(Swn, ., f)2n+2 + (Swh, .0 f)2nt1
Vif, 1
Y WH (V21 V2 L) WH (V2 V2 )

2 8
Asi,VneZ
{ (S, ., W)2n = YWH,, o (w1, w,),
(S, . W)ansr = % — S(WH, (w1, 1,) + WHy, 0 (w0, 10,11)),

Convergencia

La teoria presentada en el Capitulo 1 permite estudiar la con-
vergencia de los esquemas Swy,,, utilizando el Teorema 1.6 con

k= 2.

Teorema 6.1. Para todop > 1, el esquema de subdivision Swy, , ,
es uniformemente convergente, y para toda secuencia inicial la

funcion limite pertenece a C'~.

Demostracion
La Funcion F en (6.3) se puede acotar uniformemente utilizan-

do la Proposicion 5.3-C1. En efecto, Vd € I.(Z) Vn € Z,
1, 1
|(F(d))2nsi] < gméx{|dn]|dal}, Yn = |IF (@) < Slld]oo-

por tanto se cumple (1.36) con M = 1/8.
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Para comprobar (1.37), se considera separadamente los casos
de indices pares e impares. De la Proposicion 5.3-C1 se obtiene

[E="

Para acotar las componentes impares, observamos que

1
w)an| < 7 lfwlloo. (6.4)

p,a,b

(S\[Azl]Hp,a,bw)szrl = Zp(Wn-1, Wn, Wny1),

con
Zy(x1, 22, 23) = % — é(WHp7a7b(x1, T2) + WH,, 4 (22, 23)).
Es facil ver que
2,01, 22,29)| < 31,22, 23) e 6.5
por tanto
|(Sighs, ., w)an1| < %IIwIIOO. (6.6)

Asi, (6.4) y (6.6) conducen a

1
2
15w, ., 0llse < 511t0]]oo,

p,a,b

y esta estimacion permite concluir, por el Teorema 1.6 que el es-
quema Swy, ,, €s al menos C'~—convergente.

Para comprobar (6.5), procedemos del siguiente modo. Dado
que Z,(z,y,2) = —Z,(—x,—y, —z), es suficiente considerar el caso
y > 0. En este caso, WH,, ,;(z,y) > 0, WH,,,(y,2) > 0 y tenemos
(Proposicion 5.3-C1)

1 1
2 = 5l Dl = ll@ .2l < Zylary,2) < 5 <
Por otro lado, dado que y > 0

[1(z, , 2)lo0
5 :

@y oo _y 2
LRSI A L =
4 —2 8||($’y7z)’|00’
y tenemos
Ml ¢ g2 < 102

lo cual prueba el resultado.
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6.1.1
Gradientes Generalizados

Las funciones WH, , ,(z,y) son bastante mas complicadas que
las correspodientes funciones H,(z,y) cuando p > 3. Por ello, es-
tudiaremos solamente la suavidad por sectores y los gradientes
generalizados para los casos p =1, 2.

El gradiente generalizado DWH, ,,

La funcion

WH, (2, y) = sgn(z, y)|az + by| (1 = %) 6.7)

con M = méax{|z|,|y|}, m = min{|z|,|y|} ¥ o = méax{a, b}/ min{a, b}
es suave en cada uno de los sectores de la particion por sectores
asociada a los hiperplanos de separacion Hy, = {x = 0}, H; = {y =
0} Hs = {x =y} (ver Figura 3.1).

En esta seccién comprobaremos que WH ., € C}, (R?) y satis-
face todas las propiedades que garantizan la existencia de un gra-
diente generalizado, que se puede calcular a partir de los gradien-
tes de la funcion en zonas de suavidad.

Proposicion 6.3. La funcion de la Definicion 5.1 con p = 1
WH, ., € C;M(RQ) y satisface la Propiedad de Compatibilidad,
Definicion 2.5, sobre su particion asociada. Ademds Y¢) sector
en esta particion

sup |[VWH, 4,

(z,y)EQ

s@Ylli S1+2(c—d),  V¥(z,y) €R™

con ¢ = méx{a,b} y d = min{a,b}.

Demostracion
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WH, ,,(z,y) es continua V(z,y) # (0,0). Ademas, por la propie-
dad C1-Proposicion 5.3,

[WH, (2, y) — WH1 44(0,0)| = [WHy o4 (2, y)| < |az +by|, V(z,y) € R?

por lo que la funcién es continua también en el origen de coorde-
nadas, es decir, WH, ,;, € C(R?).

Estudiamos a continuacion las propiedades de diferenciabili-
dad de WH, ,;(z,y) en cada uno de los sectores de la particion de
la Figura 6.1. Por simplicidad de notaciéon definimos

Q;; =08, N0 — {0}, cuando 0£; NN, # {0}

Qs C Hoy = | Wa(z,y) = f(z,y)x Q1 C Hs
h(xs =z
Qg QQ
Ws(z,y) =0 O Wiz,y) = f(z,y)y
U Qa4 I Qg CHy
Wiz, y) = —Wi(—2z, —y) We(z,y) =0

Figura 6.1: Particiéon por sectores para WH, ,;(z,y) con f(z,y) =

ax+by .
M. €n el semiplano y > 0.

Dado que WH, ,;(—x, —y) = WH, ,,(z,y), es suficiente estudiar
la funcion en el semiplano y > 0, representado en la Figura 6.1.

En toda la descripcion que daremos a continuacion utilizamos
la siguiente notacion:

WH, o4(2,y) = sgn(x,y) f(z,y)m,

con

_ar+by
@9 = v am
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Sector ;: (z,y) € Y <0<y <z,

_ar+by
e +dy’

Wl(xay) = WHl,a,blgl(xay) - f(xvy)ya f(l',y) :

Por tanto, V(z,y) € 521
Wi, y) = felz, )y OWilz,y) = fylz,y) -y + f(2,y).
Se pueden dar entonces los siguientes casos:
1. Sia=centonces f(z,y) =1y f.(z,y) =0 = f,(x,y). Por tanto

ale(x7y>:0 8yW1(a:,y):f(x,y):1

2. Si a = d entonces

_ 2 2 Y
f(x ) _ dSE+Cy o fx(xay) - (d ¢ )(Cl’+dy>2’
Y cx + dy fy(z,y) = (- d L_
v (cx + dy)?

Teniendo en cuenta que d*> — ¢ = (d —¢)(d+c¢) =d—c

2

W _ Y
O 1($,y) - (d_C)(C$U+dy)2 <0,
)Y §

Por tanto, V(z,y) € 2; podemos escribir

(0,1) a>b

VWi(z,y) =9 (c—d) 6.8)
g+ 0 f@y) a<b

Existe lim, )¢ VWi(z,y) para cada 0 # d € Hi, k = 1,3, los
hiperplanos que forman la frontera del sector ,, y

) 0,1 a>b
m VWa(z,y) = {Eo 1>a) a<b (6:9)

y—0
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, 0,1 a>b
Ol<1§1<11 VWi(z,9) = {Ed —)c c—d+1) a<bd (6.10)
Yy—x ?

Por ultimo, veamos que las derivadas estan acotadas si d = a <
b. En efecto,

y? 1 1
(ot dy)? 2= ot ap
cx + dy z c
(cy+d>

=1 —=d—c<9,W(x,y) <O0.

ya que x/y > 1 en ;. Por otra parte,

vy _ yle
(cx +dy)?  (c+dy/x)? (c+dt)?

t:=y/x.

Como (z,y) € (51 <t € (0,1) y se cumple que

; zy . t
Sup  —————— = Sup .
(@y)E (cx+dy)* e (¢ +di)?

Siab>0,a+b=1,la funcion ¢(t) := e e C'([0,1]), y
satisface

c—dt
= 1)=1 "t) = —— \2 1
q(0)=0,¢(1) =1, q'(t) (C+dt)3>0 € (0,1),

por tanto es creciente y sup,c;)¢(t) = q(1) = 1. Asi, puesto que
0 < f(z,y) <1 tenemos

0 <oWi(z,y) < (c—d)+1.
Las cotas obtenidas permiten afirmar que

sup ||[DWi(z,y)|[1 <14 2(c—d). (6.11)
($,y)661

o

Asi, Wy(z,y) € C(), VWi(z,y) esta uniformemente acotado en

(o]

;) y se cumple la primera propiedad de la Definiciéon 2.5 en la
frontera del sector ;.
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Sector : (z,y) € A <+ 0 <z <y,

azr + by
cy +dx

Wz(l’,y) ::WHl,a7b}QQ(x>y) :f(ﬂf,y)ﬂf, f(xay) =

o

Por tanto, V(z,y) €

OuWa(z,y) = falz,y) - x+ flz,y)  OWa(z,y) = fy(z,y)z.
Asi

OuWa(z,y) = folz,y)z + flz,y)  OWalz,y) = fylz,y) - x.
Se pueden dar entonces los siguientes casos:

1. Si a = c entonces

Y
e
cy +ax fy(z,y) = (d—c)m-

En este caso

0ol y) = (e = d) s + [ 9) 20,
0, Wa(e,9) = (1= O) s <

2. Sia=dentonces f(z,y) =1y f.(z,y) =0 = f,(x,y). Por tanto

aﬂcwl(xay) = f($ay) =1 ale(‘Tay) = 0.

Asi, Y(z,y) € 5922 podemos escribir

(6.12)

VWa(z,y) = { (cy + dz)?
(1,0) a<b

En la frontera del sector (2, tenemos que
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L0 > b
lfm VWa(z,y) = (5:0) = (6.13)
0<a<y (1,0) a<b
—d+1,d- >
i VIWy(z,y) = 4~ dHLd=¢) a=zb (6.14)
s (1,0) a<b

Por ultimo, veamos que las derivadas estan acotadas si a > b.
En efecto
x? 1 1
= < —d—c<0,W. <0
(cy+dzx)? (L +d)? ~ (c+d)? c < 9,Wy(x,y) <0,

ya que y/z > 1 en €),. Por otra parte

Ty B B t .

(cy +dx)? (c+d7)? ~ (c+dt)?

< |8

SHESS

Como (z,y) € 522 <t € (0,1) y cumple

———5 = Sup T—— -
(z y)EfO?z (Cy + d:zj)2 te(0,1) (C + dt)2

sup

Sia,b >0, a+b =1 lafuncion q(t) = 5z € CH([0.1]). y
satisface

c—dt
(c+ dt)?

por tanto es creciente y sup,c1)q(t) = ¢(1) = 1. Asi, puesto
que 0 < f(z,y) < 1 tenemos

0 < 0Ws(z,y) < (c—d)+1.
Las cotas obtenidas permiten afirmar que

sup ||VWa(z,y)|l1 <1+ 2(c—d). (6.15)

(z,y)€Q2

q(0)=0, q(1)=1, @)= >0 te(0,1)

Asi, Wy(z,y) € CI(SO)Q), VW, (z,y) esta uniformemente acotado

en ();) y se cumple la primera propiedad de la Definicion 2.5
en la frontera del sector (2s.
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Puesto que Wj(z,y) = 0, todas las restricciones de la funcién
WH, ,,(z,y) a los sectores del semiplano y > 0 son funciones sua-
ves por sectores (Definicion 2.3) satisfacen la propiedad 1 de la
Definicion 2.5 y verifican (3.6).

Las restricciones a los hiperplanos de separacion de la particion
‘natural’ asociada

w,ﬂl = w,HQ = 07 w%(l’) =T = WHl,a,b(xa Qf)

son diferenciables, por tanto WH ,(z, y) € C},,(R?).

Comprobaremos ahora que la condicion de compatibilidad, De-
finicion 2.5-propiedad 2, se verifica V0 # d € H, para cada uno de
los hiperplanos de separacion de la particion de la Figura 6.1.

1. Hy =< ¢ >, con ¢ = (1,0). Puesto que W =0 Vx > 0,

lim VW(z,y)-0=0- (1, 0) =0= DsWH; 4,(z,0),

0>y—

, . [ (0, 1)-(1, 0)=0, a=c
tim VWl'“—{ (0, 1Y(1, 0)=0, a=d "’

O<y<z
y—0

por tanto V0 # d € H,,
lIm VW;-v= 1lim VWs-0=0=D;WH,,,(z,0).

de(z,y)e de(z,y)e%
La compatibilidad sobre (23, se comprueba de manera similar.
2. Hy =< >, con @ = (0,1)T. Puesto que W3 =0Vy >0
lim VW -4 =0-(0, 1) =0,

0>x—0

, o (é, 0)-(0, 1):0, a=c
o VIV w_{ (1, 0)-(0, 1)=0, a=d

z—0

por tanto V0 # d € Ha,
lim VW, -@d= lim VW5 -4 =0=DzgWH,,,(0,9).

d+(z,y)EQ2 d+(z,y)EQ3

La compatibilidad sobre (2;; se comprueba de manera similar.
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3. Hy=<1u>,conu=(1,1)7T.

Sia=c
, ;- L0 ) )=1, a=c
OEEExVWI‘“—{(d c—dr1)- (1 1)=1, a=d
y—x
{( —d+1, d—¢)-(1, 1)=1, a=
(1.

; - C
lim ‘7L@3 U = 0) .( ) _ 17 a—=d

o<z<y
T—Y

Como WH, ,;(z,z) = = se tiene que V0 # d € Hs,
lIm VW, -d= lim VW, -d=1=D;WH,,(z, ).
de(x,y)esoh de(x,y)eflg
|
La proposicion anterior justifica que la siguiente expresion pro-
porciona un gradiente generalizado para WH, ,;(z,y), + > 0,y > 0.

Sia=c

) ) <z < Yy

(1,0) 0
CcT .752

le7a75($,y) = ((C — d) (cy+da:)2 + cyijz’ (d — C)W)’ 0< y<x

Sia=d
2 X1C
((d - C)(cx—?-—dy)% (C - d) (cx+dy)2 + fmidz% O<z< Yy
DWH, q5(z,y) = { (1,0), O<y<zx

(0,0), zy < 0.

Enunciamos el siguiente resultado de manera separada para
facilitar su referencia en el desarrollo posterior de esta memoria.

Corolario 6.1. La funcion WH, ,, admite un gradiente generali-
zado que satisface V(x,y) € R?

—(c—d) < D,WH; ,(zx, <1,
i—d (c—d) < 1,0,6(2, Y) (6.16)
0< Dy“/HLa,b(x7y) <c— d+ 1.
0< D,WHy ,(z, <c—d+1,
S (@) 6.17)
—<C ) S Dy“/HLa,b(m7y) S 1.
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Por tanto, el Teorema 2.1 implica que WH, ,;(z,y) es Lipschitz.

Corolario 6.2. V(z1,1), (72,12) E R? yVa > 0,b > 0,a+b=1

HVVHl,a,b(fUla ?Jl)—ule,a,b($2> y2)”oo < (1+2(C—d))”($1, Y1) — (w2, ?J2)Hoo-

Al igual que para la funcion Power,, el gradiente generalizado
DWH, ,;, puede no estar univocamente definido en los hiperplanos
de separacion. Notar que si (0,y) € Q23 ¥ a = d, podemos definir

DWHl,a,b(Oa ?J) = 01<1/£I<1y VW2(‘I7 y) = (17 0)

x—0

o, alternativamente,

DWHl,a,b(Ov y) = U>l£r,n<0 VW?,(I', y) = (07 O)
) foO

Aunque las dos alternativas conducen a diferentes definiciones
puntuales para el gradiente generalizado sobre ()3, l1a Propiedad de
Compatibilidad implica que, en cualquier caso la propiedad fun-
damental

DWHl,a,b(an) : (Oa 1) = D(O,l)WHI,a,b(Oa y) =0

se sigue manteniendo, y con ella los teoremas que permiten aplicar
la regla de la cadena para la composicion con curvas suaves.

El gradiente generalizado DWH, ,

Proposicién 6.4. La funcion WH, ., € C,,(R?), satisface la Pro-
piedad de Compatibilidad, Definicion 2.5, sobre su particion aso-
ciada. Ademas Y} sector en esta particion se cumple que

1
sup |[VWHa, §($,y)||1 < 7 Y(z,y) € R (6.18)

(z,y)€Q
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Demostracion
Es facil verificar que

Ty

WH, (7, y) = bz +ay’
0, zy <0

st xy >0

con a + b = 1 es una funcién continua en V(z,y) # (0,0). Ademas
por la propiedad C3-Proposicion 3.2 se cumple que V(z,y) € R?:

[WHa (2, y) — WHy,04(0,0)| = [WHay o4 (2, y)| < |az + by|V(z,y) € R?,

por lo que la funcion es continua también en el origen de coorde-
nadas. Por tanto, WH,, , € C(R?).

Estudiamos a continuacion las propiedades de diferenciabili-
dad de WH,,;(z,y) en cada uno de los sectores de la particion de
la Figura 3.1. Como en el apartado anterior, definimos

Dado que WH, ,(—z, —y) = —WH,, (2, y), es suficente conside-
rar el semiplano y > 0, representado en la Figura 6.2.

Qs CHy =
QQ Ql
W2<x7y) = Wl($7y) = bmﬁJay
U Qo3 Iy CHy
WS(xay):% W4(:E7y):O

Figura 6.2: Particion por sectores para WH, ,;(z, y) en el semiplano
y > 0.
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Sector (;: (z,y) € Q0 <0< z,y,

2
ay 1
. Ogaxwl<x’y):(l):c—i——ay)2ga’
Wl(xay): Y 7:>
bxr + ay 0 < 0,1 (.1) b2 <1
S OyWalZ, Y :(bx—z__'
+ ay) b

Se tiene que W, (z,y) € 61(621). Ademas existe lim(, ). VWi (z,y) pa-
ra cada 0 # d € Hy, k = 1,2, los hiperplanos que forman la frontera
del sector €, y

0<y,0<z
z—0

, 1
]
y—0

lim VWi(z,y) = <1,0) :
a

Por otro lado:

day?> +bx®>  la’y®> +0b%2® 1
IVWi(z,y)l[: = c_l(beray)? < i (b + ay)? 7

Ademas ya que Ws(z,y) = 0, todas las restricciones a los secto-
res del semiplano y > 0 son funciones suaves por sectores (Defini-
cion 2.3) satisfacen la propiedad 1 de la Definicion 2.5 y verifican
(6.18). Como las restricciones a los hiperplanos de separacion de
la particion son nulas, WHy ,(z,y) € C,,,(R?).

Comprobaremos ahora que la condicion de compatibilidad, De-
fincion 2.5- propiedad 2, se verifica V0 # d € H, para cada uno de
los hiperplanos de separacion de la particion de la Figura 3.1.

<

1. H, =< ¥ >, con v = (1,0)T. Puesto que W, =0 Vz > 0
lim VW, -7 =0,

0<y,0<z
y—0

h’mO VWy(z,y) -7 =0= DsWHy,(,0)

0>y—
Por tanto V0 # d € H;
lim VW1 U= lim VW4($, y) v=0= DgWHQ’,Lb(ZL‘, 0)

[}
d—(z,y)e d—(z,y)EQy

La compatibilidad sobre (2,3 se comprueba de manera similar.



6. Esquemas WH de 4 puntos 193

2. Hy =< w >, con = (0,1)”. Puesto que W, =0 Vy > 0

lim VW -w =0,
0<y,0<z
x—0

oil/xnio VWy(z,y)-7=0-(0,1) = 0= DgWHa2,4(0,v)
Por tanto V0 # d € H,

Im VW, -w= lim

d+(z,y)eQ

VWsy(z,y) - W0 = DgWHay 44(,0)
d<—(z,y)e£022

La compatibilidad sobre (23, se comprueba de manera similar.

|
De manera analoga al caso p = 1, la proposicion anterior justi-

fica que la siguiente expresion proporciona un gradiente generali-
zado para la funcion WH, , ,(z, y).

ay? b2
2 5 | 1Y >0
DWHQ}a’b(SL’, y) = (bx + ay)? (bx + ay)

Enunciamos el siguiente resultado de manera separada para
facilitar su referencia en el desarrollo posterior de esta memoria.

Corolario 6.3. La funcion WH, , ,(z,y) admite un gradiente ge-
neralizado que satisface ¥(x,y) € R?

1
O S Dm‘NHZa,b(x;y) S 57 O S DyWQ,a,b(xay) S

)

S| =

1
[|DWH, o 5(z,y)|]1 < p cond = min{a, b}.

Por tanto, el Teorema 2.1 asegura que la funcion WH, , ;, es Lips-
chitz.
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Corolario 6.4. V(r,,41), (12,12) € R2yVa > 0,b>0,a+b=1

1 ,
||WH2,a,b(~T17 y1>_VVH2,a,b(x2vy2)||oo < —|I(w1,y1)—(x2, y2)||oo cond = mm{a, b}-

Estabilidad

Las funciones que definen el esquema S‘[,\Q,]Hmb (3.19) son com-
binaciones lineales de funciones diferenciables y/o funciones del
tipo WH,,, 0o M : R* —» R, con M : R® — R? una matriz de rango
2. Por tanto, los resultados del Capitulo 2 aseguran que podemos
calcular el Jacobiano Generalizado del esquema S@Hwb utilizan-
do la regla de diferenciacion habituales (regla de la cadena) sobre
estas funciones. Asi, las entradas no nulas del Jacobiano Genera-
lizado, DS‘[,?,]HP _,w, en las filas genéricas [2n,:] y [2n + 1,:] se pueden
calcular en funcién de los gradientes generalizados de WH,,, ,(z, y)
del siguiente modo:

(DS, (0D 1 7= 7Dy, 0,),

(DSEh . (0))an = § DyWHy (w01, 0,).

(DS, (0D 1 7= = S DeWHy 1, 0,),

(DS @i = 5 = £ WHyp (100 1,00) = £ D WH (1, ),
(DS, () ner 7= = D WH 1, w1).

Estudiaremos la estabilidad del esquema Swy,,, utilizando el
Teorema 2.4 con k = 2. El objetivo de esta seccion es estudiar la
influencia de los parametros a y b en la estabilidad de los esquemas

(6.1) parap=1yp=2.

Teorema 6.2. El esquemma WH, ,; es estableV a,b con( < a,b < 1
ya+b=1.
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Demostracion
Veamos que

1DSG, ., @)llee <1, Vao € lo(Z).

Probaremos la cota anterior en el caso a = d (el caso a = ¢
es absolutamente similar) a partir de las cotas obtenidas para
DWH, ,; en el Lema 6.3. Por simplicidad de notacion denotaremos
A= DS‘[,\Q,]H1 .,(w). Entonces,

—(c—d) 1 1
— <Ay, <= Ao 4| < =
4 >A2n.n—1 47 :>| 2n,n 1‘ 47
d 1 —d 1
0§A2nn S(C )+ 7:>|A2nn| < (C )+ )
4 ’ 4
1 c—d 1
. §A2n+1 n—lg 5 :>|A2n+l n—l‘ S ga
c—d)+1 c—d+1
—% <Aoni1n+1<0, =|Asnt1nr1| < 3 ;
y, operando,
1 ¢c—d 1 c¢c—d+1 1 1 c¢—d
- =z S — 3z —A n n <= 9
4 8 2 8 g = ‘milno =5 Ty
44c—d
= L42n+1n‘ f; ]

Asi, las filas con indice impar cumplen

n+1
1
[Ant1,9lh = Z |Aont1,5] < st

j=n—1

4+c—d+c—d+1_3+c—d
8 8 N 4

Para filas con indices pares tenemos

: 1
HAgnalli = > 1ansl = |3 DSPWHy (w1, wn)lls <

k=n—1

1+ 2(c—d)
—

Por tanto,

3
[|A]|oo < méx{zl +
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dado que 0 < ¢ —d < 1. Por tanto, se cumple (2.41) para L =1, lo
cual prueba la estabilidad del esquema Swy, ,,, Va,bcon0 <a,b <1
ya+b=1.

|

Observamos que para a = b = c—d = 0y el Teorema 6.2

1
59
reproduce la cotas obtenidas para H;:
gl 3
DS W] < 7 Vw € (7).

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales
se obtiene estabilidad para los esquemas WH, , .

Teorema 6.3. El esquerna WH, ,;, es estable si ab >
min{a, b} € [0,3583,0,5].

yd =

o=

Demostracion

Estudiamos la contractividad de las potencias del operador S?
estudiando las potencias de su Jacobiano Generalizado. En este
caso, utilizaremos la Proposicion 6.4 para acotar las entradas de
la matriz A := DS\[,?,]H2 (W), w € lo(Z). Sumarizamos a continuacion
las acotaciones obtenidas

1 1
O<Annf < — = Annf <—7

SAg 1 =1 | 2n, ﬂ =

0<A <2 = |Awmnl < !
>A2nn = 4b 2n,n = 4[)7

1 1
—— <Agpiinar <0 = A< —,

8a 8a

! <A <0 = J|A | < !
8b >A2n+1n+1 = 2n+1n+1| = 8ba

1 1 1 1
>~ %db <Aoypi1n < 5 = |Ayt1a < 5>
Notar que
1 1 1 1
—_— == = —X<1

2 2 Rab Sab
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lo cual conduce a la cota especificada para |Ay, .1,/

Utilizando las cotas anteriores, o la cota obtenida para el gra-
diente generalizado de la funcion WH,,; en la Proposicion 6.4,
tenemos

n 1 1
Al = > sl = 7 IDWHz g (wn,wn )l < 10 (6.19)
k=n—1
n+1
1 1 1 1 1
Apniiglhi = D Maniigl S o+ 54 0= =5+ = 6.20
[ Apnsr |l Zr mirg| S+t e =5t g (6.20)

En la Tabla 6.1 aparece sumarizada toda la informacion so-
bre las cotas de las entradas del Jacobiano Generalizado A =
2
DS\[N}HMb(w).

1 1 1
A»nnf < — A»nn S 1 A n,: S g
[ Asn i € - | [snal < 3 [
1 1 1 1 1
A»n n— < — A»n n S a A~n n S o1 Arn : S a S 1
| A1, 1“8@ | Agni1n| 5 | A2ns1n41] 30 [[Ant1lh 2+8ab

Tabla 6.1: Estimaciones para las entradas del Jacobiano generali-
zado A = DS\[,?,]HQM.

Observamos que para las filas pares

<1l & d>

o |

1

4d

Es util hacer algunas observaciones en este momento sobre el
rango de los parametros impuesto en el enunciado del teorema y

sus implicaciones. En primer lugar, notamos que para 0 < a < 1,
b=1-—a, se cumple

1
O<ab=a(l—a)<1/4 — 0<8b=8i(l—a)<2 — ﬂz
a

N | —
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Asi, la restriccion sobre los parametros impuesta en el teorema

1
S <1 & 8a(l-a)>1 < ab=1-ac]f 1-0]~]0,1464,0,8563]
a

con f = 5 — ‘/Ti (0 y 1 — 6 son las raices de p(a) = 8a(l — a) — 1).
Asi, cuando 8ab > 1 = a,b € [0, (1 — 0)], la cota obtenida para las
filas impares nunca es menor que 1, ya que
1

>
8ab —

S
DO | —
o
Q
S
[\}

|

11<1%|A ‘<1 1%!|A H<21
2 Sab 2 tlnl = Qa2 Ertldlll = gp 7 2
Puesto que

1>8ab —» 2 _Llso 1oy

=oa 8ab 2°-°" 937"

Por tanto, en ningun caso las cotas obtenidas para las filas impa-
res son < 1y es necesario estudiar el caso L = 2.
Manteniendo la notacion anterior, definimos ahora

A:=DSgy, v, B:=AA=DSgy wDSgy v
Procedemos como en la Proposicion 3.6, para calcular

1Blloe = g | Baosaa s

Puesto que
||B[4n7 :}Hl S |A4n,2n| ||A[2n,z}||l + |A4n72n—1| ||A[2n71,:]||1a (62 1)
‘|B[4n+2,:}|‘1 S |A4n+2,2n+1| ||A[2n+1,:}”1 + |A4n+2,2n‘ HA[Qn, :]||17 (622)

HB[4n+1,:}H1 < ‘A4n+l,2n—1’ HA[2n71,:}Hl + |A4n+l,2n‘ H/Zl[zn, :]Hl
+ | Asnt1.2n+1] HA[Qn+1,:]||1- (6.23)

|| Bun+3,9]11 < [Aants,2n] HA[Qn, gl + [Aan3,2n41] H/~1[2n+1,:]||1
+ | Asntsonta| || Apntz,q]]1- (6.24)
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Utilizando la informaciéon de la Tabla 6.1, y suponiendo, sin
pérdida de generalidad, que d = min{a,b} = a, obtenemos las si-
guientes cotas

1Bunalh < 7+ 1 (; 81b> — go(a,b) (6.25)
Builh < (5 + ) (3455 ) +3 3 —0lad) (6.2
Biansalh < jb ( Sab) L e 627)
| Blan+s gl < 2a 4a + B (1 + 821)) + %% =: q3(a,b) (6.28)

Obtendremos la estabilidad del esquema para aquellos valores
de a,b que garanticen

¢(a,b) <1, i=0,....3

Dadoque 0 <a <1y b=1-a, operando podemos reformular la
condicion anterior

gi(a,b) <1 < pila) <0
donde p;(a) es una funcion polinémica. Efectuamos el desarrollo

para: = 0:

1
(1+ )<8a

1 1 1 1
qo(a,b) = % [1 + 2b(l + )} 1 & 14+ = 5%

1
“ 1+2—<(8a—1)2(1—a) < 4aBa—1)(a—1)+2a+1<0
a

Los polinomios obtenidos en cada caso son los siguientes,

32a% — 364 + 6a + 1

po(a) =

pi(a) = —64a* + 136a® — 84a”® + 12a — 1
pa(a) = —32a" + 60a® — 26a* — 3a + 2
ps(a) = 28a® — 28a® +a + 1

La Figura 6.3 muestra una representacion grafica de los polino-
mios anteriores para a € [0,0,5]. La raiz de py(a) en el intervalo
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Figura 6.3: Graficas de los polinomios: py(a), pi(a) pa(a) ps(a).

[0,0,5] se ha calculado numéricamente, y su valores ~ 0,3583. La
Figura 6.3 muestra que el esquema es estable si a € [0,3583,0,5].
Por otra parte, si8ab<1=a,b=1—-a ¢ [0,1 — 0], entonces

11 1/1 1
Bunalh < —— 4+ — [ — — =) = Go(a,b
1Bunallh < 570+ 2 (Sab 2> Go(a, )

y, al igual que en el caso anterior gp(a,b) <1 <  po(a) < 0, con
po = 32a® — 28a*> — 2a + 1. La grafica de este polinomio aparece en
la Figura 6.4, y es facil comprobar que para a €]0,6[, po(a) > 0, por
tanto si 8ab < 1 no podriamos asegurar que ||B||. < 1. [ |

Observamos que si a = b = 3, obtenemos las mismas cotas que
hemos obtenido para H,, dado que

11 3
_ ‘ - < 3 P [ = —.
[1Blec = méx || Ban-iglls < (gfgg{qz (2> 2)} 4

También observamos que con este método, los resultados obteni-
dos son mejores que los presentados en [11]-Teorema 4, dado que
en este articulo obteniamos que si ab > % yoa< -1+ v/5 entonces
el esquema Sy, ,, era estable.
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Figura 6.4: go(a,b) <1 <+ po(a) <0, con py = 32a® — 28a* — 2a + 1.

Si suponemos que a = min{a, b}, entonces o = 2 = =4 < —14/5,
por tanto el esquema es estable si 0,4472 = ‘/?5 <a< % en el Teo-
rema 6.3 el esquema es estable si a € [0,3583,0,5], por lo tanto con
este método hemos simplificado la demostracion de la estabilidad
y hemos mejorado en una amplitud de 0,0889 el resultado presen-

tado en [11].

Orden de aproximacion

Lema 6.1. Si el esquema Swy,,, es estable, entonces Syp
tiene orden de aproximacion al menos 3.

Demostracion
Los esquemas Syp, ,, reproducen polinomios de grado 2, por
tanto el resultado se sigue de la Proposicion 1.5. [ |
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6.2
Experimentos Numéricos

Mostramos a continuacion algunos experimentos que ilustran
los resultados teoricos de este capitulo y el caracter no-oscilatorio
de los esquemas Sy, ,,, asi como las diferencias entre los esque-
mas Swu,,, para distintos valores de p, a y b.

6.2.1
Orden de aproximacion

En esta seccion efectuamos un estudio numérico del orden de
aproximacion que se obtiene al reconstruir funciones suaves me-
diante los esquemas Swy,,, para distintos valores de p, a y b para
una funciéon gausiana de media =0y o = 0,5, es decir

2 942

g(z) = Nor

El contexto general es el mismo que en capitulos anteriores:
Suponemos que se conocen los valores puntuales de una funcion
suave g(z) en una malla de puntos igualmente espaciados {z;} con
paso de malla uniforme, h. Dado un esquema de subdivision Sy
un intervalo [a, b] C [min; x;, méx; x;], calculamos

ESM () = [15%£° — gll e o)
~ max{|(S7f°), — g(n27"h)|, n2~"h € [a, ]} (6.29)

donde f° = {g(z;)} son los datos iniciales del proceso de subdivi-
sion. Tomamos como referencia 7 aplicaciones del proceso de sub-
division puesto que en todos los experimentos numéricos realiza-
dos en esta memoria no se aprecian diferencias significativas si se
consideran mas aplicaciones. Consideramos distintos valores de h
y tabulamos los errores Eg? ’b](h) en (6.29) para los diferentes valo-
res de h considerados. Asumiendo que ||S*f° —g||1_ (o)) = O(R9), el
orden de aproximacion se calcula realizando un ajuste (log-log) por
minimos cuadrados sobre los valores obtenidos en la tabulacion.



6. Esquemas WH de 4 puntos 203

Consideramos las regiones [—1, —0,3] (Figura 6.5-izquerda) don-
de la funcién no es convexa, y [—0,4,0,4] (ver Figura 6.5-derecha)
donde la funcion es convexa y realizamos tabulaciones de los erro-
res obtenidos, comparando también con el esquema S, 5.

Figura 6.5: Datos iniciales, mas marcado la zona donde estudia-
mos el orden de aproximacion, izquierda intervalo [—1,—0,3] y de-
recha [—0,4,0,4].

h Eoo | Evaease | o | Esipie | Eaiyoie

0,1 |54c—5 | 55c—4 | 48c—4 | 47c—4 | 4.6c—4

005 |34 —6| 70e—5 | 6,le—5 | 6,0e—5 | 6,0e —5

0,025 | 2,le—T7| 88 —6 | 7,7e—6 | 7.,6e —6 | 7,6e —6

0,0125 | 1,3e—8 | 1,1le—6 | 9,6e—7 | 9,6e—7 | 9,6e — 7
q Iy 2,09 2,07 2,07 2,07

Tabla 6.2: Datos Gausianos: [—1, —0,3]. Notar que WH,, /51> = H,,.

La Tabla 6.2, que coincide con la Tabla 3.1 y la volvemos a
presentar para poder realizar una mejor comparativa, y las Ta-
blas 6.3- 6.4 muestran los resultados correspondientes al interva-
lo [-1,—0,3] para distintos valores de p, a y b. En todos los casos
se obtiene orden de aproximacion igual a 3, tal y como especifica
el Lema 6.1. Los resultados correspondientes a la zona [—0,4,0,4],
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h FEso Fi13/85/8 | F23/85/8 | E33/85/8 | Fa3/85/8

0,1 54e—51] 56e—4 | 4,7e—4 | 4,6e—4 | 4,6e —4

0,06 |34e—6]| 72e—5 | 6,0e —5 | 6,0e —5 | 6,0e —5

0,025 | 2,le—7| 98¢ —6 | 7,6e —6 | 7,6e —6 | 7,6e —6

0,0125 | 1,.3e—8 | 1,3e —6 | 96e—7 | 96e —7 | 9,6e — 7
q 4,0 2,90 2,98 2,97 2,97

Tabla 6.3: Datos Gausianos: [—1,—0,3]. Swh, , s

h FEoo | Eisszs | Eopssss | Espssas | Eas/sas

0,0 |5dc—5| The—4 | 49c —4 | 47c —4 | 4.6c — 4

0,00 | 34e—6| 10e—4 | 62e—5 | 6,le—4 | 6,06 —5b

0,025 | 2,le—7 | 13e—5 | 7,7e—6 | 7,6e—6 | 7,6e —6

0,0125 | 1,3e—8 | 1,7e—6 | 9,7¢e—T7 | 9.6e—7 | 9,6e — 7
q 4,0 2,91 2,99 2,98 2,97

Tabla 6.4: Datos Gausianos: [—1,—0,3]. Swh, ;s

donde la funcion es convexa, se muestran en la Tabla 6.5, que
coincide con la Tabla 3.2 para poder realizar una mejor compara-
tiva, y en las Tablas 6.6-6.7. En este caso, la mejora en el orden
de aproximacion correspondiente a a = b = 1/2 es consecuencia de
la Proposicion 3.7. No se produce, en general, ninguna mejora en

zonas convexas para otros valores de a y b.

h Fso Eiap212 | Eaa2172 | E312172 | Eay21/2

01 |35e—6] 56e—4| 19¢—4 | 86e—5 | 4,5e — 4

005 |24e—7| Te—5 | 14e—5 | 56e—6 | 5,9¢ —5

0,025 | 1,6e —8 | 88¢ —6 | 9,.8¢ —7 | 3,5¢ — 7 | 7,6e — 6

0,0125| le—9 | 1,le—6 | 64e —8 | 22 —8 | 9,6e — 7
q 3,9 2, 3,8 3, 2,9

Tabla 6.5: Datos Gausianos: [—-0,4,0,4]. Notar que WH,, ; /21/2 = H,,.
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h Es» E1,3/8,5/8 E2,3/8,5/8 E3,3/8,5/8 E4,3/8,5/8
0,1 |35e—6]| 74e—4 | 30e—4]| 1,8¢—4 | 1,6e—4
0,06 |24e—7| 1,0e =5 | 3,0e—5 | 1,9e—5 | 1,8e — 5
0,025 [ 1,6e—8 | 1,3¢—6 | 3,0e—6 | 2,2e—6 | 2,le — 6
0,0125 | 1le—9 | 1,7e—6 | 32e—7 | 2,7e—T7 | 2,7e =7
q 3,9 2,91 3,28 3,14 3,06

Tabla 6.6: Datos Gausianos: [—0,4,0,4]. Swn,, s, s

h Eaoo | Eisszs | Eopssss | Espssss | Eas/sas

0,1 30e—6| 74e—4 | 30e—4 | 1,8 —4 | 1,6e—14

0,05 | 24e—7|1,0e—5|30e—5|19 —5| 1,8 —5

0,025 | 1,66 —8 | 1,3¢ —6 | 3,0 —6 | 2.2¢ —6 | 2,1¢ — 6

00125 | 1le—9 | 1,7e—6 | 32e—T7 | 27 —7 | 2,7¢ — 7
q 3,9 2,91 3,28 3,14 3,06

Tabla 6.7: Datos Gausianos: [—0,4,0,4]. Swn, s 4

Caracter No-Oscilatorio

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos que muestran
el caracter no-oscilatorio de los esquemas Sy, , ,,» similar al de los
esquemas Sy, € ilustran las diferencias entre estos esquemas en
funcion de los valores de p, a y b. Para ello consideramos, de nuevo,
datos f° que corresponden a la discretizacién de una funcion dis-
continua, suave a trozos, sobre una malla de puntos igualmente
espaciados,

sin(rz), x<0,5,
—sin(rz), = >0,5.

P = (@} () =03 51, S = (6.30)

El comportamiento de los esquemas Swy, , , para estos datos es
muy similar al obtenido para los esquemas Sy,. En la Figura 6.6 se
muestran diferentes opciones, comparando con €l caso Swy, , ,,, =
SH, -

P
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Conclusiones y
perspectivas

En el presente trabajo de tesis doctoral se ha analizado un con-
junto de esquemas no lineales que se pueden escribir como una
perturbacion de un esquema lineal convergente. Siguiendo el mar-
co teodrico propuesto por Oswald y Harizanov [29, 30], hemos pro-
puesto unas herramientas que sirven para el estudio de las pro-
piedades de convergencia y estabilidad de forma sistematica para
este tipo de esquemas. A diferencia de la exposicion en [29, 30], no
hemos pretendido abordar el caso mas general posible. El énfasis
esta puesto en la claridad y completitud de la exposicion.

Hemos extendendido las ideas subyacentes a los esquemas Power,
para construir esquemas no oscilatorios, no lineales, relaciona-
dos con el esquema centrado S;3; utilizando la media no lineal
Weighted-Power, presentada en [11]. Con esta media no lineal y si-
guiendo la idea de la construccion del esquema Ss 3 podemos crear
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diferentes esquemas no lineales y estudiar su convergencia.

Hemos generalizado los esquemas Power, y, también, hemos
presentado los esquemas Pchip, en todos los casos hemos estu-
diado su convergencia, estabilidad y orden de aproximacion con
las herramientas que hemos propuesto en los Capitulos 1 y 2.
Ademas, hemos sistematizado la acotacion de los Jacobianos Ge-
neralizados pudiendo ser programado de forma sencilla en Matlab.

Como linea futura de investigacion queremos buscar como es-
tudiar la estabilidad de los esquemas no lineales que hemos obte-
nido utilizando los esquemas Ss 3.



Algunos resultados de
Analisis y de Algebra
Lineal

A.1l
Introducion

Oswald y Harizanov [29, 30] utilizan un marco teérico que fa-
cilita el estudio de las propiedades de convergencia y estabilidad
de los esquemas de subdivision asociados a los esquemas Power,.
Este marco teorico resulta particularmente adecuado para anali-
zar los esquemas WH, objeto de esta memoria, por lo que daremos
a continuacion una descripcion detallada de los elementos esen-
ciales de esta teoria.
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En esta seccion se establecen con precision las definiciones y
se prueban los resultados que cubren todas las situaciones que se
estudiaran a lo largo de esta memoria. A diferencia de la exposicion
en [29, 30], no se pretende abordar el caso mas general posible. El
énfasis en esta seccion esta puesto en la claridad y completitud de
la exposicion.

A.2
Funciones suaves

Si U ¢ R™, denotaremos como U el interior de U, U la clausura
de U y 0U la frontera de U.

Recordamos que si ¢ : R™ — R es C'(U), donde U es un abierto
de R™, entonces el gradiente de ¢ en = € U, definido como

V() = (Oup(x), - -, Oy (x)),

esta asociado a la aplicacion lineal

Vi(z) :R" =R, V(2)(y) =y" - Vi(z) = Vi(a)y,

En la ultima relacion se ha utilizado notacion matricial, conside-
rando y € R™ como vector columna, Vy € R™. Esta notacion sera
habitual a lo largo de esta memoria.

Recordamos ademas, que la aplicacion lineal asociada al gra-
diente de una funcion de clase C' recupera todas las derivadas
direccionales de la funcion v, es decir, si ¢ es de clase C! en un
punto z, e y € R™, entonces

Vo(e)y = Dy(e) = tim LEH ) = 00)

t—0 t

(A.1)

En esta seccion realizaremos un breve repaso de varios resulta-
dos que seran de utilidad en el desarrollo de este capitulo. Enun-
ciamos a continuacion el Teorema del Valor Medio Clasico (TVM),
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Lema A.1. ([26]-Teorema 3.4, Capitulo 2) Seay : U € R™ — R, U
abierto y ¢ € CY(U). Si x,y € U entonces existe un punto £ € R™
en el segmento que une los puntos x e y, tal que

Y(z) — P(y) = V(&) (7 —y).

Necesitaremos, ademas, la siguiente generalizacion del Teore-
ma fundamental del Calculo para curvas diferenciables en R™.

Teorema A.1. ([26]-Teorema 1.5, Capitulo 5) Sea ) : U € R™ —
R, U abierto y v € CY(U). Sea «(t) : [a,b] — U, v € C'([a,b]).
Entonces ¢ o7 : [a,b] — R es también una curva diferenciable que
satisface

b
1/)(7(5))—@/)(7(@)):/ Vo (y(t)) - 7' (t)dt. (A.2)

En este ultimo teorema se supone que la imagen de la curva
v([a,b]) € U, el conjunto abierto en el cual la funcion ¢ € C'(U).
Si las derivadas de la funcién ¢ (z) estan acotadas, y el intervalo
[a,b] es acotado, se prueba facilmente la siguiente extension, para
el caso en que y(a) y/o v(b) sean puntos de la frontera del conjunto
abierto U.

Teorema A.2. Sea (t) : [a,b] — U, v € C*([a,b]), v(Ja,b]) C U. Sea
Y : U CR™ — R, U abierto, ¢ € C*(U) N (U) tal que

I3C >0 : supl||Vy(a)| <C.
zeU

Entonces v oy € C*(Ja,b]) N C([a,b]) y se cumple

P1®)) — P(x(a)) = / Vi(1(1)) - 7/ (1)t A.3)
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Demostracion
Dado que v(Ja,b[) C U, Ve > 0, v([a + ¢,b — €¢]) C U. Por tanto, el
Teorema A.1 permite escribir

b—e

www—m—www+aw3/ V(3 (1) (1)t

a-+te€
Asi, si definimos v(t) : [a,b] — U,
be(t) 1= VO (y(£)7 ()Xfates—d (),

donde x[,1¢—¢(t) €s la funcién caracteristica del intervalo [a+e¢, b—e],
tenemos que 7. es una funcién integrable en [a,b] y V¢ €]a, b

w 1m0 (t) = Vo (y(t)y/ (1)

= [[Ye®)lloe < V)Y Ol < ClIY (O]l < C

Aplicando el Teorema de la Convergencia Acotada de Lebesgue [4]
podemos escribir

e—0

i [ (0= [t = [ Vo)
puesto que ¢ € C(U) y v € C([a, b])

b(v(0)) = ¥(v(a)) = [y (y(b =€) = ¥ (y(a +¢)) ]
b—e

b
—tiy [ Vul0) @t =ty [

e—0 ate

con lo que queda demostrado el resultado. |
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Teorema A.3. ([4]-Teorema 5.5)([26]-Teorermna 3.1, Capitulo 2)
Sea U y V dos subconjuntos abiertos de R" y R™ respectiva-
mente. Siv): U — R™ y ¢ : V — R* son diferenciables ena c U y
Y(a) € V respectivamente, entonces su composiciéon xy = ¢ oy es
diferenciable ena y

an = d¢w(a) © d,@Da-

Donde o es la composicion de mapas lineales. En términos de
derivadas:

X'(a) = ¢'(¥(a)) - ¥'(a).

Donde - es la multiplicacion de matrices.

A.3
Funciones Lipschitz

Definicion A.1. Se dice que ¢ : R™ — R™ es Lipschitz si existe
M >0 talqueVz,yc R™

l(z) — (@)oo < M|z — ylloo-

Diremos que la funcion v es M -Lipschitz cuando sea necesario
hacer referencia de manera explicita a la constante M.

Es sencillo comprobar que la composicion de funciones Lipschitz
sigue siendo Lipschitz.

Un resultado clasico establece que si 7 : [a,b] — R es Lipschitz
en [a,b], entonces v es derivable casi por todas partes en |a,b[ y
ademas

Es evidente que si v : [a,b] — R™ es Lipschitz en [q,)] enton-
ces existe 7/(t) = (v(t),...,7,,(t)) casi por todas partes en (a,b) y
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ademas se cumple la igualdad (vectorial)

Para curvas 7 : [a,b] — [ (Z), la definicién natural es la siguien-
te,

Definicion A.2. Se dice que una curva v : [a,b] — [(Z) es
Lipschitz si vy(t) = {vi(t)}iez con ~; : [a,b] — R M;-Lipschitz y
M = sup; M; < +o0.

Si 7y : [a,b] — l(Z) es Lipschitz, entonces
17(8) = 7(D)lloe < Ms —t[ Vs, € [a,b].

Ademas, existe 7/(t) = {7/(t) }icz casi por todas partes en [0,1] y

Teorema A.4. Sea ) : U — R™ ) € CY(U) N C(U), con U abierto
convexo, U € R™, tal que sup,; ||V (z)|y < C. Siy : [a,b] — U
es una curva Lipschitz, tal que ~(]a,b]) C U entonces 7 := ¢ oy :
[a,b] — R satisface

V() = Vi (v(t) - ') (A.4)

casi por todas partes en (a,b).

Demostracion

Como 7 es Lipschitz, es derivable casi por todas partes en (a,b),
es decir, el conjunto

E:={t € (a,b) : 37 (t)}
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es denso en [a,b]. Sea F el conjunto de puntos aislados en E. Este
conjunto es es numerable!, y por tanto el conjunto E=FE—Fes
denso en [a,b]. Veremos a continuacién que existe 7'(t) Vt € E y
ademas 7'(t) = Vi(7(?)) - 7'(1), lo cual prueba el resultado.

En efecto, sit € F, dado que t ¢ F'y (Ja,b[) C U, 3h; > 0 tal que
Yit—n+n) C U, Y h < hy. Asi, por el TVM Clasico

Y(y(E+h) —Y(v(@) = V(&n) - (v(t + k) — (1)),

donde &, € R™ es un punto del segmento que une ~(t + h) y v(¢).
Hay que notar que este segmento esta contenido en U, ya que este
es convexo. Es evidente que &, — ~(t) cuando h — 0.

Puesto que

P(y(t+h) —v(v()) Y(t +h) —~(t)
h = V(&) - Y :

te By e CYU), tomando limites cuando 7 — 0 tenemos

Y(t+h) — ()
h

lim Vep(&n) - = VY (1) - (1) (A.5)

Por tanto V¢ € E 35(t),

Corolario A.1. Con las hipétesis del teorema anterior, 4 es una
curva Lipschitz y se cumple que

(b} — (a) = YY) — plra)) = / Vo) 7 ().

Demostracion

La curva 7(t) es Lipschitz por ser composicion de funciones
Lipschitz. Por tanto 7/(¢) es integrable en [a,b] y 7(b) —Y(a) = f;’ (1)
|

1 R verifica el segundo axioma de numerabilidad, es decir, existe una base
numerable de abiertos. Cada punto de F' ha de estar en alguno de estos abiertos.
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A.4
Normas matriciales subordinadas

Definicion A.3. ([10]-Definicién 1.2.8) Sea || - ||, una norma vec-
torial en R". Definimos la norma matricial asociada como:

p Al

||A||a—
o el

Proposicion A.1. ([10]-Proposiciéon 1.2.10) (Propiedad multipli-
cativa) Sea A una matriz m x n y representamos por || - || tanto
una norma vectorial como la norma matricial asociada entonces

Proposicion A.2. ([10]-Proposicion 1.2.11) Sea A una matriz m x
n. Entonces

14][ = méx Z |aij| = max{|| Ayl || Apn |1} (A.6)
[Alleo = mdx Z i = max{ || Ap gl [ Apg - (A.7)

Estas definiciones se pueden extender a operadores lineales en-
tre espacios de dimension infinita (ver por ejemplo [34]). En par-
ticular, si © € I(Z) y T : lo(Z) — l(Z) es un operador lineal,
entonces

HTszsup{”H H"| X\{O}}=sup{HTrvH|:v€X\{0}}
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define una norma que cumple la propiedad multiplicativa.

A.5
La matriz pseudo-inversa

Definicion A.4. Sea A € R™*", la matriz pseudo-inversa de A,
AT, es la tnica matriz X € R"*™ que satisface las cuatro condi-
ciones de Moore-Penrose:

1. AXA = A.
2. XAX = X,
3. (AX)T = AX.
4. (XA)T = XA.

Sea A : R" — R™ una matriz de rango maximo.
» Sirg(A) =n <m, AT A no es singular, y
At = (ATA) AT . R™ - R", ATA =1,

Ademas AAT : R™ — R™ es un proyector ortogonal sobre
Im(A)

» Sirg(A) =m <n, AAT no es singular, y
At = AT(AATYL . R™ 5 R™, AAY =1,
Ademas At A : R" — R" es un proyector ortogonal sobre Im (A7)

» Si A es una matriz cuadrada e invertible, la matriz pseudo-
inversa coincide con su inversa, AT = A7
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