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Resumen

Esta tesis documenta la investigacion que he realizado en modelizaciéon at-
mosférica: se parte de las ecuaciones fisicas de la atmédsfera y se aplican
métodos numéricos eficientes para encontrar una solucién a dichas ecuacio-
nes a partir de unas condiciones iniciales dadas. Para este fin, se ha desarro-
llado un modelo atmosférico cuyas caracteristicas principales son: espectral
en la representacion horizontal de los campos, discretizacion vertical de alto
orden de exactitud, y semi-implicito en la integracién temporal. Ademas, el
modelo es no hidrostatico y tiene una coordenada vertical basada en altura,
en vez de la tradicional coordenada vertical basada en presién hidrostatica.
Se ha usado una formulacion covariante de las ecuaciones de Euler, lo que
ha permitido una expresion compacta y robusta de las condiciones de con-
torno y del operador divergencia. Una vez planteado y resuelto el problema,
se han realizado una completa serie de test ampliamente documentados en
la literatura cientifica para evaluar la precision y eficiencia del modelo. Los
resultados de los test son satisfactorios, quedando asi demostrada la calidad

de los métodos propuestos.
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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos de prediccion del tiempo usados en centros operativos, tratan de
simular la evolucién de la atmédsfera de la forma mas precisa y eficiente posible: precisa
para disponer de predicciones del tiempo con calidad, y eficiente para disponer de las
predicciones en un plazo tal que se mantenga alta su utilidad. Es obvio que estos dos
objetivos se contraponen, pues los métodos numéricos mas precisos son también los
computacionalmente mas caros, de manera que, en la practica, se busca un consenso
entre ambos aspectos.

Ser precisos en modelizacion implica realizar el menor ntimero posible de aproxi-
maciones en las ecuaciones usadas en las simulaciones. La aproximacion hidrostatica,
muy usada en modelizacién atmosférica, consiste en suponer que, en la vertical de cual-
quier punto y en cualquier momento, se verifica el equilibrio hidrostatico entre la fuerza
de presion y la gravedad. El error que se comete al suponer este equilibrio es pequeno
cuando se trata de movimientos atmosféricos de gran escala, y por tanto, la aproxi-
macién hidrostatica es perfectamente vélida en modelos de resolucion relativamente
baja. Sin embargo, cuando la escala de los movimientos a resolver es de unos pocos
kilometros, esta aproximacién deja de ser correcta en determinadas situaciones, y por
este motivo los modelos de resolucion alta suelen ser no hidrostaticos. El umbral de

resolucién, por encima del cual los efectos no hidrostéticos se consideran importantes,



suele situarse en los 10 km. La capacidad de calculo ha aumentado de forma espec-
tacular en los tltimos anos, y ha permitido incrementar la resoluciéon de los modelos
globales hasta el limite no hidrostatico. Como consecuencia, hay una tendencia a ex-
cluir la aproximacion hidrostatica en los modelos globales, impulsada por la exigencia
de la exactitud en las simulaciones.

Un grupo importante de modelos atmosféricos operativos, usa la técnica espectral
en la direccién horizontal, junto a la técnica semi-implicita en la integracién temporal.
La técnica espectral es muy precisa en el calculo de derivadas horizontales y se adapta
bien a la técnica semi-implicita, que es eficiente debido a que permite pasos de tiempo
grandes. Esta combinacion es pues interesante desde el punto de vista de eficiencia y
precision. Ademas, se consigue un aumento muy significativo de la eficiencia al intro-
ducir la técnica semi-lagrangiana para la adveccién, en substitucién de la adveccién
euleriana, mas costosa. La adveccién semi-lagrangiana, que se puede implementar sin
artificios en los modelos espectrales semi-implicitos, es una técnica precisa y estable.
Hoy en dia se siguen usando estos tres métodos conjuntamente en los llamados modelos
espectrales semi-implicitos semi-lagrangianos.

Los modelos globales espectrales, operativos hoy en dia, son hidrostaticos, mien-
tras que la gran mayoria de los modelos globales no hidrostaticos, si no todos, tienen
una discretizacién horizontal no espectral (basada en métodos como diferencias finitas,
volimenes finitos o elementos finitos). Es pues licito hacer la pregunta: jes posible
construir un modelo global no hidrostatico espectral?

El objetivo en esta tesis trata de contestar a esta pregunta, y para ello se ha cons-
truido un modelo global no hidrostatico espectral semi-implicito, es decir, aplicable a
resoluciones altas en las que la componente no hidrostatica pueda tener importancia.
A tal efecto, se han introducido algunas novedades respecto de los modelos espectrales.
Una de estas novedades es el uso de una coordenada vertical basada en altura, en lugar

de la tradicional coordenada vertical basada en presién hidrostatica. Otra novedad es
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el uso de las componentes contravariantes de la velocidad, lo que ha permitido intro-
ducir de forma natural las condiciones de contorno en los limites superior e inferior.
Finalmente, se han usado métodos de alto orden de precisién en la vertical. Esta com-
binacion de técnicas numéricas no se ha probado antes, de manera que consideramos
que el trabajo es novedoso y trata de dilucidar la conveniencia de tal eleccion.

El modelo objeto de esta tesis esta, en parte, descrito en dos articulos. El primero
de ellos, A semi-implicit non-hydrostatic dynamical kernel using finite elements in the
vertical discretization [Simarro y Hortal, 2011], describe un modelo bidimensional no
hidrostatico, en el que se usa la técnica de elementos finitos en la vertical, con una
coordenada vertical basada en altura y la técnica espectral en la direccién horizontal.
Los resultados son buenos, pero hay un inconveniente grave: el modelo no es suficien-
temente estable en presencia de orografia abrupta. Para paliar este problema tendrian
que usarse métodos iterativos costosos computacionalmente. El segundo articulo, A
non-hydrostatic global spectral dynamical core using a height-based vertical coordinate
[Simarro et al., 2013], describe un modelo global no hidrostético espectral, similar al
del primer articulo pero con dos diferencias importantes: en primer lugar, es global y
por tanto tridimensional, y en segundo lugar, se descarta el uso de elementos finitos
en la vertical, habiéndose optado por diferencias finitas de alto orden. Se obtiene un
esquema mas robusto, sin el problema de la inestabilidad en presencia de orografia
abrupta.

Describimos la estructura de la tesis. En el capitulo 2 exponemos brevemente la
evolucién de la prediccién numérica del tiempo operativa y los métodos numéricos mas
usados en este campo de la modelizacion.

El capitulo 3 versa sobre las técnicas de discretizacién espacial usadas en los
modelos espectrales. En primer lugar, se exponen los tipos de coordenada vertical
mas utilizados en prediccién numérica: las coordenadas hibridas basadas en presion

hidrostatica y en altura. A continuacion, se explican los métodos de discretizacion



vertical mas comunes: los de diferencias finitas y elementos finitos. Finalmente, se
expone la técnica de discretizacion horizontal en los modelos espectrales, consistente
en el uso de las funciones propias del operador de Laplace (los armonicos esféricos en
el caso de modelos globales).

En el capitulo 4 se detalla el modelo no hidrostatico espectral propuesto en esta
tesis. Se inicia el capitulo con una exposicién de las ecuaciones de Euler, en las que se
escogen como variables de prondstico las componentes contravariantes de la velocidad
y los logaritmos de la presion y temperatura. Siguen dos apartados, con la descripcion
del modelo en sus versiones 3D y 2D. La version 3D es el modelo global con geometria
esférica, mientras que la versién 2D, con una dimensién horizontal y otra vertical,
se ha usado para realizar test de dinamica no hidrostatica con resoluciones altas. El
modelo 2D es muy similar al 3D en cuanto a los métodos numéricos usados. Tras una
explicacion de la discretizacion espacial del modelo, se concluye con la discretizacion
temporal semi-implicita y un andlisis de estabilidad.

Los capitulos 5 y 6 se han dedicado a comprobar la calidad del modelo propuesto,
en sus versiones 2D y 3D respectivamente. Se ha hecho una revision de los test mas
citados en la literatura cientifica, para poder contrastar nuestros resultados con los de
otros modelos. En el capitulo 5, el primer test expuesto consiste en simular ondas de
montana hidrostaticas y no hidrostaticas, producidas a sotavento de un obstaculo. Sigue
un test de ondas de montana atrapadas, producidas por resonancia para determinados
perfiles verticales del pardmetro de Scorer. Se expone a continuacién un interesante
test lineal con solucién analitica conocida, el de Baldauf y Brdar [2013]. Este test es
el inico que proporciona una solucién analitica de las ecuaciones de Euler con la que
poder comparar las simulaciones. Finalmente, se incluyen dos test altamente no lineales
y no hidrostaticos. Basicamente, consisten en simular la evolucién de una burbuja de
aire en un entorno con una temperatura potencial diferente, de forma que esta adquiere

aceleraciones verticales importantes, formandose vortices en su movimiento.
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En cuanto a los test 3D expuestos en el capitulo 6, se han incluido los mas
clasicos. El primero consiste en una onda Rossby-Haurwitz, un interesante test con
solucién analitica conocida en el caso de la ecuacién de vorticidad barotrépica. Sigue el
conjunto de test de Jablonowski, centrados la inestabilidad baroclina. A continuacién,
un test en el que se evalia el modelo en presencia de orografia. Finalmente, un test
climatico, el de Held-Suarez, donde se incluye una parametrizacion simplificada y se
realiza una integracion larga.

La tesis acaba con las conclusiones.






Capitulo 2

Métodos numéricos en modelos de

prediccion

Este capitulo pretende poner en contexto el trabajo desarrollado en esta tesis,
es decir, el diseno y validacién de un modelo espectral no hidrostatico global, con
una coordenada vertical basada en altura. En la seccién 2.1 se hace una breve resena
histérica sobre la prediccién numérica del tiempo. Sigue la seccién 2.2 con una discusién
sobre algunos de los métodos numéricos mas usados en la prediccion numérica del
tiempo. La variedad de métodos aplicados en modelizacién atmosférica es enorme, por
lo que no se pretende ser exhaustivo, sino simplemente resaltar aquellas técnicas que

se han crefdo mas interesantes.

2.1. Perspectiva historica

Al principios del siglo XX surgieron las primeras ideas acerca del problema de
la prediccién del tiempo desde un punto de vista cientifico. Cleveland Abbe planteé el
problema de la prediccién del tiempo como una aplicacién de las leyes fisicas de la
hidrodinamica y la termodinamica a la atmoésfera. Expuso la necesidad de disenar, a
partir de estas leyes, métodos graficos, numéricos o analiticos, para realizar predic-

ciones del tiempo [Abbe, 1901]. Algunos anos después, Vilhelm Bjerknes afirmé que,
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al menos desde un punto de vista tedrico, el problema de la prediccion del tiempo se
podia plantear en dos etapas: una diagnosis para determinar el estado de la atmésfera
en un momento dado basandose en las observaciones, y una prognosis para calcular
la evolucién de la atmésfera usando las leyes fisicas [Bjerknes, 1904]. En cuanto a la
diagnosis, las observaciones atmosféricas empezaban a estar disponibles gracias a pro-
gramas meteorologicos de colaboracion internacional, de manera que se podian hacer
analisis aproximados, en cartas meteorologicas sindpticas, en las que se representaban
algunas variables meteoroldgicas en distintos niveles. En cuanto a la prognosis, dado
que no era posible usar métodos numéricos en aquel momento, Bjerknes ide6 métodos
graficos cualitativos para calcular, a partir de las cartas meteoroldgicas de una deter-
minada hora, las cartas validas para unas horas mas tarde. Asi, iterando este proceso
de prognosis, se podrian realizar las predicciones.

Mas adelante, Lewis Fry Richardson, influenciado por los trabajos de Bjerknes
y su escuela, traté de resolver el problema de la prediccién usando métodos numéri-
cos [Richardson, 1922]. Disefi6 un método numérico basado en diferencias finitas, para
aproximar las ecuaciones fisicas que habian senalado Abbe y Bjerknes. Represento el
estado atmosférico en un momento dado, mediante una tabla con los valores de las
variables meteorolégicas en determinadas latitudes, longitudes y alturas. Construyd,
aplicando la técnica de diferencias finitas, un método para calcular los valores de las
variables meteorolégicas de la tabla validos un intervalo de tiempo mas tarde. Ri-
chardson, partiendo de un estado inicial estimado con las observaciones disponibles,
realizo con este método una prediccién a seis horas de la presién y el viento en dos
puntos de Europa central. El resultado fue muy poco realista: predijo un cambio de
presion de 145 hPa en seis horas. Llegé a la conclusion de que los resultados fueron
erréoneos debido a que no habia considerado un estado inicial adecuado para la velo-
cidad, indicando que la prediccién habia sido una deduccion bastante acertada hecha

a partir de una distribucion poco natural [Richardson, 1922]. De hecho, en un trabajo
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reciente, Lynch reconstruye el método de Richardson y lo usa con los mismos datos
iniciales sometidos a un proceso de inicializacién basado en el filtro Dolph-Chebyshev,
obteniendo unos cambios en la presién en superficie més realistas [Lynch, 1997, 2006].
A pesar de lo limitado de sus resultados, Richardson esta hoy reconocido como uno de
los fundadores de la moderna prediccién numérica del tiempo.

Algunos anos mas tarde, se produjeron avances cientificos y tecnoldgicos que per-
mitieron el desarrollo de la prediccion numérica del tiempo que conocemos hoy en dia.
La invencién de los computadores hizo que se dispusiera de una capacidad de calculo
numérico inimaginable unas décadas antes. Hubo avances muy significativos en la teoria
de calculo numérico, lo que permitié analizar y evitar la inestabilidad computacional
de los algoritmos y mejorar su precisién. Asimismo, los desarrollos tedricos en aspectos
de dindmica atmosférica permitieron el uso de ecuaciones aproximadas mas sencillas
que las de la hidrodinamica y termodinamica, y mas convenientes porque filtraban las
ondas acusticas y gravitacionales. En el campo de las observaciones, empezaron a estar
disponibles los sondeos atmosféricos con globos, que permitieron hacer mejores anéli-
sis de la atmosfera libre. Estos avances hicieron posible que en la década de 1950 se
empezaran a realizar operativamente las primeras predicciones numéricas del tiempo.

Las primeras predicciones meteorolégicas numéricas se realizaron el ano 1950 en
el computador ENTAC, Electronic Numerical Integrator And Computer, desarrollado
en la Universidad de Pensilvania [Charney et al., 1950]. El proyecto que permiti6 el
desarrollo del primer modelo de prediccion y su implementacion en el computador
ENTAC, habia comenzado unos anos antes, en 1946 [Walker, 2011]. Se trataba de un
proyecto interdisciplinar, divido en ingenieria, programacién, matematicas y meteo-
rologia. El grupo de meteorologia, liderado por Jules Charney, analiz6 el trabajo de
Richardson a la luz de recientes conocimientos sobre los métodos numéricos para la
resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, llegando a la conclusién

de que, en el planteamiento de Richardson, la condicién de estabilidad numérica CFL
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[Courant et al., 1967] imponia un paso de tiempo excesivamente pequeno, y por tan-
to, un coste computacional excesivamente alto. Este hecho impulsé la busqueda de
ecuaciones alternativas a las usadas por Richardson. Charney encontré un conjunto de
ecuaciones simplificadas que filtraban las ondas gravitatorias y acusticas: las ecuaciones
cuasi-geostroéficas [Holton y Hakim, 2012]. Estas, con una condicién de estabilidad CFL
aceptable para los recursos computacionales de ese momento, fueron las que se usaron
para producir las primeras predicciones numéricas en el computador ENIAC [Charney
y Phillips, 1953; Charney et al., 1950, 1956]. Smagorinsky [1983] hace un interesante
relato en primera persona de cémo se gesté y realizd ese proyecto.

A pesar del éxito obtenido con las ecuaciones cuasi-geostréficas, desde un pri-
mer momento se evidencié que no eran suficientemente exactas. El mismo Charney
lo senald, indicando que éstas no describian con suficiente exactitud movimientos at-
mosféricos de escala inferior a la sindptica, relevantes sin embargo para la prediccion del
tiempo [Charney, 1951]. Ademaés, la aproximacién cuasi-geostréfica, al no ser aplicable
en latitudes bajas (donde no existe balance entre la fuerza de gradiente de presion y
la aceleracién de Coriolis), impedia reproducir la circulaciéon general de la atmdsfera.
Para avanzar en la calidad y generalidad de las predicciones, se hacia necesario volver
al sistema usado por Richardson, el llamado sistema de ecuaciones primitivas [Holton
y Hakim, 2012], consistente en las ecuaciones de la hidrodindmica y termodindmica,
con la asuncion de que el perfil atmosférico sea siempre hidrostético. Este sistema tiene
unas caracteristicas interesantes. En primer lugar, la aproximacion hidrostatica filtra
las ondas actsticas, de poco o nulo interés meteorolégico, de manera que las condi-
ciones CFL resultan menos restrictivas. En segundo lugar, se simplifican cuando se
escriben usando la presion como coordenada vertical, consistiendo en tres ecuaciones
de prondstico (en las que interviene la variacién temporal) y tres de diagndstico (en
las que no interviene la variaciéon temporal). Las ecuaciones de prondstico son las del

momento horizontal y la de la energia termodinamica, mientras que las de diagnésti-
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co son la de continuidad de masa, la ecuacion de estado del aire y la aproximacion
hidrostética (que substituye a la ecuacién de la componente vertical del momento).

Los primeros modelos hemisféricos y globales con ecuaciones primitivas fueron
desarrollados en la década de 1960 [Mintz, 1965; Smagorinsky, 1964]. Algunos inclufan,
de forma muy simplificada, procesos himedos de evaporacion y condensacién de agua
[Manabe et al., 1965]. Las primeras simulaciones a medio plazo fueron realizadas a
principios de la década de 1970, con resultados esperanzadores. Si bien la calidad de
las predicciones era escasa comparada con las de hoy en dia, los modelos empezaban
a tener utilidad en la prediccién de perturbaciones sindpticas, con coeficientes de co-
rrelacién positivos entre observacion y prediccion del geopotencial en 500 hPa, hasta
el dia 10 en algunos casos de estudio [Miyakoda et al., 1972]. Tal como figura en la
revision histérica de Shuman [1989] sobre la predicciéon numérica en el NCEP, el pri-
mer modelo global se puso operativo en 1974. Era un modelo de diferencias finitas
con una resolucion horizontal de 2,5°. En 1979 comenzaron las predicciones operativas
en el ECMWF, con una resolucién horizontal de 1,875°. Muy pronto otros centros de
prediccién, como Metoffice en Inglaterra o DWD en Alemania, comenzaron a realizar
predicciones operativas con modelos globales, basados en las ecuaciones primitivas con
la técnica de diferencias finitas.

El método de transformacion espectral se basa en la representacion de los campos
meteorolégicos, en cada nivel del modelo, mediante una combinacién lineal de armoni-
cos esféricos. Para evitar la singularidad de los polos, el vector velocidad horizontal se
expresa en funcién de la vorticidad y divergencia [Eliasen et al.; Orszag, 1970]. Este
método, ademés de ser mucho mas preciso en el calculo de las derivadas horizontales que
el de diferencias finitas, se adectia bien a la implementacién del esquema semi-implicito
[Robert et al., 1972]. En la década de 1970 se empezaron a desarrollar modelos globales
espectrales semi-implicitos con ecuaciones primitivas [Bourke, 1972; Daley et al., 1976;

Hoskins y Simmons, 1975].
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La adveccion semi-lagrangiana es muy usada en los modelos numéricos, tanto
espectrales como de diferencias finitas. Sus principales ventajas son: ser incondicional-
mente estable, tener poca dispersion numérica y substituir los términos no lineales de
la adveccion euleriana por interpolaciones de los campos en los puntos origen de las tra-
yectorias semi-lagrangianas. Los primeros trabajos sobre adveccion semi-lagrangiana se
realizaron con modelos barotrépicos [Wiin-Nielsen, 1959]. Mas adelante, se combiné la
técnica semi-lagrangiana y la semi-implicita [Robert et al., 1985], consiguiendo aunar
las ventajas de ambas. Uno de los primeros modelos espectrales semi-lagrangianos y
semi-implicitos fue el desarrollado en ECMWEF [Ritchie, 1991]. Las ventajas de usar
simultaneamente la discretizacién espectral, la adveccién semi-lagrangiana y un esque-
ma temporal semi-implicito, hicieron que, durante los primeros anos de la década de
1990, la mayoria de los modelos fueran espectrales (a excepcién de unos pocos como el
operativo en el Metoffice). Mas adelante, la tendencia se fue invirtiendo, apareciendo
bastantes modelos operativos basados en diferencias finitas, elementos finitos o voliime-
nes finitos [Benoit et al., 1997; Cullen y Davies, 1991; Majewski et al., 2002]. En la
actualidad, sin embargo, siguen habiendo operativos modelos espectrales, como el In-
tegrated Forecast System del ECMWEF y el Global Forecast System del NCAR entre

otros.

2.2. Esquemas numéricos en modelos de prediccién

En la atmosfera se producen diversos procesos fisicos que deben incluirse en un
modelo de predicciéon para que éste sea lo mas realista posible. Por una parte, se
considera la atmosfera como un fluido que se rige por las ecuaciones de Euler, es
decir, aire con una proporcién variable de vapor de agua sometido a las leyes de la
termodindmica y mecanica clasicas. La parte del modelo que resuelve las ecuaciones
de Euler se llama la dindmica del modelo. Por otra parte, en la atmésfera se producen
procesos fisicos que no estan incluidos en las ecuaciones de Euler, como son los procesos

relacionados con la radiacién, la interaccion con el suelo, la turbulencia, la conveccién
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o la nubosidad, por citar algunos. Estos procesos se denominan en su conjunto las
parametrizaciones fisicas. En esta secciéon no trataremos los métodos numéricos usados
en las parametrizaciones fisicas, ya que en esta tesis se construye y se contrasta la

dindmica de un modelo espectral global.

2.2.1. Meétodos conservativos y no conservativos

Las ecuaciones de Euler implican la conservacion de determinadas magnitudes
fisicas en determinadas circunstancias. Las magnitudes que se pueden conservar son:
la masa, la entropia, la energia y la vorticidad potencial. En una situacién ideal, los
esquemas numéricos utilizados para resolver estas ecuaciones deberian respetar estas
propiedades de conservacién, sin embargo, no es posible alcanzar este objetivo, o al
menos no por ahora. Como mucho, se han conseguido métodos numéricos que conservan
algunas de estas magnitudes. El esfuerzo de investigacion dedicado a encontrar métodos
conservativos es enorme, tal como lo atestigua el volumen de articulos publicados en
este sentido. Veamos someramente algunos de los métodos numéricos mas populares y
sus propiedades respecto de la conservacion.

En un sistema de coordenadas cartesiano (x,y, z), las ecuaciones de Euler en un

campo gravitatorio se pueden escribir en forma conservativa de la siguiente forma:

oq(x,t)

ot + V- f(q(x,t)) = s(x,t,q(x,1)), (2.1)

donde las variables de prondstico q, los flujos f(q) y los términos fuente s(x, ¢, q(x,t))

son
P pu pv pw 0
pu pu’+p  pou pwu — PPy
a=| p |.f= pUY pv? +p pwu 8= —po, |, (2:2)
pw puw pow  pw?+p —po.

E u(E+p) v(E+p) w(E+p) pQ
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siendo p la densidad, (u,v,w) las componentes de la velocidad, E' la energia total, p la
presion, () el calor absorbido o cedido por unidad de masa y tiempo, ¢ el geopotencial
y V¢ = (¢4, ¢y, ¢.) su gradiente. La energia total E es la suma de las energias interna,
cinética y gravitatoria. La presién se puede escribir en funcién de las variables de

pronostico usando la relacion:

E:p(e+k+¢)=p<L+

(y—1Dp %(ug+vg+w2)+¢) '

Las ecuaciones (2.1) son adecuadas para aplicar el método de volimenes finitos
y conseguir esquemas numéricos que sean conservativos. A partir de la expresion de
s en la ecuacion (2.2), se deduce que la masa se conserva, pues la densidad no tiene
término fuente. EI momento por unidad de volumen se conserva en el caso de que no
haya campo gravitatorio, y la energia total se conserva en el caso de flujos adiabaticos,
en los que el calor intercambiado @) es cero.

El método de voliimenes finitos tiene muchas variantes y puede ser de alto orden
de precision [LeVeque, 2002; Toro, 1999]. Ademds de ser conservativo, el método de
volimenes finitos permite obtener soluciones precisas de problemas con discontinui-
dades (como ondas de choque, ondas de contacto y rarefracciones), usando para ello
soluciones exactas o aproximadas del problema de Riemann.

La idea central del método de voliimenes finitos es dividir el dominio espacial del
problema en una serie de volimenes disjuntos, integrar espacialmente la ecuacién (2.1)
en cada uno de dichos volimenes y usar el teorema de Gauss para la divergencia. De
esta manera, la integral de volumen para los flujos f(q) se convierte en una integral de
superficie, lo que permite obtener esquemas numéricos conservativos (con magnitudes
que se conservan globalmente para los casos en los que el término fuente es nulo). Es

decir, integrando (2.1) en un volumen V; se obtiene:

2/qalv:/ f(q)ds+/sdv,
ot Jy, av; Vi
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donde 0V} es la frontera del volumen V.

Los métodos de volimenes finitos se usan poco en los modelos de prediccion
numérica por motivos de eficiencia: son métodos costosos desde el punto de vista compu-
tacional ya que, al ser en general explicitos, requieren pasos de tiempo pequenos para
asegurar la estabilidad. La condicién Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [Courant et al.,
1967] impone un paso de tiempo At < Al/c, donde ¢ es del orden de la velocidad de las
ondas mas rapidas y Al la dimensién longitudinal més pequena de los volimenes. En
el caso de los modelos atmosféricos no hidrostaticos, las ondas mas rapidas son ondas
acusticas (con velocidades tipicas de ¢ &~ 400m/s), mientras que la dimensién longi-
tudinal mas pequena corresponde habitualmente a la distancia entre niveles verticales
cerca de la superficie (del orden de Az ~ 10m). Esto implica unos pasos de tiempo
de At ~ 0,025 s, inaceptables desde el punto de vista de coste computacional. Sin em-
bargo, existen modelos atmosféricos que usan la técnica de volimenes finitos, como del
MCORE [Ullrich y Jablonowski, 2012], que mejora la eficiencia separando el método
de volumenes finitos en dos partes, una horizontal explicita y otra vertical implicita
(en el siguiente apartado 2.2.2, veremos més detenidamente este tipo de técnica de
integracién temporal).

Asi pues, los métodos de voliimenes finitos son apropiados para lograr integracio-
nes en las que se conservan determinadas magnitudes, tipicamente la masa y la energia.
La conservacién de la energia puede reemplazarse facilmente por la conservacion de la
entropia substituyendo en (2.2) la variable de prondstico energia E por la entropia
o temperatura potencial 6 (funcién que depende exclusivamente de la entropia). La

ecuacion de pronéstico de la temperatura potencial es simplemente:

opb

SV (o) = 5(Q),

de manera que p# se conserva en el caso de flujos adiabéticos en los que el término fuen-

te s(Q) es nulo. Hay que tener en cuenta que, en el caso de querer obtener soluciones de
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problemas con discontinuidades (como es el caso de las aplicaciones para la aeronauti-
ca, en las que pueden existir ondas de choque o de contacto), no se puede reemplazar
la energia por la entropia, ya que la entropia no se conserva en las discontinuidades
mientras que si lo hace la energia. En modelizaciéon atmosférica, las soluciones discon-
tinuas no son de interés, de manera que la substitucion de la energia por la entropia
como variable de prondstico puede ser adecuada. Simplemente se obtiene un esquema
que conserva la entropia en vez de la energia.

Una magnitud de gran importancia en meteorologia dindmica es la vorticidad
potencial. Esta magnitud es funcion de la densidad, temperatura potencial y vorticidad

absoluta. Su expresién es:

donde w es la vorticidad absoluta. La ecuacion de conservacion se puede escribir como

[Hayne y McIntyre, 1990]:

%_’_v.(pyu):V(qw—vae), (2.3)

siendo ¢ la variacién material de la temperatura potencial y F las fuerzas viscosas
por unidad de masa. Es de gran interés que los modelos atmosféricos verifiquen la
conservacion de la vorticidad potencial que se deriva de la ecuacién (2.3), sin embargo,
ninguno lo consigue. De hecho, en los articulos publicados sobre modelos numéricos no
se suele hacer ningun test relacionado con esta magnitud, ausencia que resulta un tanto
sorprendente. Arakawa y Lamb [1981] consiguieron un esquema numérico que conserva
la vorticidad potencial y la energia para el sistema de ecuaciones de aguas someras. Sin
embargo, para las ecuaciones de Euler no se ha encontrado un esquema similar. En los
trabajos de Salmon [2005] y Gassmann [2013] se proponen generalizaciones del trabajo

propuesto por Arakawa. Por ahora, los modelos de prediccién operativos no conservan
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la vorticidad potencial, y al respecto simplemente se estima que la vorticidad potencial
se conserva de forma tanto méas aproximada en las simulaciones cuanto mayor sea el
orden de exactitud de los métodos numéricos utilizados.

Se ha mencionado la técnica de volimenes finitos como un método numérico
esencialmente conservativo. Opuesto a éste, el método espectral es esencialmente no
conservativo. Asi como la técnica de volumenes finitos es adecuada para obtener solu-
ciones de problemas en los que existen discontinuidades, el método espectral no lo es,
ya que una de sus hipotesis de partida es que las soluciones son continuas con derivadas
continuas. A pesar de que el método espectral es no conservativo y no es capaz de obte-
ner soluciones discontinuas, tiene otras ventajas, como es el alto orden de precision en
el calculo de las derivadas. Ademas, es adecuado para la implementacion del esquema
semi-implicito, de interés por su eficiencia al permitir pasos de tiempo grandes. Estas
propiedades hacen que el método espectral sea usado ampliamente hoy en dia, sobre
todo en modelos globales.

En los modelos de prediccion, el método espectral se basa en representar los
campos meteorologicos en las dimensiones horizontales mediante series truncadas de
funciones ortonormales. Por conveniencia, se escogen las funciones propias del operador
laplaciano: armoénicos esféricos en el caso de modelos globales, y funciones sinusoidales
en el caso de modelos de area limitada.

En general, una funciéon cualquiera g se puede representar, bien mediante un
conjunto de componentes espectrales g, o bien mediante el valor de la funcién en
un conjunto suficientemente numeroso de nodos xj, del espacio fisico, es decir, g(xx).
La transformacion desde el espacio espectral al fisico, llamada transformacion inversa,

consiste en evaluar la siguiente serie en cada uno de los nodos:

g(xx) = Zgj Vj(Xk), (2.4)
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donde v;(x) son las funciones ortonormales y N el orden de truncacién. Por otra parte,
la transformacion desde el espacio fisico al espectral, llamada transformacion directa,

consiste en integrar numéricamente la expresion:

g = / () 1 (x) d, (2.5)

a partir de los valores de la funcién en cada nodo, es decir, g(xy). No entraremos en
detalles, pero conviene mencionar que el nimero de nodos y el nimero de componentes
espectrales debe ser consistente, de manera que se recuperen los mismos componen-
tes espectrales después de hacer una transformacién inversa seguida de una directa.
Ademas, en los modelos numéricos espectrales, el problema de aliasing, relacionado
con las transformaciones directa e inversa de términos no lineales, debe tenerse en
cuenta cuidadosamente.

En un modelo espectral, las transformaciones directa e inversa se realizan en
cada paso de tiempo, por lo que es muy importante optimizar estos calculos. Para la
transformada de Fourier, existe un algoritmo que permite realizar las transformaciones
directa e inversa con un nimero de operaciones proporcionales a N log N, en vez de
N2, Sin la existencia de este algoritmo, los modelos espectrales no serfan viables a altas
resoluciones, debido al excesivo coste computacional. Como se verd en el capitulo 3, en
los modelos espectrales globales, ademas de transformadas de Fourier en la direcciéon de
los paralelos, se requieren transformadas de Legendre en la direcciéon de los meridianos.
La ausencia de un algoritmo rapido para estas trasformaciones es un inconveniente
grave cuando se aumenta la resolucién por debajo de los 10 km.

En general, si se quiere usar el método espectral para resolver la siguiente ecua-
cion:

dq(x, 1)

—5 -tV flalxt) =s(x 1 alx.1),
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se substituye la funcién q(x,t) por una serie truncada:

) =Y an(t) vi(x), (2.6)

donde G (t) son los coeficientes que deben conocerse para determinar la solucién apro-
ximada de la ecuacién a resolver. Los coeficientes qi(t) se determinan aplicando el

método de Garlekin, es decir, imponiendo que el residuo sea ortogonal a las funciones

Ur(x):

oq(x,t . .
J (P85 4 9 tatx 0) - sttt 0) ) vatx)do 0. 27)
Substituyendo en (2.7) la expresiéon para q dada en (2.6), y teniendo en cuenta
que las funciones v, (x) son ortonormales, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

dqx(t)
dt

" / V£ (@(x, 1)) () dv = / s (%, ,4(%, 1)) i (z) do. (2.8)

Para resolver este sistema, en primer lugar se aplica la transformacién inversa
(2.4) a las componentes espectrales qy(t) para obtener §(xx,t). De forma andloga se
obtiene (V-q)(xx, t) a partir de las componentes espectrales de las derivadas (V-q)(t).
Es importante resaltar que estas derivadas, al estar calculadas en el espacio espectral,
tienen un orden de exactitud igual al niimero de componentes espectrales, y por tanto
muy superior a los 6rdenes usados en diferencias finitas. A continuacién, a partir de
estos valores se calcula en cada nodo el valor de (V - f)(xy,t) v s(xg, t). Finalmente se
obtienen los coeficientes espectrales (V- f)x(t) y si(t) usando la transformacién directa
(2.5), de manera que la ecuacion (2.8) se reemplaza por:

day,
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Las ventajas del método espectral, tal y como se ha mencionado, es el alto orden
de exactitud en el célculo de las derivadas, y el hecho de que se adapta muy bien al
esquema semi-implicito. Por contra, no es conservativo, defecto importante en algunos
casos, como en las integraciones climaticas. Otro inconveniente, menos severo, es que

no resuelve problemas con discontinuidades.

2.2.2. Estabilidad y eficiencia: métodos de integracion temporal

En general, la eficiencia de un modelo de prediccién es proporcional al paso de
tiempo At, e inversamente proporcional al coste computacional requerido para avanzar
un paso de tiempo.

Comparados con los métodos explicitos, los métodos implicitos son estables para
pasos de tiempo relativamente grandes. Por tanto, son mas eficientes desde este punto
de vista. Sin embargo, un paso de tiempo implicito es, en general, mas costoso que
uno explicito. Veremos en esta secciéon una breve relaciéon de algunos de los métodos
de integracién temporal més utilizados en los modelos atmosféricos, en relacion a su
eficiencia y estabilidad.

Un sencillo problema numérico permite mostrar la importancia de los métodos
implicitos en la estabilidad y eficiencia de las simulaciones. Supongamos que queremos

calcular la solucién numérica de la siguiente ecuacién de oscilacion simple:

dip(t
% = iwi(t),
cuya soluciéon analitica es:
V() = o e, (2.9)

mediante el esquema numérico siguiente:

Y(t+ AAtZ —o) _ ((1 —a)(t) + ad(t + At)) , (2.10)




Capitulo 2. Métodos numéricos en modelos de prediccién 21

donde At es el paso de tiempo y « es un parametro entre 0 y 1. El método se denomina
Euler explicito cuando a@ = 0 y Euler implicito en el caso a = 1. Ademas, es de
segundo orden cuando o = 1/2, siendo de primer orden en los demés casos. Un paso
de tiempo consiste en obtener el valor &(tjt At) a partir de &(t) mediante la resolucién
de la ecuacién (2.10). De esta manera, conocido el valor inicial 1)y, se puede obtener la
soluciéon numérica en un instante t = kAt iterando k veces el procedimiento. En este
sencillo ejemplo, la solucién analitica (2.9) se conoce, de manera que es posible calcular
el error de la amplitud y fase de la solucién numérica (2.10) al cabo de un paso de

tiempo.

Error en amplitud y fase

2.5 .

amplitud

Figura 2.1: Errores relativos de la solucién numérica de la ecuacién de oscilacién simple para diferentes
valores del pardmetro «. Los graficos en azul, rojo y verde corresponden a valores wAt iguales a 1/2,
1 y 2 respectivamente.

La amplitud de la solucién numérica aumenta con el tiempo cuando a < 1/2,
indicando que el esquema es inestable en estos casos, tal como se observa en la figura

2.1. Por el contrario, para a > 1/2 la amplitud disminuye, y por tanto la solucién se
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amortigua progresivamente. Unicamente en el caso o = 1 /2 la amplitud de la solucién
numérica coincide con la solucién analitica. Por otra parte, los errores en amplitud son
mayores cuanto mayor es el producto wAt, es decir, cuanto mayor es el paso de tiempo
respecto del periodo de la oscilacién. Esto indica que, en el caso estable, a > 1/2, las
oscilaciones rapidas se amortiguan mas rapidamente que las lentas. De forma similar,
en el caso inestable o < 1/2, las oscilaciones répidas explotan més rapidamente que
las lentas. En cuanto al error en la fase, para cualquier valor de « la fase de la solucién
numeérica es menor que la de la solucién analitica, es decir, la solucién numérica es
siempre mas lenta, y va retrasandose respecto de la analitica, tal como se observa en la
figura 2.1. Como ocurre con la amplitud, los errores en la fase son més grandes cuanto
mayor es el producto wAt. Tal como cabe esperar, son menores en el caso o« = 1/2 .

En problemas més complejos, el analisis de estabilidad es mucho mas dificil. Sin
embargo, en lineas generales, se obtienen resultados cualitativamente parecidos a los
obtenidos en la ecuacién de oscilacién simple (2.10): los esquemas implicitos son mas
estables y amortiguan las ondas, especialmente aquellas con frecuencias mas altas.

Exponemos a continuacion un breve resumen de dos de los métodos de integracion
temporal mas utilizados en modelizaciéon atmosférica: el método HEVI y el método
semi-implicito. El método HEVI se usa en modelos no espectrales, como el modelo
MMS5 [Dudhia, 1993], el WRF [Skamarock et al., 2005] o el COSMO [Baldauf et al.,
2011]. El método semi-implicito se utiliza en modelos espectrales y no espectrales,
como el modelo espectral hidrostético del ECMWF [Ritchie et al., 1995], el modelo no
espectral hidrostético HIRLAM [Gustafsson y McDonald, 1996] o el modelo espectral
no hidrostatico ALADIN [Bénard et al., 2010].

El método HEVI, Horizonally Fxplicit Vertically Implicit, se basa en distinguir,
en las ecuaciones de prondstico, los términos responsables de la evolucién de modos
rapidos de aquellos términos responsables de modos lentos, y en utilizar esquemas

de integracion temporal distintos para cada uno de ellos. Es decir, las ecuaciones de
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evolucion se escriben como:

0q(x,t)

ot + F(q(x,t)) + S(q(x,t)) =0,

donde, tal como sugieren Skamarock y Klemp [1992], la aceleracién de Coriolis y la
adveccién se incluyen en el término lento S(q), y las ondas acusticas en el rdpido F(q).
Las ondas gravitatorias se consideran lentas en la horizontal y rdpidas en la vertical. En
general, no es posible hacer una separacién clara de términos responsables de modos
rapidos F(q) y modos lentos S(q). Esta separacién se realiza de forma aproximada,
deduciendo los términos rapidos a partir de las perturbaciones lineales de las ecuaciones
de prondstico respecto de una atmésfera de referencia [Skamarock y Klemp, 1992].

En el método HEVI se usan dos pasos de tiempo distintos, uno grande Atg para
los modos lentos y otro pequeno Aty para los modos rapidos. En cada paso de tiempo
Atg se realizan varios pasos de tiempo Atg. El paso de tiempo pequeno es implicito
en la vertical y explicito en la horizontal, mientras que el paso de tiempo grande es
explicito tanto en la vertical como en la horizontal. La eficiencia se consigue por varios
caminos. Por una parte, el paso de tiempo rapido es poco costoso (resuelve en cada
punto de rejilla un sistema lineal relativamente sencillo) y los modos lentos se evalian
pocas veces (una sola vez cada paso de tiempo grande). Por otra parte, no es necesario
resolver en cada paso de tiempo costosas ecuaciones de Helmholtz tridimensionales,
como las que aparecen en los modelos semi-implicitos.

Al contrario que en el método HEVI, en el método semi-implicito no se hace una
separacién de las direcciones horizontal y vertical, sino que se tratan conjuntamente
ambas [Robert et al., 1972]. Este método se basa en el uso de un modelo lineal respecto
de una atmésfera de referencia isoterma y en equilibrio hidrostatico. Asi, las ecuaciones

de prondstico se escriben:

aq(x,t)

BT + L(q(x,t)) + N(q(x,t)) =0, (2.11)
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donde L(q) es el modelo lineal tratado implicitamente y N(q) es la parte no lineal
tratada explicitamente. Para poder resolver el sistema lineal que se deriva de (2.11), el
modelo lineal debe tener coeficientes constantes y por tanto no incluye la orografia. Su
funcién es la de amortiguar las ondas rapidas y estabilizar el modelo, haciendo posible
el uso de pasos de tiempo relativamente grandes. Uno de los inconvenientes de este
método es que, al no estar incluida la orografia en el modelo lineal, pueden producirse
inestabilidades en simulaciones de muy alta resolucion en zonas con orografia abrupta.
Existen diversas variantes del método con distintas propiedades desde el punto de vista
de la estabilidad [Bénard, 2003]. Asi, el llamado esquema semi-implicito de tres pasos

de tiempo se discretiza como:

q(t+ At) — q(t — At) L (q(t — At) + q(t + At)

- : )+ Nate) ~o.

donde se resuelve para q(t + At) invirtiendo un sistema lineal tridimensional mediante

el método espectral.



Capitulo 3

Discretizacion en modelos

espectrales

Las ecuaciones de prondstico que rigen la dindmica atmosférica relacionan fun-
ciones, como la temperatura, la presion o la velocidad del aire, que deben representarse
numéricamente de forma aproximada, tanto espacial como temporalmente. Esta repre-
sentacion debe ser optima en algtin sentido. En general, en modelizacién atmosférica
operativa se trata de encontrar un equilibrio entre la precision, la estabilidad y la eficien-
cia. Este ultimo punto es importante, pues las predicciones deben estar disponibles en
un tiempo que las mantenga ttiles, con valor. En el capitulo 2 se mencionaron algunas
de las técnicas de discretizacién mas usadas, resaltando las ventajas e inconvenientes
de cada una de ellas. En este capitulo describiremos las técnicas de discretizacion espa-
cial de los modelos espectrales. En estos modelos, la discretizaciéon horizontal se basa
en las funciones propias del laplaciano horizontal, que en los modelos globales son los
armonicos esféricos [Ritchie et al., 1995] y en los de area limitada funciones sinusoidales
[Bénard et al., 2010; Bubnové et al., 1995]. Por otra parte, la discretizacién vertical se
basa en la técnica de diferencias finitas [Bénard et al., 2010; Bubnové et al., 1995] o

de elementos finitos [Untch y Hortal, 2006]. Ademads, la discretizacién temporal de los
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modelos espectrales es semi-implicita, eficiente por permitir pasos de tiempo grandes
[Robert, 1981].

El capitulo empieza con una descripcién de los tipos de coordenada vertical méas
usados en modelizaciéon numérica del tiempo. Las coordenadas que siguen el terreno,
usadas mayoritariamente, se pueden clasificar en dos grupos: las basadas en masa y las
basadas en altura. Las primeras son utilizadas principalmente en modelos hidrostaticos,
siendo las segundas mas populares en modelos no hidrostaticos. En el apartado 3.1 se
describen estos tipos de coordenada vertical y cémo se escriben las ecuaciones de Euler
en cada caso. Sigue, en el apartado 3.2, una explicacién de cémo se discretiza vertical-
mente la atmosfera en los modelos espectrales: en capas atmosféricas o niveles enteros,
delimitadas por superficies que se denominan niveles intermedios. Los operadores ver-
ticales, como la derivada respecto de la coordenada vertical, se construyen siguiendo
la técnica de diferencias finitas o elementos finitos. En el apartado 3.3 se expone en
qué consiste la discretizacion horizontal en los modelos espectrales y cémo se usan las
funciones propias del laplaciano horizontal para este propdsito. Se describe como se
calculan las derivadas horizontales y el uso en el espacio espectral de la divergencia y el
rotacional como alternativa a las componentes horizontales de la velocidad [Temperton,
1991]. El capitulo acaba con una exposicién del problema del coste computacional de
las transformaciones espectrales en los modelos globales de alta resolucion, y las lineas

de investigacién actualmente en marcha para resolver este problema.

3.1. Tipos de coordenada vertical

Tradicionalmente, los modelos de prediccion numérica del tiempo se construyen
utilizando algun tipo de coordenada vertical que sigue la orografia. Con este tipo de
coordenada vertical, la orografia y el limite superior de la atmoésfera coinciden con
superficies definidas por un valor constante de la coordenada vertical, usualmente 0
y 1. Hoy en dia se usan basicamente dos tipos de coordenada vertical que siguen la

orografia: una basada en masa y otra basada en altura.
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La coordenada vertical basada en masa se usa en muchos modelos hidrostaticos,
tanto globales como de area limitada. Por ejemplo, el modelo global IFS [Ritchie et al.,
1995] y el de area limitada HIRLAM, desarrollado por un consorcio de paises europeos
[Gustafsson y McDonald, 1996; McDonald y Haugen, 1992, 1993].

Por otra parte, la coordenada vertical basada en altura es mas comin encontrarla
en modelos no hidrostaticos. Por ejemplo, el modelo global UM desarrollado en MetOf-
fice [Davies et al., 2005] y el de érea limitada COSMO, desarrollado por un consorcio
de paises europeos [Doms y Schéttler, 2002].

En general, los modelos no hidrostaticos usan la coordenada basada en altura,
mientras que la coordenada basada en masa es mas popular en modelos hidrostati-
cos. Una notoria excepcién a esta regla es el modelo ALADIN [Bénard et al., 2010;
Bubnova et al., 1995], modelo no hidrostatico con coordenada vertical basada en masa.

A continuacién introducimos los dos tipos de coordenada vertical y discutimos

brevemente cémo se escriben las ecuaciones de Euler en cada caso.

3.1.1. Coordenada basada en masa
Bajo la aproximacién de una atmosfera hidrostatica, la presion en un determinado
nivel es proporcional a la masa de atmdsfera que hay por encima de este nivel. Es decir,

de la ecuacién de equilibrio hidrostatico:

on
&(x7yaz7t):_gp('rayazut>’ (31>

se deduce que:

@y t) = g / oy, 2 6)d2, (3.2)

donde 7(z,y, z,t) es la presion hidrostética, g la aceleracién de la gravedad considerada
constante y p(x,y, z,t) la densidad el aire. Se ha considerado que la presién hidrostética

es cero en el tope superior de la atmosfera. A partir de (3.1) se observa que, dado que
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la densidad es una magnitud definida positiva, la presién hidrostatica es una funcion
mondétona con la altura: siempre decrece conforme aumenta la altura. Esta propiedad
permite definir la presion hidrostatica como coordenada vertical.

Una forma de construir una coordenada vertical que sigue el terreno basada en

la presién hidrostatica es utilizando la presion hidrostatica en superficie de esta forma:

(x,y,2,t) — 7p

71—s(xa Y, t) — T

o(x,y,z,t) = , (3.3)

donde 7(x,y, z,t) es la presién hidrostatica definida en (3.2), ms(z,y,t) es la presién
hidrostatica en superficie y 7r es la presion hidrostatica en el limite superior conside-
rado. En esta coordenada, llamada coordenada sigma, o(x,y, z,t) = 1 corresponde a la

superficie, mientras que o(z,y, z,t) = 0 corresponde al limite superior.

Sigma

30

0 . . f . h . A
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
X (km)

Figura 3.1: Niveles de coordenada sigma constante.

Una variante mejorada de esta coordenada vertical es la coordenada vertical hibri-
da introducida por Simmons y Burridge [Simmons y Burridge, 1981]. La coordenada
vertical hibrida se comporta en niveles bajos como coordenada sigma y como coorde-

nada isobarica en niveles altos, siendo la transicién entre ambas suave. Se define de
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forma implicita a través de la expresion:

m(z,y,m,t) = A(n) + ms(z,y,t) B(n), (3.4)

donde las funciones A(n) y B(n) controlan el comportamiento de la coordenada vertical
y su transicién de coordenada sigma a coordenada isobarica. Usualmente las funciones
A(n) vy B(n) no se dan de forma analitica, ya que es suficiente conocer su valor en cada

uno de los niveles del modelo.

3.1.2. Coordenada basada en altura

Una de las diferencias entre las coordenadas verticales basadas en masa y las
basadas en altura es que, las primeras dependen del tiempo a través de la presién
hidrostética (3.2), mientras que las segundas no dependen el tiempo. Ademas, en la
primeras es necesario realizar una integraciéon de la ecuacion de equilibrio hidrostéatico
(3.1) para obtener la altura a la que se sitia cada nivel, mientras que en las segundas
esto no es necesario.

Por lo demas, la obtencion de una coordenada que sigue el terreno se realiza de
forma similar en ambos tipos de coordenada, a partir de la presion hidrostatica en un
caso y de la altura en otro.

La coordenada vertical basada en altura que sigue el terreno mas sencilla es la de

Gal-Chen [Gal-Chen y Sommerville, 1975]. Se define como:

donde Hr es la altura del tope rigido del dominio espacial y Hg(z,y) representa la
orografia. En este caso, Z = 0 es el limite inferior del dominio mientras que Z =1 es

el limite superior. Invirtiendo (3.5) se obtiene la altura a la que se sitia cada nivel:

2(z,y,Z) = Hg(z,y) (1 — Z) + Hr Z, (3.6)
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y por tanto:

es decir, la inclinacion de los niveles del modelo es proporcional al gradiente horizontal
de la orografia y disminuye linealmente con la coordenada vertical.

Formulaciones alternativas a esta son las descritas en Davies et al. [2005] y Schér
et al. [2002]. Ambas tratan de reducir la influencia de la orografia con la altura de
forma mas eficaz que la coordenada Gal-Chen.

La coordenada hibrida basada en masa tiene la caracteristica de que, a partir
de un determinado nivel, los niveles de coordenada vertical constante son superficies
isobdricas [Simmons y Burridge, 1981]. La coordenada vertical hibrida basada en altura
del modelo UM posee esta caracteristica, aunque a partir de un determinado nivel son
superficies de altura constante en lugar de superficies isobaricas [Davies et al., 2005].
Para esta coordenada vertical, el valor de la altura z(x,y, Z) en funcién del nivel Z y

la orografia Hp(x,y) es:

HrZ+ Hg(x,y)(1 —Z/Z;)? si0<Z<Z
gy = ) T Hale) (1= 212) g .
HrZ siZp<Z<1
de manera que para Z > Zp los niveles del modelo tienen altura constante, adaptandose
progresivamente a la orografia para Z < Z;. En la coordenada de Schar la funcién a
utilizar es [Schér et al., 2002]:

sinh(1 — Z)p3

Z(xay>Z):HTZ+HB(x>y) sinhﬁ )

(3.8)

donde S es un parametro libre a determinar. En el caso § = 1 se obtiene una coordenada
vertical similar a la de Gal-Chen, mientras que en el caso § > 1 la influencia de la

orografia disminuye mas rapidamente con la altura.
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3.1.3. Ecuaciones de Euler y coordenada vertical

A continuacién veremos como se expresan las ecuaciones de Euler usando distintas
coordenadas verticales. Para simplificar, sin perder generalidad, se considera una di-
mension horizontal y una vertical. Las ecuaciones de Euler en coordenadas Cartesianas

(x, z) son [Laprise, 1992]:

du 10p
ket 8 .
dt * pOox (39)
dw 10p
- X =~F, 3.10
Y 9t Y i (3.10)
d'  RTdlnp @
- _ = = = 3.11
. C, dt C, (3:.11)
dinp  Copy @ (3.12)

siendo la divergencia D:

_Ou  Ow

En las ecuaciones (3.9) a (3.12) u,w son las componentes de la velocidad, p la
presion, T' la temperatura, F, y F, son las componentes de la fuerza por unidad de
masa y tiempo (exceptuando la fuerza del gradiente de presién y gravitatoria), @) el
calor dado al aire por unidad de masa y tiempo, C, y C, los calores especificos del aire
seco a volumen y presion constante respectivamente y R la constante del aire seco. Si
~v = 0, las ecuaciones son hidrostaticas, siendo no hidrostaticas en el caso v = 1.

Si se utiliza la presion hidrostatica como coordenada vertical, estas mismas ecua-

ciones se escriben [Kasahara, 1974; Laprise, 1992]:

du 10p | Op0: _
dt  pox Yoror "

dw dp
T T (1_8_7r) =F;
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dT RT dlnp Q

dat - C, dt C,
dlnp C’pD Q

a ot or
donde la divergencia D es:

ou 0z Ou ow

D= e T 950 0: ~ o

y la altura se calcula mediante:

s dﬂ-/
z(x,m,t) = z5(x) — .
( ) ( ) /7rS gp(l',’ﬂ'/,t)

Finalmente, en el caso de usar la coordenada vertical hibrida definida en (3.4) las

ecuaciones de Euler no hidrostéticas son las siguientes [Laprise, 1992]:

du 10p g Op0Oz

E—'—p@x m On Ox

vcflt +9 <1—ig—i) ="F,
dI"  RT'dlnp Q

dat  C, dt G,
dlnp_i_% . Q

dt C, C,T

=0,

O (om\ 9 (,0m\, 9 (.07
ot \an ) "oz \"an) " an oy

donde se define:

_dA_dB
~dp 7TSdn’

3
I
S{E G

la divergencia se expresa como:

ou gpdzOou gpow
D=2 9rPg=cn gPuw
8x+m8x877 m on’

(3.13)
(3.14)
(3.15)
(3.16)

(3.17)



Capitulo 3. Discretizacién en modelos espectrales 33

y la altura se calcula mediante:

e m(x7n/’t) /
z(x,m,1) Zzo(w)+/ ———d’.
n  9p(x, 1)

El modelo ALADIN [Bénard et al., 2010; Bubnova et al., 1995] se construye par-
tiendo de las ecuaciones de Euler (3.13) a (3.17) en su versién tridimensional. Las
variables de pronédstico del modelo ALADIN son las componentes horizontales de la
velocidad, la temperatura, la presion hidrostatica en superficie y dos variables rela-
cionadas con la ecuacion del momento vertical: la desviacién de la presion respecto
de la presiéon hidrostatica y una variable relacionada con la divergencia vertical de la

velocidad:

P
=In— 1
¢=1In— (3.18)
_ D ow 0z 0u

Se escogen es estas variables de prondstico por criterios de estabilidad. En Bénard
et al. [2005] se analiza la estabilidad de las ecuaciones linealizadas del modelo ALADIN
en presencia de orografia y se concluye que la eleccion de las variables de prondstico, y
en particular la divergencia (3.19), son determinantes para la estabilidad del modelo.

Una consecuencia de elegir una coordenada vertical basada en masa es que, para
escribir las ecuaciones de Euler, se requieren la derivada y la integral respecto de la
coordenada vertical. Sin embargo, con la coordenada vertical basada en altura soélo es
necesario la derivada. El siguiente apartado, donde se detallan aspectos de la discreti-
zacion de los operadores verticales, se centrara en el operador derivada, pues el modelo

numérico presentado en este trabajo utiliza una coordenada vertical basada en altura.

3.2. Discretizacion vertical
Para la discretizacion en la direccién vertical empleada en el modelo de esta tesis,

se ha seguido la técnica bastante comun de dividir la atmoésfera en capas o niveles
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enteros, separados por superficies o niveles semi-enteros.

En la construccion del operador derivada respecto de la coordenada vertical hibri-
da basada en altura, descrita en la seccién 3.1.2, se han probado dos técnicas: la técnica
de elementos finitos [Simarro y Hortal, 2011] y la de diferencias finitas [Simarro et al.,
2013]. La técnica de elementos finitos, mds precisa y menos estable en presencia de oro-
grafia que la de diferencias finitas, se ha probado en un modelo bidimensional [Simarro
y Hortal, 2011]. Por otra parte, la técnica de diferencias finitas, menos precisa aun-
que mas robusta, se ha implementado y probado en un modelo tridimensional global

[Simarro et al., 2013].

3.2.1. Diferencias finitas

El dominio espacial se divide en la direccién vertical en N, capas atmosféricas
denominadas niveles enteros, delimitadas entre si por los llamados niveles intermedios.
La capa atmosférica mas baja estd delimitada por el limite inferior del modelo (oro-
grafia) y el nivel intermedio més bajo, mientras que la més alta lo estd por el nivel
intermedio mas alto y el limite superior del modelo (tope atmosférico). Los niveles
intermedios y los limites inferior y superior quedan determinados por N, + 1 valores
de la coordenada vertical, desde Z% hasta 7y, 1 siendo los limites inferior y superior
Z 1= 0y Zy, 1= 1 respectivamente. Por otra parte, los niveles enteros tienen aso-
ciados N, valores de la coordenada vertical, desde Z; hasta Zy,, situados en el punto

medio de los niveles intermedios que las definen, es decir:

La altura a la que estan situados los niveles depende de cémo esté definida la
coordenada vertical. Las relaciones entre altura z, coordenada vertical Z y orografia
Hp(x,y) para cada una de las coordenadas verticales descritas en la seccién 3.1.2

son: (3.6) para la coordenada Gal-Chen [Gal-Chen y Sommerville, 1975], (3.7) para la
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coordenada hibrida del modelo UM [Davies et al., 2005] y (3.8) para la coordenada
vertical estudiada por Schér et al. [2002]. En cualquier caso, todas coinciden en que
la altura z(z,y,Z) es una funcién mondtona creciente en Z y en que la orografia y
el tope atmosférico son las superficies definidas por Z(z,y,2) = 0y Z(x,y,z) = 1

respectivamente.

29/2 = 1 w
Z, e T,p,u,v
Z7/2 w
L, e T,p,u,v
Z5/2 w
Z, e T.p,u,v
Z3/2 w
A RGOORLTILEEEES T,p,u,v

Z =0 w

Figura 3.2: Rejilla vertical de Lorenz: en los niveles enteros se define la temperatura, la presion y la
velocidad horizontal, y en los niveles intermedios la velocidad vertical.

Las variables de prondéstico se pueden situar en niveles intermedios o enteros. Lo-
renz [1960] propone situar todas las variables de prondstico en niveles enteros excepto
la velocidad vertical, que se sitia en niveles intermedios. Otra opcién es la propuesta
por Charney y Phillips [1953] en la que, ademds de la velocidad vertical, también la
temperatura potencial se sitiia en niveles intermedios. Como muestra de la importancia
que tiene la discretizaciéon vertical de las variables de prondéstico, citamos los trabajos
Thuburn y Woolings [2005] y Thuburn [2006], en los que se estudian los modos norma-
les atmosféricos en funcion del tipo de coordenada vertical, las variables de prondstico
utilizadas y su disposicién en los niveles enteros e intermedios. Thuburn y Woolings
[2005] calculan las relaciones de dispersién numéricas de los modos normales para un
amplio conjunto de diferentes discretizaciones verticales de las ecuaciones de Euler, y

las comparan con las relaciones de dispersién analiticas. Consideran tres tipos de coor-
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denada vertical: basada en altura, basada en masa e isentrépica. Para cada coordenada
tienen en cuenta diferentes conjuntos de variables de pronéstico y disposicion de éstas
en los niveles verticales enteros e intermedios. Se detecta en este trabajo que muchas
elecciones son probleméaticas por tener modos computacionales, ser inestables o ser
inexactas. Otro trabajo interesante a este respecto es un reciente estudio de Holdaway
et al. [2012a,b] en el que se comparan las disposiciones de las variables de prondstico de
Lorenz y Charney-Phillips en relacién a las parametrizaciones fisicas de la capa limite.

En el modelo que proponemos en los siguientes capitulos hemos optado por la
disposicion de variables de prondstico de Lorenz. En la figura 3.2 representamos los
niveles enteros e intermedios y las variables de prondstico del modelo. Es de notar
que la tnica variable de prondstico en los limites inferior y superior es la velocidad
vertical. En el capitulo 4 explicamos con detalle que la variable de prondstico en los
niveles intermedios es la wvelocidad vertical contravariante, cuyo valor es cero en los
limites inferior y superior (es decir, W (z,y, Z,t) = 0 para Z =0y Z = 1). Este hecho
lo tendremos en cuenta a la hora de discretizar los operadores verticales que operan
sobre funciones definidas en niveles intermedios y que son nulas en los limites inferior
y superior.

En las ecuaciones de Euler aparece el operador derivada respecto de la coordenada
vertical, y por tanto, se requiere estimar el valor de la derivada de una funcién a partir
de los valores de dicha funcién en los niveles del modelo. Normalmente, cuando se usa
la técnica de diferencias finitas, el resultado de esta estimacién se da en niveles enteros
si la funcién viene dada en niveles intermedios, y viceversa, el resultado se da en niveles
intermedios si la funcién viene dada en niveles enteros. Asimismo, como se vera mas
adelante, en el curso de la discretizacién vertical de las ecuaciones de Euler, es necesario
estimar el valor de una funcién dada en niveles enteros cuando ésta esta definida en
niveles intermedios y viceversa.

Por tanto, se requieren dos tipos de operadores verticales: la derivada y la in-
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terpolacion respecto de la coordenada vertical. A su vez, para cada uno de éstos se
requieren dos versiones: una, que dada una funcién en niveles intermedios, proporcione
el resultado (derivada o interpolacién) niveles enteros; y dos, que dada una funcién en

niveles enteros, proporcione el resultado en niveles intermedios.

Derivada de f(Z) = sin(9 1 2)

df/dz

_30 L L L L L L L L L L ]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
z

Figura 3.3: Derivada de la funcién f(Z) = sin(97Z). En azul, el valor analitico, en rojo el valor
numérico calculado con el operador Dy de orden 4 a partir de los valores de la funcién en una rejilla
vertical de 20 niveles regularmente espaciados.

Siguiendo la técnica de diferencias finitas, los operadores verticales derivada e
interpolacion se obtienen considerando una serie de Taylor truncada. Dados P puntos
en los cuales una funcién ¢(Z) es conocida (es decir, dados los valores ¢; = ¢(Z;) a

op = ¢(Zp)), el siguiente sistema de ecuaciones permite evaluar la funcién ¢(Z) y sus

derivadas en un punto problema cualquiera Z:

Pl sy (7 R
6= 5Bz ap jenn (3.20)
k=0

En efecto, a partir del sistema (3.20), el valor interpolado ¢ (Z) y la derivada
qﬁ(l)(Z ) pueden calcularse en el punto problema Z como una combinacién lineal de los
valores conocidos de la funcién ¢, a ¢p. Se observa que, aunque no son necesarias, se
pueden estimar derivadas de orden superior.

De esta forma, se definen cinco operadores verticales. Ez y D son los operadores
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interpolacion y derivada que proporcionan los resultados en niveles intermedios a partir
de una funcién conocida en niveles enteros. Se representan por matrices (N, —1)x N,. De
forma andloga, E, y D, son los operadores interpolacién y derivada que proporcionan
los resultados en niveles enteros a partir de una funcién conocida en niveles intermedios.
Se representan por matrices N, x (N, — 1). En la construccién de los operadores E
y D, se asume implicitamente que la funcién a la cual se aplica el operador vale cero
en los limites inferior y superior (esta funcién puede ser, por ejemplo, la velocidad
vertical contravariante). Sin embargo, como se verd en el capitulo 4, en la ecuacién
del momento es necesario aplicar un operador interpolaciéon a funciones definidas en
niveles intermedios que no son cero en los limites del modelo. Este operador, denotado

por EZ, se representa mediante una matriz N, x (N, — 1).

Derivada de f(Z) = sin(9 t2)

dfidz

Figura 3.4: Derivada de la funcién f(Z) = sin(97Z). En azul el valor analitico, en rojo el valor
numérico calculado con el operador D, de orden 4 a partir de los valores de la funcién en una rejilla
vertical de 20 niveles regularmente espaciados.

Para probar la exactitud de los operadores verticales asi definidos, se ha conside-
rado la funcién f(Z) = sin(977) y una rejilla vertical de 20 niveles, y se han comparado
los resultados numéricos y analiticos. En las figuras 3.3 y 3.4 se presentan los resultados
para los operadores Dz y D, respectivamente, habiendo tomando P = 4 en la ecuacién

(3.20). De esta manera, la derivada en cada nivel intermedio se aproxima utilizando el
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valor de la funcion en los cuatro niveles enteros mas cercanos.

En el caso de rejillas regulares, el orden del operador derivada es P, siendo P — 1
en rejillas no regulares. En la figura 3.5 se ha aplicado el operador derivada D a la
funcién f(Z) = sin(97Z) en una rejilla vertical de 20 niveles no regulares, con més
densidad de niveles para valores pequenos de la coordenada vertical. Comparando las
figuras 3.3 y 3.5 se observa que con la rejilla no regular la exactitud es menor, sobre

todo donde la densidad de niveles es baja.

Derivada de f(Z) = sin(9 m2)

df/dz

Figura 3.5: Derivada de la funcién f(Z) = sin(97Z). En azul el valor analitico, en rojo el valor
numérico calculado con el operador Dy de orden 4 a partir de los valores de la funcién en una rejilla
vertical de 20 niveles no regularmente espaciados.

3.2.2. Elementos finitos

El modelo global IFS [Ritchie et al., 1995] en su versién hidrostatica utiliza el
método de elementos finitos para la discretizacion de los operadores verticales [Untch
y Hortal, 2006]. Dado que es un modelo hidrostatico con coordenada vertical basada
en masa, el unico operador necesario es la integral. El método de elementos finitos
utilizado en Untch y Hortal [2006] se puede dividir esquematicamente en tres pasos.
En primer lugar, se representa la funciéon dada en los niveles del modelo en el espacio
de splines, polinomios cubicos continuos hasta la segunda derivada. En segundo lugar,

se calcula analiticamente en el espacio de splines el operador que se esté discretizando,
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por ejemplo el operador integral. Finalmente, se proyecta el resultado nuevamente al
espacio de niveles del modelo utilizando el método de Garlekin.

La técnica de elementos finitos se ha aplicado a un modelo bidimensional no hi-
drostatico con coordenada vertical basada en altura. Los detalles de la implementacion
y resultados estan descritos en Simarro y Hortal [2011]. Al ser un modelo no hidrostético
con coordenada basada en altura, el tinico operador necesario es la derivada. El opera-
dor derivada resultante es mas preciso que el obtenido mediante diferencias finitas, sin
embargo, la estabilidad no lineal en presencia de orografia es significativamente menor
y por este motivo no se ha utilizado esta técnica en el modelo global [Simarro y Hortal,

2011; Simarro et al., 2013].

3.3. Discretizacion horizontal

En los modelos espectrales, la resolucion de la ecuacion de Helmholtz, el célculo
de derivadas horizontales y la difusion horizontal, se realizan en el espacio espectral,
mientras que el célculo de los términos no lineales de las ecuaciones de Euler y de las
tendencias debidas a la parametrizaciéon de procesos fisicos, se realiza en el espacio
de puntos de rejilla. Por tanto, es necesario realizar transformaciones desde el espacio
espectral al espacio de puntos de rejilla (llamada transformacion inversa) y desde el
espacio de puntos de rejilla al espacio espectral (llamada transformacion directa). En
la figura 3.6 esta representado un paso de tiempo en un modelo global espectral: dados
los valores de las variables en cada nivel del modelo en el espacio espectral, se reali-
za una transformacion inversa de Legendre seguida de una transformacién inversa de
Fourier para obtener los valores de las variables en cada nivel del modelo en el espacio
punto de rejilla. En éste se realizan los calculos no lineales de las ecuaciones de Euler y
las parametrizaciones fisicas para obtener las tendencias correspondientes del esquema
semi-implicito. Estas tendencias se transforman al espacio espectral, realizando pri-
mero una transformacién directa de Fourier, seguida de una transformacion directa

de Legendre. Finalmente, en el espacio espectral se resuelve la ecuacién de Helmholtz
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para obtener los valores de las variables de prondstico en el siguiente paso de tiempo,

se realiza la difusion horizontal y se calculan las derivadas horizontales.

Espacio punto de rejilla:
Parte no lineal de las
ecuaciones de Euler,

parametrizaciones
Transformada Transformada
directa inversa
de Fourier de Fourier
Transformada Transformada
directa inversa
de Legengre de Legengre

Espacio Espectral:
Gradientes horizontales,
calculos semi-implicitos,

difusién horizontal

Figura 3.6: Esquema de un paso de tiempo en un modelo espectral global.

A continuacién explicamos en qué consiste la discretizacion en ambos espacios,

espectral y punto de rejilla, y cémo se realizan las transformaciones entre ambos.

3.3.1. Representacién espectral

Una variable cualquiera, en un nivel del modelo cualquiera, se representa por una
funcion ¢ dependiente de la longitud A y del seno de la latitud g = sin ¢. Esta funcion

(A, ), si cumple la condicién de ser de cuadrado integrable, puede representarse como
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una serie infinita de arménicos esféricos:

YO ) =D D IRy ), (3.21)

n=0 m=—n

donde Y, (A, u) es el armoénico esférico:
YO 1) = P () ™, (3.22)

siendo P*(11) el Polinomio Asociado de Legendre de orden m y grado n, que se puede

escribir como [Abramowitz y Stegun, 1972]:

(n—m)! 1 e AT "
T 2”n'<1 — 12 /2dm+m (12 —1)"

B (n) = \/(2n+ 1)

Los polinomos asociados de Legendre son ortogonales, lo que permite que los

armoénicos esféricos también lo sean:

/ / Y™\ 1) Y (N, 1) do = Gps Oy / / do.

o

Teniendo en cuenta (3.22) y reordenando los sumatorios, la ecuaciéon (3.21) se

puede escribir asi:

o0

o0
YO )= Y e Y PR ()Yl (3.23)

m=—co  n=|m|
Esta ecuacion representa la llamada transformacion inversa, donde, a partir de
los coeficientes espectrales 1&2*, se calcula el valor de la funcién ¥(A, 1) en cada punto
de longitud y latitud por medio de una transformacion inversa de Legendre, seguida
de una transformacion inversa de Fourier. Gracias a la propiedad de ortogonalidad de

los armonicos esféricos, es posible invertir la ecuacién (3.21), es decir, encontrar las
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componentes espectrales zﬁ;” a partir de la funcién (A, p):
i = [[ vy do

o bien, desarrollando la integral sobre la esfera:

1

. 1 2 .
=g [P [ e i, (3.24)

"od4r

Esta ecuacion representa la llamada transformacion directa, donde, a partir del
valor de la funcién (A, i) en cada punto de longitud y latitud, se calculan los coefi-
cientes espectrales 1&,’? por medio de una transformacion directa de Fourier, seguida de
una transformacion directa de Legendre.

El uso de los arménicos esféricos es interesante, no sélo por la propiedad de orto-
gonalidad que permite definir facilmente las transformaciones directas e inversas entre
la funcién (A, ) y las componentes espectrales 1&,’?, sino porque es una funciéon propia
del laplaciano en coordenadas esféricas con valor propio —n(n + 1). Esta propiedad se
usa en la resolucion de la ecuacion de Helmholtz, en la que el tinico operador horizontal
es el laplaciano.

En la practica, debido a que los computadores tienen una capacidad limitada, se
usa un numero finito de arménicos esféricos. Hay diferentes formas de truncar las series,
siendo la mas popular la llamada truncacion triangular M, donde la representacién

espectral (3.21) se aproxima mediante la serie:

M . M ~
) = D e Y P () (3.25)
m=—M n=|m|

Como se ha mencionado, los armonicos esféricos Y, son funciones propias del
laplaciano en coordenadas esféricas con valores propios —n(n+1). Siendo el laplaciano

un operador lineal invariante bajo rotaciones, se deduce que sus espacios propios son
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también invariantes bajo rotaciones. Esto implica que cualquier arménico esférico de
grado n se transforma, bajo una rotaciéon, en una combinacion lineal de armoénicos
esféricos de grado n. La truncacién triangular preserva esta propiedad y por este motivo

se dice que es isotrépica [Naughton et al., 2006].

3.3.2. Representacion en puntos de rejilla

Las funciones ¥(\, ) se representan por su valor en un conjunto finito de puntos
de rejilla. La disposicién de los puntos de rejilla esta supeditada al tipo de transforma-
ciones espectrales a realizar en (3.23) y (3.24). Estén situados sobre un determinado
numero de paralelos, siendo la rejilla regular en longitud (en cada paralelo la distan-
cia angular en longitud entre puntos de rejilla es constante), e irregular en latitud (la
distancia angular en latitud entre paralelos no es constante).

En la transformacién directa (3.24) se realizan sucesivamente dos integrales. Por
un lado, la integral en longitud se hace con una transformacién de Fourier rapida, por lo
que, en cada paralelo se requiere una rejilla regular en longitud. Si el niimero de puntos
de rejilla es el mismo en todos los paralelos, la distancia entre éstos es mucho menor
en los paralelos cercanos a los polos que en el ecuador. Este inconveniente se evita con
la llamada rejilla reducida, consistente en variar el nimero de puntos en cada paralelo
para conseguir distancias entre puntos de rejilla similares [Hortal y Simmons, 1991]. Por
otro lado, la integral en latitud se lleva a cabo utilizando una cuadratura de Gauss para
poder realizar integraciones exactas de los polinomios asociados de Legendre. Por este
motivo, la rejilla no es regular en latitud, es decir, la distancia angular entre paralelos
sucesivos no es constante.

Dada una truncacion triangular M, la rejilla se llama gausiana cuadratica cuando
tiene un nimero de paralelos suficientemente grande como para que la cuadratura de
Gauss del producto de dos polinomios de grado M sea exacta. Esta rejilla es necesaria
en el caso de que se esté usando adveccién euleriana (donde se calculan productos

de velocidades por gradientes), de otra manera aparecerian inestabilidades asociadas
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al aliasing. De forma similar, dada una truncaciéon triangular M, la rejilla se llama
gausiana lineal cuando el nimero de paralelos solamente asegura la exactitud de la
cuadratura de Gauss de un polinomio de grado igual o inferior a la truncacién escogida.
Esta rejilla es 1til para el caso en que se utilice la adveccién semi-lagrangiana.

En una rejilla gausiana se deben verificar las siguientes relaciones entre el nimero
maximo de puntos de rejilla por paralelo Ny y la truncacién espectral M: si es cuadrati-
ca, M debe ser el maximo entero que verfica que 3M +1 < N,; si es lineal, M debe ser
el maximo entero que verifica que 2M + 1 < N,. Ademas, tanto N, como el nimero
de paralelos N, deben ser pares, siendo N, = Ny/2 o N, = N,/2 + 1 segin N, /2 sea

par o impar, respectivamente.

3.3.3. Transformaciones espectrales

Suponiendo una truncacién triangular M, una funcién ¥ (A, p) cualquiera queda
representada en el espacio espectral por los coeficientes zﬁ = {1/3,’?}, y en espacio de
puntos de rejilla por los valores ¢ = {11 }.

Se requiere un método de calculo que permita obtener los valores en puntos
de rejilla v a partir de los coeficientes espectrales 1& y viceversa. Se puede escribir
P =A- 1,5 para la transformacién inversa, y ’l,z; = B - ) para la transformacién directa,
donde A y B representan transformaciones lineales. Es necesario obtener los mismos
coeficientes espectrales después de hacer una transformacion inversa seguida de una
directa. Es decir, se debe cumplir que B - A = 1. Es importante darse cuenta de que
la reciproca no es necesaria y no se requiere que A - B = 1, debido a que el nimero de
puntos de rejilla es mayor que el niimero de componentes espectrales, de manera que
las aplicaciones A y B no son invertibles.

La transformacion inversa ¢ = A - 1& dada en (3.23), se reduce a una transfor-

macién inversa de Legendre, seguida de una transformacion inversa de Fourier:

M

M
Ui = (N ) = Y €N Y P () (3.26)

m=—M n=|m|
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Por otro lado, la transformacion directa 1& = B -1 dada en (3.24), consiste en dos
integrales que deben discretizarse adecuadamente para que A -B = 1. Esto se consigue
reemplazando en (3.24) la transformacién de Fourier por una transformacién discreta
de Fourier, y la transformacién de Legendre por una cuadratura de Gauss. Para verlo,

escribimos (3.24) desglosada de esta manera:

. 1 1
0 =5 [ PG vate), (3.27)
donde ¥, (p):
1 27 )
V() = o /0 e (A, p) (3.28)

Polinomio de Legendre de grado 50
0.5 T T T T T

0.4H
0.3H

0.2
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S T

Peo(b)

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
arcsin(u)

Figura 3.7: Debido a que se usa una cuadratura de Gauss para la transformada directa de Legendre,
las latitudes de la rejilla gausiana se sitiian en el arco seno de los ceros del polinomio de Legendre.

La integral (3.28) se aproxima con una transformada discreta de Fourier a partir
de los valores conocidos ¥(\;, i), de manera que esta transformacién sea inversa de la
que aparece en la ecuacién (3.26).

La integral (3.27) se realiza con una cuadratura de Gauss, siendo exacta para
polinomios de grado 2N, — 1 o inferior. Es necesario evaluar la funcién ,,(x) en los

ceros pu, del polinomio de Legendre de grado N,, y por esta razén se define la rejilla
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gausiana precisamente en el arco seno de los ceros de los polinomios de Legendre. La
rejilla gausiana no es regular en latitud, aunque si bastante uniforme. Como ejemplo,
se representa en la figura 3.7 el polinomio de Legendre de grado 50, cuyos ceros estan
espaciados de manera bastante uniforme en latitud, aunque no equidistantes.

Los coeficientes espectrales @/AJ;” se obtienen asi:
NU'
D=3 wl) P () (),
k=1
donde los pesos w(puy) valen:

2

=
W(H’k’) - (NMPNufl)Q

3.3.4. Derivadas horizontales

Las derivadas horizontales se calculan en el espacio espectral, es decir, dada una
la funcién (A, 1) en (3.25) con una truncacién triangular, la derivada respecto de la

longitud es:

9 NG -
v _ Y imA m m
O 1) m;Mé“ (") 2|3|Pn () &7
y respecto del seno de la latitud:
Mo Moy R
SO = D Y (P ) O
m=M  n=fm|

Por tanto, los coeficientes espectrales de la derivada respecto de la longitud son:

o\"
(3, =i

n

y, teniendo en cuenta las propiedades de recurrencia de los polinomios asociados de



48 3.3. Discretizacion horizontal

Legendre, los coeficientes espectrales de la derivada respecto del seno de la latitud

seran:

a m N ~
(_w) =—m=1e’ Y +(n+2)e Py,

donde ) =0y

n2 — m2
4n? — 1

3

3.3.5. Representacion espectral y velocidad horizontal

Temperton [1991] realizé un anélisis de como representar en el espacio espectral
la velocidad horizontal, su divergencia y vorticidad, con el objetivo de minimizar el
nimero de transformaciones espectrales necesarias en cada paso de tiempo.

Consideramos la velocidad horizontal sobre una esfera de radio a, y sus compo-
nentes (u,v) en una base ortonormal con vectores unitarios apuntando al Este y Norte
respectivamente. En general, las funciones u(A, p) y v(A, ) no son continuas en los
polos, de manera que no es posible representarlas correctamente en espacio espectral.
Por esa razon, se consideran las funciones U = ucos¢ y V = v cos ¢. La vorticidad ¢ y

divergencia § de la velocidad horizontal en funcién de (U, V') son:

1 (v U
ST (5‘@)

5—; (‘9_U+8_V
Ca(l—p2) \ox  ou)’

Por otra parte, el potencial velocidad y y la funcién de corriente v son tales que

§ = V?x y ¢ = V?v, relaciones que en el espacio espectral se escriben as:

n(n+1) .,

&= (3:29)
- 1
oM = _MX? (3.30)

a2
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Ademas, las componentes (U, V') de la velocidad en funcién del potencial velocidad

x v la funcién de corriente ~ son:

1 /dx 2\ 07
U_a(a)\ (1 M)ﬁu)
1[0y 2 OX

expresiones que en el espacio espectral se escriben asi:

Uyt =imxy' + (n— 1) e 330y — (n+2) ey ' (3.31)
Vot =imApt — (n = 1) e Xity + (n+2) ey Ut (3.32)

Por tanto, las componentes espectrales de la velocidad horizontal se obtienen a
partir de las componentes espectrales de la vorticidad CAZL” y divergencia 5;”, substitu-
yendo en (3.31) y (3.32) las componentes espectrales del potencial velocidad x y la
funcién de corriente 4 obtenidas de (3.29) y (3.30).

Para hacer el proceso inverso, es decir, obtener las componentes espectrales de la
vorticidad y divergencia a partir de la velocidad horizontal, Temperton [1991] propone
considerar la velocidad horizontal en el espacio de puntos de rejilla, calcular U,,(u)
y Vin(u) con la transformada discreta de Fourier de (3.28) y realizar las siguientes

cuadraturas de Gauss:

~ 1t U (1)
U = —/ dp P™
¥ 1 Vin (1)
V= | duPr

de manera que las componentes espectrales de la vorticidad y divergencia son:

~

G =

SHES

(im vm— nepy. Uﬁl +(n+1)e; 0;211)
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~

1 . . .
§m = = (im O™ 4 ne™ , Vmy — (n+1)e™ Vn"11> .
a
Las derivadas de la velocidad respecto de la latitud pueden calcularse, sin necesi-
dad de realizar transformaciones espectrales suplementarias, a partir de las siguientes

relaciones:

oU oV ,
a—ﬂ—m—a(l—M)C
oV L, U

3.3.6. Coste de las transformaciones espectrales

Un modelo espectral debe realizar, en cada paso de tiempo, un ntmero fijo de
transformaciones espectrales directas e inversas. Como se ha dicho, éstas son transfor-
maciones lineales que consisten en una transformacién de Fourier y una transformaciéon
de Legendre. Las transformadas rapidas de Fourier tienen un coste de O(M?log M),
siendo M la truncacion espectral [Cooley y Tukey, 1965]. En ausencia de un algoritmo
répido para las transformadas de Legendre, éstas tienen un coste O(M?). Por tanto,
para resoluciones altas, el tiempo de cédlculo debido a las transformaciones de Legen-
dre puede llegar a ser excesivo. Recientemente se ha logrado reducir el tiempo de las
transformaciones de Legendre en modelos globales espectrales a resoluciones altas [We-
di et al., 2013] aplicando algoritmos de transformaciones de Legendre rapidas [Tygert,
2008, 2010]. El coste de las transformaciones de Legendre rapidas es de O(M? log® M)
aproximadamente. Aunque estos algoritmos estan todavia en fase de experimentacion,
los resultados descritos en Wedi et al. [2013] son alentadores y dejan una puerta abierta
al uso de modelos espectrales globales a resoluciones altas, del orden de pocos kilome-
tros, el objetivo que se estd actualmente considerando en algunos centros de prediccion

operativos.



Capitulo 4

Modelo espectral no hidrostatico

propuesto

En esta tesis, se propone el uso de una formulacion covariante de las ecuacio-
nes de Euler en un modelo numérico. Por formulacién covariante entendemos que las
ecuaciones de pronostico se escriben en un sistema de coordenadas curvilineo, y que
todos los tensores y operadores que aparecen en las ecuaciones se expresan en las bases
covariante o contravariante, correspondientes a ese sistema de referencia. Esto no es
habitual, ya que, usualmente, en la formulacién de los modelos numéricos del tiempo
se usan bases ortonormales, con dos vectores horizontales unitarios apuntando a las
direcciones Este y Norte y un vector unitario apuntando al Cenit.

El uso de una formulacion covariante en predicciéon numérica del tiempo no es
nuevo. Por ejemplo, Pielke y Martin [1981] derivan una formulacién covariante para
el caso de coordenadas cartesianas en la horizontal y una coordenada vertical que si-
gue el terreno, la aplican a las ecuaciones de Euler con la aproximacion hidrostéatica
y hacen un estudio de los errores cometidos en los términos métricos. Sharman et al.
[1988] exploran el uso de transformaciones de coordenadas conformes para obtener sis-

temas de coordenadas ortogonales. Estas coordenadas, generadas numéricamente, son
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utilizadas para escribir las ecuaciones de forma covariante. Como ejemplo de aplica-
cion, resuelven numéricamente flujos anelasticos y flujos incompresibles bidimensionales
sobre un obstdculo orografico. Yang [1993] elabora un modelo no hidrostético incom-
presible siguiendo el trabajo de Sharman et al. [1988], e incluye una parametrizacién
de la turbulencia. Sin embargo, hasta donde conocemos, no se ha usado la formulacién
covariante para un modelo espectral no hidrostatico compresible como el presentado
en esta tesis.

Este capitulo se estructura de la siguente manera. En el apartado 4.1 se describe
la formulacion general del modelo, esto es, las variables de prondstico que se van a
utilizar y la forma de las ecuaciones de Euler para estas variables. En el apartado 4.2
se escriben las ecuaciones de Euler del apartado anterior en forma covariante para las
coordenadas hibridas del modelo y para la geometria esférica en 3D. En el siguiente
apartado se particulariza para la version 2D del modelo. En el apartado 4.4 se especifica
la discretizacién espacial del modelo a partir de lo descrito en el capitulo 3. Sigue, en
el apartado 4.5, una explicacion detallada del esquema de integracién temporal semi-
implicito. Finalmente en el apartado 4.6 se hace una analisis de estabilidad lineal del

modelo.

4.1. Formulacién general del modelo

Las variables de prondstico del modelo propuesto son la velocidad v, el logaritmo
de la temperatura » = InT" y el logaritmo de la presion ¢ = Inp. Para este conjunto

de variables de pronéstico, las ecuaciones de Euler se escriben asi [Zdunkowski y Bott,

2003]:
Cfl—z+29><v+Re’"Vq+V¢:F (4.1)
dr R Q
—_— — . pr— 4.
ate Y Voo (42)
o Gy .y @ (4.3)
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donde € es la velocidad angular de la Tierra, ¢ el geopotencial, F el forzamiento
adiabatico para la ecuacién del momento, () el calor cedido o absorbido por unidad de
masa y tiempo, V operador gradiente, V- operador divergencia, R la constante de los
gases para el aire seco, C), la capacidad calorifica del aire seco a presién constante y C,
la capacidad calorifica del aire seco a volumen constante.

Con el uso de los logaritmos de la presién y la temperatura como variables de
pronostico, se consigue que sus ecuaciones de pronodstico sean lineales respecto de la
divergencia de la velocidad. Esta propiedad es interesante, pues se usa el esquema
semi-implicito para la integracion temporal, cuya estabilidad suele reforzarse cuando

las ecuaciones de prondstico lineales y no lineales son parecidas.

4.2. Caso 3D esférico
Veamos a continuacién cémo estan definidos los términos métricos y los opera-
dores diferenciales que aparecen en las ecuaciones de prondstico (4.1) a (4.3), para el

modelo tridimensional esférico.

4.2.1. Sistema de coordenadas

Consideramos tres sistemas de coordenadas diferentes. En primer lugar, un sis-
tema de coordenadas cartesiano (x,y, z) fijo a la Tierra, cuyo origen esta situado en su
centro, el eje z en la direccion del Polo Norte, y los ejes x e y en el plano ecuatorial, con
el eje z apuntando en la direccion del meridiano de longitud cero. En segundo lugar,
un sistema de coordenadas geogrdfico, cuyas coordenadas son la longitud, la latitud y
la distancia al centro de la Tierra, denotado por (A, ¢, (). Finalmente, el sistema de
coordenadas del modelo (X,Y, Z), cuyas coordenadas estan definidas como la longitud
y latitud geograficas y una coordenada vertical que sigue el terreno. La relacién entre

estos sistemas de coordenadas es:

T = ( CoSp Cos A (4.4)

y = ( cosp sin A (4.5)
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z=( sing, (4.6)
y
A=X (4.7)
p=Y (4.8)
(=bX,Y,2), (4.9)

donde b(X, Y, Z), es una funcién que depende de la orografia. Esta funcién es tal que los
limites inferior y superior de la atmdsfera estdn definidos por valores de Z constante:
Z = 0 representa el limite inferior y Z = 1 el limite superior.

Revisamos los tres tipos de coordenada vertical basada en altura que sigue la
orografia vistas en el apartado 3.1.2. Una muy utilizada y simple, es la coordenada
vertical de Gal-Chen, descrita en Gal-Chen y Sommerville [1975], y definida mediante

la funcion:

b(X,Y,Z) =a+ Hy Z+ Hs(X,Y) (1 — 2), (4.10)

donde a es el radio de la Tierra, Hy es la altura del tope rigido del dominio espacial y
Hp(X,Y) representa la orografia. La coordenada del modelo UM [Davies et al., 2005]
es:

CL+HTZ+HB(X,Y>(1—Z/ZI)2 SIOSZSZ[

b(X,Y,Z) = . (411)
CL+HTZ SIZISZSI

siendo Z; el nivel por debajo del cual los niveles del modelo se van adaptando progresi-
vamente a la orografia, y por encima del cual los niveles del modelo estan a una altura

constante. La funcién b(X,Y, Z) definida en (4.11) es continua con derivada continua
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en Z = Z;. Finalmente, la coordenada vertical de Schér et al. [2002] es:

sinh(1 — 2)p

bXY. Z) =a+ Hr Z + Hp(X,Y) = e,

(4.12)

donde ( es un parametro libre a determinar. Para 5 = 1 se obtiene una coordenada
vertical similar a la de Gal-Chen, mientras que para 5 > 1 la influencia de la orografia

disminuye mas rapidamente con la altura.

Gal-Chen UM
30_"/\_,\ 30
e ———
————
= ——
€ W S
N M Ml———
0 /\/\/\ O%W\
-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
x (km) x (km)
Schaer (B =1.0) Schaer (B = 3.0)
30 30
e —
e — e ———————
S NV—— ] ~————————
a— =
= = ——
e —
0 /\ OA-/X/\
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Figura 4.1: Niveles de coordenada Z constante para la coordenada vertical Gal-Chen, UM y Schér
con distintos valores del parametro que ajusta el decaimiento de la orografia con la altura.

En la figura 4.1 se han representado los niveles de coordenada vertical Z constante
para distintas coordenadas verticales: la coordenada vertical de Gal-Chen, UM con
Zr=0,7, y de Schar con =1y =0,3.

Independientemente de la funcién que se escoja en (4.9) para determinar la coor-
denada vertical, ésta debe cumplir dos condiciones: en primer lugar, las superficies
definidas por la orografia y por el limite superior de la atmésfera (a una altura variable
Hp(X,Y) y a una altura fija Hy respectivamente), deben estar definidas por valores

de Z constante (Z = 0y Z = 1 respectivamente). En segundo lugar, se debe asegurar
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de que la transformacion de coordenadas es biyectiva.

4.2.2. Tensor métrico

Atendiendo a la Geometria de Riemann [Bér, 2010], para escribir las ecuaciones
de pronodstico de forma covariante se requiere el tensor métrico G en las coordenadas
del modelo. En la Geometria de Riemann, los operadores diferenciales divergencia,
gradiente y derivada covariante, se expresan usando el tensor métrico y las derivadas
parciales respecto de las coordenadas curvilineas.

El tensor métrico en las coordenadas del modelo se puede encontrar a partir de la
expresion de este tensor en las coordenadas cartesianas, que es la matriz identidad, y de
la matriz jacobiana correspondiente a la transformacién desde coordenadas cartesianas

a coordenadas del modelo, Joy:

G=J%Ly Jou. (4.13)

Ademas, siguiendo la regla de transformacion de matrices jacobianas:

Joev = Jea - Jaom,

donde Jog es la matriz jacobiana de la transformacion de coordenadas cartesianas a
geograficas, y Jgus la correspondiente a la transformacién de coordenadas geograficas
a coordenadas del modelo (observar que los subindices C', G y M denotan coordenadas
cartesianas, geogréficas y del modelo). La matriz Jo¢ se obtiene de las ecuaciones (4.4)

a (4.6) y es:

—(cospsin A —(singpcos A cospcos A
_ O(x,y,2)

Joo = 50,50 7 | CeospeosA —CsinpsinA cospsind |- (4.14)

0 ¢ cosp sin ¢
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De forma similar, Jgps se calcula a partir de (4.7) a (4.9) y es:

1 0 0
I, ¢, Q)
J = = 4.15
M= XY 2) o 1 o0/, (4.15)
by by by

donde by, by y bz son las derivadas parciales de la funcién b(X,Y, Z) respecto de X,
Y y Z respectivamente. Substituyendo (4.14) y (4.15) en (4.13), se obtiene la siguiente

expresion para el tensor métrico en las coordenadas del modelo:

b2 COSQY—i‘bg( bxby bXbZ
G=J.y Jou = by by D202 byby | - (4.16)
bxby byby b

El tensor métrico contravariante H es el inverso del tensor métrico covariante:

HXX = @ (4.17)
HXY =" =0 (4.18)
HX? = g7 = —b%zbcﬁ (4.19)
HYY = 612 (4.20)
HY? = H? = —bg—ZZ (4.21)
77 (b2 + b2 ) cos’ Y + bﬁ(. (4.22)

b2b% cos? Y

Finalmente, para la expresién de la divergencia, se requiere conocer la raiz cua-

drada del determinante del tensor métrico, que es:

\G|% = b?by cosY.
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La aproximacion de atmadsfera poco profunda o atmdsfera somera consiste en su-
poner que el radio de la Tierra es similar a la distancia desde el centro de la Tierra
hasta el tope de la atmdsfera, que en los modelos de prediccion se sitiia a unos 50 km
de altura. Es decir, en esta aproximacion se considera que Hy/a < 1. El tensor métrico

en geometria de atmosfera poco profunda en las coordenadas del modelo es:

CL2 COS2Y+b§( bbe bxbz

o
I

bxby a2+b%/ bbe . (423)
byby byb, B

Observar que las derivadas parciales de la funcién b(X,Y, Z) no son considera-
das cero en esta aproximacion. Esto se hace asi porque de otra manera se incurriria
en errores grandes en zonas con orografia abrupta: de la definicién de la coordenada
vertical dada en (4.10) se sigue que las derivadas parciales by = dxHp(X,Y) (1 — Z)
y by = Oy Hp(X,Y) (1 — Z) pueden ser grandes, incluso en el caso en el que la apro-
ximacién de atmésfera somera Hr/a < 1 sea valida. Esta aproximacién geométrica
simplifica la formulacién de los términos métricos y se usa de forma bastante genera-
lizada. Algunos de los test presentados en el capitulo 6 se realizardan utilizando esta
aproximacion.

A continuacién describimos el tensor métrico correspondiente a la version lineal
de las ecuaciones de Euler. En el esquema semi-implicito que se usa para la integracion
temporal, es necesario disponer de una version lineal de las ecuaciones de prondstico
no lineales (4.1) a (4.3), que llamamos modelo lineal. Para resolver el sistema lineal
semi-implicito utilizando el método espectral, el modelo lineal debe ser homogéneo
en las direcciones horizontales. Para ello se consideran perturbaciones respecto de una
atmosfera isoterma, en reposo, en equilibrio hidrostatico y sin orografia. La ausencia de
orografia en el modelo lineal es necesaria para que este sea homogéneo en la horizontal.

La geometria del modelo lineal se define, por tanto, usando una orografia plana, es
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decir, utilizando la funcién b(Z) = a + Hy Z en lugar de b(X,Y, Z) definida en (4.9).

Observar que los dominios en coordenadas cartesianas de los modelos no lineal
y lineal coinciden en tener el mismo limite superior, situado a una altura Hrp, pero
tienen diferentes limites inferiores, uno con orografia y otro sin orografia. Sin embargo,
el dominio en coordenadas del modelo es el mismo en ambas geometrias: X la longitud,
Y la latitud y Z desde 0 a 1. Como las ecuaciones se resuelven en el dominio definido
por las coordenadas del modelo, el hecho de que los modelos lineal y no lineal no tengan
el mismo dominio en coordenadas cartesianas no plantea ningin problema.

En el caso de la coordenada vertical basada en masa o presién hidrostatica ocu-
rre algo analogo: en el modelo lineal se define una presion hidrostatica en superficie
constante y distinta de la presién hidrostatica en superficie del modelo no lineal, que
no es constante. Por tanto, los dominios en presion hidrostatica de los modelos lineal y
no lineal no coinciden, pero si lo hacen los dominios en la coordenada vertical hibrida
basada en masa (con valores comprendidos entre 0 en el tope de la atmésfera y 1 en la
superficie).

El tensor métrico para el modelo lineal se puede encontrar a partir del tensor

métrico (4.23) substituyendo b(X,Y, Z) con b(Z):

a’cos’Y 0 0
G = 0 2 0l (4.24)

0 0 H2

Denominamos a G el tensor métrico lineal en el sentido de que es el tensor métrico
utilizado en el modelo lineal. Es de destacar que el tensor métrico (4.24) es diagonal,

indicando que las coordenadas (X, Y, Z) en la métrica del modelo lineal son ortogonales.

4.2.3. Condiciones de contorno

En el modelo 3D esférico sélo existen dos superficies de contorno, la orografia y

el tope atmosférico, a diferencia de lo que ocurre con los modelos 3D de area limitada,
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en los que, adicionalmente, hay que considerar los contornos laterales del dominio.
Una de las ventajas de usar la velocidad contravariante como variable de prondsti-
co, y especialmente su componente vertical, es que la formulacién e implementacion de
las condiciones de contorno con deslizamiento (en la literatura anglosajona, free slip
boundary conditions) en los limites superiores e inferiores del modelo es muy simple y
robusta. En efecto, la condicion de que el flujo no traspase los limites inferior y superior

es simplemente:
W(X,Y,1) = W(X,Y,0) =0, (4.25)

es decir, la componente vertical de la velocidad contravariante debe ser cero en los
limites superior e inferior. La condicién (4.25) se deduce facilmente teniendo en cuenta
que la base de vectores contravariantes (8}, 5y, 52) son tangentes a las lineas coorde-
nadas (X, Y, Z) respectivamente. En el caso del limite inferior, siendo el razonamiento

el mismo para el limite superior, el vector velocidad:
V(X,Y,0) = U(X,Y,0)dx + V(X,Y,0)dy + W(X,Y,0)dy,

debe ser tangente a la superficie definida por Z = 0, es decir, a la superficie definida
por la orografia del modelo (si la velocidad no fuera tangente a la orografia, habria
flujo de masa a través de ésta, lo cual no seria correcto). La velocidad serd tangente a
la orografia siempre que la componente vertical sea cero, W(X,Y,0) 52 =0, ya que las
componentes horizontales U(X, Y, 0) dx v V(X,Y,0) dy son tangentes a esta superficie.
Las condiciones (4.25) son las mismas para las geometrias del modelo no lineal y lineal,
ya que no dependen de la orografia.

En la base geografica ortonormal (vectores unitarios perpendiculares apuntando

a Este, Norte y Cenit), la condicién de contorno con deslizamiento en el limite inferior
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es:

0Hp 0Hp

mxymquxymaX(XmemyymaY@&Y% (4.26)

siendo (u, v, w) las componentes de la velocidad en la base geografica ortonormal y Hp
la orografia. Se deduce que w(X,Y,0) es, en general, diferente de cero en el contorno
inferior. Satisfacer las condicién (4.26) en el siguiente paso de tiempo (resolviendo el
sistema semi-implicito) es realmente dificil. Sin embargo, la condicién (4.25) es inme-
diata, y puede darse de forma implicita en la construccién de los operadores verticales.
Se muestra asi claramente que usar las componentes contravariantes de la velocidad es

una eleccion muy practica.

4.2.4. Operador divergencia

Como acabamos de ver, disponer de condiciones de contorno sencillas es una
buena razon para elegir la velocidad contravariante como variable de prondstico. Otra
razén de peso es disponer de una expresion del operador divergencia que se adapte
convenientemente al esquema semi-implicito. La divergencia se puede escribir [Bér,

2010]:

V.V = Gt 2{: S (|c;|2x/f) (4.27)

donde (V1, V2 V3) = (U,V,W) son las componentes contravariantes de la velocidad,
mientras que (X1, X% X3) = (X,Y, Z) son las coordenadas del modelo. Esta forma de
expresar la divergencia es mas conveniente que la expresién obtenida con las compo-
nentes de la velocidad en una base geografica ortonormal, ya que es mas compacta.
Sin embargo, el cdlculo de (4.27) es computacionalmente caro, ya que las derivadas
espaciales 8X(|G|% U)y 8y(|G|% V') deberfan calcularse en cada paso de tiempo usan-
do el método espectral. Hay, sin embargo, una formulacién alternativa a (4.27) més

eficiente. Aprovechando el hecho de que las componentes espectrales de la divergencia
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y vorticidad de la velocidad horizontal se calculan en cada paso de tiempo usando el

tensor métrico lineal G, es conveniente expresar la divergencia como:
;0 6]
V-V=V. V+ZV |% (4.28)

donde V -V es la divergencia lineal en el sentido de que esté calculada con el tensor

métrico lineal G, es decir:

(4.29)

donde la divergencia horizontal D se expresa en términos de las componentes contra-

variantes horizontales de la velocidad como:

ou 1 0
D= X +—= Y (V cosY). (4.30)

El segundo término del miembro de la derecha de (4.28) contiene derivadas es-
paciales que no son caras computacionalmente, porque son derivadas de magnitudes
métricas que se mantienen constantes a lo largo de la integraciéon del modelo, y por
tanto se calculan una sola vez. De hecho, estos términos son una simple adveccion de
un campo constante en el tiempo, y puede ser calculado usando el esquema euleriano

o semi-lagrangiano:

3
SV WG d el
=1 ] |G|2 dt |G|2

Asi, utilizando la expresién (4.28) para la divergencia se evita el costoso célculo

de las derivadas OX(|G|% U)y 8y(|G|% V') en cada paso de tiempo.
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4.2.5. Operador gradiente

El operador gradiente aplicado a una funcién cualquiera v(X,Y, Z) es

Dy
OXFk’

(Vh) = H* (4.31)
donde H es el tensor métrico contravariante, cuya expresion matricial es la matriz
inversa de G. Cuando se trabaja con el modelo lineal, se debe usar H obtenido con G.

Observar que el gradiente del geopotencial ¢p(X,Y, Z) = gb(X,Y, Z) es muy sim-
ple. Sus componentes horizontales (V)X y (V@)Y son cero, pues, teniendo en cuenta

las componentes del tensor métrico contravariante (4.17) a (4.22):

(Vo)X =g (HXXﬁ + HXZ ﬁ) —0

0X 0z
b ob
Y _ YY YZ _
(Vo) =g <H 8Y + H 32> =0,

y su componente vertical:

0 1
(Vo)? = H?F a)?k =5, (4.32)

4.2.6. Simbolos de Christoffel

Finalmente, cuando se usa el esquema de adveccion euleriano, se requieren los

Simbolos de Christoffel para encontrar la derivada covariante de la velocidad, ya que:

v’ aw : N
T kaan >y v

k=1 I=1

Usando el tensor métrico (4.16) se obtienen:
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bz
b

Y o .
I'yx =cosYsinY

X _ X _
I‘XZ*FZX*

b
Fiffy = F§X ==

b
2by
Prv =57
by
Fxgz = Iﬂz/y = 7
Z beos? Y + by cosYsinY  bxx  20%
I'Yx=-— + —
bZ bZ be
bX tanY be 2bxby
Do =D == =7~
bXZ bX
%, =T%x = b, b
b byy 202
rz., — - 4 2rr =%
[ i P T
bYZ bY
r¥, =T% = b b
bZZ
=,

En el caso de la aproximacion de atmésfera somera se usa el tensor métrico G

dado en (4.23) y se obtienen los Simbolos de Christoffel I' siguientes:

A

Yy .
I'sxx =cosYsinY

byCOSYSiIlY bXX

1, = -

XX bZ + bZ
~ ~ bX tanY bXY
F?(Y = FXZ/X = bZ + bZ
~ ~ bxz
F)Z(Z = ng = E

~ byy
FX%'Y = bZ
~Z ~Z by z
FYZ = FZY = E
. b
F%Z ==
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4.2.7. Matrices de cambio de base y término de Coriolis

Es interesante disponer de las matrices de cambio de base entre la base contrava-
riante correspondiente a las coordenadas de modelo, que denotamos con (5)(, 5y, 52),
y otras bases, como la geografica ortonormal de vectores unitarios apuntando a Este,
Norte y Cenit, que denotamos con (7, 1iy, 7i¢).

Estas matrices de cambio de base nos permiten, conocidas las componentes de
un vector en una base, calcular su expresién en otra base. Se usaran para calcular la
aceleracion de Coriolis en la base contravariante correspondiente a las coordenadas de
modelo.

En las siguientes expresiones usamos el vector velocidad, aunque seran validas pa-
ra cualquier vector. Usamos la siguiente notacion para las componentes contravariantes
de la velocidad: en coordenadas cartesianas V¢ , en coordenadas geogréficas Vg y en
coordenadas del modelo V = (U, V,W). Ademas, las componentes de la velocidad en
una base geografica ortonormal son V.

Las relaciones entre las componentes en coordenadas cartesianas V¢, coordenadas
geograficas Vg v coordenadas del modelo V son: Vo = Jog - Vg y Vg = Jam -V,
donde Jo¢ v Jaar son las matrices jacobianas dadas en (4.14) y (4.15) respectivamente.
Las componentes de la velocidad en la base geografica ortonormal de vectores unitarios

apuntando a Este, Norte y Cenit puede calcularse usando la expresién Vy = Ky -V,

donde
bcosY 0 0O
Kyy = 0 b 0
by by by

Observar que la matriz Kyjys no es una matriz jacobiana, como corresponde al
hecho de que la base ortonormal (7iy, 7, 7ic) no es una base contravariante.

La aceleracién de Coriolis debida a la rotacion de la Tiera es 2€2 x v, siendo €2 la



66 4.3. Caso 2D

velocidad angular de la Tierra y v la velocidad. La aceleracién de Coriolis en la base

geométrica ortonormal es Cy - Vy, siendo:

0 _fc e
Cv=|f 0 0]|=Cy+C%,

—9Yc 0 0

donde f. =2Q sinY y g. = 22 cos Y, y las matrices C{V y C% contienen las contribu-
ciones correspondientes a f. y g. respectivamente. En el caso de que se esté usando la
aproximacion de atmdsfera somera, el término C%; no se tiene en cuenta por razones de
consistencia energética [Staniforth y Wood, 2003|. Usando las matrices de cambio de
base del apartado anterior, el término de Coriolis Cy - Vy puede escribirse en la base
contravariante de las coordenadas del modelo como C-V, donde C = Ky -Cpyx-Kyas,
siendo Ky la inversa de Kyjs. Por tanto, el tensor de Coriolis expresado en la base

contravariante de las coordenadas del modelo es C = C/ 4+ C9, donde

0 —tanyY 0
Cc/ =20 sinY cosY 0 01, (4.33)

—byb,'sinY cosY byb,'tanY 0

bxb_l byb_l bzb_l
CY =20 0 0 0 : (4.34)

—bcos?Yby ' —b%(bby) ™" —bxby(bby) " —bxb !

4.3. Caso 2D

Ademads del modelo tridimensional esférico, se ha codificado un modelo similar
bidimensional, con una dimensién horizontal y otra vertical. Los modelos son similares

en todos los aspectos, excepto en la geometria horizontal. Este modelo se ha construido
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para poder realizar una serie de test bidimensionales ampliamente documentados en

la literatura. En esta seccién detallamos los aspectos del modelo bidimensional que

difieren del modelo tridimensional desarrollado en la seccién anterior 4.2.
Consideramos dos sistemas de coordenadas diferentes: un sistema de coordenadas

cartesianas (x, z) y el sistema de coordenadas del modelo (X, Z), definido mediante:

x=X (4.35)

2 =b(X,2), (4.36)

donde b(X, Z) es una funcién que depende de la orografia. Esta funcién, al igual que
en el caso tridimensional, es tal que los limites inferior y superior de la atmosfera estan
definidos por valores de Z constante: Z = 0 representa el limite inferior, y Z = 1
el limite superior. El limite inferior estd a una altura variable dada por la orografia,
Hp(X), mientras que el limite superior estd a una altura constante, Hp. Las variantes
Gal-Chen, UM y Schéer para la funcién b(X, Z) definidas en las ecuaciones (4.10),
(4.11) y (4.12) son igualmente validas en el caso bidimensional [Davies et al., 2005;
Gal-Chen y Sommerville, 1975; Schér et al., 2002].

De forma similar al caso tridimensional, es necesario calcular el tensor métrico
para expresar los operadores divergencia, gradiente y derivada covariante en funcién
de éste [Bér, 2010]. El tensor métrico en las coordenadas del modelo se calcula a
partir de la expresién conocida de este tensor en las coordenadas cartesianas, que es la
matriz identidad, y de la matriz jacobiana correspondiente a la transformacion desde

coordenadas cartesianas a coordenadas del modelo:

1+0b% bxb
G=J%, Jou = A (4.37)

bxby b2
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donde la matriz jacobiana Jop, se calcula a partir de (4.35) y (4.36):

1 0
Jom =
bx by

El tensor métrico contravariante H es el inverso del tensor métrico covariante:

1 b2 —b XbZ
H == b—2 d

zZ \ —bxby 1+ %,

El modelo lineal se obtiene calculando las perturbaciones de las ecuaciones de
pronéstico (4.1), (4.2) y (4.3) respecto de una atmosfera isoterma, en reposo, en equili-
brio hidrostatico y sin orografia. Como se mencioné en el apartado 4.2, la ausencia de
orografia en el modelo lineal es necesaria para que este sea homogéneo en la horizontal.
La geometria del modelo lineal se define, por tanto, usando una orografia plana, es
decir, utilizando la funcién b(Z) = Hy Z en lugar de b(X, Z). El tensor métrico lineal
resulta ser:

_ 1 0
G = . (4.38)
0 H2
Las condiciones de contorno para el caso bidimensional son exactamente las mis-

mas que en el tridimensional, explicadas con detalle en la seccion 4.2.3:
W(X,1)=W(X,0) =0, (4.39)

es decir, la componente vertical de la velocidad contravariante debe ser cero en los
limites superior e inferior. La condicién (4.39) se deduce facilmente teniendo en cuenta
que la base de vectores contravariantes (Jx,dz) son tangentes a las lineas coordenadas

(X, Z) respectivamente.
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El operador divergencia es el mismo que en el caso tridimensional, dado en (4.27).
Ademas, por motivos de eficiencia computacional, la divergencia de la velocidad se
expresa como suma de un término advectivo y la divergencia calculada con el tensor
métrico lineal, tal como se explica en la seccion 4.2.4.

De forma similar al caso tridimensional, el operador gradiente es el dado en la
ecuaciéon (4.31), donde se usa el tensor métrico contravariante.

Finalmente, para los términos de adveccién de la ecuacién del momento se re-
quieren los Simbolos de Christoffel, que para la métrica del modelo lineal (4.38) son
nulos, por ser una métrica constante. Para la métrica del modelo no lineal (4.37) los

Simbolos de Christoffel no nulos son:

bxx

F)Z(X = b,

zZ z bxz
I'Yz=12x = E
bzz

ng = _b

4.4. Discretizacion espacial del modelo

A continuacion detallamos la discretizaciéon de las ecuaciones de Euler dadas en
las coordenadas del modelo. Algunos aspectos de la discretizacion vertical ya han sido
descritos en la seccién 3.2, en particular, aquellos referentes a cémo se definen los
niveles del modelo, dénde se sitian las variables de prondstico y cémo se calculan los
operadores interpolacién y derivada vertical. Respecto de la discretizacién horizontal,
en la seccién 3.3 se describe el espacio de puntos de rejilla y el espacio espectral, asi como
las transformaciones entre ambos espacios. Ademas, se expone como se representa la
velocidad horizontal en el espacio espectral a través de su divergencia y vorticidad.

En esta seccién, U, V| r, q representan vectores de NV, valores (uno para cada
nivel entero), correspondientes a las componentes contravariantes de la velocidad ho-

rizontal, el logaritmo de la temperatura y el logaritmo de la presién respectivamente.
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W representa un vector de N, — 1 valores (uno por cada nivel intermedio), correspon-
dientes a la velocidad vertical contravariante (recordemos que su valor es cero en los
limites inferior y superior del modelo).

Estos valores pueden corresponder a un punto de la rejilla gausiana o a una
componente espectral, dependiendo del espacio en el que estén escritos. Ademas, gbg
(donde g es la aceleracién de la gravedad), denota los valores del geopotencial en niveles
enteros, obtenidos de la definicién de coordenada vertical (Gal-Chen, UM o Schér de
las ecuaciones (4.10), (4.11) o (4.12) respectivamente).

Por otra parte, los tensores métricos covariantes y contravariantes, asi como los
Simbolos de Christoffel, se calculan en los niveles enteros o intermedios, segin donde

se requiera su evaluacion.

4.4.1. Modelo no lineal

Las ecuaciones de Euler (4.1) a (4.3) expresadas en las coordenadas del modelo,

toman la forma:

an J kvl kav J17k jk r q a¢ — FJ
W#—Fklvv-f—van—f-OV + H’" | Re E)X’erW =F (4.40)
or e @ yGﬁ) R 0 /-3 0
8t 0XF ( C, G|? C,|G|? 0XFk < > cyer
dq o) |G!2> C, 0 [~ Q
+VF— g+ =2LIn + —— |G|?V") = - (4.42)
ot 0XF ( C, G| C,|G|? 0X*k ( > Cpe

Estas ecuaciones no estan escritas en forma conservativa, y por tanto no son aptas
para métodos conservativos como el método de volimenes finitos. No obstante, cabe
senalar que la formulacién covariante no es incompatible con métodos conservativos.
Por ejemplo, Jergensen [Jorgensen, 2003] deduce un sistema de ecuaciones en forma
estrictamente conservativa para un fluido incompresible usando la formulacién cova-
riante. El hecho de que las ecuaciones (4.40) a (4.42) no sean conservativas no tiene

trascendencia en el modelo presentado en esta tesis, ya que éste estd basado en el
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método espectral, y por tanto no puede ser conservativo por ser el método espectral
inherentemente no conservativo.

Una posible desventaja de las ecuaciones propuestas, es la presencia de los Simbo-
los de Christoffel en los términos advectivos de la ecuacién del momento (4.40), que
son no nulos en presencia de orografia. Sin embargo, los Simbolos de Christoffel no
son necesarios en el caso de que se use el esquema de adveccién semi-lagrangiana, ya
que son reemplazados por interpolaciones de las componentes de la velocidad corriente
arriba de cada punto de rejilla, siguiendo el procedimiento descrito en Simarro y Hortal
[2011].

Describimos en primer lugar la discretizacién espacial de la fuerza de gradiente
de presién y fuerza gravitacional de la ecuacion del momento. Teniendo en cuenta que
H*XY =0, la componente (Re” Vg + V)X

HXX (R "o T g—i) + HY? (R Ta_z - g—g) (4.43)

Esta expresion es parte de la ecuacion de pronostico de la velocidad contravariante

U, y por tanto debe estar definida en niveles enteros. El primer término en (4.43) se

calcula usando la derivada horizontal espectral Dy, y por tanto es:

0
HXX <R r a—)q( + %) = H** (Re" -Dxq+ gDxbg), (4.44)
donde el simbolo “:=" significa “discretizado como” y el punto “” significa “producto

elemento por elemento en cada nivel”. La derivada D xbg, como cualquier otra derivada
de la funcién (X, Y, Z), se calcula en la inicializaciéon del modelo y se conserva su valor
durante la simulacion. La derivada D xq se calcula en el espacio espectral al principio

de cada paso de tiempo, y su valor en el espacio de puntos de rejilla se obtiene con una
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transformacion espectral inversa. El segundo término de (4.43) se discretiza asi:

0 0 .
HX? (ReT a—g + a—ﬁ) = H*?E, (R (Eze") - (Dzq) + ¢Dsbg), (4.45)

donde se han utilizado los operadores interpolacién de niveles enteros a intermedios, y
de niveles intermedios a enteros, E; y E 5 respectivamente. Recordamos que este tltimo
operador se construye sin considerar implicitamente que la funcién a interpolar es cero
en los limites inferior y superior del modelo, a diferencia del operador interpolacion
E,. Usar el operador E; en esta expresion seria equivalente a suponer que hay un
equilibrio hidrostatico en los limites inferior y superior del modelo, lo cual, en general,
no es cierto.

El término (Re" Vq + V@)Y se trata de forma similar a (Re” Vq + V@)~ y por
tanto las ecuaciones discretizadas correspondientes son similares a (4.44) y (4.45) con
Y substituyendo a X.

Finalmente, la componente vertical del gradiente (Re” Vq+V¢)? tiene tres térmi-

nos. El primer término se discretiza como:

0 0
B (e s 58 ) = BB (R DyatgDybe). (440
y el segundo
0 0
B (R G 50 ) = B B (R DyatgDybe), (447

donde E; se usa para interpolar de niveles enteros a niveles intermedios. La discreti-

zacion del tercer término es:

dq 0
H?Z (Re’" a—g + 8-2) .= H?? (R (Eze*) - (Dyq) + gDyby) . (4.48)

Como se puede observar, en la discretizacion de la fuerza de gradiente de pre-
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sion y de la fuerza gravitacional, no se usa la expresion simple para el gradiente del
geopotencial dada en la ecuacién (4.32). En vez de esta simplificacién, el gradien-
te del geopotencial acompana al gradiente de presién en todas las componentes del
término Re” Vq + V¢ (dadas en las ecuaciones (4.46), (4.47) y (4.48)), que representa
el desequilibrio entre la fuerza de gradiente de presién y la fuerza gravitacional. Hemos
probado distintas configuraciones para este término, y teniendo todas el mismo orden
de exactitud, hemos seleccionado la méas estable.

Vemos ahora los términos advectivos de la ecuacion del momento. Los términos

de adveccién de la componente U de la ecuacién del momento (4.1) se discretizan como:
U-DxU+V-DyU+E; (W -D;U),
mas los términos de curvatura siguientes:
MYy U2 +2I'%, U-V+2I5,U- (E;W).

De forma similar, los términos de adveccién de la componente V' de la ecuacién

del momento, se discretizan como:
U-DxV+V -DyV+E,(W-D,V),
mas los términos de curvatura siguientes:
My U2+ 2%, U- V4T, V> 4+ 27, V- (E;W).

Finalmente, los términos de adveccién de la componente vertical W de la ecuacion

del momento se discretizan como:

(B2U) - (DxW) + (B2 V) - (Dy W) + BzD,(;W?),
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mas los términos de curvatura correspondientes:

Ez(T%,U? + 2I'%,U - V + T2, V?) + 2W - E4(I'4,U + I'Z,V) + ', W2

El término de Coriolis se discretiza usando las matrices (4.33) y (4.34), aplicando
los operadores de interpolacién a las componentes de la velocidad donde es necesario
pasar de niveles enteros a intermedios o viceversa.

La discretizacion de las ecuaciones de pronostico del logaritmo de la temperatura
(4.41) y del logartimo de la presién (4.42) son muy similares, ya que son exactamente
las mismas a excepciéon de una constante. Los términos advectivos de la ecuacion de

pronostico del logaritmo de la temperatura r son:

0
Vka;(“_k :=U-Dxr+V -Dyr+E (W Dyr), (4.49)
mas
Vkan <1n|_|1> — (UDX—i_VDY)lH'_‘l +EZA(WDZIH|_’1> (450)
GI* G2 G2

Subrayamos que las condiciones de contorno, implicitamente incluidas en el ope-
rador E, de las ecuaciones (4.49) y (4.50), son aplicadas de forma consistente, ya que
éste opera sobre un producto que incluye la velocidad vertical contravariante, que es
cero en los limites inferior y superior del modelo. Finalmente, teniendo en cuenta (4.29),

la divergencia lineal se discretiza asf:

1 0

donde D esta dado en la ecuacién (4.30). Como ya se mencioné en la seccién 4.2.4,

la divergencia (4.51) es idéntica a la divergencia usada en el modelo lineal, llamada
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divergencia lineal porque se usa en su definicién la métrica lineal G.

4.4.2. Modelo lineal

El esquema de integracién temporal semi-implitico requiere una versién lineal
de las ecuaciones de Euler (4.40) a (4.42). Para ello, se considera un estado de refe-
rencia que consiste en una atmoésfera en reposo, isoterma, en equilibrio hidrostatico y
sin presencia de orografia. Se consideran las ecuaciones de evolucion lineales de una
perturbacion respecto de este estado de referencia.

El estado de referencia isotermo se usa en muchos modelos de predicciéon semi-
implicitos, tanto espectrales como de punto de rejilla, hidrostaticos y no hidrostaticos
[Bénard et al., 2010; Gustafsson y McDonald, 1996; Ritchie et al., 1995]. Otros modelos,
como el modelo COSMO [Baldauf et al., 2011] o el WRF [Skamarock et al., 2005],
usan un estado de referencia no isotermo, con un perfil vertical de temperatura mas
parecido al de la atmosfera real. Estos modelos sélo usan la técnica semi-implicita en la
dimensién vertical, siendo explicitos en las dimensiones horizontales. Por este motivo,
y por motivos de estabilidad, pueden usar perfiles no isotermos en la atmésfera de
referencia.

Detallamos a continuacion las ecuaciones lineales correspondientes a las ecuacio-
nes no lineales de Euler (4.40) a (4.42), también descritas en [Simarro y Hortal, 2011,
Simarro et al., 2013]. Siendo T la temperatura de referencia, la ecuacién de balance
hidrostatico para la atmosfera de referencia es:

_0g 0Ob

donde la derivada vertical b, = Hp es constante y por tanto el logaritmo de la presién
¢(Z) disminuye linealmente con la coordenada vertical. Es decir, ¢(Z) = Gy + Gz Z.

Teniendo en cuenta esto, la versién lineal de las ecuaciones de Euler (4.40) a (4.42) es:

a_U+F]XXRT%:

ot 0X 0
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86?‘15/ HYYRTSY 0

a;v HZZRTSZ bgzrzo
ZZ+CR (D+%—I;/>=0
%+%’<D+%—VZV)—%W—O-

La discretizacion espacial de estas ecuaciones se realiza de forma andloga a la
discretizacion de las ecuaciones no lineales, ya descrita en la seccion 4.4.1. Resultan

ser:

aa[; H**RTDxq=0 (4.52)

‘?t/ HYYRTDyq=0 (4.53)

%V + H?? RTDyq — % Eyr =0 (4.54)
%+C£ (D+D,W)=0 (4.55)
%‘3+%(D+D W) — ?%I);E W = 0. (4.56)

Las ecuaciones de Euler lineales y no lineales espacialmente discretizadas (des-
critas en este apartado y en el anterior respectivamente), se usan conjuntamente en
esquema semi-implicito descrito en la seccion siguiente, donde finalmente se discretiza

la dimension temporal.

4.5. Discretizacion temporal: esquema semi-implicito

Los esquemas de integracién més utilizados en meteorologia son de tipo semi-
implicito, tanto en modelos espectrales como en modelos de punto de rejilla [Robert,
1981]. Esto es debido a que, con esta técnica, se consigue estabilidad numérica con pasos
de tiempo relativamente grandes, lo cual significa eficiencia computacional. La eficien-

cia, junto con la exactitud, es uno de los requerimientos de un modelo de prediccién
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operativo. Como se ha mencionado en la seccion 2.2.2, algunos modelos meteorologi-
cos no hidrostdticos de uso operativo, como el modelo COSMO [Baldauf et al., 2011]
o el WRF [Skamarock et al., 2005], usan una técnica de integracién temporal mixta,
explicita en las dimensiones horizontales e implicita en la vertical.

En el modelo presentado en esta tesis, hemos utilizado la técnica semi-implicita
con tres niveles de tiempo (three time level semi-implicit scheme en la literatura anglo-
sajona). Se llama asi porque se usan, en cada paso de tiempo, el estado atmosférico en
tres momentos distintos, separados entre si un paso de tiempo. Este esquema temporal
tiene dos soluciones: un modo fisico, que es una solucién aproximada de las ecuaciones
analiticas, y un modo computacional, que no es una solucién aproximada de las ecua-
ciones analiticas y que por tanto no interesa y debe amortiguarse. Para amortiguar
el modo computacional se aplica el filtro temporal de Asselin [Asselin, 1972]. Descri-
bimos en esta seccién la version con adveccién euleriana. La extension a adveccion
semi-lagrangiana estd descrita en [Simarro y Hortal, 2011].

El objetivo es expresar las ecuaciones de Euler (4.40), (4.41) y (4.42), substitu-
yendo las derivadas temporales mediante una aproximacién de segundo orden.

Se representa un estado atmosférico en un instante de tiempo ¢, = nAt mediante
el vector X,, que contiene los valores de las variables de prondstico (componentes
contravariantes de la velocidad y los logaritmos de la temperatura y la presién), en el
instante de tiempo t,. La derivada temporal del estado atmosférico X,, en el instante

t, se aproxima mediante:

0X ~ xn—H - xn—l
oA

Esta aproximacion es la que se usa para las derivadas temporales de las ecuaciones
de Euler (4.40), (4.41) y (4.42). Por otra parte, los términos de forzamiento de estas
ecuaciones (es decir, todos los términos menos las derivadas temporales), se substituyen

por la suma de un término explicito no lineal, M(X,,) — £(X,), y otro término lineal



78 4.5. Discretizacion temporal: esquema semi-implicito

implicito. Se usa un factor € de descentrado para incrementar la estabilidad, como se
explica con detalle mas adelante en la seccion 4.6. Por tanto, el esquema temporal de

tres pasos de tiempo 3TL se representa mediante la siguiente ecuacion:

f)Cn+1—f)Cn_1_ 1—ce¢ ~ 1+e€
—on = M) = LX) + LX) + LX), (4.57)
donde X es [Asselin, 1972]:
3_Cn = :X:n + (in—l — 2xn + xn+1) . (458)

La ecuacién (4.57) se puede escribir, pasando al miembro de la izquierda los

términos implicitos y al miembro de la derecha los explicitos, de la siguiente manera:

(1= AHL+€) £) Xpsr = R(Xr, K1), (4.59)

donde el término explicito R, que depende de los valores conocidos X,, y X,_1, es:

R =X, 1 +2At (M(xn) — L£(X,) + ! g %(xn_l)> .

Usando el modelo lineal (4.52) a (4.56) descrito en el apartado anterior, el esquema

semi-implicito (4.59) resulta ser:

U, + BH**RTDxqni1 = Ry (4.60)

Vi + BHYY RTDyq,y1 = Ry, (4.61)
para las componentes horizontales de la velocidad y

W, i1+ 5 (HZZRT Dzqni1 — Bi EZI'n+1) =Ry (4‘62)
Z
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R R
| PP | + B —_— Dn+1 + — DZWn+1 = R’r’ (463)
Cy Cy
C C gl;Z
qn+1 + ,8 <é Dn—‘rl + FZ DZWn+1 — ﬁ EZWn+1> — Rq, (464)

para la componente vertical de la velocidad y los logaritmos de la temperatura y presion.
En las ecuaciones (4.60) a (4.64) se usa la definicién 5 = (1 + €)At, y los términos de
la derecha Ry, Ry, Ry, R, y R, son los términos explicitos, es decir, los conocidos a
partir del estado atmosférico en los pasos de tiempo actual y anterior.

El sistema lineal (4.60) a (4.64) debe resolverse para conocer el valor de las
variables de prondstico en el siguiente paso de tiempo, U,y1, Vi1, What, T v
dn+1- Para ello se aplica el método espectral, en el que se usan las funciones propias
del laplaciano horizontal, es decir, los arménicos esféricos en el caso de geometria 3D
esférica y las funciones sinusoidales en el caso de geometria 2D plana. El sistema lineal
(4.60) a (4.64) se resuelve de forma similar a otros modelos espectrales semi-implicitos
hidrostaticos [Ritchie et al., 1995] o no hidrostéticos [Bénard et al., 2010]. Obviamente
hay diferencias, debido a que en el modelo propuesto en esta tesis se usa otra coordenada
vertical y otras variables de prondstico. Simarro y Hortal [2011] describen cémo se
resuelve el sistema lineal (4.60) a (4.64) en el caso 2D plano. Veamos a continuacién
como se invierte el sistema lineal en el caso 3D.

Se observa que los unicos operadores horizontales del sistema lineal (4.60) a (4.64)
son las derivadas horizontales Dx y Dy que aparecen en las ecuaciones de las compo-
nentes horizontales de la velocidad (4.60) y (4.61). El objetivo es utilizar el operador
laplaciano en coordenadas esféricas, lo cual permite substituir el operador laplaciano
por un numero real y resolver el problema de forma algebraica. Hay diversas maneras
de proceder. Temperton realizé un analisis en profundidad para minimizar el nimero
de transformaciones espectrales a realizar y por tanto minimizar el coste computacional
[Temperton, 1991]. En la seccién 3.3.6 se comenta por qué el coste computacional es

un problema serio en los modelos espectrales con geometria esférica de alta resolucién,
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y cudles son los ultimos avances publicados para resolver este escollo. Nosotros hemos
seguido un procedimiento similar al propuesto por Temperton. Modificamos las ecua-
ciones de las componentes horizontales de la velocidad (4.60) y (4.61) como describimos

a continuacion. En primer lugar, introducimos las definiciones siguientes:

U=cos’Y -U

~

V=cosY -V,

y los operadores divergencia y rotacional:

ap (F,G) = ! (8F +COSY8—G>

cos?Y \ 90X oYy
1 0G OF
(676 (F, G) = m (a_X — COSYa—Y> .

Es inmediato ver que ap(U, V) es la divergencia horizontal dada en la ecuacién

(4.30):

A ou 1 0
ap(U,V)=D = 8_X+ cosY(?_Y(V cosY).

Teniendo en cuenta que segiin (4.24) los términos métricos son HX* = (a cosY)~?

y HYY = @72, al aplicar los operadores ap y a¢ a las ecuaciones cos? Y- (4.60) y cos Y-
(4.61), se desacoplan las componentes irrotacionales y no divergentes del flujo horizon-

tal:

D,.1 + BRTV?*qni1 = ap (cos2 Y -Ry,cosY - RV) (4.65)

C.i1=ac (0082 Y -Ry,cosY - RV) , (4.66)

donde la vorticidad del flujo horizontal C,,;; queda resuelta. Las otras variables, D, 1,

W1, Thi1 ¥V Qny1, Se resuelven a partir de las ecuaciones (4.62), (4.63), (4.64) y
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(4.65). En estas ecuaciones, los operadores son derivadas e interpolaciones verticales,

exceptuando el término:

_ 1 0%q 0 oq
2q= Y — Y —
Vi a?cos?Y (8X2 s Ey (COS 8Y)) ’

donde aparece el operador laplaciano horizontal. Mediante el uso de las funciones pro-
pias del laplaciano horizontal, puede encontrarse una ecuacion de Helmholtz para la
componente vertical de la velocidad de forma similar a la propuesta en Bénard et al.
[2010] en el modelo ALADIN. Una vez se conoce la velocidad vertical, se calculan las

otras variables.

4.6. Estabilidad lineal

La estabilidad del esquema temporal descrito en la seccion anterior puede ser
estimada utilizando un método de analisis numérico como el descrito en Coté et al.
[1983] y Bénard et al. [2004]. Para ello, el término M(X,,) de la ecuacién (4.57) se
substituye por el término lineal £'(X,), exactamente igual a £(X,) excepto por la
temperatura de referencia utilizada: T' en vez de T.

Las ecuaciones (4.57) y (4.58), con el cambio mencionado de substituir M(X,,)

con L£'(X,,), pueden escribirse de la siguiente forma:

siendo la matriz de amplificacién A:

0 (J—etL)! (1 —-2a)d aJ
J a—etL)™! 2AH(L = L) (X +€e L)

donde ¢* = At(1 4 ¢€) y J es la matriz identidad.
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Figura 4.2: Maximo médulo de los valores propios de la matriz de amplificacién para diferentes valores
del pardmetro 3 = T'/T — 1 y niimeros de onda horizontales desde 10=2m~! hasta 106 m~1.

Dado un determinado niimero de onda horizontal, o valor propio del laplaciano
horizontal, y unas temperaturas de referencia Ty 1", todos los valores propios de la
matriz de amplificacién A deben tener médulo menor o igual a la unidad, de otra forma
el modo es inestable.

El valor de los coeficientes € y o que aparecen en la matriz de amplificacién (4.67)
tienen impacto en la estabilidad. En la figura 4.2 se muestra en linea gruesa la region
de estabilidad con € = 0,07 y a = 0,07, para un amplio rango de ntimeros de onda
horizontales (desde 102 m~! hasta 10~¢m~!), en funcién del pardmetro 3 =T"/T —1.
Este rango de estabilidad es suficiente para configuraciones realistas. En el caso de
e =0y a = 0,07 el rango de estabilidad se reduce significativamente, tal como se

observa en la misma figura en linea més fina.



Capitulo 5

Test 2D

En este capitulo se realizan una serie de test con el modelo descrito en los capitulos
anteriores en su version 2D, con una dimension horizontal y otra vertical. El motivo de
haber construido un modelo 2D es el de probar que la discretizacion espacial y temporal
elegidas permiten simular flujos no hidrostaticos con suficiente precisiéon. El modelo 3D
global no es apropiado para este propésito, porque la resolucién a la que deberia usarse
tendria un coste computacional prohibitivo. En modelizacion atmosférica es habitual la
estrategia de codificar un modelo 2D que mantenga las caracteristicas méas importantes
de la discretizacion espacial y temporal del modelo 3D correspondiente. En el caso del
modelo presentado en esta tesis, el modelo 2D conserva las siguientes caracteristicas
idénticas al modelo 3D esférico: la discretizacién vertical, el uso del método espectral
y el esquema semi-implicito.

Existe en la literatura cientifica un amplio abanico de test para modelos atmosféri-
cos bidimensionales. Se pueden distinguir dos grandes grupos: lineales y no lineales.
En los lineales, el flujo atmosférico consiste en una perturbacion respecto de un esta-
do estacionario, y es posible calcular una soluciéon analitica con la que comparar los
resultados obtenidos. Para los test no lineales no se dispone de ningun tipo de solu-
cién analitica conocida y, por tanto, el inico método de verificacion es comparar las

simulaciones con los resultados de otros modelos.



84 5.1. Montana Agnesi con parametro de Scorer constante

5.1. Montana Agnesi con parametro de Scorer constante

Consideramos un fluido bidimensional, estacionario, adiabatico, no viscoso. Ademas
suponemos que la aproximacién de Boussinesq es valida, es decir, los movimientos ver-
ticales son pequenos comparados con la escala vertical del fluido y la densidad se
considera constante excepto en el término de flotabilidad de la ecuacion del momento
vertical [Lin, 2007].

Supongamos también la existencia de una montana de poca amplitud y un flujo
con un perfil de velocidad horizontal corriente arriba dado por la funcién u(z). Bajo
estas condiciones, las ecuaciones lineales que gobiernan el flujo son [Lin, 2007]:

ou’ 1 0p

U— + ' +——=—=0
ox po Ox

ouw’ 0 10y

i — g+ — = ()
u@x 990+p082
8u’+8w’_0
ox 0z
/ 2
ﬂa—e—i-Neow’:O,
ox g

donde las magnitudes v/, w’, @ y p’ representan perturbaciones de las componentes
horizontal y vertical de la velocidad, temperatura potencial y presion respecto del flujo
sin perturbar.

El flujo sin perturbar consiste en una atmésfera en equilibrio hidrostatico, con
una velocidad horizontal media que depende de la altura u(z), con velocidad vertical
nula, con una temperatura potencial media 6, y con un perfil vertical de la frecuencia
de Brunt-Viisila dado por la funcién N?(z). De las anteriores ecuaciones se obtiene

facilmente la llamada ecuacion de Scorer [Scorer, 1954]:
02 0?
(— + =+ l2(2)> w'(z,2) =0, (5.1)

donde la funcién I(z) o pardmetro de Scorer, depende de la estratificacién de la atmdsfe-
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ra y del perfil de velocidad horizontal:

() = N ez (5.2)

u? U

Un caso especialmente simple de la ecuacién (5.1) se da cuando el pardmetro de
Scorer es despreciable. En este caso, se tiene V2w/(z,y) = 0, es decir flujo potencial.

Estamos interesados en conocer una solucion a la ecuacién (5.1) en presencia de
una montana de pequena amplitud dada por la funcién h(z). Esta montana induce la
siguiente condicién de contorno cinematica para la perturbacion de la velocidad vertical

w'(z, 2):

w'(x,0) = @(0)hy(z). (5.3)

Las transformadas de Fourier en la direccién horizontal de las ecuaciones (5.1) y
(5.3) permiten resolver la ecuacién diferencial (5.1) con la condicién de contorno (5.3),
ya que transforman esta tltima en una relacién algebraica entre la velocidad vertical

y el perfil orografico:

e (k, 2) + (12(2) — K2) b (k, 2) = 0 (5.4)

w(k,0) = ika(0)h(k), (5.5)

donde w(k,z) y h(k) son las transformadas de Fourier de w'(z,z) vy h(z) respectiva-
mente. Estas dos ecuaciones se usan mas adelante para encontrar una solucion lineal
de las ondas que se producen a sotavento de un obstaculo.

Vamos a considerar el caso en el que el pardmetro de Scorer es constante. Su-
ponemos que el perfil de viento horizontal y la estratificacion de la atmosfera (u y N

respectivamente) son constantes. Dependiendo del signo de [? — k? la solucién va a ser
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Parametro Unidad Flujo Potencial Hidrostatico No hidrostatico

a m 100 16000 500
ho m 50 1 100
U ms~! 15 8 15
N s71 0,01 0,01 0,01
la 0.0666 20 0.333
N, 256 512 512
N, 150 200 200
Ax m 20 3200 100
Az m 20 100 100
At s 0,4 90 2

Tabla 5.1: Parametros de los experimentos numéricos de flujo con pardametro de Scorer constante sobre
una montana de Agnesi: ancho a, altura hg, velocidad horizontal @ , Frecuencia Brunt-Vaisdla N,
pardmetro de Scorer por ancho la, nimero de puntos de rejilla horizontal N,, nimero de niveles
verticales N, resolucién horizontal Ax y resolucién vertical Az.

oscilatoria (perturbacién de tipo onda de montana):
Wk, z) = w(k,0)e™V" % para I — k* > 0,

o evanescente (perturbacién cuya amplitud disminuye exponencialmente con la altura):
w(k, z) = w(k, O)G_MZ para [ — k* < 0.

En las anteriores ecuaciones, w(k,0) se obtiene de la condicién de contorno (5.5).
Haciendo la transformada inversa de Fourier de la suma de las distintas contribuciones
w(k, z) (oscilatorias y evanescentes segun el valor de k respecto de ), se obtiene la

solucion siguiente para la perturbacién de la velocidad vertical:
! ; 2 2 ; 0 2 2 ;
w'(x, 2) = 2R (/ w(k,0)eVE Rtk g +/ w(k,0)eVE z“’“‘dk) . (5.6)
0 !

Esta solucion es valida para cualquier perfil orografico de pequena amplitud, con
la condicion de que el parametro de Scorer sea constante.

Es bastante habitual encontrar en la literatura test de modelos numéricos con el
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perfil orografico dado por la funcién “Bruja de Agnesi” (llamada asi después de que la
matemadtica italiana Maria Gaetana Agnesi la estudiara en el siglo XVIII). La funcién

es:

hoCL2

x2 + a?’

h(x) =

y su transformada de Fourier es especiamente simple:

~ hoa
h(k) = ——e M. (5.7)
2
velocidad vertical numerica (m/s) velocidad vertical lineal (m/s)
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
__ 06 __ 06
§ 0.5 g 05
N N
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
2 25 3 2 2.5 3
X (km) X (km)

-5 0 5 -5 0 5

Figura 5.1: Velocidad vertical para el test de flujo potencial sobre una montana de Agnesi. Resultado
numeérico (izquierda) y aproximacién lineal de Boussinesq (derecha). El intervalo de contorneo es de
0,5ms~ 1. El resultado numérico corresponde a t* = tii/a = 24.

Se observa a partir de (5.7) que las contribuciones de la orografia h(k) a la per-
turbacién de la velocidad vertical w'(x, z), serdn tanto méds importantes cuanto menor
sea el valor de |k|a.

Con el fin de evaluar el modelo 2D en regimenes claramente distintos, hemos

configurado tres experimentos numéricos correspondientes a casos de flujo potencial,

onda hidrostéatica y onda no hidrostatica. Estos se han realizado con los pardmetros
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definidos en la tabla 5.1. Para el esquema temporal semi-implicito se han usado en todos
ellos e = 0,07, e = 0,07 y una temperatura de referencia de 7' = 300 K. Los operadores
verticales en diferencias finitas son de orden cuatro, tanto para la interpolaciéon como

para la derivada.

z (km)

Figura 5.2: Velocidad vertical para el test de flujo hidrostatico sobre una montana de Agnesi. Resultado
numérico (izquierda) y aproximacién lineal de Boussinesq (derecha). El intervalo de contorneo es de
10~*ms~!. El resultado numérico corresponde a t* = tu/a = 135.

Como se ha mencionado, el flujo potencial se produce cuando [ -a < 1 (producto
del pardmetro de Scorer por ancho del obstédculo pequenos), y se caracteriza porque
la perturbacion decae exponencialmente con la altura. Para este test, los parametros
del flujo y el ancho de la montana se han escogido de forma que [ - a = 0,0666 (ver
tabla 5.1). En la figura 5.1 estdan representados los resultados obtenidos con el modelo
numérico y con la aproximacion lineal de Boussinesq estacionaria, calculada con la
ecuacién (5.6). El resultado numérico corresponde a t* = tu/a = 24, de forma que ha
dado tiempo a formarse un flujo casi estacionario. Se observa que los resultados son
muy parecidos.

Las ondas hidrostaticas se dan con parametros de Scorer por ancho del obstaculo
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grandes, [ - a > 1, y en este caso la perturbacion, en vez de decaer con la altura, se
propaga en la vertical sin disminuir su amplitud, manteniéndose sobre el obstaculo. El
test se ha realizado con [-a = 20 (ver tabla 5.1), y los resultados numéricos y lineales son
similares, tal como se observa en la figura 5.2, donde el resultado numérico corresponde
at* =tu/a =135y el lineal estd también calculado con la expresion (5.6). En la figura
5.2 se observa que el resultado numérico se amplifica con la altura, mientras que el
lineal tiene una amplitud constante. Esto es debido a que las ecuaciones de Boussinesq,
usadas para el calculo de la solucién lineal analitica, no representan adecuadamente el

aumento de la amplitud de la perturbacion con la altura.

velocidad vertical numerica (m/s) velocidad vertical lineal (m/s)
0 N\ 0
8 8
7 7
6 6
£s £s
™ 4 ™ 4
3 3
2 2
1 1
25 30 35 25 30 35
x (km) x (km)

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 5.3: Velocidad vertical para el test de flujo no hidrostético sobre una montana de Agnesi. Re-
sultado numérico (izquierda) y aproximacién lineal de Boussinesq (derecha). El intervalo de contorneo
es de 0,2ms~!. El resultado numérico corresponde a t* = tii/a = 90.

Las ondas no hidrostaticas se dan con parametros de Scorer por ancho del obstacu-
lo del orden de la unidad, [ - a ~ 1. En este caso, los términos de flotabilidad y de
gradiente de presion de la ecuacién del momento vertical, son del mismo orden de mag-
nitud, y el resultado es una onda que se propaga tanto horizontal como verticalmente.
El test se ha realizado con [ - a = 0,333 (ver tabla 5.1) y el resultado numérico, re-

presentado en la figura 5.3, corresponde a t* = tu/a = 90. Este tiempo es suficiente
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para que se alcance un estado casi estacionario que pueda compararse con la solucién
lineal calculada con (5.6). Vemos que la soluciéon numérica y lineal difieren por dos
motivos. En primer lugar, de forma analoga al test de onda hidrostatica, la aproxi-
macion de Boussinesq no representa adecuadamente el aumento de la amplitud de la
perturbacion con la altura. En segundo lugar, a diferencia del test de onda hidrostati-
ca, la montana tiene una altura no despreciable en relacién a su anchura (ver tabla
5.1) y por tanto la aproximacién lineal pierde exactitud (esta aproximacién es mejor
cuanto menor sea la razén entre altura y anchura de la montana). Estas dos causas
explican la diferencia entre las soluciones numérica y lineal de la figura 5.3, ademas las

inexactitudes del modelo 2D, propias de cualquier modelo numérico.

5.2. Ondas a sotavento atrapadas

En la atmosfera el parametro de Scorer varia con la altura, ya que tanto el perfil
de velocidad horizontal como la estratificacion, son variables. En el caso de que el
parametro de Scorer varie de forma lenta con la altura, se puede obtener una solucién

para la velocidad vertical del tipo [Lin, 2007]:
w(k, z) = Ak, z)ed®2), (5.8)

donde la amplitud A y la fase ¢ son funciones de variacién lenta. Substituyendo (5.8)

en (5.4) se obtiene:
[ AQ%+ (I = K)A] +i[Ag.: + 24.0:] + Ao =0, (5.9)

donde el 1dltimo término A,, se desprecia, pues se ha supuesto que la amplitud varia

de forma lenta. Igualando a cero la parte real e imaginaria de (5.9) se obtiene que:

2 (4vF=T) o o0



Capitulo 5. Test 2D 91

Pardmetro Unidad Test 1 Test I1

a m 2500 2500
ho m 100 100
o ms—! 10 10
L m 2830 4000
N s71 0,01 0,01
N, 512 1014
N, 100 140
Az m 500 500
Az m 250 250
At s 2 2

Tabla 5.2: Parametros de los experimentos numéricos de ondas atrapadas a sotavento: ancho a, altura
hg, velocidad horizontal w , pardmetro de cizalladura L, Frecuencia Brunt-Vaisidla N, parametro
de Scorer [, niumero de puntos de rejilla horizontal N,, nimero de niveles verticales N, resolucion
horizontal Az y resolucién vertical Az.

Esta ecuacion proporciona una relacién entre la amplitud de la onda y el parame-
tro de Scorer para cada nimero de onda, indicando que la onda se amplifica o debilita
en funcion de la variacién vertical del viento horizontal y de la estratificacién. En el

caso de ondas hidrostdticas [? > k? y la ecuacién (5.10) se simplifica a:

0

% (A%) =0,

y por tanto, teniendo en cuenta (5.2) y la variacién lenta del perfil de viento u(z),
se deduce que la velocidad vertical de las ondas hidrostdticas se amplifica en zonas
de viento fuerte o estratificacién débil (lo contrario ocurre en zonas de viento débil o
estratificacion fuerte).

Si el pardmetro de Scorer varia rapidamente con la altura, se pueden producir
ondas de sotavento atrapadas (lee trapped waves en la literatura anglosajona). Se dife-
rencian de las descritas hasta ahora en que no tienen inclinacién en la vertical, estan
confinadas en la troposfera baja y pueden propagarse corriente abajo sin perder inten-
sidad. En la figura 5.4 se observa una situacién en la que se produjeron este tipo de

ondas en areas de la Peninsula Ibérica, Francia y Norte de Africa.

Como se ha dicho, las ondas a sotavento atrapadas, requieren un estado bésico
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485 01 00 McIDAS

Figura 5.4: Ilustracién de ondas de montana atrapadas reales. Imagen del Meteosat-8, del 28 de
Diciembre de 2004 a las 20:45 UTC, canal 6, WV7.3.

no perturbado que tenga un parametro de Scorer que varia con la altura. Supogamos
que la estratificacién del estado de referencia es constante y que el viento horizontal de
referencia tiene cizalladura:

a(z) = do (1 + %) . (5.11)

Entonces, la solucion de la ecuacién (5.4) con la condicién cinematica de contorno
(5.5) no es inmediata, debido a la dependencia del parametro de Scorer con la altura.
En el caso considerado aqui, en el que la estabilidad es constante y la cizalladura es
lineal, se obtiene una ecuacién diferencial cuyas soluciones son funciones de Bessel
modificadas de primera especie con argumento imaginario [Wurtele et al., 1987]. La

solucién a (5.4) con la condicién cinemédtica de contorno (5.5) es [Smith, 1979]:

k,Z) ik
———e"dk 5.12
o) 12

S

w'(z,2) = 2R / ikigh(k)
0



Capitulo 5. Test 2D 93

donde w(k, z) debe satisfacer la ecuacién (5.4). En el caso de ondas atrapadas, estamos
interesados en soluciones que tiendan a cero para z grande, y que sean no nulas para
x grande. Teniendo en cuenta el Lema Riemann-Lebesgue, la integral (5.12) tiende a
cero para x grandes si el integrando es regular, es decir, no tiene singularidades. Sin
embargo, si existen valores de k para los que w(k,0) = 0, la integral (5.12) puede no
tender a cero para = grandes. En estos casos, la perturbacién w’(z, z) puede propagarse
indefinidamente en la horizontal, es decir, pueden haber ondas atrapadas. La integral
(5.12) se aproxima con el método de Laplace, que permite encontrar expresiones para

la velocidad vertical w'(x, z) corriente abajo de la montana.

velocidad vertical numerica (m/s)

T T T T T T T T T
20 B
15
€
=
~ 10
| @ @
1 1 L
60 80 100 120 140 160 180 200 220
X (km)
T T T
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.5: Ondas atrapadas a sotavento, test I. Velocidad vertical para ¢ = 20000 s. Intervalo de

contorneo de 0,1ms1.

En el caso aqui considerado, el niimero de soluciones a w(k,0) = 0, serd tanto ma-
yor cuanto menor sea la cizalladura horizontal, es decir, cuanto mayor sea el parametro
L de la ecuacion (5.11) [Wurtele et al., 1987]. Cada solucién k; de w(k;,0) = 0 consti-
tuye un modo libre w';(x, z) que se propaga horizontalmente de forma indefinida. La
suma de estos modos es la solucién para w'(z, z) corriente abajo lejos de la montana.

Para comprobar que el modelo numérico puede representar adecuadamente este
tipo de soluciones, se han realizado dos test. Usamos configuraciones adecuadas para

poder comparar nuestros resultados con test publicados en la bibliografia. Asi, los
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parametros indicados en la tabla 5.2, corresponden a los test I y II de Wurtele et al.
[1987].

Ambos test consisten en un flujo de estabilidad constante, con una frecuencia
de Brunt-Viisala de 0,01 s71, sobre una montana de Agnesi de ancho 2500 m y altura
maxima de 100 m. La diferencia entre los dos test esta en la cizalladura del viento. En
el primer test L = 2830 m, mientras que en el segundo la cizalladura es menor, con
L = 4000 m.

velocidad vertical numerica (m/s)
T T T T

Figura 5.6: Ondas atrapadas a sotavento, test II. Velocidad vertical para ¢ = 38000 s. Intervalo de

contorneo de 0,1 ms™ 1.

Como se ha indicado, el nimero de modos libres depende del niimero de ceros de la
ecuacién w(k,0) = 0, siendo w(k, z) solucién de la ecuacién de estructura (5.4). Como
ya hemos comentado, w(k, z) son funciones de Bessel modificadas de primera especie
con argumento imaginario, y el nimero de ceros de w(k,0) = 0 es mayor cuanto menor
sea la cizalladura [Wurtele et al., 1987]. En el test I hay un modo libre que contribuye a
la solucién, mientras que en el test 11, con menor cizalladura, son dos los modos libres,
como se puede apreciar en las figuras 5.5 y 5.6.

En el test I, las ondas atrapadas de la figura 5.5 obtenidas con el modelo numéri-
co, tienen una longitud de onda de 22,0 km aproximadamente, siendo de 20,3 km en

el andlisis lineal [Wurtele et al., 1987]. En el test II, las ondas atrapadas obtenidas
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con el modelo numérico tienen dos contribuciones con longitudes de onda de aproxi-
madamente 16,0 km y 40,0 km, mientras que las del andlisis lineal son de 15,2km y
35,9 km respectivamente [Wurtele et al., 1987]. En ambos casos, el modelo numérico es
capaz de reproducir las ondas atrapadas con el nimero de modos libres correcto y con

longitudes de onda algo mayores a las que resultan del analisis lineal.

5.3. Test de Baldauf y Brdar

En un trabajo recientemente publicado, se describen soluciones lineales analiticas
de las ecuaciones de Euler, aplicadas a ondas en un canal bidimensional [Baldauf y
Brdar, 2013]. El hecho de que sean soluciones analiticas de las ecuaciones de Euler,
y no de ecuaciones aproximadas, permite comparar con un alto grado de exactitud
estas soluciones con las soluciones numéricas del modelo. Baldauf y Brdar consideran
una atmosfera isoterma en equilibrio hidrostatico con velocidad constante, en un canal
bidimensional de longitud y altura dadas, con condiciones de contorno peridédicas en
la direccién horizontal. A esta atmosfera se le anade una pequena perturbacion que
produce ondas gravitatorias y acusticas, y se calcula su evolucion usando las ecuaciones
de Euler lineales. Al ser la atmodsfera de referencia isoterma con temperatura Tp, la

frecuencia de Briint-Viisila es constante, asi como la velocidad de las ondas acusticas:

__ 9

N

CP
s = | = Rp.
C Ov 0

Baldauf y Brdar aplican la transformacion de Bretherton [1966] a las ecuaciones

de Euler. La solucién de las ecuaciones lineales resultantes se encuentra aplicando, en
primer lugar, la transformada de Fourier a las dimensiones espaciales horizontal y ver-
tical (transformando las derivadas parciales espaciales en multiplicaciones por nimeros
de onda), y en segundo lugar, utilizando la tranformacién de Laplace para la integra-

cién temporal (transformando las derivadas parciales temporales en multiplicaciones
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por frecuencias més un término que contiene el estado inicial). De esta forma, el sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en espacio y tiempo, se transforma en
un sistema algebraico que se puede resolver siempre y cuando las condiciones iniciales
y de contorno sean conocidas.

El proceso de encontrar la soluciéon analitica es complejo desde el punto de vista
algebraico, y no lo incluimos aqui por ser demasiado extenso. No obstante, si hemos
creido oportuno describir el planteamiento del problema y su solucién.

Como se ha dicho, el estado de referencia es isotermo con temperatura 7Ty cons-

tante y en equilibrio hidrostatico, de manera que la presién es:
—6z g
2) = pse con § = —.
pO( ) Ds ) RT(]
Cada variable ¢(z, z,t), se expresa como suma de un término de referencia que

solamente depende de la altura ¢q(z), y una perturbacién ¢'(x, z, t):

d(x, 2, t) = ¢po(2) + ¢'(x, 2, 1).

La transformacion de Bretherton se aplica a las perturbaciones, de manera que:

¢/($7 2, t) = €+o¢z ¢b(x7 Z, t)?

donde o = 44/2 para las componentes de la velocidad y la temperatura, y o« = —§/2
para la presion y la densidad. Las ecuaciones de Euler lineales para las perturbaciones

¢p son:

8ub 6ub . 1 8pb

owy owy 1 /0 ¢ g
—_— — == —= — = 14
ot + o Oz Py (82 2) Do ps/)b (5.14)

8pb 8pb . 8ub 0 )
5 + ug 9 — Opswy = —ps pe Ps (6’2 + 2) wy (5.15)
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Ipy opy (0 0 9
E—f—uo(‘?_x Ipswy = a—i—uo@ Py — C20psWp. (5.16)

A través de la ecuacion de estado se obtiene una relacién entre Ty, pp, ¥ Dp:

L (5.17)

To  ps s

Se trata de resolver las ecuaciones en derivadas parciales (5.13) a (5.16), junto con
la relacién (5.17) y las condiciones iniciales y de contorno. Las condiciones de contorno
consisten en que la velocidad vertical sea cero en los limites superior e inferior, es
decir, wy(x,0,t) = wy(z, H,t) = 0, donde H es la altura del canal. Por otra parte, las
condiciones iniciales se escogen arbitrariamente segin el test que se quiera realizar. Para
encontrar la solucién analitica, las perturbaciones ¢,(x, z,t) se expresan en funcién de

los coeficientes gfsb(kz, k.,t) de las siguientes series de Fourier:

ooz, 2 t) = Y Y Gulka, o t) e th), (5.18)
ke €227 k€ F L
donde L es la longitud del canal. Las condiciones de contorno para la velocidad vertical

en términos de los coeficientes de Fourier w, resultan ser simplemente:
Wy(ky, =k, t) = —p(ky, kzy t). (5.19)

La solucién de las ecuaciones (5.13) a (5.16) para ¢t > 0, con las condiciones de
contorno (5.19), expresada en funcién de los coeficientes de las series de Fourier (5.18),

resulta ser:

2

0 (kiz, k2, (K, K
M[} (t QMLQQ) (5.21)

0 0y (ks K2
abu%,kmt)::ihr(g-c§<}kz+-—>) gﬁﬂi————gzLou) (5.20)

Wy (kg kzyt) = —ciki g
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. . ) . .

ol ko ) = (Pz ro (k - 5)) ol ks 0) La(t) + pohos b 0) Laft)  (5.22)
)

ok, koyt) = — (g — cg <Z/€Z + 5)) 9Pk, k., 0) Li(t), (5.23)

donde py(ky, k., 0) son los coeficientes de Fourier de la perturbacién de la densidad en

el instante inicial, y las funciones L, () son las transformadas de Laplace de ,(s):

sP
(7 + (7 + )

I,(s) = (5.24)

donde o y 3% son las raices del polinomio s*+p; s*+q, siendo p; = 2 (k2 + k2 + 6%/2)
v q = gk?(c35 — g). Las transformadas de Laplace de las funciones (5.24) para p =
0,1,2,3 son:

Ly(t) = L (l sin ot — %sin ﬁt)

52—062 a

Ly(t) = 7 a? (cos at — cos [5t)
Ly(t) = ﬁ (—asinat + B sin ft)
Ls(t) = ﬁ (—a?cos at + 3 cos Bt) .

La solucién analitica lineal dada por los coeficientes de Fourier (5.20) a (5.23),
es valida solamente en el caso de que las perturbaciones iniciales de la velocidad y de
la presion sean nulas. Por esta razon, las soluciones vienen dadas exclusivamente en
funcién de la perturbacién inicial de la densidad py(ks, k., 0).

Hasta aqui la descripcién de la solucion analitica lineal de las ecuaciones de Euler,
tal como esta expuesta en [Baldauf y Brdar, 2013]. A continuacién, se usa esta solucién
lineal para compararla con la solucién numérica proporcionada por el modelo descrito
en esta tesis. La condicién inicial es la misma que la usada en [Baldauf y Brdar, 2013]
para evaluar, en ese caso, el modelo no hidrostatico COSMO [Baldauf et al., 2011].

Consiste en una burbuja célida similar al test propuesto por [Skamarock y Klemp,
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Vertical velocity (m/s): analytical solution

z (km)
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Figura 5.7: Velocidad vertical en el instante ¢ = 1800 s para el test de Baldauf y Brdar. El paso de
tiempo es At = 3,125 s, la resolucién horizontal Az = 156,25 m y la resolucién vertical Az = Ax/2.
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Az(m)  Al(s) Ly (x10°) Lo (x10°)

2500.00  50.000 80.7 370.5
1250.00 25.000 55.8 316.8
625.00 12.500 39.2 222.5
312.50  6.250 31.2 161.2
156.25  3.125 28.0 120.6

Tabla 5.3: Error cuadratico medio Lo y error maximo L., para en la velocidad vertical en el test de
Baldauf y Brdar. La configuracién del test es con T = 300 K, U = 20ms~—! y € = 0,07. Se realizan
varios experimentos con diferentes resoluciones horizontales y pasos de tiempo. La resolucién vertical
es Az = Az/2 en todos los casos. Los logaritmos de los errores son lineales respecto de los logaritmos
de la resoluciones espacial y temporal, con coeficientes de correlacion de 0,988 para L, y 0,959 para
L. Las pendientes u 6rdenes de convergencia son de 0,42 para Ly, y 0,39 para L.

1994]. La temperatura inicial es:

9 (@U*IC)Q
T(z,z,0) =Ty + e AT e @ sinw%,

donde la amplitud de la perturbacion es AT = 0,01 K, el radio d = 5000 m y la posicion
x. = 160 km. El tope del modelo se sitia en H = 10 km y el canal tiene una longitud
de L = 320 km. La temperatura de fondo es T, = 250 K y la presién en superficie
ps = 1000 hPa. La velocidad horizontal inicial es constante, ug = 20m/s. En la figura
5.7 se muestra la solucion lineal y la numérica para la velocidad vertical, confirmandose
un buen ajuste entre ambas soluciones en todo el dominio espacial. El mismo test se ha
realizado para resoluciones mas bajas, manteniéndose constante la razon entre el paso
de tiempo y la resolucion espacial. A partir de los resultados dados en la tabla 5.3, se
observa que la solucién numérica converge hacia la solucién lineal analitica.

Con la ayuda de este test vamos a evaluar ahora distintas fuentes de error del
modelo, concretamente tres: la diferencia entre la temperatura Ty y la temperatura de
referencia del sistema lineal semi-implicito 7’; la adveccion; y el factor semi-implicito e.
Estas fuentes de error son algunas de las que estan presentes en los nticleos dindmicos de
los modelos espectrales semi-implicitos. Realizamos el experimento con todas las fuentes
de error activadas (T = 300, ug = 20ms~! y ¢ = 0,07), con todas desactivadas (T =

250 K, up = 0y € = 0) y con cada una de las fuentes de error activadas separadamente.
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T(K) wu(ms™!) € Ly(x10°) Ly (x10°)

300 20 0.07 28.0 120.6
250 0 0 25.0 78.7
300 0 0 25.6 5.7
250 20 0 25.3 91.4
250 0 0.07 27.4 100.7

Tabla 5.4: Error cuadréatico medio Lo y error maximo L., para en la velocidad vertical en el test de
Baldauf y Brdar. Los test estdn configurados con diferentes valores de la temperatura de referencia,
temperatura de fondo, velocidad horizontal de fondo y filtro de Asselin. La resolucién horizontal es de
Ax = 156,25 m y el paso de tiempo es At = 3,125 s en todos los casos.

Los resultados, dados en la tabla 5.4, revelan que, para esta configuracion, el factor
semi-implicito (e = 0,07) es la mayor fuente de error.

Finalmente, evaluamos la convergencia del modelo hacia la solucién analitica a
medida que reducimos el paso de tiempo. Para ello comparamos la solucion analitica del
problema con tres soluciones numéricas obtenidas con distintos pasos de tiempo (At =
12,55, At =255y At =0,55), pero con la misma resolucién espacial (Az = 625,0m
y Az = Ax/2). En los tres casos, T = 300 K, ug = 0 y € = 0,07. En la figura 5.8(a),
se muestra la velocidad vertical analitica y numérica para z = 5000m y t = 1800 s
para todo el dominio horizontal. En 5.8(b) se muestra, para el punto z = 5000m y
x = 200 km, la evolucién temporal de la velocidad vertical desde el instante inicial
hasta t = 1800 s. La convergencia hacia la soluciéon analitica a medida que se reduce el
paso de tiempo es clara.

El espectro de frecuencia de la evolucién temporal, mostrado en la figura 5.8(c),
presenta dos frecuencias dominantes, con periodos aproximadamente iguales a 500 s
y 60s. La componente de frecuencia alta de la solucién sélo se reproduce bien en el
experimento con menor paso de tiempo (At = 0,5s), mientras que la componente
de frecuencia baja se reproduce en todas las soluciones, siendo el error mayor cuanto
mayor es el paso de tiempo.

En conclusién, a partir de este test, que permite comparar soluciones numeéricas

y analiticas en el caso lineal, se deduce que el modelo presentado en esta tesis puede
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w (m/s)

w (m/s)

[F(W)[ (m)

Figura 5.8: Velocidad vertical de la solucién analitica lineal (linea en negro) y tres experimentos
numéricos con la misma resolucién espacial (Az = 625,0m y Az = Az /2) y pasos de tiempo diferentes
(Aigual a 12,5, 2,55y 0,5, en rojo, verde y azul respectivamente). Los test se realizan sin velocidad
horizontal de fondo, con el factor semi-implicito € = 0,07 y T' = 300 K. (a) velocidad vertical en el
instante t = 1800s y z = 5000 m. (b) velocidad vertical en la posicién x = 200 km and z = 5000 m.
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reproducir flujos no hidrostaticos de pequena escala con precision, aunque queda de
manifiesto que el esquema de integracion semi-implicito, que es solamente de primer

orden, es una relevante fuente de error.

5.4. Test con difusion: burbuja fria y calida

En este apartado se exponen los resultados de dos test altamente no lineales. En el
primero, una burbuja fria se desploma, acelerandose e impactando contra la superficie,
tras lo cual se forman una serie de vértices [Straka et al., 1993]. En el segundo de ellos,
una burbuja calida asciende en un entorno relativamente mas frio, generdndose vortices
a ambos lados de ésta [Janjic et al., 2001].

En estos test es necesario usar un término de difusién, debido a que se forman
gradientes muy intensos en el campo de temperatura potencial. Se usa difusién lineal,
es decir, los coeficientes de los términos de difusién son constantes. En el calculo de
la difusion, se considera de forma implicita en el operador derivada vertical, que las
primeras derivadas de la temperatura, presion y velocidad horizontal son cero en los
limites superior e inferior del dominio. Ademas, el esquema temporal usado es implicito,
asegurando asi su estabilidad para cualquier valor del paso de tiempo. La difusion se
realiza en el espacio espectral, después de resolver el sistema lineal semi-implicito.

En el caso de la burbuja fria, la configuraciéon del experimento es similar a la
reproducida en [Straka et al., 1993], con un coeficiente de difusién de 75m?s~!. Inicial-
mente, la atmosfera es neutral, con una temperatura potencial de 8y = 300 K y una

perturbacion inicial en la temperatura de:

T'(z,2) = 6T cos® (%) :

donde:
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Temperatura potencial (K) Os

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Temperatura potencial (K) 225s

5 10 15 20 25 30 35 40 45
km
Temperatura potencial (K) 450 s

Temperatura potencial (K) 675 s

Temperatura potencial (K) 900 s

5 10 15 20 25 30 35 40 45
km

Figura 5.9: Test de burbuja fria. Evolucion de la temperatura potencial desde el instante inicial hasta
t = 900 s. El contorno es a invervalos de 1,0 K.
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Velocidad horizontal (m/s) 225s
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km

Velocidad horizontal (m/s) 900 s
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Figura 5.10: Test de burbuja fria. Evolucién de la velocidad horizontal desde el instante ¢ = 225 s
hasta t = 900 s. Se parte de un estado inicial en reposo. El contorno es a invervalos de 2,5m/s.
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Velocidad vertical (m/s) 225s

4F T T 5
20
3 7 10
E b 4 0
-10
1 — —
=20
Il Il
5 10 40 45
4F T T 5
20
3r i 10
E b 4 0
-10
1 — —
-20
Il Il
5 10 40 45
4 T T
20
3r 7 10
£k 4 0
-10
1 - —
-20
Il Il
5 10 40 45
km
Velocidad vertical (m/s) 900 s
4F T T T T T T T =
20
31 7 10
E oL 4 0
-10
1 ‘ 1
2 1 1 n 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45

km

Figura 5.11: Test de burbuja fria. Evolucién de la velocidad vertical desde el instante t = 225 s hasta
t =900 s. Se parte de un estado inicial en reposo. El contorno es a invervalos de 2,5m/s.
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yoT =15K, . = O0m, x, = 4000m, z. = 3000m y z. = 2000 m. El dominio es de
51,2 km en la horizontal y 6,4 km en la vertical. El centro de la perturbacion inicial
estd situado en el centro del dominio horizontal. Las resoluciones horizontal y vertical
son de 50m y el paso de tiempo de 0,75 s.

En la figura 5.9 se dibuja la temperatura potencial desde el instante inicial £ = 0 s
hasta el instante ¢ = 900 s, a intervalos de 225 s. Asimismo, en las figuras 5.10 y 5.11,
se dibuja la velocidad vertical y horizontal desde el instante inicial ¢ = 225 s hasta el
instante ¢ = 900 s, a intervalos de 225 s.

Se observa el desplome de la burbuja fria inicialmente en reposo, su aceleracién
al estar en un entorno relativamente mas calido y su impacto contra la superficie. A
partir de ese momento, el aire frio se desplaza hacia izquierda y derecha de forma
simétrica generandose vortices. La temperatura potencial no se conserva a lo largo de
las trayectorias debido al proceso de difusion. Las componentes horizontal y vertical de
la velocidad tienen valores absolutos maximos del mismo orden de magnitud: en torno
a 36m/s y 15m/s respectivamente. Esto confirma el hecho de que, en este test, los
movimientos verticales y horizontales tienen escalas espaciales y temporales similares.
Un modelo no hidrostatico, del que se espera que represente bien los movimientos
atmosféricos en los que la aceleracion vertical es grande, debe ser capaz de simular bien
este test. Al comparar los resultados de este modelo (dados en las figuras 5.9, 5.10 y
5.11) con los reproducidos en Straka et al. [1993], se observa un gran parecido, tanto
en la forma de los vortices generados, como en los valores de la temperatura potencial
y velocidad horizontal y vertical.

El test de la burbuja calida consiste en el caso inverso: una masa de aire céalido
respecto de su entorno, se acelera en un movimiento ascendente debido a la fuerza
de flotabilidad. En este movimiento, la burbuja calida se deforma y se generan un
par de vértices simétricos a ambos lados de ésta. La configuracion del experimento es

similar a los referidos en Janjic et al. [2001] y Drogemeier [1985]. La burbuja célida
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se encuentra en un entorno de atmosfera con estratificacion neutra, con temperatura
potencial constante e igual a § = 300 K. Sobre esta atmésfera Janjic et al. [2001]

consideran una perturbacion de la temperatura potencial igual a:
_ wd
0(z,2) = 0 + 66 cos? <7) ,

donde:

siendo y 60 = 6,6 K, v. = 0m, x, = 2500m, z. = 2750m y z, = 2500 m. El dominio
es de 25,6 km en la horizontal y 13,6 km en la vertical. El centro de la perturbaciéon
inicial esta situado en el centro del dominio horizontal. Las resoluciones horizontal y
vertical son de 50m y el paso de tiempo de 0,75 s. El coeficiente de difusion es igual a
125m?2s L.

La evolucién de la burbuja calida esté representada en la figura 5.12, donde se ha
dibujado la temperatura potencial en varios instantes de tiempo, desde ¢ = 150 s hasta
t = 900 s, a intervalos de 150 s. Se comprueba que estos resultados son similares a los

representados en Janjic et al. [2001].
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Temperatura potencial (K) 150 s Temperatura potencial (K) 300 s

5 10 15 20 5 10 15 20
km km
Temperatura potencial (K) 450 s Temperatura potencial (K) 600 s

5 10 15 20 5 10 15 20
km km
Temperatura potencial (K) 750 s Temperatura potencial (K) 900 s

5 10 15 20 5 10 15 20
km km

Figura 5.12: Test de burbuja cédlida. Evolucién de la temperatura potencial desde el instante ¢ = 150 s
hasta t = 900 s a intervalos de 150 s. El contorno es a intervalos de 0,5 K.
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Capitulo 6

Test 3D

En este capitulo se prueba nuestro modelo con algunos de los test tridimensionales
mas conocidos. En el apartado 6.1 se expone el test de la onda de Rossby-Haurwitz.
Este test proviene de la solucién analitica de la ecuaciéon barotrépica conocida como
onda Rossby-Haurwitz. En el apartado 6.2 se expone el test de inestabilidad baroclina de
Jablonowski. Este test tiene tres variantes. En la primera, se comprueba durante cuanto
tiempo el modelo es capaz de mantener un estado inicial estacionario e inestable desde
el punto de vista baroclino. En la segunda, se realiza el mismo test con la rejilla rotada,
es decir, situando los polos geograficos en distintas posiciones respecto de los polos de
la rejilla del modelo. En la tercera, se anade una perturbacién al estado inicial, de
manera que se genera una onda baroclina. En la seccion 6.3 se estudia la generacién
de una onda de Rossby inducida por la presencia de una montana. Por ultimo, en el

apartado 6.4 se describen los resultados del test climdtico de Held-Sudrez.

6.1. Onda de Rossby-Haurwitz

La onda de Rossby-Haurwitz es una solucién analitica de la ecuacion de vorticidad
barotropica sobre la esfera, consistente en una perturbacion no estacionaria que se
traslada en la direccién longitudinal conservando su forma [Haurwitz, 1940]. Se han

hecho extensiones de esta onda al sistema de ecuaciones de aguas someras [Williamson



112 6.1. Onda de Rossby-Haurwitz

et al., 1992], y también al sistema de ecuaciones de Euler en una atmésfera barotrépica
[Giraldo y Rosmond, 2004]. A pesar de no ser una solucién analitica de las ecuaciones de
aguas someras, ni de las ecuaciones de Euler, se ha usado mucho para test de modelos
numéricos desde Phillips [1959].

Presentamos en esta seccién la configuracién del test de Rossby-Haurwitz tridi-
mensional y los resultados obtenidos con el modelo numérico.

En este test la velocidad horizontal es un campo no divergente, dado por la funcién

de corriente:

Y(X,Y) = —a’MsinY + a*K cos” Y sinY cos(nX), (6.1)

donde X es la longitud, Y la latitud, a el radio de la Tierra y n es un ntimero de onda.

Para las simulaciones se ha tomado n = 4. Ademés:

M=K=-2,

na

con ug = 50m/s, de manera que M = K =~ 1,96 x 1075 s. Para flujos no divergentes
barotrépicos, Haurwitz [1940] demuestra que la funcién de corriente (6.1) se traslada

en la direccion zonal sin cambiar su forma, con una velocidad angular:

n(n + 3)M — 29
YT Tt D t2) (62)

siendo 2 la velocidad angular de la Tierra. El signo de la velocidad angular (6.2)
indica si la onda se desplaza hacia el Este o el Oeste. Con el valor de los parametros
definidos anteriormente, se obtiene una propagacién de la onda hacia el Oeste, de
aproximadamente 15,2° por dia. A partir de la funcién de corriente (6.1) se obtienen las

siguientes expresiones para las componentes de la velocidad horizontal en las direcciones
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longitudinal y latitudinal:

w(X,Y,Z) = aM cosY + akK cos" 'Y cos(nX)(nsin® Y — cos?Y) (6.3)

v(X,Y,Z) = —aKncos" 'Y sinY sin(nX). (6.4)

Niveles enteros

coordenada vertical Z

nivel vertical

Figura 6.1: Disposicién de los niveles verticales en el test onda de Rossby-Haurwitz.

Se observa en (6.3) y (6.4) que el campo de velocidad no depende de la coordenada
vertical. La velocidad vertical inicial es cero, lo cual es compatible con el hecho de
que el flujo horizontal es no divergente. La temperatura disminuye linealmente con la
altura, con una variaciéon I' = 0,0065 Km ™!, similar en orden de magnitud al gradiente
adiabatico himedo en la atmodsfera. Una vez esta definida la temperatura, la presion
se escoge de forma que la atmosfera esté inicialmente en equilibrio hidrostatico y sea

barotrépica, resultando la siguiente relacién entre presion y temperatura:
TRy
p g
T(p) =Ty ( ) : (6.5)

Do

con pg = 995hPa yv Ty = 288 K. La presion en superficie depende de la longitud y
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latitud:

r Ty
Po(X,Y) = po (1 Lo, Y)) |
gTo

donde la funcién ®(X,Y") se define como:
O(X,Y) =a’A(Y)+ a®B(Y) + a*C(Y) cos(nX) + a*D(Y) cos(2n.X),

siendo:

AY) = w cos?Y

K2
B(Y) = e cos™ Y ((n+1)cos*Y + (2n* —n — 2) cos® Y — 2n?)

2(Q+ M)K
C (n+D(n+2)

K
DY) = TCOSQnY (n+1)cos®Y —n—2).

cos"Y (n*+2n+2 — (n+ 1)*cos’Y)

Considerando que la atmésfera estd inicialmente en equilibrio hidrostatico y que
la temperatura es una funcién de la presién dada por (6.5), la presién en funcién de la

altura es:

P =) (1= i )

donde la temperatura en superficie es:

T(X,Y) =Ty (%

Las ecuaciones anteriores (desde (6.3) en adelante), permiten configurar el estado
inicial del modelo, es decir, calcular los valores en cada punto de rejilla de las variables

de prondstico: componentes de la velocidad contravariante, logaritmo de la temperatura
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Figura 6.2: Test de onda de Rossby-Haurwitz simulado con 26 niveles verticales y resolucién horizontal
T85. Los campos representados son: velocidad horizontal zonal y meridional, velocidad vertical y
temperatura en 850 hPa, presién en superficie y geopotencial en 500 hPa.
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y logaritmo de la presion.

El test se ha realizado con resoluciones horizontales de T85 y T42, con 26 niveles
verticales en ambos casos, obteniéndose resultados muy parecidos entre si. Los niveles
enteros del modelo, representados en la figura 6.1, estan més concentrados cerca de la
superficie y més espaciados cerca del tope atmosférico. En niveles intermedios estan
dispuestos de forma relativamente regular. Se ha usado la coordenada vertical Gal-Chen
para el calculo de la altura.

En las figuras 6.2 y 6.3 presentamos los resultados de la simulacién para el dia
15, a resoluciones de T85 y T42 respectivamente. Los campos representados son la
velocidad horizontal, temperatura y velocidad vertical en 850 hPa, el geopotencial en
500 hPa y la presién en superficie. Se puede observar que los campos de velocidad
horizontal en 850 hPa y geopotencial en 500 APa son muy parecidos a los publicados
en Jablonowski et al. [2008] y Ullrich y Jablonowski [2012].

Como el test consiste en un flujo casi barotropico, la temperatura en niveles
isobaricos es aproximadamente constante. Este campo de pequena variacion, que pa-
ra el dia 15 tiene un rango de 0,55 K en la superficie de 850 hPa, es muy similar a
los publicados en [Jablonowski et al., 2008] y Ullrich y Jablonowski [2012]. El campo
que mas difiere entre los distintos modelos es la velocidad vertical, que tiene un ran-
go de valores también muy pequeno, debido a la ausencia de movimientos verticales
importantes en este test. El modelo hidrostatico [Jablonowski et al., 2008] produce un
campo de velocidad vertical méas suave que los no hidrostaticos (MCORE en Ullrich y

Jablonowski [2012] y el modelo aqui presentado).

6.2. Test de inestabilidad baroclina de Jablonowski

El test de inestabilidad baroclina de Jablonowski esta descrito en los trabajos
de Jablonowski y Williamson [2006] y Lauritzen et al. [2010]. Se basa en un estado
atmosférico de referencia baroclino, que es estacionario respecto de las ecuaciones de

Euler y que, por tanto, se mantiene constante en el tiempo. Debido a los errores de
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Figura 6.3: Test de onda de Rossby-Haurwitz simulado con 26 niveles verticales y resolucién horizontal

T42. Los campos representados son: velocidad horizontal zonal y meridional, velocidad vertical y
temperatura en 850 hPa, presién en superficie y geopotencial en 500 hPa.
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truncacién en la discretizacion del modelo y a la inestabilidad baroclina del estado
inicial, al cabo de un tiempo de integracion, el estado atmosférico se aleja de su estado
estacionario y se generan vértices en forma de sistemas de altas y bajas presiones. Este

test se ejecuta utilizando distintas configuraciones, como detallamos a continuacién.

6.2.1. Estado estacionario

El estado inicial de referencia pretende asemejarse a la atmosfera real en algunos
aspectos. En cuanto a la temperatura, tiene minimos en las zonas polares y maximos
en la zona ecuatorial, ademas de una inversion en la tropopausa. La velocidad es zonal,
con maximos a unos 12 km en latitudes medias, simulando el chorro polar en ambos
hemisferios. El campo de presion y la orografia se ajustan de forma que el estado de

referencia sea estacionario respecto de las ecuaciones de Euler.

Velocidad zonal (m/s) Temperatura (K)

N
o
N
o

altitud (km)
B =
o (8]
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Figura 6.4: Estado inicial del test de inestabilidad baroclina. Se representa la velocidad zonal y tem-
peratura en funcién de la latitud y la altitud. Los perfiles de temperatura (abajo a la derecha) corres-
ponden a la zona polar (azul), latitudes medias (rojo) y Ecuador (verde).
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El estado inicial se expresa usando la coordenada vertical hibrida basada en masa

7, dada en la ecuacion (3.4). Se define un nivel 7y = 0,252 y la variable auxiliar
T
o= (0 —1m)5-
La velocidad horizontal del estado inicial es:

w(X,Y,n) = ug cos? 1, sin?(2Y") (6.6)

v(X,Y,n) =0, (6.7)

1 es similar a la velocidad zonal media

donde la velocidad zonal maxima ug = 35 ms™~
de los chorros troposféricos de latitudes medias. Ademas, la velocidad vertical inicial es
cero. El flujo asi definido es no divergente. La temperatura del estado inicial tiene dos

contribuciones: la temperatura media en cada nivel T(n), y una perturbacién T"(Y,n)

que depende de la altitud y latitud. La temperatura media es:

RT
_ Ton s sil=>nz=n
T ={ " , (6.8)
Ton s +AT(n;—n)®> sin>n>0
donde el nivel de la tropopausa es n; = 0,2, la temperatura en superficie es Ty = 288 K,
la variacién de la temperatura con la altura es I' = 0,005km ™' y AT = 4,8 x 10°K.
La segunda contribucién a la temperatura es:

37]7TUO
T(Y,n) =

. 1
sin 7, cos2 7,

1 10 :
((—2 sin® Y (cos? Y + §> + @) 2uyg cos? Mo+

2
(é cos® Y (sin® Y + g) — %) aQ) . (6.9)

En la figura 6.4 estan representados los campos de velocidad zonal y la tempe-
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ratura en funcién de la latitud y altitud, observandose claramente las caracteristicas
principales de estos campos: maximo de viento cerca de la tropopausa en latitudes
medias, y temperatura con valores minimos en los polos y maximos en el Ecuador, y
una inversion térmica al nivel de la tropopausa.

La presién en superficie es constante, p;, = 1000 hPa. Finalmente, el geopotencial
tiene, como la temperatura, dos contribuciones: el geopotencial medio en cada nivel
y una perturbaciéon que depende de la altitud y latitud, cuyas expresiones, bastante
complejas, pueden encontrarse en Jablonowski y Williamson [2006].

Estas ecuaciones permiten calcular el estado inicial para un modelo que usa la
coordenada vertical hibrida basada en masa [Simmons y Burridge, 1981]. Para modelos
con coordenada vertical hibrida basada en altura, es necesario un calculo adicional. El
procedimiento para encontrar el estado inicial en un punto de rejilla de coordenadas
(X,Y,Z) es, en primer lugar, obtener el geopotencial ¢ del punto de rejilla con la
definicion de la coordenada vertical (4.10). A partir de este valor, se calcula i) invirtiendo
la ecuacién que da el geopotencial en funcion de (X, Y, n) [Jablonowski y Williamson,
2006]. En segundo lugar, con el valor de 7 asi obtenido, se calcula la presién con (3.4),

la temperatura con (6.8) y (6.9) y la velocidad horizontal utilizando (6.6).

6.2.2. Caso rotado

Como se ha mencionado, el estado inicial propuesto y descrito en Jablonowski
y Williamson [2006] es estacionario, es decir, los campos de temperatura, presion y
velocidad se mantienen constantes en el tiempo, a pesar de depender de la de la latitud
y de la coordenada vertical. Sin embargo, es un estado estacionario baroclinicamente
inestable, y pequenas perturbaciones a ese estado se amplifican hasta desarrollar, al
cabo de un tiempo, ondas baroclinas. Si un modelo numérico se inicializa con este
campo estacionario, deberia a lo largo de la integracion mantener el estado inicial sin
cambios. Sin embargo, debido a los errores de truncacion del modelo y a la inestabilidad

baroclina, el estado inicial no se mantiene constante. Cuanto més tarda el modelo en
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desarrollar vortices, mas exacta se considera la simulaciéon, y evaluar esta exactitud es
uno de los objetivos de este test.

Una variante muy interesante de este test es el test con la rejilla horizontal rotada
[Lauritzen et al., 2010]. Se trata de mantener el estado inicial igual y rotar la rejilla ho-
rizontal del modelo, de manera que los polos Norte y Sur de la rejilla estén desplazados
respecto de los polos Norte y Sur geograficos (o eje de rotacién). El motivo de este test
es claro: el hecho de que los polos de la rejilla coincidan con los polos geograficos, hace
que el flujo dado en las ecuaciones (6.6) y (6.7) esté en la direccién de los paralelos de
la rejilla. Al rotar la rejilla, el flujo cruza los paralelos de la rejilla y pasa por encima
de sus polos. Ademaés, los campos de temperatura, presion y velocidad dependen de las
tres coordenadas (longitud, latitud y coordenada vertical), en lugar de depender sélo
de la latitud y de la coordenada vertical. El test rotado permite evaluar la habilidad
del modelo para mantener el estado estacionario con la rejilla rotada antes de generar

ondas baroclinas.
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Figura 6.5: Error cuadratico medio de la presién en superficie del test de Jablonowski con angulos de
rotacién de 0° (negro), 45° (rojo) y 90° (azul). En lineas gruesas, los errores correspondientes a la
simulacién T85, en finas las T42.
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El test se ha repetido con tres angulos de rotacion diferentes, 0°, 45° y 90°, con
una configuracién idéntica a la descrita en [Lauritzen et al., 2010]. Ademds, se han
hecho las simulaciones con dos resoluciones horizontales diferentes, T42 y T85. Como
se ha mencionado, al cabo de unos cuantos dias de integracion, debido a los errores de
truncacién del modelo y a la inestabilidad baroclina del estado inicial, se desarrollan
ondas baroclinas con sistemas de altas y bajas presiones en superficie.

En la figura 6.5 hemos representado la raiz cuadrada de los errores cuadréticos
medios (RMSE) de la presién en superficie, inicialmente con un valor uniforme de
ps = 1000 A Pa. El error se mantiene durante unos dias pequeno: por debajo de 0,1 hPa.
Al cabo de un tiempo, que depende de la configuracion del experimento, el error crece de
forma exponencial durante unos dias, reduciéndose finalmente su tasa de crecimiento.
En la fase inicial, con RMSE por debajo de valor de 0,1 hPa, el modelo es capaz
de mantener el estado inicial sin cambios significativos, mientras que en la fase de
crecimiento exponencial, la inestabilidad baroclina claramente lo desvirtia. Los errores
se mantienen por debajo del umbral de 0,5hPa durante mas dias para el modelo
aqui presentado que para los modelos evaluados en Lauritzen et al. [2010], con la
excepcion de la version euleriana del modelo CAM, que muestra resultados similares
a los presentados aqui. De la figura 6.5 de desprende que el RMSE se mantiene por
debajo de 0,5 hPa durante mas de 30 dias en el caso no rotado. Para el angulo de
rotacién de 907, el error se mantiene por debajo de 0,5 hPa durante 21 y 30 dias para
las resoluciones T42 y T8 respectivamente, siendo estos resultados mejores que los
del modelo CAM euleriano (20 y 27 dias para T42 y T85). Para el dngulo de rotacién
de 45°, el error se mantiene por debajo de 0,5 hPa hasta el dia 12 para T42 (el CAM

euleriano llega hasta el dia 19) y hasta el dia 27 para T85 (igual que el CAM euleriano).

6.2.3. Onda baroclina

En esta modalidad del test se simula una onda baroclina al anadir una pertur-

bacion al estado estacionario descrito en el apartado 6.2.1. En efecto, la perturbacion
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rompe el equilibrio del estado estacionario y, debido a la presencia de inestabilidad
baroclina, se produce una onda que aumenta de amplitud con el tiempo. En Jablo-
nowski y Williamson [2006] se propone anadir al viento zonal dado en (6.6) la siguiente

perturbacion:

u(X,Y,n) =u, e’(’"/R)Q,

donde R = a/10 siendo a el radio medio de la Tierra, u, = 1ms™*

y r la distancia
desde punto (X,Y') al punto localizado en (X,,Y.) = (20° E, 40° N). Esta distancia,

medida por la longitud del circulo maximo que une ambos puntos, es:
r = aarccos (sin Y, sinY + cos Y, cos Y cos(X — X)) . (6.10)

Al cabo de unos dias empieza a hacerse visible una onda baroclina que aumenta en
amplitud y no linealidad. Se ha realizado una simulaciéon T106 de este test, y en la figura
6.6 esta representada la temperatura interpolada al nivel de 850 h Pa correspondiente al
dia 9. Se observa que el resultado es similar al de otros modelos numéricos [Jablonowski

y Williamson, 2006].

6.3. Onda de Rossby inducida por una montana

El estado inicial de este test consiste en una atmodsfera isoterma e hidrostatica,
con un flujo zonal que incide sobre un obstaculo de forma aproximadamente circular
centrado en latitudes medias, induciéndose ondas de Rossby a sotavento de este. Este
test tiene una version més simple para las ecuaciones de aguas someras [Williamson
et al., 1992]. La versién tridimensional de este test utilizada aqui es idéntica a la
expuesta en Jablonowski et al. [2008]. Otra versién parecida a esta puede encontrarse

en Tomita y Satoh [2004].
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Figura 6.6: Temperatura interpolada al nivel de 850 hPa correspondiente al dia 9 del test de onda
baroclina de Jablonowski.

El obstaculo viene definido por la altura de la superficie:
Hp(X,Y) = Hye /R (6.11)

donde Hy = 2000 m es la altura maxima, R = 1500 km es la mitad de la anchura del
perfil gausiano de la montana y 7 es la distancia desde (X,Y’) hasta el centro de la

montana (X,,Y.) = (90°E,30°N) dada por (6.10). La velocidad horizontal del estado

inicial es zonal:

u(X,Y,n) = ugcosY

v(X,Y,n) =0,

siendo 1y = 20ms~!. La temperatura inicial es constante, 7' = T = 288 K, de manera

que la frecuencia de Brunt-Viisild es N ~ 0,0182s7!. El campo de presién inicial es
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Figura 6.7: Altura geopotencial, velocidad zonal y meridional en 700 hPa del test de onda de Rossby
inducida por una montana de 2000 m, correspondientes a los dias 5 y 15.
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hidrostatico y la presion en superficie del estado inicial es:

ps(X,Y) = poexp

Y

N? N?
0 (2 +20) (sin?Y — 1) - — Hy(X,Y)

20’k \a gk

donde k = 2/7, a es el radio medio de la Tierra, pg = 930 hPay Hg(X,Y) es la orografia
dada en (6.11). Los pardmetros N, R, Hy y uy determinan las caracteristicas fisicas de
la onda generada a sotavento: el flujo es hidrostético (ya que NR/ug ~ 1140,0 > 1) y

no lineal (pues el inverso del nimero de Froude es NHy/ug ~ 1,8 > 1).
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Figura 6.8: Onda de Rossby inducida por una montana de 6000 m, velocidad horizontal en el primer
nivel del modelo correspondiente al dia 9.

El test se ha realizado con una resoluciéon horizontal de T85. En la figura 6.7
estan representados el geopotencial, la temperatura y la velocidad zonal y meridional
en 700 hPa, correspondientes a los dias 5 y 15. Los resultados para el dia 5 son muy
similares a los reproducidos en Jablonowski et al. [2008], donde se ha usado la versién
de volimenes finitos del modelo CAM [Lin, 2004]. Los resultados para el dia 15 son
similares, aunque las diferencias entre ambas simulaciones son visibles a simple vista.

Se ha repetido el test con una altura maxima de Hy = 6000 m a resolucién T42,
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y en la figura 6.8 estan representadas la orografia y la velocidad horizontal en el primer

nivel del modelo correspondiente al dia 9.

6.4. Test climatico Held-Suarez

El propésito de este test es proporcionar una referencia para evaluar ntcleos
dindmicos de modelos globales, con un conjunto minimo de parametrizaciones fisicas
[Held y Suarez, 1994]. Para ello se proponen unas parametrizaciones fisicas muy sim-
plificadas, que solamente afectan a las ecuaciones de la temperatura y del momento
horizontal. Por una parte, la temperatura se fuerza hacia un estado simétrico res-
pecto del Ecuador e independiente de la longitud, mediante la técnica de relajacion
Newtoniana, simulando el calentamiento diferencial de la Tierra (con un maximo en
el Ecuador y minimos en los polos). Por otra parte, se aplica al momento horizontal
una amortiguacién de Rayleigh (Rayleigh damping en literatura anglosajona) en los
niveles atmosféricos bajos, para simular la fricciéon de la capa limite. El test consiste
en realizar integraciones largas, de varios anos, y obtener estadisticas relativas a la
circulacion general que se desarrolla con las parametrizaciones mencionadas. Este test
se ha utilizado en numerosos estudios sobre modelizacién atmosférica, con una lista
de referencias muy extensa, por ejemplo, Boer y Denis [1997], Ringler et al. [2000],
Smolarkiewicz et al. [2001],Giraldo y Rosmond [2004], Adcroft et al. [2004], Fournier
et al. [2004], Lin [2004], Toigo y Newman [2007], Gassmann [2013].

La amortiguacion de Rayleigh para la ecuacién del momento horizontal, expresada

en funcién de la coordenada vertical sigma dada en la ecuacién (3.3), es:

F, = —ky(o)u (6.12)

F, = —ky(o)v, (6.13)
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donde

by (0) = ky méx (o, i - "") :

siendo o, = 0,7 el nivel sigma por debajo del cual se aplica la amortiguacion Rayleigh
al momento horizontal, con una constante de decaimiento ky = 1 dia~!. El relajamiento

Newtoniano de la temperatura hacia una temperatura de equilibrio es:
Fr = _kT(Y7 U) (T - Teq(Y7p)) ) (614)
donde la temperatura de equilibrio es:

T.,(Y,p) = max (T(), <T1 — Ty sin’Y — T, In P os? Y) (ﬁ) ) ,
Po Do

siendo sus valores minimo y maximo 7Ty = 200 K y 717 = 315 K respectivamente. Los
pardmetros Ty = 60 K y T}, = 10 K, definen la variacién de la temperatura de equilibrio
con la latitud y la presién. Ademas, la presion de referencia es pg = 1000 hPay k = 2/7.

La funcién de decaimiento de la temperatura hacia la temperatura de equilibrio es:

kr(Y,o) = ko + (ks — ko) méx (0, ? — Jb) cos'Y,

donde la constante de decaimiento es k, = 0,025 dfa"" en capas atmosféricas por encima
del nivel sigma o, = 0,7. Por debajo de este nivel, la constante de decaimiento varia,
siendo maxima en el Ecuador y minima en los polos, y aumentando con la coordenada
vertical sigma hasta un valor méximo de k; = 0,25 dfa™".

Estos forzamientos del test Held-Suarez se han de adaptar a las ecuaciones prondsti-

co del modelo propuesto dadas en (4.1), (4.2) y (4.3) o en su forma final en (4.40), (4.41)

y (4.42). El forzamiento al momento horizontal dado en (6.12) y (6.13), se aplica a las



Capitulo 6. Test 3D 129
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Figura 6.9: Test climatico de Held-Sudrez correspondientes al dia D+315. Presién en superficie, tem-
peratura en 850 hPa, velocidad del viento en 300 hPa y geopotencial en 500 hPa.
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componentes contravariantes horizontales U y V' de esta manera:

FU = —kv(O') U

FV = —kv(O') V.

El forzamiento a la temperatura dado en (6.14), debe aplicarse por consistencia a
las variables de prondstico logaritmo de la presién ¢ = Inp y logaritmo de la tempera-
tura r = InT, ya que, segin se observa en (4.2) y (4.3), ambas variables de prondstico
tienen el mismo término de forzamiento. En este caso, teniendo en cuenta (6.14):

FT Te (Kp)
Fy=F =—=-kr(Y,0) <1—‘1T .

Temperatura media (K) Velocidad zonal media (m/s)
300 30
- 280 —~ 200 20
c c
< 260 < 10
g g 400
g 240 g 0
S S 600
S 220 2 -10
I 1<
o [o%
200 800 =20
180 A A -30
-50 0 50
latitud latitud
TV (K m/s) uv' (m/s?)
50
20
E 200 ;“? 200
= 10 <
% 400 % 400
] ]
€ 0 g 0
S 600 S 600
D -10 D
o o
o o
800 20 800
\ 2 =50
-50 0 50 -50 0 50
latitud latitud

Figura 6.10: Test de climatico de Held-Sudrez a resoluciéon T42. Valores medios en longitud y en
tiempo (desde D+200 hasta D+1200) de la temperatura, la velocidad zonal, el flujo turbulento de
calor y el flujo turbulento de momento.

Se han realizado integraciones a resoluciones T42 y T63 hasta completar 1200
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dias de simulacién. Inicialmente la velocidad es cero, de manera que durante los pri-
meros dias de integracion se produce una situacion de ajuste, antes de disponer de
una circulaciéon normal. Al cabo de unos meses de integracion, la circulacién pierde la
memoria del estado inicial, debido a la naturaleza cadtica de las ecuaciones que rigen
la dindmica atmosférica. En la figura 6.9 estdn representados la presién en superfi-
cie, la temperatura en 850 hPa, la velocidad del viento en 300 hPa y el geopotencial en
500 h Pa, correspondientes a un dia cualquiera, en particular el dia 315. Se han escogido
estos campos para demostrar como, a pesar de la simplicidad de las parametrizaciones
fisicas de este test, la circulacién generada reproduce aspectos que se dan en la cir-
culacién general de la atmoésfera, como sistemas de altas y bajas presiones, frentes y
chorros.

En la figura 6.10 se han representado algunos estadisticos correspondientes a 1000
dias de simulacion, desde el dia 200 al 1200. Se han considerado las predicciones de la
temperatura y de la velocidad zonal cada 6 horas, y se han calculado sus promedios
temporales y longitudinales.

Se observa que el campo de temperatura media tiene el maximo en superficie so-
bre el Ecuador, y un minimo en la estratosfera también sobre el Ecuador. El campo de
velocidad zonal media presenta méaximos cerca de la tropopausa en latitudes medias,
correspondientes al chorro polar con claro predominio de la componente Este. Asimis-
mo, se observa un minimo relativo en la troposfera baja ecuatorial, correspondiente a
los vientos alisios de componente Oeste.

Una de las formas de describir la circulacién atmosférica, es a través del transporte
promedio de una magnitud en una determinada direccién debido a las perturbaciones.
El transporte promedio de una magnitud v en la direcciéon longitudinal debido a las

perturbaciones es:

W = (- 0)(v— ). (6.15)
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Reemplazando v con la temperatura en (6.15), se obtiene el transporte promedio
de temperatura en la direccién longitudinal debido a las perturbaciones. En la figura
6.10 se ha representado el resultado para la simulacion T42, observandose maximos
en la troposfera baja en latitudes medias. Estos maximos corresponden a las zonas
frontales de las perturbaciones baroclinas, mecanismo eficiente de transporte de calor
desde el Ecuador hacia los polos.

Por otra parte, substituyendo 1 con la velocidad zonal en (6.15), se obtiene el
transporte promedio de momento zonal en la direccion longitudinal. En este caso, tal
como se observa en la figura 6.10, los maximos se sitian alrededor de la tropopausa
en latitudes medias. Estos maximos se producen por los chorros que hay en las zonas
mas baroclinas del frente polar, y que dirigen las perturbaciones en niveles atmosféricos
altos.

Los resultados obtenidos son muy similares a los de otros modelos, por ejemplo
el modelo global no hidrostatico ICON-IAP [Gassmann, 2013], comprobdndose que el
modelo aqui presentado es capaz de reproducir correctamente la circulacién general

atmosférica que se produce en el test de Held-Suarez.
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Conclusiones

El trabajo reflejado en esta tesis es el resultado de varios anos de investigacion en
modelizacién numérica del tiempo, tratando de encontrar una mejora en la exactitud
de la discretizacién vertical de un modelo de prediccion espectral semi-implicito no
hidrostatico. En el punto de partida hay dos referencias claras: el modelo global IFS
del ECMWF [Ritchie et al., 1995] y el modelo de drea limitada ALADIN [Bénard et al.,
2010]. Estos dos modelos coinciden en el uso de la técnica espectral, en el esquema
semi-implicito y en la coordenada vertical hibrida basada en masa. Difieren en que el
IF'S es global e hidrostatico y ALADIN de area limitada y no hidrostatico. Ademas,
la discretizacion vertical del IFS es de alto orden de exactitud (basada en elementos
finitos cibicos), mientras que la de ALADIN es de primer orden (basada en diferencias
finitas). Por tanto, ALADIN mejora al IFS en el sentido de que es no hidrostético y
permite simulaciones de alta resolucion, pero no dispone de una discretizacion vertical
tan precisa.

Asi pues, surge de forma natural la pregunta de si es posible implementar en
ALADIN una discretizacién vertical de alto orden de exactitud. Lamentablemente,
este objetivo es muy dificil, si no imposible: la dificultad estriba en que los operadores
verticales deben verificar unas relaciones de consistencia, que se cumplen en el caso de
usar diferencias finitas, pero no cuando se usan operadores verticales de alto orden de

exactitud.
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Tratando de encontrar una solucion alternativa, se ha optado por investigar la
posibilidad de usar una coordenada vertical basada en altura en vez de en masa, y
al mismo tiempo mantener las otras caracteristicas del modelo ALADIN (espectral,
semi-implicito y de adveccién semi-lagrangiana). Las ventajas que se pueden esperar
de entrada son, una simplificacién de las ecuaciones de prondstico, y la ausencia de
relaciones de consistencia entre los operadores verticales. Esto facilita el uso de 6rdenes
de exactitud mas altos. Como desventaja, el andlisis de estabilidad lineal muestra que
la coordenada vertical basada en altura es menos estable que la basada en masa. Este
problema se resuelve con un leve descentrado del esquema semi-implicito, a costa de
reducir algo la exactitud de la integracién temporal. Con estas ideas de partida, en
esta tesis se ha elaborado un modelo atmosférico no hidrostatico espectral con una
coordenada vertical basada en altura, y se han probado discretizaciones verticales de
alto orden de exactitud.

El trabajo estda centrado en la parte de la dinamica del modelo, es decir, en
la resolucién numérica de las ecuaciones de Euler. La tesis viene acompanada de la
publicacién de dos articulos, en los que se describe la formulacion del modelo en sus
dos versiones: una versién 2D con una discretizacion vertical basada en elementos finitos
[Simarro y Hortal, 2011}, y otra versién, 3D, con una discretizacién vertical basada en
diferencias finitas de orden arbitrario [Simarro et al., 2013].

El modelo presentado tiene algunas novedades respecto de otros modelos espec-
trales como son: el uso de una coordenada vertical basada en altura; es no hidrostatico
con operadores verticales de alto orden de exactitud; y se han elegido como variables
de prondstico las componentes contravariantes de la velocidad y los logaritmos de la
presion y de la temperatura.

Los logaritmos de la presién y de la temperatura tienen unas ecuaciones de
pronostico simples. En particular, son lineales respecto de la divergencia de la velo-

cidad y tienen el mismo término fuente diabatico. La linealidad de las ecuaciones de
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pronostico es especialmente interesante cuando se usa la técnica semi-implicita, ya que
los parecidos entre los modelos lineal y no lineal aumentan la estabilidad numérica.

La eleccién de las componentes contravariantes de la velocidad tiene dos motiva-
ciones. La primera, es que la expresion de la divergencia de la velocidad es compacta
cuando se expresa en dichas componentes. La segunda, es que permiten una expresién
muy simple de las condiciones de contorno, ya que se reducen a asumir que la compo-
nente contravariante vertical es cero en los limites superior e inferior del modelo. Las
condiciones de contorno simples facilitan enormemente el planteamiento del esquema
semi-implicito y la inversion del sistema lineal resultante.

Una vez construido el modelo, se hace necesario probarlo. A este objetivo se han
dedicado los capitulos 5 y 6. El 5 estda dedicado a test bidimensionales, mientras que
en el 6 se exponen los resultados de test tridimensionales. Se han considerado una
gran variedad de test, todos ellos obtenidos de publicaciones cientificas. En algunos,
se dispone de soluciones analiticas con las que comparar los resultados numeéricos.
En otros, la tnica verificacién posible ha sido la de comparar cualitativamente los
resultados con soluciones aproximadas de las ecuaciones de Euler, o con resultados
numéricos publicados.

En la discretizaciéon vertical se han probado dos técnicas de alto orden de exacti-
tud: elementos finitos [Simarro y Hortal, 2011] y diferencias finitas de orden arbitrario
[Simarro et al., 2013]. La técnica de elementos finitos que hemos usado es similar a la
del IF'S, basada en funciones polinémicas diferenciables definidas en tramos o splines.
Los resultados obtenidos con esta técnica no han sido del todo satisfactorios, debido
a que el modelo no ha mostrado ser suficientemente estable en presencia de orografia
abrupta. Sin embargo, la técnica de diferencias finitas no ha presentado este problema,
y es la que se ha escogido para realizar los test presentados en esta tesis.

Como se ha dicho, se ha dedicado todo un capitulo a test 2D, con una dimensién

horizontal y otra vertical. El uso de un modelo 2D es una practica muy habitual en el
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desarrollo de modelos numéricos, ya que permite disponer de una versiéon simplificada en
la que probar diversas técnicas, antes de incorporarlas a uno 3D, mas complejo. Ademas,
es viable usarlo a resoluciones altas, objetivo dificil en modelos globales, en los que los
requerimientos computacionales son muy elevados cuando se aumenta la resolucion al
limite no hidrostatico. El modelo 2D mantiene muchas de las caracteristicas del 3D
esférico: la discretizacién en la direccién vertical es idéntica; en la direccién horizontal
se mantiene el uso del método espectral, reemplazando los arménicos esféricos por
funciones sinusoidales; y se mantiene el mismo esquema de integracion temporal semi-
implicito. Ademds, las ecuaciones de prondstico son las mismas, asi como el tratamiento
de las condiciones de contorno en los limites inferior y superior.

Los primeros test que se han considerado, consisten en un flujo con un perfil
de velocidad y estabilidad constante corriente arriba e incidente sobre un obstaculo
montanoso, en concreto sobre una montana de Agnesi. Al cabo de un tiempo, se genera
una perturbacion estacionaria alrededor de la montana, cuyas caracteristicas dependen
del ancho y alto de ésta y de la velocidad y estabilidad del flujo incidente. El producto
del ancho de la montana por el pardmetro de Scorer es un nimero real adimensional,
que caracteriza el tipo de perturbacion: flujo potencial para valores pequenos; ondas
no hidrostaticas para valores cercanos a la unidad; y ondas hidrostaticas para valores
altos. Se han disenado test para cada uno de estos casos: en régimen lineal para la
onda hidrostatica, y en no lineal para el flujo potencial y onda no hidrostatica. Se han
verificado los resultados numéricos con las soluciones analiticas que se obtienen usando
las ecuaciones de Boussinesq linealizadas y, ademas, se han comparado cualitativamente
con las simulaciones de otros modelos numéricos [Bubnova et al., 1995]. En definitiva,
con este primer test se demuestra que el modelo es capaz de proporcionar soluciones
correctas a flujos con perfiles constantes del parametro de Scorer sobre obstaculos
orograficos en distintos regimenes.

Anadiendo dificultad a los test anteriores, se consideré un flujo incidente con un
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perfil variable del parametro de Scorer, en concreto, con una velocidad horizontal que
aumenta linealmente con la altura. En este caso, se producen por resonancia ondas
atrapadas a sotavento del obstaculo, cuya amplitud no disminuye con la distancia a
éste y que se propagan indefinidamente corriente abajo. Los test estan configurados
de forma idéntica a los publicados en Wurtele et al. [1987]. Los resultados numéricos
reproducen de forma satisfactoria las ondas atrapadas. Las longitudes de onda de las
soluciones analiticas (calculadas con la aproximacion de Boussinesq) y numéricas (con
el modelo propuesto), son muy parecidas. Es de destacar que la amplitud de las ondas en
la solucién numérica apenas se amortigua con la distancia al obstaculo, permaneciendo
practicamente inalteradas a sotavento de éste.

Hasta aqui, se han comparado los resultados numéricos de los test con soluciones
analiticas de las ecuaciones de Boussinesq linealizadas alrededor de un estado estacio-
nario, asi como con soluciones numéricas de otros modelos. Baldauf y Brdar [2013], en
un reciente e interesante trabajo, encontraron la solucion analitica de las ecuaciones
de Euler lineales sin orografia. Este trabajo nos ha permitido comparar un conjun-
to de soluciones numéricas y analiticas del mismo sistema, sin necesidad de recurrir
a ecuaciones aproximadas como las de Boussinesq. Asi, es posible hacer inspecciones
detalladas sobre la exactitud del modelo, tanto en la integracién temporal como en la
discretizacion espacial. De nuevo, configuramos los test de forma similar a los dados
en la literatura. Los resultados muestran que el modelo es convergente, es decir, los
logaritmos de los errores disminuyen linealmente con los logaritmos de las resoluciones
espacial y temporal, con coeficientes de correlaciéon altos. Ademds, se analizan por se-
parado los errores debidos al descentrado del esquema semi-implicito, a la adveccién y
a la diferencia entre la temperatura de referencia y la temperatura real. Los resultados
obtenidos son similares a los referidos por Baldauf y Brdar [2013] para el modelo no
hidrostatico COSMO.

El modelo bidimensional también se ha probado en regimenes altamente no linea-
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les, en contraposicién a los mencionados hasta ahora. Hemos escogido test muy citados
en la literatura cientifica, consistentes en un estado inicial en el que una burbuja tiene
una temperatura potencial diferente a la del entorno, de manera que evoluciona con
una fuerte aceleracion vertical, positiva en el caso de la burbuja calida y negativa en
el caso de la burbuja fria. Debido a la fuerte aceleracién sufrida, la burbuja se deforma
y aparecen vortices. Para estos test, debido a que son altamente no lineales, no hay
solucién analitica, ni siquiera aproximada. La tnica forma que hemos encontrado de
evaluar las simulaciones, es comparandolas con resultados numéricos de otros modelos.
Se ha configurado el test de la burbuja calida como el descrito en Straka et al. [1993]
y el de la burbuja fria siguiendo a Janjic et al. [2001]. En ambos casos hemos obtenido
simulaciones cualitativamente muy parecidas a las publicadas.

Los test 2D nos han permitido llegar a la conclusion de que los esquemas numéri-
cos propuestos proporcionan soluciones de calidad. Se ha conseguido el objetivo de
usar una discretizacion vertical de alto orden de exactitud, una discretizacion horizon-
tal espectral, y una integracién temporal semi-implicita, es decir, precision y eficiencia.
Los test han permitido probar el modelo en una amplia variedad de casos: flujos no
hidrostaticos e hidrostaticos, lineales y no lineales, con y sin orografia.

Se ha dedicado todo un capitulo para la evaluacién de la version 3D esférica
del modelo. El primer test 3D estda basado en el uso de la solucién analitica de la
ecuacion barotrépica, conocida como onda Rossby-Haurwitz. La ecuacién barotrépica
difiere de las ecuaciones de Euler, pero ambas proporcionan soluciones parecidas cuando
la atmoésfera es barotrépica. Tal es el caso de este test, en donde el estado inicial
barotrépico estd configurado idénticamente al descrito en Ullrich y Jablonowski [2012].
La comparacién de las simulaciones con la solucion analitica de la ecuacion barotrépica
y con los resultados numéricos obtenidos de otros modelos, permite comprobar que el
modelo propuesto describe correctamente la evolucion de las ondas de Rossby-Haurwitz

con un alto grado de precision.
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A continuacién se anade dificultad considerando una atmosfera baroclina. El in-
genioso test disenado por Jablonowski y Williamson [2006] se basa en una solucién
estacionaria, baroclina e hidrostatica, en la que aparecen elementos parecidos a los de
la atmosfera terrestre: un perfil térmico con tropopausa, masas frias en ambos polos y
presencia un chorro a nivel de la tropopausa en cada hemisferio. Esta solucién analitica
es estacionaria, aunque, y este punto da interés al test, es inestable. Es decir, pequenas
perturbaciones se amplifican, de forma que al cabo de un tiempo se destruye el estado
estacionario, forméndose circulaciones complejas y cadticas. Un modelo inicializado en
este estado inestable, debido a los pequenos errores numéricos, producira soluciones
numéricas que con el tiempo irdn degradandose y alejandose del estado estacionario
inicial. Puede decirse que, cuanto mejor es el modelo, mas tiempo tardara la solucién
numérica en alejarse del estado estacionario. El modelo propuesto en esta tesis, produ-
ce resultados para este test que igualan, y mejoran en algunos casos, a los de modelos
operativos hidrostéticos referidos en Lauritzen et al. [2010], tanto en malla rotada co-
mo en malla sin rotar. Una variante de este test consiste en anadir, al estado inicial
inestable, una perturbacion en latitudes medias, que producira una onda baroclina de-
terminada al cabo de 8 dias. Nuevamente los resultados son acordes con los publicados
en Lauritzen et al. [2010].

Estos test 3D, barotropico y baroclino, se han realizado con una orografia casi
inexistente. Hay que demostrar que el modelo 3D es también estable y preciso en
presencia de orografia. Para ello, se ha considerado un test consistente en inducir la
formacién de ondas de Rossby a sotavento de una montana circular, situada en latitudes
medias. Hemos seguido la configuracién dada en [Jablonowski et al., 2008] para poder
comparar resultados. Nuevamente podemos confirmar que las soluciones numéricas son
muy parecidas a las publicadas.

Finalmente, se ha realizado un test muy popular, el llamado test de Held y Suarez

[1994], disenado para evaluar el modelo en integraciones largas, de varios anos. Consiste
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en simular de forma muy simplificada los procesos fisicos que se dan en la atmoésfera, no
incluidos en las ecuaciones de Euler. Esto se consigue introduciendo términos fuente en
las ecuaciones del momento horizontal y termodinamica. El término fuente en la ecua-
cién del momento horizontal simula la fricciéon de la capa limite planetaria, mientras
que el de la ecuacion termodinamica simula el calentamiento diferencial de la Tierra,
con un maximo en el Ecuador y minimos en los polos. Para el modelo propuesto en esta
tesis, los términos fuente han de ser convenientemente reescritos para las variables de
prondstico que usamos: componentes contravariantes de la velocidad, y logaritmos de
presion y temperatura. Una vez configurado convenientemente, se han realizado inte-
graciones largas, de 1200 dias. Gracias a las parametrizaciones introducidas, se generan
movimientos sindpticos similares a los que encontramos en la atmoésfera terrestre, y se
pueden hacer estadisticas sobre, por ejemplo, la velocidad y temperatura zonal me-
dia. Aunque cada modelo hace integraciones diferentes, pues la atmosfera es cadtica
en estas escalas temporales, las estadisticas mencionadas deben ser parecidas para los
distintos modelos. La comparacién de estas estadisticas permite llegar a conclusiones
sobre el grado de acuerdo entre los modelos en cuanto a las caracteristicas estadisticas
de las perturbaciones generadas, es decir, sobre el cltma. Hemos comprobado que las
estadisticas obtenidas son muy parecidas a las de otros modelos. En consecuencia, con-
cluimos que el modelo propuesto, ademés de ser no hidrostatico y permitir simulaciones
de alta resolucion, es adecuado para integraciones largas de tipo climético.

Por lo tanto, los resultados de los test realizados en los capitulos 5 y 6 son apro-
piados, en el sentido de que el modelo desarrollado demuestra tener un alto orden de
precisién espacial, usa un esquema de integracion eficiente y muestra un amplio abanico
de soluciones estables. La realizacién de esta tesis ha requerido codificar, probar y de-
purar un cédigo complejo, realizar numerosas pruebas y compararlas con gran cantidad
de trabajos publicados. El resultado ha sido muy satisfactorio, y creemos que el modelo

propuesto es suficientemente estable, preciso y eficiente como para ser implementado
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en un modelo operativo.
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