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Prodlogo

La historia de esta tesis es bien larga. Tanto, que seria muy
dificil detallarla a través de estas lineas que, dicho sea de paso, son
las que mayor placer me proporciona escribir.

Desde el 2001, ano en el que comencé mi andadura en el
departamento de Estadistica e Investigacion Operativa de la
Universitat de Valencia, hasta el presente 2015 en el que presento
esta tesis siendo profesor de matematicas en ensenanza secundaria,
no solo han pasado 14 anos, también han pasado infinidad de
experiencias vitales.

Queramos o no, las decisiones que tomamos a lo largo de
nuestra vida, por insignificantes que puedan ser, van desentranando
la multitud de sendas y caminos que forman el mapa de
nuestro destino y que, presuntamente, se cruzan y se separan
caprichosamente o, como dirfamos en nuestro argot, de forma
aleatoria. Sin embargo, hay momentos en la vida, en que todo fluye
suavemente y dicho entramado de rutas parece converger hacia un
mismo punto, mas elevado que el resto, en el que se divisa con total
claridad el camino recorrido y, mejor aun, el que queda por recorrer.
Tengo la certeza de que este momento, es uno de ellos.

Desde la paz y la calma que se disfruta en este punto del
recorrido, se aprecia con mayor nitidez que mas importante ain que
el propio camino andado son las personas con las que he compartido
la aventura. Miro a mi alrededor, y no encuentro sino palabras
de agradecimiento a aquellos que, en mayor o menor media, han
sido protagonistas de esa infinidad de experiencias vitales. Famila,



amigos, companeros de trabajo, profesores, tutores... el trayecto
no ha sido un esfuerzo individual sino el resultado de la suma de
un esfuerzo colectivo. Y a todos les estaré eternamente agradecido.

Digno de destacar es el verdadero esfuerzo que ha tenido que
hacer Antonio Loépez Quilez, director de este trabajo, para no
perder la paciencia con un alumno tan irregular como yo. En varias
ocasiones he dejado de lado el desarrollo de esta tesis, en alguna
de ellas con visos de un abandono definitivo, para posteriormente
ponerme en contacto con él con el fin de retomarla. Antonio, lejos
de ejercer el merecido derecho al desistimiento de ayudar a tan
informal estudiante, siempre me ha acogido con los brazos abiertos
y la mejor de sus sonrisas. Mas aun, sin gozar de las mejores
condiciones personales para soportar la tutoria por partes que esta
tesis ha supuesto, Antonio ha ejercido su labor de direccién con
la sabiduria que acostumbra y un animo infranqueable a la vez
que contagioso. Proporcionandome siempre tanto esa explicacion
que ilustra con claridad lo que tantas dudas me generaba en un
momento determinado, como el aliento necesario en esos otros
momentos en los que el peso de la investigacion, del trabajo o
incluso de la vida misma estaba haciendo mella en mi esfuerzo.
Muchas gracias Antonio.

Otro esfuerzo encomiable ha sido el de Juanjo Abellan Andrés,
y no solo el relativo a mostrar interés por leerse el presente trabajo
con el espiritu constructivo adecuado como para aportar valor
anadido, sino por el esfuerzo que ha supuesto ser mi hermano
mayor, preocuparse por mi educacion, por mi bienestar personal y
profesional. Nuestro parentesco me sitiia en la situacion privilegiada
de haber compartido con él muchisimos de los momentos vitales
que he experimentado, de disfrutar de su compania, tanto para
el ocio como para lo profesional, de mantener profundos debates
sobre cualquier cosa, humana o divina, y de compartir una de
nuestras grandes pasiones en comun, la estadistica. A este respecto,
lo que para él supone una trivial conversacién, para mi son lecciones
magistrales que siempre me han ayudado a aprender y a crecer en



seguridad y motivacion. Gracies de tot cor Germanot.

Pero sin duda, la persona que mayor esfuerzo ha hecho para
que este proyecto salga adelante es Rut. Mi angel de la guarda. Mi
companera de fatigas. Ella se ha preocupado de todo lo necesario
para proporcionarme las condiciones 6ptimas para la realizacién de
este trabajo. Gracias a ella he encontrado el &nimo y, sobre todo, el
tiempo para finalizarlo. Sin su ayuda estoy seguro de que esta tesis
habria acabado en el tintero, y sin su presencia ni siquiera hubiera
tenido sentido acabarla. La mayor de mis suertes es poder poner el
punto y final a este trabajo a su lado. Y ademas tener la satisfaccion
de celebrarlo no sélo con ella, sino con nuestros dos amores, Pau y
Martina. Que, lejos de suponer una rémora en el tiempo necesario
para llevar adelante esta tesis, han supuesto el oasis de relajacion
y desconexién, tan 1til como necesario, para retomar con mayor
fuerza la faena pendiente. Y cuya opinién ha sido crucial a la hora
de tomar decisiones nada triviales como el color de las graficas.

Se dice que para embarcarse en una empresa del calibre de una
tesis hace falta mucho animo, fuerza de voluntad y tiempo. En mi
caso, todo se reduce a contar con la mas importante y la mejor
de mis experiencias vitales: los Abellan-Lopez. Os quiero infinito.
Gracias por todo vuestro esfuerzo.
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Capitulo 1

Introduccion

La estadistica es la ciencia que utiliza conjuntos de datos para
obtener inferencias basdandose en el célculo de probabilidades. Sin
embargo, con frecuencia se tiene que hacer frente a la presencia de
valores ausentes en dicho conjunto de datos sobre los que se desea
realizar un andlisis estadistico.

La existencia de valores ausentes representa un auténtico
quebradero de cabeza a la hora de implementar un estudio. No
solo implica una mayor complejidad asociada al andlisis sino que
también introduce mayor incertidumbre en el estudio. Este hecho
puede derivar en posibles sesgos en los resultados finales y, por
tanto, cuestionar la fiabilidad en las conclusiones que de estos se
deriven.

No es de extranar entonces, la innumerable cantidad de
publicaciones existentes asociadas al tema. Estas abarcan casi la
totalidad de campos de investigacion en los que se requiere del
analisis estadistico.

Sin embargo, salvo excepciones, el tratamiento que se realiza
de la existencia de valores ausentes no es el adecuado. La mayor
parte de estas publicaciones, o bien hacen caso omiso de la no
completitud de sus datos, procediendo a analizarlos mediante
técnicas estadisticas para datos completos; o bien hacen referencia
a como abordar el andlisis de este tipo de datos incompletos
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unicamente desde el punto de vista de la imputacién de los valores
ausentes. Es decir, plantean completar los datos no observados con
metodologias que varian en complejidad pero no llegan a estudiar
en profundidad el origen de las no-respuestas. Ni tampoco plantean
ningin tipo de estudio de sensibilidad asociado a las metodologias
utilizadas para la imputacion.

Basta ver, a modo de ejemplo, el estudio que realizaron Wood
et al. (2004) en el que revisaron las publicaciones entre Julio y
Diciembre de 2001 aparecidas en las revistas médicas BMJ, JAMA
y Lancet and New England Journal of Medicine. En esta revision,
observaron que de un total de 71 ensayos clinicos el 89 % presentaba
valores ausentes. Este hecho demuestra lo habitual que resulta este
problema en el andlisis de datos. No obstante, lo mas inquietante
fue que en el 92% de los 26 ensayos clinicos univariantes y en el
46 % de los 37 ensayos clinicos con medidas repetidas, se analizaron
los datos con técnicas estadisticas disenadas para bancos de datos
completos (en algunos casos se eliminaban las observaciones con
algin dato ausente y en otros se incluian igualmente en el estudio).
En el resto se llevd a cabo una imputacion de los valores ausentes
haciendo uso de técnicas rudimentarias. Y tnicamente en el 21 %
de estas imputaciones se implementé un analisis de sensibilidad
respecto a la estimacion de los datos no observados.

Si esto ocurre en apenas 6 meses y unicamente en el campo de
investigacion de ensayos clinicos, este ejemplo muestra que quizas
el tratamiento habitual que se haga de la informaciéon faltante en
un analisis de datos no sea el adecuado.

Cuando el conjunto de valores se analiza como si fuera un
banco de datos completamente observado, la fiabilidad de los
resultados podria quedar comprometida. La informacién faltante
podria ser importante a la hora de analizar los datos, pudiendo
incluso modificar los resultados finales en caso de que se conociera.
Por otro lado, si se eliminan las observaciones con algin valor
ausente la pérdida de informacién es evidente. Disponer de menos
observaciones conduce a una pérdida de potencia estadistica y, en



consecuencia, de nuevo la fiabilidad de los resultados quedaria en
entredicho.

Es necesario, por tanto, hacer frente con rigurosidad al problema
de la existencia de valores ausentes. Se debe plantear el analisis de
datos de forma global, no sélo disenando el estudio estadistico a
realizar sino también planteando un tratamiento adecuado de la
informacion faltante.

Para este propdsito dos factores asociados a la existencia de
valores ausentes adquieren relevancia. En primer lugar identificar
el mecanismo de aparicion de los valores ausentes. Su modelizacién
es clave, pues dicho mecanismo influira en el posterior tratamiento
de los datos no observados. En segundo lugar, una vez planteado
un modelo para el mecanismo de aparicién de valores ausentes,
se debe disenar un modelo de imputacién de datos y se debe
decidir si completar la base de datos mediante imputacién simple,
imputacién multiple o sencillamente incluir la modelizaciéon de los
valores ausentes dentro del estudio principal.

En el primer caso, identificar el mecanismo de generacion de los
valores ausentes conlleva la deteccién de una posible dependencia
en la aparicion de estos, o entre la aparicion de valores ausentes y los
valores observados. Desafortunadamente, es muy dificil captar este
patrén de aparicion de valores ausentes a partir de los propios datos.
No obstante, la experiencia que manifiestan las publicaciones que
analizan este aspecto dictamina que la hipdtesis de independencia
en la apariciéon de datos no observados es la més frecuente.
Este hecho es importante pues simplifica el proceso de inferencia,
permitiendo asi centrar la atencién tinicamente en la estructura de
los datos incompletos con el fin de modelizar una imputacion de los
valores ausentes.

En casos infrecuentes de sospecha de no independencia en
la generaciéon de valores ausentes, ampliar el banco de datos
observados mediante la incorporacion de covariables o realizar
un analisis de sensibilidad respecto a mecanismos que modelicen
la aparicién de los valores ausentes, serian las estrategias mas



4 Capitulo 1. Introduccién

adecuadas para tratar el problema.

Respecto a los tipos de imputacion, si se opta por la imputacion
simple se proporcionara un valor estimado para cada uno de
los valores ausentes. De este modo el conjunto de datos pasaria
a estar completamente observado. En el caso de optar por
imputacion multiple, se asignara una muestra de m estimaciones
para cada valor ausente. Asi, se dispondria de m conjuntos de datos
completamente observados implicando la realizaciéon de m anélisis
estadisticos. Mediante el proceso conocido como Reglas de Rubin
se resumirian los resultados de estos m analisis para integrarlos en
un unico resultado final. Por 1ltimo, si lo que realmente interesa es
analizar los datos sin necesidad de reparar en la imputacion de los
valores ausentes, seria conveniente incluir el modelo de imputacién
de datos dentro del estudio principal.

Si la existencia de valores ausentes es habitual en bases de
datos, no lo es menos en aquellos conjuntos de datos caracterizados
por la presencia de correlacion espacio-temporal. El tratamiento
y analisis de datos con dicha estructura forma parte del campo
de la denominada estadistica espacio-temporal. Esta parte del
analisis estadistico de datos ha experimentado un importante auge
en las ultimas décadas coincidiendo con el rapido desarrollo de
nuevas tecnologias computacionales. No obstante, y pese a la
gran cantidad de publicaciones cientificas existentes alrededor de
la estadistica espacio-temporal, no existe ningin estudio en este
campo propiamente dedicado al tratamiento de valores ausentes.

Asi pues, con el animo de hacer frente a bases de datos provistas
de estructura espacio-temporal e incompletas debido a la existencia
de valores ausentes, en esta tesis nos planteamos los siguientes
objetivos:

1. Plantear una comparativa de tres posibles modelos de
imputacién, disenados para adaptarse a la realidad
espacio-temporal de los datos a los que nos enfrentamos, con
el fin de llevar a cabo la imputacién de la informacién faltante
asumiendo un proceso de aparicion de valores ausentes



aleatorio.

El planteamiento de las modelizaciones presentadas en esta
tesis parte de la recurrencia con la que aparecen en la
literatura especifica de la estadistica espacio-temporal. En
este trabajo adaptamos las ideas que subyacen en cada uno de
los modelos al campo de la imputacion de valores ausentes.
Y estudiamos no sélo si las imputaciones que proporcionan
estos modelos son adecuadas sino también se analiza cémo
cada modelo se adapta y ajusta a la correlacién espacial y
temporal de los datos.

Cabe destacar que, a pesar de que las modelizaciones
estudiadas en esta tesis son muy citadas en la literatura
espacial y temporal, el nimero de referencias en las que se
plantea una comparativa de este tipo es mas bien escaso. Por
tanto, esta tesis pretende también ser el comienzo de una
linea de investigacién que estudie la mejor forma de tratar
el frecuente problema de la existencia de valores ausentes
en el campo de la estadistica espacio-temporal, aportando
al mismo tiempo una comparativa entre modelizaciones
espacio-temporales poco frecuente hasta la fecha.

. Llevar a cabo dicha comparativa de modelizaciones mediante
su aplicacion en la base de datos de calidad del agua
potable en la Comunitat Valenciana. Esta informacion, al
estar recogida a nivel municipal entre los anos 1991-2000,
se considera susceptible de ser tratada atendiendo a una
posible correlacion espacio-temporal. En particular, el estudio
de las modelizaciones de imputacién lo centramos sobre las
concentraciones de magnesio y de nitratos existentes en el
agua potable. Siendo estos ultimos valores de concentraciones
de nitratos los que, debido a su estructura, nos permitiran
analizar con mayor detalle el comportamiento de los modelos.

. Realizar un estudio de sensibilidad en el que llevaremos a cabo
una simulacion de bancos de datos dotados con estructura
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espacio-temporal. Procediendo después de nuevo a comparar
las tres modelizaciones de imputacion sobre dichos datos
simulados. De esta forma, el hecho de conocer los verdaderos
valores asociados a los datos simulados como ausentes, nos
aportara mas claridad en el estudio de cémo se comporta
cada uno de los modelos de imputaciéon propuestos.

Dicho estudio simulado se plantearda con la intencion de
apoyar el proceso comparativo planteado en el primer
objetivo. Nuestra intencién no es establecer un modelo de
referencia para la imputacién de valores ausentes en bases de
datos con estructura espacio-temporal sino ilustrar un modo
de afrontar el problema de la existencia de dichos valores
ausentes en este contexto.

Todo el proceso descrito de estudio y comparacion de
modelizaciones espacio-temporales, tanto para el caso del banco
de datos de calidad del agua potable como para los bancos de datos
simulados, lo llevaremos a cabo bajo la perspectiva bayesiana.

Esta tesis estd estructurada en ocho capitulos. Partiendo de
la breve descripcion realizada en el presente capitulo se pasa
seguidamente a la revision de la imputacion de datos en el capitulo
2. En este se hara un pequeno resumen histérico y se explicard con
mas detalle el mecanismo de generacion de valores ausentes. Se
expondrd analiticamente el tratamiento estadistico asociado a un
conjunto de datos incompleto por la presencia de valores no
observados y, por tultimo, se describiran los tipos habituales de
imputacion de estos.

En el capitulo 3 se harda un modesta revisién global de
los diferentes procesos que conllevan el tratamiento de datos
espaciales y espacio-temporales, asi como de las técnicas aplicadas
con mayor frecuencia para su andlisis. Haremos hincapié en la
cartografia de enfermedades, motor de la investigacién en redes
de localizaciones, con el fin de contextualizar nuestro trabajo.
Finalmente presentaremos los datos de calidad del agua potable
en la Comunitat Valenciana.



Posteriormente, comenzaremos a analizar dichos datos con el
objetivo de estudiar y comparar modelos espacio-temporales de
imputacion. En primer lugar se justifica la necesidad de utilizar
tales modelos a través del estudio exploratorio previo realizado en
el capitulo 4. Para ello se plantea una comparativa entre modelos
que aumentan progresivamente en complejidad. Estos varian desde
un sencillo modelo de heterogeneidad hasta un modelo completo
que incorpora componentes capaces de recoger la posible correlacion
espacio-temporal de los datos.

Seguidamente, en el capitulo 5, procederemos a la presentacién y
explicacion detallada de los modelos espacio-temporales a comparar
en la imputacién de las concentraciones de nitratos. Expondremos
la motivacién que nos ha llevado a la seleccién de dichos modelos
basandonos en su estructura y en la forma en que esta es capaz de
captar la naturaleza espacio-temporal de los datos.

Los resultados de la comparacién de los modelos se presentan
y discuten en el capitulo 6. Se mostraran los mapas de las
concentraciones de nitratos completadas mediante imputaciéon con
cada uno de los modelos. Se expondra el criterio tenido en
cuenta para la comparacion de las modelizaciones estudiadas.
Los resultados mostrados incluirdn una medida de la calidad
de las imputaciones proporcionadas por los modelos. Asimismo
proporcionaremos también una medida de como ajusta cada modelo
la naturaleza espacio-temporal de los datos imputados. Finalmente
trataremos de clarificar con ejemplos puntuales el comportamiento
de cada uno de ellos en el proceso de imputacion.

El andlisis y comparacién de los modelos termina en el capitulo
7. En este, se aborda el estudio del comportamiento de estos en la
imputacién de datos simulados. Cuantificaremos de nuevo la calidad
de las imputaciones proporcionadas por cada modelo, esta vez
medida sobre tres bancos de datos espacio-temporales diferentes.

Finalizaremos con el capitulo 8 en el que destacaremos
las conclusiones mas importantes de este trabajo asi como se
propondran nuevas lineas de investigacion que, a nuestro entender,
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podrian ser de gran ayuda en el tratamiento del problema de la
existencia de valores ausentes.



Capitulo 2

Imputacién de datos

El problema de datos ausentes es tan antiguo como la propia
estadistica. Tener informacion faltante ha ido desde siempre ligado
a la gran mayoria de andlisis de datos en cualquier campo
de aplicacién de la estadistica. Un banco de datos incompleto
complica cualquier tipo de investigacién asociada a dichos datos,
introduciendo mayor incertidumbre en el estudio y llegando a
provocar, si se ignora el problema o se trata de una forma errénea,
resultados no fiables.

Esta omnipresencia del problema de datos ausentes en
el andlisis estadistico ha generado innumerables publicaciones
cientificas asociadas al problema. El niimero de referencias crece
exponencialmente tal y como puede observarse en la figura 2.1. Tal
cantidad de publicaciones abarcan tanto el aspecto metodolégico
como el de la aplicacion en una amplia variedad de disciplinas
cientificas.

No obstante, desde la perspectiva historica, puede considerarse
a Donald B. Rubin como el pionero en abordar formalmente el
problema de datos ausentes dando origen a lo que desde entonces
se conoce como imputacion de datos. Suyas son gran parte de
las contribuciones cientificas asociadas a la imputacién de datos,
comenzando por las mas relevantes que ayudaron a desarrollar el
problema en las décadas de los 70 y 80, y continuando hasta la
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Figura 2.1: Numero de publicaciones a escala logaritmica asociadas
a imputacion multiple durante el periodo 1977-2010. Fuente:
www.stefvanbuuren.nl

actualidad con la participacién en libros y aplicaciones en diferentes
campos de investigacion.

Estos trabajos han supuesto no sélo la oficializacion del
problema de datos ausentes, casi inexistente en la literatura hasta
entonces (Anderson, 1957; Buck, 1960; Afifi y FElashoff, 1966;
Hartley y Hocking, 1971; Orchard y Woodbury, 1972), sino también
una gran ayuda al desarrollo de posibles soluciones mediante
técnicas de imputacion de datos.

Al principio de los anos 70 Rubin se encontro, trabajando en
el Departamento de Evaluacion de la Educacién, en Princeton, con
el problema de la existencia de valores ausentes en los estudios
poblacionales que llevaban a cabo. Para solventar las dificultades
que conllevaba trabajar con bancos de datos (de dimensiones
importantes) incompletos, Rubin resolvié completar la informacién
faltante dando comienzo a la hoy tan extendida imputacion de datos
ausentes. A partir de ahi surgieron gran cantidad de trabajos, véase
por ejemplo Dempster et al. (1977); Rubin (1976, 1978, 1979), en
los que se desarrollaron los conceptos asociados a la existencia de
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valores ausentes asi como las técnicas de imputacion utilizadas para
dar solucién al problema.

Una década més tarde, publicd el libro que se conoce como
el origen de la imputacién multiple (Rubin, 1987), la técnica de
imputacién mas utilizada en la actualidad.

Posteriormente, en Rubin (1996), después de mas de 18 anos
trabajando en el tema, Rubin realiza una completa revision del
problema de datos ausentes, de los tipos y técnicas de imputacion
asi como de la literatura publicada hasta la fecha. Y nuevamente
una década después, Rubin publicaria una nueva y completa
revisién de obligada lectura, Little y Rubin (2002).

De forma coetdnea a esta tltima revision de la imputacion
de valores ausentes, empiezan a aparecer publicaciones de otros
investigadores que también han contribuido favorablemente al
tépico. Asi, Schafer (1999); Schafer y Graham (2002) son dos
interesantes referencias a tener en cuenta por la sencillez y claridad
con la que explican y revisan la problematica de la informacién
faltante, mientras que en Ibrahim et al. (2005) se vuelve a realizar
una importante y completa revision del problema para modelos
lineales generalizados.

Con el transcurrir de los anos, la investigacion y desarrollo de la
imputacion de valores ausentes crece a un ritmo vertiginoso a la vez
que se extiende a casi la totalidad de las ciencias. En las primeras
décadas dicho desarrollo se llevaba a cabo basicamente desde la
perspectiva frecuentista. Mas o menos a partir de la década de
los 90, gracias a los avances en computacion, el problema también
comienza a ser tratado bajo la 6ptica bayesiana. Este hecho provoca
que el nimero de trabajos publicados alcance tal magnitud que
dificulta sobremanera su revision y seguimiento.

Debido a esto, cabe destacar el papel que juegan las obras mas
actuales, Molenberghs y Kenward (2007); Daniels y Hogan (2008);
VanBuuren (2012), Carpenter y Kenward (2013) o Gelman et al.
(2013), pues se han convertido en gufas de la investigacién y el
tratamiento de valores ausentes en la actualidad.
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El propésito de este capitulo es describir los aspectos mas
relevantes del tratamiento de valores ausentes. Comenzaremos por
la descripcion del mecanismo de generacion de valores ausentes
para posteriormente exponer el tratamiento analitico del problema.
Finalizaremos con la explicacién de los tipos de imputacién de
los datos no observados mas importantes, imputacion simple,
imputacion multiple e imputacion bayesiana.

2.1. Mecanismo de generacion de
valores ausentes

Un aspecto muy importante a tener en cuenta en el tratamiento
de valores ausentes es el mecanismo que genera la aparicién de
dichos datos no observados. Esto es, jlos datos ausentes siguen
algin patrén detectable, o por el contrario la apariciéon de valores
ausentes es totalmente aleatoria?

Detectar correctamente este mecanismo de generacién de valores
ausentes es crucial a la hora de realizar la imputacién y, por tanto,
a la hora de realizar inferencias. Si no se tiene en cuenta o si
se detecta erroneamente, las imputaciones realizadas pueden estar
sesgadas y por tanto, las conclusiones extraidas del estudio pueden
ser incorrectas.

En muchas ocasiones, dada la complejidad de los datos, es muy
dificil determinar correctamente dicho mecanismo de generacion de
valores ausentes. El procedimiento que se suele seguir en estos casos
es realizar un andlisis de sensibilidad respecto a los supuestos de
mecanismos de generacion de valores ausentes, véase por ejemplo
Lee y Carlin (2010); Resseguier et al. (2011) o Mason et al. (2012b).
Es decir, realizar una imputacion diferente para cada uno de los
supuestos de mecanismos de generacion de valores ausentes y, para
cada imputacién, realizar la inferencia deseada. Asi se estara en
condiciones de analizar la robustez y firmeza de las conclusiones
del estudio frente a la elecciéon del mecanismo de generacion de
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datos ausentes.

Rubin (1976) senté las bases de la inferencia con datos
incompletos debido a la existencia de valores ausentes partiendo
para ello de la clasificacién del mecanismo de generacién de valores
ausentes. De forma resumida, segin Rubin existen tres tipos de
mecanismos: valores ausentes completamente aleatorios (MCAR,
missing completely at random), valores ausentes aleatorios (MAR,
missing at random) y valores ausentes no aleatorios (MNAR,
missing not at random).

MCAR ocurre cuando la apariciéon de valores ausentes no
depende de ninguna de las variables que intervienen en el andlisis.
No depende ni de los valores observados ni del resto de valores
ausentes, es decir, no existe ningin patron detectable de generacion
de valores ausentes o, en caso de existir, este no influye en el andlisis.
Por ejemplo, supongamos el estudio de una enfermedad sobre la que
se estd interesado analizar la posible influencia que una determinada
covariable pueda tener. MCAR seria el caso en el que la causa de
aparicion de valores ausentes en dicha covariable no guarda relacion
alguna ni con la enfermedad a estudio ni con la parte observada de
la covariable.

Sin embargo, un mecanismo clasificado como MAR es aquel en el
que se observa dependencia entre la aparicion de valores ausentes
y los valores que si se han observado. En el ejemplo anterior, se
consideraria MAR el caso en el que la aparicién de los valores
ausentes en la covariable tiene algin tipo de relacién con los valores
que se han observado de la propia covariable.

Cuando un mecanismo no se puede considerar MCAR ni MAR,
estamos ante un MNAR.
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2.2. Tratamiento estadistico

Formalmente, si llamamos y al conjunto de datos (matriz de
n registros con r items) del que se dispone para realizar un
determinado estudio, introducimos la notacion ¥y = (Yobs, Yaus)
donde yops son los valores observados del conjunto de datos e Ygus
son los valores ausentes.

Se define el indicador I = {[;;} coni =1,..,.ny j =1,..r,
donde [;; serd 1 si la correspondiente componente de y es observada
y 0 si es ausente. De esta forma I esta completamente observado.

Asi, se tiene que la distribucién conjunta de los datos, y, y del
indicador I es:

(Y, 1|9, 0) = p(Yobss Yauss 1|, 0), (2.1)

donde ¢ es el vector de parametros de la distribucion de los datos
y 0 representa el vector de parametros desconocidos que gobiernan
la generacién de valores ausentes.

De esta forma, se observa que aplicar métodos estandar para
datos completos cuando el banco de datos no lo esta debido
a la existencia de valores ausentes, no seria adecuado ya que
la verosimilitud (2.1) es tratada como p(y|¢), cuando dicha
verosimilitud depende de los valores ausentes también, es decir, se
estaria obviando indebidamente 6.

Existen dos posibles factorizaciones de esta distribucion
conjunta (2.1) que dan pie a sendas teorias sobre el tratamiento
de los valores ausentes. Por un lado si se considera

p(y, I|g,0) = p(y|I,¢)p(1|0)

se estaria hablando de lo que se conoce en la actualidad como
modelos de mixtura de patrones, véase Molenberghs y Kenward
(2007) o Daniels y Hogan (2008).

Por otro lado, si se considera

p(yaI|¢, 0) :p(y’(ﬁa O)p(I]y, o, 9) (2‘2>



2.2. Tratamiento estadistico 15

se estaria hablando entonces de la otra perspectiva para el
tratamiento de los valores ausentes conocida como modelos de
seleccion.

El tratamiento que de los valores ausentes se realiza en esta
tesis se lleva a cabo bajo el amparo de esta tltima factorizacion.
Y es en (2.2) donde aparece el mecanismo de generacion de
valores ausentes definido como la distribucién condicional de I
dado y, es decir p(I|y, ¢, 0), que como en (2.1) reescribimos como

p(I|yob3? Yaus) ¢7 0)
Asi, si estamos ante un mecanismo considerado MCAR

p(I|yobs7 Yaus 9) = p(I|0)

de esta forma, el mecanismo de generacion de valores ausentes no
depende de y en ningtin caso.
Mientras que si el mecanismo es considerado MAR

p(I|yobsa Yaus» 0) = p(I|yobs9 0)

Por 1ltimo, si el mecanismo de generacion de valores ausentes es
MNAR, no hay simplificacién posible de la distribuciéon condicional
de I.

Esta clasificaciéon del mecanismo de generacién de valores
ausentes influye en el proceso de inferencia con datos incompletos,
pues para poder llevarla a cabo se debe tener en cuenta que la
tnica informacién disponible en el problema es (Yobss I). Y que su
distribucién conjunta se obtiene de la siguiente forma

P(Yobes I| 5, 0) — / D(Yobes Yaus s O)dyuns.  (2.3)

Factorizando la distribucién conjunta de los datos y el indicador
de acuerdo a la perspectiva de modelos de seleccién, ecuacién (2.2),
se tiene

p(yobsa I’Q’)? 0) = /p<yobsa yau3’¢a e)p(I|yobsa Yausy ¢9 0) (24>
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Asumiendo que I|y,0 es condicionalmente independiente
de ¢ y que y|¢p es condicionalmente independiente de
07 la expresién p(yobs9 yaus|¢a 0>p(I|yobsv Yaus d)a 0) puede

simplificarse  a  P(Yobss Yaus|P)P(L|Yobss Yauss @). Es decir, la
distribucién conjunta vista en (2.2) quedaria

p(yobs7 Yauss I|¢? 9) = p(yobsa yaus|¢)p(1|yobsa Yauss 0) (25)

y por tanto, la expresion (2.4) queda

P(Yobss I, 0) =/p(yobs,yauslqﬁ)p(ﬂyobs,yaus,9)dyaus. (2.6)

Y aqui es donde se observa que la clasificacién del mecanismo
de generacion de valores ausentes influye en el proceso de inferencia
pues, bajo el supuesto de mecanismo de generaciéon de valores
ausentes MAR, la expresién anterior queda

p(yobva|¢7 9) :p(yobs|¢)p(I|yob370)u (27>

mientras que bajo MCAR se simplifica aiin més, quedando

p(yobsa I|¢’ 0) = p(yobs|¢)p(1|0)' (28>

Ademas, si los parametros que gobiernan la distribucion del
mecanismo de generacién de valores ausentes, 0, y la distribuciéon
de los datos, ¢, son independientes a priori, entonces, desde el
punto de vista bayesiano, se puede inferir sobre los parametros ¢
Unicamente a partir de la verosimilitud de los valores observados
P(Yobs|®) (Gelman et al., 2013; Little y Rubin, 2002). En este caso
se dice que el mecanismo de valores ausentes es ignorable.

La asuncién de ignorabilidad simplifica mucho el problema,
pues desde el punto de vista bayesiano los valores ausentes, al
ser cantidades desconocidas, son tratados como pardametros y por
tanto, asumiendo ignorabilidad no sélo podemos inferir sobre ¢
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sino también sobre los valores ausentes. Asi, podemos obtener una
distribucién posterior predictiva sobre cada uno de los valores no
observados del banco de datos, Yaus -

Las hipotesis de MCAR o MAR, y por tanto de ignorabilidad, se
presentan con bastante frecuencia en problemas con datos ausentes,
lo que implica que el desarrollo descrito se ajusta a gran parte de los
problemas donde se requiere imputar datos. En aquellos casos en los
que no se pueda asumir ignorabilidad en el mecanismo de valores
ausentes o la aleatoriedad en la presencia de éstos, es necesario
un desarrollo mas complejo que nos permita llegar a obtener la
distribucién posterior de los datos ausentes. Por ejemplo, desde el
punto de vista bayesiano se requeriria asignar una distibucién a
p(Ily, 0), siendo distribuciones Bernoulli independientes la opcién
mas utilizada en la literatura.

No obstante, siguiendo las afirmaciones de Rubin en Gelman et
al. (2013), capitulo 18, es muy raro encontrar situaciones donde no
se pueda asumir ignorabilidad. Ademas, respecto a la hipotesis de
aleatoriedad, siempre se podré asumir mediante la introduccion de
tantas covariables, completas y que aporten informacién, como sean
necesarias (en la medida de lo posible). Asi, aumentando el banco
de datos observados se reduce la dependencia del mecanismo de
generacion de valores ausentes, dados los observados, de los propios
valores ausentes.

2.3. Tipos de Imputacién

2.3.1. Imputacién simple

La imputacién simple consiste en reemplazar cada valor ausente
por una estimacion de dicho valor, es decir imputar cada dato
ausente con un unico valor. De esta forma se consigue completar el
banco de datos y trabajar con él como si fuera un banco de datos
completo.

Esta técnica de imputacion tiene varias ventajas. En primer
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lugar, al completar el banco de datos se puede hacer uso de las
técnicas estadisticas estandar para datos completos (implementadas
en los softwares bésicos de estadistica) y por tanto no es necesario
que dicho banco de datos sea tratado por usuarios con avanzados
conocimientos de estadistica.

En segundo lugar, el esfuerzo de realizar la imputacion se lleva
a cabo una tnica vez. Esto representa una ventaja a nivel practico
sobretodo en bancos de datos publicos o que se vayan a utilizar
para estudios con diferentes finalidades. En estos casos se realiza la
imputacion simple completando la base de datos y distribuyéndola
posteriormente, en lugar de distribuir los datos incompletos y cada
usuario verse obligado a realizar una imputacion segiin su propdsito
de estudio.

Otra ventaja asociada a la imputacién simple y relacionada con
bancos de datos destinados a ser distribuidos, es que la imputacién
la realiza la persona, o personas, que generalmente se encargan de
su recopilacion. Es decir, que trabajan a diario con ese tipo de
datos y por tanto tienen un nivel de conocimiento de la naturaleza
de los datos superior al de los futuros usuarios, en consecuencia la
imputacion resulta ser mas adecuada a la estructura de los datos.

No obstante, también existen varias desventajas de imputar un
unico valor por cada dato ausente.

Sin duda, la principal desventaja es que al asignar un tinico valor
por cada dato ausente no se esta teniendo en cuenta la variabilidad
asociada a la incertidumbre de los valores ausentes. Esto puede
derivar en sesgos importantes al realizar estudios estadisticos sobre
datos completados mediante imputacién simple.

Con el fin de solventar este importante inconveniente, Rubin
propone la imputacion multiple de datos.

2.3.2. Imputacién maultiple

La imputacién multiple consiste en proporcionar varios valores
para cada dato ausente, es decir, asignar a cada valor ausente no
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una unica estimacién sino una muestra de tamano m. De esta forma
se crean m bancos de datos completos cada uno de los cuales puede
ser analizado mediante el empleo de técnicas estadisticas estandares
para datos completos.

La idea de la imputacion multiple es dar solucion a la principal
desventaja de la imputacién simple sin desaprovechar las ventajas
practicas de ésta. Asi al proporcionar varias estimaciones de los
valores ausentes se consigue tener en cuenta la variabilidad de
los datos ausentes y por tanto evitar posibles sesgos en futuras
inferencias que se realicen sobre los datos.

La forma de proceder en un estudio estadistico donde
intervengan datos incompletos utilizando la imputacion multiple
como técnica de imputacion es la siguiente: como ya se ha
comentado, una vez realizada la imputacién multiple de los valores
ausentes lo que se tiene son m bancos de datos completos. Aquellos
valores que no fueran ausentes se repetirdn m veces, una por cada
banco de datos. Sin embargo habra un valor imputado diferente por
dato ausente en cada uno de los m bancos de datos. Posteriormente
se realiza el andlisis estadistico sobre cada uno de los m bancos de
datos, obteniéndose m estimaciones del parametro o parametros de
interés del estudio. De esta forma la incertidumbre asociada a los
valores ausentes es tenida en cuenta.

Finalmente se resumen esas m estimaciones siguiendo lo que
se conoce como Reglas de Rubin (Rubin, 1987) para extraer
conclusiones de dicho de parametro o parametros de interés.

La imputacién multiple presenta una serie de inconvenientes a
nivel préactico (en comparacién con la imputacién simple), los cuales
resumimos brevemente. El primero es que el esfuerzo necesario para
realizar la imputacién de datos se incrementa considerablemente
respecto a la imputacion simple. El segundo inconveniente es que
el proceso de inferencia también requiere de un mayor tiempo y
esfuerzo pues es necesario analizar m bancos de datos. Por tltimo,
al imputar con varios valores cada valor ausente y pasar a tener m
bancos de datos, se suelen presentar problemas de almacenamiento
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ya que se tiene un banco de datos tridimensional (n registros,
r variables y m imputaciones) y suele ser necesario implementar
rutinas especiales para tratar estadisticamente un banco de datos
de estas caracteristicas. Este problema puede ser definitivo para
descartar la imputaciéon multiple si estamos trabajando con un
gran volumen de datos y ademas se emplea un software estadistico
incapaz de explotar un banco de datos tridimensional.

Sin embargo, si no se tiene problemas en almacenar un banco
de datos tridimensional ni se tiene problemas para explotar dicho
banco de datos, la imputacion multiple resulta ser una técnica
de imputacion 6ptima para dar solucién al problema de trabajar
con valores ausentes. Esto es debido a que la incertidumbre
debida a la existencia de valores ausentes queda reflejada en el
analisis al mismo tiempo que se evita el posible sesgo debido a
la informacion faltante. Ademés, es una técnica practica, sencilla a
nivel metodolégico y con un esfuerzo requerido para implementarla
y realizar posteriormente inferencias validas no demasiado alto
teniendo en cuenta el problema al que se estda dando solucién.

2.3.3. Imputacion bayesiana

Como en cualquier anélisis de datos, el tratamiento de valores
ausentes se puede abordar tanto desde la perspectiva clasica como
desde la perspectiva bayesiana.

Obtener estimaciones de los valores ausentes desde un enfoque
frecuentista, sobre todo en aquellos estudios donde la verosimilitud
de la que deseamos extraer estimaciones es compleja, significa
recurrir al algoritmo EM (Dempster et al., 1977), o a procesos
iterativos como el descrito en Carpenter y Kenward (2013) que, ain
siendo frecuentistas, estan basados en muestreo Gibbs, descrito més
adelante en esta seccion.

El algoritmo EM proporciona estimaciones validas de las
cantidades de interés mediante un proceso iterativo en el que
intervienen dos etapas: Esperanza y Maximizacion.
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Asi, partiendo de un punto inicial para las cantidades de interés,
sea 0°, en el primer paso del algoritmo se obtiene la esperanza
del logaritmo de la verosimilitud estudiada, que serda una funcién
de 0, Q(6]6°). En el siguiente paso se maximiza dicha funcién
() obteniendo una nueva estimacién (méximo verosimil) para 6 y
volviendo de nuevo al primer paso. El algoritmo se detendra cuando
la diferencia entre las estimaciones proporcionadas por dos pasos
sucesivos sea menor que una determinada tolerancia.

No obstante, el algoritmo EM no siempre se puede aplicar
debido a que la verosimilitud, por muy compleja que sea, debe
ser conocida. Si ademds el mecanismo de generacion de valores
ausentes no pudiera ser asumido ignorable, obtener estimaciones de
los valores ausentes se convertiria en un problema de dificil solucién
desde el punto de vista clasico.

Por el contrario, si se enfoca el problema de la imputacion desde
el punto de vista bayesiano, con mayor o menor dificultad siempre
seremos capaces de obtener estimaciones de los valores ausentes.

Haciendo uso de una modelizacién jerarquica se pueden ir
introduciendo de forma natural en sucesivas capas todos los
elementos intervinientes en el proceso, pudiendo anadir covariables
informativas en caso de ser necesario e incluso la modelizacion del
mecanismo de generacién de valores ausentes si estuviéramos en
un escenario MNAR. En la figura 2.2 se puede observar de forma
esquematica el proceso de imputacién de valores ausentes.

La gran ventaja del tratamiento de valores ausentes desde el
punto de vista bayesiano es que, al obtener una muestra de la
distribucién posterior de los valores ausentes, podemos, o bien
hacer una imputacién simple (media, mediana) o, si se prefiere,
una imputaciéon multiple. Es mas, si el fin de la imputacién de los
valores ausentes es que el banco de datos sirva como covariable
en un determinado estudio, el esquema de imputacién mostrado
en la figura 2.2 puede ser incluido dentro de la modelizacién de
dicho estudio como una capa mas. Asi, la incertidumbre asociada
a los valores ausentes es tenida en cuenta en la estimacion de los
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| Previa para ¢ Previa para 0

Modelizacion mecanismo
Modelizacion datos generacion valores

x\ ausentes (si MNAR)
Posible incorporacion
covariables

Posterior para y%“ Posterior para ¢ |

Figura 2.2: Estrategia para la imputacién de valores ausentes desde
el punto de vista bayesiano

parametros de interés del estudio.

La dificultad del proceso bayesiano radica en la obtencion de la
distribucién posterior de las cantidades de interés (en nuestro caso
los valores ausentes). Aunque con el auge en los tltimos anos de
los métodos MCMC en paralelo con avances en computacién, esta
dificultad ha dejado de ser un handicap a la hora de decantarse por
abordar un andlisis desde la perspectiva bayesiana.

Las técnicas numéricas basadas en cadenas de Markov, MCMC
(Green 2001) nos permiten inferir sobre expresiones imposibles de
hallar a nivel analitico. El objetivo de estas técnicas es la obtencion
de una muestra de la distribucién posterior de las cantidades de
interés. Para ello, a partir de un valor inicial, se va generando una
cadena aleatoria de posibles valores de los pardametros o cantidades
de interés. Bajo condiciones de equilibrio, dicha cadena contiene
valores de la distribucién posterior buscada y por tanto se puede
considerar una muestra de la distribucion de las cantidades de
interés.
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Existen diversas técnicas MCMC, donde el proceso de
generacion de las cadenas puede ser distinto segin la técnica
empleada. Las mds comunes son el muestreo Gibbs (Geman y
Geman, 1984) y el Metrépolis-Hastings (Hastings, 1970).

El algoritmo de muestreo Gibbs esta basado en las distribuciones
condicionales de los pardametros de interés, las cuales son conocidas
y por tanto se pueden obtener valores de ellas. Partiendo de un
punto inicial 8° = (69,69, ...,0°) en cada paso se obtiene un nuevo
valor para cada componente, generando una observacién aleatoria
de su distribuciéon condicionada al resto de componentes, esto es

05 ~ p(6a(01, 63, ..., 67))

8711 ~ p(9n|<9%> 9%7 ey 911171))
repitiendo el proceso a lo largo de N iteraciones, N lo
suficientemente grande para asegurar la convergencia de la cadena,
se llega a la obtencién de una muestra de la distribucién posterior
para 6.

De wuna forma diferente funciona el algoritmo de
Metrépolis-Hastings. La cadena aleatoria se obtiene en este
caso generando valores para 6 a partir de una funcién denominada
instrumental. Dichos valores son incluidos o no en la cadena
a través de un mecanismo de aceptacién-rechazo basado en la
probabilidad, en la distribucién posterior buscada, asociada a los
valores generados. Generando un ntimero suficiente de iteraciones
para asegurar la convergencia de la cadena generada, se obtiene
una muestra de la distribucién posterior de 6.

Los algoritmos que emplean técnicas MCMC siguen siendo los
mas utilizados para la obtencién de muestras de las distribuciones
posteriores de las cantidades de interés. Pueden ser o bien
implementados por el investigador encargado de la resolucion del
problema, o bien, se puede hacer uso de software especifico que ya
los lleva implementados. Un par de ejemplos de este tipo de software
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son WinBUGS (http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/) y JAGS
(http://meme-jags.sourceforge.net /) ambos de libre distribucién
y que utilizan el muestreo Gibbs para la resolucién de modelos
bayesianos.

Sin embargo, los métodos MCMC pese a estar ampliamente
extendidos tienen un gran inconveniente: el tiempo de computacion.
Para problemas de una determinada complejidad pueden ser
necesarias horas e incluso dias para asegurarse la convergencia
del algoritmo y estar seguros que estamos muestreando de la
distribucién posterior de las cantidades de interés.

En los ultimos anos otra técnica diferente estd en auge: INLA
(Integrated Nested Laplace Approximations). Es una técnica de
aproximacién para la estimaciéon de parametros en modelos con
estructura latente Gaussiana. Fue propuesta por Havard Rue (Rue
et al., 2009) y desde su aparicién son cada vez mas numerosos en
la literatura los estudios bayesianos que recurren a esta técnica en
lugar de utilizar métodos MCMC para la obtencién de muestras de
la distribucién posterior.

La principal ventaja de INLA es que la aproximacion a la
distribucién posterior de una determinada cantidad de interés tarda
apenas unos minutos mientras que mediante técnicas MCMC puede
tardar horas o incluso dias. Esto la convierte en una técnica muy
atractiva y con los anos serd el método bésico de obtencién de
estimaciones de las cantidades de interés en cualquier proceso
bayesiano.

Por el momento, al ser una técnica que esta dando sus
primeros pasos, existen todavia modelizaciones con estructura
latente Gaussiana cuyas distribuciones posteriores no han podido
ser aproximadas mediante INLA. Este es el caso de determinadas
modelizaciones espacio temporales, alguna de las cuales forma parte
de las tratadas en esta tesis. Por ello en este trabajo hemos seguido
haciendo uso de técnicas MCMC.

En cualquier caso, gracias a los métodos MCMC e INLA,
junto con los continuos avances en técnicas de computacion,
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en la actualidad se pueden abordar estudios desde el punto de
vista bayesiano en los que intervienen modelizaciones avanzadas.
Estudios que en anteriores décadas los investigadores no podian
siquiera plantearse su resolucién debido a la imposibilidad de hallar
una expresion analitica para las distribuciones posteriores. Hoy, sin
embargo, pueden ser resueltos de forma relativamente sencilla.

En nuestro caso, la complejidad de la modelizacién que se
plantea en esta tesis hace inviable su tratamiento desde el punto
de vista clasico. Sin embargo, abordar el problema de imputar
valores ausentes desde el punto de vista bayesiano resulta ser un
proceso relativamente sencillo que permite ir adaptando el modelo
a la estructura y naturaleza de los datos de una forma intuitiva.
Aunque en capitulos siguientes veremos con mas detalle el tipo
de datos con el que vamos a trabajar, asi como la modelizaciéon
propuesta para su imputacion, cabe destacar que asumiremos un
mecanismo de generacién de valores ausentes ignorable y que la
aparicion de dichos valores ausentes es aleatoria (MAR). De esta
forma podremos aprovechar la informacién proporcionada por los
valores observados para la obtencion de estimaciones de los valores
ausentes.

2.4. Influencia de la imputacién

La duda méas importante que surge al imputar un banco de
datos incompleto, bien sea mediante imputacion simple, multiple
o bayesiana, es si se estd alterando la influencia que dichos
datos puedan tener sobre cualquier caracteristica de estudio. Es
decir, si los resultados de un estudio en el que intervienen estos
datos incompletos imputados pueden considerarse los mismos que
aquellos que se obtendrian si el estudio se realizara con los datos
completos.

El problema es que no se puede dar una respuesta directa a
esta cuestion porque no se dispone de los datos completamente
observados. Seria por tanto necesario recurrir a un estudio con datos
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simulados para acometer este propésito.

Si se enfoca este asunto desde el punto de vista bayesiano, se
puede sacar ventaja del hecho de incluir el modelo de imputaciéon
como una capa mas dentro del modelo jerarquico bayesiano
planteado para la realizacion de dicho estudio. En consecuencia, la
incertidumbre asociada a los valores ausentes es tenida en cuenta
a la hora de obtener estimaciones de los pardametros de interés del
estudio.

En Abellan (2005) se aborda este problema llegando a la
conclusion de que, si se imputa convenientemente de acuerdo a
la naturaleza y estructura de los datos, la imputaciéon de valores
ausentes no influye en los resultados obtenidos en futuros estudios
en los que participe dicho banco de datos completado mediante
imputacion.

Para ello, se recurrié a un estudio por simulacion en el que
se generaban tres bancos de datos cuya influencia sobre una
determinada variable respuesta (simulada también) fuera débil,
normal y fuerte, respectivamente. Posteriormente se provocaban
valores ausentes en los bancos de datos simulados y se imputaban
para estudiar después si dicha influencia habia variado. Los
resultados ponian de manifiesto que el hecho de imputar los valores
ausentes no modificaba la influencia original que dichos datos tenian
sobre la variable respuesta.

No obstante, el estudio de la influencia de la imputacién no es
objetivo de esta tesis. Para este trabajo nos marcamos como meta
el planteamiento, estudio y comparaciéon de modelos con estructura
espacio-temporal para la imputacion de datos.

En el siguiente capitulo se resume brevemente los diferentes
procesos en los que intervienen datos con correlacion espacial
y espacio-temporal. El objetivo de esta descripcion no radica
en la profundizacion de conceptos ni metodologias. Se pretende
unicamente presentar el campo de investigaciéon sobre el que se
basan las ideas que han permitido el planeamiento de los modelos
de imputacion analizados en esta tesis.



Capitulo 3

Analisis espacial y
espacio-temporal

Si la historia asociada a la existencia de datos ausentes es
amplia, no lo es menos la asociada a la existencia de estructura
espacial en la naturaleza de las observaciones a estudiar. El andlisis
de datos con correlacién espacial surge por si solo al trabajar
con observaciones que de una manera u otra estan ligadas a una
localizacion geografica. Un proceso de grabado de datos adecuado
incluiria almacenar la informacién del lugar (e incluso el tiempo) en
que dichos datos se han recopilado. Este simple hecho ha ocurrido
y ocurre en muchas investigaciones, pese a que no siempre ha sido
tenido en cuenta. En ocasiones debido sencillamente a que se ha
ignorado que los datos estéan georeferenciados, y en ocasiones debido
a la complejidad del tratamiento estadistico de datos con estructura
espacial.

De hecho, hasta comienzos de 1990 los estudios estadisticos de
datos con estructura espacial eran relativamente faciles de plantear
en la teoria pero casi imposibles de resolver en la practica. No
obstante, a lo largo de la historia ha habido casos importantes
en los que se ha empleado la informacién espacial de los datos
para analizar un problema, como por ejemplo el brote de célera
de 1854 en Londres donde John Snow (considerado desde entonces

27
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padre de la epidemiologia), con la ayuda de la georeferenciacion
de los casos, pudo localizar el foco del brote en una de las fuentes
publicas de agua potable existentes en la época, figura 3.1. O los
estudios de Danie Krige (considerado el padre de la geoestadistica)
que permitieron analizar los recursos mineros de diferentes regiones
a principios de los 40. Es mas, como la informacién espacial
inicialmente aparece ligada a la geografia, en la literatura existen
algunas referencias de principios de la segunda mitad del siglo XX
(por ejemplo Garrison, 1959; Chorley, 1972) destacando Berry y
Marble (1968), como el primer libro que realiza una revisién sobre
el tema hasta la fecha y en el que se acuna el término andlisis
espacial.

Yurds
50 [ 50 100 5o 200

X Pump  » Deaths From cholera

Figura 3.1: Mapa de casos de cdlera realizado en 1854 por John
Snow
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Sin embargo, no fue hasta principios de 1990, y nuevamente
gracias a los avances en computaciéon, cuando estos estudios pasaron
de ser una bonita teoria o un laborioso trabajo de campo a
ser una realidad practica. Desde entonces investigadores de muy
diferentes areas llevan tiempo centrando sus estudios en datos con
correlacion espacial. Desde la arqueologia hasta la zoologia se ha ido
profundizando en el anélisis espacial de los datos y, en los ultimos
tiempos, en el andlisis de datos con estructura espacio temporal;
pues entender y analizar la dependencia entre observaciones en el
espacio (y en el tiempo) es una parte crucial de la estadistica.

Las primera referencias importantes que encontramos en la
literatura contemporanea son Ripley (1981) y Cressie (1993).
En estos libros se hace una completa y extensa revision de los
conceptos, las técnicas y las modelizaciones mas utilizadas en el
estudio de datos con estructura espacial.

En general, un proceso espacial se define mediante el conjunto
de variables aleatorias

{Z(s) : s € D}, (3.1)

donde D es el espacio o regién a estudio (generalmente de R2), S
es el vector de localizaciones pertenecientes a la regiéon D y Z(s)
es el vector de observaciones. A la realizacién de dicho vector se le
denota por z(s).

Dependiendo del caracter aleatorio de s o de Z se puede clasificar
el proceso espacial en tres grandes grupos: geoestadistica, procesos
puntuales y redes de localizaciones.

El tratamiento y la modelizacion propuesta en esta tesis
estd enmarcada en el caso de redes de localizaciones (también
conocido como datos en areas o lattice). De este modo, en lo que
resta de capitulo, primero se describe brevemente cada una de estas
estructuras espaciales en la siguiente seccién para, seguidamente,
pasar a realizar una descripcion méas detallada de la cartografia
de enfermedades, motor basico de los avances en modelizacién de
datos en redes de localizaciones. Con esta descripcion se pretende



30 Capitulo 3. Andlisis espacial y espacio-temporal

presentar el marco tedrico que inspira y sobre el que se basa la
modelizacién propuesta para el tratamiento e imputacion de los
valores ausentes motivo de esta tesis.

Finalmente, previo repaso al proceso de evoluciéon natural del
analisis de datos espaciales al andlisis de datos espacio-temporales
en la seccion 3.3, se presentan los datos objeto de andlisis de esta
tesis.

3.1. Tipos de datos espaciales

No es objetivo de esta tesis profundizar a nivel metodolégico
en la explicacion de cada uno de los tres grandes grupos de datos
espaciales, sino méas bien describir brevemente sus caracteristicas
béasicas con el fin de enmarcar posteriormente nuestra investigacion.

Para una extensa informacién sobre el tema, Ripley (1981) y
Cressie (1993) proporcionan una profunda revision de cada uno de
los tres casos no so6lo desde el punto de vista metodologico sino
también desde el punto de vista practico ya que hacen uso de
muchos y variados ejemplos para cada caso.

No obstante, también existen otras interesantes referencias sobre
estadistica espacial en las que se proporcionan explicaciones mas
detalladas sobre geoestadistica, redes de localizaciones y procesos
puntuales, por ejemplo Haining (2003), Schabenberger y Gotway
(2005) o Banerjee et al. (2014).

3.1.1. Geoestadistica

Se entiende por geoestadistica el estudio de una superficie
continua mediante la obtencién de una muestra aleatoria de valores.
Asi, D es una regién continua y fija mientras que Z(s) es un vector
aleatorio de valores obtenidos en la muestra de localizaciones s.

Entre las diferentes técnicas estadisticas que existen para
analizar datos que por su naturaleza se enmarcan dentro de la
geoestadistica, destaca el Kriging (Diggle et al., 1998). Esta técnica,
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cuyo nombre viene por D. G. Krige, ingeniero de minas pionero
en utilizarla para la estimacion de reservas mineras (Krige, 1951),
estd basada en el variograma, piedra clave de la técnica. Para la
obtencion del variograma se calcula la variabilidad existente entre
las observaciones de puntos distintos que se encuentran a una cierta
distancia h, (z(s), z(s+h)), es decir:

1) = g 2 (al) = 2() (32)

S —8;=

donde N (h) es el nimero de observaciones separadas una distancia
h. Asi, en funcion de h se observa la asociacién espacial de las
observaciones, esperando obtener poca variabilidad para valores
pequenos de h y observar un incremento de dicha variabilidad a
medida que h aumenta llegando un punto, conocido como rango,
en el que la variabilidad es constante.

Modelizando el variograma se podra llegar al objetivo del
kriging que es proporcionar predicciones en aquellos puntos de
la regién de los cuales no se dispone de observaciones (pudiendo
incluir covariables si fuera necesario). Incluso se podria obtener la
estimacién de dicha variable para todas las localizaciones de D, lo
que equivaldria a obtener un mapa de superficie de la variable a
estudio.

3.1.2. Procesos puntuales

Cuando las localizaciones donde un determinado evento a
estudio son aleatorias estamos ante un proceso puntual. En este caso
la variable aleatoria es D, conociéndose como proceso de puntos.
Las localizaciones s corresponden a observaciones de D y, en un
proceso puntual espacial generalmente sélo se esta interesado en
dicha realizacion de las localizaciones, por tanto no suelen existir
observaciones asociadas a s, Z(s), o equivalentemente Z(s)=1. En
caso contrario se conoce como proceso espacial de puntos notable.

Procesos puntuales suelen encontrarse en estudios en los que
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se analiza la aparicion de casos de una determinada enfermedad
en una poblaciéon registrandose como dato la residencia del caso; o
estudios de poblaciones de arboles en un bosque registrandose como
datos la localizacién de la especie de interés.

Asi, como se ha dicho, las localizaciones s son aleatorias
y generalmente se estd interesado unicamente en el lugar de
ocurrencia del evento (salvo en un proceso puntual notable). El
objetivo es llegar a clarificar si el proceso de aparicion de puntos
es puramente aleatorio o, si por el contrario, existe algin tipo de
patron subyacente que provoque la agrupacion de puntos.

Generalmente, este objetivo se aborda asumiendo que la
aparicion de puntos en una regién R sigue un proceso homogéneo
Poisson con media A|R|. Asi el nimero esperado de eventos en la
region viene determinado por A, parametro que recoge la intensidad
del proceso (nimero de individuos por unidad de érea), y |R|, area
de la regién R.

Posteriormente se procede a cuantificar la agrupaciéon de eventos
observada en dicha region destacando, entre las diferentes formas
de llevarlo a cabo, la funcién de Ripley (Ripley, 1976):

K(h) = $[ntimero eventos a una distancia & de un punto
arbitrario de R]

Segtn el patréon puntual espacial en el que nos encontremos,
existen valores tedricos de K(h) frente a los que comparar la
estimacién obtenida de la funcién. Por ejemplo, en caso de no existir
correlacién espacial se tendria que K(h) = wh?, y si los datos se
agruparan por encima de lo esperado significaria que K (h) > 7h?,
siendo el estimador mas frecuente de la funcién de Ripley:

K(h) Z > vt In(h (3.3)

zlg;éz

donde n es el numero de eventos en R, A = %, hi; la distancia
entre los puntos ¢ y j, p;; la proporcién del circulo de centro @ (y
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que engloba a j) que cae dentro de R y I;(h;;) funcién indicador
igual a 1 si h;; < h 'y 0 en otro caso.

La inclusién del término p;; ayuda en la correccién del efecto
borde, esto es, el posible sesgo en la estimacién de la funcién en
aquellos puntos situados a una distancia menor que h de la frontera
del area de estudio.

Para una mayor profundizacion en el tratamiento de procesos
puntuales espaciales asi como en la metodologia aplicada para la
modelizacién y deteccién de clusters se recomienda Diggle (2003).

3.1.3. Redes de localizaciones

Maés conocido como lattice models (Besag, 1974) es el caso
en que se enmarca esta tesis. Mediante el andlisis de datos en
redes de localizaciones se estudia una variable aleatoria asociada
a un conjunto de localizaciones fijo (por ejemplo el conjunto de
municipios de una determinada regién). En este caso D es un
conjunto fijo contable de puntos o regiones (regulares o irregulares)
en las cuales se recogen observaciones z(s), con s € D.

Al no entenderse continuidad en D, los modelos lattice resultan
ser grafos cuyos nodos son las localizaciones a estudio en las que se
observa una variable aleatoria de interés. Definidos de este modo,
cuando se trabaja con datos en redes de localizaciones surge de
manera natural el concepto de vecindad, es decir, cémo los nodos
vecinos pueden influir en las observaciones registradas.

Asi, el hecho de que los datos procedan de diferentes areas o
localizaciones geograficas induce a pensar en una posible correlacion
entre observaciones préximas en el espacio. Esto introduce la
idea de que la variabilidad observada en la variable de interés
esta originada por dos componentes de distinta naturaleza: por un
lado estd la variabilidad asociada a la heterogeneidad propia de las
localizaciones geograficas y que se conoce como variabilidad a gran
escala y por otro esté la variabilidad asociada a la relacion existente
entre observaciones cercanas en el espacio lo que se conoce como
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variabilidad a pequena escala.

Existen diferentes maneras de especificar una estructura de
vecindad entre nodos o localizaciones, siendo las més extendidas
aquellas que estan basadas en la distancia y en la comparticion de
fronteras.

Respecto a la basada en la distancia entre localizaciones, aunque
la mas utilizada es la distancia euclidea existen otros tipos de
medida de la distancia tales como la distancia al viajar de una
localizacion a otra mediante algiin medio de transporte, o el tiempo
en llegar desde una localizacion a otra si se utiliza una combinacion
de éstos.

Respecto a la definicion de vecindad basada en la comparticion
de fronteras, al estar los datos registrados por areas o localizaciones
(por ejemplo municipios de una comunidad auténoma o regién)
en general se establece que dos areas se consideren vecinas si
comparten alguna de sus fronteras.

Sea cual sea la definicién de vecindad, modelizar esta correlacion
espacial de los datos no ha sido una tarea sencilla. Quizas la
utilizacion de auto modelos sea lo maés eficiente para este proposito,
de ahi que sea la alternativa mas extendida en la actualidad. Los
auto modelos se basan en ajustar la correlacion espacial entre
observaciones vecinas mediante distribuciones condicionales auto
regresivas (Besag y Kooperberg, 1995), siendo la més utilizada la
distribucién Normal.

Es decir, si v .= {v;} con i = 1,., N y N el nimero
de localizaciones, es la componente asignada para modelizar la
estructura espacial de un conjunto de datos, el ajuste de dicha
correlacion espacial existente se consigue a través de la definiciéon de
la distribucién conjunta de estas componentes. Esta se construiria
a partir de las distribuciones condicionales,

Ui|v—i NN(Z’WCUIWT) L= 1N7

siendo v_; = {wg : k # i}, 7 la precisién y
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% si la localizacion k es vecina de @
Ve =

i
0 en otro caso
con n; el numero de vecinos de la localizacion 1.

En otras palabras, la correlacién espacial entre localizaciones
vecinas es modelizada mediante la inclusién de una componente
por cada localizacién cuya distribucién se define Normal centrada
en la media aritmética de las observaciones vecinas. Este tipo de
distribuciones se suele denotar como CARNormal(7), donde 7 es la
precision.

Cabe destacar que por su definicién este tipo de distribuciones
son impropias, por lo que su utilizacion se restringe a la asignacion
de estas como distribuciones previas en un proceso bayesiano.
De este modo, y bajo ciertas condiciones detalladas en Besag y
Kooperberg (1995), entre las que se encuentra la simetria de la
matriz de varianzas-covarianzas, se consigue que la distribucion
posterior sea propia.

3.2. Cartografia de enfermedades

La estructura espacial de los datos objeto de andlisis en esta
tesis es del tipo descrito como datos en redes de localizaciones,
descrito en el apartado anterior 3.1.3. Ademads, la investigacién
asociada al estudio de cartografia de enfermedades ha sido, sin
duda, crucial en el avance de la modelizacién de este tipo de datos.
Estos hechos hacen necesario dedicar un espacio en este capitulo
a la descripcion de este tipo de modelizaciones familiarizandonos
asi con los conceptos y la notacién involucrada en ellas.

Para el andlisis de este tipo de datos, la hipétesis méas extendida
es asumir que las observaciones siguen, para cada localizacién, una
distribucién de Poisson (McCullagh y Nelder, 1989). La media de
dicha distribucién se descompone en el producto del valor esperado
de eventos de una determinada causa de interés por un parametro
A, distinto para cada localizacién, conocido como riesgo relativo, es
decir:
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O; ~ Poisson(\ E;) 1=1...N

siendo N el niimero de localizaciones geograficas y F; y O; el ntimero
de casos esperados y observados, respectivamente, en la localizacion
i.

Es sobre este riesgo relativo, \;, asociado a cada localizacion
geografica 7, sobre lo que se pretende realizar inferencia con el fin
de determinar localizaciones cuyos valores de riesgos relativos sean
sospechosamente altos o bajos, lo que equivaldria a obtener valores
para X superiores o inferiores a 1.

El principal problema de asumir este modelo es que en la
mayoria de estudios se tiene que Var(O;) > ME; = E(O;) lo
que incumple la caracteristica basica de la distribucion de Poisson.
Este fenémeno es conocido como sobredispersion o extravarianza
(McCullagh y Nelder, 1989).

Dar soluciéon a este inconveniente implica considerar los
riesgos relativos, A = (A1, \a,...,Ax)/, como efectos aleatorios
provenientes de una determinada distribucién de riesgo.

Una de las opciones frecuentes es la utilizacion de distribuciones
Gamma (Clayton y Bernardinelli, 1992; Clayton y Kaldor, 1987;
Mollié, 1996), es decir:

Ai ~ Gamma(a,8)  i=1...N

Los parametros de esta distribucion, a y 8, pueden ser estimados
mediante dos procesos diferentes (Bernardinelli y Montomoli, 1992;
Carlin y Louis, 1997):

= Método de maxima verosimilitud, teniendo en cuenta que
la distribucion de los observados, O, dados « y 3, es una
binomial negativa. Esto es lo que se conoce como proceso
empirico bayes.

= Proceso  completamente  bayesiano, asignando una
distribucién previa para « y [, con el fin de obtener su
distribucion posterior.
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El método empirico bayes de estimaciéon de los riesgos relativos
es utilizado con frecuencia debido a que la binomial negativa
estd implementada en casi todos los paquetes estadisticos y las
expresiones que proporcionan la estimacion maximo verosimil de los
parametros son conocidas y faciles de implementar. De este modo, el
proceso de estimacion de los riesgos relativos resulta relativamente
sencillo.

Otra opcion muy extendida para modelizar A es asumir un
modelo lineal para su logaritmo. De este modo, se podria incluir
en la modelizacién las componentes adecuadas segtin la naturaleza
del problema que se esta tratando, como el hecho de que los
datos proceden de diferentes localizaciones geograficas. A través
del predictor lineal se podria entonces incorporar términos que
ajustaran la posible correlaciéon entre observaciones préoximas en
el espacio, teniendo en cuenta asi las dos fuentes de variabilidad
descritas en el apartado 3.1.3.

Esta modelizacion, bajo la perspectiva bayesiana quedaria de la
siguiente forma:

O; ~ Poisson(\FE;), 1 =1..N

expresando el predictor lineal como

logh; =+ 0; + &; i=1.N (3.4)

donde, p es la interceptacién, @ = (01,05, ...,0x) es el
efecto aleatorio encargado de reflejar la heterogeneidad de las
localizaciones (este efecto es modelizado generalmente mediante
una distribucién Normal centrada en cero) y ¢ = (¢1, d2, ..., 0n)
es el término que ajusta la correlacion espacial entre observaciones
proximas en el espacio, CARNormal, de la forma que se ha descrito
en el apartado 3.1.3

De este modo, se construye un modelo jerarquico donde en
sucesivas capas o niveles, se va introduciendo la informacién
disponible en el estudio asi como diversas componentes capaces de
captar la estructura propia a la naturaleza de las observaciones.
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Esta modelizacién es la més extendida para la realizaciéon de
estudios de datos en redes de localizaciones. Encaja dentro de los
modelos lineales generalizados mixtos y fue propuesta por Besag,
York y Mollié (Besag et al., 1991) pasando desde entonces a
conocerse este tipo de modelos con el nombre de sus autores.

Ademas, dicha modelizacion puede generalizarse mediante la
inclusién de covariables anadiendo al predictor lineal del modelo
el término fx (0 fi1x1 + fBoxa + ... + BiXk en caso de tener k
covariables). De este modo, se llega a lo que en la actualidad
se conoce como modelo de regresién ecolégica (Besag, York y
Mollié con covariables).

Dada la complejidad de este tipo de modelos su implementacion
suele ser abordada desde la perspectiva bayesiana. Asi, bastard con
asignar distribuciones previas a aquellos parametros desconocidos
para completar la formulacién del modelo y poder comenzar el
analisis.

Puede consultarse Best et al. (2005) para obtener una mayor
profundizacion en la modelizacién bayesiana utilizada con mayor
frecuencia para la cartografia de enfermedades.

Cuando se trabaja con este tipo estructura espacial en los
datos, la informacion va ligada puntualmente a cada una de
las localizaciones, es decir, en general los datos con los que se
trabaja son el resultado de agregar la informacion disponible por
localizacion. Este hecho puede llevar a lo que se conoce como falacia
ecolégica. Aunque no siempre sucede (a pesar de que es dificil de
analizar), cuando se estudia la posible influencia de un determinado
factor sobre el conjunto de una poblacién, realmente se tiene interés
en estimar el efecto que dicho factor tiene de forma individual sobre
cada uno de los miembros de la poblacién. Sin embargo, el estudio
se realiza utilizando datos agregados por localizaciones y se acaba
analizando la asociacion entre los valores agregados espacialmente
de dicho factor y los valores de la variable respuesta de interés
agregados también a nivel espacial. De este modo, podrian existir
diferencias entre el efecto real a nivel individual y el efecto estimado
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a nivel agregado.

3.3. Datos espacio-temporales

Como se ha comentado al comienzo del capitulo, llegado cierto
momento en la evolucion del andlisis de datos con estructura
espacial, se dejo de analizar dichas observaciones como datos planos.
Se dejé de obviar la correlacién espacial para, coincidiendo con
el desarrollo computacional, empezar a tener en cuenta dicha
naturaleza de los datos en los estudios y modelizaciones llevados
a cabo desde entonces.

Cierto paralelismo ha ocurrido respecto a la dimensién temporal
de las observaciones. De la misma forma que a partir de los 90 se
empezo a tener en cuenta la correlacién espacial incorporandose a
las modelizaciones de datos georeferenciados, una evolucién natural
similar hacia la incorporacion de la correlacién temporal se dio més
o menos a partir del 2000.

Se podria decir que empezd a considerarse que los datos con
estructura espacial no suelen ser una instantanea de la realidad sino
que las observaciones suelen ser recogidas a lo largo de un tiempo
determinado y que, por tanto, la componente temporal también
debia tenerse en cuenta.

En el pasado, generalmente se agregaba temporalmente dicha
informacion para disponer de un unico dato por cada localizacién
pero, desde la primera década del 2000 la informacion temporal
pasé a formar parte de muchas investigaciones, siendo el analisis
espacio-temporal el tépico més frecuente hoy en dia a la hora
de analizar datos con estructura espacial observados durante un
determinado periodo de tiempo.

Comprender y captar una estructura espacio-temporal resulta
de vital importancia pues de este modo no sélo se tiene en cuenta
la correlacion existente entre observaciones proximas en el espacio
sino que también se saca ventaja de la correlacion existente entre
observaciones vecinas en el tiempo de una misma localizacion,
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llegando incluso a poder captar (si existiera) correlacién entre
observaciones de localizaciones vecinas en el espacio pero en tiempos
anteriores y/o posteriores.

De este modo, el andlisis espacio-temporal, a pesar de ser una
evolucién natural y logica del analisis espacial, conlleva mayor
complejidad de modelizacion pues, al hecho de incorporar una
componente temporal a los modelos utilizados en el anélisis espacial
hay que sumarle el hecho de llegar a ser capaces de captar la
interaccién espacio-tiempo en la estructura de los datos, siendo en
esta tltima parte donde radica la mayor dificultad.

De hecho, en los origenes de la inclusiéon de la componente
temporal, dicha interaccién no fue tenida en cuenta. Por ejemplo,
en Bernardinelli et al. (1995) se propone una asociacién lineal
entre la estructura espacial y el tiempo sin incluir interacciéon
espacio-temporal, de este modo, se modifica el modelo visto en (3.4)
para incluir el efecto temporal y plantear:

loghi = 11+ (0; + ¢4) - j i=1.N,j=1.1

Sin embargo, en Waller et al. (1997), se propone anidar la
estructura temporal dentro de la componente espacial reformulando
la expresién (3.4) para dejarla en:

lOg)\i = U+ Gi(j) + Qbi(j) 1= 1N,j =1...1

Mientras que en Held y Besag (1998) se plantea extender el
modelo (3.4) con una componente principal que refleje la evolucién
temporal, a. En este caso el modelo seria:

No fue hasta dos anos mas tarde cuando la interaccion espacial
y temporal empezd a recibir la atencion necesaria. En Held
(2000) se presenta por primera vez la modelizacién de datos con
estructura espacio-temporal mas completa al incluir la interaccion
espacio-temporal. La idea fue plantear una extensién natural del
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modelo espacial de Besag, York y Mollié con el fin de tener en
cuenta la evolucién temporal. Asi, ademas de la estructura espacial
formada por las componentes de heterogeneidad y de correlacion
espacial, se incluye otra estructura similar de heterogeneidad y
correlacién temporal, v y a respectivamente, para captar el efecto
del tiempo. Por 1ltimo se anade una componente, , que pretenderia
modelizar la interaccion espacio-temporal. De este modo el modelo
quedaria:

pasando a considerarse desde entonces el modelo de referencia para
todo analisis de datos con estructura espacio-temporal.

Todos estos ejemplos nacen bajo el amparo de la cartografia
de enfermedades que, nuevamente, ha sido el motor de avance y
desarrollo esta vez de la modelizacion espacio-temporal. Ademaés de
las citadas, en la literatura del tépico aparecen otras importantes
referencias en las que se presentan modificaciones, ampliaciones
e incluso modelizaciones alternativas a las citadas anteriormente.
Sun et al. (2000), Richardson et al. (2006), Abellan et al. (2008),
Martinez-Beneito et al. (2008) o Schrodle y Held (2011) son
ejemplos de propuestas de modelos espacio-temporales que se
estan convirtiendo en el estandar de modelizacion, y no sélo en
epidemiologia sino que su uso llega a extenderse a otros ambitos,
véase por ejemplo Christensen y Yetkin (2005) o Gonzalez et al.
(2012).

Sin embargo, y de manera analoga al caso de espacial, la
variedad de estructuras espacio-temporales en las observaciones
conlleva la distincién de diferentes procesos de andlisis. Asi, se
podria hablar de procesos puntuales con dimensién temporal,
de modelos dindmicos espacio-temporales, de modelizacién por
bloques de nivel o de modelos de correlacién espacio-temporal. No se
pretende en este trabajo adentrarse en la definicion y desarrollo de
cada uno de estos procesos. Este hecho conllevaria una extension no
adecuada para el propésito de este capitulo cuya motivacion radica
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en la contextualizacién de las modelizaciones con las que vamos
trabajar en lo sucesivo.

No obstante, en caso de necesitar una profundizacién en
alguno de los procesos asociados a la existencia de estructura
espacio temporal, Cressie y Wikle (2011) o Banerjee et al. (2014)
contribuyen en la literatura con un revisiéon completa sobre el tema.

3.4. Datos medioambientales

La naturaleza de los datos con los que se trabaja en estudios
medioambientales encaja con la ya comentada naturaleza de datos
con estructura espacio-temporal. Las observaciones son tomadas en
lugares geograficos diferentes y en instantes temporales distintos.
Esta circunstancia implica la posible existencia de correlacion entre
observaciones proximas en el espacio y en el tiempo que debe
ser tenida en cuenta. Consecuentemente, serd necesario disenar y
aplicar modelos y procedimientos espacio-temporales que tengan en
cuenta estas particularidades.

Si ademas de las caracteristicas a tener en cuenta al trabajar
con observaciones medioambientales, los datos estan incompletos
debido a la existencia de valores ausentes, la realizacion del
estudio resulta aun mas compleja a la vez que mas atractiva
estadisticamente.

En concreto, esta investigacion estd motivada por la aparicién
de valores ausentes en datos de calidad del agua potable en
la Comunitat Valenciana. FEstos datos recogen mediciones de
concentracion de diversas sustancias tales como magnesio, calcio y
nitratos en el agua potable. El interés epidemiolégico de la calidad
del agua que bebemos reside en el andlisis de la influencia que
estos factores medioambientales tienen en la aparicién de canceres
localizados en el aparato digestivo, Yang et al. (1998), o con
enfermedades cardiovasculares, Ferrandiz et al. (2003).

Debido a esto, la Conselleria de Medio Ambiente de
la Generalitat Valenciana mide anualmente, desde 1991, la
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concentracion de nitratos, calcio y magnesio, asi como de otras
sustancias, en el agua potable los 540 municipios de la Comunitat
Valenciana.

Para el estudio planteado en esta tesis, de todas las componentes
observadas en el banco de datos de calidad del agua unicamente
se mostrara en este trabajo el proceso de imputacién para
los datos de concentracion de nitratos y de magnesio. Estos
conjuntos de datos resultan muy apropiados para este estudio
pues ambos conjuntos de datos comparten a priori una misma
estructura espacio-temporal pero, como més adelante se mostrara,
las necesidades de modelizacion requeridas para cada uno de ellos
son muy diferentes.

A nivel medioambiental, cabe destacar que el magnesio es un
elemento indispensable para el crecimiento, de hecho el organismo
humano ingiere gran cantidad de magnesio diariamente a través
de los alimentos. Aunque no existe una evidencia cientifica de
la toxicidad del magnesio, la Organizacion Mundial de la Salud
(OMS) establece como concentraciéon maxima deseable 50 mg/1. Sin
embargo el magnesio, a elevadas concentraciones, si resulta ser un
contaminante del agua pues contribuye notablemente a caracterizar
su dureza y por lo tanto su calidad para el consumo humano.
No obstante, el contenido en magnesio de un agua depende casi
exclusivamente de los terrenos que atraviesa, pudiendo variar desde
muy pocos mg/l a varios cientos de mg/l, por lo que su origen no
es vinculado con actividades del ser humano.

Respecto a los nitratos, representan un problema creciente de
contaminacion para los acuiferos. Al contrario que el magnesio,
estos si suponen un riesgo para la salud, sobretodo a nivel infantil
(enfermedad de los bebés azules) y su excesiva presencia viene
causada fundamentalmente por el uso masivo de fertilizantes
nitrogenados y por explotaciones ganaderas sin una adecuada
gestion de los purines. En varias regiones de Espana de gran
tradicién agricola y ganadera, entre las que se encuentra la
Comunitat Valenciana, las aguas contienen cada vez mayores
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niveles de nitratos. En nuestra Comunitat existen regiones donde
se alcanzan concentraciones de nitratos muy por encima de los
50 mg/l permitidos por ley. Este limite viene, de nuevo, por la
recomendacion de la OMS como umbral maximo para el agua de
consumo humano. Incluso existen administraciones mas restrictivas
que sitian este limite por debajo de los 50mg/l, como la Agencia
para la Proteccién del Medio Ambiente Norteamérica (EPA) que lo
fija en 10 mg/1.

A nivel estadistico, el interés por estos datos radica en el hecho
de estan incompletos debido a la existencia de valores ausentes. Esto
impide que estas observaciones puedan ser incluidas en estudios
epidemioldgicos para estudiar su influencia en salud publica. Por
tanto se hace necesaria la imputacion de los valores ausentes para
completar los datos y poder asi proceder a su posterior explotacion
epidemiologica.

A modo de resumen se presentan a continuacién el cuadro 3.1
y los histogramas de ambos conjuntos de datos, figura 3.2 .

Nitratos | Magnesio

Minimo 0.00 0.00

ler Cuartil 5.00 17.00
Mediana 12.00 28.00
Media 27.50 30.45
3er Cuartil 33.00 39.00
Méximo 343.00 143.00
N 5400 5400

Ausentes 1336 1523

% valores < OMS | 83.83 87.88

Tabla 3.1: Resumen de la concentracién de nitratos y magnesio

Se observa que los valores méximos, 343mg/l para nitratos
y 143mg/l para magnesio, estdn muy por encima de las
recomendaciones de la OMS. De hecho, aproximadamente el 15 %
de los valores de nitratos y el 12% de magnesio estan por encima
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del umbral méximo recomendado de 50mg/1. Esto no representaria
un problema de salud ptblica en el caso de las concentraciones de
magnesio. No obstante, para las concentraciones de nitratos superar
los umbrales maximos si podria llegar a suponer un problema
de salud publica, ademas de poner de manifiesto que existen
actividades ganaderas o agricolas que no estdan cumpliendo con la
reglamentacion vigente.

A nivel estadistico, a simple vista se aprecia una marcada
asimetria en ambos casos, sobre todo en la concentracion
de nitratos. Los valores medios son de 27.5mg/l para las
concentraciones de nitratos y de 30.4bmg/l para las de
magnesio, mientras que las medianas son de 12mg/l y 28mg/l,
respectivamente. Este es un comportamiento tipico en las
observaciones de factores medioambientales, el cual debe tenerse
en cuenta para su adecuada modelizacion.

Por lo que respecta al principal interés que esta tesis tiene
por estos datos, se observa un alto porcentaje de valores ausentes
en ambos conjuntos, un 24.74% para las observaciones de
concentracion de nitratos y un 28.20 % para las de concentracion
de magnesio. Ante tal proporcién de informacion faltante se haria
necesaria la imputacion de los valores ausentes en caso de inclusién
de estas variables medioambientales en cualquier estudio de salud
publica.

Si nos centramos en la informacion disponible para cada
municipio, en la tabla 3.2 se presenta la distribucion del niimero de
municipios segin el nimero de valores ausentes. Destaca el hecho
que la gran mayoria de municipios posee al menos un valor ausente
de concentracion de magnesio, mientras que casi un tercio de los
municipios disponen de todas las observaciones de concentracién
de nitratos.

Teniendo en cuenta que se han observado 10 anos, se aprecia
que hay municipios con muy poca informacién disponible, llegando
al extremo de dos municipios que no disponen de ningin valor
observado ni de concentraciéon de nitratos ni de concentracion
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de magnesio. Para estos casos la correlaciéon espacial adquiere
un papel principal, pues la informacién que puedan aportar los
municipios vecinos es la tnica disponible a la hora de proporcionar
imputaciones de los valores ausentes.

N° de municipios
N° observaciones ausentes | Nitratos | Magnesio

0 104 11
1 79 106
2 109 142
3 97 118
4 72 91
) 42 41
6 19 17
7 12 9
8 4 2
9 0 1
10 2 2

Tabla 3.2: Niimero de municipios segtin niimero de observaciones
ausentes

En las figuras 3.3, 3.4 y 3.5 se muestra la distribucion espacial
(a través de mapas de la Comunitat Valenciana) tunicamente de
las concentraciones de nitratos en agua potable en la Comunitat
Valenciana para los diez afios disponibles (1991-2000). Como se
detallara mas adelante, los datos de concentracién de nitratos
resultan ser muy atractivos desde el punto de vista estadistico, de
ahi que la visualizacion de su distribucion espacio-temporal sea mas
interesante que la de los datos de concentracién de magnesio.

Los mapas mostrados ayudan, de una forma visual y réapida, a
hacerse una idea de la posible correlacién espacial y temporal entre
las observaciones de concentracién de nitratos asi como de la gran
cantidad de informacion ausente, destacando en este sentido el ano
1992.
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A pesar de que el proceso de recogida de datos sea
espacio-temporal, no siempre conlleva la necesidad de implementar
modelos con dicha estructura para su tratamiento. Debido a esto,
en el siguiente capitulo planteamos un estudio previo mediante el
cual decidiremos acerca de la naturaleza de las componentes que
formaran parte de las modelizaciones para la imputacién de los
valores ausentes.
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Figura 3.2: Histogramas de la concentracién de nitratos y magnesio
en el agua potable
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Figura 3.3: Distribucién espacio-temporal de las concentraciones de
nitratos en la Comunitat Valenciana. 1991-1994
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Figura 3.4: Distribucién espacio-temporal de las concentraciones de
nitratos en la Comunitat Valenciana. 1995-1998
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Figura 3.5: Distribucién espacio-temporal de las concentraciones de
nitratos en la Comunitat Valenciana. 1999-2000



52

Capitulo 3. Andlisis espacial y espacio-temporal




Capitulo 4

Estudio de la estructura del
modelo de imputacion

Generalmente, y tal y como se ha descrito en el capitulo
anterior, un banco de datos compuesto de observaciones recogidas
en un conjunto de localizaciones y a lo largo de un cierto
periodo de tiempo, requeriria para su analisis de un modelo
espacio-temporal en coherencia con la estructura de dichos datos.
Ademas, en la realizacion de andlisis en los que intervienen datos
medioambientales, como es el caso de esta tesis, la correlacion
existente entre observaciones proximas en el espacio y en el
tiempo podria ayudar a realizar imputaciones adecuadas puesto
que permitiria incorporar la informacién que proporcionan las
observaciones vecinas tanto en el espacio como en el tiempo.

No obstante, este hecho no siempre es cierto, pues existen
situaciones en las que a pesar de que los datos hayan sido recogidos
de forma espacio-temporal es posible que dicha estructura no aporte
informacion 1til ya sea para realizar una imputacién o para su
analisis mediante el planteamiento de un modelo espacio-temporal.

Por ello, y centrandonos ya en nuestros datos, en el siguiente
apartado se estudia la necesidad de proporcionar un modelo
espacio-temporal de imputacién que utilice toda la informacién
que ofrecen los datos observados para resolver el problema de la

23
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existencia de datos ausentes en la base de datos de calidad del agua
potable de la Comunitat Valenciana.

4.1. Modelos basicos de imputacién

Partimos de la definiciéon de la verosimilitud de nuestros datos.
Es decir, si llamamos Yj; a los datos que pretendemos completar
mediante imputacién, siendo ¢ = 1,...,540 municipios de la
Comunitat Valenciana y t = 1,...,10 los anos representando el
periodo 1991-2000. Se parte de

Yie ~ f(pie, 7v) (4.1)

donde p;; es la media de las observaciones del municipio ¢ en el ano
t y 1y es la precisién, que se considera constante para todos los
municipios y anos.

Atendiendo a lo comentado anteriormente respecto a la
asimetria que suele presentarse en las observaciones de factores
medioambientales, y con el fin de corregir este comportamiento,
en nuestro caso se emplea f(uy,7v) = LogNormal(p, Ty ).
De este modo se asume normalidad para los logaritmos de las
concentraciones de nitratos y magnesio en el agua potable.

Como se ha visto en el resumen de los datos, tabla 3.1, existen
municipios con un valor de Omg/l ya sea en concentracién de
magnesio, 7 municipios, o de nitratos, 66 municipios. Dada la
dificultad de que realmente existan Omg/1 de magnesio o nitratos
en cualquier muestra de agua potable, y con el fin de poder
aplicar la transformacién logaritmica a los datos, sustituimos dichas
concentraciones de Omg/l por el valor 0.5mg/l. Este cambio no
implica variaciones sensibles a nivel numérico pues en cualquier
caso, Omg/l o 0.bmg/l, se entiende que el nivel de magnesio o
nitratos es muy bajo. Sin embargo este cambio si nos permite
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calcular el logaritmo de todos los valores presentes en el banco de
datos.

Asi, con el objetivo de estudiar la estructura de modelizacion
necesaria para la adecuada imputacién de los datos de nitratos y
magnesio, se proponen cinco estructuras distintas que, partiendo de
un modelo sencillo (modelo de heterogeneidad), se ird ampliando
con la incorporacién sucesiva de componentes méas complejas que
reflejen mejor la realidad espacio-temporal de los datos. Para ello
se hard uso de modelos jerarquicos que permitiran introducir en
sucesivas capas toda la informacién relevante sobre los datos.

Considerando que nuestro primer nivel es la distribucién de los
datos, expresada en (4.1), pasaremos al segundo nivel modelizando
las medias ;.

Concretamente, las modelizaciones propuestas son:

1. Modelo de heterogeneidad (Modelo H). Consideramos que
[Lix €s siempre la misma en cada municipio y que en cada uno
de ellos se expresa como la suma de un valor constante ¢ y
una componente aleatoria especifica del municipio, a la que
llamaremos componente de heterogeneidad. Se pretende con
esta componente aleatoria ajustar las diferencias de valores
entre los diferentes municipios debidas al azar o a cualquier
factor oculto que pueda provocar dichas diferencias.

2. Modelo temporal (Modelo T). Puesto que las observaciones
fueron realizadas anualmente durante el periodo 1991-2000, es
l6gico pensar en la posible existencia de una relacién temporal
entre las observaciones. Debido a esto, se incorpora al modelo
H un término que recoja la evolucién de las observaciones
con el tiempo. En esta modelizacion suponemos que esta
componente temporal es la misma en todos los municipios.

3. Modelo espacio temporal (Modelo ET). Segtin lo comentado
acerca de la posible correlacion existente entre observaciones
préximas en el espacio, cabe esperar valores similares de
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concentraciéon de una determinada componente (nitratos o
magnesio) en municipios colindantes. Asi pues, incorporamos
al modelo T wuna componente espacial que permita
introducir esas relaciones de vecindad en el problema.
Esta estructura espacial tiene el valor anadido de que
hara posible la imputacién en municipios con un nuimero
bajo de observaciones basdndose en las observaciones de los
municipios vecinos.

. Modelo temporal completo (Modelo TC). Es una

modificacién del modelo T, pero incorporando una
componente temporal especifica para cada municipio. De
esta forma, la componente temporal ya no es comin y cada
municipio tiene su propia evolucion temporal. Esto pretende
reflejar diferentes relaciones temporales para cada municipio,
las cuales pueden ser debidas, por ejemplo, a diferentes
intervenciones de aumento de la contaminacion o de mayor
tratamiento del agua potable realizadas durante el periodo
estudiado.

. Modelo espacio temporal completo (Modelo ETC). La

inclusién de la componente espacial descrita para el modelo
ET y las componentes temporales especificas del modelo
TC proporciona al modelo la estructura espacio temporal
mas completa de ajuste de las concentraciones de nitratos
y magnesio en el agua potable.

En el cuadro 4.1 se muestra con mayor detalle los cinco modelos,

empleando la siguiente notacién para los distintos términos:

e constante

0;: componente de heterogeneidad
a;: componente temporal comun
a;¢: componente temporal especifica
¢;: componente espacial

El término de heterogeneidad @ = (61,05, . .., 6549)’, componente

aleatoria presente en las cinco modelizaciones propuestas, se
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Modelo H g = o+ 0;

Modelo T pir = p+0; +
Modelo ET | pix = p+06; + aj + ¢
Modelo TC | py = p+6; + oy
Modelo ETC | p; = p+ 0; + ai + ¢y

Tabla 4.1: Modelizaciéon propuesta

considera que sigue una distribucién normal centrada en cero y
precision 7y.

0; ~ N(0,75) i=1,...,540

Para la componente temporal comin a = (ai,...,a10),
que aparece en los Modelos T y ET, se establece una
distribucién condicional autoregresiva CARNormal, ya comentada
en el apartado 3.2, cuya densidad se construye a través de las
distribuciones condicionadas de la siguiente forma:

arlay ~ N, Bk, To) t=1,...,10

siendo oy = {ay : k # t} el conjunto que incluye todas las
componentes de a excepto la que aparece en el subindice, 7, la
precision y los [y contienen la estructura de vecindad temporal
que se considere oportuna definir. En nuestro caso, para un mismo
municipio, se considera que una observacién en un instante de
tiempo concreto sera vecina de la observacion temporal anterior
y posterior de dicha variable. De esa forma, ;. serd distinto de
cero Unicamente cuando k =t — 16 k =t + 1, valdrd Sy = 1/2

cuando t pertenezca al conjunto {2,3,...,9} y serd ;o = 1 para
t=1y Py =1 cuando t = 10.
Para la componente espacial ¢ = (¢1,...,¢s510)" presente en

los Modelos ET y ETC, se propone también una distribucion
CARNormal definida de la siguiente forma:
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Gild—i ~ Ny ik P, 7o) i=1,...,540

siendo ¢_; = {¢r : k # i} y 7, la precisién. En este caso 7
sera distinto de cero si el municipio k£ es vecino del municipio
1, entendiendo por vecindad la contigiiidad de los términos
municipales. Para todos los vecinos k del municipio 7 se tendra que
Yik = 1/n;, donde n; es el nimero de vecinos que tiene el municipio
i

Para las 540 componentes temporales especificas de cada
municipio definidas en los Modelos TC y ETC, se utilizan 540
distribuciones CARNormal, una para cada municipio:

il ~ N(D, Biruir, TE) t=1,...,10; i =1,...,540

siendo oy = {ta,k # j}, i = 1,...,540 y 7¢ la precisién, que
depende del municipio considerado. En este caso, By, = 1/2 si t
pertenece al conjunto {2,3,...,9} yk=¢t—16 k =t+ 1, mientras
que B = 1 parat =1y By = 1 cuando ¢ = 10.

Para la constante p que aparece en todos los modelos se le asigna
una distribucién normal centrada en 0 y de amplia varianza.

Por ultimo, bastard definir las distribuciones previas de
los hiperparametros desconocidos para obtener la completa
modelizacién del problema.

Existen en la literatura diferentes formas de asignar
distribuciones previas a las precisiones. En muchos estudios se
asigna la distribucién previa a la desviacién tipica, y no a la
precisiéon, siendo la distribucién Normal truncada y la distribucion
Uniforme las mas habituales. Sin embargo, en otros estudios se
asignan distribuciones previas de la familia Gamma directamente
a las precisiones, Mollié (1996). La idea es definir los pardmetros
de estas distribuciones Gamma cercanos a cero de forma que,
independientemente donde quede centrada la distribucién, a su vez
esté dotada de una amplia varianza. El motivo de esta asignacién
radica en la intencién de definir distribuciones propias pero poco
informativas de forma que el mayor peso del proceso caiga sobre la
verosimilitud de los datos.
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En este caso, empleamos distribuciones de la familia Gamma
introduciendo unas ligeras modificaciones en pro de la estabilidad
y convergencia de los modelos en el proceso de simulacion.
Concretamente centramos las distribuciones Gamma en valores a
nuestro criterio mas logicos. Asi, pese a dejar de ser distribuciones
poco informativas, al asignarsele una gran varianza el mayor peso
del proceso sigue recayendo sobre la verosimilitud de los datos.

El cuadro 4.2 muestra el resumen de los parametros que
componen los modelos de imputacion y en el cuadro 4.3 se detallan
las distribuciones previas asignadas.

Constante 1
Precision de las observaciones Ty
Precision de la heterogeneidad To
Precision de la componente temporal comin Ta
Precisién de la componente espacial Th
Precisién de las componentes temporales especificas | 7° vi

Tabla 4.2: Resumen de los parametros desconocidos en los modelos
de imputacion

Parametro | Distribucién previa
1 N(0,0.001)
Ty Ga(2,0.01)
To Ga(5,0.01)
Ta Ga(2,0.01)
Tp Ga(2,0.01)
T i Ga(2,0.01)

Tabla 4.3: Distribuciones previas para los parametros e
hiperparametros de los modelos de imputacién



60 Capitulo 4. Estudio de la estructura del modelo de imputacién

4.2. Seleccion de la estructura del
modelo de imputacién

Una vez planteados completamente los modelos de imputacion,
es necesario elegir aquel que se ajuste mejor a la naturaleza de los
datos atendiendo a su estructura para proporcionar asi las mejores
imputaciones de los valores ausentes.

Para la seleccién del mejor modelo, es habitual el uso de criterios
basados en la complejidad (haciendo uso del nimero de pardmetros)
y en la adecuacion del propio modelo para explicar la variable
respuesta (calidad del ajuste). Desde el punto de vista bayesiano, el
criterio propuesto por Spiegelhalter et al. (2002), conocido por DIC
(Deviance Information Criterion) es el més utilizado para comparar
diferentes modelizaciones teniendo en cuenta tanto el ajuste del
modelo como su complejidad. No obstante, este criterio no puede ser
aplicado de la manera usual cuando se trabaja con valores ausentes.

Aunque existen estudios de adaptaciones del DIC al caso de
la existencia de valores ausentes, vedse Mason et al. (2012a),
nosotros entendemos que una buena forma de comparar los modelos
de imputacién propuestos es comparando las imputaciones que
proporcionan cada uno de ellos. Para ello, una evidencia adecuada
para comparar dichas imputaciones es la medida del error cometido
al imputar dichos valores ausentes.

Por otro lado, es imposible determinar cémo de buena resulta
ser una imputacién si no se dispone de los valores que se estéan
estimando para poder calcular asi una medida del error cometido.

Asi, para poder comparar las imputaciones que proporciona
cada modelo se decide crear mas valores ausentes de los que ya
existen. De esta forma, podremos realizar también la imputacién
de éstos y asi estaremos en condiciones de calcular una medida
del error del imputacién. En concreto se amplia el conjunto de
datos ausentes en 500 valores, tanto para las concentraciones
de nitratos como para las de magnesio. De este modo, de los
1336 valores ausentes inicialmente existentes en el conjunto de
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las concentraciones de nitratos se pasa a 1836, y de los 1523
valores ausentes inicialmente existentes en el conjunto de las
concentraciones de magnesio se pasa a 2023. Sobre estos 500 valores
ausentes extra calcularemos la medida del error de imputacion
cometido por cada modelo.

Esta medida vendra determinada por la expresion:

ZObserwdos(Valor]mputado — ValorObservado)2

Es decir, se calcula el cuadrado de la diferencia entre el
valor imputado y el observado. Este error cuadratico lo sumamos
para los 500 valores observados que se han eliminado para este
proposito, proporcionando asi una medida del error cometido por
la imputacion.

Como valor imputado probaremos con los dos posibles
candidatos mas légicos: la media y la mediana de la muestra de
la distribucién posterior obtenida para los valores ausentes.

Ajustamos los modelos haciendo uso del software WinBUGS,
ver c6digo en el Anexo 3. Lanzamos un total de 40000 iteraciones
en dos cadenas descartando las 35000 primeras y quedandonos
con una iteracién de cada 5. Posteriormente a la comprobacion
de la convergencia de los modelos, con la muestra total de 2000
observaciones de la distribucién posterior de los valores ausentes
guardada, calculamos los errores de imputacion.

Los resultados obtenidos se muestran en los cuadros 4.4 y 4.5.

Modelo | Media | Mediana
H 2.55 2.60
T 2.40 2.46
ET 2.39 2.44
TC 1.32 1.21
ETC | 1.24 1.17

Tabla 4.4: Error de imputacién (multiplicado por 107%) para los
nitratos
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Modelo | Media | Mediana
H 6.46 6.16
T 6.49 6.14
ET 6.69 6.39
TC 6.56 6.10
ETC | 6.74 6.29

Tabla 4.5: Error de imputacién (multiplicado por 107*) para el
magnesio

Si observamos los resultados obtenidos de las dos imputaciones,
media y mediana, para los datos de magnesio, se aprecia que la
imputacion con la mediana es, en todos los modelos, la que comete
siempre el menor error.

Lo mismo sucede en el caso de los nitratos en los modelos TC
y ETC.

Ademas, viendo el cuadro 4.4, se observa que se produce un
descenso considerable en el error cometido para los modelos que
incorporan la componente temporal especifica para cada municipio.
En este caso, es el Modelo ETC, el méas complejo de los cinco,
y a través de la mediana, el que consigue el error méas pequeno
en la imputacién. Este modelo es el que se aproxima mejor a la
realidad de nuestro problema: incluye elementos especificos de cada
municipio, de su evolucion temporal y de su posible correlacién con
los municipios vecinos.

No ocurre lo mismo en el caso de las concentraciones de
magnesio. En contra de lo esperado (en principio la estructura
de las observaciones de magnesio no difiere de la de nitratos) la
componente espacial no mejora las imputaciones de magnesio. Si lo
hace la inclusién del término temporal especifico por municipio,
aunque la diferencia de error de imputaciéon con el modelo de
heterogeneidad (el més sencillo) es pequena.

Por tanto, en vista de los resultados obtenidos, resulta
necesario plantear modelos con estructura espacio-temporal para la
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imputacion de las concentraciones de nitratos ausentes en el banco
de datos de calidad del agua potable, pues es la estructura que mejor
refleja la realidad espacio-temporal de las observaciones cometiendo
un error de imputacion inferior a los otros modelos més sencillos.

No obstante, para realizar la imputacion de las concentraciones
de magnesio ausentes, optariamos por utilizar el modelo de
heterogeneidad ya que, siendo el modelo mas sencillo, proporciona
imputaciones similares a las del mejor modelo, el temporal
especifico.

En el siguiente capitulo se profundiza en el estudio del
modelo espacio-temporal més adecuado de imputacion para las
concentraciones de nitratos basandonos en las modelizaciones
espacio-temporales mas recurrentes en la literatura.
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Capitulo 5

Modelos de imputacion

Vistos los resultados obtenidos en el apartado 4.2, se llega a la
conclusion de que el modelo adecuado para la imputacién de los
valores ausentes de concentraciones de nitratos en la Comunidad
Valenciana debe tener una estructura espacio-temporal.

Como se ha visto en el apartado 3.2, el uso de modelos con
estructura espacio-temporal es muy comtn en el campo de la salud
publica y medio ambiente. Existen multiples modelizaciones con
dicha estructura que pretenden analizar la influencia de uno o
varios factores medioambientales sobre la salud publica (regresién
ecolégica) o estudiar la distribucién espacial y su evolucién
temporal de determinadas variables de interés epidemiolégico
(cartografia de enfermedades).

En nuestro caso, y ante la escasa existencia en la literatura
de este tipo de modelizaciones para el tratamiento de valores
ausentes, adaptamos estos modelos tan conocidos en otros ambitos
para realizar la imputacion de las observaciones ausentes de
concentracion de nitratos.

Del amplio abanico de modelizaciones espacio-temporales,
elegimos dos de las méas importantes en la literatura con el fin
de estudiar y comparar el comportamiento de estos modelos en
el campo de la imputacion de valores ausentes. Las referencias a
estos modelos son muchas dentro de la cartografia de enfermedades,

65
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pero practicamente inexistentes en cuanto al uso de este tipo de
modelizaciones con el fin de proporcionar imputaciones en un banco
de datos con valores ausentes.

El hecho de seleccionar estas modelizaciones espacio-temporales
para realizar la imputacién radica no sélo en su recurrencia en la
literatura sino también en que son modelizaciones diferenciadas
en cuanto a su estructura conceptual de la modelizacion del
espacio-tiempo.

Cabe destacar que no sélo no se han encontrado referencias de
la utilizacion de modelos espacio-temporales para la imputacion de
valores ausentes, sino que no existen suficientes referencias en la
literatura (inicamente en Martinez-Beneito et al., 2008) en las que
se planteen una comparativa entre estas dos modelizaciones, ya sea
para la cartografia de enfermedades o para imputacion de valores
ausentes. Por tanto, el andlisis que se plantea en esta tesis tiene
una doble componente de interés: por un lado la adaptacién de
este tipo de modelos al ambito de la imputacién de datos y, por
otro, el planteamiento de una nueva comparativa entre los tipos de
modelizacién més frecuentes en estudios espacio-temporales.

Asi, lo que resta de capitulo lo dedicaremos a la exposicién y
desarrollo de cada una de las tres modelizaciones que proponemos
para abordar la existencia de valores ausentes en la concentracion
de nitratos de la Comunitat Valenciana.

5.1. Interaccién espacio-temporal, IET

Planteamos aqui el primer modelo espacio-temporal para la
imputacion de los valores ausentes. Proponemos una adaptacién de
la estructura espacio-temporal mas comun en la literatura y cuyos
mimbres fueron propuestos inicialmente en (Besag et al., 1991) en al
ambito de la cartografia de enfermedades, véase apartado 3.2. Desde
entonces, como se ha comentado en el apartado 3.3, dicha estructura
espacio-temporal ha sido utilizada en innumerables estudios en
los que se han analizado diferentes variaciones, adaptaciones y
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evoluciones. No obstante, la estructura base de la modelizacion
ha permanecido estable a lo largo de todo este tiempo. Leonhard
Held (2000), con revisién y actualizacion en Schrodle y Held (2011),
resume a modo de compendio dicha modelizacion espacio-temporal.
Para ello parte de la estructura base del modelo propuesto en Besag
et al. (1991) y clasifica, atendiendo a cémo interactua el espacio y
el tiempo, las diferentes interacciones en cuatro grandes grupos.

Asi, el modelo, adaptado a nuestro estudio, parte nuevamente
de la verosimilitud de nuestros datos, vista en el apartado 4.1,

Log(Yy) ~ Normal (g, v ) i=1,...,.N t=1,...,T

donde 7y es la precision de las concentraciones de nitratos y donde
ir se descompone de la siguiente forma,

pit = f+ e+ + 0 + @i + Oi

siendo i la media global de la concentracion de nitratos, a escala
logaritmica, v; vy «; forman el bloque temporal en el que v es
el término que ajusta la variabilidad temporal a gran escala,
sin estructura de vecindad o término de heterogeneidad, y o4
modeliza la variabilidad a pequena escala, dotandolo de estructura
de vecindad temporal. 0; y ¢; formarian el bloque espacial donde
0; es la heterogeneidad y ¢; el término con estructura de vecindad
espacial. Por ultimo, §;; representa la interaccion espacio-temporal
que pretende ajustar la variabilidad a pequena escala.

El bloque espacial y el bloque temporal forman la comentada
estructura base del modelo espacio-temporal. Son los efectos
principales que pretenden ajustar la correlacién espacial y la
correlacion temporal.

Por tanto, seguidamente planteamos las distribuciones previas
a las diferentes componentes de dichos efectos principales.

Para el bloque temporal,

Y ~ Normal(0, 7) t=1,...,T



68 Capitulo 5. Modelos de imputacién

donde 7, es la precision, y

o ~ CARNormal(ty,)

Nuevamente hacemos uso de la distribucion CARNormal, vista
en el apartado 3.2 y utilizada también en el aparado 4.1, para la
modelizacién de la correlacién temporal. En este caso,

Oét|a—tNN(Zﬁtkak>Ta> t = 1,...,T
k

con a_y = {ay, : k # t}, 74 la precision y Sy serd distinto de cero

unicamente cuando k =t — 16 k =t + 1, valdrd B, = 1/2 cuando

t pertenezca al conjunto {2,3,...,9} y serd igual a 1 para t = 1

y para t = 10. Mediante esta definicién de estructura temporal

asumimos que cada valor de nitratos en un municipio determinado

esta correlado con las observaciones del ano anterior y posterior.
Para el bloque espacial,

0; ~ Normal(0,1p) 1=1,...,N

siendo 7y la precision, y

¢ ~ CARNormal(7y)
donde,

¢i|¢—iNN(Z%k¢kaT¢) i=1,...,N
P

con ¢_; = {¢y : k #1i} y 74 la precision. v;;, serd distinto de cero si
el municipio k£ es vecino del municipio ¢, entendiendo por vecindad
espacial la contigiiidad de los términos municipales. Para todos los
vecinos k£ del municipio ¢ se tendra que v, = n%-’ donde n; es el
numero de vecinos que tiene el municipio %.

Para las precisiones presentes en el modelo, v, 7,, 7, 7o
y T4, asi como para 75 que veremos a continuacion, asignamos
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distribuciones poco informativas Gamma siguiendo el razonamiento
visto en el apartado 4.1,

Ty s Toys Ta, Tos Teps Ts ~ Gammal(a, b).

Por tltimo asignamos

1 ~ N(0,0,001).

Partiendo de esta estructura de modelizacion base, la
componente de interacciéon, d;, marcarda la diferencia entre
modelizaciones pues es la componente que ajustard las diferentes
relaciones entre el espacio y el tiempo presentes en la naturaleza de
los datos. Asi, en Schrodle y Held (2011) se clasifica la interaccién
espacio-temporal en cuatro tipos diferentes atendiendo a dicha
naturaleza:

I No existe interaccién espacio-temporal, por tanto
dit ~ Normal(0, 7s) i=1,....,N t=1,...,T
siendo 75 la precision.

IT Cada municipio tiene una evoluciéon temporal diferente e
independiente de sus vecinos, asi para cada municipio ¢

0; ~ CARNormal(ts) i=1,...,N

es decir,
Oitlie ~ NO_ Bubin,75)  t=1,...,T
k

siendo 6;_y = {0, : k # t} y 75 la precision. [y se define de la
misma forma que para la componente a del efecto principal
temporal.
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IIT En cada unidad de tiempo la correlacién espacial es diferente e

independiente del resto de unidades temporales, asi para cada
ano t

0r ~ CARNormal(ts) t=1,....T

es decir,
52’1‘,’57# NN(Z%MSM,T&) i=1,...,N
k

donde §_;; = {0k : k # i} y 75 la precisién. ;. queda
definido de la misma forma que en la componente ¢; del efecto
principal espacial.

IV Existe correlacién espacial y temporal para todos los municipios

y para cada ano, en este caso, llamando h = 7 -t con © =
1,....Nyt=1,...,T

0 ~ CARNormal(ts)

siendo,
onlo—n ~ N widr.75)  h=1,... N-T
k

con 6_, = {0 : k # h} y 75 la precisién. En este caso, en
lugar de hablar de municipios vecinos y vecindad temporal,
hablamos de observaciones vecinas. Es decir, v, sera distinto
de cero si la observacién k, correspondiente a un municipio
en un ano t, es vecina de la observacion h, que corresponde
al municipio ¢ en el ano t¢. Definimos entonces, como
observaciones vecinas de la observacién h las observaciones
del mismo municipio ¢ el ano anterior y posterior, t — 1, t+1,
las observaciones de los municipios contiguos para el mismo
ano t y las observaciones de los municipios contiguos en los
anos anterior y posterior. De esta forma asumimos que no sélo
existe correlacion entre las observaciones anterior y posterior
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en el tiempo de un municipio dado y entre las observaciones
de municipios contiguos, sino que también existe correlacién
entre las observaciones de dicho municipio y la de los anos
anterior y posterior de sus municipios contiguos.

Por 1ltimo, para todas las observaciones vecinas k de la
observacion h se tendra que ypi = %, donde ny, es el nimero
de observaciones vecinas que tiene la observacién h.

Asi, atendiendo a esta clasificacién descrita, el modelo ETC
presentado en el apartado 4.1 encajaria en la modelizacion de
la interaccién presentada aqui como tipo II. No obstante, la
interaccion tipo I, ain conservando la idea base del modelo ETC
de asumir evoluciones temporales independientes entre municipios,
supone una ampliacion de este ltimo a través de la inclusién del
bloque principal temporal (término de heterogenenidad y término
con estructura de vecindad temporal) a la vez que asume la misma
precisién para todas las evoluciones temporales.

Cabe recordar que dicho modelo ETC, resulté ser el que
mejores imputaciones proporcionaba de los valores ausentes de
concentracion de nitratos en el estudio preliminar realizado en el
capitulo 4. Y que este estudio preliminar nos ayudd a entender
que las concentraciones de nitratos requerian de una modelizacion
adecuada a su estructura espacio-temporal.

Por este motivo, seleccionamos de entre los cuatro tipos de
interaccién espacio-temporal descritos para nuestro propdsito de
comparar su comportamiento en la imputacién de los valores
ausentes, el tipo II, que ya hemos visto que resulta adecuado
para este caso, y el tipo I'V, para explorar la definicién alternativa
de vecindad entre observaciones. A estos modelos anadiremos una
tercera opcién que expondremos en la siguiente seccion.

Asi, las dos modelizaciones elegidas en esta secciéon aunque
comparten la misma estructura espacio-temporal ajustan la
interacciéon de forma diferente. En el caso de la interaccién tipo
II, se asume que unicamente las observaciones anterior y posterior
en el tiempo aportan informacién para la imputacién de los
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valores ausentes de un determinado municipio, siendo independiente
esta informacién del resto de municipios; es decir, evoluciones
temporales diferentes e independientes entre los municipios. En el
caso de la interaccion tipo IV, se asume una correlaciéon mas fuerte
al considerar que, ademas de las observaciones anterior y posterior
en el tiempo de un municipio dado, también aportan informacién
las observaciones de los municipios colindantes no sélo en ese mismo
ano sino también en el ano anterior y posterior.

En resumen, las dos primeras modelizaciones propuestas para
la imputacion de los valores ausentes quedan de la siguiente forma:

Modelo TET1
Log(Yy) ~ Normal (g, v) i=1,....N t=1,...,T

pit = f+ e+ + 0 + 9 + 0i

v ~ Normal(0, 7,)

o ~ CARNormal(t,)

0; ~ Normal(0, )

¢ ~ CARNormal(ty)

0; ~ CARNormal(ts)

11~ N(0,0,001)

Ty s Toys Taos T0, Teps Ts ~ Gamma(0,5,0,0005)

Modelo TET2
Log(Y;) ~ Normal (i, v) i=1,...,N t=1,...

fit = b+ Ve + e + 0; + @i + Op=it

Y ~ Normal(0, 7,)

a ~ CARNormal(t,)

6; ~ Normal(0, )

¢ ~ CARNormal(7y)

0 ~ CARNormal(ts)

1t ~ N(0,0,001)

Ty, Ty Tas Tos Tepy Ts ~ Gamma(1,0,02)
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5.2. Autoregresivo espacio-temporal,
ARET

Proponemos ahora una tercera modelizaciéon basada en
el modelo descrito en Martinez-Beneito et al. (2008). Esta
modelizacién es novedosa en comparaciéon a la propuesta en
el apartado anterior, es un modelo planteado también para
la cartografia de enfermedades y en esta tesis lo adaptamos
a la imputacién de valores ausentes, comparando adema&s su
comportamiento respecto a los modelos ya descritos.

El interés por adaptar la idea que esta modelizacién plantea a
la imputacion de datos radica en que el ajuste de la correlacion
espacio-temporal es, de inicio, conceptualmente diferente al
planteado en la seccién 5.1.

El modelo parte de nuestra verosimilitud para las
concentraciones de nitratos,

Log(Yy) ~ Normal (g, v ) i=1,...,.N t=1,...,T
donde 7y es la precision y se modeliza p;; como
sit=1 uﬂ:u—i—al—l—;(&-l—i—%)

1—p2
Vit #L = p+ o+ p(pig—1) — pt — ae—1) + 0y + @it

donde p es la media global de la concentracion de nitratos a escala
logaritmica, a; es la componente temporal, comin para todos los
municipios, #; es la heterogeneidad espacial y temporal y ¢;; es la
componente espacial dotada de estructura de vecindad.

Asi, se modeliza la media de concentracion de nitratos de
cada municipio y ano mediante un modelo que incluye un término
temporal como efecto principal a;, un bloque espacial, compuesto
por un término de heterogeneidad 6; y por un término con
estructura vecinal ¢;;, y la concentracion de nitratos del ano anterior
pre-multiplicado por un coeficiente de correlacién p. Este tltimo
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bloque modeliza la conexién en el tiempo de manera similar a una
serie temporal auto regresiva de orden 1. Este es el motivo por el que

aparece el término \/11_7, pues asi nos aseguramos la estabilidad

del modelo, véase Martinez-Beneito et al. (2008).
Esta modelizacién plantea que la estimacion de la concentracion
de nitratos en una determinada localizacién depende de las

estimaciones de las concentraciones de nitratos en localizaciones
vecinas y de las propias estimaciones en anos anteriores. De esta
manera, haciendo depender la concentracién de nitratos de la
estimacion obtenida en el ano anterior, la evolucion temporal
también tiene estructura espacial, es decir, localizaciones vecinas
tienden a tener una evolucién temporal de concentracién de nitratos
parecida.

Se puede apreciar entonces, que este modelo ajusta la
correlacion espacio-temporal de las observaciones de una forma
conceptualmente diferente a la planteada en el modelo anterior.
La idea que subyace en esta modelizacion podria ser equivalente
a la planteada en el modelo TET2 pero tiene al anadido de ser
capaz de contar con la informacién de todos los anos anteriores para
proporcionar imputaciones en un ano dado. Esta ventaja se hace
mas valiosa a medida que se avanza en el tiempo en contraste con
el modelo IET2 que sdélo tiene en cuenta el ano anterior y posterior.

Si profundizamos en el modelo desarrollandolo obtenemos,
llamando f(p) = —=

1—p

2

Vigt=1 py =p+ a1+ f(p)(0i + éin)

Vi, t=2 pio = p+ s + p(pin — pp— 1) + 0ia + ¢io =
=pu+ay+p(p+or+ f(p)(lin+ din) — p—a1) + 0o+ Pio =
=+ as+ pf(p)(li + ¢in) + Oia + Gz

Vi,t=3 iz = p+ az + p(pig — p — az) + iz + ¢z =
= ptaz+p(p+ oz +pf(p) (i + i) +0i2 + di — pp— 2) +
Ois+ dis = p+as+p(pf(p)(0i + din) +Oia+ i) + 0is + iz =
= p+az+ p2f(p) (i + dir) + p(Oiz + bia) + Oi3 + di3
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Vit=4 p=p+as+ pliis — o — as) + 0 + ¢y =
= p+as+plp+as+ p* f(p) (0 + dun) + p(bi2 + diz) + 03 +
Gis — b — az) + O + Py =
= p+ag+p> f(p)(0i1+ i)+ p*(Oia+ din) +p(0iz+ Piz) +0ia+Pia

Vit g =+ e+ o () (0 + dir) + 3o PR (Oir + Pir)

Se puede observar que la media de concentracién de nitratos en
un ano dado depende de la media global u, del término temporal
comun de ese ano, del bloque espacial formado por la componente
de heterogeneidad y la componente con estructura de vecindad
de ese ano y de dichos bloques de todos los afos anteriores (esta
ultima dependencia esté controlada por el parametro p). Por tanto,
a medida que se avanza en el tiempo, se dispone de mas informacion
para el ajuste de la concentracion de nitratos.

Si de la expresion general de p; separamos, por un lado los
términos espaciales con estructura de vecindad y, por otro, los
términos de heterogeneidad se obtiene:

t t
pir = i+ o+ f ()0 + D0 0+ Y o
k=2 k=2

Por tanto, la media de concentracion de nitratos depende de tres
bloques claramente distinguibles, la formada por la media global
de concentraciéon de nitratos y la componente temporal comin
para todos los municipios, el bloque formado por los términos de
heterogeneidad de todos los anos anteriores y gobernado por el
parametro p y el bloque formado por los términos con estructura
espacial de todos los anos anteriores que también esta gobernado
por el parametro p. Se podria considerar que el bloque formado por
las heterogeneidades y el formado por los términos con estructura
espacial estuvieran gobernados por diferentes parametros.

Para esta modelizacién asignamos las siguientes distribuciones
previas, para la componente temporal
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a ~ CARNormal(t,)

siendo,

04t|OZ—tNN(ZBtkOZk7Ta) t=1,...,T
k

con oy = {ay : k # t}, 7, la precision y fy definido de la
misma forma que para el modelo X, es decir, sera distinto de cero
tnicamente cuando k =t — 16 k =t + 1, valdra B = 1/2 cuando
k pertenezca al conjunto {2,3,...,9} y serd S = 1l parat =1y
B9 = 1 cuando t = 10.

Para el bloque espacial,

0ir ~ Normal(0, 1) i=1,....N t=1,...,T

siendo 7y la precisién, y para cada te {1,2,...,T}

¢ ~ CARNormal(t,)
es decir, para cada t€ {1,2,...,T}

Git|P—it ~ N(Z VitkPik, o) i=1...,N
k

con ¢y = {¢kt : k # i} y 7, la precision. vy serd distinto
de cero si el municipio k es vecino del municipio ¢, entendiendo
nuevamente por vecindad espacial la contigiiidad de los términos
municipales. De igual modo, para todos los vecinos k£ del municipio
1 se tendra que vy = nii, donde n; es el numero de vecinos que
tiene el municipio 1.

Para el parametro que ajusta la correlacion temporal asignamos

p ~ Uniforme(—1,1).

Para la media global

w~ N(0,0,01).
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Finalmente asignamos distribuciones Gamma como hiperprevias
de las precisiones del modelo de la misma forma que en el modelo
IET,

Ty s Tas To, T ~ Gamma(a, b).

Resumiendo, el tercer modelo propuesto para la imputacion de
los valores ausentes queda:

Modelo ARET

Log(Yy) ~ Normal (g, v) i=1,....N t=1,...,T

L _1 (9. ) —
fi1 = p+ o + m(ezl + ¢i1) t=1
it = b+ o+ p(plig—1) — p — 1) + O + it >1

a ~ CARNormal(ty)

i ~ Normal(0, 1y)

¢t ~ CARNormal(ty)

p ~ Uniforme(—1,1)

11~ N(0,0,01)

Ty s T To, Tg ~ Gamma(0,5,0,005)

En el siguiente capitulo se muestran los resultados obtenidos
al ajustar las tres modelizaciones propuestas para la imputacion
de los valores ausentes de concentracién de nitratos. Asimismo
se expondra la comparativa entre las modelizaciones descritas
incluyéndose el analisis de cémo ajusta cada uno de los modelos
propuestos la realidad espacio-temporal de las observaciones.



78

Capitulo 5. Modelos de imputacién




Capitulo 6

Resultados

En este capitulo se muestran los diferentes resultados obtenidos
a partir de la implementaciéon de los modelos propuestos en el
capitulo anterior. En primer lugar, se presenta el banco de datos
de concentracién de nitratos con los valores ausentes imputados
por los diferentes modelos. Posteriormente, se procede a analizar
el comportamiento de los tres modelos de imputacion propuestos.
Para ello, valoraremos primero el error cometido por cada uno
de los modelos al imputar los valores ausentes mediante una
imputacién simple. Después mostraremos una medida de cémo
ajusta cada modelo los datos de concentracién de nitratos.
Completaremos el analisis de la imputacién de los valores ausentes
con los resultados obtenidos al imputar estos mediante imputacion
multiple. Finalmente, se ilustra mediante algunos ejemplos las
particularidades del conjunto de datos con el que se esta trabajando,
a la vez que se analiza como se comporta cada modelo en estos casos.

6.1. Imputacién de los valores ausentes

No debemos olvidar que, al enfrentarse con un banco de
datos incompleto el objetivo final de estudiar y analizar, con la
profundidad que se pretende en esta tesis, el problema de la
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existencia de valores ausentes es proporcionar una estimacion de
estos para su uso posterior.

Como se ha comentado en el apartado 2.3, dependiendo de
la utilidad del banco de datos se puede optar por realizar una
imputacion simple, miiltiple o bayesiana. Nos decantariamos por
una imputacién simple si el propdsito fuera utilizar los datos
para diversos estudios con propositos diferentes. Asi, imputando
los datos ausentes con un tnico valor se completa el banco de
datos y se asume totalmente observado para su utilizaciéon en
posteriores analisis. Este tipo de imputacion seria incluso necesaria
si el proveedor de los datos y el usuario final de estos fuertan
entidades diferentes. Si, por el contrario, es posible el tratamiento
en profundidad de la ausencia de valores en el banco de datos con
el que se va a trabajar, se puede realizar un imputacién multiple o
bayesiana. Desde el punto de vista frecuentista se puede realizar una
imputacion multiple asignando a cada dato ausente una muestra
de m imputaciones, véase apartado 2.3.2. Desde el punto de vista
bayesiano se puede incluir el modelo de imputacion dentro del
modelo principal y obtener resultados habiendo tenido en cuenta
asi la incertidumbre asociada al desconocimiento de los valores
ausentes.

En nuestro caso, el principal interés radica en la comparacion
de los tres modelos espacio-temporales propuestos en la imputacion
de los valores ausentes. Continuamos con nuestra propuesta de
que una adecuada forma de llevar a cabo esta comparacién es
a través del error de imputacién que estos cometen al estimar
los datos faltantes. Dicho error de imputaciéon lo calcularemos
considerando tanto una imputacién simple como una imputacion
multiple. Mediante la imputacién simple mediremos el error que
comenten los modelos cuando proporcionan una tnica estimacion
para cada valor ausente, mientras que con la imputacion multiple
calcularemos el error cometido cuando proporcionan una muestra
de m estimaciones para cada dato ausente. Asimismo, como los
modelos de imputacion proporcionan valores no sélo para los datos
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ausentes sino también para los datos observados, aprovecharemos
esta circunstancia para calcular una medida del ajuste de cada
modelo a los datos de concentracién de nitratos.

Este proceso de comparacion de las modelizaciones
espacio-temporales de imputacién lo realizamos bajo la perspectiva
bayesiana.

Asi pues, se procede al ajuste de los modelos mediante el uso
del software libre WinBUGS, ver cddigo en el Anexo 3. Para ello
lanzamos el modelo IET1 un total de 500000 iteraciones, el modelo
IET2 un total de 800000 iteraciones y el modelo ARET un total
de 200000 iteraciones. En todos los casos se lanzan dos cadenas,
tomando una iteracion de cada 5 y quedandonos con las 1000
ultimas iteraciones de cada cadena. Se comprueba convergencia
de los modelos mediante graficos de las cadenas y mediante el
estadistico Rhat (Plummer et al., 2006).

De este modo, obtenemos una muestra de tamano 400 de la
distribucién posterior de los diferentes pardametros desconocidos
en cada modelo. En lo que respecta a los hiperparametros,
en el Anexo 1 se muestra el resumen de dichas distribuciones
posteriores obtenidas tras el proceso de simulacién. Para cada
modelo propuesto se presenta una tabla incluyendo la descriptiva
bésica asi como el valor del estadistico Rhat obtenido.

Asimismo, y como paso previo al posterior estudio detallado de
la imputacion, gracias a esta distribucién posterior obtenida en el
ajuste de los modelos, estamos en condiciones de proporcionar una
imputacién simple de los valores ausentes de las concentraciones
de nitratos. Para realizar dicha imputacién simple recurrimos a la
media y a la mediana de la muestra obtenida de su distribucién
posterior.

Por tanto, se procede a completar el banco de datos de nitratos
imputando los valores ausentes con las imputaciones obtenidas por
cada uno de los modelos y, a continuacién, se presenta los mapas
resultantes después de la imputacién de los datos faltantes. Por
economia de espacio, para cada uno de los modelos y para cada
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una de las imputaciones, media y mediana, se muestran a modo de
ejemplo tnicamente los mapas del ano 1992, por ser en el que méas
informacion ausente existe. En primer lugar se muestra el mapa
original en el que se observa un elevado nimero de municipios sin
datos de concentraciones de nitratos.
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A simple vista no parecen existir grandes diferencias entre las
imputaciones de concentracién de nitratos proporcionadas por los
diferentes modelos. No obstante, si se observa con detalle pueden
apreciarse algunos aspectos de cierta relevancia.

En primer lugar, se observa que en la distribucién espacial de los
datos en este ano mostrado 1992, en comparacion con el ano 1991,
grafico 3.3, la totalidad de los valores de concentracién de nitratos
més elevados, por encima de 100mg/l, forman parte del conjunto
de valores observados. Esto podria ser debido a que en el ano 1992
se decidiera observar sélo los municipios que presentaron mayores
concentraciones de nitratos en 1991. Si asi fuera, la suposicién de
que el mecanismo de aparicién de valores ausentes es aleatorio,
apartado 2.2, podria ser cuestionada. No obstante, al ser sélo
una hipdtesis, pues se desconoce el verdadero motivo de esta
circunstancia, y al observar que este hecho ocurre tinicamente en el
ano 1992, se considera que asumir aleatoriedad en la apariciéon de
los valores ausentes es adecuado. En cualquier caso, si este hecho
hubiera sido observado en el resto de anos, o existiera alguna otra
fuente de duda acerca de la suposiciéon de MAR, se podria plantear
un modelo de generacién de valores ausentes, pues la hipotesis de
ignorabilidad quedaria en entredicho. Dicho modelo se incluiria en
la modelizacion propuesta para la imputacion siguiendo el esquema
visto en la figura 2.2.

En segundo lugar, si se centra la atenciéon entre imputacion
con la media o con la mediana, se aprecia una diferencia clara y
logica: la mediana proporciona estimaciones de los valores ausentes
de concentracién de nitratos inferiores a la media. Llegando incluso
a cambiar a una categoria inferior si el valor obtenido con la media
estd cerca del limite inferior.

Profundizando en la observacion de los mapas de imputacion
por la media, se pueden distinguir pequenas diferencias en las
imputaciones obtenidas por cada uno de los modelos. Con este fin,
y a modo de ejemplo, se destacan 4 zonas en las que se observa
con claridad el comportamiento de cada uno ellos a la hora de
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proporcionar imputaciones de concentracion de nitratos.

En la zona 1, dos municipios que obtienen imputaciones
dentro de la misma categoria por parte de los modelos IET1 y
ARET, obtienen valores de una categoria superior por parte del
modelo IET2. En el caso del municipio situado ma&s al norte,
San Jorge, el modelo IET1 imputa con un valor de 19.77mg/I,
el modelo ARET con 21.72mg/l, ambos en categoria 10-30mg/1,
mientras que el modelo IET2 imputa con un valor de 32.75mg/1
que entraria en la categoria 30-60mg/l. En el municipio més al
sur, Cuevas de Vinroma, los valores son 4.67mg/l, 6.86mg/l y
12.04mg/1 respectivamente, es decir, se pasa de categoria 0-10mg/1 a
10-30mg/1. Este hecho es, como se vera mas adelante, caracteristico
del modelo IET2. Es un modelo més flexible y puede llegar a simular
valores més elevados que los modelos IET1 y ARET.

En esta misma zona, se observa un municipio, situado entre los
dos anteriores, Cervera del Maestre, para el que los modelo IET2
y ARET proporcionan valores de la misma categoria, 31.79mg/1
y 33.67mg/l mientras que el modelo IET1 imputa un valor de
categoria inferior, 29.95mg/l. En este caso las imputaciones son
similares y la diferencia en el mapa de debe a que éstas estan
situadas en la frontera entre las categorias 10-30mg/1 y 30-60mg/1.

En la zona 2, se observa que, en el municipio Alpuente, en el
centro, el modelo IET2 proporciona imputaciones superiores a los
modelos IET1y ARET. En concreto se pasa de 8.32mg/1 del modelo
IET1 y 9.23mg/1 del modelo ARET a 10.10mg/1 del modelo TET?2.
También se observa una subida progresiva del valor de la imputacion
en el municipio Casas Bajas, en el sur del Rincén de Ademuz. El
modelo ARET imputa con un valor casi nulo, 4-107%, en categoria
0-10mg/1, el modelo TET1 proporciona un valor de 26.49mg/1,
de categoria 10-30mg/1 y el modelo ITET2 imputa con 30.68mg/1
subiendo a categoria 30-60mg/1. Cabe destacar en esta zona el caso
del municipio La Yesa, a la derecha de Alpuente, en el que los
modelos TET1 y ARET proporcionan imputaciones superiores al
modelo IET2, pasando de 32.19mg/1 del modelo IET1y 33.08mg/1
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del modelo ARET, ambos en categorfa 30-60mg/1, a 23.81mg/1 del
modelo IET2, en la categorfa inferior 10-30mg/1.

Respecto a la zona 3, nuevamente se observa que el modelo
IET2 imputa valores de concentraciones de nitratos superiores a
los modelos IET1 y ARET. Asi, en el municipio Fuenterrobles,
en el centro de la zona, el modelo IET1 imputa un valor de
57.69mg/l y el modelo ARET de 58.84mg/l, ambos en categoria
30-60mg/1 mientras que el modelo IET2 imputa 64,85mg/l, de
categoria 60-100mg/l. Para el municipio Venta del Moro, en el
sur de la zona, el modelo IET1 proporciona una imputacién de
29.15mg/1, categoria 10-30mg/l, frente a 31.47mg/l del modelo
ARET y 38.76mg/1 del IET2, ambos de categoria 30-60mg/1.

En la zona 4, municipio de Pilar de la Horadada, el modelo
IET1 imputa un valor de 7.72mg/1, el modelo ARET de 8.56mg/1,
ambos en categoria 0-10mg/1 y el modelo IET2 vuelve a imputar
por encima proporcionando un valor de concentracion de nitratos
de 10.29mg/1, categoria 10-30mg/1.

Asi, mediante estos ejemplos se entiende que el modelo TET2
suele simular valores de concentracién de nitratos superiores a los
modelos IET1 y ARET. Esto es debido a la capacidad del modelo
de simular valores méas extremos. Mas adelante, en el apartado 6.5,
se profundiza en el comportamiento de cada modelo.

6.2. Calculo del error de imputacion

Como se ha comentado en el apartado 4.2, la forma usual de
comparar diferentes modelizaciones es mediante el uso de criterios
que tienen en cuenta la complejidad de cada modelo asi como
la calidad de ajuste que proporcionan. Desde el punto de vista
bayesiano, el DIC es un claro ejemplo de este tipo de criterios.
Sin embargo, también se ha apuntado que este criterio no es el mas
adecuado cuando se trabaja con valores ausentes.

Asi, de nuevo, consideramos que la mejor estrategia para poder
comparar las modelizaciones propuestas pasa por cuantificar el
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error de imputacion que comete cada una de ellas al proporcionar
estimaciones de los valores ausentes.

Lamentablemente, es imposible valorar el error cometido al
estimar un dato faltante pues no se tiene la observacién real que
se estd estimando. Debido a esto, se procede a intervenir sobre los
datos con el fin de posibilitar la obtencién de una medida del error
de imputacion cometido con los modelos propuestos.

Nuevamente, se decide ampliar el nimero de valores ausentes.
Sin embargo, a diferencia del apartado 4.2, en este caso disenamos
una estrategia de creacién de valores ausentes mas exhaustiva.
Originalmente existen 4064 datos observados y 1336 datos ausentes.
El subconjunto de valores observados lo dividimos en tres partes,
dos de 1355 datos y una tercera de 1354. El proceso que se sigue
es, de los 4064 valores observados se toma una muestra aleatoria de
tamano 1355, estos valores observados se convierten en ausentes,
formando asi un conjunto de datos con 2661 valores ausentes (1336
originales mas 1355 creados por nosotros y de los cuales tenemos
el verdadero valor) y 2709 observados. A este nuevo conjunto lo
llamamos particion 1.

Seguidamente procedemos a extraer otra muestra aleatoria
de tamano 1355 de los 4064 datos observados originales, con la
condicién de que los seleccionados anteriormente para la particion
1 no pueden volver a ser seleccionados. Convertimos de nuevo en
ausentes los valores observados seleccionados, creando un nuevo
conjunto, en lo sucesivo particién 2, con 2661 datos faltantes (1336
originales mas 1355 nuevos creados por nosotros y de los cuales
tenemos el verdadero valor) y 2709 observados.

Por 1ltimo, los 1354 valores originalmente observados que no
han sido seleccionados ni en la particion 1 ni en la particion 2 se
convierten en ausentes, formando la particion 3 que tendra 2690
valores ausentes (los 1336 originales més 1354 creados y de los cuales
tenemos el verdadero valor) y 2710 observados.

Asi, se crean 3 particiones que comparten los valores ausentes
originales pero que contienen un subconjunto de datos ausentes,
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diferente en cada una, y de los cuales conocemos su verdadero valor.
De esta forma es posible calcular una medida del error cometido por
cada uno de los modelos propuestos al imputar los valores ausentes
de cada una de las particiones de los que si conocemos su verdadero
valor.

Previamente al cédlculo del error de imputacién en cada una de
las particiones creadas y para cada uno de los modelos propuestos,
es conveniente plantear qué tipo de calculo de medida de error
seria el mas conveniente. En el apartado 4.2 hemos utilizado
unicamente el error cuadratico, pues el objetivo basico del andlisis
planteado en el capitulo 4 era discernir la estructura base del modelo
de imputaciéon. No obstante, habiendo asumido la necesidad de
plantear un modelo espacio-temporal para la imputacion de las
concentraciones de nitratos ausentes, es posible que, dado que la
estructura de las modelizaciones es similar, calcular el error de una
forma u otra pueda derivar en diferentes conclusiones.

Asi pues, en este caso, con el objetivo de evitar cualquier tipo
de confusion asociada a la idoneidad o no de un método de calculo
de error sobre nuestros datos y poder asi garantizar la mayor
objetividad posible, planteamos tres métodos diferentes para la
obtencién de la medida del error de imputacion.

El planteamiento de cada uno de ellos obedece a las diferentes
particularidades de nuestros datos asi como de las de los modelos
de imputacion.

En primer lugar se considera el error cuadratico planteado en el
apartado 4.2,

ZObsemados(ValorI mputado — ValorObservad0)2

no obstante, dicho calculo penalizaria en exceso las imputaciones
alejadas de los valores altos de nuestros datos. Es decir, como
sabemos que existen concentraciones de nitratos elevadas, mas de
un 4 % superiores a 100, si algiin modelo de imputacién proporciona
estimaciones alejadas de dichas concentraciones, el error cometido
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se veria agrandado por la magnitud que se esta estimando y el hecho
de elevar al cuadrado la diferencia.

Esta circunstancia no seria indicativa de que el modelo no
imputa adecuadamente, pues podria suceder que en este pequeno
porcentaje de valores elevados la influencia de las observaciones
vecinas tanto en el tiempo como en el espacio indicaran que la
concentracion de nitratos no deberia ser tan alta, mientras que la
realidad observada no obedeciera a dicho patrén. Para el resto de
concentraciones el modelo podria esta funcionando correctamente
y sin embargo su error de imputacién seria elevado por culpa de
esta circunstancia.

Este hecho motiva que también se plantee calcular el error
cuadratico relativo,

Z (Valor Imputado—V alorObservado)?
Observados ValorObservado

que al estar dividida la diferencia cuadratica por el valor que se
estd imputando, el error cometido por los diferentes modelos ya no
se ve influenciado por la magnitud del valor que estiman.

Ademads, de la misma forma que la asimetria de las
concentraciones de nitratos nos lleva a plantear una verosimilitud
LogNormal, este hecho nos lleva a plantear un tercer método para
el célculo del error de imputacion,

> Observados (L09(ValorImputado) — log(V alorObservado))?

asi, al calcular la diferencia cuadratica entre el logaritmo del valor
observado y el logaritmo del valor estimado, en lugar de hacerlo
para los valores sin transformar, la asimetria de las concentraciones
de nitratos no influirda en el célculo del error de imputacién, pues
al tomar logaritmos la magnitud de los valores se reduce.

6.3. Resultados obtenidos

Se ajusta cada uno de los tres modelos espacio-temporales
propuestos de la misma forma que en al apartado 6.1. Esta vez, el
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ajuste se lleva a cabo con cada una de las tres particiones descritas
en la seccién 6.2. Para cada una de ellas nos quedamos con la media
y la mediana de la muestra obtenida de la distribucién final de los
valores ausentes. Finalmente calculamos, para cada particién y para
cada modelo, el error de imputaciéon cometido haciendo uso de los
tres métodos de cédlculo de error presentados en el apartado 6.2.

En las tablas 6.1, 6.2 y 6.3, acompanadas de sus respectivas
figuras, se muestran los valores obtenidos. Estos resultados
muestran que en lineas generales el modelo ARET es el que mejores
imputaciones proporciona. Se observa que para la Particion 3 el
modelo IET1 comete un error de imputacion inferior al cometido
por el modelo ARET, aunque si el calculo del error estd basado en
el método logaritmico no se observa este hecho.

El modelo TET2 comete los mayores errores de imputacion
con diferencias respecto a los modelos IET1 y ARET elevadas en
algunos casos.

Asi pues, a la vista de los resultados obtenidos, el modelo ARET
proporciona las mejores imputaciones de los valores ausentes de las
concentraciones de nitratos. El modelo IET1 realiza imputaciones
ligeramente peores pues no existen grandes diferencias entre los
errores obtenidos por este modelo y los obtenidos por el modelo
ARET. El modelo IET2 es, ante la evidencia de los errores de
imputacion obtenidos, el modelo que peor imputaria los datos
faltantes de la concentracion de nitratos.
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Modelo | Media | Mediana
IET1 5.35 5.73
Particion 1 | IET2 7.54 7.58
ARET | 5.04 5.24
IET1 4.91 4.80
Particién 2 | TET2 6.32 5.56
ARET | 4.34 4.08
IET1 3.77 4.23
Particion 3 | TET2 5.28 5.54
ARET | 4.32 4.56
Tabla 6.1: FError cuadratico cometido en la imputacion

(multiplicado por 1075) por los diferentes modelos.

Particién 1

@ IET1
O IET2
@ ARET

Particion 2

Particién 3

(h) Imputacién con la media

Particion 1

Particion 2

@ IET1
0O IET2
B ARET

Particién 3

(i) Imputacién con la mediana

Figura 6.1: Error cuadratico de imputacion cometido por cada uno
de los modelos propuestos y multiplicado por 1075.
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Modelo | Media | Mediana
IET1 13.07 9.47
Particién 1 | IET2 14.79 10.69
ARET | 12.05 8.90
IET1 11.88 8.74
Particién 2 | IET2 15.83 10.82
ARET | 10.63 7.74
IET1 12.31 9.11
Particién 3 | IET2 14.93 10.82
ARET | 12.89 9.64

Tabla 6.2: Error relativo cometido en la imputacién (multiplicado
por 1073) por los diferentes modelos.

g = IET1 2 - = ET1
O IET2 O IET2

@ ARET B ARET

Particién 1 Particion 2 Particion 3 Particion 1 Particién 2 Particion 3

(a) Imputacién con la media (b) Imputacién con la mediana

Figura 6.2: Error relativo de imputacién cometido por cada uno de
los modelos propuestos y multiplicado por 1073.
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Modelo | Media | Mediana

IET1 5.05 4.56

Particién 1 | IET2 5.3 4.82
ARET | 4.91 4.41

IET1 4.72 4.32

Particién 2 | TET2 5.08 4.61
ARET | 4.49 4.13

[ET1 5.04 4.47

Particion 3 | TET2 5.35 4.79
ARET | 4.86 4.41

Tabla 6.3: Error logaritmico cometido en la

(multiplicado por 1072) por los diferentes modelos.

@ IET1
O IET2
@ ARET

Particién 1 Particion 2 Particién 3

(a) Imputacién con la media

o 4

Particion 1

Particion 2

imputacion

@ IET1
0O IET2
B ARET

Particién 3

(b) Imputacién con la mediana

Figura 6.3: Error logaritmico de imputacién cometido por cada uno
de los modelos propuestos y multiplicado por 1072.
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6.4. Ajuste de los modelos propuestos

Ademas del evidente interés por comparar los modelos entre si a
partir del error de imputacion cometido, seria interesante también
profundizar en la comparacién viendo como ajusta cada uno de ellos
la realidad espacio-temporal existente en los datos de concentracion
de nitratos.

Con este fin se calcula, para cada uno de los 2709 valores
observados en las particiones 1 y 2 y para los 2710 de la particiéon
3, la diferencia entre la estimacién proporcionada por los modelos
y el valor real. Esta diferencia se calcula mediante los tres tipos de
errores propuestos en el apartado 6.2.

En las tablas 6.4, 6.5 y 6.6, acompanadas de sus respectivas
figuras, se presentan los resultados obtenidos. En ellos se observa
que el modelo que mejor capta la naturaleza espacio-temporal
presente en las concentraciones de nitratos es el modelo IET2. Las
diferencias en esta medida de ajuste entre este modelo y los modelos
IET1 y ARET son elevadas. Esto, unido al hecho de que es el
modelo que peor imputaciones proporciona, induce a pensar que
el modelo IET2 es lo suficientemente flexible como para estimar
valores de concentracién de nitratos extremos. Sin embargo, esta
misma flexibilidad provocaria que en aquellos casos en los que se
presentan situaciones atipicas, sobretodo en cuanto a la evoluciéon
temporal de las concentraciones de nitratos en un mismo municipio,
el modelo comete errores elevados.

Mas adelante mostraremos con algunos ejemplos la situaciéon
que se apunta aqui a la vista de los resultados obtenidos.

El modelo TET1 es el que peor ajuste de los datos realiza,
mientras que el modelo ARET finalmente resulta el modelo que
mejor se adecuaria a la imputacién de las concetraciones de nitratos.
Es menos flexible que el modelo IET2 pero ajusta mejor que
el modelo IET1, ademdas comete menor error de imputaciéon que
ambos, modelo TET1 y IET2. Asi, el modelo ARET es el que mejor
conjuga el compromiso entre un adecuado ajuste y una imputacion
precisa de la informacién faltante, siendo, este ultimo aspecto, el
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de mayor interés y el objetivo final de este trabajo.
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Modelo | Media | Mediana
IET1 4.32 5.05
Particién 1 | IET2 1.21 1.13
ARET | 3.42 3.91
IET1 4.41 5.36
Particién 2 | IET2 2.16 2.79
ARET | 3.88 4.45
IET1 4.40 5.29
Particién 3 | IET2 0.62 0.51
ARET | 3.59 4.18

Tabla 6.4: Medida del ajuste de los diferentes modelos (multiplicado
por 107°) basada en el error cuadrético.

@ IET1 O IET1
o O IET2 - - 0O IET2
® ARET ® ARET
o o
- o
Particion 1 Particion 2 Particion 3 Particion 1 Particion 2 Particion 3
(a) Imputacién con la media (b) Imputacién con la mediana

Figura 6.4: Medida del ajuste proporcionado por cada uno de
los modelos propuestos, calculado mediante el error cuadratico y
multiplicado por 1075.
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Modelo | Media | Mediana
IET1 6.86 5.79
Particién 1 | IET2 1.33 0.82
ARET | 4.78 4.15
IET1 7.40 6.17
Particién 2 | IET2 2.61 2.47
ARET | 5.94 5.02
IET1 6.94 5.96
Particién 3 | IET2 0.70 0.40
ARET | 5.12 4.52

Tabla 6.5: Medida del ajuste de los diferentes modelos (multiplicado
por 1073) basada en el error relativo.

@ IET1 O IET1
O IET2 0O IET2
- ® ARET . ® ARET
~ -
. .
« .
o N
- o
Particion 1 Particion 2 Particion 3 Particion 1 Particion 2 Particion 3
(a) Imputacién con la media (b) Imputacién con la mediana

Figura 6.5: Medida del ajuste proporcionado por cada uno de
los modelos propuestos, calculado mediante el error relativo y
multiplicado por 1073.
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Modelo | Media | Mediana
IET1 3.92 3.37
Particién 1 | IET2 0.84 0.33
ARET | 2.92 2.49
IET1 4.20 3.57
Particién 2 | IET2 1.51 1.20
ARET | 3.52 3.01
IET1 3.79 3.22
Particién 3 | IET2 0.41 0.14
ARET | 2.90 2.47

Tabla 6.6: Medida del ajuste de los diferentes modelos (multiplicado
por 1072) basada en el error logaritmico.

@ IET1 O IET1
. O IET2 o O IET2
@ ARET B ARET
« «
o o
o o
Particion 1 Particion 2 Particion 3 Particién 1 Particion 2 Particién 3
(a) Imputacién con la media (b) Imputacién con la mediana

Figura 6.6: Medida del ajuste proporcionado por cada uno de
los modelos propuestos, calculado mediante el error logaritmico y
multiplicado por 1072,
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6.5. Comportamiento de los modelos

A la vista de los resultados vistos en cuanto a error cometido
en la imputacion, seccién 6.3, y ajuste de los datos por parte de
los modelos, seccién 6.4, parece logico preguntarse como el modelo
IET2, que proporciona medidas de ajuste mucho mejores que los
modelos IET1 y ARET, realiza las peores imputaciones.

Las figuras 6.7, 6.8 y 6.9 nos ayudan a entender mejor el
comportamiento de cada modelo. En ellas se muestra, a modo de
ejemplo, la evolucion temporal de las concentraciones de nitratos
de 6 de los 540 municipios. Sarratella y Estivella se muestran en
la figura 6.7, Pugol y Albuixech en la figura 6.8 y Villargordo del
Cabriel y Beniparrell en la figura 6.9. Estos municipios han sido
seleccionados debido a que, o bien presentan una gran variabilidad
en su evolucién temporal, o bien su evolucién temporal es atipica,
o bien presenta ambas circunstancias.

En general, la variabilidad temporal intramunicipal es elevada.
Como se observa en la tabla 6.7, casi un 25% de los municipios
presenta una desviacion tipica superior a 10. Cerca de un 4 % supera
una desviacién tipica de 50, llegando a los valores extremos 87.06,
158.16 (méaximo) y 107.75 que presentan respectivamente tres de
los municipios seleccionados, Abuixech, Villargordo del Cabriel y
Beniparrell.

Si  nos fijamos en evoluciones temporales atipicas,
con importantes oscilaciones de un ano a otro o con
incrementos/descensos exageradamente elevados en el periodo
a estudio, podriamos decir que todos los municipios seleccionados
presentan alguna de éstas caracteristicas. En los municipios
Sarratella, Estivella y Beniparrell, se aprecian oscilaciones en el
tiempo imprevisibles para cualquier modelo, mientras que en los
municipios Pucol, Albuixech, Villargordo del Cabriel e incluso
Beniparrell se observa un descenso muy elevado en su evolucion
temporal, de més de 200mg/1 a menos de 10mg/1 en menos de 10
anos.

En cada grafico se puede ver, en negro los valores observados
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Minimo 0.00
ler cuartil 1.58
Mediana 3.76
Media 9.60

3er cuartil 9.58
Méximo 158.20
Ausentes 2

Tabla 6.7: Descriptiva de las desviaciones tipicas en la evolucién
temporal de las concetraciones de nitratos de los 540 municipios.

de concentraciéon de nitratos. Con un punto rojo se indica los
valores originalmente ausentes. En gris se muestran aquellos valores
que, siendo datos observados inicialmente, han sido convertidos
en valores ausentes en la particion correspondiente. En colores las
imputaciones de todos los valores del municipio proporcionadas por
cada modelo, naranja el modelo IET1, amarillo el modelo TET2
y verde el modelo ARET. Por economia de espacio se muestra
unicamente la imputacion haciendo uso de la media.

Asi, se observa que el modelo TET2 muestra un ajuste casi
perfecto. La imputacion que dicho modelo proporciona, en amarillo,
va casi ligada a las observaciones, en negro, en todos los municipios,
a pesar de las grandes variaciones que se presentan en cada uno de
ellos. No obstante, si la concentracion de nitratos esta ausente, en
gris, el modelo IET2 siempre comete errores de imputaciéon elevados
en comparacion con los modelos IET1 y ARET en todos los casos.
Esto se puede observar en la figura 6.7, en el ano 1999 en Sarratella,
grafico (a) y en el ano 1991 en Estivella, grafico (b). También en la
figura 6.8, en 1992 y 1993 en Pucol, grafico (a) y en los anos 1995
y 1996 en Albuixech , gréfico (d). En la figura 6.9, se aprecia en
Villargordo del Cabriel, gréfico (a), de 1991 a 1993 y en los anos
1991 y 2000 en Beniparrell, grafico (b).

Este hecho puede interpretarse a partir de la estructura del
modelo IET2. La definicién del modelo implica que, ante un valor
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ausente en un municipio y ano determinado, los valores de los
municipios contiguos en el espacio para el ano en curso, el anterior
y el posterior, y los valores propios del municipio el ano anterior y
posterior, adquieren vital importancia a la hora de estimar dicha
concentracion de nitratos faltante. Por tanto, la correlacion espacial
es fundamental para el modelo IET2 a la hora de proporcionar una
imputacion. Este hecho puede ser perjudicial si la realidad apunta
a que el peso de la correlacion temporal es mayor que el de la
correlacion espacial. Sin embargo, para el modelo ARET, a la hora
de imputar, la correlaciéon temporal resulta ser mas importante,
tanto mayor cuanto mas se avanza en el tiempo, que la espacial. De
ahi que sus errores de imputaciéon sean menores que los del modelo
IET2 en casos similares a los mostrados.

Asimismo, se aprecia en los ejemplos la flexibilidad del
modelo TET2. Mientras que las evoluciones en las imputaciones
proporcionadas por los modelo TET1 y ARET son suaves en el
sentido de carecer de cambios bruscos en la estimacion de los valores
de un ano a otro, se observa que el modelo IET2 si proporciona
variaciones bruscas en sus imputaciones. Asi, el modelo IET1
y sobretodo el modelo ARET, realizan mejores imputaciones en
los casos de existir un valor ausente entre dos anos con valores
observados, mientras que el modelo IET2 comete un mayor error.
Esto se puede apreciar en la figura 6.7 en 1994 del municipio
Sarratella, grafico(e), y en el mismo afo en la figura 6.8 en
Albuixech, grafico (f).
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Figura 6.7: Evoluciéon temporal de las concentraciones de nitratos
en Sarratella y Estivella
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Nitratos (ma/l}

Nitratos (ma/l)

Nitratos (mg/l}

Figura 6.8: Evolucion temporal de las concentraciones de nitratos
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Cabria decir que somos conscientes que este ejemplo del
comportamiento de los modelos es una simplificacién de su
funcionamiento. Se muestra tUnicamente la evoluciéon temporal
de cada municipio y sus imputaciones, sin tener en cuenta la
correlacién entre observaciones vecinas en el espacio y en el tiempo
ni como gestiona dichas correlaciones cada uno de los modelos.

Aun asi, estos ejemplos mostrados a modo de simplificacion
del funcionamiento de los modelos de imputacién, ayudan a
entender la realidad con la que estamos trabajando. Ademas,
aportan luz en la comprension de los valores obtenidos en cuanto
a error de imputacion y ajuste de los datos para cada una de las
modelizaciones propuestas.

6.6. Distribucion posterior del error de
imputacién

Complementariamente al estudio del comportamiento de cada
modelo, se procede a calcular en cada una de las iteraciones de la
simulacion el error de imputacion cometido. Para ello, se introduce
en el cédigo WinBUGS cada una de las tres expresiones de célculo
del error vistas en el apartado 6.2. Asi, cada vez que el modelo
simula un valor nuevo de concentracion de nitratos, inmediatamente
se tiene, en esa misma iteracion, la diferencia entre dicho valor
simulado y el verdadero valor. Por tanto, para cada una de las tres
particiones, al finalizar la simulacién de cada modelo se dispone de
una muestra de la distribucion posterior del error de imputacion
cometido por este.

Mediante este procedimiento, por un lado, se profundiza en
como estima cada uno de los modelos los valores ausentes de
concentracion de nitratos. El interés radica, no tanto en los valores
medios de los errores cometidos, sino en la variabilidad de estos.
Una variabilidad elevada seria indicativa de que el modelo recorre
un amplio rango de valores a la hora de imputar lo que, a su vez,
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provocaria un amplio rango de errores cometidos. Y un amplio
rango de valores simulados por un modelo seria indicativo de que
el modelo no esta siendo todo lo preciso que nos gustaria a la
hora de imputar los valores ausentes. Por el contrario, una menor
variabilidad estaria indicandonos que el modelo esta simulando
valores mas cercanos al verdadero valor, tendria asi menos dudas a
la hora de imputar y por tanto su imputacién seria més precisa.

Por otro lado, este procedimiento ayuda también a valorar
futuras inferencias si se planteara un proceso de imputacion
multiple. Es decir, si el objetivo final fuera obtener una muestra
de tamano m para cada uno de los valores ausentes. Sabriamos
que, aquel modelo o modelos con mayor variabilidad en el error de
imputacién, inducirian mayor variabilidad en la inferencia de los
parametros de interés. Al existir menos precision en la imputacién
de los valores ausentes, el rango de las estimaciones de futuros
parametros de interés seria mayor.

En la misma linea, este procedimiento resulta también ttil si
se piensa en un proceso de imputacion completamente bayesiana.
Es decir, incluir el modelo de imputacién dentro del modelo global
mediante el cual se ajusta un determinado parametro de interés.
Esto implicaria anadir a la incertidumbre asociada a la propia
existencia de los valores ausentes, el exceso de variabilidad en las
imputaciones que proporciona un modelo frente a otro. Asi, al
tener dicha variabilidad extra cuantificada, se optaria por el modelo
cuya distribucion posterior de errores de imputacion fuera menos
variable.

En las tablas 6.8, 6.9 y 6.10 con sus respectivos graficos pueden
verse los resultados obtenidos.

Puede apreciarse que el modelo IET2 es claramente el que peor
comportamiento muestra a la hora de proporcionar imputaciones.
Estas resultan ser muy poco precisas pues existe una elevada
variabilidad en los errores de imputacion. La variabilidad de mas
que muestra el modelo IET2 respecto al modelo IET1 y al modelo
ARET, seria claramente perjudicial en un proceso de imputacién



108 Capitulo 6. Resultados

multiple o completamente bayesiano, pues habria un exceso de
incertidumbre anadida.

Este comportamiento del modelo IET2 va en la linea de lo
ya observado en los apartados anteriores. Su mayor flexibilidad,
aunque le permite ajustar correctamente los valores observados, le
lleva a cometer errores de imputacion elevados. Lo mismo sucede
con su mayor dependencia de la correlacion espacial. Aunque
en teoria pueda ser una idea adecuada en el tratamiento de
datos espacio-temporales, también le induce a proporcionar peores
imputaciones en aquellos casos en los que la correlacién temporal
es mas fuerte que la espacial.

Por tanto, a la vista de los resultados puede decirse que el
modelo IET2 no resulta ser un método adecuado para la imputacion
de las concentraciones de nitratos de la Comunidad Valenciana.

Asimismo, se puede afirmar que el modelo ARET seria el mas
adecuado para este fin. En general es el modelo que menor error
de imputacion comete. Como los otros dos modelos, aina en su
definiciéon la correlacién espacial y la correlacién temporal pero
resulta ser el mas estable ajustando adecuadamente la tendencia
temporal de cada municipio. Ademas resulta ser mas preciso en el
proceso de imputacién, lo que implica que proporciona un rango de
imputaciones cercano al valor real que se quiere estimar. Este hecho
nos permite asegurar también que el modelo ARET seria el modelo
mas adecuado para una imputaciéon multiple o una imputacion
completamente bayesiana.
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Modelo | Media Mediana | 2.5% 97.5%
IET1 1.74 1.66 1.24 2.74
Particién 1 | IET?2 2.21 2.02 1.50 3.88
ARET 1.68 1.60 1.18 2.67
IET1 1.57 1.49 1.11 2.49
Particién 2 | IET?2 2.35 1.98 1.35 5.45
ARET 1.67 1.51 1.07 3.22
IET1 1.54 1.47 1.10 2.41
Particién 3 | IET2 2.24 1.87 1.32 5.20
ARET 1.58 1.49 1.09 2.67

Tabla 6.8: Error cuadritico de imputacién (multiplicado por 107°)
cometido por los modelos propuestos.
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Figura 6.10: Error cuadratico de imputaciéon (multiplicado por
1075) cometido por los modelos propuestos.
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Modelo | Media Mediana | 2.5% 97.5%
IET1 3.64 3.40 2.56 6.20
Particién 1 | IET?2 4.12 3.92 2.96 6.39
ARET 3.37 3.21 2.41 5.30
IET1 3.42 3.31 2.55 4.86
Particién 2 | IET?2 4.73 4.33 3.09 8.56
ARET 3.26 3.12 2.36 4.95
IET1 3.50 3.36 2.55 5.29
Particién 3 | IET2 4.36 4.01 2.91 7.65
ARET 3.37 3.23 2.40 5.12

Tabla 6.9: Error relativo de imputacién (multiplicado por 107*)
cometido por los modelos propuestos.
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Figura 6.11: Error relativo de imputacién (multiplicado por 10™*)
cometido por los modelos propuestos.
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Modelo | Media Mediana | 2.5% 97.5%
IET1 9.44 9.43 8.72 10.19
Particién 1 | IET?2 9.94 9.93 9.19 10.72
ARET 9.06 9.05 8.34 9.81
IET1 9.15 9.15 8.46 9.87
Particién 2 | IET?2 9.73 9.72 9.00 10.48
ARET 8.77 8.77 8.10 9.47
IET1 9.36 9.35 8.63 10.15
Particién 3 | IET?2 9.92 9.91 9.16  10.75
ARET 9.00 9.00 8.30 9.76

Tabla 6.10: Error logaritmico de imputacién (multiplicado por
107?) cometido por los modelos propuestos.
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Figura 6.12: Error logaritmico de imputacién (multiplicado por
1072) cometido por los modelos propuestos.
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Cabe recordar que los resultados mostrados han sido obtenidos
al aplicar sobre los datos de concetraciones de nitratos las
modelizaciones propuestas. No obstante, seria conveniente exponer
estos modelos espacio-temporales de imputacion a estudio sobre
otros bancos de datos con el fin de observar si mantienen
el comportamiento observado. De este modo se afianzarian las
conclusiones a las que se ha llegado a la vista de los resultados
presentados en este capitulo.

Este es el objetivo del siguiente capitulo. Comparar de nuevo el
comportamiento de los modelos IET1, IET2 y ARET al imputar
bancos de datos espacio-temporales distintos creados mediante un
proceso de simulacion.



Capitulo 7

Estudio simulado

Los resultados mostrados en el capitulo anterior han sido
obtenidos gracias a la creacion de las tres particiones a partir de
los datos originales de concentracién de nitratos. Sin este proceso
no hubiera sido posible estudiar el ajuste e imputacién de cada uno
de los modelos propuestos. Tampoco hubiera sido posible comparar
entre si las modelizaciones y sus comportamientos a la hora de
imputar los valores ausentes.

No obstante, la creaciéon de las particiones supone, por un
lado el aumento del conjunto de valores ausentes, y, por otro, la
pérdida de informacién al prescindir de valores observados. Ambas
circunstancias implican una mayor incertidumbre a la hora de
proporcionar imputaciones de los valores ausentes de concentracion
de nitratos.

Ademds, una  completa  comparacion de  modelos
espacio-temporales de imputacién implicaria estudiar su
comportamiento frente a diferentes y diversos bancos de datos.

Por todo esto, en este capitulo se plantea la simulacién de
un conjunto de datos espacio-temporal de estructura similar a
la del conjunto de concentraciones de nitratos con el que se ha
trabajado hasta ahora. Seran matrices de 540 filas y 10 columnas
simulando la estructura de municipios y anos de las concentraciones
de nitratos. De este modo, tendremos conjuntos de datos con

113
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correlaciéon espacio-temporal y completamente observados.

Concretamente se crean tres conjuntos de  datos
espacio-temporales, uno por cada modelo analizado en este
trabajo. Una vez creados los bancos de datos, se crean valores
ausentes eliminando de forma aleatoria un subconjunto de
observaciones, respetando la proporcién existente en el banco de
datos de concentraciones de nitratos.

Este estudio simulado no pretende ser un exhaustivo proceso
de simulacion que nos permita decantarnos por alguna de las tres
modelizaciones comparadas como modelizacion de referencia. De
hecho, consideramos que no existe ningin modelo capaz de abordar
futuros problemas de informacion faltante en bancos de datos
con estructura espacio-temporal de una forma incuestionablemente
mejor que cualquier otro. M&as bien al contrario, el espiritu
de esta tesis lleva implicito que plantearse una comparativa de
modelizaciones previa con el dnimo de esclarecer qué estructura
de modelizacion es la mas adecuada para los datos con los que se
esta trabajando, es lo mas saludable por el bien del tratamiento de
la existencia de valores ausentes en este contexto.

Por este motivo, este proceso de simulacion nos resulta muy
util para dar soporte al estudio comparativo visto en el anterior
capitulo. Reporta evidentes ventajas, por un lado, al no tener que
prescindir de un subconjunto extra de valores observados como en
el caso de las particiones, se posee mayor informacion para un mejor
ajuste de los modelos. Se podria esperar asi una mejor calidad en
las imputaciones.

Por otro, los errores de imputacién cometidos por los modelos
se pueden calcular directamente con los verdaderos valores, pues
el conjunto de datos inicialmente estaba completo. Ademads, este
calculo estara basado en un ajuste del modelo con mayor nimero
de observaciones, ya que se tendra 4064 valores observados frente a
los 2709 de las particiones. Esta mayor informacion se entiende que
jugara en favor de la robustez del calculo del error.

Finalmente, el disponer de tres conjuntos de datos con
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estructura espacio-temporal diferentes y estudiar nuevamente como
se comportan los tres modelos de imputacion analizados, induce
a pensar que las conclusiones que de este estudio se deduzcan
no dependeran de los datos utilizados. Asi, atendiendo a esta
diversidad de conjuntos de datos espacio-temporales, las evidencias
que se obtengan sobre la adecuacion de los modelos de imputacion
se pueden considerar concluyentes.

En lo sucesivo se procede, en primer lugar, a explicar con detalle
el proceso de generacién de los bancos de datos espacio-temporales
para, posteriormente, mostrar los resultados obtenidos al imputar
los datos simulados con los diferentes modelos propuestos.

7.1. Simulacion

Generamos tres bancos de datos, uno con cada uno de los
modelos que se estan estudiando: modelo IET1, modelo TET2 y
modelo ARET.

Hemos visto que cada modelo presenta comportamientos
distintos a la hora de ajustar e imputar los datos de
concentracion de nitratos. Dicho comportamiento obedece a la
propia naturaleza del modelo, su estructura y definicién. Asi,
parece logico pensar que los tres bancos de datos simulados, pese
a tener el denominador comun de la correlacién espacio-temporal,
presentaran diferencias que permitan considerar que son tres bancos
de datos espacio-temporales distintos. Por lo tanto, como se
ha apuntado anteriormente, este proceso de simulacién presenta
la ventaja anadida de que se tiene la oportunidad de analizar
nuevamente los modelos de imputacion esta vez al realizar
la imputacion de diferentes bancos de datos con estructura
espacio-temporal. Ademas, el hecho de realizar la imputacién de los
tres bancos de datos simulados con cada uno de los tres modelos de
imputacién, entendemos que aumenta la fiabilidad de los resultados,
pues éstos no dependeran del proceso de generacion de datos
simulados.
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El proceso para crear los tres bancos de datos consiste en, con los
datos originales de concentraciones de nitratos, lanzar cada modelo
y, una vez conseguida la convergencia, guardarnos los valores de
nitratos simulados por ese modelo. Concretamente, como valores de
nitratos nos quedamos con la mediana de una muestra de tamano
400 de la distribucion posterior de cada uno de los datos de nitratos
(distribucién posterior de Y;;, Vij, en cada uno de los modelos).

Posteriormente, se provocan los valores ausentes en cada uno
de los bancos de datos simulados. Para ello, se extrae una tnica
muestra aleatoria de tamano 1336 (mismo nimero de valores
ausentes que en los datos originales) del conjunto de indices de
los datos, el cual va de 1 (municipio 1, ano 1) a 5400 (municipio
540, ano 10). Los valores asociados a los indices muestreados son
convertidos en ausentes en los tres bancos de datos simulados. De
esta manera, sabemos que los errores de imputacién obtenidos por
los tres modelos son comparables ya que se han calculado sobre los
mismos valores ausentes.

Seguidamente, se realiza la imputacion de los valores ausentes
de estos tres bancos de datos espacio-temporales simulados. Cada
banco de datos es completado mediante imputacion con cada uno
de los tres modelos de imputacion, modelo IET1, modelo IET2 y
modelo ARET.

7.2. Resultados obtenidos

El banco de datos simulado por el modelo IET1 es completado
mediante imputacion por el propio modelo IET1 pero también
por el modelo IET2 y el modelo ARET. De la misma forma, el
banco de datos generado mediante el modelo TET2 es imputado
por el modelo IET1, el propio modelo IET2 y el modelo ARET.
Finalmente, el banco de datos simulado por el modelo ARET es a
su vez completado por el modelo de imputacion IET1, el modelo
IET2 y el propio modelo ARET.

Este proceso se lleva a cabo lanzando los modelos con los
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mismos parametros MCMC que se han descrito en al apartado
6.1. Nuevamente nos quedamos con la media y la mediana de la
distribuciéon posterior obtenida para los valores ausentes. Estos
valores seran entonces las imputaciones con las que calcularemos el
error de imputacion cometido por cada modelo y para cada banco
de datos.

Asi, en estas nueve imputaciones se calcula el error de
imputacion haciendo uso de los tres expresiones vista en el apartado
6.2: error cuadratico, relativo y logaritmico.

En la tabla 7.1 y figura 7.1 puede verse el error cuadratico
de imputacion cometido por cada modelo al imputar cada uno
de los tres bancos de datos simulados. En la tabla 7.2 y figura
7.2 se muestra el error de imputacion calculado por el método
relativo. Por tltimo, en la tabla 7.3 y figura 7.3 se presentan los
errores logaritmicos. En todas las tablas y figuras se muestra el
error cometido al imputar con la media y con la mediana de la
distribucién posterior de los valores ausentes.

En ellas puede apreciarse como el modelo ARET sigue
proporcionando las mejores imputaciones en términos generales.
Si nos fijamos en el error calculado por el método cuadratico, se
observa que el modelo que mejor imputa los datos simulados con
el modelo IET1 es el propio modelo IET1. Lo mismo ocurre para
los datos simulados por el modelo ARET, el propio modelo es el
que menor error cuadratico comete al completarlos. No obstante,
para los datos generados por el modelo TET2 el modelo que
mejores imputaciones proporciona es el modelo IET1. EI modelo
IET2 comete los mayores errores en todos los casos, incluso con
diferencias muy elevadas como en el caso de los datos simulados
por el modelo TET1.

Este comportamiento se observa tanto para la media como para
la mediana. Viéndose como, en este caso de error cuadratico, los
valores obtenidos al imputar mediante la mediana son superiores a
los obtenidos al imputar con la media. Algo que no ocurre para los
otros dos métodos de calculo de error.
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Si nos fijamos en ellos, error relativo y logaritmico, puede
apreciarse como el modelo ARET es el que mejores imputaciones
proporciona en todos los casos. Los valores de los errores de
imputacion para este modelo son siempre inferiores, sea cual sea
el banco de datos imputado y tanto si la imputacion se realiza con
la media o con la mediana.

Para el error relativo se observa que el error cometido por el
modelo IET2 al imputar los datos generados por el modelo ARET
es inferior al cometido por el modelo IET1, algo que sélo ocurre en
este caso.

En todos los casos puede apreciarse como la magnitud del error
es descendente, es decir, al imputar los datos generados por el
modelo IET1 se cometen errores mas elevados que los cometidos
al imputar los valores simulados por el modelo IET2. Y a su vez
estos son superiores a los errores obtenidos al imputar los datos
generados por el modelo ARET.
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Datos simulados
IET1 IET2 ARET
IET1 3.02 2.13 0.49
Modelo imputacién TET2 5.35 2.99 1.30
ARET | 3.23 2.35 0.18
(a) Imputacién con la media
Datos simulados
IET1 IET2 ARET
IET1 3.36 2.36 0.56
Modelo imputacién TET?2 5.91 3.25 1.42
ARET | 3.48 2.48 0.19

(b) Imputacién con la mediana

Tabla 7.1: Error cuadritico de imputacién (multiplicado por 107°)
cometido al imputar cada banco de datos simulado (columnas) por
cada uno de los modelos de imputacién propuestos (filas).

@ IET1
O IET2
@ ARET

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

ml

Datos IET1 Datos IET2 Datos ARET

(a) Imputacién con la media

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6§

D IET1
0O IET2
B ARET

..

Datos IET1 Datos IET2 Datos ARET

(b) Imputacién con la mediana

Figura 7.1: Error cuadrético de imputacién cometido por cada uno
de los modelos propuestos multiplicado por 1075,
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Datos simulados
IET1 IET2 ARET
IET1 7.11 4.40 3.07
Modelo imputacién IET2 | 11.10 5.58 2.33
ARET | 6.77 4.17 0.27

(a) Imputacién con la media

Datos simulados

IET1 IET2 ARET
IET1 6.08 4.04 2.95
Modelo imputacién TET?2 9.16 5.04 2.27
ARET | 5.95 3.84 0.29

(b) Imputacién con la mediana

Tabla 7.2: Error relativo de imputacién (multiplicado por 1073)
cometido al imputar cada banco de datos simulado (columnas) por
cada uno de los modelos de imputacién propuestos (filas).

B = IET1 s - = IET1
O IET2 O IET2
o 8 ARET B ARET

I:L ) I:L
~ 4

o o

Datos IET1 Datos IET2 Datos ARET Datos IET1 Datos IET2 Datos ARET

(a) Imputacién con la media (b) Imputacién con la mediana

Figura 7.2: Error relativo de imputacién cometido por cada uno de
los modelos propuestos multiplicado por 1073.
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Datos simulados
IET1 IET2 ARET
IET1 2.77 2.05 1.19
Modelo imputacién TET?2 3.77 2.15 1.34
ARET | 2.66 1.91 0.13

(a) Imputacién con la media

Datos simulados

IET1 IET2 ARET
IET1 2.63 1.98 1.18
Modelo imputacién TET?2 3.56 2.07 1.34
ARET | 2.52 1.84 0.13

(b) Imputacién con la mediana

Tabla 7.3: Error logarftmico de imputacién (multiplicado por 1072)
cometido al imputar cada banco de datos simulado (columnas) por
cada uno de los modelos de imputacién propuestos (filas).

- @ IET1 .- D IET1
O IET2 O IET2
@ ARET B ARET
Datos IET1 Datos IET2 Datos ARET Datos IET1 Datos IET2 Datos ARET
(a) Imputacién con la media (b) Imputacién con la mediana

Figura 7.3: Error logaritmico de imputacién cometido por cada uno
de los modelos propuestos multiplicado por 1072,
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Los valores obtenidos para cada uno de los tipos de error y
tanto para la imputacion con la media como con la mediana,
son inferiores a los obtenidos en el apartado 6.3. Esto es debido
a que los datos simulados no presentan tanta variabilidad como
las concentraciones de nitratos originales. Los modelos suavizan la
realidad espacio-temporal observada en los datos originales para
proporcionar valores sin cambios tan bruscos en las evoluciones
temporales como los vistos a modo de ejemplo en el apartado 6.5.

Por dltimo, a la vista de los resultados obtenidos, puede
afirmarse que el modelo ARET es un serio candidato para
completar mediante imputacion un banco de datos con correlacion
espacio-temporal. Se ha observado que proporcionaba mejores
imputaciones que el modelo TET1 y el modelo TET2 en el caso del
banco de datos de concentraciones de nitratos. También comete
errores inferiores, en termino general, al imputar los bancos de
datos simulados con cada uno de los modelos. La consistencia de
estos ultimos resultados es evidente, pues los datos simulados estan
generados por modelos diferentes. Por tanto, el hecho de sea el
modelo ARET el que mejor imputaciones reporta en todos los casos,
le proporciona un valor anadido. Por todo esto, puede considerarse
el modelo ARET como una de las mejores opciones de imputacién
de valores ausentes en presencia de correlacion espacio-temporal.



Capitulo 8

Conclusiones y lineas
futuras

En esta tesis se ha abordado en profundidad, desde el punto
de vista bayesiano, el tratamiento de la informacion faltante en
bancos de datos con correlacion espacio-temporal. El problema de
la existencia de valores ausentes es muy comun en el analisis de
datos y no lo es menos cuando estos estan dotados de una estructura
espacio-temporal. No obstante, no existen referencias especificas de
cémo enfrentarse a este problema en la literatura especializada. Con
este trabajo, se ha pretendido iniciar una linea de investigacion que
se ocupe de proponer posibles soluciones.

Para ello, como primer y segundo objetivo nos hemos planteado
un estudio que parte de la base de datos de calidad del agua
potable en la Comunitat Valenciana. Esta informacion, al estar
recogida a nivel municipal y entre los anos 1991-2000, se considera
susceptible de ser tratada considerando una posible correlacion
espacio-temporal. La tesis se ha centrado sobre las concentraciones
de magnesio y de nitratos existentes en el agua potable. Se ha visto
que ambos conjuntos de datos presentan un importante porcentaje
de valores ausentes, un 28 % las concentraciones de magnesio y un
24 % en el caso de las concentraciones de nitratos. En el apartado 3.4
se han mostrado los mapas de concentraciones de nitratos, banco
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de datos sobre el que se ha extendido el estudio motivo de esta
tesis. En ellos puede apreciarse la existencia de valores ausentes,
destacando el ano 1992 sobre el resto debido a que el porcentaje de
valores ausentes es especialmente elevado.

Para estos datos de concentraciones de magnesio y de
concentraciones de nitratos, se ha planteado en primer lugar
un estudio preliminar en el que se analiza si existe la
necesidad de tratarlos con modelos que incluyan componentes
espacio-temporales. Este estudio previo ha consistido en cuantificar
el error cometido al imputar los valores ausentes con modelos
que, partiendo de una estructura sencilla de heterogeneidad, van
aumentado su complejidad hasta llegar a plantear un modelo
espacio-temporal. El calculo de dicho error se ha planteado como
la suma de la diferencia cuadratica entre el valor imputado y el
verdadero valor.

Para poder calcular este error de imputacion, aumentar el
numero de valores ausentes ha sido clave pues de lo contrario no se
disponia de los verdaderos valores con los que enfrentar los valores
imputados.

De este modo, los errores obtenidos en este pre-andlisis han
apuntado a la necesidad de plantear modelos con estructura
espacio-temporal para la imputacién de las concentraciones de
nitratos. Sin embargo, no ha ocurrido lo mismo en el caso de las
concentraciones de magnesio, para las que un modelo sencillo de
heterogeneidad resulta proporcionar mejores imputaciones.

Es a partir de estos resultados cuando se ha centrado la atencién
sobre los datos de concentraciones de nitratos con el fin de estudiar
la adecuacién de modelos espacio-temporales de imputacion.

Asi, nuestro objetivo nimero 1 ha sido plantear una comparativa
de modelos espacio-temporales. Se ha expuesto que el uso de
modelos con estructura espacio-temporal es muy comun en el
campo de la salud publica y medio ambiente. Existen multiples
modelizaciones con estructura espacio-temporal que pretenden
analizar la influencia de uno o varios factores medioambientales
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sobre la salud piblica (regresion ecolégica) o estudiar la distribucién
espacial y su evoluciéon temporal de determinadas variables de
interés epidemiolégico (cartografia de enfermedades). No obstante
observamos que no ocurre lo mismo con el tratamiento de la
informacion faltante en bancos de datos con esta estructura. Asi,
ante la inexistencia en la literatura de este tipo de modelizaciones
para realizar imputacion de valores ausentes, adaptamos estos
modelos tan conocidos en otros ambitos para realizar la imputacion
de los valores ausentes de concentracion de nitratos. Del amplio
abanico de modelizaciones espacio-temporales, hemos elegido las
dos tipologias de modelizacién espacio-temporal méas importantes
en la literatura con el fin de estudiar y comparar su comportamiento
en el campo de la imputacién de valores ausentes.

El hecho de haber elegido estas dos modelizaciones radica
no sélo en su recurrencia en la literatura sino también en que
son modelizaciones diferenciadas conceptualmente respecto a cémo
tratan de ajustar la correlacién espacio-temporal.

Por un lado, hemos planteado la modelizacién que ajusta dicha
correlacién a través de la interaccion entre la componente espacial
y la componente temporal. Con esta estructura de modelizacion,
a la que hemos denominado modelizacion IET, hemos planteado
dos variantes: el modelo IET1 que asume evoluciones temporales
diferenciadas e independientes para cada municipio, y el modelo
[ET2 que supone una estructura espacio-temporal més fuerte al
modelizar que existe correlacion entre observaciones vecinas en
el tiempo, ano anterior y posterior, y en el espacio, municipios
contiguos, tanto para el ano en curso como para el anterior y
posterior.

Por otro lado, hemos planteado la modelizacion, a la que
hemos denominado ARET, que basa el ajuste de la correlacién
espacio-temporal de forma conceptualmente similar a una serie
temporal auto regresiva de orden 1. Asi observaciones vecinas en
el espacio, municipios contiguos, tienden a tener una evoluciéon
temporal similar.
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De la misma forma que no existen referencias de la utilizacién de
modelos espacio-temporales para la imputacién de valores ausentes,
la existencia en la literatura de algin tipo de comparativa entre
estos dos tipos de modelizaciones, ya sea para la cartografia de
enfermedades o para imputacién de valores ausentes es escasa.
Por tanto, el analisis que se ha planteado en esta tesis tiene
una doble componente de interés: la adaptacién de este tipo de
modelos al ambito de la imputacion de datos y la comparacion
entre los dos tipos de modelizaciones mas frecuentes en estudios
espacio-temporales.

Dicha comparativa se ha planteado en términos del calculo del
error que comete cada una de las modelizaciones a la hora de
imputar los valores ausentes de las concentraciones de nitratos de la
Comunidad Valenciana. Este planteamiento coincide con el llevado
a cabo en el estudio previo de la necesidad de utilizar modelos con
estructura espacio-temporal. No obstante, para esta comparativa
se han planteado tres métodos diferentes para el calculo del error
de imputacién. El objetivo ha sido asegurarnos que los resultados
obtenidos eran consistentes y no dependian del método con el que
se cuantificaba el error.

Asimismo, para llevar a cabo este cédlculo, si para el estudio
previo ha sido clave la ampliacién del niimero de valores ausentes,
mas ain lo ha sido para esta comparativa la creacién de las tres
particiones. De este modo, junto con los diferentes calculos del error
de imputacién, se ha pretendido comprobar la coherencia de los
resultados a la vez que afianzar la fiabilidad estos. Pues procediendo
de este modo se ha tratado de evitar posibles dependencias entre
los resultados obtenidos y los valores ausentes que se imputaban y
entre estos y el método de calculo elegido.

También se ha empleado el célculo de estos errores para medir
como se ajusta cada modelo a la realidad espacio-temporal de los
datos de concentraciones de nitratos. Y esto se ha llevado a cabo
comparando los valores proporcionados por las modelos con los
verdaderos valores observados disponibles.
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Respecto al calculo de dicho ajuste, se ha podido comprobar
que el modelo TET2 es el que mejor se ajusta a la naturaleza
espacio-temporal de las observaciones.

No obstante, respecto a la imputacién de los valores ausentes, los
errores obtenidos han mostrado que el modelo IET2 es claramente
el que peor comportamiento tiene a la hora de proporcionar
estimaciones de estos. Las imputaciones que proporciona el modelo
IET2 resultan ser muy poco precisas pues existe una elevada
variabilidad en los errores de imputacion. La variabilidad de mas
que muestra el modelo IET2 respecto al modelo IET1 y al modelo
ARET, ademés seria claramente perjudicial en un proceso de
imputacion multiple o completamente bayesiano, pues habria un
exceso de incertidumbre anadida.

Asimismo, los resultados han apuntado a que el modelo ARET
es el que menor error de imputacion comete. Al igual que los otros
dos modelos, en su definicién se conjuga la correlacion espacial y
la correlacién temporal pero este modelo resulta ser el mas estable
ajustando adecuadamente la tendencia temporal de cada municipio
asi como su correlacién espacial con los municipios vecinos. Ademas
resulta ser mas preciso en el proceso de imputacion, lo que implica
que proporciona un rango de imputaciones cercano al valor real que
se quiere estimar. Este hecho nos permite asegurar también que el
modelo ARET seria el modelo mas adecuado para una imputacién
miultiple o una imputacién completamente bayesiana.

Por 1ltimo, como tercer objetivo de esta tesis, se ha planteado
un proceso de simulacién de datos espacio-temporales con el fin
de comparar de nuevo las tres modelizaciones propuestas. El
procedimiento de comparacion entre los modelos ha sido el mismo
que para el caso de las concetraciones de nitratos, nos hemos basado
de nuevo en el error de imputacion y hemos utilizado los mismos
tres métodos de calculo del error de imputacion.

Es importante destacar que este estudio simulado ha resultado
util para corroborar aquello que los resultados de la comparacion
planteada en el objetivo 1 apuntaban. Sin pretensiéon de ser



128 Capitulo 8. Conclusiones y lineas futuras

un proceso de simulaciéon capaz de alumbrar un modelo de
referencia para futuros casos de informacién faltante en datos
con estructura espacio-temporal, este estudio, a la vista de los
resultados obtenidos, ha mostrado de nuevo que el modelo ARET es
un serio candidato para completar mediante imputacién un banco
de datos con correlacién espacio-temporal. Se ha visto que comete
errores inferiores, en términos generales, al imputar los bancos de
datos, tanto los simulados por él mismo como los simulados con
cada uno de los otros dos modelos.

Este hecho, unido a que el modelo ARET también proporciona
mejores imputaciones que el modelo IET1 y el modelo IET2
en el caso del banco de datos de concentraciones de nitratos,
permite concluir que modelo ARET es un serio candidato
para la imputacién de valores ausentes en datos con estructura
espacio-temporal. Siendo muy conveniente, por tanto, tenerlo
en cuenta ante un nuevo problema de datos espacio-temporales
incompletos debido a la existencia de valores ausentes.

No obstante, honestamente consideramos que no existe un
unico modelo de referencia que nos permita abordar con confianza
cualquier problema futuro de existencia de valores ausentes en
datos con correlacion espacio-temporal. En cambio, si somos firmes
defensores de que ante dicho problema, el tratamiento adecuado
de la informacion faltante es importante. El global de esta tesis
pretende aportar luz a este hecho, haciendo hincapié en que lo
mas aconsejable para hacerle frente es plantearse mas de una
opcion de modelizacion de los valores ausentes e implementar una
comparativa previa antes de proceder a su imputacion.



129

Lineas futuras de investigacion

Toda investigacion es susceptible de mejoras. Incluso cuando
estas se implementan, ya sea debido a sugerencias de colegas o
revisiones bibliograficas, siempre existe algiin punto sobre el que se
podria avanzar todavia. Este es uno de los motivos que hacen que
el trabajo de un investigador sea tan motivador como exigente. Y
que nunca tenga otro final que no sea el propio limite temporal que
uno se fije para su finalizacion.

Partiendo de esta base de revisién constante, entendemos
que este trabajo de investigacion no es ajeno a este proceso y
proponemos una serie de lineas de investigacién futuras que sin
duda ayudarian en la mejoria y avance de este trabajo.

Hemos supuesto que el mecanismo de generacion de valores
ausentes es ignorable. No obstante, aunque las situaciones
en las que esta hipotesis no puede ser asumida son poco
frecuentes, podria analizarse como se comportan las modelizaciones
espacio-temporales presentadas en esta tesis a la hora de imputar
valores ausentes bajo no ignorabilidad e incluso bajo MNAR. Este
hecho proporcionaria un completo estudio de sensibilidad de la
imputacion de los datos no observados pues se estudiaria esta bajo
todas las suposiciones posibles de aparicion de valores ausentes.

A la vista de los resultados, el modelo IET2 ha resultado tener
un comportamiento sorprendente. Por un lado resulta ser el que
mejor se ajusta a la realidad espacio-temporal de los datos pero,
por otro lado, es el modelo que peores imputaciones proporciona.
Debido a esto, seria conveniente profundizar en la definicién de
vecindad del modelo TET2 con el fin de estudiar una posible
mejoraria en su comportamiento a la hora de imputar los valores
ausentes. Esta labor no seria sencilla, pues la casuistica de posibles
definiciones de vecindad a nivel espacial y temporal es muy amplia.

Asimismo  se  podria  ampliar las = modelizaciones
espacio-temporales a comparar. Para ello cabria la posibilidad
de incluir el ajuste de la correlacién espacio-tiempo clasificado
como tipo III en el apartado 5.1. Entendemos que para los
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datos utilizados en esta tesis, dicha definicion de correlacién
espacio-temporal no encajaria, pero si podria probarse con otros
datos més adecuados o podria plantearse como una extension del
estudio con datos simulados.

Al respecto de este estudio simulado, seria también interesante
profundizar en él con la intencién de convertirlo en un proceso
de simulacién capaz de proporcionar conclusiones por si mismo
sobre la comparativa de modelizaciones. Esto pasaria posiblemente
por aumentar el nimero de banco de datos simulados asi como
repetir el muestreo de los valores observados varias veces con el
fin de controlar que la imputacién no depende de dichos valores
convertidos a ausentes.

También seria muy conveniente adaptar las modelizaciones
espacio-temporales propuestas a INLA. De este modo el tiempo
de computacion se reduciria drasticamente con la consiguiente
ventaja de poder realizar mayor niimero de pruebas a los modelos,
ampliar el abanico de modelizaciones a estudio asi como abordar la
mencionada profundizacion del estudio simulado.

Por 1ltimo, en un intento de cerrar el circulo, resultaria también
muy interesante plantear de nuevo un analisis de la influencia de la
imputacién. Se elegirfa, tal y como hemos realizado, el modelo de
imputacion que mejor se adapte a los datos y mejores imputaciones
de los valores ausentes proporcione. Posteriormente, se estudiaria
como dicha imputacion influye en la asociacion existente entre
los datos imputados y una variable respuesta. Esta influencia se
estudiaria simulando diferentes variables respuestas, cada una con
una asociacién diferente con los datos imputados. Posteriormente se
analizaria como varia dicha asociacion al ajustarse con el banco de
datos completo real y con el banco de datos completado mediante
imputacion.
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Anexo 1

Resumen de la distribucion posterior de
los hiperparametros

A continuacion se presentan los resultados obtenidos tras la
simulacion de los modelos IET1, IET2 y ARET. Dicha simulacién
se ha llevado a cabo mediante el software WinBUGS.

Se han lanzado dos cadenas para cada modelo. Para el modelo
IET1 se han lanzado un total de 500000 iteraciones por cadena,
para el modelo IET2 un total de 800000 iteraciones por cadena y
para el modelo ARET un total de 200000 iteraciones por cadena.
En todos los casos nos hemos quedado con una iteracién de cada 5y
hemos tomado como muestra posterior las 1000 ultimas iteraciones
de cada cadena.

Para cada modelo se muestra una tabla que incluye la
descriptiva basica de cada hiperparametro que forma parte de su
definicién. También se incluye el estadistico Rhat obtenido en la
simulacion y que nos ayuda a asumir la convergencia de los modelos.

139



140

Anexo

Modelo IET1

Media DT 2.5% 97.5% | Rhat
Ty 4.904 0.173 4.578 5.234 | 1.013
7, | 1375.010 | 1405.650 | 120.600 | 5277.050 | 1.001
To | 497.300 | 448.000 | 72.150 | 1801.001 | 1.002
To 8.490 4.151 4.470 20.400 | 1.002
Té 0.499 0.063 0.399 0.637 | 1.001
TS 15.400 1.331 | 13.040 18.690 | 1.004

Tabla 1: Hiperparametros modelo IET1

Modelo IET?2

Media DT | 25% | 97.5% | Rhat
Ty 6.327 | 0.559 | 5.452 7.758 | 1.055
7, | 84.290 | 58.950 | 13.970 | 221.002 | 1.002
To | 148.500 | 75.660 | 37.270 | 330.700 | 1.002
To 6.572 | 2.012 | 3.807 | 11.550 | 1.046
Té 2171 0.274 | 1.707 2.784 | 1.017
Ts 0.505 | 0.054 | 0.407 0.604 | 1.001

Tabla 2: Hiperparametros modelo IET?2

Modelo ARET

Media DT | 25% | 97.5% | Rhat
Ty 5.711 0.212 | 5.329 6.131 | 1.008
Ta | 242,703 | 136.093 | 64.39 | 598.915 | 1.009
To 30.6 4.128 | 23.859 | 40.043 | 0.999
Té 7.261 0.689 5.87 8.651 | 1.015
p 0.953 0.003 | 0.946 0.96 | 1.045

Tabla 3: Hiperparametros modelo ARET



Anexo 2

Mapas de las concentraciones de nitratos
completadas mediante imputacion

Se muestra en esta seccién la distribucion espacio-temporal de
las concentraciones de nitratos. Estos datos se presentan ya sin la
existencia de valores ausentes pues estos han sido estimados con las
estimaciones obtenidas tras el proceso de imputacién. Para cada ano
se incluyen los mapas correspondientes a las imputaciones obtenidas
con cada uno de los modelos: modelo IET1, modelo IET2 y modelo
ARET. Para cada uno de los modelos se presenta el mapa de
concentraciones de nitratos completado por imputacién mediante
la media y la mediana de la distribucién posterior de los valores
ausentes.

Dicha distribucién posterior ha sido obtenida mediante el uso
del software WinBUGS. Para ello, para el modelo ITET1 se han
simulado un total de 500000 iteraciones, para el modelo IET2 un
total de 800000 iteraciones y para el modelo ARET un total de
200000 iteraciones. En todos los casos se han lanzando dos cadenas,
tomando una iteracién de cada 5 y queddndonos con las 1000
ultimas iteraciones de cada cadena.
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Anexo 3

Modelos de imputacién

En este anexo se presenta el codigo WinBUGS utilizado para
la implementaciéon y ajuste de todos los modelos que aparecen en
la tesis, tanto los utilizados para el estudio previo de la estructura
del modelo de imputacién como los modelos comparados motivo de
este trabajo.

163



164

Anexo

Modelo H
model {

#Modelizacién de la imputacion
for (i in l:nregions){
for (j in 1:ntemp){
y[i,j] ~ dlnorm(muli,j],xi)
muli,j| <- ¢ + hli]
}
#Heterogeneidad
h[i] ~ dnorm(0,zeta)
}

#Interceptacién
c ~ dflat()
#Precision de los datos
xi ~ dgamma(2,0.01)
#Precision de la heterogeneidad
zeta ~ dgamma(5,0.01)

}
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Modelo T
model {

#Modelizacién temporal de la imputacion
for (i in l:nregions){
for (j in 1:ntemp){
y[i,j] ~ dlnorm(muli,j],xi)
muli,j] <- ¢ + h[i] + t[j]
}
#Heterogeneidad
h[i] ~ dnorm(0,zeta)
}

#Interceptacién
c ~ dflat()
#Componente temporal comin

t[1:ntemp] ~ car.normal(tiempol], p[], nvectemp|], eta)

#Precision del magnesio
xi ~ dgamma(2,0.01)

#Precision de la heterogeneidad
zeta ~ dgamma(5,0.01)

#Precision de la componente temporal
eta ~ dgamma(2,0.01)

}
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Modelo ET
model {

#Modelizacién espacio temporal de la imputacion
for (i in l:nregions){
for (j in 1:ntemp){
y[i,j] ~ dlnorm(muli,j],xi)
muli,j] <- ¢ + h[i] + t[j] + €[]
}
#Heterogeneidad
h[i] ~ dnorm(0,zeta)
}

#Interceptacién
c ~ dflat()
#Componentes espaciales
e[l:nregions| ~ car.normal(adj[], pesos[], num[], varsigma)
#Componente temporal comtin para todos los municipios
t[1:ntemp] ~ car.normal(tiempol], p[], nvectemp|], eta)
#Precision de los datos
xi ~ dgamma(2,0.01)
#Precision de las componentes espaciales
varsigma ~ dgamma(2,0.01)
#Precision de la heterogeneidad
zeta ~ dgamma(5,0.01)
#Precision de la componente temporal
eta ~ dgamma(2,0.01)

}
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Modelo TC
model {

#Modelizacién temporal de la imputacion
for (i in l:nregions){
for (j in 1:ntemp){
y[i,j] ~ dlnorm(muli,j],xi)
muli,j| <- ¢ + hli] + t[i,j]
}
#Heterogeneidad
h[i] ~ dnorm(0,zeta)
}

#Interceptacién
c ~ dflat()

#Componentes temporales especificas por municipio

for (i in 1:nregions){

t[i,1:ntemp] ~ car.normal(tiempo[], p[], nvectemp]], etali])

}

#Precision de los datos
xi ~ dgamma(2,0.01)
#Precision de la heterogeneidad
zeta ~ dgamma(5,0.01)

#Precisiones de las componentes especificas por municipio

for (iin 1 : nregions) {
etali] ~ dgamma(2,0.01)
}
}
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Modelo ETC

model {
#Modelizacién espacio temporal de la imputacion
for (i in l:nregions){
for (j in l:ntemp){
y[i,j] ~ dlnorm(muli,j],xi)
muli,j| <- ¢ + hli] + t[i,j] + eli]
}
#Heterogeneidad
h[i] ~ dnorm(0,zeta)
}

#Interceptacién
¢ ~ dflat()
#Componentes espaciales
e[l:nregions| ~ car.normal(adj[], pesos[], num|], varsigma)
#Componentes temporales especificas por municipio
for (i in 1:nregions){
t[i,1:mmtemp| ~ car.normal(tiempol], p[], nvectemp||, etal[i])
¥
#Precision de los datos
xi ~ dgamma(2,0.01)
#Precision de las componentes espaciales
varsigma ~ dgamma(2,0.01)
#Precision de la heterogeneidad
zeta ~ dgamma(5,0.01)
#Precision de las componentes temporales especificas por
municipio
for (iin 1 : nregions) {
etali] ~ dgamma(2,0.01)
¥
¥
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Modelo IET1
model {

#La verosimilitud
for (iin 1:N) {
for (jin 1:T) {
nit[i,j] ~ dlnorm(muli,j], tau.nit)
#Modelizacién de la media para cada municipio y ano
muli,j] <- inter+sli]+t[j]+st]i,j]
}
}

#Distribuciones previas:
#Interceptacion:
inter ~ dnorm(0, 0.001)
#Bloque espacial:
for (iin 1:N) {
s[i] ~ dnorm(mu.s[i], tau.s)
}
mu.s[1:N] ~ car.normal(adj[],weights[],num|],tau.mu.s)
#Bloque temporal:
for(j in 1:T) {
t[j] ~ dnorm(mu.t[j], tau.t)
}
mu.t[1:T] ~ car.normal(adj.t[],weights.t[],num.t[],tau.mu.t)
#Interaccion:
for(i in 1:N) {
st[i,1:T] ~ car.normal(adj.t[|,weights.t[],num.t[],tau.st)

}

#Distribuciones previas para los hiperparametros:
tau.nit ~ dgamma(0.5, 0.0005)
tau.s ~ dgamma(0.5, 0.0005)
tau.t ~ dgamma(0.5, 0.0005)
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tau.st ~ dgamma(0.5, 0.0005)
tau.mu.s ~ dgamma(0.5, 0.0005)
tau.mu.t ~ dgamma(0.5, 0.0005)

}
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Modelo IET2
model {

for (iin 1:N) {
for (jin 1:T) {
nit[i, j] ~ dlnorm(muli, j|, tau.nit)
#Modelizacién de la media para cada municipio y ano
muli, j|<- inter + s[i] + t[j] + st[i,j]
}
}

# Distribuciones previas:
inter ~ dnorm(0, 0.001)
# Bloque espacial:
for (iin 1:N){
s[i] ~ dnorm(mu.s[i], tau.s)
¥
mu.s[1:N] ~ car.normal(adj[],w[],num|],tau.mu.s)
# Bloque temporal:
for (j in 1:T){
t[j] ~ dnorm(mu.t[j], tau.t)
¥
mu.t[1:T] ~ car.normal(adj.t[],w.t[],num.t[],tau.mu.t)
# Interaccion espacial y temporal:
for (iin 1:N) {
for (jin 1:T) {
st[i,j]<- v.d[((i-1)*104+;j)]
h
¥

v.d[1:(N*T)] ~ car.normal(adj.v[],w.v[],num.v||,tau.st)

# Distribuciones previas para los hiperparametros:
tau.nit ~ dgamma(1, 0.02)
tau.s ~ dgamma(1, 0.02)
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tau.t ~ dgamma(1, 0.02)
tau.st ~ dgamma(1, 0.02)
tau.mu.s ~ dgamma(1, 0.02)
tau.mu.t ~ dgamma(1, 0.02)
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Modelo ARET

model {
for(i in 1:nmuni){
for(j in l:nperiods){
nit[j,ij~dlnorm(mulj,i],prec.nit)
#Modelizacién de la media para cada municipio y ano
mulj,i]<- mediainter + inter[j] + theta.ST][j,i]
}
}

#Distribuciones previas
#Efecto espacio-temporal para el primer ano:
theta.S[1,1:nmuni|~car.normal(map[],w|],nvec[],prec.spat)
for(i in 1:nmuni){
BYM[1,i]~dnorm(theta.S[1,i],prec.het)
}
for(i in 1:nmuni){theta.ST[1,i]<-pow(1-ro*ro,-0.5)*BYM]L,i|}
#Efecto espacio-temporal para los anos siguientes:
for(j in 2:mperiods){
for(i in 1:nmuni){
theta.ST[j,i]<-ro*theta.ST[j-1,i]+BYM]j,i]
BYM]j,i]J~dnorm(theta.S[j,i],prec.het)
}

theta.S[j,1:nmuni]~car.normal(map|],w|],nvec[],prec.spat)
}
#Distribucién previa para la media de todos los municipios y
anos
mediainter~dnorm(0,0.01)
#Distribucién previa para la tendencia temporal global:
inter[1:nperiods]~car.normal(mapT[],wT[],nvecT|[],prec.inter)
#Distribucion previa para los hiperparametros:
prec.nit~dgamma(0.5,0.005)
prec.inter~dgamma(0.5,0.005)
prec.het~dgamma(0.5,0.005)
prec.spat~dgamma(0.5,0.005)
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#Distribuciéon previa para el pardametro de dependencia
temporal:
ro~dunif(-1,1)

}



