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TEMA 1. INTRODUCCIO A L’OPTIMITZACIO

1.1. Introducci6

El problema d’optimitzacié matematica apareix quan tenim una funcio que volem
optimitzar en algun sentit (determinar-ne el valor maxim o minim) mitjancant
I’assignacié de valors per a les variables d’aquesta funcié que, addicionalment,
complisquen una serie de condicions. Per a abordar d’una manera operativa la resolucio
d’aquest problema, cal delimitar en algun sentit les caracteristiques matematiques que
han de tenir tant la funcié que es vol optimitzar com les condicions addicionals que han
de complir les variables d’aquesta funcid. En concret, el problema que és I’objecte de
I’assignatura MATEMATIQUES 11 s’anomena problema de programacié matematica, i
es caracteritza perque la funcié que es vol optimitzar és diferenciable i perque les
condicions addicionals que han de complir les variables, conegudes com a restriccions,

son igualtats o desigualtats formades amb funcions també diferenciables.

En conseqiiéncia, I’enunciat general del problema de programacié matematica €s

el seglient:

Optimitzar  f(x)
s.a: xX€ES

Amb:
f:Df € R™ - R, diferenciable en tot el seu domini Dy
S={xeR"/g(x) <b,h(x) =d,xeD}
g:Dy € R™ - R™, diferenciable en tot el seu domini D,
h: D, € R™ = RP, diferenciable en tot el seu domini Dy,
x€ER", beR™ deRP

Els problemes de programacio matematica son especialment utils en la ciencia
economica i de I’empresa, tant des d’un vessant purament teoric com des de 1’aplicacio
practica. De fet, la teoria economica té com a principi basic el comportament racional
dels agents economics, que no €s més que un comportament optim d’individus i empreses,
tenint en compte les limitacions de recursos. Aixi, la teoria del consumidor arranca del

plantejament d’un problema de maximitzaci6 de la utilitat que proporciona el consum
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d’un conjunt de béns subjecte a una limitacid pressupostaria en la compra d’aquests béens.
O la teoria de I’empresa comenga amb el problema de minimitzar els costos per 1’is dels
inputs que intervenen en el procés productiu subjecte a 1’obtencié d’un nivell de

produccié minima.
1.2. Conceptes basics

1.2.1. Parts del problema
El problema de programacio matematica té les parts seguents:

1. Variables principals, x: sén les que representen una decisié directa del
subjecte decisor. L’objectiu és assignar valor a aquestes variables. Es
diuen principals per a distingir-les de les altres que apareixeran despres.
En general, s’anomenaran x = (x4, X5, ..., X,) 0 X, Y,z Si ho considerem
convenient.

2. Funci6é objectiu, f(x): és la funci6 que es vol optimitzar, és a dir,
maximitzar o minimitzar. Representa alguna magnitud que és un indicador
de les preferéncies del subjecte decisor: utilitat, beneficis, costos, etc.
Aquesta funcié s’encarrega de quantificar amb un valor numeric cada
decisio sobre les variables principals i aixi determinar si una decisié és
millor que una altra segons el valor que assolisca la funci6 objectiu.

3. Conjunt d’oportunitats, S: és el conjunt de valors que poden tenir les
variables principals. Apareix com a consequencia de les limitacions de
diferent origen a les quals s’enfronta el subjecte decisor: pressupost
limitat, capacitat productiva, demanda minima, requisits legals, etc. La
manera de definir el conjunt d’oportunitats és mitjangant dos tipus de
condicions:

e Restriccions: tenen la forma de desigualtats o d’igualtats, amb un
primer membre que és una funcid de les variables principals i un segon
membre que és una constant: 4x; + 2x, < 12, x2 + 4x, — 5x3 =
28, 10x1/2y'/2 > 92, etc.

e Condicions de domini, xeD: son condicions més generals per a les

variables principals derivades de la naturalesa mateixa de les variables.
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Si no existeixen aquestes condicions es diu que les variables son
Iliures. Les condicions de domini més importants son:

o Condicions de no-negativitat: D = {xeR"/x > 0}

o Condicions de fitacié: D = {xeR"/m < x < M}

o Condicions d’integritat: variables enteres, x € Z, o variables

binaries, x € {0,1}

Segons el métode que s’utilitze per a resoldre el problema, les condicions de no-

negativitat o de fitacio es podrien considerar també com a restriccions.

Exemple 1.1
Max. 4x, + x,
s.a: X, +2x, =8
3x; +2x, <18
X1 = 0, Xy >0

En I’exemple 1.1 les variables principals son x; i x,, la funcio objectiu és 4x; +
x, i el conjunt d’oportunitats ésS = {(x;,x,)e R?/x; + 2x, > 8, 3x; + 2x, < 18,
x; =0, x, = 0}, que esta format per dues restriccions de desigualtat i condicions de
domini de no-negativitat. L’objectiu és trobar el valor de les variables principals que faca

maxima la funcid objectiu i que es trobe dins del conjunt S.
1.2.2. Classes de solucions i de problemes

Els valors de les variables principals poden ser diversos i entre aquests hem
d’elegir els que siguen del conjunt d’oportunitats i optimitzen la funcié objectiu.

Apareixen les classes de solucions seguents:

1. Soluci6 factible, x € S: esta formada per valors de les variables principals
que compleixen totes les restriccions i condicions de domini. En el cas
d’incompliment d’alguna restriccié o condicié6 de domini, parlem de
solucio infactible, x ¢ S. Segons la situacio de la solucid factible dins del
conjunt d’oportunitats, poden ser:

e Solucio factible interior: si totes les restriccions i condicions de domini
es compleixen amb desigualtat estricta. Un exemple de solucio factible
interior en el problema 1 és (x4, x,) = (2,4).

e Solucio factible frontera: si alguna restriccio o condicié de domini es

compleix amb igualtat. Uns casos especials de solucions factibles
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frontera son els vértexs d’un conjunt d’oportunitats quan totes les
restriccions son lineals. Un exemple de solucié factible frontera en el
problema de I’exemple 1.1 és (x1,x,) = (0, 4).

2. Solucio optima: és la solucié factible que optimitza la funcio objectiu en
algun sentit. L’optimitzacié es pot produir de vuit maneres diferents
segons combinem tres caracteristiques que poden tenir les solucions
optimes:

e Maxim - minim: segons la funcid objectiu siga maxima o minima en
aquesta solucio6 optima.

e Local - global: segons siga optima respecte a altres solucions factibles
infinitament proximes (local) o respecte a qualsevol altra solucié
factible (global).

e Estricte - no estricte: segons siga 1I’anic optim o n’hi haja altres.

Aixi, tenim les definicions de maxim seglents (les de minim serien equivalents

canviant el sentit de la desigualtat).

Definicions de maxim
x* és maxim local estricte del problema general si 3¢ > 0 tal que:
f(x*) > f(x), Vx ESNB(x"¢€)
x* és maxim local no estricte del problema general si 3e > 0 tal que:
f(x*) = f(x), Vx € SNB(x"¢€)
x* és maxim global estricte del problema general si:
f(x*) > f(x), Vx €S

x* és maxim global no estricte del problema general si:

f(x*) = f(x), Vx €S

En les dues definicions de maxim local, el conjunt B(x*, €) s’anomena bola oberta
centrada en x* i de radi €, i representa els punts suficientment proxims a x*, és a dir, punts

tals que d(x, x*) < € o punts tals que ||x — x*|| < e.

L’objectiu de la programacié matematica és trobar optims globals, encara que, a

vegades, un pas previ €s 1’obtencié d’optims locals.




V| Facultat oEconomia [

Apunts de Teoria de Matematiques Il @mm@

Curs Acadéemic 2015-16 graus

Com a consequéncia dels tipus de solucions, hi ha la classificacié segtient per als

problemes de programacio matematica segons la seua solucié optima:

1. Problemes infactibles, S = @: son aquells en qué cap solucio és factible.
Les restriccions i condicions de domini sén incompatibles entre si. Aquests
problemes no tenen una solucid optima de cap tipus.

2. Problemes no fitats: son problemes factibles, S # @, sense soluci6 optima
global. La funcio objectiu no assoleix cap valor optim global perque es pot
millorar infinitament mitjangant solucions factibles. Si que poden haver-
hi, tanmateix, solucions optimes locals.

3. Problemes fitats: sén problemes factibles, S # @, amb solucié optima

global, que pot ser Unica o no.

Encara que 1’objectiu dels meétodes de resolucio és obtenir la solucié optima
global, si el problema és molt complex, pot ser que aixo no siga possible o que sols

arribem a optims locals.
1.2.3. Métodes de resolucio
Els metodes de resolucié del problema de programacié matematica son tres:

1. Metodes grafics: son métodes que es limiten als casos de dues variables
principals. Addicionalment, les funcions que intervenen en la definicio del
conjunt d’oportunitats, i també la funcio objectiu, han de ser suficientment
facils de representar graficament. No obstant aix0, és un metode molt
utilitzat en problemes tedrics per a observar les caracteristiques
qualitatives de la solucié optima. Es tracta en I’epigraf 1.3.

2. Metodes analitics: son metodes que plantegen una série d’equacions o
inequacions, la resolucié de les quals proporciona una solucioé que sota
condicions addicionals sobre 1’estructura del problema ¢és la solucid
optima global. S’estudia en el tema 2 per al problema més general possible.

3. Meétodes numerics: son metodes iteratius que, comengant des d’uns valors
per a les variables principals, es van millorant fins que arriben a valors que
es consideren suficientment proxims a la solucié optima local (o global en
el cas dels meétodes numerics mes avancats). Aquests metodes

s’implementen amb programes informatics cada vegada més eficients.
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Sols s’estudia amb detall en el tema 4 el més important dels métodes

numerics, valid inicament quan les funcions del problema son lineals.

1.2.4. Classes de problemes de programaciéo matematica segons la forma de les

funcions

Els problemes de programacié matematica es poden classificar segons la forma
funcional de les funcions que intervenen en 1’enunciat, el sentit de les restriccions i

I’existéncia o no de condicions d’integritat de les variables. Aixi, tenim:

1. Programacio no lineal: ¢és I’enunciat més general possible. Les funcions
poden tenir qualsevol forma i les restriccions poden ser igualtats o
desigualtats. Les altres tipologies en son casos particulars. En el tema 2
s’estudia un meétode analitic per a resoldre aquest cas general.

2. Programacio classica: cas particular en qué no hi ha restriccions o son
restriccions d’igualtat. La forma de les funcions pot ser qualsevol. Es el
primer tipus de problemes que es va tractar historicament, encara que
nosaltres el resoldrem aplicant el metode general per a la programacié no
lineal en el tema 2.

3. Programacio lineal: cas particular en queé totes les funcions del problema
son lineals. Les restriccions poden ser igualtats o desigualtats. S’estudiara
un meétode de resolucié especific en el tema 4.

4. Programacié entera: qualsevol dels anteriors problemes pot classificar-se
també segons les variables principals del problema, tinguen o no
condicions d’integritat. Si n’hi ha per a alguna variable, es parla de
programacio no lineal entera o de programacio lineal entera, segons el cas.

La programacio lineal entera es tractara en el tema 6.

Exemple 1.2

Seguint aquesta classificacio, el problema de I’exemple 1.1 és de programacio no
lineal, perqueé tots ho son, i de programacio lineal, perqué tant la funcié objectiu com les
que formen el primer membre de les restriccions sén lineals. Com que son restriccions de
desigualtat no és de programacio classica i com que no hi ha condicions d’integritat no és

de programacid entera.
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1.3. Métode grafic

El métode grafic només es pot utilitzar quan el problema té dues variables

principals i les funcions del problema son suficientment simples de representar. EI metode

consta de quatre passos:

1.
2.

Representacié grafica del conjunt d’oportunitats, S.

Representacid grafica de la funcié objectiu mitjancant almenys dues
corbes de nivell.

Desplacament de les corbes de nivell de la funcid objectiu en la direccio
d’optimitzaci6 i sense eixir-se’n del conjunt d’oportunitats, de manera que
es trobe 1I’optim global graficament, si n’hi ha.

Obtencié del valor de les variables principals a partir de I’observacié de
les caracteristiques de la solucié grafica i la traduccié a equacions

algebraiques.

Exemple 1.3

La soluci6 grafica del problema de I’exemple 1.1 és la segient:

Grafic 1. Solucid grafica de I’exemple 1.1

-2

1. Representar el conjunt d’oportunitats. Cada restriccid és un semiespai (perqué

és desigualtat lineal) i es representa amb una recta, que és la frontera o la restriccié amb

igualtat, i un dels dos semiespais que defineix, deduit amb un punt de prova qualsevol,

10
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que ha de complir la restriccio. Les condicions de no-negativitat impliquen treballar amb

el primer quadrant. El resultat és la zona amb ombra del grafic 1.

2. Representar la funcié objectiu. Si igualem la funcio objectiu a valors diferents,
almenys 2, es poden representar corbes de nivell. Una qualsevol, la de nivell zero, és la
linia discontinua del grafic 1 que passa pel punt (0,0).

3. Desplacar les corbes de nivell en la direccié d’optimitzacio sense eixir-se’n del
conjunt d’oportunitats. En aquest problema aixo suposa dibuixar linies discontinues
paral-leles cada vegada mes allunyades de I’origen. La maxima és la que passa pel punt

P en el grafic 1.

4. Calcular I’0ptim global. Les caracteristiques del maxim global que s’observen
en el grafic sén que es troba en la frontera de les dues restriccions, per tant, se n’extrauen
les dues condicions algebraiques segients: x; + 2x, = 8 i3x; + 2x, = 18. Aixo forma
un sistema d’equacions, la soluci6 del qual és x; = 5,x, = 3/2, que és el maxim global.

En conseqiiéncia, el nivell maxim de la funcio objectiu és 4x; + x, = 43/2.

Exemple 1.4
Min. 2x1 + Xy
s.a: X1X, = 50
X1 => O, Xo >0

La restriccié no és un semiespai perque no és lineal. La frontera (la igualtat) és la
funcié x, = 50/x;, que es representa mitjancant una taula de valors (linia continua en el
grafic 2). Les caracteristiques algebraiques del punt P s6n x;x, = 50 (perqué es troba en
la frontera de la restriccid) i —x,/x, = —2 (perque son tangents la restriccio i la funcid
objectiu). La solucié del sistema en el primer quadrant és (x;,x,) = (5,10) i el nivell

minim de la funcié objectiu és 2x; + x, = 20.

11
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Grafic 2. Solucié grafica de I’exemple 1.4

15 -

10 -

1.4. Transformacio de problemes: enunciats canonic i estandard

La manera d’enunciar els problemes de programaci6 matematica pot ser important
pel que fa a I’aplicacié de certs métodes de resolucio. Es convenient saber transformar un
enunciat de partida d’un problema en un altre totalment equivalent pero que en facilite la

resolucio.
Els dos enunciats més convenients son els segients:

e Enunciat canonic: es dona una relacio entre la direccié d’optimitzacié i el
sentit de les restriccions. En un enunciat canonic, si la funcid objectiu €és
de maximitzar, les restriccions han de ser menor o igual; i si la funcié6
objectiu és de minimitzar, les restriccions han de ser de major o igual.
L’enunciat de les condicions de domini és indiferent.

e Enunciat estandard: és aquell en qué les restriccions son igualtats i totes
les variables sén no negatives. La direccidé d’optimitzacié de la funcid

objectiu és indiferent.

L’enunciat canonic sera el de partida en programacié no lineal mentre que
I’enunciat estandard és el basic per a aplicar el métode principal de resolucio en

programacio lineal.

Per a passar a algun d’aquests enunciats des de qualsevol altre, cal aplicar-hi

alguna de les regles seguents:

12



Facuitat «Economia [

Apunts de Teoria de Matematiques Il @mm .

Curs Acadéemic 2015-16 graus

1. Canvi en la direccid d’optimitzacié: maximitzar una funcié objectiu
equival a minimitzar-ne 1’oposada i a I’inrevés. Aleshores, si canviem el
signe de la funci6 objectiu, canviem la direccié d’optimitzaci6. Exemple:

Min. 2x; +x, < Max.—2x; —x,

2. Canvi en el sentit d’una desigualtat: aix0 s’aconsegueix canviant el signe
dels dos membres de la restriccid. Exemple:

X1X, =250 © —xx, < —-50

3. Pas d’una igualtat a desigualtats: una igualtat equival a dues desigualtats
amb sentit contrari. Exemple:

3x; +2x, =18 & 3x;+2x, <18, 3x, +2x, > 18

4. Pas d’una desigualtat a igualtat: aix0 requereix la introduccié d’una
variable de marge que, per conveniencia, sempre ha de ser no negativa.
Exemples:

3% +2x, <18 & 3x; +2x,+s=18 , s=0
4x, +3x, =28 o 4x;+3x,—t=8 , t=0

5. Transformacid de variables no positives i lliures a variables no negatives:
si volem treballar amb variables no negatives (enunciat estandard), cal
eliminar-ne les variables que no ho siguen mitjancant canvis de variable
adequats. Si la variable de partida és no positiva, se’n genera una altra
igual que la seua oposada, i si és lliure, s’iguala a la diferéncia de dues
noves variables no negatives. Exemples:

=0 o y=-x, y120
xq lliure & x; =y, —27; , y1 =0, z1 =20
Aquests canvis de variable s’introdueixen en la funcié objectiu i en les
restriccions de manera que les variables originals desapareixen de

I’enunciat, substituides per les noves variables.
1.5. Teoremes fonamentals de la programacié matematica

El primer teorema garanteix 1’existéncia de soluci6 optima global en el problema

general sota determinades hipotesis.
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Teorema de Weierstrass

Si la funci6 objectiu, f(x), és continua i el conjunt d’oportunitats, S, és no buit i

compacte (tancat i fitat), aleshores el problema general tindra maxim i minim global.

Per a verificar les hipotesis d’aquest teorema hem de tenir en compte les

observacions seguents:

En el problema de programacio matematica les funcions son diferenciables

i, per tant, continues sempre.

e Que el conjunt no siga buit es verifica trobant un punt factible qualsevol.

e Com les restriccions del problema sempre son igualtats o desigualtats no
estrictes, els punts frontera formen part del conjunt d’oportunitats i aixo
implica que el conjunt sempre és tancat.

e Que el conjunt siga fitat es verifica trobant fites inferiors i superiors per a

totes les variables principals. Si només hi ha dues variables, també es pot

verificar graficament.

Exemple 1.5

El conjunt de I’exemple 1.1, S = {(xy, x,)e R?/x; + 2x, > 8, 3x; + 2x, < 18,
x1 = 0, x, = 0}, és no buit perque (0,4) és factible, i és fitat perque amb les condicions
de no-negativitat i amb la segona restriccié es poden determinar les fites de les dues
variables: 0 < x; < 6, 0 < x, < 9. Aquestes caracteristiques també es poden observar
en el grafic 1. Com les altres hipotesis del teorema de Weierstrass sempre son certes en
els problemes que nosaltres tractarem, concloem dient que el problema de I’exemple 1.1

de segur que té maxim global.

Si no es compleix alguna de les condicions del teorema, la conclusio adequada és

que no esta garantida I’existéncia de solucié global, ja que encara podria haver-ne.

El segon teorema ddna les condicions per a arribar a I’0ptim global si previament

hem pogut arribar a un optim local.

Teorema local-global (cas de maximitzar)

Si la funci6 objectiu, f(x), és (estrictament) concava i el conjunt d’oportunitats, S,
és convex, aleshores si x* és un maxim local del problema general, també és un maxim

global (estricte).
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Teorema local-global (cas de minimitzar)

Si la funcid objectiu, f(x), és (estrictament) convexa i el conjunt d’oportunitats, S,
és convex, aleshores si x* és un minim local del problema general, també és un minim

global (estricte).

Les hipotesis de concavitat o convexitat de la funcio objectiu i la de convexitat del
conjunt d’oportunitats que s’inclouen en el teorema local-global es verifiquen aplicant les

propietats que es veuen en ’epigraf segient.

1.6. Convexitat

Definicio
Un conjunt, S € R™, és convex Si:

vxl,x? €S, vie[01] - @@A-Dx'+ix?€S

De manera més intuitiva es pot dir que un conjunt és convex si el segment lineal

format quan unim dos punts qualssevol del conjunt S es troba també en el conjunt S.

Conjunt no convex Conjunt convex

Definicio
Una funcid, f(x), és convexa sobre un conjunt convex S del seu domini si:
vxl,x2 €S, VAeE[01] - fIA-Dxt+Ax?] <@ -Df(xY) + Af (x?)
Una funcid, f(x), és concava sobre un conjunt convex S del seu domini si:
vxl,x2 €S, VAe[0,1] - fIA-Dxt+Ax?] =1 -Df(xY) + Af (x?)
Una funcio, f(x), és estrictament convexa sobre un conjunt convex S del seu
domini si:

vxlx2 €S, xt #x2,VA€J0,1] - fIA-Dxt+Ax2] <@ =-DfCY) + Af(x?)
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Una funcio, f(x), és estrictament concava sobre un conjunt convex S del seu
domini si:

vxl,x2 €S, xt #x3,VA€]0,1[ - fIA—Dxt+ x> A =D f(xY) + Af (x?)

Per a verificar si un conjunt d’oportunitats és convex o no, o si una funcié objectiu
és concava 0 convexa, per tal d’avaluar el compliment dels teoremes fonamentals de
I’epigraf 1.5, les definicions anteriors no solen ser operatives. En canvi, és habitualment

més practic fer us d’una série de propietats i1 caracteritzacions.

En primer lloc, I’estudi de la concavitat i/o0 convexitat de funcions objectiu d’un
problema de programacié matematica depen de la seua forma funcional. En les funcions
lineals és immediat mentre que en les funcions no lineals s’utilitza una caracteritzacio
mitjancant la hessiana (per al cas de funcions de classe C?, que seran les que aci utilitzem).

Els enunciats que hem d’aplicar sén els segients:

Propietat per a funcions lineals

Tota funcié lineal és concava i convexa al mateix temps, perd no ho és

estrictament.

Caracteritzacié per a funcions no lineals de classe C?
Si la hessiana de la funcio és semidefinida positiva (SDP), la funci6 és convexa.
Si la hessiana de la funci6 és semidefinida negativa (SDN), la funcié és concava.

Si la hessiana de la funcié és definida positiva (DP), la funci6 és estrictament

convexa.

Si la hessiana de la funci6 és definida negativa (DN), la funci6 és estrictament

concava.

Evidentment, cal saber com es fa I’estudi del signe de la matriu hessiana. Amb

aquesta finalitat, distingirem tres casos per ordre creixent de dificultat d’analisi:
1. Si la hessiana és una matriu diagonal (tot zeros excepte en la diagonal principal):

e Siels elements de la diagonal principal son majors o iguals que zero, d; =
0, Vi, la hessiana és SDP.
e Siels elements de la diagonal principal sén menors o iguals que zero, d; <

0, Vi, la hessiana és SDN.
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e Siels elements de la diagonal principal sobn majors estrictament que zero,
d; > 0,Vi, la hessiana és DP.

e Siels elements de la diagonal principal son menors estrictament que zero,
d; < 0,Vi, la hessiana és DN.

e Enqualsevol altre cas, la hessiana és indefinida i la funcio no és ni concava

ni convexa.

Exemple 1.6

2 0 0
La funcio f(x,y,z) = x? + y? + 2z? té com a hessiana H = (0 2 0), que és
0 0 4

una matriu diagonal i com els elements de la diagonal principal sén d;, =2 > 0,d, =

2> 0,d; =4 >0, lamatriu és DP i la funcio és estrictament convexa.
2. Si la hessiana té un determinant diferent de zero, |H| # O:

e Si tots els menors principals conduents s6n majors estrictament que zero,
Hy,Hy,, H 53, ... > 0, la hessiana és definida positiva.

e Sitots els menors principals conduents tenen un signe estricte que s’alterna
comengant per negatiu, H; < 0,H;, > 0,H,,3 <0, ..., la hessiana és
definida negativa.

e En altres casos la hessiana és indefinida i la funcié no és ni concava ni

convexa.

‘ Exemplel.7

La funcid f(x,y,z) = —x?—2y?—4z2+2xy t¢ com a hessiana H =

-2 2 0
< 2 -4 0 ) que té un determinant |H| = —32 # 0 els seus menors conduents
0 0 -8

son: Hy = -2 < 0,H;;, =4 > 0i Hy,3 = —32 < 0, motiu pel qual és definida negativa

i la funcié és estrictament concava.
3. Si la hessiana té un determinant igual a zero, |H| = 0:

e Sitots els menors principals de tots els ordres son majors o iguals que zero,

H',H? H3, ... > 0, la hessiana és semidefinida positiva.
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e Si tots els menors principals dins de cada ordre tenen un signe no estricte
que s’alterna comencant per negatiu, H < 0,H? > 0,H3®<0,.., la
hessiana és semidefinida negativa.

e En altres casos, la hessiana és indefinida i la funcié no és ni concava ni

convexa.

Exemple 1.8

2 2 0
La funcié f(x,y,z) = x2 + y? + 2xy + 2z* té la hessiana H = (2 2 0),

amb |H| = 0. Els menors principals son:
Ordrel:H,=2>0,H,=2>0, H;=4>0- H! >0,
Ordre2: H;, =0 =0,H;3=8 =20,Hy3=8 20> H*>0
Ordre 3: Hj,3=0—-> H®>0
En conseqiéncia, és SDP i la funcio és convexa.

En segon lloc, I’estudi de la convexitat d’un conjunt d’oportunitats d’un problema
de programacié matematica requereix 1’analisi de cada restriccio i condicié de domini
que defineix aquest conjunt. Aixo es fa aplicant les propietats de conjunts convexos que
apareixen a continuacio, en qué la forma funcional del primer membre de la restriccio i

I’operador de comparacio (<, > o =) hi tenen un paper clau:

Propietat en el cas d’hiperplans

Una restricci6 d’igualtat amb una funcid lineal en el primer membre és un

hiperpla, S = {(xq, ..., x, )R /cyx1 + -+ + ¢ X, = A}, | €S SEMpPre un conjunt convex.
Propietat en el cas de semiespais

Una restriccié de desigualtat amb una funci6 lineal en el primer membre és un
semiespai, S = {(xl, e X)) ER™Y/C120 + -+ + Cpxp {i} oc}, i és sempre un conjunt

convex.
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Propietat en el cas de conjunts de nivell inferiors

Una restriccié de desigualtat menor o igual és un conjunt de nivell inferior, S =
{(xq, e, )R /g (x4 ... xp) < a}, i si la funcid del primer membre és convexa, és un

conjunt convex.
Propietat en el cas de conjunts de nivell superiors

Una restriccié de desigualtat major o igual és un conjunt de nivell superior, S =
{(x1, e, xp)ER™/g(x1 ... xp) = a}, i si la funcié del primer membre és concava €s un

conjunt convex.
Propietat de la interseccid

La interseccio de conjunts convexos és un altre conjunt convex.

Resumint aquestes propietats, es pot dir que les restriccions lineals sempre
determinen un conjunt convex, independentment del sentit de la restricci6. En el cas no
lineal s’ha de complir una relaci6 entre la forma de la funcié del primer membre i el sentit
de la desigualtat, convexa amb < o concava amb >, per a poder afirmar que la restriccio
determina un conjunt convex. Finalment, només si totes les restriccions determinen un
conjunt convex es podra garantir que el conjunt d’oportunitats, que és la interseccié de

totes les restriccions, €s un conjunt convex.

En els casos en que no es puguen aplicar aquestes propietats (igualtats no lineals
o desigualtats no lineals sense la condici6 apropiada de concavitat o convexitat del primer
membre), la restriccié determinara un conjunt no necessariament convex i, per tant, el
conjunt d’oportunitats, com a interseccid de conjunts algun dels quals pot no ser convex,

no es podra garantir que siga, encara que tampoc que no siga, un conjunt convex.

Exemple 1.9

El conjunt S = {(x,y) € R? / 2x — 3y = 4} esta definit per una igualtat lineal,

per tant és un hiperpla i és un conjunt convex.

El conjunt S = {(x,y) € R? / 2x — 3y < 4} esta definit per una desigualtat

lineal, per tant és un semiespai i €s un conjunt convex.

El conjunt S = {(x,y) € R?/x? + y? < 4} esta definit per una desigualtat no
lineal amb funcio convexa en el primer membre (hessiana DP) i sentit <, per tant és un

conjunt de nivell inferior que és convex.
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El conjunt S = {(x,y) € R?/—x? — y2 > —9} esta definit per una desigualtat no
lineal amb funcio concava en el primer membre (hessiana DN) i sentit >, per tant és un

conjunt de nivell superior que és convex.

El conjunt S = {(x,y) € R?/x? + y? = 4} esta definit per una igualtat no lineal,

per tant és un conjunt no convex.

El conjunt S = {(x,y) € R?/2x — 3y = 4,x% + y? < 4} és la interseccié de dos
conjunts, cadascun dels quals definit per una restriccio. Com cada restriccio, defineix un
conjunt convex, com hem vist abans, i la interseccid de convexos €s convex, el conjunt S

és convex.
Questions, exercicis i problemes

1. Obtin graficament la solucio dels problemes de programacié matematica seguents:

Max. 2x+y Max. y Max. x+y
s.a: 4x+y <135 s.a: —x24+y<0 sa: 2x—y<0
x+ 2y <60 X+2y<6 x+2y<6
x,y=0 x>0 x=0

2. Estudia si els conjunts segiients son fitats i si SGn convexos:

a) Sy ={(xy)€eR?*/2x +4y <8}
b) S, ={(x,y) € R*/2x +4y <8,x >0,y > 0}
c) S3={(x,y) € R*/x* + 4y* < 16}
d) S,={(xy2) €R3/2x+4y—-32<12,x=>0,y =0,z > 0}
e) Ss={(x,y,z2) ER3/2x +4y +32<12,x >0,y = 0,z = 0}
f) Se={(x,y,2) € R®/2x +4y?> +32 < 16,x = 0,2z > 0}
9 S;={(x,y,2) € R®/x* +4y* + 3z = 16,z = 0}
h) Sg={(x,y) € R?®/4x% + y? > 16,y > 0}
3. Donats els enunciats segiients de problemes de programacio matematica, analitza

primer si son lineals o no lineals. Despreés, si son lineals, enuncia’ls en forma estandard i

si s6n no lineals, enuncia’ls en forma canonica.

Min. 2x +y Max. y Max. x+y
s.a: 4x+y <12 s.a: —x24+y<0 s.a: 2x—y <0
x+2y=>6 xX+2y=>6 x+2y =6

x>0 x>0 y=0
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4. Estudiasi els problemes de programacié matematica seguents compleixen les hipotesis

del teorema de Weierstrass i les hipotesis del teorema local-global:

Max. 2x + 3y Max. y Max. x+y
s.a: 4x+y =15 s.a: x2+y?>9 sa: 2x—y=0
x + 3y <60 x+4y <12 x+2y<6
x,y=0 x>0 x=0

5. Siga el problema seguent:

Max. f(x,y,2)
s.a:  g1(x,y,z) = by
gZ(xry'Z) = b2
x=20,y=>0

a) Marca quines condiciones de concavitat i/o convexitat han de tenir necessariament

f, g1 i g2 perque el problema complisca les hipotesis del teorema local-global?
"1f hadeserconcava [1f hade ser convexa [1f hade ser lineal
191 hade serconcava [1g: hade serconvexa [1g: hade ser lineal
192 hade serconcava [1g> hade serconvexa (192 hade ser lineal
b) Enuncia el mateix problema en forma canonica

6. Siga un problema de programacié matematica amb el conjunt d’oportunitats seglient:

S={(x,y) ER?/xy < 4,—x+2y <0,y =0}

a) Representa’l graficament. Obtin una soluci6 factible interior, una factible frontera

i una infactible.

b) Avalua les hipotesis del teorema de Weierstrass i trau-ne la consequencia

adequada.
7. Donat el problema general de programacié matematica amb 2 variables:

Min. F(x,y)
s.a: (x,y)€S

a) Enuncia el teorema de Weierstrass per a aquest problema.
b) Escriu la definicié de minim global estricte per a aquest problema.

c) Si Flx,y)=2x+y i S={(x,y) ER?*/xy >32,x+y<20,x=0,y >0},

obtin graficament el minim global.
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8. Donat el problema general de programacié matematica amb 3 variables:

Max. F(x,y,2)
s.a: (x,y,z) €S
a) Si S={(x,y,2) ER3/2x +y2 <10,x >0,y > 0,z > 0}, estudia si verifica
les condicions adequades del teorema de Weierstrass. Com a conseqliencia
d’aquest estudi i suposant que F(x, y, z) és continua, quina conclusié se n’extrau

al voltant de I’existéncia de maxim global?

b) Enuncia el teorema local-global per a aquest problema. Verifica si el conjunt S de

I’apartat anterior compleix la condicié adequada del teorema local-global.

c) Escriu la definicio matematica de maxim global no estricte per a aquest problema.
Si F(x,y,z) =2x+ 3y +4z i S és el conjunt de I’apartat a), demostra que el

punt (x,y,z) = (5,0,10) no és el maxim global no estricte del problema.
9. Siguen les restriccions i condicions de domini segiients:
X2 +y?<1,x*+y’>21L,x+y<2,x+y=>2x=>0,y=>0

a) Crea 4 conjunts d’oportunitats, utilitzant correctament la notaci6 de conjunt (S =
{(x,y) € R?/...}) en definir-los, i elegeix convenientment d’entre les restriccions
anteriors, de manera que tingues un conjunt no buit amb cadascuna de les

caracteristiques seguents:

i. Fitati convex
ii. Fitat i no convex
iii. No fitat i convex

iv. No fitat i no convex

b) Amb el conjunt d’oportunitats de 1’apartat ii), calcula graficament el minim global
de la funcio f(x,y) = x — y.

c) Amb el conjunt d’oportunitats de 1’apartat iii), posa un exemple de funcio
objectiu amb maxim global i un exemple de funcié objectiu sense maxim global.
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TEMA 2. PROGRAMACIO NO LINEAL

2.1. Introduccio

En aquest tema estudiem el metode més general possible per a resoldre els
problemes de programaci matematica. Es el métode que cal aplicar quan el problema no
és lineal i no disposem d’altres métodes més especifics que siguen més eficients. En
general, la resolucio de problemes amb funcions no lineals és complex. De fet, el metode

que veurem aci no sempre ens permetra arribar a I’0ptim global, encara que n’hi haja.

Les tecniques analitiques de la programacid no lineal es basen en les condicions
de Kuhn i Tucker, que veurem en I’epigraf 2.2. No obstant aix0, perque 1I’optim global
del problema complisca aquestes condicions cal satisfer la qualificacié de restriccions,
una condicié per a les restriccions del problema que s’enuncia en 1’epigraf 2.3. Si no es
dona la qualificacio de restriccions, 1’optim global del problema, si n’hi ha, podria no
complir les condicions de Kuhn i Tucker. Al contrari, si el problema satisfa la qualificacio
de restriccions i hi ha una solucié optima (cosa que es verifica amb el teorema de

Weierstrass vist en I’epigraf 1.5), la trobarem entre els punts de Kuhn i Tucker.

El problema també es pot resoldre a partir de les condicions de Kuhn i Tucker si
les funcions que apareixen en I’enunciat del problema (funcié objectiu i funcions dels
primers membres de les restriccions) compleixen condicions adequades de concavitat i/0
convexitat. Aquestes dues maneres de resoldre el problema no lineal s’enuncien en

’epigraf 2.4 mitjancant dos teoremes de suficiéncia.

Encara que, en teoria, poden quedar molts tipus de problemes no lineals sense
poder-los resoldre amb les condicions de Kuhn i Tucker, les aplicacions economiques
principals de la programacié no lineal sén problemes que tenen un bon comportament, en

el sentit que compleixen les hipotesis adequades per a ser resolts amb aquestes tecniques.
2.2. Condicions de Kuhn i Tucker

Les condicions de Kuhn i Tucker son el punt de partida per a arribar a 1’0ptim
global d’un problema de programacié no lineal. Els punts que satisfan aquestes

condicions, o punts de Kuhn i Tucker, son els candidats a optims globals pero per a ser-
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ho efectivament es requerira una analisi posterior amb algun teorema de suficiéncia dels

que apareixen en I’epigraf 2.4.

Donat el problema d’optimitzacié matematica en forma canonica seguent:

Max. F(%xq1, ) X0)
s.a: g1(xq, ., xp) < by

Im (X1, ey X)) < by

Es planteja la funcio lagrangiana del problema, que és la funcio seglent de les

variables principals i dels multiplicadors (44, ..., 4,,) associats a les restriccions:
L(xl' v Xn, /11; ---;Am) = F(xlr ---:xn) + /11(b1 - gl) + -+ Am(bm - gm)

I, a partir d’aquesta funcio, es plantegen les condicions de Kuhn i Tucker que,

dividides en quatre blocs, son les que apareixen a continuacio.

Condicions de Kuhn i Tucker:
I. Condicions de factibilitat:
G1(xq, e, %) S bgy e s Im (X1, e, X)) < by
I1. Condicions de punt critic:

oL oL

dxq

IV. Condicions de marge complementari:

Al(bl - gl) = 0, ......... ,}.m(bm - gm) =0

Les anteriors condicions de Kuhn i Tucker s’han d’adaptar Si 1’enunciat del

problema no esta en forma candnica tenint en compte les observacions segients:

e Les condicions de no-negativitat de les variables principals, si n’hi ha,
s’han de considerar com a restriccions amb els multiplicadors
corresponents.

e EIl primer bloc o les condicions de factibilitat esta format per les
restriccions, independentment de com estiguen expressades (forma

canonica o no).
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e El tercer bloc o condicions de signe dels multiplicadors és A > 0 si la
restriccio esta en forma canonica (< en problemes de maximitzar o > en
problemes de minimitzar), pero canvia a A <0 si la restriccié esta en forma
contraria a la canonica, mentre que no té condicio de signe (A és lliure) si
la restriccio €és d’igualtat.

e El quart bloc o les condicions de marge complementari sols es posen en el

cas de desigualtats, pero no calen en el cas d’igualtats.

Com podem veure, les condicions de Kuhn i Tucker so6n un sistema d’equacions i
d’inequacions. La manera d’extraure els punts que les satisfan totes, anomenats punts de
Kuhn i Tucker, és mitjancant la resolucié del sistema d’equacions i la comprovacio
posterior de les inequacions. En aquest proces, el tractament de les condicions de marge
complementari és clau: cada condici6 significa que o bé s’anul-la el multiplicador o bé
s’anul-len els parentesis (se satura la restriccid). Aixo déna lloc a un parell de possibilitats
per a cada condicié de marge complementari que cal investigar, perd amb 1’avantatge

que, dins de cada possibilitat, el sistema que cal resoldre és més facil.

Exemple 2.1

En el problema d’optimitzaci6 seguent:

Max. 4x, + x,
s.a: x; +2x, =8
3x; +2x, =18
X1 = 0, Xy =0

La funci6 lagrangiana és:
L(xy,%x5,A1,A5,A3,A4) = 4x1 + x5 +
+24,(8 — x; — 2x3) + 2,(18 — 3x; — 2x,) + A3(—x71) + A4 (—x3)
I les condicions de Kuhn i Tucker son:
I. Factibilitat: x; + 2x, > 8,3x; +2x, =18, x; =20, x, =0
I1. Punt critic:

L oL
a—x1=4—11—3}.2—l320’ a—x2=1—2/11—2).2—/14=0

[11. Signe dels multiplicadors: 1; < 0, A, lliure, 13 < 0,4, <0

IV. Marge complementari:
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/11(8 - x1 - sz) = 0, /13(_x1) = 0, 14(_%’2) = 0

L’obtencid dels punts de Kuhn i Tucker comenca distingint els diversos casos

possibles a partir de les condicions del bloc IV:
Casl:l; =0, 4;=0,14,=0
Cas2:4, =0, 13=0, (—x,) =0
Cas3:4, =0, (—x;) =0, 4, =0
Cas4: 1, =0, (—x1) =0, (—x,) =0
Cas5: (8—x; —2x,) =0, 13=0, 1, =0
Cas6:(8—x; —2x,) =0, 13=0, (—x,) =0
Cas7:(8—x; —2x,) =0, (—x,) =0, 4, =0
Cas8: (8—x; —2x3) =0, (—x1) =0, (—x) =0

Cada cas té 3 igualtats diferents que, juntament amb les 3 igualtats comunes
restants (la segona restriccio i les dues condicions de punt critic), forma un sistema de 6
equacions que permetra calcular les 6 incognites del problema: les 2 variables principals

i els 4 multiplicadors.

Si investiguem els 8 sistemes d’equacions, els casos 1, 4, 6, 7 i 8 formen sistemes

incompatibles. Les solucions dels altres sistemes son:
Cas 2: (xy, X2, A1, Az) A3, 1) = (6,0,0,%/3,0,72/3)
Cas 3: (x4, %z A4, Az, A3, 44) = (0,9,0,1/5,5/5,0)
Cas 5: (1, %2 1, Az A3, A4) = (5,3/5,72/4,7/4,0,0)

Aquestes solucions per a les equacions se substitueixen en les inequacions i
s’observa que la soluci6 associada al cas 2 no compleix la condici6 de factibilitat (viola
la primera restriccio) i la del cas 3 no compleix la condicio de signe del tercer

multiplicador. La solucio del cas 5 si que compleix totes les inequacions. Per tant, 1’unic

punt de Kuhn i Tucker és (x1, x5, 11,15, 13, 4,) = (5, 3/2 ) _5/4, 7/4, 0,0).

Com podem apreciar en I’exemple 2.1, la resolucié de les condicions de Kuhn i

Tucker és una tasca molt laboriosa. En problemes teorics sol ser habitual tenir alguna
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informacio addicional al voltant del punt de Kuhn i Tucker que en simplifique els calculs.
Si coneixem el valor de les variables principals, per a comprovar si és 0 no punt de Kuhn
I Tucker, és convenient seguir I’ordre de blocs seglient: I — IV — Il — I1I. En aplicacions
economiques, la forma de les funcions i el comportament racional dels consumidors i les
empreses es poden utilitzar per a arribar a la solucié6 més rapidament com veurem en

I’epigraf 2.6.
2.3. Qualificacio de restriccions

Els punts de Kuhn i Tucker d’un problema no sén sempre equivalents a optims
globals del problema. Cal estudiar condicions addicionals per a resoldre definitivament

el problema.

Per qualificacid de restriccions s’entén les condicions que han de complir les
restriccions del problema perque les condicions de Kuhn i Tucker vistes en I’epigraf
anterior siguen necessaries per a ser optim global. Es a dir, ens asseguraran que I’0ptim

global, si n’hi ha, és un punt que satisfa les condicions de Kuhn i Tucker.

Hi ha diverses qualificacions de restriccions, pero nomes estudiarem les tres mes

operatives de verificar.

Primera qualificacio de restriccions

El problema no té restriccions.
Segona qualificacio de restriccions

Totes les restriccions del problema son lineals.
Tercera qualificacid de restriccions

Tot punt del conjunt d’oportunitats és regular.

La regularitat d’un punt que s’exigeix en la tercera qualificacid de restriccions

I’hem de comprovar amb la definicié segtent:

Definicié de punt regular
Un punt factible és regular si verifica alguna de les condicions seguents:

1. Es interior del conjunt d’oportunitats.
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2. Es frontera i els gradients de les restriccions saturades en aquest punt son un

sistema de vectors linealment independent.

La comprovacié de la independéncia lineal dels gradients de la definicié anterior

requereix:

e En el cas d’una unica restriccié saturada, que aquest gradient no siga el
vector nul.

e Encel cas de més d’una restriccié saturada, que el rang de la matriu formada
en situar cada gradient en una fila (o columna) siga igual al nombre de

restriccions saturades.

Exemple 2.2

1. EI conjunt d’oportunitats de 1’exemple 2.1 verifica la segona qualificacio de
restriccions, ja que totes elles son lineals.

2. ElconjuntS = {(x,x,) € R? / x;x, > 50,x; = 0, x, > 0} satisfa latercera
qualificacid de restriccions, perque els punts interiors sempre son regulars i
els punts frontera (vegeu el grafic 2) sén aquells del primer quadrant en qué
se satura la primera restriccid, x;x, = 50, i el gradient d’aquesta restriccio és
no nul, (x,,x1) # (0,0).

3. El conjunt S = {(x,x;) € R? / xyx, = 50,x; =10, x, = 0} satisfa la
tercera qualificacié de restriccions, perqué els punts interiors sempre son
regulars. Els punts frontera en que sols se satura la primera restriccié tenen un
gradient no nul, (x,, x;) # (0,0). Els punts frontera en qué sols se satura la
segona restriccio també tenen un gradient no nul, (1,0) # (0,0). Finalment,
en I’inic punt en que se saturen al mateix temps la primera i la segona
restriccio, el (10, 5), el sistema de vectors gradients és {(5,10), (1,0)} que
forma una matriu de rang 2 = nombre de restriccions saturades i, per tant, és

linealment independent.

La qualificacio de restriccions permet enunciar la condicié necessaria d’optim

global.

Condicié necessaria d’optim global

Si un problema satisfa alguna qualificacio de restriccions, aleshores el seu optim

global ha de ser necessariament un punt de Kuhn i Tucker.
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Les implicacions d’aquesta condicid necessaria son diverses:

e El compliment de la qualificaci6 de restriccions vol dir que 1I’0ptim global,
si n’hi ha, és un punt de Kuhn i Tucker, pero no vol dir que tot punt de K-
T siga optim global (no és una condicid suficient).

e El compliment de la qualificacié de restriccions també vol dir que un punt
que no siga un punt de K-T es pot rebutjar com a possible optim global.

e El no compliment de cap de les tres qualificacions de restriccions no ens
pot dur a cap conclusié. EI motiu és que es podria complir alguna de les
qualificacions de restriccions que no hem vist o, al contrari, podria no
complir-se cap qualificacio de restriccions. En consequiéncia, no es poden
rebutjar els punts que no sén de K-T com a possibles optims globals.

El resultat més interessant de 1’estudi de la qualificacidé de restriccions s’obté
quan, al mateix temps, es verifica el teorema de Weierstrass i sols hi ha uns pocs punts
(un nombre finit de punts) que compleixen les condicions de K-T. Aquest resultat

s’enuncia en I’epigraf 2.4.
2.4. Teoremes de suficieéncia

Les condicions que permeten fer el pas definitiu des d’un punt de Kuhn i Tucker
fins a un optim global s’enuncien en forma de teoremes de suficiéncia. Encara que n’hi
ha més, nosaltres en veurem només dos. El primer i habitualment més facil de verificar
es coneix com a teorema de suficiencia de Kuhn i Tucker i es basa en condicions

apropiades de concavitat i/0 convexitat.

Primer teorema de suficiencia (de Kuhn i Tucker): cas de maximitzar

Si la funci6 objectiu és concava 1 el conjunt d’oportunitats €s convex, aleshores si

x* és un punt de Kuhn i Tucker, és també un maxim global.
Primer teorema de suficiencia (de Kuhn i Tucker): cas de minimitzar

Si la funci6 objectiu és convexa i el conjunt d’oportunitats €s convex, aleshores si

X* és un punt de Kuhn i Tucker, és també un minim global.

Les hipotesis d’aquest teorema son les mateixes que les del teorema local-global
del tema 1, pero aquell s’aplicava a optims locals i aquest a punts de Kuhn i Tucker. Igual

que aquell teorema, si el problema és de programacié lineal, es podra aplicar aquest
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teorema de suficiéncia sempre que disposem d’un punt de Kuhn i Tucker. En casos no
lineals, pot ocdrrer que no es complisca alguna de les hipotesis del teorema. Si és aixi, no
es podra concloure res, ni que siga ni que no siga optim global, i haurem d’intentar-ho

amb el segon teorema de suficiéncia.

Segon teorema de suficiencia

Si el problema verifica alguna qualificacié de restriccions, verifica les hipotesis
del teorema de Weierstrass i sols un nombre finit de punts satisfa les condicions de K-T,

aleshores el millor dels punts de K-T és I’optim global.

Aguest segon teorema té hipotesis que solen ser més dificils de verificar i també
es requereix calcular tots els punts de Kuhn i Tucker, raons per les quals és preferible
comencar pel primer dels teoremes de suficiencia. Si no es compleixen cap d’aquests dos
teoremes de suficiencia, el problema quedara sense resoldre: tindrem Gnicament punts de

Kuhn i Tucker pero no podrem afirmar quin d’ells és optim global.
En I’esquema segiient es resumeixen els dos teoremes de suficiencia.

F. obj. concava (max.) o convexa (min.
S convex
Punts de K-T Optim global
Qualificacio de restriccions
Teorema de Weierstrass

Aixi doncs, els problemes d’optimitzacié matematica, pel que fa a I’aplicaci6 del
meétode analitic de resolucié basat en les condicions de Kuhn i Tucker, es poden classificar
en tres grans blocs:

1. Problemes de programaci6 concava (maximitzar) o convexa
(minimitzar): son aquells en qué es verifica el primer teorema de
suficiencia. Inclou els lineals i la majoria de les aplicacions
economiques no lineals. En aquests problemes, tot punt de Kuhn i
Tucker és optim global.

2. Altres problemes no lineals resolubles amb les condicions de Kuhn i
Tucker: son aquells en que no es verifica el primer teorema de
suficiencia pero si el segon. En aquests problemes cal calcular tots els
punts de Kuhn i Tucker, avaluar la funcié objectiu en cadascun

d’aquests i elegir-ne el millor.
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3. Problemes no resolubles amb les condicions de Kuhn i Tucker: sén
aquells en que no es verifiquen les condicions de cap dels dos teoremes
de suficiencia. En aquests no es pot assegurar que un punt de Kuhn i
Tucker siga optim global i, per tant, el problema no queda resolt amb
aquestes técniques analitiques.

Exemple 2.3
Min. x —4y
s.a: 2x*+y*+2z2<9
—4x+6z=0
x=0

Suposem que (x,y,z) = (0,3,0) és un punt de Kuhn i Tucker del problema.

Passem a comprovar el primer teorema de suficiéncia:

1. Funci6 objectiu convexa (estem minimitzant): ho és perqué és lineal.
2. Conjunt d’oportunitats convex:
a. La primera restriccio és un conjunt de nivell inferior. Cal
comprovar que el primer membre és una funcio convexa. La seua

4 0 0
hessiana és H = <0 2 0), que és DP i, per tant, convexa.
0 0 2

Aleshores, és un conjunt convex.

b. La segona i tercera restriccio son lineals (hiperpla i semiespai,
respectivament): s6n un conjunt convex.

c. La interseccid de tres conjunts convexos és un altre conjunt

convex.

Aleshores, com que es compleix el primer teorema de suficiencia, el punt

(x,y,z) = (0,3,0) és minim global.

Exemple 2.4
Max. xX—y
s.a: x+2y <10
Z_8x+y=-12
y=0

Suposem que (x,y) = (10, 0) és un punt de Kuhn i Tucker del problema. Passem

a comprovar el primer teorema de suficiéncia:
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1. Funci6 objectiu concava (estem maximitzant): ho és perque és lineal.
2. Conjunt d’oportunitats convex:
a. Laprimeraitercera restriccio son desigualtats lineals o semiespais:
sOn un conjunt convex.
b. La segona restriccio és un conjunt de nivell superior. Cal
comprovar que el primer membre és una funci6 concava. La seua

2 0
0 0

pot demostrar la convexitat del conjunt S i, en consequiencia, no és

hessiana és H = ( ) que és SDP i, per tant, convexa. No es

un problema de programacié concava.

Passem a comprovar el segon teorema de suficiencia: el teorema de Weierstrass

no és aplicable perqué el conjunt d’oportunitats no esta fitat.

Aleshores, amb les tecniques analitiques estudiades en aquest tema no es pot

assegurar que el punt (x,y) = (10, 0) siga el maxim global.
2.5. Interpretaci6 dels multiplicadors de Kuhn i Tucker

Els multiplicadors de Kuhn i Tucker tenen una interpretacié que ens dona
informacié addicional al voltant de la soluci6 optima del problema. En concret, el valor
del multiplicador associat a cada restriccio ens diu com la variacid infinitesimal del terme
independent d’aquesta restriccio afecta el valor optim de la funcié objectiu, és a dir:

OF*
ab,;

=X

Per a variacions concretes no infinitesimals del terme independent, 1’expressio
anterior es transforma en una aproximacié que ens serveix per al calcul de la variacié que
experimentara la funcié objectiu davant de canvis en el terme independent de cada

restriccio:

AF” * * *
l

Aguesta aproximacio sera millor com més petits siguen els canvis en el terme

independent.
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2.6. Aplicacions economiques

2.6.1. Problema del consumidor

Aquest problema és el que origina tota la teoria de la demanda. Es tracta de
determinar la combinaci6 de consums de cada bé que fa maxima la utilitat del consumidor
(funcid U) tenint en compte la limitacio pressupostaria imposada per la renda disponible
del consumidor (M). En el cas més basic de dos unics béns, el problema és el seguent:

Max. U(x,y)
s.a: DxX +Dyy <M
x =0, y=>0

La funcié d’utilitat pot ser diversa, pero per a ser compatible amb el suposit
habitual de comportament racional del consumidor ha de tenir derivades parcials
estrictament positives (es prefereix més consum a menys) i ser concava (es prefereix una
mescla de béns que especialitzar-se en el consum d’un d’ells). Amb aquests suposits, el
problema compleix el primer teorema de suficiéncia (funcid objectiu concava i conjunt
d’oportunitats convex, ja que és una interseccio de semiespais) i el punt de Kuhn i Tucker

és segur el maxim global.
Funci6 lagrangiana: L(x,y, 41,15, 43) = U(x,y) + 2,(M — pyx — pyy) — A3x — A3y
Condicions de Kuhn i Tucker:

I.'pxx+pnyM, x=>0,y=>0

oU(x,y)
ay

oU(x,y)

I
ox

—Aipx =4, =0, —hpy —A3 =0

.4, =20, 1, <0, 1350
V. /11(M — PyX — pyy) =0, —4,x=0, —43y =0

Encara que teoricament es podrien plantejar fins a vuit casos a partir del bloc 1V,
el comportament racional del consumidor implicara consumir una mescla dels dos béns,
x>0 1iy>0.Aix0 suposa que A, = 0 i3 = 0. Si substituim en el bloc I, podem
observar que no pot ser que A; = 0, perqué aniria en contra del suposit de comportament
racional del consumidor (utilitats marginals estrictament positives). En definitiva, I’inica
combinaci6 coherent des del punt de vista economic és: p,x + pyy = M, A, = 0,43 = 0.

Per substitucié en les dues equacions del bloc Il obtenim:
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U (x,y) aU(x,y)
/11 — dx — ay
Dx Py

Aquesta ¢és la condici6 d’igualtat d’utilitats marginals ponderades pels preus. Ens
diu que el consumidor adquirira de cadascun dels béns fins que la utilitat addicional que
li proporcione consumir una unitat de cada bé en relacié amb el preu d’aquest bé siga
igual per als dos béns. Aquesta condicio, juntament amb la restriccid pressupostaria amb
igualtat, permetra calcular els consums dels dos béns.

Exemple 2.5

Si la funcio d’utilitat és U(x,y) = 5In(x) + In(y) i els preus dels productes i la
renda disponible son p, =4,p, =2iM =120, la condici6 d’igualtat d’utilitats
marginals ponderades pels preus i la restriccid pressupostaria amb igualtat formen el

sistema d’equacions seglent:

5 1 5
Al=%=4 — 11=E,10y=4x
4x + 2y = 120

| la solucié és la combinacié oOptima de consums x =25, y =10, amb
multiplicador A; = 0,05. Aquest multiplicador s’interpreta economicament com la

millora d’utilitat que es tindria si es disposa d’una unitat més de renda.
2.6.2. Problema de ’empresa

Aquest problema és el que origina tota la teoria de I’oferta. Es tracta de determinar
en quines quantitats s’han d’utilitzar els factors productius per a minimitzar els costos de
I’empresa tenint en compte 1’obtencié d’un nivell minim de produccié (Q). En el cas més
basic de dos Unics factors productius, capital (K) i treball (L), i si anomenem F la funcid
de produccio, el problema és:

Min. pxkK +p.L
s.a: F(K,L)=Q
K =0, L=0

La funcié de produccio F ha de complir certes condicions de coherencia
economica, com ara tenir derivades de primer ordre positives (més factor productiu
implica més produccid) i de segon ordre negatives (quantitats addicionals de factor

productiu fan augmentar cada vegada menys la produccid). Les funcions concaves
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compleixen aquesta segona condicio, motiu pel qual les funcions de produccié habituals
son concaves. Aixo provoca que el problema de I’empresa verifique el primer teorema de
suficiéncia (funcid objectiu convexa, perque és lineal, i conjunt d’oportunitats convex,
perqué és una interseccié d’un conjunt de nivell superior amb funcié concava i dos
semiespais) i, en conseqliencia, que el punt de Kuhn i Tucker siga, sens dubte, el minim
global.

Funcid lagrangiana: L(K, L, A1, A5, A3) = pxkK + L+ 2,(Q — F(K,L)) — 2,K — A3L
Condicions de Kuhn i Tucker:

. F(K,L)>0Q, K=>0,L=>0

O0F(K,L)
oK

6F(K L)

. px — 44 —4=0,pp—4 —43=0

.4, >0, 2, >0, 13>0
IV.2,(Q — F(K,L)) =0, —A,K =0, —A3L = 0

Una altra de les condicions habituals de les funcions de produccio és que la
producci6 siga nul-la si no s’utilitza cap unitat d’algun dels factors productius. En aquest
cas, hem d’utilitzar quantitats no nul-les dels dos factors si volem arribar a la produccio
minima, i aixo suposa que 4, = 0 i A; = 0 (bloc IVV). Com que els preus dels factors no
poden ser zero, implica que 1; # 0 obligatoriament (bloc II) i, per tant, que s’haja de
produir exactament la quantitat minima per a complir amb la primera condicio del bloc
IV. En definitiva, 1’inica combinacié coherent economicament amb les condicions
habituals és: F(K,L) = Q,A, = 0,45 = 0. Per substituci6 en les dues equacions del bloc
IT s’obté:

OF(K,L) OF(K,L)
0K _ JaL

M Pk pL

Aquesta és la coneguda condicié d’igualtat de les productivitats marginals
ponderades pels preus. Ens diu que I’empresa utilitzara cadascun dels factors productius
fins que la produccio addicional que li proporcione utilitzar una unitat de cada factor en
relacio amb el preu d’aquest factor siga igual per als dos factors. Aquesta condicio,
juntament amb la restriccié de produccidé minima amb igualtat, permetra calcular les

quantitats optimes de factors productius utilitzats.
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Exemple 2.6

Si la funci6 de produccio és F(K,L) = 10K /212 i els preus dels factors i la
producci6 minima sén pg =8,p, =20iQ =160, la condicid6 d’igualtat de
productivitats marginals ponderades pels preus i la restriccio de produccié minima amb
igualtat formen el sistema d’equacions seguent:

1 5K L'z 5KY2L7Y2 8K /2

— A, =— ", 20L=8K
A 8 20 - M ;

10K 7212 = 160

| la solucid és la combinacié optima d’utilitzacié de recursos productius K =

8V10, L = 16?, amb multiplicador 2, =%ﬁ. Aquest multiplicador s’interpreta

economicament com el cost addicional d’incrementar en una unitat la produccié minima.
Questions, exercicis i problemes

10. Escriu les condicions de Kuhn i Tucker dels problemes segients:

Max. x—y Min. 6x + 4y + z Max. x72+y'/2
S.a: x+2y <10 s.a: x+y+zl/2292 s.a: 2x+y <12
x*—8x+y=-12 x + 2y < 100 x>1
y=0 y=1
2 . - Min. —x +
Min. 2(x—2)*+ (y—%) ]:Iix 3xf;2y12 s.a: X+ 2y Sy16
s.a: 2x —5y <0 x+y%2—6y = -5 y+(x—4)>>9
x=0 x>0 y=0

11. Estudia la qualificacio de restriccions en els problemes de ’exercici 1.

12. Estudia el teorema de suficiencia de Kuhn i Tucker en els enunciats de 1’exercici
10. Si disposarem d’un punt de Kuhn i Tucker de cada problema, raona si seria Optim
global.

13. En els problemes de I’exercici 10 en qué no es compleix el teorema de suficiéncia
de Kuhn i Tucker, estudia el segon teorema de suficiéncia. Si disposarem del millor punt
de Kuhn i Tucker de cadascun d’aquests problemes, raona si seria optim global.

14. Donat el problema d’optimitzaci6 matematica seguent:

36



Apunts de Teoria de Matematiques Il @mm

Facuitat «Economia

Curs Academic 2015-16 graus
Min. x — 4y
s.a: —4x+6z2=0
2x* 4+ y2+22<9
x=0

15.

a) Analitza si esta garantida 1’existéncia de minim global.
b) Escriu les condicions de Kuhn i Tucker.
c) Estudiasi el punt (x,y,z) = (0,3,0) compleix les condicions de Kuhn i Tucker.

d) Estudia, amb algun teorema de suficiencia, si aquest punt és el minim global.
Donat el problema de programacio no lineal seguent:

Min. 2x? —2xy + y?
s.a: 2x+y =4
x—5y<5
x=0
a) Analitza el teorema de Weierstrass en el problema i trau la conseqliencia que es
deriva d’aquest estudi.

b) Escriu les condicions de Kuhn i Tucker.
c) Estudiasiel punt (x,y) = (g,g) compleix les condicions de Kuhn i Tucker.

d) Estudia si aquest punt és el minim global.
e) Si es pot incrementar el terme independent d’alguna restriccio, de quina manera

seria preferible fer-ho?
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TEMA 3. INTRODUCCIO A LA PROGRAMACIO LINEAL

3.1. Plantejament d’un problema de programacio lineal

Els problemes de programacio lineal es caracteritzen perqué tant la funcio objectiu
com les restriccions son lineals. La linealitat de les funcions permet una expressio
matricial per al problema, molt utilitzada en aquest tema i en els temes seguents. D’altra
banda, es pot parlar dels dos tipus d’enunciats que hem considerat importants: 1’enunciat
canonic i I’enunciat estandard. En programacio lineal, el més utilitzat és 1’estandard com

veurem més endavant. Les formes estandard extensa i matricial son, respectivament:

Max. o Min. C1X1 + -+ cpxp
s.a: 1%, + -+ Ay = by Max. o Min.  ctx
: i s.a: Ax = b
Am1Xy + 0+ Xy = by x=0

X1, X, =0

En la notaci6 matricial, el vector c és el de n coeficients de la funcié objectiu i
apareix transposat perqué és un vector fila. El vector x és el de n variables. La matriu A
és lamatriu m x n de coeficients de les variables en les restriccions (a;;), també anomenada
matriu técnica o de coeficients técnics. Finalment, el vector b és el de m termes

independents de les restriccions.

La matriu A del problema en forma estandard jugara un paper clau en la resolucio
dels problemes lineals, ra6 per la qual és molt important saber construir-la. Es important

observar que cada columna de la matriu A esta formada pels coeficients d’una variable.

Exemple 3.1
En el problema en forma no estandard seguent:

Max. 8xy + 3x, + 2x3
s.a: X, +2x3 =26
2x1 +x, +4x3 =8
Per a escriure la matriu A en forma estandard, primer cal passar el problema extens
a aquesta forma, és a dir, amb igualtats i totes les variables no negatives. En aquest cas,

només cal afegir-hi una variable de marge, s:
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Max. 8xq1 + 3x; + 2x3

s.a: X, +2x3—S=6
2x1 +x, +4x3 =8

X1,X9,%X3,5 >0

| la matriu A en forma estandard és:

a=(; 14 o)

3.2. Implicacions de la linealitat. Tipus de solucions

El fet que les funcions del problema d’optimitzacio siguen totes lineals té una série

d’implicacions sobre alguns dels teoremes que hem estudiat en els temes anteriors:

1. El teorema local-global i el teorema de suficiencia de Kuhn i Tucker sempre hi
son aplicables. Efectivament, el primer requisit d’aquests teoremes, la concavitat
(per a maximitzar) o convexitat (per a minimitzar) de la funcié objectiu es
compleix perqué tota funci6é lineal és concava i convexa al mateix temps.
Igualment, el segon requisit, que el conjunt d’oportunitats siga convex, també és
sempre cert perque és la interseccié de semiespais i/o hiperplans, ja que les
restriccions son lineals. Queda garantit, en conseqiiencia, que tot optim local o tot
punt de Kuhn i Tucker és optim global.

2. La qualificacié de restriccions sempre es compleix, en concret la segona
qualificacio de restriccions, perqué son lineals.

3. EIl teorema de Weierstrass, en canvi, no es veu afectat per la linealitat de les
funcions, per tant, I’existéncia de soluci®6 oOptima continua requerint la
comprovacid del fet que el conjunt d’oportunitats siga fitat. La linealitat no
assegura que el problema tinga optim global, ja que el problema podria ser
infactible o no fitat (vegeu-ne exemples grafics a continuacio).

4. Si hi ha una solucié optima global, aquesta es troba sempre en punts frontera del
conjunt d’oportunitats, mai no en punts interiors. Podra ser:

a. Solucio unica o de vertex: I’optim global es troba en un vértex del conjunt
d’oportunitats.

b. Solucié multiple: I’optim global es troba en més d’un punt frontera, un
dels quals segur que és un vertex del conjunt d’oportunitats. En aquest cas,
automaticament tots els punts del segment lineal que uneix dos optims

globals també seran Optims globals i s’obtindran infinites solucions
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globals. En el cas de dues variables principals, la solucié maltiple també
s’anomena solucié d’aresta i hi poden apareixer dos casos:
I. Solucio6 d’aresta finita: 1’aresta €s un segment lineal, amb un vertex
en cada extrem.
il. Solucié d’aresta infinita: 1’aresta és una semirecta, amb un veértex

en un extrem pero sense fi en I’altre.

Soluci6 d’aresta finita

Solucio d’aresta infinita (conjunt no fitat)

Solucié no fitada (conjunt no fitat)

Solucié infactible (conjunt buit)

2N

3.3 Sc%s( factible Hasica

En l’cmé de I’optim global d’un problema lineal els vertexs del conjunt

d’oportunitats juguen un paper clau, com hem observat en els exemples grafics anteriors:
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si la solucio és Unica, segur que és un vertex i si és multiple, almenys una tambe €és un
vertex. Per tant, si assegurem que el problema té optim global (conjunt fitat) i calculem
tots els veértexs del conjunt d’oportunitats, el millor d’aquests (si avaluem la funcio
objectiu) sera optim global. Si hi ha més d’un amb el millor valor de la funcié objectiu,
la solucid és mdltiple, ja que els punts dels segments que uneixen dos optims globals
també ho sén. En canvi, si el conjunt no esta fitat, conéixer el millor dels vertexs sols ens

servira per a tenir un candidat a optim global, pero tal vegada el problema siga no fitat.

El vertex és un concepte geomeétric i es calcula, en el cas de dues variables
principals, després d’observar en el grafic quines dues restriccions o condicions de signe
de les variables passen per aquest vértex i amb la resolucid del sistema d’equacions
corresponent. Quan passem a més de dues variables, aquest procediment no és aplicable.
Necessitem un concepte equivalent al de vertex pero basat en condicions algebraiques.
Aquest concepte és el de soluci6 factible basica i s’aplica sobre 1’enunciat del problema

en forma estandard.

Definicié de solucié factible basica (SFB)

Donat el problema lineal en forma estandard:

Max. o Min. ctx
s.a: Ax =b
220

Un punt x és SFB si:

1. Almenys n-m variables son iguals a zero. Aquestes variables s’anomenen no basiques,
mentre que la resta (m variables) son les variables basiques i poden tenir qualsevol
valor. En forma estandard, n representa el nombre de variables i m el nombre de

restriccions.

2. La matriu quadrada formada per les columnes de la matriu A corresponents a les
variables basiques té un determinant diferent de zero: |B| # 0. Aquesta matriu B
s’anomena matriu basica, mentre que les columnes de la matriu A corresponents a les

variables no basiques formen la matriu N.
3. Els valors de les variables satisfan les restriccions: Ax = b

4. Els valors de les variables son no negatius: x > 0
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De I’anterior definicid s’extrau la de soluci6 basica (SB) quan es compleixen els

requisits 1, 2 i 3. Aixi mateix, els requisits 3 i 4 son els de solucio factible (SF), un

concepte que ja hem vist en el tema 1.

L’aplicacio practica d’aquesta definicid, quan tenim un problema en que volem

calcular totes les solucions factibles basiques, es fa pas per pas:

Seguint el primer requisit, cal partir el vector de variables en dos blocs: un
de variables basiques, x5, amb tantes variables com restriccions, i un de
variables no basiques, x, = 0, amb la resta de variables. Aquest primer
requisit de la definici6 origina tantes possibles SFB com combinacions es

puguen fer de n variables en blocs de m variables, és a dir, un nombre

combinatori igual a m

A continuaci6, s’avalua el requisit 2, calculant el determinant de la matriu
basica per a cadascuna de les anteriors combinacions. Si és igual a zero es
descarta com a SFB.

En el punt 3, es calcula el valor de les variables basiques que satisfa les
restriccions. Aquest calcul es pot fer de dues maneres: una, resolent el
sistema d’equacions que queda quan substituim en les restriccions les
variables no basiques per zero; i, dos, amb el calcul matricial, xz = B~1b,
expressié que es dedueix fent un producte matricial per blocs a partir de
les restriccions: Ax =b — Bxp+ Nxy =b — Bxg = b perqué
xy =0 — x5 =B~ 1h.

Finalment, si totes les variables basiques s6n majors o iguals que zero es
confirma com a SFB i si alguna és negativa, es queda només en SB. Si és
SFB, pot ser de dos tipus: degenerada, si alguna variable basica és zero, 0

no degenerada, si totes son estrictament positives.

Exemple 3.2

Seguint amb el problema de ’exemple 3.1, que en forma estandard és:

Max. 8xq + 3x; + 2x3
s.a: X, +2x3—5S=6
2x, +x, +4x3 =8
X1,%X2,%X3,S =0
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el calcul de totes les seues SFB comenca partint el vector de n = 4 variables en dos blocs
amb m = 2 variables basiques i n —m = 2 variables no basiques iguals a zero. Aixo origina
sis combinacions, com es pot apreciar en les dues primeres columnes de la taula 3.1. A
continuacid, es calcula el determinant de la matriu B associada a cada possible SFB,

01 2 -1
2 1 4 0

tal com s’aprecia en la columna 3 de la taula 3.1. Després, es calculen els valors de les

extraient-la de la matriu A = ( ) i en aquest cas tots son diferents de zero,

variables basiques amb algun dels metodes abans comentats. Els valors es troben en la
quarta columna de la taula 3.1. Finalment, en la columna cinquena de la taula 3.1, s’avalua

la no-negativitat de totes les variables. Les SFB sén les que compleixen totes les

condicions.
Taula 3.1. Calcul de totes les SFB ]
Xp Xy |B] # 0 Ax =b x>0 Es SFB?

0 1 .

(x1,x3) (x3,5) 2 1 = -2 (x1,%2) = (1,6) v Si
O 2 _ (xllx3)

(Xl,X3) (XZJS) 2 4 - 4 — (_2'3) X No
0 -1

() | x| |, =2 @ =@-6] X No
1 2 ,

(axs) | o) | |} f=2 | =@ | v S
1 -1 ,

(s) | Guxs) | |7 ol=1 | o= | ¥ J
2 -1

(s) | Gux) | |, 1= |@wo=@-2| X No

El resultat és que el conjunt d’oportunitats del problema té tres SFB 0 vértexs en
els punts: (1, 6, 0, 0), (0, 4, 1, 0) i (0, 8, 0, 2). Totes s6n no degenerades. Si hi ha una
solucio optima en el problema, s’obtindria avaluant la funcié objectiu en cadascun

d’aquests punts i elegint-ne el millor, en aquest cas el de valor major.
3.4. Teoremes de la programacié lineal

En aquest epigraf es dona forma de teorema a algunes de les implicacions ja

comentades de la programacio lineal.

Teorema de la solucié optima multiple en programacio lineal

Si dues SFB son optims globals, qualsevol punt intermedi entre aquests dos també

és optim global.
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Demostracio

Siguen xtix? dos optims globals. Evidentment, la funcid objectiu ha de ser la
mateixa en els dos, z = ctx! = c¢tx2. Un punt intermedi entre aquests dos es pot
representar com qualsevol combinacio lineal amb coeficients positius que sumen 1, és a
dir, x = (1 —Dx! + Ax?,

d’oportunitats perqué S és convex. D’altra banda, la funcié objectiu en qualsevol punt

0 <A1<1. D’una banda, aquest punt és del conjunt

intermedi és:
ctx=c[A-Dx+2x3 ] = A - Dcx+Actx* =1 -NDz+1z3=3

En consequiéncia, el punt x també és optim global perque té el mateix valor de la

funcid objectiu que els optims globals x! i x2.

Teorema fonamental de la programacio lineal
1. Si el problema té solucions factibles, aleshores té almenys una SFB.

2. Si el problema té soluci6 optima, aleshores té almenys una SFB optima.

Aquest teorema assegura que si analitzem només les SFB podrem trobar la solucid
optima, si n’hi ha. Aix0 és important perque un problema lineal t¢ un nombre finit de SFB
1 sempre és millor buscar I’0ptim entre uns pocs punts que entre infinits punts del conjunt
d’oportunitats. Encara aixi, el nombre de SFB pot ser massa elevat i aquest métode poc

operatiu en la practica, ra6 per la qual en el proxim tema s’explica un métode més eficient.
Questions, exercicis i problemes

16. Passa els problemes segiients a forma estandard i escriu la matriu A en cada cas.

Max. 2x +y Max. y Min. x+y
s.a: 4x+y<15 s.a: —3x+y<0 s.a: 2x—y =0
x+2y<6 x+2y <16 xX+2y=26
x,y=0 x>0 x<0
Max. 2x +y +32 Max. x+2y+4z Min. 2x+y
s.a: —3x+y<0 sa: 2x—-y=0
s.a: 4x+y+2z<25
x+2y <16 x+2y=6
x+2y+4z =16
v z>0 x+2y+z<24 3x+2y<6
Yz = x,y,2=20 x,y=0
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17. Calcula graficament, si n’hi ha, I’0ptim global del problemes segiients. Digues el
tipus de solucid: de vertex, d’aresta finita o d’aresta infinita. Si no n’hi ha, digues si el

problema és infactible o no fitat.

Max. 2x +y Max. X+ 2y Min. x+y

s.a: 4x+y <15 s.a: —3x+y<0 s.a: 2x—y<0
x+2y<6 x+2y <16 x+2y<6
x,y=0 x>0 x<0

18. Calcula totes les SFB dels problemes seguents.

Max. 2x +y Min. 2x+y+2z

] s.a: 2x—y =0 Max. x+4y+2z+3t
S & 4x:2ys<165 X+2y=6 s.a: 2x+7y+3z+2t <30
xrey= 3x+2y+2<6 X y,2,t >0
x,y=>0
x,y,z20

19. Una vegada obtingudes totes les SFB dels problemes de 1’exercici 18, avalua la
funcid objectiu en cadascuna d’elles i raona si pots deduir quin és 1’0ptim global en cada

problema.

20. SigaF(x,y,z) = x +y + 2z la funci6 objectiu d’un problema lineal que volem fer

maxima. Les 3 variables s6n no negatives:

a) Afegeix una Unica restriccié de manera que el problema tinga solucié Unica o de
vertex, calcula totes les SFB i el valor de la funci6 objectiu en cadascuna.

b) Afegeix una Unica restriccié de manera que el problema tinga solucié mdaltiple o
d’aresta, calcula totes les SFB i el valor de la funcié objectiu en cadascuna.

c) Afegeix una unica restriccié de manera que el problema tinga solucié no fitada.

d) Afegeix una Unica restriccio de manera que el problema siga infactible.
Nota: les restriccions no s’acumulen en cada apartat, son Uniques.
21. Donat el problema seguent:

Max. 2xq + X,
s.a: Ax;+x, <12
7x1 + 2x2 < 16
a) Calcula la SFB amb variables basiques x5z = (x5, s1).
b) Calculala SB amb xp = (x4, x,). Es SFB?

c) Raonasi (xq,x5,5s;,5,) = (2,1,3,0) és SF, SB 0 SFB.
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d) Si (17—6,0,?,0), (0,0,12,16) i la de I’apartat a) son totes les SFB del problema,

analitza quina és la millor i si pots deduir que és el maxim global.

22. Considerem el problema:

Max. X
s.a: —3x+y<2
x+2y <18
x,y=0

a) Calcula la SB associada a x5 = (x,y). Es SFB?
b) Calcula una SB pero no factible.
c) Calcula una SF pero no basica.

23. Per al conjunt d’oportunitats que apareix mes avall corresponent a un problema

lineal:

a) Calcula totes les seues SFB

b) Planteja les restriccions del problema

c) Silafunci6 objectiu és max. 4x + y, calcula el maxim global.
d) Si la funcio objectiu és min. 4x — y, calcula el minim global.

e) Planteja una funcié objectiu que, després de maximitzar-Ila, tinga solucié d’aresta.
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TEMA 4. EL METODE SIMPLEX

4.1. Descripcié general

El metode simplex forma part de la categoria de metodes numerics de resolucio.
Es, per tant, un métode iteratiu que comenga des d’una SFB i, en cada etapa, avalua si és
I’0ptim global i, en cas contrari, passa a una SFB millor, si és possible, i es repeteix el
procés. Es un métode que investiga diverses SFB perd no totes necessariament, com es
feia en el tema 3, sind només les que milloren 1’anterior. D’altra banda, és un métode que
no requereix comprovar el teorema de Weierstrass, ja que la mateixa dinamica del metode

ens dira si el problema és no fitat.

El comencament del métode simplex exigeix que el problema estiga enunciat en
forma estandard. Igualment, cal partir d’'una SFB qualsevol que s’ha de calcular seguint
les indicacions vistes en el tema 3. Si no hi ha cap SFB és perque el problema és infactible.
El pas principal del métode consisteix a passar a una SFB millor que I’anterior. Tenint en
compte que el nombre de variables basiques i no basiques és sempre el mateix en cada
problema, el pas d’una SFB a una altra es fa canviant inicament una variable basica per
una no basica. En termes grafics, es tracta de passar d’un veértex del conjunt d’oportunitats
a un altre adjacent, és a dir, passar d’un extrem d’una aresta a un altre. Per a fer aquest
pas hem d’aplicar dos criteris: el primer o criteri d’entrada determina quina variable no
basica en la SFB previa ha de passar a ser basica en la nova SFB (variable d’entrada),
mentre que el segon o criteri d’eixida determina quina variable basica en la SFB previa
ha de passar a ser no basica en la nova SFB (variable d’eixida). Les operacions
matematiques que hi ha darrere d’aquests dos criteris es fonamenten en la millora, tant

com siga possible, de la funcio objectiu.

Aquest pas principal no sempre es podra completar, i aixo és el que determinara
I’acabament del procés. Quan s’arribe a una SFB en la qual no es puga millorar mes la
funcié objectiu, aquesta sera una solucié optima global, que podra ser unica (i en aquest
cas no hi haura variable d’entrada) o multiple (i en aquest cas si que hi haura variable
d’entrada per a arribar a I’altre extrem de I’aresta, si és finita). També pot acabar el procés
quan la SFB es puga millorar de manera infinita (hi ha variable d’entrada perd no
d’eixida), i aquest cas s’identifica com el de solucid no fitada. L’esquema 4.1 resumeix

el funcionament del métode simplex.

47



Nt ‘ Facuitat «Economia [ G

Apunts de Teoria de Matematiques Il @mmma

Curs Acadéemic 2015-16 graus

Esquema 4.1. Funcionament general del métode simplex

SFB inicial

Aplicar el
criteri
d'entrada

No
si

s pot aplica
el criteri
d'eixida?

Es pot aplicar el

Solucié de criteri d'eixida?

vertex. Fi del
metode

Si. Nova SFB. Solucid No. Solucio
d'aresta finita. Fi del d'aresta infinita.
meétode Fi del metode

Solucié no
fitada. Fi del
metode

Nova SFB

Com es pot veure en I’esquema 4.1, el métode simplex pot acabar en qualsevol
dels quatre requadres ombrejats, bé perquée el problema té solucié optima (de vertex,
d’aresta finita o d’aresta infinita) o bé perque és un problema no fitat. En cas contrari,

s’arribaria a una nova SFB i caldria repetir el procés.

En els epigrafs seglients es desenvolupa el métode simplex. Tots els calculs
necessaris per a aplicar tant els criteris d’entrada i d’eixida com per a passar a la SFB
seglient es poden organitzar en una taula anomenada taula del simplex. Aquesta taula, a
més a més, facilitara els raonaments necessaris per a determinar si la SFB és optima i de

quina classe o si és una solucio no fitada.
4.2. La taula del simplex

Considerem el problema lineal en forma estandard:
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| recordem, segons hem estudiat en el tema 3, que tota SFB d’aquest problema es
caracteritza per tenir un bloc de variables basiques xz = B~1b > 0 i un bloc de variables
no basiques x, = 0.

La taula del simplex associada a cada SFB del problema anterior es construeix de

la manera segent:

C1C2 ......... CTI,
x1x2 ......... xn
Cp, Xp,
: : Y =B"1A x5 =B 1b
CBm me
z z=cpB 1A _
. = F=czB~'b
w;j wW=Cc—2

Exemple 4.1
Donat el problema de I’exemple 3.1. en forma estandard:

Max. 8xq + 3x; + 2x3
s.a: X, +2x3—5s=6
le+x2+4'x3 :8
X1,X2,%X3,5 >0
una de les seues SFB és (x,,x3) = (4,1), tal com es pot veure en la taula 3.1. La taula

del simplex associada a aquesta SFB és:

8 3 2 0

3 x| 2 1 0 -2 4
2 x| 1 0 1 12 1
z | 4 3 2 5
wi |12 0 0 5 14

La part central de la taula s’ha obtingut com a resultat de 1’operacié matricial

seguent:
__1_12‘1012—1_<—2 10 —2>
=5 A_(1 4) (2 1 4 0)_ 1 0 1 1/2
D’altra banda, els valors de les dues ultimes files es poden calcular directament
sobre la taula fent la suma de productes i una resta, respectivament. Per exemple:
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Z1=CBB_1A1=3)((_2)-"2)(1:_4‘, W1=C1_21=8_(_4‘)=12

I, finalment, els valors de les variables basiques en 1’altima columna es calculen
resolent un sistema d’equacions o amb I’operacié matricial x5 = B~1b, tal com es va

veure en el tema 3.

Convé interpretar cada part de la taula del simplex per a entendre posteriorment
els criteris d’entrada i d’eixida, aixi com el raonament per a deduir si la SFB associada és
optima o no. Les dues parts de la taula que ens donen la informacié més rellevant sén

I’tltima columna i 1’altima fila:

e Ultima columna: x5z = B~b és el valor de les variables basiques, que
sempre ha de ser major o igual que zero, i F = cgB~1b és el valor que
assoleix la funcid objectiu en aquesta SFB.

e Ultima fila: w; = ¢; — z;, en el cas de variables no basiques és la variacio
que experimentaria la funcié objectiu si aquesta variable passara a ser
basica amb valor unitari, per aixo cada w; s’anomena rendiment marginal
de la variable j. En el cas de variables basiques val zero obligatoriament i
no s’interpreta. Aquest w; o rendiment marginal és el resultat de dos
efectes: un directe, que ve donat per c;, i un indirecte, que és igual a —z;:

= L’efecte directe és clar, ja que si una variable no basica passa de
valer 0 a valer 1, la variacié directa en la funcid objectiu suposant

que la resta de variables no canvia és igual al coeficient d’aquesta

variable, perqué OF — ¢
! axj J

» L’efecte indirecte ve donat perqué quan es canvia el valor d’una
variable no basica, les variables basiques han d’adaptar el seu valor
perque es continuen complint les restriccions i, en conseguéncia,
també canviara el valor de la funcio objectiu. En concret, la variacio

de cada variable basica x; quan es canvia cada variable no basica x;

. . 9x:
es troba en la part central de la taula amb el signe canviat, a—zf =
J

—Y;;j, 1 lavariacio indirecta en la funcié objectiu com a consequiencia

d’aquest canvi és —z;.
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Exemple4.2

En la taula del simplex de I’exemple 4.1 associada a la SFB amb x5 = (x5, X3):

8 3 2 0

3 x| 2 1 0 -2 4
2 xa| 1 0 1 12 1
Z | 4 3 2 5
wi |12 0 0 5 14

Els valors ombrejats tenen la interpretacid segutent:

c,; = 8: efecte directe sobre la funcid objectiu si la variable no basica x;
passara a valer una unitat, és a dir, la funcié objectiu augmentaria en 8
unitats si es mantingueren constants els valors de les altres variables.

vy, = —2: efecte sobre la primera variable basica amb el signe canviat si
la variable no basica x; passara a valer una unitat, és a dir, x, augmentaria
en 2 unitats.

y,, = 1: efecte sobre la segona variable basica amb el signe canviat si la
variable no basica x, passara a valer una unitat, és a dir, x5 disminuiria en
1 unitat.

z, = —4: efecte indirecte sobre la funcid objectiu amb el signe canviat si
la variable no basica x; passara a valer una unitat, és a dir, la funcio
objectiu augmentaria en 4 unitats com a consequéncia de la variacio en el
valor de les variables basiques.

w; = 12: efecte total sobre la funcié objectiu si la variable no basica x;
passara a valer una unitat, és a dir, la funcié objectiu augmentaria en 12

unitats.

Igualment es podrien interpretar els valors de la quarta columna de la part central

de la taula del simplex. Els valors que apareixen en les columnes de les variables basiques

no s’interpreten, perd han de ser valors logics: les columnes de la matriu identitat en el

mateix ordre que estiguen les variables basiques i zeros per als rendiments marginals.
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4.3. Criteris d’entrada i d’eixida, i identificacio dels tipus de solucio

Amb la interpretacio de cada part de la taula del simplex vista en 1’epigraf anterior
es pot entendre la logica dels criteris d’entrada i d’eixida, aixi com la identificaci6 de si

una soluci6 €s optima (de vertex, d’aresta finita o d’aresta infinita) o és no fitada:

Identificacio de soluci6 optima (cas de maximitzar)

Si tots els rendiments marginals de variables no basiques sGn menors o iguals que
zero, w; < 0, Vj € N, la SFB és optim global. Si la desigualtat s estricta, és solucio de

vertex i, en cas contrari, és solucio d’aresta.

Efectivament, si tots els rendiments marginals son no positius, la funci6 objectiu
ja no pot augmentar i la SFB és optim global. Si algun d’aquests val zero, vol dir que la
SFB és optim global perd no Unic, perqué aquesta variable no basica no milloraria la
funcié objectiu perd tampoc I’empitjoraria, i s’arribaria a solucions alternatives o
d’aresta. En el cas de minimitzar, la identificacid de solucié optima requereix canviar el
sentit de la desigualtat: w; > 0, Vj € N; encara que una altra opcio és transformar la
funcié objectiu a maximitzar (canviant-la de signe) i mantenir la identificacio de solucid

optima del cas de maximitzar.

Criteri d’entrada (cas de maximitzar)

Si la solucié no és optima, la variable no basica que ha de passar a ser basica
(variable d’entrada) ¢és la que té maxim rendiment marginal, és a dir,

aquella x; tal que max. {Wj, w; =0, j€E N}.

Aquest criteri és l0gic perque la variable d’entrada que més fa augmentar la funcié
objectiu per unitat és la que té rendiment marginal maxim. Si el maxim rendiment
marginal és zero, la SFB ja eés optima, pero el criteri d’entrada té sentit per a arribar a
altres solucions optimes (solucio d’aresta). Si dues variables no basiques tenen el mateix
rendiment marginal se n’elegeix una qualsevol d’aquestes. En el cas de minimitzar, el
criteri d’entrada és elegir aquella x; tal que min. {wj, w; <0, jE N}; encara que una
altra opcio és transformar la funcioé objectiu a maximitzar (canviant-la de signe) i mantenir

el criteri d’entrada del cas de maximitzar.
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Criteri d’eixida (cas de maximitzar o minimitzar)

Si entra la variable no basica x;, la variable basica que ha de passar a ser no basica
(variable d’eixida) és la que fa minim el resultat de dividir el valor de cada variable basica

entre 1’element corresponent de la columna de la variable que entra, sempre que aquest

element siga estrictament positiu. Es a dir, aquella variable x; tal que min. { = Vi >0,

Vi € B}.

Aquest criteri és igualment logic, encara que més dificil d’entendre. Com que
interessa que la variable que entra x; assolisca un valor tan alt com siga possible, convé
que isca la variable basica x; que més limita el valor de la variable que entra. Pero aixo
només passa si y;, > 0, és a dir, si x; disminueix quan augmenta x;. En aquest cas, cada

variable basica amb y;, > 0 implicara un limit al valor de la variable d’entrada igual al

qu0(:|ent " perque per a aqueix valor la variable basica corresponent arribara a valer O i

no pot disminuir més. El minim d’aquests quocients és el de la variable basica que meés
aviat val zero i aquesta és la variable d’eixida. Si el criteri d’eixida no s’hi pot aplicar,
Yir < 0,Vi € B, vol dir que la variable d’entrada pot prendre valors infinitament grans.
Aixo permet identificar la solucio no fitada, la d’aresta infinita i, per exclusio, la d’aresta

finita.

Identificacid de solucié no fitada (cas de maximitzar)

Si hi ha un criteri d’entrada amb millora estricta de la solucid, algun w; >0, j€E

N, ino es pot aplicar el criteri d’eixida, y;, < 0,Vi € B, la solucié és no fitada.

La rad és que la funcié objectiu podria millorar infinitament. En el cas de
minimitzar, la identificacio de solucio no fitada requereix canviar el sentit de la
desigualtat: algun w; <0, j € N, i no es pot aplicar el criteri d’eixida, y; < 0,Vi € B;
encara que una altra opcio és transformar la funcié objectiu a maximitzar (canviant-la de

signe) i mantenir la identificacio de solucié no fitada del cas de maximitzar.

Identificacio de solucio d’aresta infinita (cas de maximitzar)

Si hi ha un criteri d’entrada sense millora estricta de la solucid, maxim w; =0,

Jj € N,1ino es pot aplicar el criteri d’eixida, y;, < 0,Vi € B, lasoluci6 és d’aresta infinita.
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Aquesta situacio implica que es pot aplicar el criteri d’entrada sense millorar ni
empitjorar la funcié objectiu, perd no es pot trobar la SFB adjacent perqué no hi ha criteri
d’eixida, per aix0 es tractaria d’una aresta infinita. En el cas de minimitzar, la identificacio
de soluci6 d’aresta infinita es dona quan hi ha criteri d’entrada sense millora estricta de
la soluci6, minimw; = 0, j € N, i no es pot aplicar el criteri d’eixida, y;, < 0,Vi € B;
encara que una altra opcio és transformar la funcio objectiu a maximitzar (canviant-la de

signe) i mantenir la identificacié de solucio d’aresta infinita del cas de maximitzar.

Identificacio de solucio d’aresta finita (cas de maximitzar)

Si hi ha criteri d’entrada sense millora estricta de la solucio, maximw; = 0, j €

N, i es pot aplicar el criteri d’eixida, algun y;;, > 0,i € B, la soluci6 és d’aresta finita.

Ara podem aplicar el criteri d’entrada sense millorar ni empitjorar la funcid
objectiu i també podem trobar la SFB adjacent, que és I’altre extrem de 1’aresta finita. En
el cas de més d’una variable no basica amb maxim rendiment marginal igual a zero, en
lloc d’una aresta (part d’una recta) tindrem una solucio en una part d’un hiperpla. En el
cas de minimitzar, la identificacié de solucio d’aresta finita es dona quan hi ha criteri
d’entrada sense millora estricta de la solucié, minimw; =0, j € N, i es pot aplicar el
criteri d’eixida, y;, > 0,i € B; encara que una altra opcié és transformar la funcio
objectiu a maximitzar (canviant-la de signe) i mantenir la identificacid de soluci6 d’aresta

infinita del cas de maximitzar.

Exemple 4.3

Soluci6 no fitada

-2 2 4 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
4 x3| 0 0 1 0,5 0,1 2
2 Xo| -2 1 0 -05 0,3 2
z | -4 2 4 1 1
12
wi |2 0 0 -1 -1

La variable x1 fa augmentar la funcié objectiu, w; = 2, pero cap de les variables

basiques arriba mai a valer zero, y;; = 0iy,; = —2: cap és d’eixida.
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Solucié optima d’aresta infinita

-4 2 4 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
4 x3| 0 0 1 0,5 0,1 2
2 Xo| -2 1 0 -05 0,3 2
z, | -4 2 4 1 1
12
wj |0 0 0 -1 -1

La variable x; pot entrar sense millorar ni empitjorar la funcié objectiu, w; = 0,

pero cap de les variables basiques arriba mai a valer zero, y;; = 0iy,; = —2: cap és

d’eixida. No es pot calcular I’altre extrem de 1’aresta.

Solucié optima d’aresta finita

-1 2 4 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
4 x3| 1/2 0 1 -1/5  1/10 2
2 X2 | -1/2 1 0 2/5 3/10 2
Z; 1 2 4 0 1
12
wi | 2 0 0 0 -1

La variable s; pot entrar sense millorar ni empitjorar la funcié objectiu, w, = 0, i

. .. . 2
la variable basica x. arriba a valer zero, y,, = o> 0 quan la d’entrada valga % = 7 =

5. Si que es pot calcular I’altre extrem de ’aresta.

Solucio optima de vertex

1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 xs| 12 0 1 -1/5 110 | 2
2 |12 1 0 25 310 | 2
y |12 2 3 15 om0 |
wji |82 0 0 -15 -9/10

2
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Cap variable no basica fa augmentar la funcié objectiu, w; = =S Wy =
“liwe==2
5 5T 10

Soluci6 factible basica intermédia

La taula del simplex de I’exemple 4.1 associada a la SFB amb xz = (x5, x3) €S

una taula intermedia, perqué s’hi pot aplicar tant el criteri d’entrada com el d’eixida.

8 3 2 0

3 X | -2 1 0 -2 4
2 x3| 1 0 1 172 1
Zj -4 3 2 -5
Wi 12 0 0 5 14

El criteri d’entrada diu que hem d’elegir el maxim dels rendiments marginals
positius de les no basiques i aquest és el de x1, w; = 12 > 5 = w,, per tant, entra x;. El
criteri d’eixida s’ha d’elegir entre les que tenen y;; > 0 i aix0 sols passa amb X3 y,; = 1,

per tant ix xs.

4.4. Obtencié de la taula del simplex d’una SFB des d’una adjacent:

operacio del pivot

Després de determinar la variable d’entrada i d’eixida es passa a una nova SFB,
la taula de la qual es pot construir mitjancant calcul matricial (com en el pas inicial) o
amb una operaci6 del pivot. Fer una operacio del pivot és transformar en la taula canviant

la variable d’eixida per la d’entrada i seguint els passos seguents:

e Determinar I’element pivot en la taula anterior: intersecci6 de la columna
de la variable d’entrada i la fila de la variable d’eixida.

e Transformar la fila de I’element pivot perque el seu valor en la nova taula
siga igual a 1: aixo es fa sempre dividint tota la fila pel valor de I’element
pivot.

e Transformar la resta de files perqué el valor de la resta de la columna de
I’element pivot siga igual a 0: aix0 es fa mitjan¢ant una combinacid lineal

adequada, és a dir, a la fila original sumarem o restarem la de 1’element
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pivot multiplicada o dividida per algun nombre, de manera que el resultat
siga 0.

e Fer laresta de calculs de la taula: files z, w i valor de la funcio objectiu.

La nova taula del simplex és la que correspon a la nova SFB i ha de tenir un valor
de la funci6 objectiu millor que I’anterior. La nova taula es torna a analitzar per a veure

si és la taula final (Optima o0 no) o si és una taula intermedia.

Exemple 4.4

La taula del simplex de I’exemple 4.1 associada a la SFB amb x5 = (x5, x3) té
com a variable d’entrada X1 i com a variable d’eixida x3, per tant, I’element pivot és y,; =

1 (ombrejat).

3 x| -2 1 0o -2 4
2 x| 1 0 1 172 1
Zj -4 3 2 -5
Wi 12 0 0 5 14

La transformacié de la taula comenga per la fila de I’element pivot. Es canvia la

variable basica 1 es divideix pel valor de I’element pivot, en aquest cas per 1.

8 3 2 0

X1 X2 X3 S
3 X 0

2 x| 1 0 1 12 1

A continuacid, s’han de generar zeros en la resta de la columna, en aquest cas en
la posici6 y; 4, fent una combinacio lineal adequada. Com que el valor en la taula prévia
és—2 i I’element pivot és 1, la combinaci6 lineal és sumar a la primera fila la de 1’element

pivot multiplicada per 2. Si fem aquesta operaci6 s’arriba a:
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X1 X2 X3 S

Finalment, la taula es completa amb la suma de productes en la fila zj i la resta en

la fila wj que ja hem vist en I’epigraf 4.2.

8 3 2 0

X1 X2 X3 S

3 x| 0 1 2 -1 6
8 x| 1 0 1 12 1
Zi 8 3 14 1
W 0 0 12 -1 26

La nova taula correspon, en aquest exemple, a una SFB optima de vertex perque
tots els rendiments marginals de les no basiques s6n menors estrictament que zero.
L’optim global que s’extrau de la taula es troba situat en el punt (x4, x5, x3,s) = (1,6,0,0)
amb F = 26.

Quan es fa una operacio del pivot és convenient comprovar que la taula que s’obté

és coherent i aix0 inclou quatre zones de la taula:

e Hi han d’aparé€ixer les columnes de la matriu identitat en el mateix ordre
en queé es troben les variables basiques per files.

e Els rendiments marginals de les basiques han de ser zero.

e Elvalor de les variables basiques (ultima columna) ha de ser major o igual
que zero.

e El valor de la funcié objectiu (Ultim requadre) ha de ser millor que en la

taula previa.

En resum, el funcionament general del metode simplex que es recull en I’esquema

4.1 es pot detallar amb els passos segients:

Pas previ Enunciar el problema en forma estandard (vegeu el tema 1:

transformacio de problemes).

58



V| Facultat oEconomia [

Apunts de Teoria de Matematiques Il @mm@

Curs Acadéemic 2015-16 graus

Pas inicial Obtenir la taula del simplex d’una soluci¢ factible basica (SFB)
qualsevol. Sino n’hi ha cap, el problema és infactible i s’acaba. Si el problema és factible,
de segur que hi ha una SFB, tal com diu el teorema fonamental de la programacio lineal.
La SFB es calcula com hem vist en el tema 3 i la taula del simplex associada a aquesta

SFB es construeix amb calcul matricial.

Pas principal Analitzar com és la taula. Pot ser la taula final, perqué és una solucio
optima o perque és una solucidé no fitada i el métode s’acaba, o pot ser una taula
intermedia. Aquesta analisi inclou verificar les condicions de cada tipus de solucié vistes
en I’epigraf 4.3. Si és una taula intermédia, cal aplicar-hi els criteris d’entrada i d’eixida
(vistos en I’epigraf 4.3) i fer una operacio del pivot (tal com hem explicat anteriorment)

per a passar a la taula del simplex de la SFB seguent i tornar al pas principal.

Exemple 4.5

Max. F = —x;+ 2x,+ 3x;

s.a: 2xy — X, +3x3 =4

X1+ 2x; +4x3 < 12
X1,%X2, X3 =0

Pas previ Passar a forma estandard.

Com que les variables ja s6n no negatives, només falta passar a igualtats, amb la

introduccid de variables de marge. El problema queda aixi:

Max. F =—x;+2x, + 3x3
s.a: 2x1 — %X, +3x3—5; =4
X1+ 2xy, +4x3 + 5, =12
X1,X2,X3,51,52 =0

Pas inicial Calcular una SFB qualsevol i la taula del simplex associada.

Si triem, per exemple, la particié del vector de variables en xy = (x5, x3,5;) |
xg = (x4,5,), observem que s’arriba a una SFB correcta (totes les variables no negatives
quan exigim el compliment de les restriccions). En concret, s’obt¢ com a SFB,
(x4, x4, x3,51,52) = (2,0,0,0,10).

Les matrius A i B per als calculs matricials en aquesta SFB sén:

=02 40 D =G )

| la taula del simplex associada és:
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X1 X2 X3 S1 S2

1 x| 1 -12 382 -12 0 2

0 s2| 0 52 52 12 1 | 10
z | -1 12 32 12 0 5
wi | 0 32 92 -12 0

Pas principal (iteracio 1)Analitzar la taula.

En la fila de rendiments marginals s’observa que no es compleix la condicié de
solucid optima, ja que algun element de variable no basica és major o igual que zero. Si
hi apliquem el criteri d’entrada, elegirem com a variable d’entrada X3, perqué és la que té

el valor maxim, w; = 9/2.

Si observem ara la columna de la variable que hi entra (la tercera), trobem algun
element estrictament major que zero, és a dir, hi ha criteri d’eixida, per tant és una taula
intermeédia. Passem a aplicar el criteri d’eixida i calculem els quocients que tenen com a
numeradors el valor de les variables basiques (2 i 10) i com a denominadors els elements

estrictament positius de la columna de la variable que hi entra (3/2 i 5/2). Els quocients

10
son m = 515/—2 = 4, per tant, el minim és el de la primera variable basica i la variable

d’eixida és x1. L’element pivot és y;3 = 3/2 (cel-la ombrejada).

Mitjancant una operacio del pivot es passa a la taula del simplex de la nova SFB.
La primera fila es divideix pel valor de 1’element pivot (3/2) i restem a la segona fila la

primera multiplicada per 5/3. La taula resultant és:

-1 2 3 0 0

X1 X2 X3 S1 S2

3 xs| 23 -1/3 1 -13 0 | 43
0 s2|-5/3 10/3 0 43 1 |20/3
Zi 2 -1 3 -1 0

wi | 3 3 0 1 0 4

Pas principal (iteracio 2)Analitzar la taula.
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La taula no és la final. Si apliquen els criteris, x2 és la variable d’entrada i s2 és la
d’eixida. L’clement pivot és y,, = 10/3 (cel-la ombrejada). L’operacié del pivot
consisteix a dividir la segona fila per 10/3 i a transformar la primera fila sumant-li la

segona dividida per 10. La taula associada a la SFB seglent és:

-1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 x| 172 0 1 -1/5  1/10 2
2 X |-1/2 1 0 2/5 3/10 2
Zj 1/2 2 3 1/5 9/10 10
Wj -3/2 0 0 -1/5  -9/10

Pas principal (iteracio 3) Analitzar la taula.

La taula compleix la condicié de soluci6 optima de vertex i, per tant, el maxim

global dnic del problema és:

(xl,xZ,x3, Sll 52) = (0,2,2,0,0) amb F = 10
Questions, exercicis i problemes

24. Calcula la taula del simplex associada a xz = (x,y,s;) en el problema:

Max. F=2x+4y+z
s.a: x+y=>4
2x+4z > 8
x+3y+2z<19
x,y,z=>0
25. En el problema seguent, calcula la taula del simplex associada a les variables
basiques xz = (x;, x3). Si és optima, extrau el valor de totes les variables i de la funcid
objectiu i si no ho és, fes una iteracid del simplex:
Max. F = 3x1 + Xy + 3.X3 + 4‘X4
s.a:  2xq+ 2x, +3x3 +8x4 < 20
3xq + 5x, + 2x3 + 2x4, < 15
xl) x21 x31 x4. 2 O
26. Calcula una taula del simplex qualsevol dels problemes seglients. Si no correspon
a la solucié optima, fes iteracions del simplex fins que arribes a la solucio optima i indica

de quin tipus és:
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Max. 2x +y Min. 2x+y+2z

_ s.a: 2x—y =0 Max. x+4y+2z+ 3t
S 4":23’S<165 X+2y=6 s.a: 2x+7y+3z+2t <30
xTeays 3x+2y+2<6 XY, 2t =0

x,y =0
x,y,z2=0

27. Donada la taula segiient del simplex d’un problema lineal de maximitzar:

2 0 0 0
X y S1 S2 S3
2 X 4/3 -1/3 8
0 s 2/3 1/3 10
0 s3 -1/3 -2/3 1
Zj
Wi 7/3

a) Calculeu les cel-les ombrejades.

b) Raoneu si la taula és la final. En cas contrari, feu iteracions del métode simplex
fins arribar a la taula final.

C) A partir de la taula final, deduiu la soluci6 optima del problema original, si n’hi

ha, i de quin tipus és.

28. Donat un problema lineal en forma estandard de quatre variables i dues restriccions
(s1152s0n les variables de marge), i la taula segtient del simplex associada a una solucié

factible basica qualsevol:

C1 C2 0 0

3 x| 2 1/2 0 1 2
0 s1| O 1/3 1 5 1

a) Detecta les errades en els valors de la taula anterior i canvia’ls pels valors
correctes.
b) Calcula els coeficients de la funcié objectiu ¢ i c».

c) Calcula lafilaz;i el valor de la funcio objectiu en la taula anterior.
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d) Interpreta el significat dels valors dels requadres ombrejats.

29. Un problema de programacio lineal de maximitzar té la taula del simplex seguent,

corresponent a una de les seues solucions factibles basiques:

2 3 6 0 0
X y z S1 S2
2 x 22 12 | 11
y 122 12 | 4
, 5/22  -1/2
Z
W

a) Completa la taula.
b) Aplica-hi, si és possible, el criteri d’entrada i d’eixida i passa, mitjangant una

operacié del pivot, a la taula seguent.

30. Donat el problema de programacio lineal:

Max. F = 2x1 + 3x2 + 6X3
s.a:  xq +4x, + 5x3 < 27
le — X + 3x3 > 18
a) Calcula la taula del simplex associada a la solucio factible basica que té com a
variables basiques xgz = (x4, 51).
b) Digues si la taula obtinguda és optima i de quin tipus (vertex, aresta finita o aresta
infinita), o si no és optima i el motiu (solucié no fitada o taula intermédia amb
criteri d’entrada 1 d’eixida).

c) Sino és optima resol el problema, si és possible.

31. Enun problema de minimitzar hem obtingut la taula del simplex segtient:
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2 5 0 0 0
X y S1 S2 S3
5 y| 34 1 0 -l/4 6
0 su|-1/2 O 1/2
0 s3| 1/4 0 0 -3/4
Zj
Wj

a) Completa la taula.

b) Calcula la taula seglient amb una operacio del pivot.

c) Interpreta la nova taula:

= Valor de totes les variables i de la funci6 objectiu
= Tipus de taula: optima i de quin tipus o no optima i per quin motiu.
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TEMA 5. ANALISI DE SENSIBILITAT I
POSTOPTIMITZACIO

5.1. Plantejament

L’analisi de sensibilitat i postoptimitzacio tracta d’avaluar la validesa de la solucio
optima d’un problema lineal d’optimitzacié davant de canvis en alguna de les dades del
problema. Aquesta analisi permet anticipar la resposta del subjecte decisor en un ambient
de realitat canviant. Per exemple, una empresa pot observar que els preus dels seus factors
productius estan subjectes a canvis frequents i esta interessada a preparar-se per a
modificar la seua decisié optima de produccid, si cal. També pot analitzar si li convé
introduir un nou producte en el procés productiu o analitzar com li pot afectar I’aprovacio

d’alguna nova norma legal que li imposa alguna restriccio més que abans no exXistia.

Els dos tipus d’analisi, sensibilitat i postoptimitzacio, estan relacionats pero tenen

algunes diferencies:

e Sensibilitat: ’objectiu és calcular un interval en qué pot variar un
determinat parametre del problema perqué la solucié optima previament
calculada ho continue sent o, almenys, tinga canvis poc importants.
Logicament, I’interval ha d’incloure el valor original del coeficient. Amb
aqueix interval el decisor estara preparat per a afrontar els canvis futurs.
Si la variacio final és manté dins de ’interval de sensibilitat, la solucid
Optima no canviara o canviara minimament i es podra calcular facilment.
Si la variacio del parametre és tal que se n’ix de I’interval de sensibilitat,
haurem de tornar a resoldre el problema, bé des de I’anterior solucio
optima o bé des del principi.

e Postoptimitzacio: 1’objectiu és calcular la nova solucié optima davant de
canvis concrets en el valor d’un o més d’un parametre. En aquest cas, el
canvi en el parametre és ja efectiu, no es tracta d’anticipar-se al canvi. Una
altra diferéncia és que podem canviar al mateix temps dos o més
parametres. Les dues analisis estan relacionades, ja que si préviament hem

fet ’analisi de sensibilitat del parametre que canvia, ja sabrem si es
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produira un canvi important en la solucié o no per al nou valor del

parametre.

La manera concreta d’analitzar cada canvi és peculiar, pero totes es fonamenten
en el fet d’investigar si la soluci6 optima prévia ho continua sent o no. | els motius pels
quals la solucié optima prévia pot deixar de ser-ho si canvia alguna dada del problema
son dos:

e Perqué deixa de ser optima: cal avaluar com els canvis plantejats afecten
la condicid de solucio6 optima. En la taula del simplex es tracta d’assegurar
que continua sense haver-hi criteri d’entrada:w; = c¢; —z; = ¢; —
cB™'A; <0, Vj € N (en el cas de maximitzar).

e Perque deixa de ser factible: els canvis poden afectar també la condicio de
solucio factible, que s’avalua en 1’Gltima columna de la taula del simplex:
xp = B™1b > 0. Si afecta el valor de les variables basiques també afectara
el valor optim de la funcid objectiu, F = cxp, pero aquest no esta sotmes

a cap condicio.

Si les dues condicions (optima i factible) es compleixen, la solucié optima no
canvia de manera important en el sentit que les variables basiques i no basiques son les
mateixes, encara que poden haver-hi canvis minims en algun rendiment marginal o en
algun valor d’alguna variable basica. Si alguna de les dues condicions deixa de complir-
se, els canvis ja son més importants i haurem de calcular de manera més laboriosa la nova

solucio optima.

En aquest tema no cobrirem totes les possibilitats de canvis en les dades del
problema. Els casos que s’analitzaran i quina de les dues condicions es veu afectada es

resumeixen en el quadre seguent:
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R . Analisi de . ., Condicié
Parametre canviant L Postoptimitzacio
sensibilitat afectada
Coeficient de la funcié Si Si Ser optima
objectiu de variable no basica P
Coeficient de la funci6 Si Si Ser optima
objectiu de variable basica P
Coeficient técnic de variable Ser optima i
L. No No .
basica ser factible
Coeficient tecplt_: de variable si Si Ser dptima
no basica
Terme 1ndeper_1de_r{t d’alguna si Si, si (iueda dins de Ser factible
restriccio I’interval
Nova variable No Si Ser optima
Nova restriccio No Sl, si es c_o,m\ple_lx en Ser factible
la solucio optima

En els epigrafs segiients es fan analisis de sensibilitat i de postoptimitzaci6 sobre

el problema de I’exemple 4.5:

Max. F = —x;+ 2x,+ 3x;

s.a: 2xy — X, +3x3 =24

X1+ 2x; +4x3 < 12
X1,%X2,%X3 =0

La taula optima del qual és:

-1 2 3 0 0

X1 X2 X3 S1 S2

3 xs| 12 0 1 15 110 | 2

2 |12 1 0 25 310 | 2
5 |2 2 3 s oo |
wji |-32 0 0 -15 -9/10

5.2. Canvis en coeficients de la funcio objectiu

5.2.1. Coeficient de variable no basica

Observem com afecta només el rendiment marginal d’aquesta variable no basica.
L’interval de sensibilitat s’obté parametritzant aqueix coeficient (substituint el valor
original per un parametre) i exigint que la solucio siga optima, és a dir, que la variable en
qiiestio no entre com a basica. En ’exemple, per a obtenir I’interval de sensibilitat del

primer coeficient de la funcio objectiu, es fa aixi:
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C1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 X3 1/2 0 1 -1/5  1/10 2
2 X | -1/2 1 0 2/5 3/10 2
Zj 1/2 2 3 1/5 9/10 10
Wi c-1/2 0 0 -1/5  -9/10

. .y T . 1 1
I la condicio de solucio optima és: wy =¢; —z; = ¢; — 5S0 - g€ ]—oo,z]_

La interpretacié d’aquest interval de sensibilitat és que si es produeixen canvis en
el coeficient de la primera variable en la funcio objectiu, la soluci6 optima continuara sent
la mateixa (variables basiques i no basiques, valors de les variables i valor de la funcio
objectiu), sempre que el nou valor que assolisca aqueix coeficient siga menor o igual que

Y. En cas contrari, la solucio canviaria de manera més important.

D’altra banda, la postoptimitzacio s’analitza introduint el nou valor del coeficient
en la taula optima i observant els efectes concrets. Logicament, si el coeficient es manté
dins de I’interval de sensibilitat, no canvia la soluci6 optima i, en cas contrari, s’hi aplica

el criteri d’entrada 1 d’eixida, si és possible, 1 s’obté la nova solucié optima.

Exemple 5.1

Postoptimitzacio: ci1=1. La taula anterior deixa de ser optima perque aqueix valor

se n’ix de ’interval de sensibilitat:

1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 x| 1/2 O 1 -1/5  1/10 2
2 X2| 12 1 0 2/5  3/10 2
Zi 122 3 s oo |
W 12 0 0 -15 -9/10

A continuacio, es fa una operacio del pivot sobre 1’element y11 (cel-la ombrejada):
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1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
1 x1 1 0 2 -2/5 1/5
2 X 0 1 1 1/5 2/5
2 1 2 4 0 1
12
W o 0 -1 0 -1

La soluci6 és optima i d’aresta finita. Una de les solucions optimes ¢és 1’associada

a la taula anterior, en que (x1, x5, x3) = (4,4,0) i F=12.

5.2.2. Coeficient de variable basica

Ara afecta els rendiments marginals de totes les variables no basiques, pero la

metodologia no canvia pel que fa al cas anterior: I’interval de sensibilitat s’obté

parametritzant aqueix coeficient i exigint que la solucio siga optima. En I’exemple, per a

obtenir I’interval de sensibilitat del segon coeficient de la funci6 objectiu, es fa aixi:

-1 c2c 3 0 0
X1 X2 X3 S1 2
3 X3 1/2 0 1 -1/5 1/10 2
C2 X2 -1/2 1 0 2/5 3/10 2
Zj (3-c2))2 c2 3 (-3+2c2)/5  (3+3c2)/10 .
W | (5+c2))2 0 0 (3-2c2)5  (-3-3c2)/10

I si exigim la condicio de solucié optima, I’interval de sensibilitat és:

_5+C2
wy=——>—=<0

3_2C2
Wy = 5 SO

-3 -3¢,
Wsg :T_

C223/2>

3
- 626[5'5]

La interpretacio d’aqueix interval de sensibilitat és que si es produeixen canvis en

el coeficient de la segona variable en la funci6 objectiu, la solucié dptima continuara sent

la mateixa (variables basiques i no basiques, valors de les variables, encara que no el

mateix valor de la funcid objectiu) sempre que el nou valor que assolisca aqueix coeficient

es trobe entre 3/2 i 5. En cas contrari, la solucié canviaria de manera més important.
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La postoptimitzacio pot produir canvis importants, si el nou valor del coeficient
es troba fora de ’interval anterior, o pot produir canvis poc importants, si €s troba dins,

ja que el canvi en el valor optim de la funcié objectiu és inevitable.

Exemple 5.2

Postoptimitzacio: ¢, = 3. La taula anterior es manté com a taula optima perque el
nou valor queda dins de I’interval, perd amb un nou valor de la funcié objectiu. El valor

de les variables en la solucio optima és el mateix que 1’original:

-1 3 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 X3 1/2 0 1 -1/5 1/10 2
3 x| -1/2 1 0 2/5 3/10 2
Zi 0o 3 3 35 6/5 "
Wj -1 0 0 -3/5 -6/5

La solucid és optima i de vertex en el punt (x4, x,,x3) = (0,2,2) i F=12.
5.3. Canvis en els coeficients tecnics

Només es tracta el cas en qué el coeficient técnic afecte una variable no basica.
En cas contrari, 1’efecte seria excessivament complex d’analitzar i seria millor tornar a

resoldre des del principi.

Els canvis en coeficients técnics de variables no basiques afecten només el
rendiment marginal d’aqueixa variable no basica. L’interval de sensibilitat s’obté, com
sempre, parametritzant aqueix coeficient i exigint que la solucid siga optima. No obstant
aixo, ara es requereix una operacio matricial prévia abans d’introduir el resultat en la taula
optima, ja que en les taules del simplex no apareixen els coeficients tecnics originals,
matriu A, sin6 els transformats, matriu Y = B~1A. Afortunadament, no cal canviar tota la
matriu, tant sols la columna de la variable no basica que ha patit canvis tecnics. En
I’exemple 4.5, per a obtenir I’interval de sensibilitat del primer coeficient técnic, a4, cal

calcular la columna Y; = B4, i introduir el resultat en la taula optima:
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2a44 +1
o1 (3 —1\lraggy 10
h=8 Al_(4 2) (1)_ —4a;; + 3
10
1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 x| 2t oo 1 s o0 | 2
10
2 x| ZHM1t3 1 g a5 310 | 2
10
2 % 2 3 15 910
2 19 10
W, “111—0 0 0 -15 -9/10

L’interval de sensibilitat s’obté quan exigim la condicié de solucié optima:
19
<0 - aq; € ] 00, >

La interpretacio d’aqueix interval de sensibilitat és que si es produeixen canvis en
el coeficient de la primera variable en la primera restriccid, la solucié optima continuara
sent la mateixa (variables basiques i no basiques, valors de les variables i valor de la
funcid objectiu) sempre que el nou valor que assolisca aquest coeficient siga menor o

igual que 19/2. En cas contrari, la soluci6 canviaria de manera més important.

En el cas d’una postoptimitzacid, el valor del nou coeficient técnic s’introdueix
directament en el calcul matricial i es trasllada a la taula optima la columna transformada.
Pot passar que si canviem el coeficient tecnic, el rendiment marginal d’aquesta variable
passe a ser positiu, i en aqueix cas caldra fer una operacié del pivot, o que es mantinga

menor o igual que zero, i en aqueix cas la solucié optima prévia ho continua sent.

Exemple 5.3
Postoptimitzacié dels dos coeficients tecnics simultaniament: a,; = 3, a,; = 2.

Es transforma la columna abans d’introduir-la en la taula optima:

n=sma=(3) (0)=(5)
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-1 2 3 0 0
X1 X2 X3 S1 S2
3 x3| 45 0 1 -1/5  1/10 2
2 X2| -85 1 0 2/5  3/10 2
Zi 65 2 3 15 90|
Wi -11/5 0 0 -1/5  -9/10

Com podem veure, la taula correspon a la mateixa solucié optima i de vértex en
el punt (x4, x,, x3) = (0,2,2) i F=10.

5.4. Canvis en termes independents de les restriccions

Quan canvia el terme independent d’una restriccio, els efectes no es veuen en els
rendiments marginals, sind en el valor de les variables basiques. No afecten, per tant, la
condici6 de soluci6 optima sind la condicid de soluci6 factible. Aquesta condici6 s’avalua
mitjancant el calcul matricial, x; = B~1b > 0, del qual s’extrau I’interval de sensibilitat.
La postoptimitzacié resulta massa complexa si el nou valor del terme independent se n’ix

de I’interval de sensibilitat, per tant, només es fara si es manté dins.

Exemple 5.4

Analisi de sensibilitat de by

by +6
xg =B7'b = (43; _21)_1 (fé) = —2b15+ 182 <8) - blfs_; = biel-69]
5

La interpretacio d’aquest interval de sensibilitat €és que si es produeixen canvis en
el terme independent de la primera restriccid, la solucié optima continuara sent la mateixa
(variables basiques i no basiques, encara que amb diferent valor i també diferent valor de
la funciod objectiu) sempre que el nou valor que assolisca aquest coeficient es trobe entre

—61 9. En cas contrari, la soluci6 canviaria de manera més important.
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Analisi de sensibilitat de b

8 + b,
_po1p _ (3 -1 ‘1<4)_ 10 0
p=B7b=(, ) b,) =\ 16 + 3b, 2(o) -
10
b, > -8 . o [16
b, > 16/3 2 € [?’Jroo[

La interpretacié d’aquest interval de sensibilitat és que si es produeixen canvis en
el terme independent de la segona restriccid, la solucio optima continuara sent la mateixa
(variables basiques i no basiques, encara que amb diferent valor i també diferent valor de
la funcio objectiu) sempre que el nou valor que assolisca aquest coeficient siga major o

igual que 16/3. En cas contrari, la solucié canviaria de manera més important.

Postoptimitzacio si b, = 8

ol (3 -1\ (4 _(8/5)
Xp = B b_(4 2) (8)_ 4/5
La soluci6 optima té les mateixes variables basiques i no basiques, perd amb
diferent valor. EI maxim global és Unic en (x4, x5, x3) = (0,4/5,8/5) i F = 32/5.

5.5. Introduccio d’una nova variable

La manera d’analitzar la introduccié d’una nova variable és afegint-la en la taula
optima com una columna mes, amb el coeficient en la funcio6 objectiu i amb la columna
transformada (no 1’original) associada. A continuacio, es calcula el rendiment marginal
d’aquesta variable: si és positiu (en maximitzar), entra com a basica i es calcula la nova
solucid; si és menor o igual que zero, la variable roman com a no basica i la solucié optima
anterior ho continua sent. L’analisi de sensibilitat no és possible en aquest tipus de
modificacié del problema, encara que es poden plantejar guestions com ara quin
coeficient en la funcié objectiu o quin coeficient tecnic en alguna de les restriccions hauria

de tenir la nova variable per a ser basica.

Exemple 5.5

Analitza els efectes d’introduir en I’exemple 4.5 una nova variable x4 amb

coeficient en la funcio objectiu ¢4 =5 i coeficients técnics a,, = 1, a,, = 4.
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Es transforma la columna de coeficients técnics i es trasllada tota la informacié a

la taula optima:

_ -1\t 5
n=pta=( 50 (=)
1 2 3 5 0 0

X1 X2 X3 Xa S1 S2

3 x3| 2 O 1 36 -1/5 1/10 2

2 xX2| 12 1 0 4/5 2/5  3/10 2
Zj 12 2 3 17/5 1/5 910 10
Wi 320 0 8/5 -1/5 -9/10

Com podem veure en la taula anterior, ha deixat de ser optima. La nova variable
té criteri d’entrada i s’ha de fer una operacio6 del pivot perque també hi ha criteri d’eixida.

Si hi apliqguem aquests criteris, 1’element pivot és y,, = 4/5 i la nova taula és:

-1 2 3 5 0 0

X1 X2 X3 X4 S1 S2

3 xs| 7/8 34 1 0 -12 -18 | 12

5 x| -5/8 54 0 1 12 38 | 52
y |2 43 s 1 s
wp | 12 2 0 0 -1 -3

Aquesta taula és la taula Optima perque no hi ha criteri d’entrada. EI maxim global
ha canviat amb la introducci6 de la nova variable i ha passat a ser el vertex situat en el

punt (x4, x4, x3,x4) = (0,0,1/2,5/2) amb F = 14, cosa que millora I’0ptim anterior.
5.6. Introduccio d’una nova restriccio

La incorporaci6é d’una restriccio més en el problema pot estar motivada per la
limitacié d’algun factor productiu que se sabia prou bé que existia, per alguna condicio

de demanda nova, per I’aprovaci6 d’alguna norma legal, etc.

Si la solucié optima previa no compleix aquesta nova restriccio deixara de ser
optima, pero 1’obtencid de la solucié Optima a partir de I’anterior és excessivament

complexa i quasi resulta més practic tornar a resoldre el problema des del principi.
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Si la soluci6 optima previa compleix la nova restriccid, continua sent optima, amb
els mateixos valors per a les variables i per a la funcié objectiu. Tanmateix, una restriccio
més implica una variable basica més. Si la restriccio addicional s una desigualtat, la seua
variable de marge sera la variable basica que es busca amb el valor que calga per a igualar
els dos membres de la restriccio en forma estandard. L’obtencio de la taula optima, si ens
fa falta, la podem fer a partir de la taula optima previa, a la qual afegirem una nova fila,
amb els coeficients i el terme independent de la nova restriccio, i una nova columna amb
la variable de marge addicional. La taula resultara incoherent pero amb una transformacié
posterior es podra passar a la taula optima valida. Si la restricci6 addicional és una
igualtat, no hi ha variable de marge i s’haura de provar amb la resta de variables no
basiques quina és coherent com a basica, que tindra, sens dubte, valor zero (SFB

degenerada).

Exemple 5.6

Si introduim en ’exemple 4.5 la restriccio: x; + 3x, + x3 < 10, podem observar
com la solucié optima original (x4, x,, x3) = (0, 2,2) compleix la restriccié addicional,
amb un marge s3 = 2. Per tant, continua sent el maxim global amb F = 10. Si volguérem

la taula optima, generariem la taula prévia incoherent seguent:

-1 2 3 0 0 0
X1 X2 X3 S1 S2 S3
3 x3| 172 0 1 -1/5  1/10 0 2
2 X |-1/2 1 0 2/5 3/10 0 2
0 s3| 1 3 1 0 0 1 10
Zj 1/2 2 3 1/5 9/10 0 10
Wi 320 0 -1/5  -9/10 0

| ara, per a generar la primera columna de la matriu identitat en la columna de X3
i la segona columna de la matriu identitat en la columna de X2, s’ha de restar a la tercera

fila la primera i la segona multiplicada per 3:
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-1 2 3 0 0 0
X1 X2 X3 S1 S2 S3
3 x3| 172 0 1 -1/5  1/10 0 2
2 X | -1/2 1 0 2/5 3/10 0 2
0 s3 2 0 0 -1 -1 1 2
Zj 1/2 2 3 1/5 9/10 0 10
Wj 320 0 -1/5  -9/10 0

Aquesta ja és una taula coherent del simplex i és la que correspon al maxim global:

un vertex en el punt (x4, x5, x3) = (0,2,2) amb F = 10.
Questions, exercicis i problemes

32. Peral problemadeP. L.:

Max. X1+ 4x, + x3
s.a: X, +2x3 =4
X1 + 2x, +4x3 = 10
X1 20,x,=20,x3=0

La taula optima del qual és:

1 4 1 0
X1 X2 X3 S1
0 s1] 05 0 0 1 1
4 x| 05 1 2 0 5
Zj 2 4 8 0
20
Wi -1 0 -7 0

a) Realitza I’analisi de sensibilitat de c1. Raona qué canviaria i que no de la solucio
optima si c1 canvia de valor sense eixir-se’n de I’interval de sensibilitat.

b) Calcula la solucié optima si c1 = 3.

c) Realitza I’analisi de sensibilitat de co. Raona que canviaria i qué no de la solucié
optima si ¢ canvia de valor sense eixir-se’n de I’interval de sensibilitat

d) Calcula la solucio optima si ¢c2= 3.

e) Realitza I’analisi de sensibilitat de a»1. Raona que canviaria i qué no de la solucié
optima si a1 canvia de valor sense eixir-se’n de I’interval de sensibilitat.

f) Calcula la solucié optima si a1 = 2.
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g) Realitza I’analisi de sensibilitat de b1. Raona qué canviaria i qué no de la solucié
optima si by canvia de valor sense eixir-se’n de I’interval de sensibilitat.
h) Calcula la soluci6 optimasi b1 =5
i) Realitza I’analisi de sensibilitat de b>.
j) Calcula la soluci6 optima si b, = 14.
k) Calcula la soluci6 optima si al mateix temps by =5 i by = 14.
I) Calcula la soluci6 optima si s’introdueix una nova variable x4 amb coeficient ¢4 =

33.

3 en la funcio objectiu i els coeficients tecnics aia =2 i a4 = 1.

m) Calcula la taula optima si s’introdueix la restriccio 2x; + 3x, + x3 < 16.

En el problema de producci6 amb recursos limitats segient, les variables

representen les unitats produides de quatre productes, la funcié objectiu és de beneficis

(formada per la suma dels beneficis unitaris, en milers de €, pel nombre d’unitats

produides), la primera restriccid representa la limitacié de treball disponible (en

hores/dia) i la segona restriccio representa la limitacid de cost (en milers de €). L’enunciat

matematic del problema i la taula optima és:

a)

b)

Max. F =3x; +x; +3x3 +4x,
s.a:  2xq + 2x5 +3x3 +8x, < 20
3x; + 5x, + 2x3 + 2x, < 15
X1, X3, X3, X4 =0

3 1 3 4 0 0

X1 X2 X3 X4 S1 S2

3 x| 1 22 0O -2 -04 06 1

3 x3| 0 -08 1 4 0,6 -0,4 6
Zj 3 42 3 6 06 06 ’1
Wi 0 32 O -2  -06 -0,6

Calcula I’interval de sensibilitat del benefici unitari del segon producte. Raona
economicament ’efecte que tindria un augment d’aquest benefici unitari pero
mantenint-se dins de 1’interval anterior. Quina interpretacio economica creus que
¢s la més probable per a I’extrem superior d’aquest interval?

Analitza quina seria la produccié optima si el benefici unitari del quart producte

augmenta fins a 8 (milers de €).

77



Apunts de Teoria de Matematiques Il @mm

| Facuitat «Economia %)

Curs Acadéemic 2015-16 graus

c)

d)

9)

Calcula I’interval de sensibilitat de les hores necessaries per a produir una unitat
del quart producte. Quina interpretacié economica creus que és la més probable
per a I’extrem inferior d’aquest interval?

Si la produccio de cada unitat del segon producte passa a tenir un cost de 2.500 €,
canviaria la produccié optima? | els beneficis optims?

Calcula I’interval de sensibilitat de les hores disponibles de treball i interpreta’l
economicament.

Calcula la produccio optima i el benefici maxim si el pressupost maxim de costos
passa a ser de 25.000 €.

Analitza si a I’empresa li resulta convenient introduir un nou producte que té un
benefici unitari de 5.000 €, que utilitza 3 hores de treball per unitat i t€ un cost

unitari de 2.500 €.
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TEMA 6. PROGRAMACIO ENTERA

6.1. Introduccio

En aquest tema veurem de manera introductoria el métode principal per a resoldre
qualsevol dels problemes d’optimitzacidé que hem vist quan les variables del problema o
alguna d’aquestes variables es troba restringida a prendre valors enters. EI motiu per a
introduir aquesta condicid pot ser divers. A vegades, les variables representen magnituds
que no son divisibles, persones que s’han de transportar, per exemple; en altres casos, les
variables representen decisions, de construir una carretera o no construir-la, per exemple.

Quan el problema té aquest tipus de variables, es diu de programacid entera.

Els tipus de variables enteres son dos: variable entera general o condicid
d’integritat, x € Z, i variable binaria x € {0,1}. Aquestes segones son les adequades per
a representar decisions, de manera que un valor 0 esta associat a no prendre aquesta

decisid i el valor 1 esta associat a si prendre-la.

Els problemes amb variables enteres poden ser purs si totes les variables son

enteres, 0 mixtes si algunes variables sén enteres i d’altres son reals.

El treball amb variables enteres té una consequéncia matematica molt important,
ja que si les variables son discretes en lloc de continues, no es compleixen les hipotesis
molt significatives com les de funci6 objectiu continua o conjunt d’oportunitats convex i,
en general, no és possible el calcul diferencial (derivades). Aixo invalida I’aplicacio6 dels
meétodes que hem estudiat en els temes anteriors. Encara que hi ha métodes especifics per
a resoldre aquests problemes que aprofiten el fet que les variables son discretes, el metode
principal i el que nosaltres estudiarem en aquest tema es fonamenta en els métodes
generals que hem estudiat, condicions de Kuhn i Tucker o metode simplex, sobre els quals
s’incorporen restriccions addicionals per a forgar que les variables enteres ho siguen.

Aguest métode es coneix com el de branca i limit.
6.2. Métode de branca i limit

El metode de branca i limit resol el problema enter mitjangant la resolucié de
problemes successius no enters plantejats adequadament. La formulacié de cada

problema segueix una logica que consisteix a afegir restriccions al problema previ (branca
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o ramificacio), de manera que el conjunt d’oportunitats vaja reduint-se i s’eliminen valors
no enters pero sense eliminar valors enters i, d’aquesta manera, Si es resol el nou problema
es va forg¢ant que la solucio siga entera. D’altra banda, si reduim el conjunt d’oportunitats,
el valor optim de la funcio6 objectiu va empitjorant sempre, rad per la qual quan arribem
a una solucio entera sols caldra ramificar els problemes no enters que siguen millors que

aqueixa solucié entera (fitacio).

Si tenim un problema enter mixt o pur, els passos que cal seguir per a resoldre’l

segons el metode de branca i limit son els seglents:

e Pas 1: formular i resoldre el problema associat no enter. Es el mateix
problema pero sense exigir que les variables siguen enteres. Si la solucio
optima és entera, aquesta és també la solucié optima del problema enter
original, ja que si la millor solucié del problema associat té variables
enteres, també sera la millor solucié del problema enter. Si la solucio
optima no és entera, es ramifica el problema associat.

e Pas 2: ramificar el problema previ. Aixo vol dir plantejar dos nous
problemes iguals que 1’anterior perd amb una restriccid més cadascun.
S’elegeix una de les variables enteres que no ha assolit un valor enter en
la soluci6 optima del problema previ i es generen dues restriccions que
eliminen el valor no enter d’aqueixa variable pero sense eliminar cap valor
enter. Per a aconseguir-ho, la variable ha de ser menor o igual que el valor
enter per defecte, 0 major o igual que el valor enter per excés. Per exemple,
si x ha de ser entera i el seu valor optim ha sigut 4,3, les dues restriccions
son x < 4ix =5 (aixi x = 4,3 ja no és factible, pero si x =4 i x = 5).
Cadascuna d’aquestes restriccions s’afegeix al problema previ i genera els
dos nous problemes.

e Pas 3: resoldre els problemes nous. Si la solucié optima de qualsevol dels
problemes que es va generant és entera o si el problema és infactible,
s’atura la ramificacié d’aqueixa branca. Quan un problema tinga solucio
entera, el valor de la funcié objectiu és una fita que ens indica que no caldra
ramificar problemes no enters amb solucions pitjors que aquesta. Per tant,
si un problema té solucié optima no entera pero el valor de la funcio
objectiu és pitjor que el d’una solucid entera, també s’atura la ramificacio

d’aqueixa branca. Aquest raonament és la fitacié que dona nom a aquest
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meétode. En el cas que el problema tinga solucié optima no entera i el valor
de la funci6 objectiu siga millor que el de qualsevol solucié entera o si no
es disposa encara d’alguna solucio entera, cal continuar ramificant i tornar

al pas 2.

Els passos 2 i 3 es van repetint fins que no quede cap problema per ramificar. En

aquest sentit, un problema no s’ha de ramificar si es dona alguna d’aquestes condicions:

e Esinfactible.
e Té solucio6 optima entera.
e Té solucid optima no entera amb pitjor valor de la funcié objectiu que un

problema amb soluci6 optima entera.

El resultat d’aquest métode és el plantejament i la resolucié de problemes
successius, tots sense condicions de variables enteres en la seua formulacid, que es poden
resoldre pels métodes estudiats en els temes anteriors. Tot aquest conjunt de problemes i
les seues solucions es representen en forma d’arbre, anomenat arbre de ramificacio, i

cada problema en aquest arbre és un node.

Quan no quede cap problema per ramificar (cap node pendent), ja podem deduir
la soluci6 optima del problema enter original, si n’hi ha: la soluci6é optima buscada és la

millor de les solucions optimes enteres de I’arbre de ramificacio.

Exemple 6.1
Resoldre el problema enter pur seguent:

Max. F =4x;+ 3x, + 5x;
s.a:  xq+ 3x, +5x3 < 17
2x1 + x5, +3x3 < 21
X1,X2,%X3 =0
X1,X5,X3 EZ

Pas 1 Formular i resoldre el problema associat.
El problema associat és el mateix perd sense condicions d’integritat:

Problema 0
Max. F =4x; + 3x, + 5x3
s.a:  xq+3x, +5x3 <17
2x1 +x, +3x3 <21
X1,X2,%X3 =0
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Amb el métode simplex, la soluci6 optima és:
e Problema 0: (x4, x5, x3) = (9'2,2'6,0) amb F = 44,6.

Pas 2 (primera ramificacio) Ramificar el problema 0. Si elegim una qualsevol de
les variables enteres sense valor enter, per exemple Xz, es generen les restriccions x, <
2 i x, = 3, que originen dos problemes nous, cadascun igual que I’anterior amb una

d’aquestes restriccions addicionals:

Problema 1 Problema 2
Max. F =4x;+ 3x, + 5x3 Max. F =4x;+ 3x,+ 5x3
s.a: xq+3x,+5x3 <17 | s.a:  x;+3x, +5x3 <17
2%, + %, +3x3 <21 2x, + X5 + 3x5 < 21
Xy <2 Xy, =3
X1,%X2,%X3 =0 X1,%X2,%x3 =0

Pas 3 (primera ramificacid) Resoldre els problemes 1 i 2.
Amb el métode simplex, les solucions optimes son:

e Problema 1: (xq,x,,x3) = (9'5,2,0) amb F = 44,
e Problema 2: (x4, x5,x3) = (8,3,0) amb F =41.

El problema 2 ha arribat al final de la ramificacio, perque la solucio optima ja €s
entera. El problema 1, en canvi, es pot continuar ramificant, perque la solucié no és entera
i el valor optim de la funcié objectiu (F = 44) és millor que el de 1’unica solucié entera
coneguda fins ara (F = 41). Si tant el problema 1 com el problema 2 s’hagueren de
ramificar, elegiriem primer el que tinguera millor valor de la funci6 objectiu. Tornem al

pas 2 per a ramificar el problema 1.

Pas 2 (segona ramificacié) Ramificar el problema 1. Només es pot ramificar per
la variable x1, que és I’inica no entera. Les restriccions son x; < 9ix; = 10, que
originen dos problemes nous, cadascun igual al problema 1 amb una d’aquestes

restriccions addicionals:

Problema 1.1 Problema 1.2
Max. F =4x;+ 3x, + 5x3 Max. F =4x;+ 3x,+ 5x3
s.a:  xq+3x,+5x3 <17 s.a:  xq1+3x, +5x3 <17
2x1 +x, +3x3 < 21 i 2xq + x5 +3x3 <21
X, < 2 X, <2
X <9 x, =10
X1,X2,%3 =0 X1,X2,X3 =0

Pas 3 (segona ramificacié) Resoldre els problemes 1.1i 1.2.
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Amb el métode simplex, les solucions optimes son:

e Problema 1.1: (x4, x2,x3) = (9,2,1/3) amb F = 131/3.
e Problema 1.2: (x4, x,,x3) = (10,1,0) amb F = 43.

El problema 1.2 ha arribat al final de la ramificacio, perque la solucié optima ja
és entera. Com que el valor de la funcié objectiu (F = 43) és millor que el de I’altra solucio
entera (problema 2 amb F = 41), la fita rellevant per a deduir si cal seguir ramificant o no
un problema no enter és la millor d’aquestes, F = 43. El problema 1.1, per tant, es pot
continuar ramificant perque la solucid no és entera i el valor optim de la funcié objectiu
(F = 43,666...) és millor que el de la millor solucié entera (F = 43). Tornem al pas 2 per
a ramificar el problema 1.1.

Pas 2 (tercera ramificacio) Ramificar el problema 1.1. Només es pot ramificar
per la variable x3, que és I’inica no entera. Les restriccions soén x; < 0 i x3 = 1, que
originen dos problemes nous, cadascun igual al problema 1.1 amb una d’aquestes

restriccions addicionals:

Problema1.1.1 Problema1.1.2

Max. F =4x; + 3x, + 5x3 Max. F =4x;+ 3x,+ 5x3
s.a:  xq+3x,+5x3 <17 s.a:  xq;+3x, +5x3 <17
2x1 +x, +3x3 < 21 , 2xq + x5 +3x3 <21

x, <2 ! x, <2

x <9 X <9

x3<0 x3 =1

X1,X2,%X3 =0 X1,%X2,X3 =0

Pas 3 (tercera ramificacid) Resoldre els problemes 1.1.11i 1.1.2.
Amb el métode simplex, les solucions optimes sén:

e Problema1.1.1: (x4, x5,x3) = (9,2,0) amb F =42,
e Problema 1.1.2: (x1,%5,x3) = (8'4,1'2,1) amb F = 42,2,

El problema 1.1.1 ha arribat al final de la ramificacio, perqué la solucio optima ja
és entera. Pero com que el valor de la funcié objectiu (F = 42) no és millor que el del
problema 1.2 (F = 43), la fita rellevant per a deduir si cal continuar ramificant o no encara
és la del problema 1.2, F = 43. El problema 1.1.2, per tant, no I’hem de continuar
ramificant, perque encara que la solucio no siga entera, el valor optim de la funcio objectiu
(F = 42,2) és pitjor que el de la millor soluci6 entera (F = 43). Com que no hi queda cap

problema per ramificar, disposem de I’arbre complet de ramificacio:
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Pr.1.1.1
S (9,2,0) F=42
e (9,2, 1/3) F = 43,66... Pr 112
e (9'5,2,0) F=44 12 (8'4,1'2,1) F=42,2
(9'2,2'6,0) F=44,6 Pr 2 (10,1,0) F=43
(8,3,0) F=41

Quan I’arbre es troba complet, la soluci6 optima del problema enter original és la
millor de les solucions enteres de I’arbre. Com que el problema és de maximitzacio, la
millor de les solucions enteres és la del problema 1.2, per tant, la solucié optima és
(x1,x5,x3) = (10,1,0) amb F = 43.

Observacions:

e Cap dels problemes d’un arbre de ramificacié té condicions d’integritat per a les
variables. Aquestes condicions nomes les té el problema original.

e La funci6 objectiu sempre empitjora a mesura que es progressa per I’arbre de
ramificacio, per tant, si el problema és de maximitzar, la funcié objectiu va
disminuint, i si és de minimitzar, va augmentant.

e Quan hi ha més d’un problema per a ramificar, elegirem el que tinga millor valor
de la funcio objectiu.

e Si es pot ramificar per més d’una variable, elegirem qualsevol d’aquestes. Pero
només es pot ramificar per una variable cada vegada.

e Si el problema és enter mixt, només cal ramificar per les variables enteres. Les

variables continues no originen cap ramificacié ni intervenen en els raonaments.

e Resoldre el problema associat (problema 0) i arrodonir la solucié al nombre enter
més proxim no és un métode valid com podem veure en I’exemple 6.1: arrodonir
(9'2, 2'6, 0) a (9,3,0) origina un punt infactible i arrodonir-lo a (9, 2, 0) origina un
punt factible pero no optim. No obstant aixo, en problemes de gran dimensio i
depenent de la interpretacié economica de les variables, pot ser un meétode

aproximat raonable.
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Quiestions, exercicis i problemes

34. Siga I’arbre de ramificacio seguent d’un problema de programacio entera pur:

Pr.1.1

—] (4,4,0) F=20
{ (5.1,1/2) F=19,5 B

Pr. 1.2
o S— (5,0,1) F=20
(16/3, 0, 2/3) F = 58/3 Pr.21

ﬁ— S (6,0,1) F=23

(6,0,1/2) F=20,5 T pra2

(5,2,0) F=22

a) Afegeix en cada branca la restriccio corresponent.
b) Raona quina és la solucié optima, si és Unica i si és minim o maxim global.

c) Detecta quina de les set solucions que apareixen en ’arbre és incoherent i per qué.
35. Siga el problema de programacio entera mixta seguent:

Min. F = 3x; + 2x, + 5x3
s.a: 2xy +x; +2x3 = 12
X1 +x, +4x3 =8
X1,%X2,x3 =0
X3 EZL
El problema associat quan apliqguem el métode de branca i limit té com a solucio

optima (x4, x5, x3) = (16/3,0, 2/3) amb F = 58/3.

a) Formula els dos problemes que apareixen després de la primera ramificacio.
b) Marca amb una X quina o quines de les opcions segiients son coherents per a les
solucions optimes d’aquests dos problemes:

D (.xl,xZ,X3) = (6, 0, 1/2) amb F= 20,5 | (xl,xZ,x3) = (5, 1, 1/2) amb F=
19,5

D (.xl,xZ, X3) = (4‘, 4‘, O) amb F= 20 | (xl, X7, X3) = (5, 0, 1) amb F= 20

D (.xl,xZ, X3) = (6, 0, O) amb F= 18 | (xl, X7, X3) = (4‘, 1, 1) amb F= 19

O (xl, X9, X3) = (3, 4‘, 1) amb F=22 i (.Xl,XZ,x3) = (6, 1, O) a.mb F=22

36. Un problema lineal amb tres variables enteres té 1’arbre de solucions seguient

seguint el métode de branca i limit:
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Pr. 1
(3,0,4) F=25

Pr.0
(3'4,0,3'8) F=25,4

Pr. 2
(11/3,0,3) F=23

a) Afegeix en I’arbre anterior la restricci6 incorporada en cada branca.
b) Selecciona I’opcio6 correcta amb una X:

[0 L’arbre no esta complet: cal ramificar el problema 2.
0 Lasoluci6 optima és (3, 0, 4) amb F = 25.

[0 Lasolucio optima és (11/3, 0, 3) amb F = 23.

0 Lasolucié optima és (4, 0, 4) amb F = 28.

37. Siga el problema enter mixt segiient i el seu arbre de ramificacio:

Max. F =3x; + x5 +3x3 +4x,
s.a:  2xq + 2x, +4x3 +8x, < 21
3xq + 5x, + 2x3 + 2x4 < 15
X1,%X2,X3,X4 =0

X1,X3 EZ
Pr.1.1
(2,1/6,4,1/12) F=18'5
Pr.1
(2'3,0,4,0'05) F=19'1
Pr.0 Pr.1.2
(9/4,0,33/8,0) F=19'125 = (3,0,9/4,3/4) F=18'75
r.
(0'5,0,5,0) F=16'5

a) Formula el problema associat (problema 0).

b) Afegeix en cada branca la nova restriccio.

c) Raona si I’arbre esta complet. En cas afirmatiu, digues quina és la solucié optima.
En cas negatiu, digues quin node caldria continuar ramificant i formula els dos

nous problemes.
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EXERCICIS RESOLTS DELS TEMES DE TEORIA

Tema 1. Introduccid a I’optimitzacié

Exercici 2 Estudia si els conjunts seglients son fitats i si son convexos:

i) S;={(x,y) €R?/2x + 4y < 8}
No és fitat perque la desigualtat no defineix valors fitats per a les variables.
Si que és convex perqueé €s un semiespai.
i) S;={(x,y) eR?*/2x+4y <8,x=>0,y > 0}
Si que és fitat perque la desigualtat i les condicions de no-negativitat impliquen
fites perales variables: 0 < x <4, 0 <y < 2.
Si que és convex perqué €s una interseccid de semiespais.
K) S5 ={(x,y) € R?/x* + 4y* < 16}
Si que és fitat perqué la desigualtat implica fites per a les variables: —4 < x < 4,
—2<y<2.
Si que és convex perqué és un conjunt de nivell inferior amb funcié convexa en

2 0
0 8

amb elements positius en la diagonal principal i, per tant, definida positiva.
) S,={(x,y,2) ER3/2x+4y—-32<12,x>0,y >0,z > 0}

el primer membre, donat que la hessiana és H = ( ) una matriu diagonal

No és fitat perqué no es poden trobar fites superiors per a les variables.

Si que és convex perqué €s una interseccié de semiespais.

Exercici 3 Donats els enunciats seglients de problemes de programacié matematica,
analitzeu primer si son lineals o no lineals. Després, si son lineals, enuncieu-los en forma

estandard i si s6n no lineals, enuncieu-los en forma canonica.

Min. 2x +y Min. 2x+y,—Y>

sa: 4x+y<12 . . . s.a: 4dx+y;—y,+s, =12
X+2y>6 Es lineal. En forma estandard: X 42y, — 2y, — 5, = 6

xZO x;}’1,}’2;51;5220
Max. y Max. y
. a2 . ) 2

s.a —x"+y <0 gc 0 lineal. En forma canonica: 5+ & x*+y=<0

x+2y=>6 —-x—2y<—6

x>0 —x<0
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Exercici 4 Estudieu si els problemes de programacié matematica segtients compleixen

les hipotesis del teorema de Weierstrass i les hipotesis del teorema local-global:
Max. 2x + 3y
sa: 4x+y =15

x+3y <60
x,y=>0

Teorema de Weierstrass: La hipotesi 1, funcid objectiu continua, és compleix perque és

un polinomi. La hipotesi 2, conjunt d’oportunitats (S) no buit i compacte (tancat i fitat),
també perque:
e No buit: (5,0) € S
e Tancat: totes les restriccions inclouen la igualtat i, per tant, la frontera del conjunt
esta inclosa en el conjunt.
e Fitat: amb la segona restriccio i les condicions de domini s’obtenen les fites

seglients per a les variables, 0 < x < 60, 0 < y < 20.
La consequencia és que en el problema hi ha maxim global.

Teorema Local-Global: La hipotesi 1, funci6é objectiu concava, es compleix perqué és

lineal. La hipotesi 2, S convex, també perqué és una interseccié de semiespais. La

conseqiiencia és que si tenim un maxim local es podra assegurar que €s maxim global.

Max. y
s.a: x*+y*>9
x+4y <12
x=0

Teorema de Weierstrass: La hipotesi 1, funcié objectiu continua, es compleix perque €és

un polinomi. La hipotesi 2, conjunt d’oportunitats (S) no buit i compacte (tancat i fitat),
no es compleix perqué no és fitat, x no té fita superior i y no en té d’inferior. a

conseqiiéncia €s que en el problema no queda assegurada 1’existéncia de maxim global.

Teorema Local-Global: La hipotesi 1, funcié objectiu concava, es compleix perque és

lineal. La hipotesi 2, S convex, no perque la primera restriccio és un conjunt de nivell
superior amb funcié convexa en el primer membre (hessiana definida positiva) quan
hauria de ser concava. La conseqliencia €s que si tenim un maxim local no es podra

assegurar que siga maxim global.

Exercici 5 Siga el problema seguent:
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Max. f(x,y,2)
s.a: g1(x,y,z) = by
gz(x;}’;z) = bZ
x=>0,y=>0

a) Marca quines condicions de concavitat i/o convexitat han de tenir necessariament

f, g1 i g2 perque el problema complisca les hipotesis del teorema local-global.
[f hadeserconcava  (/f hade ser convexa [f ha de ser lineal

Igl ha de ser concavallg: ha de ser convexa  [Ig: ha de ser lineal

192 ha de ser concava [1g2 ha de ser convexa lgz ha de ser lineal

b) Enuncia el mateix problema en forma canonica

Max. f(x,y,2)
s.a: —g1(x,y,z) < —by

gZ(xﬂin) < b2
_QZ(XJy'Z) < _bZ
—-x<0,—-y<0
Exercici 7 Donat el problema general de programacié matematica amb 2 variables:

Min. F(x,y)
sa: (x,y)€ES

a) Enuncia el teorema de Weierstrass per a aquest problema.
Si F és continua i S és no buit i compacte, aleshores hi ha minim global.
b) Escriu la definicié de minim global estricte per a aquest problema.
(x*,¥*) € S és minim global estricte si F(x*,y*) < F(x,y), V(x,y) €S

c) Si F(x,y)=2x+y i S={(x,y) ER?/xy >32,x+y <20,x=>0,y >0},

obteniu graficament el minim global.
El minim global és el punt: (x*,y*) = (4,8) amb F(4,8) = 16
Exercici 8 Donat el problema general de programacié matematica amb 3 variables:

Max. F(x,y,2)
s.a: (x,y,z)ES

a) SiS={(xv,2)€R3/2x +y? <10,x >0,y > 0,z > 0}, estudieu si verifica

les condicions adequades del teorema de Weierstrass. Com a consequéncia
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b)

d’aquest estudi i suposant que F(x,y,z) és continua, quina conclusio se n’extrau al

voltant de I’existéncia de maxim global?

No verifica les condicions del teorema de Weierstrass perqué el conjunt S no és
fitat: en concret, la variable z no té fita superior. La conclusié és que no queda

garantida 1’existéncia de maxim global.

Enuncieu el teorema local-global per a aquest problema. Verifiqueu si el conjunt

S de I’apartat anterior compleix la condici6é adequada del teorema local-global.

Si F(x,y,z) és concava i S és convex, aleshores si tenim un maxim local sera

també maxim global.

El conjunt S de I’apartat anterior si que verifica que és convex. Les condicions de
no-negativitat son semiespais i la primera restriccio és un conjunt de nivell inferior

amb funcié convexa perqué la hessiana és semidefinida positiva, H =

0 0 O
(0 2 0), ja que és una matriu diagonal amb elements en la diagonal principal
0 0 O

majors o iguals que zero. Per tant, S és convex perque és interseccio de convexos.

Escriviu la definici6 matematica de maxim global no estricte per a aquest
problema. Si F(x,y,z) =2x+3y+4z i S és el conjunt de I’apartat a),
demostreu que el punt (x,y,z) = (5,0,10) no és el maxim global no estricte del

problema.

Definicio: (x*,y*, z*) € S és maxim global no estricte si:

F(x*,y*,z") 2 F(x,y,2), V(x,y,2z) €S
Amb la funcié objectiu F(x,y,z) = 2x + 3y + 4z, el punt (x,y,z) = (5,0,10)
no és el maxim global no estricte del problema perqué facilment es pot trobar un
altre punt factible amb millor valor de la funcid objectiu, per exemple, el punt
(x,y,z) = (0,0,20) és factible i millor: F(0,0,20) = 80 > 50 = F(5,0,10).

Exercici 9 Siguen les restriccions i condicions de domini seguents:

a)

24+y2<1,x*+y*>21L,x+y<2,x+y=2x=>0,y=0

Creeu 4 conjunts d’oportunitats, utilitzant correctament la notaci6 de conjunt (S =

{(x,y) € R?/...}) en definir-los, i trieu convenientment entre les restriccions
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anteriors, de manera que tingueu un conjunt no buit amb cadascuna de les
caracteristiques seguients:
i. Fitaticonvex: S ={(x,y) € R?/x%? + y? < 1}
ii. Fitatinoconvex:S={(x,y) ER?/x?+y?>1,x+y<2,x=>0,y>0}
iii. No fitati convex: S = {(x,y) € R?/x+y < 2,x > 0}
iv. No fitat i no convex: S = {(x,y) € R?/x% + y? > 1}
b) Amb el conjunt d’oportunitats de 1’apartat ii), calculeu graficament el minim
global de la funci6 f(x,y) = x —y.
El minim global és el punt (0,2) amb un valor de la funcid objectiu £(0,2) = —2
Cc) Amb el conjunt d’oportunitats de 1’apartat iii), poseu un exemple de funcio

objectiu amb maxim global i un exemple de funcié objectiu sense maxim global.
Amb maxim global: f(x,y) = —x+y

Sense maxim global: f(x,y) =x —y
Tema 2. Programacio no lineal

Exercici 10 Escriviu les condicions de Kuhn i Tucker dels problemes seguents:

Max. xX—y
s.a: x+2y<10
x> —8x+y>-12
y=0

» Funci6 Lagrangiana:
L=x—y+2,(10—x—2y) + 2,(—12 —x%2 + 8x — y) + 13(—y)

= Condicions de Kuhn i Tucker:

> Factibilitat: x + 2y <10; x2—-8x+y=>-12; y =0

» Signe dels multiplicadors: 44 = 0; 1, <0; A1;<0

» Marge complementari:

MA0—x—=2y)=0; A,(-12—-x*+8x—y)=0 A3(-y)=0
Min. 6x+4y+z

s.a: x+y+zl/2292
x+2y <100

» Funcié Lagrangiana:

91



Apunts de Teoria de Matematiques Il

Curs Acadéemic 2015-16

Facultat ¢[Economia [

graus

L= 6x+4y+z+2;(92—x—y—z"2)+2,(100 — x — 2)

Condicions de Kuhn i Tucker:

> Factibilitat: x + y + 272 > 92; x + 2y < 100

> Puntoritic: 6 -2, =2, =0; 4—1;—21,=0; 1-3z /22, =0

» Signe dels multiplicadors: 4, = 0; 1, <0

» Marge complementari: A, (92 —Xx—y— 21/2) =0; 4,(100—x—-2y)=0
Max. x1/2 + y1/2
sa: 2x+y<12

x=>1
y=1

Funci6 Lagrangiana:
= x/ 1 —
L=x72+y724+2(12-2x—-y)+A,(1—x)+A3(1 —y)

Condicions de Kuhn i Tucker:

» Factibilitat: 2x +y <12; x=1;, y=1

> Puntoritic: 2x™ /2 =24 =2, =0; 3y /2= —2;=0

» Signe dels multiplicadors: 44 = 0; 1, <0; A1;<0

> Marge complementari: A,(12 = 2x —y) =0; A,(1-x)=0; A3(1—y)=0

Exercici 12 Estudieu el teorema de suficiéncia de Kuhn i Tucker en els enunciats de

I’exercici 10. Si disposareu d’un punt de Kuhn i Tucker de cada problema, raoneu si seria

optim global.
Max. xX—y
s.a: x+2y<10
x2—8x+y=-12
y=0

1. Funcio objectiu concava (és de maximitzar)?: Si, perque és lineal.
2. S convex?:

- Primera i tercera restriccié son semiespais — convexos

- Segona restriccio és un conjunt de nivell superior, perd amb funcié concava?

2 0

0 0) i, per tant,

No, perqué la hessiana del primer membre és H = (
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convexa (matriu diagonal amb elements majors o iguals que zero en la
diagonal principal) — conjunt no necessariament convex.
- No es pot aplicar la propietat de la interseccio de convexos — S no és pot

garantir que és convex.

Conclusié: no és aplicable el primer teorema de suficiencia i, per tant, si
disposarem d’un punt de Kuhn i Tucker en aquest problema no es podria assegurar que

és maxim global.

Min. 6x+4y+z

s.a: x+y+zl/2292
x+2y <100

1. Funcié objectiu convexa (és de minimitzar)?: Si, perqué és lineal.
2. S convex?:

- Primera restriccid és un conjunt de nivell superior, pero amb funcio

concava? Si, perque la hessiana del primer membre és H =

0 0 0
0 0 . 0 s i, per tant, concava (matriu diagonal amb elements
0 0 —-z77/2

menors o iguals que zero en la diagonal principal per a tot punt del domini)
— conjunt convex.
- Segona restriccid és un semiespai — convex.

- Es pot aplicar la propietat de la interseccié de convexos — S és convex.

Conclusi: és aplicable el primer teorema de suficiencia i, per tant, si disposarem

d’un punt de Kuhn i Tucker en aquest problema es podria assegurar que és maxim global.

Max. x1/2 +y1/2

sa: 2x+y<12
x=>1
y=1

1. Funcid objectiu concava (és de maximitzar)?: Si, perque la hessiana és H =

-1 _3/

—x~ /2 0

13y I, per tant, concava (matriu diagonal amb elements menors o iguals

0 —y /2
4

gue zero en la diagonal principal en els punts del domini).
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2. S convex?: Si perqué és la interseccio de tres convexos perqué les tres

restriccions son semiespais.

Conclusié: si que és aplicable el primer teorema de suficiencia i, per tant, si
disposarem d’un punt de Kuhn i Tucker en aquest problema es podria assegurar que és

maxim global.

Exercici 14 Donat el problema d’optimitzacié matematica seglient:

Min. x—4y
s.a —4x+6z=0
2x2+y?+22 <9
x=>0

a) Analitzeu si esta garantida 1’existéncia de minim global.

Aquesta analisi es fa estudiant el teorema de Weierstrass. La funcié objectiu és
continua perque és polinomica i el conjunt d’oportunitats és no buit, (0,0,0) és un punt
factible i tancat perqué totes les restriccions inclouen la igualtat. A més, també €s un

conjunt fitat perqué la segona restriccié permet deduir fites inferiors i superiors per a les
- 9 9 L . .
tres variables: —\[5 <x< \E; —3 <y < 3; —3 < z < 3. En consequéncia, el conjunt

d’oportunitats és compacte. Es verifiquen les condicions del teorema de Weierstrass i esta

assegurada I’existéncia de minim global.

b) Escriviu les condicions de Kuhn i Tucker.

» Funci6 Lagrangiana:
L=x—4y+ 1,(4x —62) + 1,(9 — 2x? — y? — z2) + A3(—x)

= Condicions de Kuhn i Tucker:
> Factibilitat: —4x + 6z =0; 2x>+y?2+2z2<9; x>0
> Puntcritic: 1+ 44, —4xd, — A3 =0; —4—2y1, =0; —61; — 221, =0
» Signe dels multiplicadors: 1, < 0; A3 =0
> Marge complementari:i,(9 — 2x?2 —y2 —2z2) =0 A3(—x)=0
c) Estudieu si el punt (x,y,z) = (0,3,0) compleix les condicions de Kuhn i Tucker.
> Factibilitat: verifiquen les tres i, a més, saturen les dues desigualtats.
» Marge complementari: verifiquen les dues perqué satura les dues restriccions

(anul-la els paréntesis) i no queda determinat cap valor dels multiplicadors.
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> Punt critic: si se substitueix el punt (0,3,0), queda el sistema d’equacions

1 + 411 - 13 = 0
seguent, —4 — 64, =0 }lasoluciodel qualés: 1, =0; 4, = —2; A3 =1
_611 = 0

> Signe dels multiplicadors: els anteriors valors verifiquen les dues condicions de

signed, <0; A3=0

Conclusio: el punt (x,y,z) = (0,3,0) verifica les condicions de Kuhn i Tucker.
d) Estudieu, amb algun teorema de suficiéncia, si aquest punt és el minim global.

En primer lloc, s’estudia el teorema de suficiencia de Kuhn i Tucker:

1. Funcié objectiu convexa (és de minimitzar)?: Si, perqué és lineal

2. S convex?:

- Primera restriccid és un hiperpla — convex.

- Segona restriccio és un conjunt de nivell inferior, perd amb funcié convexa?

4 0 O
Si, perque la hessiana del primer membre és H = (0 2 0) i, per tant,
0 0 2

convexa (matriu diagonal amb elements majors o iguals que zero en la
diagonal principal) — conjunt convex.
- Tercera restriccio s un semiespai — CONVex.

- Es pot aplicar la propietat de la interseccié de convexos — S és convex.

Conclusié: és aplicable el primer teorema de suficiéncia i, per tant, (x,y,z) =

(0,3,0), que és punt de K-T, és també minim global.
Tema 3. Introducci6 a la programacio lineal

Exercici 16 Passeu els problemes segiients a forma estandard i escriviu la matriu A en

cada cas.

Max. 2x+y
sa: 4x+y<15
x+2y<6
x,y=>0
L’tnica transformacio que cal fer és passar desigualtats a igualtats. La forma

estandard i la matriu A son:
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Max. 2x +y
s.a: 4x+y+s; =15 A=(4 1 1 0)
xX+2y+s,=6 1 2 0 1
X,Y,51,5, =0
Max. y
sa: —-3x+y<0
x+2y <16
x=0

Ara, a més de passar desigualtats a igualtats, cal un canvi de variable per tal de
passar a variables no negatives, concretament y = y; — y,. La forma estandard i la matriu
A son:

Max. Vi— Y2

sa: —=3x+y;—y,+s5,=0
X+ 2y, —2y,+s, =16
X, Y1, Y2,51, 52 =0

(2 20D

Min. x+y
sa: 2x—y=>0
xX+2y=6

x<0

En aquest problema, falta una variable de marge en la primera restriccio i cal

transformar les dues variables, x = —x;; y = y; — y,. La forma estandard i la matriu A

son:
Min. —X1+y1_y2
s.a: —2x1—y;+y,—s=0 A:(—Z -1 1 —1)
—x1+2y; =2y, =6 -1 2 -2 0

x1»}’1:3’2»5 2 O

Exercici 20 Siga F(x,y,z) = x + y + 2z la funcié objectiu d’un problema lineal que

volem fer maxima. Les 3 variables son no negatives:

a) Afegiu una Unica restriccio de manera que el problema tinga solucid Unica o de

vertex, calculeu totes les SFB i el valor de la funcié objectiu en cadascuna.

Observant que el coeficient de z en la funcid objectiu és el més gran, una restriccio
que implica solucié de vertex és, per exemple, x +y + z = 1. Aquesta restriccio,
juntament amb les condicions de no-negativitat, asseguren que el conjunt és fitat i que hi
ha maxim global. Totes les SFB o vértex son: (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1). I clarament el
(0,0,1) és I’anic que fa maxima la funcio objectiu amb F=2 ja que en els altres dos punts

el valor és F=1.
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b) Afegiu una uUnica restriccio de manera que el problema tinga solucié multiple o

d’aresta, calculeu totes les SFB i el valor de la funcié objectiu en cadascuna.

Per a obtenir soluci6 d’aresta €s necessari que dos dels coeficients de la restriccid
siguen proporcionals als de la funcié objectiu. A¢o assegura que dos vertexs tinguen el
mateix valor de la funcié objectiu. També cal que els altres vértex no siguen millor que
aquests. Un exemple de restriccid que implica solucid d’aresta és, per exemple, x +y +
4z = 1. Aquesta restriccio assegura I’existéncia de maxim global pel mateix motiu que
abans. Totes les SFB son: (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1/4). En les dues primeres la funcio
objectiu val F=1, que és millor que en la tercera, on val F=1/2. Per tant, els maxims
globals son tots els punts de 1’aresta que uneix els punts (1,0,0) 1 (0,1,0), aresta que es pot

expressar analiticament com al conjunt de punts:
(x,y,z) =2(1,00) + (1 -21)(0,1,0), 0<4A<1
c) Afegiu una Unica restriccié de manera que el problema tinga soluci6 no fitada.

En aquest cas la restriccid no ha de donar Iloc a un conjunt fitat i ser de forma que
la funcio objectiu cresca infinitament en punts factibles. Un exemple és x + y = 1. Com

que la variable z no té fita superior, la funcié objectiu pot millorar infinitament.
Exercici 21 Donat el problema segtient:

Max. 2x1 + x;
s.a:  4xqy+x, <12
7x1 + 2x, <16

X1,x2 =0

a) Calculeu la SFB amb variables basiques x5 = (x5, s1).

4110)

Després de passar el problema a forma estandard, tenim que A = (7 20 1

1 1

i, per tant, la matriu basica associada a x5 = (x,,5,) éS B = (2 0

), matriu que €és
regular, |B| # 0. El valor de les variables basiques és:
-1

=5 - ()= o) (D=0 12)G8=()

b) Calculeu la SB amb x5 = (x4, x,). Es SFB?

4 1

Ara, B = (7 5

). També és regular. El valor de les variables basiques és:
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=870 - (2= 3) (9)=(5)

Com que una variable basica és negativa, no és solucio factible basica.

c) Raoneu si (xq,x5,51,52) = (2,1,3,0) és SF, SB o SFB.

Aquest punt compleix les restriccions en forma estandard i les condicions de no-
negativitat, per tant és solucid factible. A fi de veure si és basica, observem que hi ha
d’haver dues variables basiques (perqué hi ha dues restriccions) i dues no basiques (la
resta), és a dir, hi ha d’haver almenys dues variables iguals a zero i aix0 no es compleix,

per tant no és solucid basica ni solucio factible basica.
d) Si (17—6, 0,?, 0), (0,0,12,16) i la de I’apartat a) son totes les SFB del problema,
analitzeu quina és la millor i si podeu deduir que és el maxim global.

Analitzar quina és la millor és avaluar la funcié objectiu en cada una i triar, en

aquest cas, la més gran perque estem maximitzant. Per tant, com que F (% 0,2—70, 0) =

%, F(0,0,12,16) = 0 i F(0,8,4,0) = 8; la millor és (0,8,4,0). Si que es pot deduir que

¢s el maxim global perqué esta garantida I’existéncia de maxim global, ja que les

condicions del teorema de Weierstrass es compleixen perque el conjunt d’oportunitats

estafitat: 0<x; <, 0<x, <4

Tema 4. EIl metode simplex

Exercici 24 Calculeu la taula del simplex associada a xz = (x,y, s;) en el problema:

Max. F=2x+4y+z
s.a: x+y=4
2x+4z=>8

x+3y+2z<19
x,y,z=>0

Després de passar el problema a forma estandard, tenim les matrius:

110 -1 0 O 1 1 -1 4
A=12 0 4 0 -1 0), B=|2 0 0}, b=(8|~
1 3 2 0 0 1 1 3 0 19

10 2 0 —1/2 0 4
- B 'A={0 1 0 0 1/6 1/3), B'b=|5
0 0 2 1

5
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La taula del simplex associada és:

2 4 1 0 0 0
X Y Z S1 S2 S3
2 x| 1 0 2 0 -1/2 0 4
4 y| O 1 0 0 1/6 1/3 5
0 sa| O 0 2 1 13 173 5
Zj 2 4 4 0 -1/3 413 28
W 0o 0 -3 0 U3 -43

Exercici 26 Calculeu una taula qualsevol del simplex dels problemes seguents. Si no
correspon a la solucié optima, feu iteracions del simplex fins que arribeu a la solucio
optima i indiqueu de quin tipus és:
Max. 2x+y
sa: 4x+y<15
x+2y<6
x,y=0
El problema en forma estandard origina una matriu A amb una submatriu B igual
que la identitat si elegim com a variables basiques inicials les dues de marge. Com que
els termes independents sOn positius, aixo garanteix arribar a una SFB inicial. D’aquesta

manera s’evita calcul matricial. La taula inicial és:

2 1 0 0
X y S1 S2
0 s1| 4 1 1 0 15
0 2 1 2 0 1 6
Z; 0 0 0 0 0
Wi 2 1 0 0

e Criteri d’entrada per a maximitzar: entra la variable amb rendiment marginal

positiu més gran — entra x

e C(Criteri d’eixida: ix la variable amb min. {;—l, vip1 >0, Vi€ B} = min. {1:,
i1

9} =2 5 ixs

1 4

e Transformaci6 de la taula amb una operaci6 de pivot: I’element pivot és y11=4 aixi
que es divideix la primera fila per 4. La segona fila, com que y21=1, s’ha de
transformar restant-li la primera fila dividida per 4 (o, equivalentment, restant-li

la primera fila ja transformada).

Amb aquestes transformacions, la segona taula del simplex és:
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2 1 0 0
X y S1 S2
2 X 1 14 1/4 0 15/4
0 s 0 714 -1/4 1 9/4
2 2 12 12 0
Wi 0 12 - o |2

La taula encara no és optima perqué almenys un rendiment marginal és positiu.

e Criteri d’entrada per a maximitzar: entra la variable amb rendiment marginal
positiu més gran — entra'y

. 15
2Ly >0, ViEB}=min.{ /a

e C(Criteri d’eixida: ix la variable amb min. {y— B
i2 4

9

%} = §—> IX S2
4

e Transformacié de la taula amb una operacid de pivot: I’element pivot és y22=7/4

aixi que es divideix la segona fila per 7/4. La primera fila, com que y12=1/4, s’ha

de transformar restant-li la segona fila dividida per 7 (o, equivalentment, restant-

li la segona fila ja transformada dividida per 4).

Amb aquestes transformacions, la tercera taula del simplex és:

2 1 0 0
X y S1 S2
2 x| 1 0 217 -1/7 | 2417
1 vy 0 1 -1/7 4/7 9/7
Z; 2 1 37 21
Wi A

Aguesta taula és la final i correspon a una soluci6 optima (maxim global) Gnica o
de vertex, perqué els rendiments marginals de les no basiques son estrictament negatius,

i no degenerada, perque el valor de les variables basiques és estrictament positiu. El
maxim global del problema original és (x,y) = (=,2), F = 57/7.
Min. 2x +y+ 2z
s.a: 2x—y=0
x+2y=6
3x+2y+z<6
x,y,z=>0

Si s’intenta trobar una SFB per a comengar el métode simplex, no se’n troba cap.

Totes les combinacions possibles de m=3 variables basiques i n-m=2 no basiques donen

100



Facuitat «Economia %)

Apunts de Teoria de Matematiques Il @mm

Curs Acadéemic 2015-16 graus

lloc a valors de variables, algun dels quals és negatiu. Com que no hi ha cap SFB, el

problema és infactible i no té solucio6 optima.

Exercici 31 En un problema de minimitzar hem obtingut la taula del simplex segtent:

2 5 0 0 0
X y S1 S2 S3
5 vy | 34 1 0 -1/4 0 6
0 su|-1/2 0 1 1/2 0 6
0 s3| 14 O 0 -3/4 1 3
Zj
Wj
a) Completeu la taula
2 5 0 0 0
X y S1 S2 S3
5 y | 34 1 0 -1/4 0 6
0 s1|-1/2 O 1 1/2 0 6
0 s3/1/4 O 0 -3/4 1 3
Z 15/4 5 0 -5/4 0 30
Wi -714 0 0 5/4 0

b) Calculeu la taula segiient amb una operacio del pivot.

Com que és de minimitzar entra la variable amb rendiment marginal més negatiu,

X el criteri d’eixida és el mateix que per a maximitzar min. { o vi1 >0, Vi€ B}

; 6 3 . .
mm.{%, 1—/4} = 8— ix Y. La taula és:

2 5 0 0 0
X y S1 S2 S3
2 x| 1 43 0 -173 0 8
0 s, 0O 23 1 1/3 0 10
0 s/ 0 -1/3 0 -23 1 1
Zj 2 83 0 -2/3 0 16
W 0 73 0 23 0

c) Interpreteu la taula nova:

= Valor de totes les variables i de la funci6 objectiu.
(x,y,51,52,53) = (8,0,10,0,1), F =16

= Tipus de taula: optima i de quin tipus o no optima i per quin motiu.
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La taula és optima perque els rendiments marginals de les no basiques sén majors
o iguals que zero i estem minimitzant. Es de vértex perqué son estrictament majors que

zero i no degenerada perqueé el valor de les variables basiques és estrictament positiu.
Tema 5. Analisi de sensibilitat i postoptimitzacio

Exercici 33 En el problema de produccio amb recursos limitats seguient, les variables
representen les unitats produides de quatre productes, la funcié objectiu és de beneficis
(formada per la suma dels beneficis unitaris, en milers d’€, pel nombre d’unitats
produides), la primera restriccié representa la limitacio de treball disponible (en
hores/dia) i la segona restriccio representa la limitacié de cost (en milers d’€). L’enunciat
matematic del problema i la taula optima és:

Max. F=3x1+x,+3x3+4x,

s.a:  2xq+2x,+3x3+8x, <20

3xq +5x; +2x3+2x4 < 15
X1, X2, X3, X4 = 0

3 1 3 4 0 0
X1 X2 X3 X4 S1 S2
3 X1 1 2,2 0 -2 -0,4 0,6 1
3 X3 0 -0,8 1 4 0,6 -0,4 6
Zj 3 4,2 3 6 0,6 0,6 21
Wi 0 32 0 -2 -0,6 -0,6

a) Calculeu I’interval de sensibilitat del benefici unitari del segon producte. Raoneu
economicament 1’efecte que tindria un augment d’aquest benefici unitari, perd
mantenint-se dins de I’interval anterior. Quina interpretacié economica creieu que

és la més probable per a I’extrem superior d’aquest interval?

El benefici unitari del segon producte és c,=1. Com que és d’una variable no

basica, solament n’afecta el rendiment marginal. La condicié que no canvie la solucio és:
W2:C2—Z2:C2_4’,2S0 - C2S4;2 - CZE]_OO,4,2[

La interpretacié economica per a I’extrem superior de I’interval és que si el
benefici unitari del segon producte, del qual ara no es produeix cap unitat, féra de 4.200
€ o superior, aquest producte seria rendible i comengaria a produir-se. Indiqueu, per tant,

el benefici unitari minim a partir del qual seria convenient incorporar-lo en la produccio.

b) Analitzeu quina seria la produccio optima si el benefici unitari del quart producte

augmenta fins a 8 (milers d’€).
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El benefici unitari del quart producte és cs=4. Com que és d’una variable no

basica, solament afecta el seu rendiment marginal. Si augmenta a c4=8, tenim:
Wy =¢4—2,=8—-6=>0 - x,¢ésvariable d’entrada

El quart producte, del qual no es produra res, amb aquest augment del benefici
unitari passa a ser rendible i és convenient comencar a produir-lo (passa a ser variable
basica). El criteri d’eixida diu que ha d’eixir x3 (s’ha de deixar de produir el tercer

producte). Amb una operacid de pivot es passa a la taula segiient:

3 1 3 8 0 0
X1 X2 X3 X4 S1 S2
3 x1| 1 18 05 0 -0,1 0,4 4
8 xa| O -02 025 1 015 -0,1 | 15
Z 3 38 35 8 0,9 0,4 24
Wi 0 -28 -05 O -09 -04

Per tant, aquesta taula mostra la nova producci6é optima que assoleix el maxim
benefici. Aquest €s igual a 24.000 € amb una producci6 de 4 unitats del primer producte

i 1,5 unitats del quart producte.

c) Calculeu I’interval de sensibilitat de les hores necessaries per a produir una unitat
del quart producte. Quina interpretacié economica creieu que és la més probable

per a I’extrem inferior d’aquest interval?

Les hores necessaries per a produir una unitat del quart producte sén a14=8. Si es
parametritza aquest coeficient, s’ha de transformar la quarta columna abans d’introduir-

la en la taula:

y o1 (2 3\ 'ra _ (—04 06 ais) (—0,4a14 + 1,2)
Ay=B74,=(5 ) (2)_(0,6 —0,4) (31 = 0,6a1, — 0,8
Com que solament afecta el quart rendiment marginal, no cal escriure tota la taula.

La condicié perque no canvie la solucié optima és:

, —0,4a,, + 1,2
Wy = Cqp — Zy = Cy — CBA4_ =4 — (3,3) ( 0 6a114_ 08 ) =4 — (0,6a14 + 1,2) =
14 14
- _0,6(114_ + 2,8 S O s a14 2 ? g a14 € I:?, +OO[

L’extrem inferior d’aquest interval indica com hauria de millorar la tecnologia que

utilitza I’empresa a fi que fora rendible produir el quart producte. Si la millora tecnologica
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aconsegueix reduir de 8 a 14/3 o menys les hores necessaries per a produir una unitat del

quart producte, I’empresa hauria de comengar a produir d’aquest quart producte.

d) Calculeu I’interval de sensibilitat de les hores disponibles de treball i interpreteu-

lo econdomicament.

Les hores disponibles de treball sonb:=20. Afecta el valor de les variables

basiques i els canvis possibles han de mantenir aquests valors positius, és a dir:

wmrn=G Y- %) )= 0)-

9
< =
~0,4b, +9 =0 by <57 =225 ,
06b,—6=>0) 6 — by €[10,22'5]
br=56=10)

La interpretacio economica és que si la disponibilitat d’hores diaries de treball esta
entre 10 1 22,5, la produccié optima de I’empresa continuara sent produir el primer 1 el
tercer producte, encara que en distintes quantitats a les optimes originals. En canvi, si
disposarem de menys de 10 hores o de més de 22,5, la produccid optima canviaria, en el
sentit que deixariem de produir algun d’aquests productes 1 passariem possiblement a

produir-ne del segon o del quart.

e) Calculeu la produccio6 optima i el benefici maxim si el pressupost maxim de costos
passa a ser de 25.000 €.

Ara canvia de forma concreta el segon terme independent. L’efecte €s:

1 _
w=5"=(3 3) (3)=Co —os)(Gs)=(2)=(o)
No hi ha un canvi important en la soluci6. Seguim produint els mateixos

productes, pero ara amb distintes quantitats: 7 unitats del primer producte i 2 unitats del

tercer. Substituint en la funcid objectiu, els beneficis maxims passen a ser 27.000 €.

f) Analitzeu si a ’empresa li resulta convenient introduir un nou producte que té un
benefici unitari de 5.000 €, que utilitza 3 hores de treball per unitat i t¢ un cost
unitari de 2.500 €.

Es tracta d’introduir una nova variable Xs. El calcul rellevant és el rendiment
marginal, per a veure si ha de passar a ser basica (s’ha de produir alguna unitat) o no. El

calcul es pot fer directament sense la taula:
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Ws = (5 — 25 = C5 — cgB™1As = 5 — (3,3) (é 2)_1 (2:,))5) =5-(33) (8:2) B
=5-33=17=0

Si que ha de passar a ser basica (s’ha de produir alguna unitat). Per a fer I’operacié

de pivot és millor tenir la taula del simplex:

3 1 3 4 5 0 0
X1 X2 X3 X4 X5 S1 S2
3 x| 1 22 0 -2 03 -0,4 0,6 1
3 x3| 0 -08 1 4 0,8 0,6 -0,4 6
Z 3 42 3 6 3,3 0,6 0,6 ’1
Wi 0 -32 0 -2 17 -0,6 -0,6

Entra xs 1 la variable d’eixida és X1. La nova taula és:

3 1 3 4 5 0 O
X1 X2 X3 X4 X5 S1 2
5 xs| 10/3 22/3 0 -20/3 1 -4/3 2 |10/3
3 x3| -8/3 -20/3 1 28/3 0 5/3 -2|10/3
Zj 26/3 50/3 3 -16/3 5 -5/3 4

wj |-17/3 -47/3 0 28/3 0 5/3 -4

80/3

Ara entra x4 i iX X3. La nova taula és:

3 1 3 4 5 0 0

X1 X2 X3 X4 Xs S1 S2

5 xs|10/7 18/7 5/7 0 1 -7 47 |39/7
4 x4|-207 -5/7 328 1 0 5/28 -6/28|5/14
z | 6 10 4 4 5 0 2
30
wi | 3 -9 -1 00 0 -2

Es tracta d’una taula optima que indica solucid d’aresta finita (un rendiment
marginal de variable no basica és zero). La produccié optima que assoleix el maxim
benefici, encara que no és 1’tnica, indica que s’han de produir 5/14 unitats del quart
producte i 39/7 unitats del cinqué, amb uns beneficis maxims de 30.000 €. A I’empresa
si que li interessa introduir aquest nou producte ja que li permet passar de 21.000 € a

30.000 € de benefici.
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Tema 6. Programacié entera

Exercici 34 Siga I’arbre de ramificacio segiient d’un problema de programacié entera

pur:

a) Afegiu en cada branca la restricci6 corresponent.

z<0 Pr.1.1
. —— ] (4,4,0)F=20
(5,1,1/2) F= 19,25> L a2 ]
— - (5,0,1) F=20
(16/3, 0, 2/3) F = 58/3 z>1 Pr.21
el [ m2 (6,0,1) F=23
X = L :
(6,0,1/2) F=20,5  pr22 |
z=0 (5,2,0) F=22

b) Raoneu quina és la solucié optima, si €s unica i si és minim o maxim global.

Tots els problemes estan tancats o saturats perque tots tenen solucio entera i, per
tant, es pot deduir la solucié optima. Com que el problema és de minimitzar, perque
augmenta el valor de la funci6 objectiu en cada ramificacio, hi ha dos minims globals en
les solucions del problemes 1.1 1.2: (4,4,0) i (5,0,1) amb F=20.

c) Detecteu quina de les set solucions que apareixen en 1’arbre és incoherent i per
que.

La solucio incoherent és la del problema 2.2. Aquesta solucié ha de complir les

restriccions addicionals incorporades, que en aquest problemasén x > 6 i z < 0, i com

es pot veure la soluci6 optima per a la primera variable, x=5, no compleix la primera de

les restriccions addicionals.
Exercici 35 Siga el seguent problema de programacio entera mixta:

Min. F = 3x1 + sz + 5x3
sa:  2xy+x;+2x3 =12
X1 +x,+4x3>8
X1,X2,X3 =0
X3 € Z

El problema associat quan apliqguem el metode de branca i limit té com a solucio
optima (x4, x5, x3) = (16/3,0, 2/3) amb F=58/3.
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a) Formuleu els dos problemes que apareixen després de la primera ramificacio.

Com que solament x3 ha de ser entera, els dos problemes després de la primera

ramificaci6 son:

Min. F = 3x; + 2x, + 5x3 Min. F = 3x; + 2x, + 5x3
s.a: 2xq1 +x, +2x3 = 12 s.a: 2xq1 +x, + 2x3 =12
X, +x, +4x3>8 i X1 +x, +4x3 =8
x3=0 x3 =1
X1,X2,X3 =0 X1,%X2,%X3 =0

b) Marqueu amb una X quina o quines de les opcions segiients son coherents per a
les solucions Optimes d’aquests dos problemes:
O (xq,x5,x3) =(6,0,1/2) amb F=20,5 i (xq,x,,x3) = (5,1,1/2) amb F=19,5
Bxs x2 %) = (4,400 amb F=20 i (x,x5,%3) = (5,0,1) amb F = 20

D (xl,xz, X3) = (6, 0, O) amb F:18 | (xl, X3, X3) = (4‘, 1, 1) amb F:lg
D (xl,xz, X3) = (3, 4', 1) amb F:22 | (xl,xz,X3) == (6, 1, O) amb F:22
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EXERCICIS PROPOSATS

Tema 1. Introduccid a I’optimitzacié

1. Transformeu a forma estandard:

Min. —4
Max. 3x; + 5x, + 7x3 m 3§x}+_x 3;21
s.a: 2x1+x, —x3 =1 s.a: X 1—I—4x225
X1+X3=5 1 2=

2x1 — 3x, = =5

xq lliure ,x, <0,x3 =20 .
1 2 3 x; liure ,x, >0

2. Transformeu a forma canonica:
: 2 2
Min. x? —4xy + 4y% + 75 Min. x°+y®—>50y
2 - s.a: 4x+y <80
s.a: x + 6y = 32 x+y=35
x+y=17 x>0
3. Apliqueu el teorema local-global (estudi de les hipotesis i deduccié de la

consequeéncia corresponent) en els problemes seguents:

Min. 5 4;c+6y Min. =x2 —4xy + 4y? + 75
s.a: x“+y“—xy <75 2

x+y=>15 s.a: x + 6y = 32

x>0, y=>0 x+y=17
Max. xX—y Max. v+ (x — 4)?
ssa: y+(x—4)?%2=9 s.a: x—y=>1

x+2y <16 x+2y <16

y=0 y=0

4. Apliqueu el teorema de Weierstrass (estudi de les hipotesis i deduccié de la
conseqiiencia corresponent) en els problemes seguents:

Min. x?+y?%—50y

Min. 2x%—4xy + 4y? + 75
2 s.a: 4x+y <80

s.a: x + 6y = 32

x+y =35
x+y=17 x>0
Min. 4x + 6y Max. 4x + 6y + 22
s.a: x2+y?<81 s.a:  4x+5y+3z<75
x+y=>15 x=20,y=20,z=0

5. Calculeu mentalment dos minims globals del problema segtent i escriviu el valor

optim de la funcié objectiu: Min. (x + y)?, s.a: x < 1.
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6.

d)
e)
f)
9)
h)

Calculeu mentalment el maxim global del problema segtient i escriviu el valor optim

de la funci6 objectiu: Max. 1 — (x? + y?), s.a: y = 2.

. Siga el problema de programacié matematica:

Opt. x*+y%+2z*
s.a: x2+y2:25
—-2<z<3

Calculeu un punt factible frontera i un punt factible interior, si és possible.
Calculeu un punt infactible.

Raoneu si el conjunt d’oportunitats és fitat.

Calculeu mentalment un minim global. Es tnic?

Calculeu mentalment un maxim global. Es Gnic?

. Calculeu graficament la solucio dels problemes segients:

Max. X—y Min. 3x; — 4x,
2 X, +3x, 21
sa: y+((x—4)>=9 s.a:
+ov <16 X, +4x, <5
XTey= 2%, — 3%, = —12
y=0

X, =20

. Si es compleix el teorema de Weierstrass en el problema Opt.F(x), s.a:x € S,

aleshores:

[0 S ésconvex.

0 L’optim local del problema és optim global.
[0 S és fitat.

0 El problema té optim global.

10. Siguen P i P> dos problemes de programacié matematica amb optim global. El

problema P’ és igual que el problema P, pero amb una restriccié més, aleshores:

O L’optim global del problema P és millor o igual que 1’0ptim global del problema
P’

[0 L’optim global del problema P és el mateix que I’0ptim global del problema P’.

[0 L’optim global del problema P’ és millor o igual que 1’0ptim global del
problema P.

[1 Cal tenir més informacio per a poder contestar.

Tema 2. Programacié no lineal

11. Per al problema de programacié no lineal segiient:

Min. x?+y? —50y
s.a:  4x+y <80
x+y=35
x>0
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a) Representeu graficament el conjunt d’oportunitats i raoneu si és fitat.
b) Escriviu les condicions de Kuhn i Tucker.

c) Comproveu que (5,30) és punt de Kuhn i Tucker.

d) Estudieu si (5,30) és el minim global.

12. Per al problema de programacié no lineal seguient:

Min. 4x + 6y
s.a: x*2+y*—xy<75
x+y=15

x =0, y=0

a) Escriviu-ne les condicions de Kuhn i Tucker.

b) Analitzeusi els punts (x,y) = (10,5) i (x,y) = (5,10) compleixen les condicions de
Kuhn i Tucker.

c) Analitzeu el teorema de suficiéncia de Kuhn i Tucker i deduiu si es pot afirmar quin
punt és el minim global del problema

13. Donat el problema general de minimitzacid; Min. f(x), s.a:x € S; enuncieu els
requisits matematics que en cada cas han de complir la funcié f i el conjunt

d’oportunitats S per a:

a) Assegurar I’existencia de minim global.
b) Afirmar que si x* és minim global, també és punt de Kuhn i Tucker.
c) Afirmar que si x* és punt de Kuhn i Tucker, també és minim global.

14. Siga el problema d’optimitzacié matematica:

1
Min.  4x? —4xy + Eyz + 85

s.a: x+y=17
6x+y =32

a) Analitzeu amb el teorema de Weierstrass si esta garantida 1’existéncia de minim
global.

b) Escriviu les condicions de Kuhn i Tucker.

¢) Calculeu I'tnic punt de Kuhn i Tucker (valor de les variables principals i dels
multiplicadors) sabent que no satura la segona restriccio.

d) Analitzeu si el punt obtingut en I’apartat anterior és minim global.

Max. 2x+y

. . s.ar x2+y%2<20 _

15. Siga el problema: x—y >0 Es demana:
y=0
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a) Calculeu el punt factible que satura al mateix temps les dues primeres restriccions i
estudieu si és regular.

b) Escriviu les condicions de Kuhn i Tucker.

c) Comproveu que el punt (x,y) = (4,2) és punt de Kuhn i Tucker.

d) Analitzeu si el punt de ’apartat anterior és maxim global.

16. Siga un problema de maximitzar beneficis mitjancant la producci6 de dos productes
(x,y) amb dues restriccions de limitacié de recursos i dues condicions de demanda
minima:

Max. B =120x + 18y + 2xy — 2x?% — y?
s.a: x+2y <40

4x +y <83
x =15, y =10

a) Escriviu les condicions de Kuhn i Tucker.

b) Estudieu si els nivells de produccio (x,y) = (18,11) son un punt de Kuhn i Tucker.

c) Estudieu si aquests nivells de produccio son el maxim global del problema i calculeu-
ne els beneficis maxims.

d) Calculeu I’efecte aproximat que es produiria sobre els beneficis maxims si la
disponibilitat del primer recurs augmentara 3,5 unitats.

17. Siga el problema no lineal seguent:

Max. x+y
s.a: x2+yr-2y<k

a) Calculeu el valor del parametre k sabent que (1,2) és punt de Kuhn i Tucker.
b) Verifiqueu si (1,2) és punt de Kuhn i Tucker

18. Calculeu 1’us dels factors productius que minimitzen el cost en el segiient problema
de ’empresa:
Min. C=x+9y
s.a: x'/?y1/?2 >51
x>0, y=>0
19. Calculeu el vector de consums que maximitza la utilitat en el seglient problema del
consumidor:
Max. U = x/3y1/?

s.a: 6x+ 8y <480
x =0, y=>0
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20. Calculeu la inversié optima que minimitza el risc en el seglient problema de seleccio

de cartera amb un capital d’1 u. m.:

Min. R =0,8x%+ 12y% —xy
3x+8y =5
x+y=1

x =0, y=0

S.a:

Tema 3. Introduccio a la programacio lineal

21. Calculeu una soluci6 factible basica, si n’hi ha, en els problemes segiients i obteniu

la solucié equivalent del problema original.

Min. 2x + 12y — 4z Max. — 3x + 5y

3x+8y—z2>5 X+8y =38
x+y+z=1 s.a: x+y<1

>0 v>0 2x—y <6
x=0r= x>0, y<0

22. Calculeu lamatriu A, lamatriu B i el valor de les variables basiques en els problemes

seguents i per a les bases especificades:

Min. —2x+5y+z
—3x+6y+z=>5

S x+y+z<1 *p = (0,2)
y=0, z=>0

Max. x + 5y
x+5y=5

s.a: x+y<8 x5=(y5,5)
4x+y <6

x =0, y=>0

23. Calculeu totes les solucions factibles basiques, avalueu la funcié objectiu en cada

una i raoneu si es pot deduir quina és I’0ptim global en els problemes seguents:

Max. 3x +4y

Ca eadyires | xtay=8
R y>0 20 S ox+y<22
x— ly— IZ— xZO,yZO

24. Siga el problema lineal segtient:
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Max. 2x+y+4z
3x+2y+z<5
x+y+2z<1
x =0, y=0

a) Raoneu per qué no és possible que z: i z2 siguen variables basiques al mateix temps.
b) Calculeu una soluci6 basica pero no factible.

c) Calculeu una solucio factible basica amb z, com a variable basica.

d) Calculeu la solucio6 del problema original equivalent a la de I’apartat c).

25. Calculeu una solucid factible basica qualsevol, la matriu A i la matriu B corresponent

en cada un dels problemes seguents:

Min. x+2y+8

Max. 4x +y + 2z
>
3x +2y +4z > 15 3x+y =9
6x+y+ 2z < 21 s.a: 2x+2y <18
= >
x20,y20,2>0 x+8y =1z
x=>0,y=>0

Tema 4. EIl metode simplex

26. Calculeu la primera taula del simplex dels problemes de I’exercici 22 del tema
anterior per a les bases especificades. Realitzeu una operacio de pivot, si és possible,
en cada taula.

27. Calculeu la taula del simplex dels problemes de ’exercici 25 de 1’anterior tema
associada a la solucio factible basica elegida en cada cas. Realitzeu una operacié de

pivot, si és possible, en cada taula.

28.Siga el problema lineal:

Max. F=3x+y+4z

s.a: 2x+2y+5z<20

4x + 5y +2z <16
x,y,z=0

a) Calculeu la taula del simplex associada a la base xz = (z,s,).

b) Es lataula de I’apartat a) la final? En cas negatiu, realitzeu iteracions del simplex fins
arribar a la taula final.

¢) A partir de la taula final, deduiu la solucié optima del problema original, si n’hi ha, i
de quin tipus és.

29. Siga el problema lineal:
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a)
b)

c)

Max. F=2x—-y+3z

s.a: 2x + 3z <180
3x+y+4z <160

x,y,z=0

Calculeu la taula del simplex associada a la base xz = (z, s1).

Es la taula de I’apartat a) la final? En cas negatiu, realitzeu iteracions del simplex fins
arribar a la taula final.

A partir de la taula final, deduiu la solucié optima del problema original, si n’hi ha, i
de quin tipus és.

30. Resoleu pel métode simplex el problema lineal:

Max. F=3x+2y+z

s.a:  2x+3y+2z>10

4x+3y+z<26
x,y,z=>0

Tema 5. Analisi de sensibilitat i postoptimitzacié

31. Siga el problema lineal i la taula optima associada:

a)
b)

c)
d)

f)

Max. 2x +y+4z 2 1 4 0 0

3x+2y+4z<8 X Yy 7 S1 S
S x4 y+42z<10 4 z |34 12 1 U4 02
x=>0y=0z=20 0 s2/-2 -1 0 -1 1|2
|3 2 4 1 0],

w |1 -1 0 -1 0

Realitzeu 1’analisi de sensibilitat de Cs.
Calculeu la nova soluci6 optima si ¢1=4.
Realitzeu 1’analisi de sensibilitat de b;.

Calculeu la nova soluci6 optimasi A, = (142)

Calculeu la nova solucié optima si s’introdueix una nova variable t amb ¢, = 5,

=)

Analitzeu si la introduccio de la restricci6 3x —y + 2z > 3 provoca canvis
importants en la soluci6 optima.

32. Siga el problema lineal i la taula 0ptima associada:

Max. 4x + 2y + 5z

3x +2y+4z <27
3x+4y+2z2<21
x=0,y=0,z=0

s.a
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4 25 0 0

X Yy Z S1 S
4 x|1 2 0 -13 235
5 z/0 -1 1 12 -12]| 3
7 [4 3 5 706 106 | o
wj |0 -1 0 -7/6 -1/6

a) Realitzeu I’analisi de sensibilitat de Ca.

b) Calculeu la nova soluci6 optima si c3=2.

c) Realitzeu I’analisi de sensibilitat de by.

d) Realitzeu I’analisi de sensibilitat de az».

e) Calculeu la nova solucié optima si el vector de termes independents passa a ser b

24
(18)
f) Calculeu la nova solucio optima si s’afegeix una nova variable tamb ¢, = 3, A,

()

33. Siga un problema de maximitzar beneficis (en euros) mitjangant la produccié de dos

tipus de torréd (x,y) en quilos. Les restriccions indiquen la limitacié d’ametlla (en

quilos), de mel (en litres) i de sucre (en quilos), respectivament. L’enunciat i la taula

optima son:
Max. B =12x+ 3y 2 3 0 0 0
s.a: 0,3x+ 0,5y <700 Xy S1 S S3
0,2x + 0,3y < 560 .

0,4x + 0,2y < 630 2 x |10 47 0 2571250

x =0, y=0 3 y|0 1 20/7 0 -15/7| 650

0 s2/0 0 -4/7 1 -1/14| 115
Zj 2 3 40/7 0 5/7

Wi |00 o 0 57 4450

a) Interpreteu economicament la taula optima.

b) Analitzeu quins valors podria tenir la disponibilitat d’ametlla per tal de mantenir
valida la soluci6 oOptima. Raoneu economicament que passaria Si aquesta
disponibilitat canvia dins de I’interval de sensibilitat i si canvia eixint-se de I’interval.

¢) Analitzeu quins valors podria tenir el benefici per quilo del segon tipus de torro per
a mantenir valida la soluci6é optima. Raoneu economicament qué passaria si aquest
benefici per quilo canvia dins de I’interval de sensibilitat i si canvia eixint-Se de
I’interval.

d) Calculeu quin hauria de ser el benefici unitari d’un tercer tipus de torrd (z) perque
fora convenient produir-1o si cada quilo necessita 0,4 quilos d’ametlla, 0,4 litres de
mel i 0,2 quilos de sucre.
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Tema 6. Programacié entera

34. Siga el problema lineal segtient:

Max. 4x + 3y + 2z

2x+y+z=26

x+4y+3z=122
x,y,Z€N

S.a:

a) Lasolucié del problema lineal associat és (x,y,z) = (11'2,0,3'6), F = 52.

b) Plantegeu els dos problemes seguients segons el metode de branca i limit ramificant
per a la variable x.

c) Les solucions dels nous problemes son (x,y,z) = (12,0,10/3) i (x,y,z) =
(11,0,4). S’ha arribat a la solucié optima? En cas afirmatiu, digueu quina és i en cas
negatiu, plantegeu els dos problemes seguents.

35. Siga el problema lineal:

Max. F =3x+4y
s.a: 2x+y <12
x+4y <14
3x+2y <18

x,y €N

L’arbre del métode de branca 1 limit és:

Problema 1.1
(x,y) =(5,1'5)

e F=21

Problema 1 Problema 1.2.1
(x,y) = (4'4,2'4) (x,y) =(2,3)
F =22'8 / F =18

. Problema1.2
(x,y) = (4,2'5)

F =22
\ Problema 1.2.2
(x,y) =(4,2)
F =20

a) Escriviu la restriccio que s’ha afegit en cada ramificacio.

b) Raoneu si I’arbre esta complet. En cas afirmatiu, digueu quina és la solucié optima.
En cas negatiu, plantegeu els dos problemes que caldria resoldre a continuacio.

c) Digueu quina seria la solucid optima si solament la variable x haguera de ser entera.

36. Siga el problema lineal:
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Opt. F=3x+5y+6z

s.a: 2x+3y+2z< 22

x+7y+5z<34
x,y,Z€N

L’arbre del métode de branca i limit és:

Problema 1.1.
(x,y,z) = (4,0,6)

e F = 48

Problema 1. Problema 1.2.1.
(x,y,z) = (5'25,0,5'75) (x,y,2) = (6,0,5)
F =50'25 /' F =48

N Problema 1.2.
57 6

(X,y,Z) = (_ T 5)

11711’
F=48+=
11

Problema 1.2.2.
(x,y,2) = (5,3,5)

F=47+2
7

a) Raoneu si el problema és de maximitzacio o de minimitzacio.

b) Escriviu la restriccié que s’ha afegit en cada ramificacio.

c) Raoneu si I’arbre esta complet. En cas afirmatiu, digueu quina és la solucio optima.
En cas negatiu, plantegeu els dos problemes que caldria resoldre a continuacio.

d) Digueu quina seria la solucio optima si solament la variable z haguera de ser entera.

37. Siga el problema lineal:

Min. F=3x+7y
s.a: 2x+3y =43
4x + 3y < 58

x,y €N

La solucio del problema lineal associat és (x,y) = (15/2,28/3), F = 87 +§.
Marqueu les opcions possibles:
[0 Després de la primera ramificacio, les solucions dels problemes son:
(x,y) = (7,29/3), F = 88 + § i infactible.
O Després de la primera ramificacid, les solucions dels problemes

son (x,y) = (13/2,10), F = 89'5i(x,y) = (7'75,9), F = 86/25.
O Lasolucio optima del problema original és (x,y) = (8,9), F = 88.
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O Lasolucio6 optima del problema original és (x,y) = (7,10), F = 91.
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