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1. INTRODUCCION

La memoria aqui presentada corresponde al Trabajo Fin de Master encuadrado
dentro de la especialidad de Didactica de las Matematicas del Master en Investigacion

en Didacticas Especificas de la Universidat de Valéncia.'

Esta memoria se situa en el contexto de la ensenanaza de la demostracion, tanto
en la Educacion Secundaria como en niveles de ensefianaza superiores. A dia de hoy,
nadie duda de la importancia de la demostracion en matematicas y, en general,
principalmente en la secundaria, los estudiantes muestran muchisimas carencias al
respecto. Este déficit proviene de un cumulo de factores: el curriculum, los libros de
texto, las dificultades de los alumnos en el aprendizaje y de los profesores a la hora de

ensenar, etc.

Algunos matematicos y didactas al utilizar el término demostracion se refieren
unica y exclusivamente a las demostraciones deductivas formales (Knowles, 1998);
otros, tienen una vision mas amplia (Bell, 1976a; Balacheff, 1988 y Hanna, 1995).
Demostrar, probar, justificar, argumentar, verificar son términos que se utilizan con
frecuencia en relacion con la demostracidon matematica, unas veces como Sinénimos,
otras con significados diferentes (De Villiers, 1993). Llamamos demostracion
matematica a cualquier argumento matematico elaborado para convencer a uno mismo

0 a un interlocutor de la veracidad de una afirmacién matematica

1 La investigacion presentada en este Trabajo Fin de Master es parte de las actividades del proyecto de
investigacion Andlisis de procesos de aprendizaje de estudiantes de altas capacidades matematicas de E.
Primaria y ESO en contextos de realizacion de actividades matematicas ricas (EDU2012-37259),
subvencionado por el Ministerio de Economia y Competitividad de Espafia en el Subprograma de
Investigacion Fundamental No Orientada del Programa Nacional de [+D+i
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Nuestro objetivo principal es analizar las dificultades mostradas por los
estudiantes a la hora de afrontar el proceso de demostracion, observando como varia
esta dificultad atendiendo a diversos factores y, como consecuencia, ser capaces de
establecer conclusiones que aporten informacidon sobre el estado actual del problema

tanto en la Educacion Secundaria como en los primeros afios de educacion universitaria.

Esta ensefianza y aprendizaje depende de muchos factores: matematico e
historico-epistemoldgicos, cognitivos y socio-culturales (Harel y Sowder, 2007), a partir
de los cuales una gran cantidad de autores se han hecho diversas preguntas: ;cudles son
las funciones de la demostracion?, ;qué vision tienen los estudiantes de la

demostracion?

A lo largo de la historia la nocién de demostracion ha sido cambiante y ha ido
evolucionando en funcién, primero de las necesidades primarias y mas tarde de las
visiones de cada época. A dia de hoy muchos didactas (Sfard, 1995) establecen un
paralelismo entre la evolucion natural del aprendizaje de la demostracion en las aulas y

la evolucion histérica de ésta a lo largo de los afios.

Algunos investigadores (Bell, 1976a y b; Blacheff, 1988; etc) han analizado los
tipos de demostraciones realizadas por estudiantes de diferentes edades y han
identidficado diversos tipos de demostracion que nos permiten delimitar en qué punto se
encuentra el aprendizaje del alumno y por tanto, saber donde enfatizar nuestra

ensenanza.

En esta memoria presentamos resultados de un estudio experimental que ha
consistido en observar las resoluciones de un conjunto de problemas por distintos
grupos de alumnos en el aula. Estos problemas tienen la caracteristica comun de pedir a
los estudiantes una respuesta razonada, de manera que les permitan mostrarnos sus
aptitudes en el campo de la demostracion.

Nuestros objetivos especificos son:

1) Analizar las posibles diferencias entre cursos en lo referente a la

correccion de las resoluciones presentadas por los alumnos.
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2) Analizar las posibles diferencias entre cursos en lo referente a los tipos de

demostracion que aparezcan en las resoluciones de los alumnos.

3) Focalizar los objetivos 1) y 2) en estudiar las diferencias entre estudiantes
de capacidades matematicas medias y estudiantes de altas capacidades

matematicas del mismo nivel.

4) Analizar, a partir de la informacion proporcionada por el alumno en las
entrevistas personales, las diferencias de dificultad encontradas entre las
partes A y B de los enunciados y las creencias que tienen alrededor de la

necesidad de demostrar.

5) A partir de los tipos de demostraciones hechas por los estudiantes,
intentar refinar la clasificacion de tipos de demostracion de nuestro marco

tedrico de partida.

En el capitulo 2 de esta memoria realizaremos una breve revision bibliografica de
los trabajos mas significativos en relacion con el campo de la demostracion matematica.
El capitulo 3 ira exclusivamente dedicado a desarrollar el marco tedrico en el que
basaremos nuestra experimentacion, mientras que en los capitulos 4, 5 y 6 nos
ocuparemos de todo lo relacionado con el experimento llevado a cabo en las aulas, tanto

su disefio como los resultados obtenidos al realizar el andlisis correspondiente.

Por ultimo, en el capitulo 7 expondremos los conclusiones extraidas de los datos

observados, partiendo de los objetivos establecidos al comienzo del trabajo.
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2. REVISION BIBLIOGRAFICA

A lo largo de este capitulo realizamos una breve descripcion de los trabajos que
consideramos mas significativos por su relacion con la demostracion matematica y, por
lo tanto, con lo tratado en esta investigaciéon. En ninguno de los apartados pretendemos
realizar una lista exhaustiva de las investigaciones existentes, sino que presentamos las
que mas relevancia han tenido en el desarrollo de este trabajo. Dividiremos esta revision
en 2 apartados: clasificacion de demostraciones y creencias de los estudiantes respecto
de la actividad de demostrar y aprendizaje de la demostraciéon en alumnos de altas

capacidades.

Tanto Mariotti (2006) como Harel y Sowder (2007), contienen una vision global
del panorama actual de la demostracion matematica en el campo de la didactica. La
primera trata el estado actual de la demostracion en las aulas, las dificultades que
presentan los estudiantes en su aprendizaje y cual debe ser la actuacion del profesor
frente a estas dificultades. Harel y Sowder realizan un repaso de los distintos elementos
influyentes en el aprendizaje y ensefianaza de la demostracion, las funciones de la
demostracion, los distintos tipos de demostracién y su relacion con el desarrollo de ésta
a lo largo de la historia y por ultimo, hacen referencia a distintos estudios sobre la

demostracion realizados en distintos niveles educativos.

2.1 — Clasificacion de demostraciones

Bell (1976a y b) identifica dos categorias de demostraciones: las empiricas,

caracterizadas por el uso de ejemplos como elementos de conviccion y las deductivas,
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que usan cadenas de deducciones ldgicas para conectar la hipotesis de la que se parte
con lo que se quiere probar. Segin el nimero de ejemplos y la complejidad de los
mismos, Bell dividio el grupo empirico en varias subcategorias y lo mismo hizo con el

caso de las demostraciones deductivas.

Balacheff (1988) distingue entre demostraciones pragmaticas (equivalentes a las
denominadas empiricas por otros autores), basadas en el uso de ejemplos, y
demostraciones conceptuales (equivalentes a las deductivas), basadas en la formulacion
abstracta de propiedades y las relaciones establecidas entre estas propiedades. Dentro de
las demostraciones pragmaticas encontramos tres tipos: empirismo naif, experimento
crucial y ejemplo genérico. Y dentro de las de tipo conceptual Balacheff distingue

entre experimento mental y calculo simbdlico.

Harel y Sowder (1996), y Sowder y Harel (1998) distinguen entre tres tipos de
demostraciones (llamados por ellos “proof schemes”): de conviccion externa (la
justificacion por parte del alumno se basa en la autoridad de una fuente externa
(profesor, un libro de texto...)), empiricas (basadas en ejemplos, que a su vez pueden
ser de tipo perceptivo o inductivo) y analiticas (equivalentes a las denominadas
deductivas o conceptuales por otros autores), basadas en argumentos genéricos o
procesos mentales que dan lugar a una demostracion matematica formal; pueden ser de

tipo transformativo o axiomatico.

Basandose en los trabajos citados anteriormente, Marrades y Gutiérrez (2000)
proponen un marco tedrico que categoriza las demostraciones y lo usan en una
investigacion llevada a cabo con estudiantes de la ESO. Distinguen entre
demostraciones empiricas (el elemento de conviccion son los ejemplos) y deductivas
(el elemento de conviccidn son argumentos abstractos basados en propiedades
generales, operaciones abstractas y deducciones logicas). Dentro del primer tipo, en
funcion del tipo de ejemplo usado y su generalidad diferencian entre empirismo naif,
experimento crucial y ejemplo genérico, distinguiendo a su vez varias subclases
dependiendo del uso que se hace de los ejemplos. En el caso de las demostraciones de
tipo deductivo, las dividen en experimentos mentales (el ejemplo forma parte de la
demostracién) y demostraciones deductivas formales (no aparecen ejemplos en la

demostracion), que a su vez pueden ser transformativas o estructurales.
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Ibafies (2001) estudia el proceso de aprendizaje de la demostracion en el
bachillerato. Ibafies mantiene las tres grandes categorias de Harel y Sowder (1996), pero
introduce nuevas subclases que tienen como finalidad adaptar el modelo a las

caracteristicas de sus datos.

Rodriguez (2006), en su trabajo de investigacion, partiendo del estudio y la
categorizacion realizada por Marrades y Gutiérrez (2000), estudia las diferencias entre
los procesos de demostracion utilizados por los alumnos de los ultimos afios de la
Licenciatura en Matematicas en un entorno de Software de Geometria Dindmica

(concretamente con el Cabri) y en un entorno clésico de lapiz y papel.

2.2 — Creencias de los estudiantes a la hora de demostrar

y aprendizaje de la demostracion en alumnos con talento

matematico

De Villiers (1991) estudia las creencias de los estudiantes relacionadas con la
necesidad de demostrar y las formas de demostrar y cual es la mejor forma de
introducirles el concepto de demostracion teniendo en cuenta esas creencias. Concluye
que una vez que la funcion de conviceidn no es suficiente para persuadir al alumno de la
necesidad de demostrar (principalmente en las demostraciones geométricas), el profesor
debe de hacer hincapi¢ en otras funciones, tales como las de descubrimiento,

sistematizacion o verificacion.

En lo que se refiere al aprendizaje de la demostracion en alumnos con talento
matematico, Leung (1994) estudia el proceso de resolucion de 9 problemas en alumnos
de altas capacidades en comparacion con alumnos de nivel medio, todos ellos
estudiantes de 4° de Primaria. Mientras que en los problemas cortos y mas directos las
diferencias observadas son nimias, en los problemas cuya resolucion requiere una
mayor elaboracion y organizacion, la mayor habilidad y cantidad de recursos de los

alumnos con talento matematico no deja lugar a dudas.
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Sriraman (2004) investiga los paralelismos a la hora de resolver un problema entre
alumnos talentosos y matematicos profesionales. En su estudio, cuatro estudiantes con
talento matematico debian establecer la veracidad o falsedad de una conjetura
geométrica dada. Una vez analizadas las soluciones el autor concluye que se pueden
establecer “isomorfismos notables” entre las resoluciones de estos 4 estudiantes con las

dadas por cualquier matematico profesional.

Heinze (2005) estudia las diferencias observadas en estrategias resolutoras entre
alumnos talentosos y no talentosos de 6 a 10 afios de edad. Los primeros son capaces de
trabajar de una manera rapida y sistematica, introduciéndose de lleno en algin momento
en la estructura matematica de los problemas. También destaca su alta capacidad para

verbalizar y explicar correctamente lo plasmado en el papel.
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3. MARCO TEORICO

El marco tedrico sobre el que fundamentamos nuestra investigacion es,
principalmente, el estudio de Marrades y Gutiérrez (2000), en el que se describen
distintos tipos de demostracion (figura 3.1). Esta clasificacion, a su vez, toma como
punto de partida las clasificaciones realizadas por Balacheff (1988), Harel y Sowder

(1996) y Sowder y Harel (1998).

Marrades y Gutiérrez, como ya mencionamos en el capitulo anterior, dividen las
demostraciones en empiricas (los ejemplos son la demostracion) y deductivas
(descontextualizacion, el elemento de conviccion son argumentos abstractos). Dentro de
las “empiricas” aparecen el empirismo naif (la justificacion consiste en ver que se
cumple la conjetura en algin ejemplo seleccionado al azar), que puede ser de tipo
inductivo (s6lo se presta atenciéon a los dibujos) o deductivo (se presta también
atencion a los elementos matematicos); el experimento crucial (se demuestra la
veracidad de la conjetura en un ejemplo especifico seleccionado lo mas general posible)
y el ejemplo genérico (la conjetura se cumple en un ejemplo considerado representante
de su clase e incluye todo tipo de transformaciones y razonamientos abstractos siempre
basados en el ejemplo). Dentro de los “experimentos cruciales” y los ‘“ejemplos
genéricos” aparecen 4 subtipos: basado en el ejemplo (la justificacion consiste en la
existencia del ejemplo y ausencia de contraejemplos), constructivo (la justificacion se
centra en la forma en que se obtiene el ejemplo), analitico (la justificacion se centra en
propiedades empiricas del ejemplo) e intelectual (la justificacion parte de
observaciones empiricas del ejemplo, pero usa principalmente propiedades aceptadas o

relaciones entre los elementos del ejemplo).

En el tipo “deductivo” podemos distinguir entre experimento mental (se usa un

ejemplo especifico en la organizacion de la prueba, pero ésta tiene sentido sin él) y tipo
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deductivo formal (la justificacion se basa en operaciones mentales sin que aparezca
ningiin ejemplo). Dentro de cada uno de estos dos tipos aparecen los subtipos
transformativo (el problema inicial se transforma en uno nuevo) y estructural (la
justificacion consiste en una secuencia de deducciones légicas que parten de las

hipdtesis y llegan a lo que queremos probar).

Ademas, dentro de cada tipo (“empirico” y “deductivo”) los autores incluyen la
categoria fallido, destinada a incluir aquellos intentos de demostracion, que, o bien no
elaboran una conjetura correcta de lo que se quiere probar o, en el caso de elaborarla,

fallan en su justificacion.

m Perceptivo

= Empirismo naif =

- Inductivo

Basado en un
ejemplo

= Constructivo

Experimento
crucial

= Analitico

m Empirica o

— Intelectual

Basado en un
ejemplo

= Constructivo

Ejemplo genérico =

m Analitico

Fallido

— Intelectual

Tipos de demostracion
|

= Transformativo

Experimento
mental

== Estructural

— Deductivo = = Transformativo

Deductivo formal ==

== Estructural

Fallido

Figura 3.1: Tipos de demostracion. Clasificacion de Marrades y Gutiérrez (2000)

Como ya hemos mencionado en la introduccion de este trabajo (capitulo 1), uno

de nuestros objetivos es refinar esta clasificacion e intentar adaptarla a lo que creemos
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que realmente sucede. Tras las resoluciones analizadas podemos concluir que ser de tipo
“intelectual” es una condicidn necesaria y suficiente para tratarse de un ‘“ejemplo
genérico”. Por un lado, el tipo “ejemplo genérico” implica una componente de
abstraccion y descontextualizacion que solo aparece en el subtipo “intelectual”; por
otro, si partimos de un subtipo “intelectual” y considerdramos que éste se encuadra
dentro de los “experimentos cruciales”, nos encontrariamos, por definicion de este tipo
de demostracion, con un ejemplo concreto que no aporta mas informacion que la que se
obtiene de su mera existencia, su construccion o las propiedades empiricas explicitas
que se deducen de ¢l, con lo que llegariamos a una contradiccion con la definicion de

subtipo “intelectual”.

Por tanto, dentro de las demostraciones catalogadas como “Experimento crucial”

29 ¢

encontramos sélo los subtipos “basado en el ejemplo”, “constructivo” y “analitico” y a
continuacion, ordenando por formalidad, aparecerian en esta clasificacion los que
podriamos denominar como “Ejemplos genéricos intelectuales” o simplemente
“Ejemplos genéricos”, como los hemos denotado en los capitulos 5 y 6. Por otro lado,
incluimos dentro de las demostraciones deductivas, el tipo “Deductivo informal”, que
contiene todas aquellas demostraciones que, presentan las caracteristicas de una
demostracion “Deductiva formal”, pero carecen del orden y rigor matematico de é€stas.

La figura 3.2 muestra como quedaria la nueva clasificacion, una vez introducidas las

modificaciones mencionadas.

Sin més predmbulos pasamos a detallar en que consiste cada uno de los tipos de
demostracion de nuestra nueva clasificacion de demostraciones:

= Demostraciones empiricas: los ejemplos son la demostracion. Distinguimos

tres tipos, dependiendo del modo en que los ejemplos son elegidos.
e Empirismo naif: la justificacion consiste en ver que la conjetura es
cierta en algunos ejemplos, seleccionados sin ningin criterio especifico.

Podemos distinguir entre:
¢ Perceptivo: solo se presta atencion a dibujos u otros elementos
perceptivos.

¢ Inductivo: se presta atencion también a elementos matematicos.
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Experimento crucial: se prueba la veracidad de la conjetura en un

ejemplo seleccionado por el resolutor, intentando que sea lo mas general

posible. Segun el uso que se haga del ejemplo podemos distinguir entre:

¢ Basado en el ejemplo: s6lo se muestra el ejemplo sin aportar nada
mas. La demostracion se basa en la existencia del ejemplo.

¢ Constructivo: la justificacion se centra en explicar la manera en que
se obtiene el ejemplo.

¢ Analitico: se basa en las propiedades observadas empiricamente en
el ejemplo.

Ejemplo genérico: la justificacion se basa en un ejemplo especifico,

visto como representante de su clase. La justificacion utiliza argumentos

abstractos, pero siempre basandose en el ejemplo.

Fallido: se usan estrategias empiricas pero no se llega a establecer una

conjetura correcta o bien se establece una conjetura correcta pero se falla

en la justificacion. No nos proporcionan suficiente informacion para

incluirlas dentro de cualquiera de las otras categorias.

= Demostraciones deductivas: caracterizadas por la descontextualizacion de

los argumentos usados, basadas en aspectos genéricos del problema,

operaciones mentales y deducciones logicas. Distinguimos tres tipos:

Experimento mental: se hace uso de un ejemplo especifico para ayudar
en la organizacion de la prueba, pero sin €l la prueba sigue teniendo
sentido completo. Puede ser de dos tipos:

¢ Transformativo: se transforma el problema inicial en uno nuevo

¢ Estructural: basada en secuencias de deducciones logicas derivadas

de las hipotesis del problema, definiciones, teoremas, etc.

Deductivo informal: se basa en operaciones mentales sin la ayuda de
ningln ejemplo especifico, pero carece del orden y el rigor matematico
para ser considerada una demostracion formal. Al igual que sucede con
los experimentos mentales, puede ser de tipo transformativo o

estructural.
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e Deductivo formal: se basa en operaciones mentales sin la ayuda de
ningln ejemplo especifico. Como los dos tipos anteriores, puede ser de
tipo transformativo o estructural.

e Fallido: se usan estrategias deductivas pero no se llega a establecer una
conjetura correcta o bien se establece una conjetura correcta pero se falla
en la justificacion. No nos proporcionan suficiente informacion para

incluirlas dentro de cualquiera de las otras categorias.

Perceptivo
{ Empirismo naif
Inductivo
Basado en un
ejemplo
B Empirico ™ Experimento .
p— crucial Constructivo
g = Ejemplo genérico Analitico
k)
I
B — Fallido
2]
o
£ .
< = Transformativo
o Experimento
s} mental
3 = Estructural
1=
=
— = Transformativo
Deductivo
informal
{ Deductivo e =  Estructural
= Transformativo
= Deductivo formal =
= Estructural

— Fallido

Figura 3.2: Tipos de demostracion. Clasificacion modificada.

En lo que se refiere al analisis de las creencias de los estudiantes relacionadas con
la necesidad de demostrar y las formas de demostrar que hemos mencionado también en
los objetivos de esta experimentacion, tomaremos como marco de referencia el trabajo

de Michael De Villiers (1991), ya explicado brevemente en el capitulo anterior.



20 Juan Antonio Moya Pérez

Por ultimo, con respecto a la diferencia de aptitudes en el ambito de la
demostracion mostradas por los alumnos talentosos respecto a un grupo ordinario, los
trabajos de A.Heinze (2005) y B.Sriraman (2004), que obtienen diferencias notables
entre los procesos de demostracion de los alumnos medios y los alumnos con talento
matematico en el primer caso y grandes semejanzas entre estos ultimos y los
matematicos profesionales en el segundo, nos proporcionan una fuente importante de

informacion.
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4. METODOLOGIA

En este capitulo damos respuesta a todas las cuestiones relacionadas con el disefio
del experimento: criterios utilizados, caracteristicas del centro de ensefianza, qué

procedimientos se siguieron para realizar el analisis, etc.

Centros de ensefianza:

Este experimento se ha realizado en un instituto de Educacion Secundaria de

Valencia y en la Facultad de Matematicas de la Universitat de Valéncia.

En el instituto de Educacion Secundaria los problemas se han pasado a un total de
65 alumnos, 13 de 1° de ESO, 41 de 4° de ESO, 5 correspondientes a un grupo integrado
por alumnos de altas capacidades de 1° y 2° de ESO y 6 de un grupo de altas
capacidades de 3°y 4° de ESO.

Por lo que se refiere a la Facultad de Matematicas, el problema seleccionado en

este caso se ha pasado a 19 alumnos de primer curso de Grado en Matematicas.

Caracteristicas del experimento:

Hemos seleccionado una bateria de 5 problemas, todos ellos en el area de
geometria, en los que se requiere que el resolutor no so6lo dé una respuesta adecuada,
sino que argumente los motivos de la misma, con el objetivo de poder analizar y
clasificar los distintos tipos de justificaciones que se nos presenten. Ademas, los
gjercicios se han seleccionado para que, en su gran mayoria, exijan para su
entendimiento unos conocimientos matematicos relativamente sencillos, y por tanto

sean aptos para distintos cursos y niveles educativos.
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Todos los problemas incluyen una parte A, con un enunciado mas general, y una
parte B, en la que se guia mds al estudiante en cudles son los pasos a seguir en el
proceso de demostracion. Con esta estructura buscamos estudiar hasta qué punto
mejoran las respuestas cuando disminuye el nivel de abstraccion y generalidad del

problema.

Realizacion del experimento

En el instituto de Educacion Secundaria los problemas se pasaron en una sesion
de clase de aproximadamente 50 minutos de duracion, en horario escolar en el caso de
los grupos ordinarios de 1° y 4° ESO y en una de las sesiones ordinarias que realizan en
horario extraescolar en el caso de los dos grupos de altas capacidades. En este ultimo
caso la semana siguiente a la realizacion de los problemas se volvid al instituto para
realizar entrevistas personales a dos alumnos de cada grupo, previamente seleccionados
en funcion del interés de sus argumentos y necesidad de profundizacién en los mismos.

Se realiz6 la grabacion del audio para su posterior analisis.

Los estudiantes de primer curso de Grado de Matematicas realizaron el ejercicio
planteado para el estudio dentro de una sesion de seminarios de 1 hora y media de

duracion de la asignatura de Matematica Discreta.

En todos los casos (salvo en el grupo de primero de Grado) se dividi6 el tiempo de
la sesion en dos partes; en la primera de ellas se les entregd una hoja con dos problemas
(parte A) y mas o menos transcurrida la mitad de la sesion se recogio esta hoja y se les
repartid otra hoja que contenia los mismos problemas pero con unos enunciados que

guiaban mas al alumno en su resolucién (parte B).

Los estudiantes no contaban con instrumentos de dibujo y, solo en el caso de los

problemas 3 y 4, se les permitio el uso de calculadora.
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Proceso de analisis

Una vez recogidos todos los datos (resoluciones de los estudiantes y audio de las
entrevistas), en primer lugar, como detallaremos en el capitulo 6, analizamos y
clasificamos las demostraciones en funcion de su correccidon matematica; una vez hecho
esto, pasamos a clasificarlas, en un primer momento, siguiendo el marco teorico de
Marrades y Gutiérrez (2000). Al darnos cuenta que aparecen resoluciones que no
encajan en ninguno de los tipos de demostracion establecidos en este modelo por un
lado y que, en el caso de las demostraciones empiricas, esta clasificacion puede ser
refinada, realizamos la modificacion en la clasificacion de tipos de demostracion que

aparece en el capitulo anterior.

Una vez extraida toda la informacion del conjunto de datos, pasamos a analizar
las diferencias observadas entre los distintos niveles educativos, grupos de capacidades
medias y alumnos talentosos y partes A y B de los enunciados y a extraer las

conclusiones correspondientes.

Por lo que se refiere al audio recogido de las entrevistas, analizamos las respuestas
de los 4 estudiantes entrevistados a qué diferencias de dificultad han encontrado entre
las partes A y B de los enunciados y, tomando como referencia el trabajo de De Villeurs

(1991), sus creencias sobre la necesidad y utilidad de demostrar.
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5. DISENO DE LOS PROBLEMAS

El instrumento de recogida de informacion estd formado por 5 problemas, todos
ellos con dos partes, una parte A, mas abstracta desde el punto de vista matematico, y

una parte B, en cuyos enunciados se guiaba un poco mas al estudiante.

A continuacion, presentamos los enunciados de los problemas de una forma

resumida. En el apartado de anexos aparecen tal como se entregaron a los estudiantes.

- Problema 1A: ;Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados?

Justifica tu respuesta.

- Problema 1B: ;Cuantas diagonales parten del vértice de un pentdgono?
LY del vértice de un poligono de n lados? ;Cuantas diagonales tiene un

poligono de n lados? Justifica tus respuestas

- Problema 2A: ;Cuanto vale la suma de los angulos de un poligono de n

lados? Justifica tu respuesta.

- Problema 2B: ;Cuanto vale la suma de los angulos de un cuadrilatero?
(Y de un pentadgono? En general, ;cuanto vale la suma de los dngulos de

un poligono de n lados? Justifica tus respuestas.
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Problema 3A: Consideremos el cuadrado ABCD y sea M el punto
medio del lado AB. Trazamos todas las diagonales posibles” entre los
puntos y consideramos la parte sombreada que aparece en la figura:

A M B

D C

(Qué fraccion del area total es el area sombreada? (Nota: puedes utilizar

la calculadora).

Problema 3B: Consideremos el cuadrado ABCD de lado 2 cm y sea M
el punto medio del lado AB. Trazamos todas las diagonales posibles
entre los puntos y consideramos la parte sombreada que aparece en la

figura:

D

2cm

(Qué fraccion del area total es el area sombreada? (Nota: puedes utilizar

la calculadora).

2 Como se muestra en la figura, entendemos por diagonal cada uno de los segmentos que une
los puntos no adyacentes del cuadrado inicial, incluyendo el punto M
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Problema 4A: La siguiente figura muestra un semicirculo y un tridngulo

isosceles que tienen la misma area. ;Cuanto vale el dngulo y? Justifica

.
./

Problema 4B: La siguiente figura muestra un semicirculo de radio 10

tu respuesta.

cm y un triangulo isdsceles que tienen la misma area. ;Cuanto vale el

angulo y? Justifica tu respuesta.

/r10c
\\/

Problema 5A: ;Se puede resolver un triangulo rectangulo conociendo

solo dos de sus elementos (lados y/o angulos)? Razona tu respuesta.

Problema 5B: ;Se puede resolver un tridngulo rectangulo conociendo

solo los valores de dos de sus lados? ;Y conociendo so6lo los valores de
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dos de sus angulos? ;Y conociendo solo los valores de uno de sus lados

y uno de sus angulos? Justifica tus respuestas.

Los problemas asignados a cada grupo fueron los siguientes:

A. CAPACIDADES | A. CAPACIDADES
19de ESO | 42de ESO | (12y22de ESO) | (32Y 42de ESO) | 12 GRADO
Problema 1 13 6 19(*)
Problema 2 13
Problema 3 6
Problema 4 41
Problema 5 41

Tabla 5.1: Problemas asignados a cada grupo

(*) Solo realizaron la parte A.

Pretendemos estudiar:

- Las diferencias observadas en cada uno de los alumnos entre las respuestas
dadas a las partes A y B de los problemas, esperando encontrar un nimero

mayor de resoluciones correctas en la parte B.

- Los diferentes tipos de demostraciones que previamente habiamos
conjeturado que era probable que aparecieran en cada uno de los

problemas debido a sus caracteristicas particulares (tabla 5.2).

- Las diferencias de resolucion entre cursos, esperando encontrar un nivel
mayor de correccion y abstraccion matematica conforme vamos subiendo

de curso.

- Las diferencias de resolucion entre los alumnos de un grupo ordinario y
aquellos de su mismo curso pero encuadrados dentro de un grupo

denominado de altas capacidades.

- Las creencias de los alumnos entrevistados sobre la necesidad de

demostrar.
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A continuacion, realizamos un breve analisis de las caracteristicas de cada uno de

los problemas:

Problema 1: nos preguntan por el niimero de diagonales que presenta un
poligono de n lados. Esperamos encontrar en las resoluciones, dada la
amplia gama de cursos en las que ha sido planteado, desde ejemplos
concretos de poligonos de un nimero bajo de lados (sin ninguna
explicacion en unos casos y estableciendo conjeturas a partir de ellos de la
féormula general en otros) a demostraciones deductivas informales que
sean capaces de generalizar los argumentos sin el apoyo de los ejemplos, e
incluso (ya que se ha pasado también en el primer curso de Grado en

Matematicas), alguna demostracion de tipo deductivo formal.

Problema 2: al igual que ocurre con el problema 1, el enunciado admite
un abanico enorme de tipos de demostracioén. En este caso, al no haberse
pasado a alumnos de cursos superiores, no esperamos encontrar
demostraciones de tipo deductivo; en el mejor de los casos, alguna de tipo
ejemplo genérico (una descontextualizacidon, pero siempre apoyandose en

los ejemplos).

Problema 3: nos preguntan por el area de la parte sombreada de la figura.
Este problema se puede resolver de varias formas (desde usando
procedimientos mas sencillos como la semejanza de triangulos o el
teorema de pitagoras hasta haciendo uso de técnicas de geometria analitica
mas potentes), pero en todas las variantes, en la parte A, la resolucion
exige, partiendo de los datos iniciales, una combinacion, transformaciéon y
manipulacion adecuada de los mismos para llegar al resultado buscado
(estamos, por tanto, haciendo referencia a los tipos deductivos
transformativos (formales o informales)); en la parte B, la mecénica sera la
misma, pero trabajando con datos concretos, es decir, esperamos encontrar
demostraciones empiricas de tipo constructivo (experimento crucial-

constructivo).
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Problema 4: la resolucion de este problema exige el conocimiento de las
formulas de las areas del triangulo y del circulo, asi como el manejo de las
razones trigonométricas. A partir de aqui, esta informacion hay que
ordenarla y combinarla adecuadamente para obtener el resultado buscado.
En el caso de la parte A, donde se trabaja con cantidades genéricas, los
unicos tipos de demostracion que se prestan a aparecer son los deductivos
transformativos, ya sea en su variante formal o informal (dependiendo de
como se estructure la informacion y del rigor matematico de la prueba). En
la parte B, donde se pide lo mismo pero con datos concretos, la
demostracién esperada encaja perfectamente en el tipo empirico —

experimento crucial constructivo.

Problema 5: este problema se diferencia de los problemas 1 y 2 en su
exigencia de unos conocimientos matematicos de partida mayores para su
correcta comprension (trigonometria), pero se asemeja mucho a estos dos
en que, al igual que sucedia con ellos, su resolucion admite, en funcion de
la interpretacion del enunicado, creencias sobre la demostracion y
habilidades del alumnado, desde ejemplos concretos en cada uno de los
casos preguntados, a demostraciones en las que se razone como se
obtendria la informacion desconocida en cada uno de los casos, sin hacer
uso de ejemplos. La resolucion de este problema es bastante lineal, por
tanto, no esperamos, dentro de las demostraciones de tipo deductivo, la

irrupcion de su variante transformativa.

Luego, de cada uno de los problemas planteados esperamos encontrar, en

concordancia con el analisis realizado, los tipos de demostracion que se muestran en las

siguientes tablas:
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X [X [X [X [X [X |X [X [X

X X X

X X X X
Tabla 5.2: Demostraciones Empiricas esperadas en cada problema

X X

X X
Tabla 5.3: Demostraciones deductivas esperadas en cada problema

De los datos de la tabla se deduce claramente que los problemas 1, 2 y 5, los dos
primeros de geometria plana y el tercero mas orientado al campo de la trigonometria,

permiten una mayor variedad de tipos de demostracion.
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Por otro lado, los problemas 3 y 4 aparecen como complemento de los otros tres;
son problemas de los que se espera, en su version mas abstracta, que los alumnos
realicen célculos algebraicos manipulativos, mientras que en la parte B de los
enunciados, ya trabajando con nimeros, una demostracion empirica constructiva. No
obstante, no cerramos el abanico a un cruce entre estas posibilidades, como se indica en

la tabla.

Como quedara reflejado en las tablas resumen del capitulo de resultados,
anadimos a cada tipo de demostracion (empiricas y deductivas) una categoria mas,
denominada como “fallidos”, en concordancia directa con la clasificacion realizada por
Marrades y Gutiérrez (2003), destinada a encuadrar aquellas resoluciones realizadas por
los alumnos que pese a contener informacion suficiente para poder realizar la distincion
entre los enfoques empirico y deductivo, no muestran una consistencia minima exigible
para ser considerada como resoluciones, al menos, parcialmente correctas. Los
resoluciones o bien en blanco o bien con una cantidad tan escasa de informacion que no
nos permitan distinguir ni tan siquiera entre lo deductivo y lo empirico irdn a parar a la

categoria de fallidos, que aparecera en una tabla al margen
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6. RESULTADOS

En este capitulo pasamos a detallar los resultados obtenidos en nuestra
experimentacion.

En primer lugar daremos ejemplos y analizaremos, para cada uno de los
problemas, el tipo o tipos de demostraciones mas repetidos por el alumnado participante

en esta experimentacion.

Seguidamente mostraremos dos resimenes:

- Un primer resumen en el que podremos observar, a nivel global, la
correccion de cada uno de los ejercicios realizados, mateméaticamente
hablando. Las distintas soluciones quedaran categorizadas en los grupos
bien completo, bien incompleto, regular y mal.

- Un segundo resumen de los distintos tipos de demostracion que han
aparecido en cada uno de los problemas planteados, en primer lugar en

global y mas tarde centrandonos en cada uno de los grupos.

Por ultimo, analizaremos, a partir de las impresiones de los 4 alumnos
entrevistados de distintos grupos, la diferencia de dificultad que experimentaron entre
los enunciados A y B de los problemas y qué creencias tienen de partida sobre la

necesidad de demostrar.

Para referirnos a los estudiantes en las secciones 1 y 3 utilizamos los codigos 1 (1°
de ESO), 4 (4° de ESO), AC12 (alumnos de altas capacidades de 1°y 2° de ESO), AC34
(alumnos de altas capacidades de 3° y 4° de ESO) y 1G (1° de Grado), seguidos de la
numeracion asignada a cada alumno dentro de cada grupo (por ejemplo AC342, hard

referencia al alumno 2 del grupo de altas capacidades de 3° y 4° de ESO).
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6.1 - Analisis Cualitativo

En esta seccion damos ejemplos de los tipos de demostracion mas representativos
que han aparecido en cada uno de los problemas, justificando el porqué pertenecen a

una clase determinada.

Problema 1A:

- Ejemplo 1: 13. Empirica - Experimento crucial - Basado en

el ejemplo

£ Qodos o o?cko$ 2 Qa&og 15 Rados

So G arasprobs O atogencts 5“050"&9«

2/ C\R 056“

El alumno proporciona una lista de ejemplos, sin aportar nada mas.

- Ejemplo 2: 1G1. Deductiva - Deductiva formal -

transformativa

= ,
pPUhaPfwe  do n fados  Lige w owihcer . s 0o3
CGYV\‘@ bng N \
ool i fepety Lidn do 2 ew 2 dendiewos todoa

0 4
ay Maoﬂaﬂ& N 7 S de duduo ?ou.%e-vxp ,9&280 el
N7 de dragonafes ok o
(Dl = Caa —W = ni e W (s ) Woaw
2\ (n-2)) T 2 W ————— =
_ g 20

:AV\(:%\ } v

La prueba estd basada en operaciones mentales, sin la ayuda de ninglin ejemplo.

Es deductiva formal por el orden y rigor matematico utilizado y transformativa porque

se pasa del problema inicial a uno nuevo (de combinatoria).
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- Ejemplo 3: 1GS. Deductiva — Deductiva informal -

Estructural

UV\ PG—P'{%M@ de n Lodem  Tordel v\aQrffLCDO N ({LQ/HWO
2n C\N?r\lC\ CS“"Q (CVN o\ofr‘tLCQ no ?u@h haco we. 4 0\30[@1
T Yo dos ‘ro&e/) CQ/\TLW .

Nt (enfige Mo,
o Wtee g,

n~7 Jw.?)m&&p) (Oro  Uren oL?@AcSc‘r\o& Se
Coc‘f\Q’)Q@“o\Q G 2 wGFteges s< C(LQU;MW - (e

dods e dingoel 2 e 7y
‘ﬂ(zJ*e OLE@O/OKQ&% .- o P o

EE]

Z) fo‘I'Q/L(IO\W\a_,
fares qre ol
rnacts I &S . b\D& 3 (s e

2

La prueba esta formada por una secuencia de deducciones logicas, sin la aparicion
de ejemplos. Es informal, ya que el alumno intenta explicar con sus propias palabras lo

que observa que esta ocurriendo.

- Ejemplo 4: 12. Empirica — Fallido

EAJCQ‘ Liene: SN 014093"“3}"3

De @M@ 6@ C,u\c\' ‘«C"'l‘] Cel.

Lon C\ja&)“f”‘(\ﬁ‘@,ﬁ Neun &e VN
Nerntl G o @“t' N df_}fl‘( T

Exte tveme G C\:-M»OS@M]Q.;

Intenta dar una serie de ejemplos, pero como se observa en el segundo dibujo, ni

siquiera tiene claro el concepto de diagonal de un poligono.
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Problema 1B:

- Ejemplo 1: AC343. Deductiva - Experimento mental -

Estructural
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Basada en una secuencia de deducciones logicas. El alumno hace uso de ejemplos
para ayudar a la organizacion de la prueba, pero si los excluimos ésta sigue teniendo

sentido y formando un todo.

- Ejemplo 2: AC123. Empirica - Ejemplo genérico

@
@6@4 :ﬁ&\ﬁewgo
7 T

> Qulprow oy wubie. dor diggnles o

dies e Ses s W&m o< Xen cow\:\-ﬂn@ = A

C> = /Q9‘IC(S>3 - gc{(\aﬁc)’[@g()o J (O\C\OS\ gig et
U bolos — 2 deagener

Qu\a_a(@& Ae o~ /Z(ﬁ C{G‘*Boma/@) T Rt Cdnltu\ des
L N 0 7M Aana. A;ODS\ OJ*'L_L(C,O/)

Se utilizan argumentos abstractos (generalizacion), pero siempre basandose en los

ejemplos. Si excluimos éstos, la prueba carece de sentido



38 Juan Antonio Moya Pérez

Problema 2A:

- Ejemplo 1: 113. Empirica - Empirismo naif - Inductivo

@VQ&Q 36@ QR G e jeugh ol acnclode el ("O
Cagl. iﬁ% Q;,,r«%g\o#\cp QOO a0 = - )
: &
90°
s

El alumno se limita a proporcionar un ejemplo, seleccionado por su simplicidad y

sin ningun criterio en particular.

Problema 2B:

- Ejemplo 1: AC121. Empirica - Experimento crucial -

Analitico
260 °© -
e o 500
cosdedteras  <on 3R Puesen Ky,
Snfngos rectos 2 an
e son \X°
Cide. 00

El alumno proporciona dos ejemplos (cuadrilatero y pentagono) y realiza un
analisis de las propiedades observadas en ellos, sin generalizar ni ir mas alla de de lo

observado.
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- Ejemplo 2: AC124. Deductiva - Experimento mental -
Estructural

@ ~ 360
- 54Q)
"5( Jor w14, MA\M %Q M IIAN s Ao ou A/\Jw\/\/\
W\AW%\ /"\MW&M ’3\"\"\“9& [ Do JMO%"}MM\
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ZNWN&MM M&I\QQG{ m4ﬂgﬂ\0ﬂ\f’ﬂ‘@§/‘”
Mm%&m

Una vez dados dos ejemplos y observado lo que ocurre en ellos, el alumno es
capaz de dar un argumento general, que por si mismo tiene sentido y no depende de los

ejemplos.

Problema 3A:

- Ejemplo 1: Respuesta del autor. Deductiva — Deductiva
formal — Transformativa.

Aportamos un ejemplo del autor, al quedar desierta esta respuesta por parte de los
estudiantes (todas fueran catalogadas como intentos fallidos). Utilizando la informacion
proporcionada, se realiza una serie de manipulaciones con expresiones algebraicas, de
una manera rigurosa y formal desde el punto de vista matemdtico, para obtener el

resultado buscado
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- Ejemplo 2: AC343. Fallido

La poca informacion proporcionada nos impide catalogarla como empirica o
deductiva

Problema 3B:
- Ejemplo 1: AC341. Deductiva — Deductiva informal -
transformativa
T e TR Y
MBS~ ZoF
MoFw: MBO = ™ o™ =
Cewrn s — A i 33cin2
AC341 /‘/3 W—l
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Pese a poseer datos concretos para facﬂltar la resoluc10n del problema, el alumno

en ningin momento hace uso de ellos, por tanto, se vuelve a tratar de una demostracion
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deductiva transformativa, en este caso informal, por el desorden en que aparecen los

datos y la falta de rigor en algunos pasos.

- Ejemplo 2: AC342. Empirica - Experimento crucial -
Constructivo
3
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Aunque el alumno no llega a concluir la prueba, con la informacion
proporcionada podemos ver que, a partir del dato del lado del cuadrado, intenta llegar al

resultado final, obteniendo informacion relativa a las areas de los distintos tridngulos.

Problema 4A:

- Ejemplo 1: 441, Deductiva — Deductiva formal —
Transformativa

/(-VQ: X -2y
3™V ox -2
A ¢t

T | D T

Aom v Sl omy= 063

1'S7
. e
yo= gy ¢
2
Utilizando la informacion proporcionada, se realiza una serie de manipulaciones

con expresiones algebraicas para obtener el resultado buscado, realizando los pasos de

una forma ordenada y coherente.
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- Ejemplo 2: 43. Deductiva - Fallido

S&MBQEJLQ.{O 2 ﬁ’ ‘(‘L A(

Aeq . - R
%L?cfn%ub:’b-(« 24 v \5‘(.&
p

Si hubiera desarrollado los célculos correctamente se habria tratado de una
demostracion deductiva transformativa, pero, por un lado la deja incompleta y por otro
(que es la razon principal para etiquetarla como fallida) tiene un error de partida al

comparar las areas de las dos figuras.

Problema 4B:

- Ejemplo 1: 441. Empirica - Experimento crucial -

Constructiva
0o X ¢ 140
—_— r=10c Yoy = ——
7 0x * Y B
; | P }
T2 106 - 1R oy = 043
B ZZ,’;/ i ‘ ;
YT =6 NV £ IRLIRVEAY
X% AP YT ¥ {ra0e3)2

Y= 65°% .

Realiza los mismos pasos que en la parte A, pero-ahora trabajando con un

ejemplo.
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Problema 5A:

- Ejemplo 1: 441. Deductiva — Deductiva informal -
Estructural

Ao 4 s - S porge ol cobov wrm Lodo y wm gl
A & ol Mdmsm@@mw,sﬁam
O%Ezﬁ@o\ o V&VMW?VQ@WWW&W
ooy o Ly dedo o oy aﬁvm?ﬂf&)w&ﬁm%
Lageler - NO ot WW?MW hoy it
M dor Sercjarter )
. A hder boden pids Sovo £ Ty gy
2%7—@9\502'/‘“”}“;” Aj&?ﬁfwm &)"mﬁ"’ de WWTMWW

Secuencia de deducciones logicas sin el uso de ejemplos y explicado de una forma
general, sin entrar en detalles.

- Ejemplo 2: 45. Empirica - Experimento mental -
Estructural

Poye résoluer un Lelongule Teck&ngo€o

basta @n @kor en vha & Estes

St ftuacloneg

tenads 2 o 5
o 1 ‘.,,,.,,_,,h 259, Cf:&m
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cobiends el welor de une ce Ces
S~

nie

Poc conn plete.
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El alumno en algin momento hace uso de ejemplos, pero la prueba, sin ellos,

sigue teniendo sentido completo.

Problema 5B:

- Ejemplo 1: 421. Empirica - Experimento crucial - Analitico

&7 c?: %6284 B0 - Q'Y -N o
C - C= J“—
By oREe e

c -~ anfx =
octort15) ]
g Fon20 - 10 <nZ0 - 10
<7
A ‘ ‘l’omZo O = A0 N C = i,—O = LQ—— = qu(/
10 o 40 =23 1} sinZe  0'%Y (,_J
1‘an20

Se resuelven los apartados mediante la informacion extraida de dos ejemplos

concretos, sin generalizar en ninglin momento.
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- Ejemplo 2: 416. Empirica - Ejemplo genérico
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El alumno abstrae ideas generales a partir de la informacién de los ejemplos, pero

la prueba, sin éstos, carece de sentido.

6.2 — Analisis Cuantitativo

El experimento, como mencionamos anteriormente, se realizd con un colectivo de
65 alumnos, de distintos niveles, a los que se les asignaron diferentes subconjuntos de

problemas.

Como no estamos, en ningin caso, imponiendo la condicién necesaria de la
correccion total del problema para incluir las resoluciones en algunas de las categorias
de la tabla de clasificacion de demostraciones, vamos a considerar por un lado, la

correccion de la resolucion y por otro el tipo de demostracion utilizado, aunque,
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evidentemente, las categorias de “mal” en el primer caso y “fallido” en el segundo caso

estaran estrechamente relacionadas.

A) CORRECCION MATEMATICA

Una demostracion quedara encuadrada en la categoria de “bien completo” si el
resolutor ha concluido la prueba satisfactoriamente (por ejemplo, la resolucion del
alumno 441 del problema 4A), “bien incompleto” si la prueba estd muy avanzada pero
le queda o bien algiin caso o bien pequefios detalles por demostrar (por ejemplo, la
resolucion del alumno 45 del problema 5A, donde se deja un caso por probar), “regular”
si el resolutor ha empezado la prueba pero se ha quedado a mitad (la resolucion del
alumno AC123 del problema 1B seria un buen ejemplo) y “mal”, que como hemos
comentado anteriormente coinicidira en gran medida con las demostraciones etiquetadas
como fallidas (del tipo general o de cualquiera de los dos tipos), cuando el resolutor ni
siquiera ha llegado a plantear nada, o si lo ha hecho, sus hipdtesis de partida ya son
erroneas (por ejemplo, las resoluciones del alumno 43 del problema 4A o del alumno

AC343 del problema 3A).

CASO GENERAL (consideramos todas las soluciones en global)

Bien completo | Bien incompleto Regular Mal

Problema 1A 17 8 8 10 43
Problema 1B 4 5 12 24
Problema 2A 0 1 5 12 18
Problema 2B 2 2 3 11 18
Problema 3A 0 0 0 6 6
Problema 3B 1 1 0 6
Problema 4A 3 0 3 35 41
Problema 4B 7 1 5 28 41
Problema 5A 1 12 18 10 41
Problema 5B 1 18 14 8 41

36 46 61 136 279

Tabla A.1: Correccidon matemdtica, caso general
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Gréfica A.1: Correccidn matematica, caso general
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ALTAS CAPACIDADES 1° Y 2° ESO

ALTAS CAPACIDADES 3°Y 4° ESO

1° GRADO MATEMATICAS

En los datos recogidos en tablas y graficas observamos:

- como va subiendo la habilidad de los alumnos y el grado de correccion
matematica conforme vamos subiendo de curso (grafica A.2) y si nos
centramos en el problema 1A, que, salvo a los de 4°ESO, ha sido
planteado a todos los niveles, esta diferencia se incrementa ain mas

(grafica A.3).
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Grafica A.2: Correccién matematica por cursos
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Gréfica A.3: Correccién matematica problema 1A por cursos

la mejora significativa (excluyendo del estudio los resultados de 1° de
Grado, que solo hicieron la parte A) de las partes A a las partes B de los

problemas, salvo en contadas excepciones (grafica A.4)
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Grafica A.4: Comparacion correccion matematica partes A y B de todos los niveles, salvo 12 de Grado

- las diferencias observadas entre el grupo ordinario de 1° de ESO y el

grupo de altas capacidades de 1°y 2° de ESO (grafica A.5).
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“ Regular

K Bien incompleto
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Grafica A.5: Comparacion correccion matematica entre 12 de ESO y el grupo de Altas capacidades

de 12y 22 de ESO
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B) TIPOS DE DEMOSTRACION

Pasamos ahora a centrarnos en el objetivo principal de esta investigacion, es decir,

analizar los distintos tipos de demostraciones usados por los estudiantes:

CASO GENERAL

O|O|0O|O NN~V

olo|lo|lo|o|o|o|d|k|w
o|lo|o|o|o|o|r|r|r |~
o|lo|o|o|o|o|r|o|n|uv
N h|o|lo|lo|o|r|o|w|w

Tabla B.1: Demostraciones empiricas, caso general
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Grafica B.1: Demostraciones empiricas, caso general
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Tabla B.2: Demostraciones deductivas, caso general
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Grafica B.2: Demostraciones deductivas, caso general
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4° ESO
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ALTAS CAPACIDADES 1° Y 2° ESO
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ALTAS CAPACIDADES 3°Y 4° ESO
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1° GRADO MATEMATICAS

En los datos recogidos en tablas y graficas observamos:
- como va subiendo el tipo de complejidad de la demostracion utilizada
conforme vamos subiendo de curso. Al llegar a 1° de Grado la mayor parte

de las demostraciones son deductivas formales.
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Grafica B.3: Tipos de demostraciones. Comparacion por cursos.
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Grafica B.4: Demostraciones Empiricas. Comparacion por cursos.
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Grafica B.5: Demostraciones Deductivas.

Comparacién por cursos.
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la mejora significativa de las partes A a las partes B de los problemas,
salvo en contadas excepciones (graficas B.6, B.7 y B.8), principalmente en
el porcentaje de demostraciones totalmente fallidas. Respecto a la
apariciéon de mayor porcentaje de demostraciones de tipo deductivo en la
parte A, debemos tener en cuenta que el tipo de enunciados de esta parte
empujaban al estudiante, principalmente en cursos superiores, a intentar un
tipo de demostracion deductivo, pero, como se puede comprobar al

observar la grafica B.8, en la mayoria de los casos resultaba fallido.
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Grafica B.6: Tipos de demostraciones. Comparacion entre partes A y partes B.
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Gréfica B.7: Demostraciones Empiricas. Comparacion entre partes A y partes B.
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Grafica B.8: Demostraciones Deductivas. Comparacidn entre partes A y partes B.

61



62 Juan Antonio Moya Pérez

- las diferencias observadas entre el grupo ordinario de 1° ESO y el grupo

de altas capacidades de 1°y 2° ESO.
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Grafica B.9: Tipos de demostraciones. Comparacion entre 12 de ESO y el grupo de 12 y 22 de ESO de

Altas capacidades.
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Grafica B.10: Demostraciones Empiricas. Comparacion entre 12 de ESO y el grupo de 12 y 22 de ESO de

Altas capacidades.
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Grafica B.11: Demostraciones Deductivas. Comparacion entre 12 de ESO y el grupo de 12 y 22 de ESO de

Altas capacidades.

Antes de pasar a la parte del analisis de las 4 entrevistas realizadas, mostramos

una comparacion entre nuestra prevision inicial de tipos de demostracién que podrian

aparecer en cada uno de los problemas planteados y los aparecidos realmente en nuestra

experimentacion (celdas sombreadas).
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6.3 - Entrevistas

Recogemos la transcripcion de los fragmentos mads interesantes de las 4
entrevistas realizadas a estudiantes, con las que, ademéas de una aclaracion de sus
argumentos plasmados en la hoja cuando fuera necesario, buscdbamos su respuesta a
dos cuestiones:

1 — Si habian encontrado diferencias de dificultad entre la version A y B de los
problemas.

2 — Cuales eran sus creencias sobre la necesidad y utilidad de la demostracion.

Alumno AC121:
Invest: ... la segunda [en referencia a la parte B] la encontraste mas facil, ;no?
ACI121: Si.
Invest: Tal vez porque el nivel de abstraccion era menor, es decir, que te estaba

explicando un poco mas lo que tenias que hacer, ;jno?

Invest: ...en el caso general, ;también se cumpliria?

ACI121: Si.
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Invest: ;Tu estds convencido de ello o necesitarias digamos ahi...? ;Tu realmente te
lo crees? O sea, que con esos dos ejemplos... jo te haria falta una prueba un

poco mas fuerte?

ACI121: Si.

Alumno AC122:

Invest: ... Y veo aqui que ya, cuando has hecho 3 o 4 casos particulares, ;no? Ya te
haces una idea de como puede comportarse el caso general, ;no? Y, ;jtu estas
seguro realmente, por lo que has explicado aqui, que en el caso general va a
pasar eso?

ACI122: A lo mejor no pasa en todos, pero yo creo que si.

Invest: O sea, jtu realmente estas convencido, tu mismo, de que eso es verdad o
necesitarias igual ver una demostracion mas seria, mds elaborada, para
convencerte?

ACI122: No, o sea, yo creo que si, si que es... 0 sea, Si que es asi siempre. Mds o menos.

Invest: ....Pues lo ultimo que te queria preguntar ya es si habias encontrado alguna
diferencia de dificultad entre la primera hoja y la segunda. ;Te ha resultado
mas facil la... los enunciados de la segunda que los de la primera?

AC122: Si.

Invest: ;Si?

ACI122: Porque en los de la segunda te lo explica... como... mejor y es mds facil.

Invest: Bueno, pero tu en el caso del primer problema, en el de contar diagonales de
un poligono, has sido capaz de hacerlo en el primer enunciado. O sea, que ya
lo has visto claro, jno?

AC122: Si.

Invest: O sea, que no te ha hecho falta... Con ese enunciado ya has sabido tu mismo,
;no? Que tenias que empezar considerando casos particulares y el proceso
que tenias que seguir.

AC122: Uhum.
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Alumno AC343:

Invest:

AC343:
Invest:
AC343:
Invest:

AC343:

Invest:

AC343:

Invest:
AC343:

Invest:

AC343:

Invest:

Invest:
AC343:

Invest:

AC343:
Invest:

AC343:

...Veo que aqui en la primera hoja...simplemente intentaste hacer algunos
ejemplos, ;jno?

ST.

El caso del cuadrado, el pentdagono...

ST.

Yyy, sin embargo, en la segunda hoja, ya te vino, ;jno? La idea feliz.

YA

De cual podria ser la formula en general. Y esooo, jpor qué fue? ;Tuvo algo
que ver con los enunciados de una hoja y de otra?

Hombre, en el... como en la segunda ya te va ayudando, pues ya te vas
haciendo una idea y yaaa, como tenias mas tiempo y ya habias pensado
anteriormente...

Ya. O sea que fue una mezcla de las dos cosas.

ST.

El tener los enunciados mas claros y también haber estado pensando en el
problema anteriormente, jno?

S, si.

O sea, tu piensas que igual, con la primera hoja, si te hubiera dejado mas

tiempo, hubieras sido capaz de sacarlo, ;o como lo ves?

: Pues si me hubieras dejado mas tiempo, a lo mejor.

...S1 vieras esta prueba, imaginate, que te dan a ti la prueba que tu has hecho.
ST.

;Tu te la creerias la formula, que es verdad, o necesitarias algun tipo de
Justificacion mas fuerte? O sea, tu imaginate que ves esto, que no sabes de
que... ves estas... te dicen que esto...te, te preguntan el numero de diagonales
de un poligono de n lados y tienes esta demostracion, la que has dado tu.

ST.

T eso te lo creerias ya vienda esa prueba o...?

Hombre, tendria que comprobarlo. O sea, a mi me dan esto asi, y... pues no sé,

lo pondria en duda.
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Invest: Lo pondrias en duda, jno?
AC343: 57
Alumno AC341:

AC341: Yyy el segundo (el segundo enunciado) fue como mucho mas facil porque como
es paso a paso...

Invest: O sea, que el enunciado deee la parte B, digamos, resulto de mucha ayuda, el
que te estuviera preguntando por cada vértice, jno?

AC341: Eeehhh, si, o sea, no. Mas que nada, la segunda pregunta.

Invest: O sea, que realmente te fue de utilidad, ;jno?

AC341: Claro.

Invest: .../t piensas que con ese primer enunciado, si te hubiera dejado un poco mas
de tiempo, lo habrias sacado?

AC341: Si, porque... Yo creo que si. Me habria costado mucho pero si. Porque saqué
los dos primeros pasos y me falto el ultimo solo.

Invest: ...Tu imaginate que te dan el ejercicio 1, el enunciado, y esta demostracion, la
que tu me has puesto aqui. Tu, viendo esta demostracion, /jte creerias ya que
se cumple eso? O sea, que eso es verdad o /jte haria falta, digamos... piensas
que haria falta justificarlo un poco mas?

AC341: 4 mi me...

Invest: O sea, ;si hubieras tenido mas tiempo lo habrias justificado mas?

AC341: Claro. Lo que pasa es que... Como el tiempo... Pues eso. ...

Invest:  Uhum.

AC341: Yyy intenté justificarlo bien y eso... Pero yo es que me justifico muy mal, o sea,
por escrito. Me cuesta.

Invest: O sea que tu piensas que incluso haria falta para que eso estuviera bien
probado igual una justificacion un poco mas formal, ;no?

AC341: Si, o sea mejor escrita y eso.
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De las cuatro entrevistas realizadas concluimos que:

1 — Todos los alumnos han encontrado mucho maés faciles los enunciados de la
parte B que los de la parte A, si bien es verdad que AC122 fue capaz de resolver
correctamente uno de los problemas en la parte A y AC341 y AC343 argumentan que el
hecho de que resolvieran el problema en la parte B y no en la parte A fue una cuestion

de falta de tiempo.

2 — Los dos alumnos pertenecientes al grupo de altas capacidades de 1°y 2° ESO
consideran suficientes los argumentos dados para demostrar la veracidad de sus
hipdtesis. Sin embargo, los dos alumnos del grupo AC34 necesitarian una prueba mas

formal dada por ellos mismos para convencerse de que los resultados son ciertos.
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7. CONCLUSIONES

7.1 - Conclusiones de los datos obtenidos

Recordemos que los objetivos marcados al inicio de la investigacion eran:

- Analizar las diferencias mostradas en las resoluciones por los alumnos de
diferentes niveles, tanto en lo que se refiere a la correccion matematica
como en cuanto al tipo de demostraciones empleados, prestando especial
atencion a las diferencias entre las partes A y B de los enunciados
propuestos y entre los alumnos de un grupo de capacidades medias y uno

de altas capacidades de un mismo curso.

- Poder concluir a partir de las entrevistas realizadas si los alumnos
experimentaron diferencias de dificultad entre las partes A y B y averiguar

cuales son sus creencias en relacion con la necesidad de demostrar.

- Refinar la clasificacion de tipos de demostracion de nuestro marco tedrico

de partida.

Una vez realizado el experimento podemos extraer las siguientes conclusiones

referentes a cada uno de los objetivos de investigacion planteados:

- La habilidad de los alumnos y el grado de correccion matematica de sus

resoluciones aumenta conforme vamos subiendo de curso.

- Se observa una evolucion en el tipo de demostracion utilizado, desde el
predominio del empirismo naif en los alumnos de 1° de ESO a la casi

totalidad de demostraciones deductivas en los alumnos de 1° de Grado.
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Si comparamos las resoluciones de un mismo problema (el caso del 1A) de
un grupo ordinario (1° de ESO) y un grupo de altas capacidades del mismo
nivel, observamos que tanto el nivel de correccién como el formalismo en

el tipo de demostracion utilizada es mayor en el segundo caso.

Tanto los resultados como la informacién obtenida en las entrevistas nos
muestran la dificultad de la parte A de los enunciados respecto a la parte
B, debido principalmente a su mayor grado de abstraccion, si bien es cierto
que algunos alumnos atribuyeron esta diferencia a una falta de tiempo en
el caso de la parte A y a “haber pensado ya antes el mismo problema” en
el caso de la parte B. Seria interesante, de cara a una futura investigacion,

invertir el orden de los enunciados a la hora de realizar el experimento.

Tras la cantidad de ejemplos de resoluciones obtenidas, hemos podido
refinar la clasificacion, restringiendo el nimero de subclases dentro de las
demostraciones de tipo “Experimento crucial”, limitando los “Ejemplos
genéricos a los de tipo “intelectual” y agregando el tipo “Deductivo

informal” dentro de la categoria de demostraciones de tipo deductivo.

7.2 - Limitaciones

En el proceso de realizacion de esta experimentacion han influido los siguientes

factores:

Tiempo: el experimento se ha tenido que llevar a cabo en unos pocos
meses, por lo que ha sido imposible ampliar el trabajo de campo,repetirlo
o profundizar en ¢l, con el objetivo de obtener un mayor niimero de datos

relevantes.
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Centro educativo: hemos tenido que adaptarnos a la disponibilidad de
cursos académicos con la que contidbamos, tanto en el Instituto de

Educacion Secundaria, como en la Facultad de Matematicas.

Contenido de los problemas: aunque lo ideal hubiera sido pasar
exactamente los mismos problemas a todos los cursos, en el caso de los
grupos ordinarios (1°y 4° de ESO y 1° Grado en Matematicas) hemos
tenido que adaptarnos al contenido del curso en ese momento (a los de 4°
de ESO se les propuso dos problemas de trigonometria porque era lo que

estaban viendo en el momento en que se les pasaron los problemas).

Entrevistas: solo fue posible realizar un total de 4 entrevistas, todas ellas
a alumnos de los grupos de altas capacidades, al realizarse dicha actividad

en horario extraescolar.

Experiencia del investigador: el autor de este trabajo era la primera
investigacion en didéactica que realizaba. Por tanto, pese a la gran ayuda y
colaboracion de los tutores, carecia de experiencia, principalmente a la

hora de realizar entrevistas personales a los alumnos.

7.3 — Proyectos futuros

Podemos pensar en un gran nimero de posibles investigaciones que surgen de

manera natural a partir de la realizada en este trabajo. Entre ellas estarian:

Realizar una investigacion con los mismos objetivos, usando exactamente
la misma metodologia, pero ampliando la bateria de problemas, la
diversidad de cursos académicos y el nimero de alumnos entrevistados.

De esta forma obtendriamos unos resultados mucho mas contrastados.

Un estudio similar, pero centrandonos tnicamente en alumnos de altas
capacidades y alumnos de capacidades medias de un mismo curso,

ejecutando el experimento con un gran nimero de alumnos, para que los
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resultados nos permitan sacar conclusiones explicitas y comprobar que se

cumplen las hipotesis tedricas realizadas previamente.

Partiendo nuevamente de la misma base, refinar el contenido de los
problemas y utilizar algin tipo de dispositivo (boligrafos “grabadores™)
que nos permita conocer exactamente las fases por las que ha pasado cada
alumno en el periodo de resolucién de los problemas, para asi poder
analizarlas haciendo uso del marco tedrico de las fases de Arzarello

(Arzarello, 1998) usado, entre otros, por Marrades y Gutiérrez (2000).
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Nombre:

1. ;Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados? Justifica
tu respuesta.

2. (Cuanto vale la suma de los dngulos de un poligono de n
lados? Justifica tu respuesta.



Nombre:

1. ;Cuantas diagonales parten del vértice de un pentagono?
.Y del vértice de un poligono de n lados? ;Cuéantas
diagonales tiene un poligono de n lados? Justifica tus
respuestas

2. (Cuanto vale la suma de los angulos de un cuadrilatero?;Y
de un pentagono? En general, ;cuanto vale la suma de los
angulos de un poligono de n lados? Justifica tus respuestas



Nombre:

Problemas de trigonometria

1. La siguiente figura muestra un semicirculo y un triangulo
isosceles que tienen la misma area. ;Cuanto vale el angulo
y? Justifica tu respuesta.

2. ;(Se puede resolver un triangulo rectdangulo conociendo
sélo dos de sus elementos (lados y/o angulos)? Razona tu
respuesta.



Nombre:

Problemas de trigonometria

1. La siguiente figura muestra un semicirculo de radio 10 cm
y un triangulo isosceles que tienen la misma &area. ; Cuanto
vale el angulo y? Justifica tu respuesta.

r=10c

yO

2. (Se puede resolver un triangulo rectangulo conociendo sélo
los valores de dos de sus lados? ;Y conociendo solo los
valores de dos de sus angulos? ;Y conociendo sélo los
valores de uno de sus lados y uno de sus angulos? Puedes
poner valores numéricos concretos. Justifica tus respuestas.



Nombre:

1. ;Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados? Justifica
tu respuesta.

2. Consideremos el cuadrado ABC'D y sea M el punto medio
del lado AB. Trazamos todas las diagonales posibles entre
los puntos y consideremos la parte sombreada que aparece
en la figura:

. Qué fraccion del area total es el area sombreada? (Nota:
puedes utilizar la calculadora)



Nombre:

1. ;Cuantas diagonales parten del vértice de un pentagono?
.Y del vértice de un poligono de n lados? ;Cuéantas
diagonales tiene un poligono de n lados? Justifica tus
respuestas

2. Consideremos el cuadrado ABC'D de lado 2 cm y sea M el
punto medio del lado AB. Trazamos todas las diagonales
posibles entre los puntos y consideremos la parte sombreada
que aparece en la figura:

. Qué fraccion del area total es el drea sombreada? (Nota:
puedes utilizar la calculadora)



,Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados?



