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Introduction

A Riemannian manifold with density (M,g,%) is a Riemannian manifold
(M,g) with a function ¢ : M — R where the volume of an immersed submani-
fold M in M (1 : M — M) of dimension k is given by:

Vi) = [ evad, )

where dv;C is the Riemannian volume element of (M, g), with g = ¢*g the induced
metric over M by the immersion ¢. This functional is called ¥-k-volume. The
research around this type of manifolds has considerably increased in the past
decade, focusing on different questions as the isoperimetric problems ([49, 11]),
minimal submanifolds associated to a density, the natural generalization of the
Riemannian geometrical objects to the geometry with density, as the Ricci’s
tensor and others, and the research of the intrinsic geometry corresponding to
the new definitions ([43] [45]). Its relation with the probability field and diverse
applications in Physics has enforced this development.

The work exposed in this manuscript is framed in the context of Riemannian
manifolds with density.

A problem of huge relevance due to its multiple applications is the com-
prehension of the deformation of an immersed hypersurface My in a Riemannian
manifold (M,g) guided by its mean curvature vector, that is:

or _

= H=HN, 2)

giving rise to a family of immersed hypersurfaces {M;} which are called the
mean curvature flow of My (MCF or FCM in spanish). The problem dealing
with the particular case in which the manifold M is a surface is called the
curve shortening problem (CSP or PAC in spanish). A fundamental issue that
motivates the interest in this geometric deformation relies on the fact that
corresponds to the gradient flow associated with the n-volume functional over
the set of immersed hypersurfaces in a (n+1)-dimensional Riemannian manifold

(M,3).
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X1V Introduction

The understanding of the mean curvature flow presents a big amount of
applications in Physics (as proves the fact that the first work on mean curvature
flow appeared in the Journal of Applied Physics [44]) and in image processing
(IL6).

The study of geometric flows tackles different sides:

1) the possibility that the flow develops a singularity in finite time and
the classification of the diverse singularities that can occur;

2) in case of existing solutions without any type of singularity along their
evolution, an asymptotic study about them will become necessary;

3) finally, it will be also required the characterization of sets of immersed
hypersurfaces that present the same dynamic evolution throughout the flow,
which means that they present the same type of singularity along the evolution
or that they do not present any type of singularity through the flow and that
have the same asymptotic form.

In the past thirty five years a wide progress has taken place in every type
of question about . In the particular case of the curve shortening problem,
an almost complete understanding of it was attained in the 80’s and that was
mainly done by Gage, Grayson and Hamilton ([25] 26, 24], 28, 29, 27]). One of
the theorems that recapitulate all the work they developed, presented in [29],
is the following;:

Theorem 1. ([29]) Let M be a smooth Riemannian surface which is convex
at infinity. Let C(0) : St — M be a smooth curve, embedded in M. Then
C(t): S' — M ewists for t € [0,ts), with too the mazimal existence time of the
flow, satisfying

oC

where k is the curvature of C and N is its unit normal vector. If to, is finite,
then C' converges to a point. If t is infinite, then the curvature of C converges
to zero in the C° norm.

Previously, Gage in [25] demonstrated that in the Euclidean plane R? the
isoperimetric ratio L?/A of the evolving curves decreases through the flow,
reaching to prove, in [26], that in the case these curves collapsed to a point such
isoperimetric ratio reached the lower bound 47 and showed that the point was
a round point. This statement settled the mean curvature flow in the spotlight
as a possible tool to obtain an answer to many isoperimetric problems.

On the other hand, Grayson took advantage of the flow in [29] to address a
prove for the next result:

Theorem 2. (Corollary 0.2 of [29]) A 2-sphere with a smooth Rieman-
nian metric has at least three simple closed geodesics.
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Through this Theorem, it becomes clear that once the curve shortening
problem was fully understood, it turned into a powerful tool to test the existence
for closed geodesics in a surface.

The comprehension about the mean curvature flow, when the manifold M
has a dimension equal or greater than 3, follows a different way. This is mainly
motivated by the techniques employed that, in the case of curves, are strongly
dependent of the dimension and they are not extrapolable to other dimensions.
Anyway, there has been published a great amount of works performed in this
field ([32, B3, B4, 2], 51], etcetera) that, nowadays, allows to reach a wide un-
derstanding of the problem.

Gromov in [30] studied Riemannian manifolds with densities as “mm-spaces”,
and mentioned the natural generalization of mean curvature in such spaces ob-
tained as the gradient of the -volume functional. According to [30}, 43|, 49], 4T,
42) it is denoted by Hy and given (when Vi has sense) by

Hy=H— (Vy,N), (4)

with N as the inner normal. Hy is called 1-mean curvature.
The hypersurfaces with Hy, = 0 receive the name v¢-minimal. In the par-
ticular case of the Euclidean space R"™! with the Gaussian density ¥(z) =

1
—in,uQ\xP, p > 0, the hypersurfaces with Hy = 0 appear as self-similar sh-

rinker solutions of the MCF. Moreover, an important set of singularities of the
MCF, called type I singularities, verify the ecuation Hy = 0. This is the mo-
tivation for an increasing number of works related to the classification of this
type of hypersurfaces ([11 9], 38|, 37, 23, 13], etcetera). This type of hypersurfaces
receive the name shrinker.

Owing to the increasing interest for the Riemannian manifolds with density
is then logic to set up the study for the analogous flow of the mean curvature
flow in this context, that is, a mean curvature flow goberned by Hy, instead of
H. We shall call this flow:

8;; — Hy = HyN = (H — (Vg N)N, (5)

the mean curvature flow associated to a density 1 (¢ MCF or FCM#) in spanish).
In the particular case where the dimension of the manifold M is 2, we shall call
this the curve shortening problem associated to a density ¥ (1»CSP or PACy
in spanish). We shall notice that in the particular case where the density is
constant, then we recover the flow .

Previous works in this field have been presented by O. Schniirer and K.
Smoczyk in [50] and A. Borisenko and V. Miquel in [12], although in the first
of them we do not find any explicit reference to the term density. Both works
were developed in Euclidean space R"*! with a defined radial density. A radial



XVI Introduction

density is the one given by a function ¥ which depends only on the distance
r = |x| to the origen.

In the first place, Schniirer and Smoczyk studied, in the Euclidean space
R"*! with radial density v, the evolution of a compact hypersurface evolving
throughout the flow and they considered as initial condition a hypersurface
with the property of being, what they named, strengthened starshapedness.
Thereby, they proved that, under this situation, such property was preserved
through the flow and the solution exists for all time ¢ € [0,00). Later on,
they adressed the study of its asymptotic behaviour proving that the family of
hypersurfaces subconverges to an atractive 1¥-minimal sphere in the C**° norm.

Otherwise, Borisenko and Miquel studied, in the Euclidean space R"*! with
Gaussian and anti-Gaussian density, the evolution of compact convex hypersur-
faces throughout the flow . Let us notice again that the Gaussian density

corresponds to (x) = —§nu2]m\2 and, in the same way, the anti-Gaussian

1
density to ¥(x) = inu2\x|2 (in both cases p > 0).

In the first chapter of this manuscript we shall introduce the concepts that
are necessary to understand the mathematical context that comprises the deve-
loped work: geometry with density (section , the evolution formulae corres-
ponding to the geometric flow (section , the mean curvature flow associated
to a density (section , etc. An important remark to understand the geo-
metry of a Riemannian manifold with density is the explicit knowledge of the
equivalence between the geometry of (M, g,v) and that of the warped product
M X _y/m Q, where @ is a m-dimensional Riemannian manifold. We describe
it (in complete detail for the first time in the literature, as far as we know) in
section [1.3.1} Besides all this, in this chapter, we have included some original
results from our own work.

We shall employ the type barrier arguments in the Y MCF as a tool to study
the ¢-minimal hypersurfaces in the Euclidean space R"*!. These arguments are
based on: given two hypersurfaces without intersect with each other then, their
solutions through the y MCF do not touch while both solutions exist.

Then, we start with our first family of manifolds with density that we try
to understand. They are the Euclidean space R™*! with a radial density. Let
us recall that a radial density is the one given by a function ¢ which depends
only on the distance r = |z| to the origen. A key observation is that the density
— In7™ plays a special role in the behaviour of the other radial densities . This
behaviour depends of the crossings between the graphics of their derivatives 1)’
and the graphic of —n/r (see figure 1.1 and 1.2 in section . First we use
this special role, together with barrier arguments in the ¥y MCF, to study the
y-minimal hypersurfaces in R"*! with this density and we obtain in section

L5k
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Proposition 3. Let R"! be the Euclidean space with a radial density 1.
Let us denote by Tmasx (respectively rumin) the maximal (respectively minimal)

distance from any point of a closed hypersurface ¥ to the origin. Let us suppose
that

(a) 1 is smooth, and

(b) the graphs of ¥’ and _ D intersect transversally in a discrete family of
r
points r; < 19 < ...

Then

1 A hypersurface ¥ satisfying ror < rmaez < rokr1, 1S Y-minimal if and only

if it is one of the spheres r = ro or r = ropy1. In particular, there is no
closed Y-minimal hypersurface inside the sphere r = ry.

1@ The unique closed ¥-minimal hypersurfaces ¥ with rogr1 < rmin < Togro
are the spheres r = rog11 and r = Tog42 .

n
wi If the number of zeros of ' + — is even and 1y, is the last one, the unique

closed Y-minimal hypersurface X with ryae. > Tk @S the sphere v = ry.

w If the number of zeros of ¢ + ™ s odd and ri 18 the last one, the unique

closed Y-minimal hypersurface X with 1y > T 1S the sphere r = 1y,

v When n = 1, a ¥-minimal simple closed curve needs to be starshaped
respect to the origin.

If we change the hypothesis (a) by (a’) 1 is smooth only on R? — {0},
lim;_,0 ¥/ (t) = —o0 and X is contained in R" ™! — {0}:

n
i If ' (r) > —— for r < r1, the same situations than under the hypothesis
r

(a) are repeated.

it If '(r) < —— for r < ry, we have again the same situations than in case

¥ smooth, but interchanging the roles of Timaz and Tpin -
i1’ Case v in the smooth situation holds with no change.

This proposition is contained in [41].

In the second chapter we will study the ¢»CSP when the density v is smooth
along the subset of the manifold M where the curves evolve.

Our present work, together with Angenent and Oaks’ contributions ([6] [8,
46]), generalized the results from Gage, Grayson and Hamilton for the CSP.
Now we present the results of Angenent and Oaks:
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Theorem 4. ([6, 8, 46]) Let (M,g,v) be an orientable 2-Riemannian
manifold with smooth density and let o : S* — M be a simple C?-curve. Then
the solution v : S' x [0,T) — M to 1 CSP (@ such that v(-,0) = ~o either

shrinks to a point on M in finite time or exists for infinite time.

For the CSP, Grayson in [29] demonstrated that in those cases where the
solution of the CSP exists for all time, the geodesic curvature k& — 0 in the C*°
norm. On the other hand, Gage almost simultaneously in [27] demonstrated that
in the case where the solution exists for all time the family of curves subconver-
ges to a limit geodesic. These very results are the ones that we will generalize
for the geometry with density, giving special attention to the subconvergence
result due to its applications.

Theorem 5. Let (M,q,1)) be an orientable 2-Riemannian manifold with
density, whose isoperimetric profile I is a well defined continuous function
which satisfies limg—a,Z(a) = 0 implies ag = 0, and let vo : S* — M be
an embedded curve. Let v : S' x [0,T) — M be a solution of the 1) CSP (@ with
initial condition g.

If this solution exists for everyt € [0,00) and y(S',t) is contained in a fized
compact domain U where the density 1 is smooth, then there is a reparame-
trization Y(-,t) of y(-,t) such that there is a sequence {7(-,tx)}ren, tp — 00,
which C™-converges to a closed 1-minimal curve of M for every m € N.

This result, together with the work developed by Xi-Ping Zhu in [53], fullfills
the study for the ¢)CSP in the case with smooth .

Theorem 6. ([6, 8, 46}, 53]) Let (M,g,) be an orientable 2-Riemannian
manifold with smooth density and let 7o : S' — M be an embedded curve. Let
v : St % [0,T) — M be a solution of the v»CSP (@ with initial condition ~g.
If the mazimal time is T < oo the curve shrinks to a round point on M in the
C* norm.

The Theorem [5| besides the interest by itself, it is postulated as a possible
tool to prove the existence of ¥-minimal curves in a 2-dimensional Riemannian
manifolds with density. Anyway, in the present work we have focused in its
understanding not in its applications.

Once the Theorem [5| is demonstrated (section , we will apply it to the
particular case of the Euclidean plane with a radial density, that is to say, a
density that only depends on the distance r = |z| to the origen (in the section
. We shall obtain:

Theorem 7. Let R? be the Euclidean plane with a radial density 1 such

1
that the graphs of ' and —~ intersect transversally in a discrete number of

points 11 < ro < ..., let vo be a simple closed curve which bounds a domain €.
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Let ryax and rpin be, respectively, the mazimal and minimal distance from g
to the origin. Let us suppose that either the sequence of zeros ry, goes to oo, or
the curve g is contained in the disk centered at the origin whose radius is the
1 1 1
biggest zero of ' + —, or ' + — > 0 after the biggest zero of V' + —.
r r r
(a) If v is smooth on R?, then:

0.1 If riae < 11, under Y CSP, g collapses to a round point in finite time.

In particular, if 1’ + — has no zero, every simple closed curve collapses
T

to a round point in finite time.

a.it If ro—1 < Tmin < Tmaz < Top+1, kK > 1, and 0 ¢ Qo, under v CSP, it
collapses to a round point in finite time.

a.11 If 11 < rmin and 0 € Qq, the solution of the ¥ CSP with the initial condi-
tion 7o exists for t € [0,00[ and there is a sequence of times ty, t, — oo,
such that the curves (-, t,) converge, in the C™ topology, to a v¥-minimal
curve, for every m € N. Moreover:

a.t1.1 If rop—1 < rmin < Tmaz < Toka1, k > 1, the limit Y-minimal curve

is the circle of radius rog. This includes also the case rop41 = 0,

1
which occurs when rq is the last zero of 1" + .

(b) If ¥ is smooth only on R? — {0}, lim;_,¢ 1/ (t) = —o0 and ~yg is contained in
R? — {0}:

b.i If ' (r) > —1/r for r < ry, the situation is the same as in cases a.ii and
a. 4.

bt If ' (t) < —1/r forr <y, then:

b.ii.1 If o is contained inside the disk Tmaz < T2 and 0 ¢ Qq, under 1) CSP,
it collapses to a round point in finite time.

b.i1.2 If vy is contained inside the disk rymaz < ro and 0 € Qq, the solution
of the 1 CSP with the initial condition ~o exists for t € [0, 00|, and
there is a sequence of times t,, t, — 00, such that the curves y(-,t,)
converge, in the C™ topology, to the circle of radius r1, for every

m € N.

b.15.3 If ror, < Tmin < Tmaz < Tok+2, k > 1, and 0 ¢ Qq, under 1pCSP, it
collapses to a round point in finite time.

b.ii.4 If 0 € Qq, the solution of the ¥ CSP with the initial condition ~yg
exists for t € [0,00[ and there is a sequence of times t,, t, — 0o,
such that the curves y(-,t,) converge, in the C™ topology, to a -
manimal curve, for every m € N. Moreover:
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b.iii.4.1 If ror, < Tmin < Timazr < Tokto, K > 1, the limit -minimal

curve is the circle of radius rogy1. This includes also the case

. . 1
Tokro = 00, which occurs when ropy1 18 the last zero of ¥ + —.
r

Let us observe that for the anti-Gaussian density, all the possibilities are

1
included in case (ai), because ¢’ + — has no zeros. The Gaussian density does
r

1 1
not satisfy the condition “¢’ + — > 0 after the biggest zero of ¥’ + =", but

we can still apply case (ai). We 7élid not try to go further in the studyrof this
1)CSP with the methods of the proof of Theorem [5| because Gaussian and anti-
Gaussian densities are very special and more complete results can be obtained
by applying the method used in [12] (section [1.5.4).

The situation studied by Schniirer and Smoczyk in [50] is the one given by
cases (b.ii) in the above theorem, with ro = co. Here, cases (b.ii.1) and (b.ii.2)
give all the possibilities of motion for a curve, then our results extend the result
in [50] for curves, where we do not need the extra hypothesis for the curve of
being strengthened starshapedness.

We have published Theorems [f] and [7] in [41].

In the following chapter (chapter we will study the type I singularities that
can take place through the ¥ MCF assuming that the density has singularities
in a given subset of the manifold M.

Commonly the singularities that can be produced through the mean curva-
ture flow have been classified in two large sets attending to divergence order of
the maximal of the norm of the second fundamental form: type I and type 11
singularities. If a singularity in the evolution of the hypersurfaces is produced
by , when ¢ — Tinee (maximal time), then:

) 1
max [A| > ————. (6)
M 2(Thaz — t)
And it is natural to consider in first place those singularities for which exists a
positive constant C' > 0 such that:
O A — (7)
2(Tmaac - t) M, Q(Tmax - t)
These singularities brought out by the mean curvature flow are the ones called
type I singularities. The other cases are called type II.

As we said before, in the section [[.3.1] we adress the study of the relation
between the Riemannian geometry of a Riemannian submersion and the Rie-
mannian geometry with density of a manifold, hence we shall end up to obtain
an equivalence between the Riemannian geometry with density and the Rie-
mannian geometry of the warped products. This implies that the evolution of a
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family of hypersurfaces M; through the 'MCF in (M,g,) is equivalent to the
evolution of M; X _y/m S™ through the MCF in M X_y/m S™. The motivation
for the study of this section has its source in the work of Smoczyk [52].
Smoczyk observed that the 1)-mean curvature H, of a hypersurface M in M is
essentially the same that the usual mean curvature H of the warped product
M x4 R in the warped product M x ., R. All these remarks are contained in
[42].

This relation between MCF and YMCF (b)) will allow us move in a
natural way the definition of type I singularities of MCF towards ¢)MCF (details
in section. Then we claim that Y MCF presents a type I singularity int =T
if there is a constant C' > 0 such that

Sjl\/ljf) (|A’2 + % (V1 N>2> < TL—t where b > 0. (8)

Under these circumstances, the equivalence between MCF and ¥MCF and
@, the singularities of Y MCF can be the result of the norm of the second
fundamental form |A| — oo or by the hypersurfaces of evolution that touch the
singular subset of 1) or both cases at the same time.

In the section [3.2, we provide a full study of the type I singularities of the
YMCEF. After that, in section we focus on the study of the ¢»yCSP (5,
developing a particular case in which the singularity produced by the flow is
due to the solution that touches the singular subset of ). We prove that in such
situation the singularity is of type I and we will study its blow-up.

In that precise case, we consider a two-dimensional oriented Riemannian
manifold (M, q) with the following expression for the metric:

g=dr? +e*d? 9)

where ¢ is smooth and satisfies ¢(r) = ¢(—r). And we assume the incoming
restriction over the density 1:

’ ¢(n)(T) . n—1 | _

lim =(-1)"""(n—1)!, for someb>0andn=1,2,3, (10)
r—0 b/?“”

) PIr) 202

lims - = bounded f b 11
11:1:5112) < e b2¢ (r) ) is bounded from above, (11)

where (™ denotes the n-th derivative respect to r. The motivation for the hy-
potheses and and also for the other hypotheses on 1/ and " that
appear in the next Theorem is the corollary for the MCF that we call here as
Corollary 0] and we shall explain them when we explain the setting for that
corollary.

In this scenario the following Theorem make sense. We shall denote for 3(f)
the first positive zero of the function f.
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Theorem 8. Let (M,q,1) be a 2-dimensional oriented Riemannian mani-
fold with density with non-negative Gauss curvature and satisfying the condi-
tions @, and . Let M, be the solution of the Yy MCF on a maximal
interval [0,T] such that the initial condition My is a graph over the geode-
sic r = 0, is contained in the band limited by r = 0 and r = min{3(¢" +
@), sup{r | (¢" 4+ ¢"?/b) |0,] < 0}} and satisfies Hy > 0 (but not identically
0). We consider two cases:

(i) My is a closed curve,

(i) My is a compact curve with boundary contained in the boundary of a
band G limited by two curves z = by and z = by. In this case we add to (@ the
boundary condition: “My intersects OG orthogonally at the boundary of My for
every t € [0,T]".

Then

1. Hy >0 for every t €]0,T7.
M, is a graph over r =0 for every t € [0,T].

T < oo and the flow F(-,t) is of type I in the sense of definition (8).

e e

At each singular point, a blow-up centered at this point gives a limit flow
M; in R? with its Euclidean metric and density {500 = Inrb which is a
graph over r = 0 for every time and, after doing a new blow-up, converges
to a InrP-shrinker in R?, which is the line r =constant in case b =m € N.

The concept of Inrb-shrinker employed in the last Theorem is as follows:
given any function f : R**! — R, we shall call f-shrinker in R"! to a
hypersurface F : M — R""! that satisfies H; + (F, N) = 0.

Finally, with the equivalence between the ¥YMCF and the MCF, we will be
able to study the evolution of hypersurfaces of revolution through the MCF in a
rotationally symmetric space. A rotationally symmetric space respect to an awis
z is, as was presented in [14] and [I5], a smooth Riemannian manifold (M,g)
admitting cylindrical coordinates (r, z,u) € I x J x S™ respect to which g can
be written in the form

g = dr® + 2 (r) d2® + 2¥/™(r) gs, (12)

where gs is the standard metric of sectional curvature 1 on the sphere S™. The
curve r = 0 is a geodesic of M and it is called “axis 2”or “axis of revolution”.
This is equivalent to say that M =M x cv/m S, where M is a surface with
metric g that can be written under the form @ and ¢ : M — R is a function
which depends only on the distance 7 to the “axis z” (the geodesic r = 0 of M).

A hypersurface of revolution S of M generated by a graph over the axis z
is a submanifold of M that can be described in cylindrical coordinates by the
immersion J x ™ — A/Z/(z, u) — (r(z), z,u), where r(z) is a smooth function.
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In a rotationally symmetric space the condition is accomplished (for all
n € N and b =m € N) and in the same way the condition becomes true.

The fact that and are satisfied in this context is our motivation
for these hypotheses in Theorem [8] Densities 1 satisfying them appear as a
generalization of a rotationally symmetric space of “dimension” b+ 2, but with
b any positive real number (not necessarily a natural number). We remark also
that, when ) satisfies and and b ¢ N, M X /i SF has singularities
whatever k € N be, then the hypotheses and on 1 seem to include
many ¥YMCF which are not equivalent to a MCF in any regular Riemannian
manifold.

Moreover, the sectional curvature of M corresponding to the plane generated
by 9, and 9, and those generated by 0, and a vector 0; tangent to S™, or by
0, and 0; are, respectively,

12 1"
5 2 5 +m
Srz - R’r’zrz = _(30” + ‘pl )7 S?“i = Rriri - _%7
1,1
Szz = Rzizz = _77/) ? . (13)
m

If all the sectional curvatures of M are non-negative, then ¥ 4 2 /m < 0 and
the hypothesis on My to be contained in a band reduces to be contained in the
band limited by » = 0 and r = 3(¢’ + ¢’). Moreover the hypothesis that g is
smooth (with ¢(r) = ¢(—r)) and imply that 3(¢" + ') > 0 and this band
always exists (look at figure of section to have an idea in the sphere). This
is again our motivation for the hypothesis of My contained in such a band.

Then, we have the following consequence of Theorem [§] for rotationally sym-
metric spaces:

Corollary 9. Let (]\/4\, 8) be a rotationally symmetric space of dimension m+
2 and non-negative sectional curvature. Let My be a hypersurface of revolution
of M generated by a graph over the axis “2”, with non-negative mean curvature
(but not identically 0) and contained in the region limited by the cylinders r = 0
andr = 3(¢"+v"). Let My be the solution of the MCF (@ on a mazrimal interval
[0, T'[ with the initial condition My. We consider two cases:

(i) My is a closed hypersurface,

(ii) My is a compact hypersurface with boundary contained in the boundary
of a band G limited by two hypersurfaces z = by and z = by. In this case we add
to @ the boundary condition: “My intersects OG orthogonally at the boundary
of My for everyt € [0,T]”.

Then

1. H >0 for every t €]0,T7.
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2. M, is a hypersurface of revolution of M generated by a graph over the
axis “2” for every t € [0,T1].

3. T < 0o and the flow F(-,t) is of type I

4. At each singular point, a blow-up centered at this point gives a limit flow
which is a graph over r = 0 for every time and, after doing a new blow-up,
converges to a cylinder in R™12,

This Theorem generalizes to manifolds with non-negative curvature some
results obtained by G. Huisken in [34] and S. Altlschuler, S. Angenent and Y.
Giga in [2], for surfaces of revolution in the Euclidean space R,

Theorem [§] and Corollary [J] are contained in [42].



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de esta memoria la inmensa mayoria del trabajo estara orientada
a estudiar hipersuperficies inmersas (M, ¢) en una variedad riemanniana am-
biente (M, g). Es por ello por lo que desde el principio adoptaremos el siguiente
convenio notacional: los objetos geométricos asociados a la variedad ambiente
llevardn una superbarra y los objetos geométricos asociados a la hipersuperficie
no la llevardn.

1.1. Conceptos basicos

1.1.1. CaA&lculo tensorial

Una buena exposicién sobre el calculo tensorial necesario para el desarrollo
de la presente memoria puede encontrarse en el capitulo 1 de [4]. Aqui nos
limitaremos a fijar la notacién bésica.

Sea una variedad diferenciable M, a su fibrado tangente lo denotaremos por
TM vy al fibrado cotangente por T*M.

Definicién 1.1.1. Llamaremos tensor (k,1) sobre M a una aplicacién C*(M)-
multilineal de la forma:

F:T(TM) x .. xD(TM)xT(T*"M) X ... x D(T*M) — C>*°(M).  (1.1)

4

g

k l

Al conjunto de tensores (k, [) sobre M lo denotaremos por T,*(M). Los tenso-
res son objetos puntuales, es decir el valor de la funcién F(Xq, -, Xk, wi, - ,w;)
€ C®°(M) en p € M tnicamente depende del valor de sus componentes en p,
de X1p, -+, Xip,Wip, +  Wip-

Sobre el conjunto ﬁk(M ) podemos definir la aplicacién traza sobres las
componentes (i,7) coni € {1,---  k} yje{k, - k+1}:

tryj lﬁl(ﬂ) — T (M), (1.2)
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como
(trij F) (X1, Xgy Wht1, -+ W) (p) == tr(F(lea"'Xi—1p7 2y Xipy

kavwkﬂpa"' yWji—1py 'p Wjipy " >wk+lp)) (1-3)

donde tr : T (T,M) ~ End(T,M) — R es la aplicacién traza definida sobre el
conjunto de matrices, F' € Tkﬂ (M),pe M, X eT(TM) y w € T(T*M).

Dada una variedad riemanniana (M,g) de forma natural podemos definir
las siguientes aplicaciones:

b: T)(M) = T(TM) — Tg (M) = T(T*M)

X  — gX,), (1.4)
t: T (M) =T(T"M) — T (M) = T(T'M)

w o trp(wegh). (1.5)

Donde g~ ! denota al tensor (0,2) inverso al tensor g en el siguiente sentido:
traa gy ' =4, (1.6)
con 9 el tensor (1,1) definido como:
§(X,w) := w(X), para todo (X,w) € T(TM) x T'(T*M). (1.7)

Las aplicaciones (1.4) y (1.5) pueden extenderse de forma natural a tensores
y con ello a su vez podemos definir la aplicacion traza asociada a G:

trg s TM(M) — T 5(M)
F  — tr F°,
trg : T*(M) — T,*72(M)
F s trg Fi=tr F* (1.8)

1.1.2. Geometria riemanniana

FEn este apartado, nos limitaremos a introducir los conceptos bésicos necesa-
rios para el desarrollo de esta memoria con objeto de recordar conceptos y fijar
la notacién. Por lo tanto, no entraremos en la interpretacién de dichos concep-
tos, para ello hay multitud de textos de geometria riemanniana (por ejemplo
[22, [47, [48]).

Con el fin de fijar notacion, procedemos a definir la curvatura de una varie-
dad riemanniana (M, g):
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3.1)

Definicién 1.1.2. La curvatura R de una variedad riemanniana (M,g)

es una correspondencia que asocia a cada par X, Y € X(M) una aplicacion
R(g’l)(X,Y) : X(M) — X(M) dada por:

ROV(X,Y)Z = VyVxZ - VxVyZ+Vixy %, ZeX(M),  (19)
donde YV es la conezién riemanniana de M.

A su vez, definimos el tensor (4,0) de curvatura como:

Definicién 1.1.3. Llamaremos tensor (4,0) curvatura al tensor (4,0):

RMO . x (M) x x(M) x (M) x X(M) —  C=(M)
(X,Y,Z,W) — g BV (X, Y)Z,W).  (1.10)

En miltiples ocasiones, cuando no haya lugar a confusién, los superindices
(3,1) y (4,0) sobre R se omitiran, dado que sabremos a qué objeto nos estamos
refiriendo en funcién de los argumentos sobre los que esté actuando R.

A continuacién, definimos también el tensor de Ricci de (M, g):

Definicion 1.1.4. Lilamaremos tensor de Ricci de la variedad riemanniana
(M,7q), al tensor (2,0):

Ric : (M) x x(M) — C> (M)
X, v)  — Y R, ve) (1.11)

7

donde {€;} es una referencia ortonormal de campos para (M,g).

Inmersiones isométricas

Para una exposicion mas detallada y con demostraciones de este apartado
puede consultarse el libro clésico de M. do Carmo [22]. Aqui nos limitaremos a
realizar una breve exposicién de los conceptos basicos y de los resultados que
puedan ser ttiles a lo largo de la memoria.

En primer lugar, sea una inmersién diferenciable ¢ : M™ — M e
una variedad diferenciable M de dimensién n en una variedad riemanniana
(M,g) de dimensién m. La métrica riemanniana g induce, de forma natural,
una métrica riemanniana g en M del siguiente modo:

g(v,w) := g(t4v, L,w), para todo v, w € T'M.
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Dado p € M™ puede realizarse una separacién natural del espacio tangente
T,(pyM tal y como presentamos a continuacion:

T,

W) M = (T, M) & (1(T, M)

donde (14(T,M))* = {v € T,M | g(v,w) =0, Vw € 1,(T,M)}. En general
denotaremos al subespacio (t,(T,M))* por T,M*.

La conexion de Levi-Civita en M™ asociada a ¢, a la que denotaremos por
V, verifica la igualdad:

ViV = g%ﬁy?)T), (1.12)

respectivamente; V es la conexién de la variedad riemanniana (M,g) y
denota la proyeccion natural de los campos de M sobre ¢, M.

donde X, Y son extensiones locales en M de 1,(X), 1, (Y) (X, Y € X(M)),
M ()7

Llamaremos segunda forma fundamental vectorial de M™ a:

XM x X(M™) —  x(M™)
(X,Y) — VY — (ViY)7, (1.13)

donde X, Y son extensiones locales en M de 1,(X), tx(Y) (X, Y € X(M)),
respectivamente. La aplicacién @ es C° (M) bilineal y simétrica.

Dado n € T,M L de norma uno, llamaremos aplicacién de Weingarten aso-
ciada an de M a:

Ap : X(M™) — X(M™)
X = (Vexn)). (1.14)
Notemos que entre la segunda forma fundamental vectorial o y las aplica-
ciones de Weingarten de M, existe la siguiente relacién:

k

A(XY) =D g(Ag X, V), (1.15)
=1

con {n;}%_, base ortonormal para T, M.
Llamaremos segunda forma fundamental escalar oy, asociada a la direccién
7; a la aplicacion:

ap,  X(M™) x X(M™) —  C®(M™)
(X,Y) — g(a(X,Y),n). (1.16)
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En caso de que k£ = 1 y la hipersuperficie sea orientable con un campo normal
global N fijado a lo largo de la hipersuperficie, a ay la denotaremos directa-
mente por «. En alguna ocasién puede interesarnos considerar la aplicacion:

o X(M) x X(M) x ¥(M)* —  C°°(M)
(X,Y,n) — g(d(X,Y),n). (1.17)
Las ecuaciones fundamentales que relacionan las cantidades geométricas aso-
ciadas a las geometrias de (M™,g) y (M, ) son:
Teorema 1.1.1. Las siguientes igualdades son ciertas:
v Fcuacion de Gauss
RYO(x,y, 2,Ww) — RAY(X,Y, Z, W)
=g(d(X, W), d(Y,2)) - g(d (Y, W), d(X, 2)).
(1.18)

v Fcuacion de Ricci
BYX,Y,0,0) — g(RMCD(X,Y ). ¢) = 3[4, AJX YY), (L19)
donde [Ay, A¢] denota el operador A, o Ar — A¢ o A,
s Fcuacion de Codazzi

RYXY.Zn) = (Vya)(X, Zn) — (Vxa)(Y, Zn).  (1.20)

Donde R es 1a curvatura asociado a la conexién normal VL. Para todos
los detalles de estas ecuaciones puede consultare [22], paginas 134-138.

Cuando k = 1, M hipersuperficie de M, las anteriores ecuaciones se simpli-
fican, la ecuacién de Gauss se reduce a:

RMO(X,Y, 2,W) — RAY(X,Y, Z, W) = a(X, W)a(Y, Z) — a(Y, W)a(X, Z),

(1.21)
la ecuacion de Ricci es trivial, por tanto no aporta informacion, y finalmente la
ecuacién de Codazzi es:

RY(X,Y,Z,N) = (Vya)(X, Z) — (Vxa)(Y, Z). (1.22)

En el caso de hipersuperficies orientables, fijado un campo normal global
N alo largo de la hipersuperficie, llamaremos curvatura media de (M, g) y la
denotaremos por H, a:

H= Za(ei,ei), (1.23)
i=1

donde {e;}? ; es una base ortonormal de (M, g) y « es la segunda forma fun-
damental escalar asociada a N.
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Warped products

En este apartado usaremos como referencia el libro de O’Neill [47] y toma-
remos prestados aquellos resultados que puedan sernos tutiles a lo largo de la
presente memoria. Todos ellos seran presentados sin demostracién.

Sean dos variedades riemannianas diferenciables (B, gg), (F, gF/)\y sea f €

C>(B) tal que f(p) # 0 para todo p € B, a la variedad producto M = B x F
dotada con la métrica riemanniana:

957 =98+ [*9rF,

la llamaremos warped product y la denotaremos por B x ¢ F. A la funcién f la
llamaremos funcién warping.

En lo siguiente a los objetos geométricos de esta variedad riemanniana los
denotaremos con el superindice A y a las elevaciones naturales de los elementos
de las variedades By F' a M , los denotaremos con el superindice .

Tal y como se muestra en [47], la conexién de Levi-Civita V de M se puede
relacionar con las de B y F, VB y V¥ respectivamente, del siguiente modo:

Proposicién 1.1.1. Sean X, Y € X(B) y V, W € X(F), entonces en M =
B Xf F

» Vx-Y* € X(B) es la elevacion de VRY en B.

s Vi VF =V X* = (X)) V™
o (Fvew) T = @V W)/5) grad )

~ T
. (VV*W*) € X(F) es la elevacion de VEW en F.

Con los superindices | y T' denotamos la parte ortogonal y la parte tangen-
cial a la fibra, respectivamente. .

Ahora podemos expresar la curvatura del warped product M = B x; F' en
términos de la funcién warping f y las curvaturas de B y F.

Proposiciéon 1.1.2. Sea un warped product M=8B X ¢ F' con tensor curvatura
de Riemann R. Sean X, Y, Z € X(B) y U, V, W € X(F), entonces

s Ry-y-Z* € X(B) es la elevacion de RE, Z en B.
= Ryex-Y* = (VB2f(X,Y)/f)*V*.
[ ﬁX*Y*V* = Ev*W*X* == 0

*

« Ry W™ = @V, W)/ ) (V¥ (gradf)
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« Rvew-U* = (REyU) = (grad 2, /£2) GV, U)W* = GOW,U)V*}.

Nos puede resultar ttil calcular la relacién del laplaciano de una subvariedad
en la base y el laplaciano de su elevacién natural.

Proposicién 1.1.3. Sean M=0M X gp/m Fun warped product con dim M =
n+1,dimF =m yp € C°(M), una hipersuperficie P de M, su elevacion
natural P = P X ym F' a M y p € C®(P), entonces:

AP(p) = (A%p+ gp(T9, V) (1.24)
Demostracion. Sea {{/E\i}?zl, {Ef}f;l} una referencia ortonormal de campos

de P en M de forma que la proyeccién de los primeros n campos a M de una
referencia ortonormal de campos para P. Entonces:

Zviftf’ +ZVEF prt!
—Z +Z (BF 2 = VR EF)(0")
:(zn:(Ef—vEE o) Zv PrEL (o

Convergencia Cheeger-Gromov

Definicion 1.1.5. Llamaremos variedad riemanniana punteada a la terna
(M,g,p) donde (M,q) es una variedad riemanniana y p es un elemento de M.

Sean dos variedades riemannianas punteadas (M1,gy,p1) y (Ma2,Gs, p2) un
morfismo entre ambas es una aplicacién f : (M1, gy,p1) — (Ma, Gy, p2) tal que
f(p1) = p2 y es C* en un entorno de p.

El conjunto de variedades punteadas con estos morfismos forman una cate-
gorfa.
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Definiciéon 1.1.6. Sea una sucesion de variedades riemannianas punteadas
{(Mn,Gp,Pn) tnen completas, diremos que la sucesion converge a una varie-
dad riemanniana punteada (M o, Goos Doo) completa en la topologia de Cheeger-
Gromov si existe una familia de aplicaciones

{én + (Moo, Goos Poc) =+ (M, Gy D) bnen (1.25)
cuyos dominios {U, = Dom @} nen € Moo verifican que
" Poo € Uy CUpy1 para todon € N gy
» Upen Un = Mo

y tal que para cada conjunto compacto K C M, existe ng = no(K) € N tal
que K C Uy, para todo n > ng

i) la restriccion de vy, a K es un difeomorfismo C* sobre la imagen y

i) la sucesion de métricas {¢} g, tn>n, converge a G, en la topologia C*
sobre K.

1.1.3. Principios del maximo

Teorema 1.1.2. ([39]) Sea una familia de métricas riemannianas {g(t) }rejo,r)
en una variedad M conexa, con o sin borde OM y tal que la dependencia respecto
de t es diferenciable. Sea una funcion diferenciable w : M x [0,T) — R que
verifica:

Ou < Ag(t)u + <X(p, u, Vu, t)a vu>g(t) + b(u)v

donde X y b son respectivamente un campo vectorial continuo y una funcion
localmente Lipschitz en sus variables.

Entonces, supongamos que para cada t € [0,T) existe un valor 6 > 0 y un
subcongunto compacto K C M\OM, tal que en cada instante t' € (t —§,t+ )N
[0,T) el mdzimo de u(-,t') se da al menos en un punto de K (esto es inmediato
st M es compacto sin borde).

Tomando umax(t) = maxpen u(p,t) tenemos que la funcion umsx es localmente
Lipschitz, de donde diferenciable en casi todo tiempo t € [0,T), y en cada tiempo
diferenciable se da:

dUmsx (t)

L < bl (1)

Como consecuencia, sih:[0,T7") — R es una solucion de la ecuacion diferencial

ordinaria:
{h’(t) = b(h(1))
h(O) = uméx(o)
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para T' < T, entonces u < h en M x [0,T").
Mads ain, si en algin instante de tiempo T € (0,T") se cumple que umax(T) =
h(T) entonces w = h en M x [0, 7], es decir, u(-,t) es constante en el espacio.

Aqui hemos decidido recordar inicamente el anterior principio del maximo,
para otros principios del maximo débiles puede consultarse el capitulo 4 de [20]
y para principios del maximo fuertes [19].

1.2. Problema del acortamiento de curvas

En esta seccién vamos a introducir el problema del acortamiento de curvas
y presentaremos una recopilacion histérica del desarrollo de su comprensién.

Llamaremos problema de acortamiento de curvas (PAC) al siguiente proble-
ma;

Sea una variedad riemanniana (M, g) orientable y de dimension 2, dada una
inmersion diferenciable o : S' — M, encuéntrese una familia de inmersiones
diferenciables {v; : St — M}yepo,r) tales que v St x [0,T) — M, ~y(p,t) :=
Y(p), es diferenciable y verifique que:

oy ?
{ ot ’ (1.26)
7(+,0) Y0(+)-

El estudio del problema del acortamiento de curvas surge de forma natural
por ser el flujo gradiente asociado al funcional de longitud de una curva inmersa
sobre una superficie, es decir (1.26)) equivale a:

%ty = —grady L. (1.27)

Donde
L(v) ::/ds, (1.28)

con s el paramétro longitud de arco de la curva inmersa . Y es de este hecho
de donde recibe su nombre.

Los primeros resultados obtenidos en el campo fueron llevados a cabo en el
plano R2. El primero en abrir el camino en la compresién de este flujo fue M.
Gage al obtener la siguiente desigualdad isoperimétrica independiente del flujo:

Lema 1.2.1. ([25]) Sea una curva v : St — R? C?, cerrada y convera, enton-
ces:

L L,
—< 1.2
WA_/O k<ds, (1.29)
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siendo L, A y k la longitud de la curva, el drea encerrada por el soporte de la
misma y su curvatura geodésica, respectivamente.

Supuesta la existencia de soluciéon para tiempo cortos del flujo, no es dificil
demostrar que la convexidad se preserva por el mismo. Ademas, la variacién de
la razén isoperimétrica por el flujo es:

i(fj) - —251(/718013 _ W%). (1.30)

Que junto a la desigualdad isoperimétrica para curvas convexas, implica
que la razén isoperimétrica L?/A para curvas convexas decrece por el PAC
(1.26)). Esto da una primera idea de que el flujo en cierto sentido hace que
las curvas convexas se hagan mds circulares, al mismo tiempo que, aumenta
el interés por el PAC por su relaciéon con el problema isoperimétrico.
Serd en su siguiente trabajo [26] donde Gage logrard profundizar més en esta
idea.

Teorema 1.2.1. ([26]) Una familia de curvas v; C2, convexas, que verifican
la ecuacion de evolucion para 0 < t < T y para la que limy_,7 A(t) = 0
también satisface que el

L(t)
Jif = 4r. 1.31
inT Al (1.31)
Mas ain, los soportes de las curvas normalizadas 1y = %% acotan regiones

convexas H(t) que convergen en la métrica Hausdorff a un disco unitario.

En estos dos trabajos de Gage ([25] 26]), las técnicas utilizadas en las de-
mostraciones se basan principalmente en calculos del tipo de los empleados en
el estudio del problema isoperimétrico.

En este punto, todavia quedaba probar (tal y como Gage remarcé en su
articulo [26]) que en el caso de la evolucién de curvas convexas no se desarrolla
ningin tipo de singularidad hasta que el area encerrada por la curva se va a
cero. Trabajo que realiz6 junto a R. Hamilton en [24]. En el trabajo [24] el
resultado principal que se obtiene es:

Teorema 1.2.2. ([24]) Sea una curva embebida M conveza en el plano R2,
el PAC contrae M a un punto. La curva permanece convexa y llega a
hacerse circular al contraer, en el siguiente sentido:

= ¢l cociente del radio inscrito por el circunscrito tiende a 1,

» el cociente de la curvatura mdzima por la curvatura minima tiende a 1, y
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» las derivadas de orden superior de la curvatura convergen a 0 uniforme-
mente.

Hasta el momento todos los resultados habian sido obtenidos para curvas con
la propiedad de ser convexas. Seria M. Grayson en [28] quién lograria demostrar
que dada una curva diferenciable v : S' — R? embebida como condicién inicial
del PAC , su solucion por el flujo se hace convexa sin desarrollar ninguna
singularidad.

Por Ti,4« denotaremos el tiempo méaximo de existencia del flujo.

Teorema 1.2.3. ([28]) Sea una curva diferenciable v(-,0) : St — R? embebida
en el plano y sea la solucion (-, t) del PAC (1.26). Entonces v(-,t) es dife-
renciable para todo t, converge a un punto cuando t — Thysx y su forma limite
cuando t — Tyzx €s un circulo redondo que converge en la norma C.

En un nuevo paper [29], Grayson abordaria el caso en que la variedad am-
biente es una superficie con ciertas restricciones naturales, obteniendo:

Teorema 1.2.4. ([29]) Sea una superficie riemanniana diferenciable M con-
veza en el infinito. Sea una curva diferenciable vy : S' — M embebida en M.
Entonces la solucion ~; : S* — M del PAC existe para t € [0, Tynsx). St
Thax €s finito, entonces v converge a un punto. St Ty €s infinito, entonces la
curvatura de vy converge a cero en la norma C*.

Casi simultdneamente, Gage en [27] obtuvo un resultado de subconvergencia
C™ de la solucion a una geodésica en el caso en que el flujo existe para todo
tiempo, para todo m € N. Dicho resultado puede obtenerse desde el teorema
[1.2.4] (no entraremos en esto aqui).

Otros muchos trabajos se han desarrollado al cabo de los afios entorno a
este problema ([7],[35], [18], [3],...).

1.3. Geometria con densidad

Llamaremos variedad riemanniana con densidad a la terna (M, g,) donde
(M,g) es una variedad riemanniana y ¢ una aplicacién 1 : M — R. Dada
una subvariedad inmersa (M, ) de M, con o sin borde, de dimensién k, en la
que consideraremos la métrica ¢ inducida por la inmersiéon ¢ de manera usual
g = 1*g y tal que e¥** € L' (M, dvg); llamaremos ¢-volumen o volumen pesado
o volumen en densidad de (M,¢) a

V(M) = /M eV dvy, (1.32)
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donde dvg es el elemento de volumen riemanniano de dimensién £ asociado
a la métrica g. En el caso de curvas, lo llamaremos v-longitud o longitud en
densidad. Llamaremos elemento de volumen en densidad de M a:

dvfz = eV du,. (1.33)

En general, consideraremos una 1 € C*(M) pero en otras situaciones mas
particulares, existird un subconjunto A C M donde ¥ es singular y ¢ € C*°(M\
A).

En estos espacios existe una generalizacién natural del concepto de curvatu-
ra media de una hipersuperficie propuesta inicialmente por Gromov [30], segiin
la cual, llamaremos vector curvatura media en densidad o vector ¥-curvatura
media a:

Hy:=H -Vt = (H - g(Vy, N)N, (1.34)

donde N es el vector normal a la hipersuperficie. El motivo de esta definicién es
que este campo es el gradiente del funcional de volumen en densidad que actia
sobre el conjunto de hipersuperficies inmersas. Notemos que dada una familia
de hipersuperficies inmersas {¢; : M — M}te(_e’e) tal que ¢ : M x (—e,€) = M
es diferenciable y ¢¢|xe = 19|k para todo t € (—¢,€) con K C M compacto, la
primera variacién del funcional de volumen en densidad es

ol veon) == [ g(2| ) (1.35)

Por analogia con la geometria riemanniana, denominaremos curvatura media
en densidad escalar, o simplemente 1-curvatura media, de una hipersuperficie
orientada a:

H, ::g(ELN) — H - 5(V, N). (1.36)

En el caso de que la variedad ambiente tenga dimension 2, caso de curvas,
la llamaremos curvatura geodésica en densidad o -curvatura geodésica y la
denotaremos por ky,.

Es importante remarcar que en la geometria con densidad alteramos el volu-
men pero mantenemos la métrica original g, frente a la geometria conforme en
la que ambos elementos se ven alterados. La curvatura media H' asociada a la
métrica conforme e2¥/"g difiere de H,, por un factor conforme H' = e ¥/ "Hy.

A las hipersuperficies en las que Hy = 0 las llamaremos hipersuperficies
1-minimas, en concordancia con la geometria riemanniana. A su vez, en el caso
particular de que la variedad ambiente tenga dimension 2 también las llama-
remos -geodésicas. Existe un conjunto de densidades en el espacio euclideo
R™*! para las que la clasificacién de hipersupercies ¥-minimas cobra una gran
importancia en el campo del flujo por la curvatura media:
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» Densidad gaussiana ¢(x) = —%]w\z, con 1 > 0 constante, las hipersu-

perficies ¥»-minimas se corresponden con las soluciones autosemejantes en
contraccién por el flujo por la curvatura media, que a su vez modelizan
la singularidades de tipo I para dicho flujo.

» Densidad lineal ¢(x) = az + b, las hipersuperficies 1)-minimas se corres-
ponden con las soluciones autosemejantes en traslacién por el flujo por
la curvatura media, que a su vez modelizan las singularidades de tipo II
para dicho flujo.

La i-divergencia

En las variedades riemannianas con densidad (M, g,) de dimensién n + 1,
también tenemos un nuevo concepto de divergencia y de laplaciano asociados a
la densidad, a los que llamaremos -divergencia y -laplaciano, respectivamen-
te. Estos se definen como la divergencia y el laplaciano asociados a la forma de
volumen en densidad dv"+1 es decir:

(divy X) deH = Edez'H vy Ayf = divggradf, (1.37)

con X € X(M) y f e C®(M).

Veamos la relacién existente entre Ew Zw y ﬁ, A, respectivamente:
Lema 1.3.1. Sea X € X(M) y f € C(M)
divy X = divX +dy(X), Apf=Af+ dip(gradf). (1.38)

Demostracion.
Ede"'H = dbx(ewd’l)g) =¥ (dexdvg + dip A Lxdug)

=¥ divX dvg + eV diyp A Lx dvg,
veamos quién es el dltimo término

dip A txdvg = dip A ixdog(er, ..., ens1)0 A o AT
n+1
= Z dLZJ ez (X €1,y...,€ 6n+1)¢9 A AP

n+1 i
= Zd¢ ei)dvg(er, ..., X e lngp 1) A AT

n+1
= ch e)0"(X)dvgleq, ... €iy oy enp 1)L A oo A G

=d¢( ) d
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por tanto
Lxdvj™ = (divX + dy(X))dvjt,

de donde se sigue el resultado. O

Queda aqui patente que en el caso particular de que la densidad ¢ sea
constante, recuperamos los conceptos clasicos de divergencia y laplaciano de la
geometria riemanniana.

A continuacién veremos cémo en la geometria con densidad tenemos teore-
mas andlogos a los de la geometria riemanniana para el teorema de la divergen-
cia y para el teorema de la integracién por partes.

Teorema 1.3.1. (Teorema de la divergencia) Sean una variedad rieman-
niana con densidad (M,g,%) de dimension n + 1; un dominio 0 compacto,
orientado y con borde diferenciable OS); y el vector normal interior unitario N
a 09, entonces:

/dwwx dvjtt = —/ (X, N) dvy, (1.39)
Q o0

para todo X € X(Q2).
Demostracion. Notemos que
n+1

xduy ™ = ewbdengl =e¥ (X, N) dvg = (X, N) dvy,

entonces, utilizando el teorema de Stokes,

divy X don Tt —/ﬁxdv”H —/dLde"+1 ——/ Lxdo™
/Q vy o ) v o Y

- _/<X,N> dol.
o0f)

O
Teorema 1.3.2. (Integracién por partes) Sean una variedad riemanniana
con densidad (M ,g,v) de dimension n+ 1; un dominio Q compacto, orientado

y con borde diferenciable OQ; y el vector normal interior unitario N a 05,
entonces:

N n+l _ < £|2 n+l v n
/QfAlﬁf dvy ™ = /Q|Vf| dvy, /(mf(Vf,N)de, (1.40)

para toda f € C>(Q).
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Demostracion. En primer lugar
Ay f? = Af2+ (Vp, V2 = 2f Af +2[V 2 +2f (Vi V )

=2fAyf +2|VfI%,
entonces, por el teorema de la divergencia,

. 1_ _

fA fd’Un+1 :/ A f2 dvn+1_/ va dvn-i—l
/Q ) P 52 ) Wb §| ‘ "
=— | f(Vf,N)dv}, —/ V£ dojtt.
o0 Q
a

Ademas, ambos conceptos pueden ser a su vez extendidos a tensores. Dado
5, un tensor r covariante, la divergencia usual y el laplaciano vienen definidos
como

n+1
divB(Xa, .., Xp) = > (Ve,B)(ei, Xa, ., Xp),  AB = div(VB) = trV?B,
i=1
(1.41)
con Xo,--+, X, € X(M). Y las correspondientes definiciones naturales de divy

y Ay son:
divy 3 := divB + typB, AyB:=div(VB) + VyyB = trV28 + Vyy 3. (1.42)

Curvatura de Ricci en variedades con densidad

En el campo de la geometria con densidad existen diferentes definiciones
propuestas para el tensor de Ricci asociado a la densidad, al que denotaremos
por Ricy.

En los céalculos de este capitulo y del capitulo 2 nosotros tomaremos la
siguiente definicion:

Ricy = Ric — V1. (1.43)

Esta ha sido utilizada en multitud de trabajos de geometria con densidad (ver
[43], [49]). Elegimos la definicién porque simplifica la presentacién de
ciertas féormulas de evolucion que aparecen al estudiar el flujo por la curvatura
media asociado a una densidad v, y lo que es més, en términos formales existe
una mayor similitud entre las formulas de variacién de este flujo y las del flujo
por la curvatura media.

En el capitulo 3 tomaremos la definicion:

Ricy = Ric — (V24 + %WM@VW (1.44)
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para un ciero m € N que fijaremos en funcién de la densidad ¢ con la que
estemos trabajando. Esta definicién fue introducida en [10] y es por ello llamada
ocasionalmente tensor de Bakry-Emery en referencia a los autores del articulo.
Diversos autores han utilizado estd definicién, como por ejemplo en la tesis de
Bayle [11].

La definicién surge como una generalizacién de . En la seccion
daremos una posible motivacién para ambas definiciones.

A los tensores ([1.43]) y los llamaremos t-curvatura de Ricci o ¢-Ricci.
En funcién del capitulo en el que nos encontremos sabremos si nos referimos
a 0 a . Al comienzo de los capitulos 2 y 3 se recordara que tensor

tomamos.

1.3.1. Variedades con densidad y submersiones riemannianas

Los resultados expuestos en la presente seccion forman parte del articulo
[42].

Sean una variedad riemanniana con densidad (M, g, ) y una hipersuperficie
inmersa (M,:) de M. Smoczyk, en [52], observé que Hy, de M es la curvatu-
ra media del warped product M x ., R en M x4, R. A lo largo de la seccién
explicaremos y explotaremos mas a fondo esta idea, buscando clarificar en que
situaciones un problema de geometria con densidad es equivalente a un cierto
problema en geometria riemanniana.

Sea una submersién riemanniana 7 : M — M con fibras de dimensién m,
y la variedad base M de dimensién n + 1. Dado cualquier p € M, el elemento
de volumen riemanniano dv”™'*™ de M en un z € 7 1(p) C M puede ser
descompuesto (con un evidente abuso de notacién) como

dvé””m(x) = dvngl(p) A dv™(z), (1.45)
donde dvgJrl denota el elemento de volumen de M en p y dv™(x) denota el
elemento de volumen de la fibra 77!(p) en 2. Como consecuencia, dada una

subvariedad inmersa P de M y de dimensién ¢, el elemento de volumen de
P = 77Y(P) es dv?m(m) = dvf;(p) A dv™(z), donde dvé es el elemento de
volumen de P.

Supongamos que las fibras de la submersion tienen volumen finito, en ese
caso podemos definir una aplicacién v : M — R mediante:

e¥(p) == /1( )dvm(:v). (1.46)

La diferenciabilidad de esta aplicacién 1 se sigue de la diferenciabilidad de la
submersién 7 : M — M.
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Ahora, si consideramos la variedad riemanniana con densidad (M,g,1),
donde v viene dada por (|1.46)), tenemos que dada cualquier subvariedad inmersa
isométrica (P, ) de (M,g) se da la siguiente relacion:

Vi) = [ o ) 7 )

:/p</7r1(p)dvm(x)> dvé(p):/Pe’ﬁdvé:Vé(p). (1.47)

Por tanto, el volumen riemanniano de 7' (P) coincide con el v-volumen de P.
A continuacién, relacionaremos otros invariantes geométricos asociados a
la variedad riemanniana con densidad (M,g,v) con invariantes geométricos
asociados a la variedad riemanniana (]\/4\ ,8).
En primer lugar, calculemos V1. Dados p € M y v € Tpﬂ cualesquiera,
tomemos una curva c(t) en M que verifica ¢(0) = p y ¢/(0) = v. Denotaremos
por ﬁp el vector curvatura media de la fibra 7=1(p) en M y por v* la elevacién

horizontal de v a la fibra 7—!(p). Notemos que si 71 es la restriccién de T,
al complementario ortogonal de T,7~!(p), entonces v*(z) = Wj_lv. Por la

definicién de gradiente de una funcidn,

oy o d "=
(Vi,v) = dt ‘t:O B dt)t:() = /7r1(6(t)) e

1 * m
_ _W/ﬂ(p) (H (), v ) do™ (). (1.48)

La ultima igualdad se sigue desde la férmula de la primera variacién del fun-
cional de drea aplicada a la variacién (x,t) — ck(t), donde ¢k () es la elevacién
horizontal de ¢(t) empezando en z € 7~ 1(p).

La ecuacién nos dice que el gradiente de v enp € M es la ponderacion
de la curvatura media de la fibra 7= (p). Mds atin, podemos enunciar la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.3.1. Si la fibra 7=1(p) tiene curvatura media constante, en el
sentido de que su vector curvatura media en M es la elevacion horizontal de un
vector tangente a M, entonces

Vip(p) = —mxﬁp(m) para todo = € 7 1(p). (1.49)

A las derivadas covariantes de M y M las denotaremos por V y V, respecti-
vamente. Las ecuaciones de una submersién riemanniana nos dan las siguiente
relacién entre ellas:

m(@x*Y*) = VxY, paratodo X, Y € X(M). (1.50)
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O, equivalentemente:
(Vx-Y*)t = (VxY)*, paratodo X, Y € X(M). (1.51)

Como consecuencia de esta relacion entre las derivadas covariantes, dada una
hipersuperficie inmersa M de M, la segunda forma fundamental & de 7—*(M)
en M estd relacionada con la correspondiente segunda forma fundamental a de
M en M. La relacién explicita es:

a(X*,Y*") =a(X,Y)*, paratodo X, Y € X(M). (1.52)
A su vez la relacién entre las respectivas curvaturas medias escalares es

H(z) = H(p) + <ﬁp(x), N*(x)> , para todo z € 7 1(p). (1.53)

Entonces, si ﬁp es la elevacion horizontal de un campo vectorial tangente a M,

desde ([1.53)) y (1.49) tenemos que:
H(x) = H(p) — (Vi(p), N(p)) . para todo x € 7~ (p). (1.54)
De donde concluimos el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.2. 5i ﬁp es la elevacion horizontal de un campo vectorial
tangente a M, la Y-curvatura media de M en M coincide con la curvatura
media de m=*(M) en M.

Cuando un grupo G actia como grupo de isometrias en una variedad rie-
manniana M, los problemas invariantes por G son problemas donde inicamente
los dominios o subvariedades invariantes por G son consideradas. Es en este
conjunto de problemas donde nuestro planteamiento encaja a la perfeccion.

A su vez, cabe remarcar que el problema de clasificacién de hipersuperficies
minimas e invariantes por un cierto subgrupo del grupo de isometrias de la
variedad ambiente, también puede reducirse al problema de clasificacién de
hipersuperficies ¥-minimas para funciones v adecuadas.

Volviendo al problema de la seccién, un hecho importante a resaltar es que
el proceso desarrollado es reciproco: a partir de una submersién riemannia-
na podemos obtener un problema en geometria con densidad y a partir de un
problema en geometria con densidad podemos obtener un problema en una sub-
mersién riemanniana. Dada una variedad riemanniana con densidad (M, g, )
si 1 es diferenciable entonces cualquier problema con densidad es equivalente a
muchos problemas en submersiones riemannianas. Vamos a concretar de modo
explicito este hecho. Sea una variedad riemanniana () de dimensién m y vo-
lumen finito V. Si construimos el siguiente warped product M = M x ¢ Q con

—

¢ = ((e¥)/V) Lm y consideramos la submersién riemanniana m : M — M,
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m(p,x) = p, la densidad definida por ((1.46)) para esta submersién coincide con
la densidad original que tenfamos en la variedad riemanniana con densidad de
partida, en efecto:

v (x) = ™ (p)dvu,, () = o™ — %) _
L_l(p)d () /chb (p)dvgy (z) = @™ (p)V (1.55)

La hipétesis de que las fibras tengan volumen de dimensiéon m finito puede
cambiarse por la hipdtesis:

Las formas de volumen de las fibras son homotéticas. Es decir, existe una
funcién e¥ : M — R tal que los elementos de volumen de las fibras tienen la
forma dv = e¥(p)pa*dw™ para toda carta ¢, fibrada de un cierto atlas de la
fibracién 7 : M — M y una forma de volumen fija dw™ en la fibra canonica.
Con esta hipétesis alternativa, todavia tenemos que dv/™™(x) = dv’(p)Adv™(x),
entonces (salvo un isomorfismo ¢7) dv“m( ) = e¥(p)dv’(p) Adw™. Esto da las
mismas relaciones que antes entre H y H.

Los warped products M = M x oo/m @ (con alguna variedad riemanniana
@) dan una familia de submersiones riemannianas 7 : M—M que verifican
(trivialmente) la hipdtesis alternativa anterior.

En los casos en que volumen(Q) es finito, obtenemos para la v definida
por homotecias la expresién e¥(p) = V(7~1(p))/V(Q), que difiere de
unicamente en el producto por una constante, lo que no afecta a la geometria
de los problemas.

La relacién presentada entre variedad con densidad y warped-pmduct da
otra justificacién de las definiciones de i-curvatura de Ricci (1.43) y (1.44]) en
variedades riemannianas con densidad. Por las férmulas de la proposicién [1.1.2
dada en la seccién 2| podemos expresar Ric de M = M x cv/m @ en funcién
de elementos de la base de la submersién:

Ric(X*,Y*) = Ric(X,Y) — TV (/™) (X,Y)

vim
o (VU w © V)(X,Y)

= Ric(X,Y) — (V4 + V¢®V¢)(X Y), (1.56)

= Ric(X,Y) —

para todo X, Y € X(M). Esta expresion coincide con la v-curvatura de Ricci
(1.44)). Si nuestro problema estd planteado inicialmente en geometria con densi-

dad, la m € N es arbitraria, por lo que podemos hacer tender m a co y obtener
la definicién de i-curvatura de Ricci ([1.43)):

Ricy, = Ric — V1. (1.57)
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Por 1ltimo, si recordamos la expresién para el laplaciano de un warped
product dada en ((1.24]) vemos que:

AMp* () = AV f(p) + (Y, V), = AN f(p). para toda | € C(3T).
(1.58)

Es decir, el operador 1-laplaciano (1.37) de M coincide con el operador lapla-
ciano de M actuando sobre las funciones f* = f o 7 tales que f € C*®(M).

1.4. Formulas de evolucion

Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g, 1) orientable y de di-
mensién n + 1, y una familia de hipersuperficies inmersas {F; : M — M}te[O,T)
orientables, tal que F : M x [0,T) — M, F(p,t) := Fy(p), es una aplicacién
diferenciable y verifica la siguiente ecuacién de evolucién:

OF
> =N (1.59)

donde N es el normal a la hipersuperficie y f depende de M, t y de la inmersion
F(-,t).

FEn esta seccion calcularemos la variacion de diversas cantidades geométricas
a lo largo de este flujo.

Para cada t € [0,T) consideraremos la métrica pull-back Fg sobre M, a di-
cha métrica la denotaremos por gy, = F;g. Con estas respectivas métricas sobre
M™ todas las inmersiones consideradas {Fj};c(o,7) son inmersiones isométricas.
A las respectivas conexiones de Levi-Civita asociadas a las métricas gy, las de-
notaremos por V! y por M; denotaremos a la variedad riemanniana (M, gaz,)-

Procedemos a calcular la variacién de diversas cantidades geométricas. Re-

— 0
marquemos que d; como campo de M denota a —.

ot

Lema 1.4.1.
Vo, N=VgpN =-V/. (1.60)

ot
Demostracion. Sean (xq,tg) € M x [0,T) y una referencia local {e;}_ ; de M

entorno a xp que es gy -ortonormal en xg. Notemos que [e;, 0] = 0 y por lo
tanto [Fye;, Fi0y] = Fyle;, 0 = 0.
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Calculemos Vg, N en (xg,tp). En primer lugar:

3(Vo,N,N) = %%t (g(N, N)) —0.
9(Va, N, Fre;) = —g(N, Vg, Fre;) = —G(N, Vg5, Fie;) = —G(N, Ve, Fi0;)
= —g(N,VEe,(fN)) = =fg(N,VE,e;N) — Feei(f)
—Feei(f).

Y teniendo presente que {Nto,{Fto*ei}?zl} es una base ortonormal para
xo

Tr( ‘M podemos descomponer Vg, N (g, tg) del siguiente modo:

x0,t0)

Vo,N(z0,t0) = g(Vo,N,N)N + > " g(Vo,N, Fye;)Fre; = =V f.
=1

O

Lema 1.4.2. 5
() = ~2fa. (1.61)
gt(gl) = 2f AF. (1.62)

Demostracion. Sean X, Y € X(M), procedamos a calcular la variacién de
9(X,Y):

0 0 [_
S (90xY)) = o (a(FX, BY))
= (Vo,9)(F.X,E.Y) +g(Vy, B X, F.Y) + g(F.X,Vy,F.Y)
=9(Vex0, F.Y) +g(F.X,VE,yd)
= [9(Vr.xN,FY) + fg(F.X,VE,yN)
= —2fa(X,Y),

donde hemos tenido en cuenta que Vg = 0. Calculemos la férmula de variacién
(1.62), para ello usaremos triz3 g ®@ gt =6

T TR P [
0= 8t5_ 8ttr13g®g = tri3 8t(9)®9 +tr13g®at(9 )
0 0
= —2ft1‘13 a® g_l +trisg® a(g_l) = —2fA +trisg® a(g_l)
0, 1y §
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Denotemos por dvg, el elemento de volumen de dimensién n asociado de
forma natural a la métrica riemanniana ¢g¢, del mismo modo denotaremos por
dvg al elemento riemanniano de volumen del ambiente M.

Lema 1.4.3.
Oi(dvg,) = —fHdvy,. (1.63)

Demostracion. Sean Xi,...,X,, € X(M) linealmente independientes, arbitra-
rios y fijos. En caso contrario, si son linealmente dependientes, se cumple que
dvg, (X1, ..., Xy) = 0 para todo t y la férmula de evolucién se traduce en
la identidad 0 = 0. Teniendo en cuenta que VN es tangente a M y Vdvg = 0
procedemos a calcular la formula de variacion:

O (dvg, (X1, ..., X)) = Oy (dvg(Fi X1, ..., FuXn, N))
= (Vo dvg) (Fu X1, ..., F Xy, N)
+ ) dvg(F Xy, ..., Vot FXi, ..., F,. X, N)

i=1
+ dvg(Fi X1, ..., F X, Vo, N)

n
= dvg(FiX1, ...,V x,01 ., Fu X, N)
i=1

n
=Y dvg(F.X1,...VEx,N, ... FXn, N)
=1

n
=—f Y dvg(F.Xy,...FLAMX;, .., F,X,,N)
=1

n n
=Y > Aldvg(F.Xy, ..., K Xj, ..., . X, N)
i=1 j=1

n
=—f>_ Aldvg(F.Xy,...,F.X;, ..., F, Xy, N)
=1

_ _f(ZA;i)dvgt (X1, ... Xp) = — fHdvg, (X1, ..., Xn).
=1

O

Denotemos por dUZt el elemento de ¥-volumen de dimensiéon n de g;, del

mismo modo denotaremos por dv:;“ al elemento de ¥-volumen del ambiente

M.

Lema 1.4.4.
O(dvy, ) = —fHydvy,. (1.64)
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Demostracion. Sean X, ..., X, € X(M) linealmente independientes, arbitra-
rios y fijos. En caso contrario, si son linealmente dependientes, se cumple que
dvl’;t(Xl, ...y Xp) = 0 para todo t y la férmula de evolucién 1) se traduce en
la identidad 0 = 0. Utilizando la férmula de variacién ((1.63)) obtenemos:
O (dv]) (X1, ..., X)) = Oy (e¥dvg, (X1, ..., X))

= 8t(¢)d1]$ t(Xl, ceey Xn) - fHdvg t(Xla ceey Xn)

= (Ve N) = FH ) v (X1, s X)

= —fHydvy (X1, ..., Xp).

O

A la segunda forma fundamental escalar de la hipersuperficie F; : (M, g;) —
(M,3) la denotaremos por o™t cuando no haya lugar a confusién se deno-
tard inicamente por .

Lema 1.4.5. 9
(0) = V2f - f(a(A-, )= BHY N, .,N)) (1.65)

Demostracion. Sean X, Y € X(M), notemos que [X, d;] = 0 por lo que
[F.X, F,.0;] = F.[X,0;] = 0. Usando esto, la definicién de R y los abusos de

notacién 0 = — y X = F, X, podemos calcular:

ot

2 (aM(xv)) = 2 (5(Trxmy.N)
=9(Vo,(VExFEY),N) +§(VE xF.Y,Vy,N)
- g(ﬁ(&l)(F*X, O)FY + Vi x(Vo,F.Y) = Vg x0)FY, N)
—g(VrxEY, V)
= R (FX,N,F.Y,N) + 5V x (Vayd), N) — §(Vex F.Y, Vf)
= V2f(X,Y) - EX(FY(f)) + fR*(F.X, N, F.Y,N)
+I(BX (Y ()N + RY(f)VexN + EX(f)VeyN
+ Ve x(VeyN),N)
= V2 /(X Y) + [RV(EX, N, EY,N) - fg(Vr,x (F.AMY), N)
= V2f(X,Y) + FRYO(F.X,N,EY,N) — faM(AM X V)
= V2/(X,Y) = f(@M (M) = REV (N, W) ) (X, Y),
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A la aplicaciéon de Weingarten de la hipersuperficie Fy : (M, g;) — (M, 7) la
denotaremos por AMt, cuando no haya lugar a confusién se denotard tinicamente
por A.

Lema 1.4.6.
0

ot
Demostracidn. Sea tg € [0,T):

0 Mgy Q My, |

a t=to (a ) - 8t‘t:t0 (gt<A ’ ))
_9 My | 9 My
= Sl () (AMe) g (5| (M),

0
= —2faMo(AMo. ) +gi (] (A0,

(A) = V.Vf + £(A2 + RV (N, )N) (1.66)

Despejando el dltimo sumando y teniendo en cuenta que E(g’l)(]\f ,-)N es tan-
gente a la hipersuperficie:

(o], (42,0 = o] (@) 20 (4V,)
= V2f + f(aMo(aMo. )+ BV N, N))
= 910(V-V )+ f (910 (A0 20) + g1y (R (V, N, )
= g1 (V.S + f(AM02 + REV (N, W), ).
g
Lema 1.4.7. 9 -
S H=20f+ f(IA]* + Ric(N, N)) (1.67)

Demostracion. Calcularemos la variacién de H respecto de t:
gtH = gt(tm tro3 g ' ® a) = try4 trog (;gl Qat+g e gta)
— trpq trog (zfAﬂ @a+g e (Vi — f(aM (A )~ RO N, N))))
=2f|AP + Af = f(|AP* - Ric(N, N))
= Af+ f(|AP + Ric(N, N)).
Otra posibilidad:
0 0

o o a _ 2 7(371)
aH_atm—tlraA—tr(V.Vf—l—f(A + R (Nu')N>>

= Af + f(|A]? + Ric(N, N)).
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Lema 1.4.8. 9
5 (Vi,N) = v Y(N,N) = (V,V ) (1.68)

Demostracion. Calculemos la variacién de <ﬁw, N > teniendo en cuenta 1}

O (V4.N) = (Tra e, N) + (T, Vra N)
— F(UNVY,N) = (Y, V) = [V%(N,N) — (V) V).
g
Lema 1.4.9. 5
i Ho =Dof + f(IA]? + Ricy(N, N)), (1.69)

donde Ay = A+ <v1/1, V>, Ricy = %—ﬁ%ﬁ (tal y como se definic en

y (1.43))-

Demostracion. Procedamos a calcular la variacion de Hy, respecto de t:

a d
&H ot (H Ve, N>>
— Af + f(JA]? + Ric(N, N)) — fV%(N, N) + (Vp, V f)

= Ayf + f(JA]? + Ricy(N, N)).

1.4.1. Férmula de Simon para V?a y A«

Comencemos recordando dos ecuaciones clasicas de la geometria riemannia-
na, la ecuacién de Codazzi:

—(Vxa)(Y,) + (Vya)(X,:) = Rxy.n (1.70)
donde (Vxa)(Y,Z) = X(a(Y, Z2)) —a(VxY,Z) — a(Y,VxZ); y la ecuacién de
Gauss:

Rxyzw — Rxyzw = (d(Y, 2), d (X, W)) — (A (X, Z), & (Y, W))
=aY,Z) a(X, W) — (X, Z) a(Y,W). (1.71)

Con la ayuda de estas dos ecuaciones podemos obtener la famosa férmula
de Simon. Realizaremos los cédlculos en un cierto p € M, utilizando campos
vectoriales X, Y, Z, W cuyas derivadas covariantes se anulan en el punto p

(Viwa)(X,Y) = Vz((Vwa)(X,Y)) = Vz((Vxa)(W,Y) + R(X, W, Y, N)).
(1.72)
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Si desarrollamos el segundo sumando de la igualdad anterior:

Vz(R(X,W,Y,N)) = (VzR)(X,W,Y,N) + R(VzX,W,Y,N)
+ R(X,VzW,Y,N)+ R(X,W,VzY,N) + R(X,W,Y,V2N)
= (vzﬁ)()Q W,Y,N) + OC(Z,X)E(N, W,Y,N)

+o(Z,W)R(X,N,Y,N) — R(X,W,Y, AZ). (1.73)

También desarrollamos el primer sumando en la igualdad (1.72)) y conmutamos
Zy X:

Vz(Vxa)(W)Y)) = Vz(Vx(a(WY)) —a(VxW.Y) — (W, VxY))
(W,Y)) —a(VzVxW,)Y) —a(W,VzVxY)
aW,Y)) —a(VxVzW,Y) + a(R(Z, X, W),Y)
—a(W,VxV2Y)+a(W,R(Z,X,Y))
=Vx((Vza)W,Y)) + a(R(Z,X,W),Y) + a(W,R(Z,X,Y))

= (Vi 70)(W,Y) 4+ a(R(Z,X,W),Y) +a(W,R(Z,X,Y))
(1.74)

—
—

Al aplicar la ecuacién de Codazzi a Vx((Vza)) como lo hicimos para obtener
(1.73)):

(VZ20)(W,Y) = Vx((Vya)(W, Z) + R(Y, Z,W,N))
= (Viya)(Z, W)+ (VxR)(Y,Z,W,N) +a(X,Y)R(N, Z,W,N)

+a(X,Z)R(Y,N,W,N) — R(Y, Z,W, AX). (1.75)

De (72 a (C73):

(Vowa)(X,Y) = (Viza)(W,Y) + a(R(Z, X, W),Y) + a(W, R(Z, X, Y))
+ (VzR)(X,W,Y,N)) + a(Z,X)R(N,W,Y, N)
+a(Z,W)R(X,N,Y,N) — R(X,W,Y,AZ)

= (Viya)(Z, W)+ (VxR)(Y,Z,W,N) + a(X,Y)R(N, Z,W,N)
+a(X,Z)R(Y,N,W,N) — R(Y, Z,W, AX)
+a(R(Z,X,W),Y)+a(W,R(Z,X,Y))

+ (VZzR)(X,W,Y,N) + a(Z, X)R(N,W,Y,N)

+a(Z,W)R(X,N,Y,N) — R(X,W,Y, AZ). (1.76)
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Cuando reordenamos los términos:

(V2ZW04)(X7 Y) = (v?XYO‘)(Zv W) + (ﬁXE)(Ya Za W7 N) + (ﬁzﬁ) (X7 I/V, Y7 N)
+a(X,Y)R(N, Z,W,N)
+a(Z,W)R(X,N,Y,N)

~R(Y. Z,W,AX) — R(X,W,Y, AZ)
+ R(Z,X,W,AY) + R(Z,X,Y, AW). (1.77)

Después podemos aplicar la formula de Gauss en ((1.77) y asi obtenemos la
féormula de Simon:

(Vi )(X,Y) = (Viya)(W, Z) + (VxR)(Y, Z,W,N) + (VzR)(X,W,Y, N)

+a(X,Y)R(N,Z,W,N) +a(Z,W)R(X,N,Y, N)
—~R(Y,Z,W,AX) — R(X,W,Y, AZ)

+R(Z,X,W,AY) — a(X,W)a(Z, AY) + a(Z,W)a(X, AY)
+ R(

Z, XY, AW) — a(Z, AW)(X,Y) + a(Z,Y)o( X, AW).
(1.78)

Para obtener la formula clasica de Simon tomamos trazas en la anterior
expresion:

(Aa)(X,Y) = ViyH — (VxRicy)(Y,N) — (5 R)(X,Y,N)
— Ric(N,N)a(X,Y) + H R(X,N,Y,N)
+ Ricp (Y, AX) + Ricpy (X, AY)
—2ARM(X,Y)
— |APa(X,Y) + H a(X, AY), (1.79)

para cualquier X, Y € X(M), donde:

Rien(X,Y) ==Y R(X,e;,Y,e;) = s B, (1.80)

=1

ARy(X,Y) =Y R(X,e;,Y, Aey), (1.81)
=1

SMR(X,Y,N) =S V. R(e;, X,Y,N) = tr VR*V(X,Y,N),  (1.82)

n
1=

i=1
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para cualquier referencia local ortonormal {e;}" ; de M (notemos que todos
ellos son tensores).

A su vez, por , podemos deducir una expresion para el laplaciano de
la aplicacién de Weingarten A = trog a ® g~ : X(M™) x QY (M™) — C°(M™).
En primer lugar notemos que:

AA = A(tr24 a® g_l) = trog A(oz ® g_l)

= trog (Aa R l+a®Ag +2Va® ngl) = trog (Aoz ® gil).
(1.83)

Para realizar una exposicién més clara, introduciremos nueva notacién apro-
piada para esta situacion:

VxRicyN := (VxRicy (N, ), (1.84)
SMR(X,N) := 6yR(X,-,N))F, (1.85)
Ricy X = (Ricy (X, )) (1.86)
ARy X = (AR (X, )" (1.87)

Entonces por ([1.83)) y (1.79)) podemos dar el laplaciano de A del siguiente modo:
AA(-)=V.VH — V.RicyN — (6;yR)(-, N) — Ric(N,N)A(-) + H R(N,-)N
+ Ricpr o A(-) + Ao Ricyr(-) — 2ARNn () — |APA() + H A%())
= V.VH — (JA]? + Ric(N, N))A(-) + H(A%() + R(N,-)N)
+ Ricpr 0 A1) + Ao Ricy (1) — 2ARp(-) — V. Ricyy N — (60 R)(+, N).
(1.88)

Si empleamos la férmula de Simon (|1.79)), podemos dar una expresién de
la variacién de o™* por el flujo en forma de la ecuacién del calor, tal y como
veremos en el siguiente resultado.

Lema 1.4.10. Sean X, Y € X(M), se cumple que:

§t< Y(X,Y)) = AaM(X,Y) + V2(f ~ H)(X,Y) + (VxRiea)(Y, N)
+ By R)(X,Y, N) + (|AM 2 + Ric(N, N))aM (X,Y)
+(f—H) R(X,N,Y,N)
— Ricp (Y, AMt X)) — Ricp (X, AMtY)
+2AMRy(X,Y) = (f+ H) oM (X, AMY). (1.89)
Demostracion. Recordemos que por dados X, Y € X(M):

%(aMt (X,Y)) — V2f(X,Y) - f(aMt (AM:. .y —RHO (N, .,N))(X, Y),
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entonces utilizando la férmula de Simon (1.79)) en dicha igualdad, obtenemos:

%(aMt (X, Y)) = V2f(X,Y) - f(aMt (AMx vy~ R (x, Ny, N))
=AM (X,Y) + V3(f — H)(X,Y) + (VxRicy) (Y, N)

+(OuR)(X,Y,N)

+ Ric(N.N)aM (X, Y) + (f — H) R(X,N,Y,N)

— Ricar(Y, AM X)) — Ricy (X, AMty)

+ 2AM R\ (X,Y)

+ |AM2My (X YY) — (f + H) oM (X, AMtY).

(]
Lema 1.4.11.
5 (A) =AA+VV(f = H)+ (|A]2 4+ Ric(N,N))A
+(f — H) (A2 + R®D (N, )N)
- R’L'CM ocA—Ao RZ'CM + QARM + leCMN + SMR(, N)
(1.90)

Demostracion. Por (1.66)) y la expresién para el laplaciano de A dada en ([1.88)
tenemos que:

9 _
5 (A) = V.Vf 4 f(47 + E*V(N,)N)
= AA—AA+ V.V + f(A2+ ROV (N, )N)
= AA+V.Vf+ f(A2+ ROV (N, )N)
— V.VH + (|A> + Ric(N,N))A — H(A? + R(N,-)N)
— Ricpp o A— Ao Ricy +2ARy + V. Ricyy N + Sy R(+, N)
=AA+V.V(f — H)+ (JA]? + Ric(N,N))A
+(f — H) (A2 + ROV (N, )N)
— Ricpp o A — Ao Ricy + 2ARy + V. Ricyy N + Sy R(-, N).
g
Sobre el conjunto de matrices cuadradas tenemos definido el siguiente pro-

ductor escalar, dadas B, C matrices cuadradas, de dimensién n y con entradas
reales:

(B,C) := tr(BTC). (1.91)
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Este producto escalar define una norma sobre el conjunto de matrices, usual-
mente denominada norma de Frobenius:

|B| .= \/{B, B). (1.92)

A continuacién calcularemos la evolucion a lo largo del flujo de la norma
de Frobenius de la aplicacién de Weingarten AMt asociada a la hipersuperficie
Ft : (M7gt) — (M7§)

Lgma 1.4.12.
§|A|2 = A]A|2 — 2|VA\2 +2(V.V(f—H),A) + (|A\2 + Eic(N, N))|A|2

+ (f — H)(trA* + ARy (N, N))

+2(—Ricp 0 A— Ao Ricyr +2ARy + V.Ricy N + 0y R(+, N), A)
(1.93)

Demostracion. Primero calculemos el laplaciano de |A|? en M:
AJAP = A(tr(AT o A)) = tr (A(AT o A))
- tr(A(AT) oA+ AT o AA+2v(AT) o vA)

- tr((AA)T oA+ AT o AA+2(VA)T o VA) — 2(AA, A) +2|VAP?.

(1.94)
Por (L.90) y (L.94):
O O (N O N (9T o4
ar 4 _attr<A OA>_tr8t(A OA)‘“( gt °ATA Oc’)t)

- tr((%?)T oA+ AT o %‘) = 2tr<(%§)T 0A) =2 <88t(A),A>

=2(AA+V.V(f — H) + (JA? + Ric(N,N))A
+(f — H)(A2+ R®V (N, )N)
—Ricpy o A— Ao Ricy +2ARy + V.RicyyN + 0y R(-, N), A>
= A|AP? = 2[VAP? +2(V.V(f — H), A) + (JA]> + Ric(N, N))|A|?
+(f — H)(trA* + ARp (N, N))
+ 2 <—RicM oA~ Ao Ricy +2ARy + V. Ricyy N + Sy R(+, N), A> .

O
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1.5. Flujo por la curvatura media asociado a una
densidad

Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g,) de dimensién n + 1
y una hipersuperficie inmersa Fy : M — M, llamaremos flujo por la curvatura
media asociado a la densidad ¢ (FCMyy) de la inmersién Fp, a una familia
de hipersuperficies inmersas diferenciables {F; : M — M}te[O,T) tales que I :

M x [0,T) — M es diferenciable y verifica que:

5 _
{ ai; — H,=Hy N=(H-(Vy,N)) N, (1.95)
F(,O) = FO(')7

donde N es el normal a la hipersuperficie. En el caso particular de que la
variedad ambiente M tenga dimensién 2, llamaremos a este problema de valor
inicial problema del acortamiento de curvas asociado a la densidad ¢ (PACY ).

Notemos que esta definido globalmente si M y M son orientables vy,
en cualquier caso, siempre estard definido localmente.

Anteriormente se remarcé que el vector Hy, es el gradiente del funcional de
volumen en densidad actuando sobre las hipersuperficies inmersas, por tanto,
es el flujo gradiente asociado a dicho funcional. En otras palabras, la
hipersuperficie se deforma de modo diferenciable provocando que su -volumen
disminuya lo més rapidamente posible. Explicitamente (consecuencia de ((1.64))):

d n *— 23.n
pril (M, 9)) = —/M Hydvy,. (1.96)

Naturalmente en el caso particular en que v sea constante, el flujo se co-
rresponde con el tan estudiado flujo por la curvatura media (FCM).

Diversos trabajos se han desarrollado previamente en esta drea ([5], [12],
[50], [51]), algunos de ellos sin hacer mencién explicita al término densidad.

En primer lugar, para trabajar con este flujo necesitamos un teorema de
existencia de solucién para tiempos cortos. Huisken y Polden en [36] junto al
trabajo posterior de Mantegaza y Martinazzi [40] estudiaron la existencia de
solucién para tiempos cortos para la siguiente ecuacién geométrica de evolucién:

O (APH 4+ 0(F, N, A, VA, V24, V2L 4)), (197)

con ¢ diferenciable en todos sus argumentos, lo que lleva al siguiente teorema.

Teorema 1.5.1. (Teorema 7.17 de [36]) Dada una hipersuperficie diferen-
ciable inmersa Fy : M — M compacta, existe una unica solucion al problema
definida en algun intervalo 0 <t < T con Fy como condicion inicial.
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El caso particular p = 0y ¢(F,N) := — <ﬁ1/1p7 N > se corresponde con el
FCMy , por lo que tenemos garantizada la existencia y unicidad de la
solucién para tiempos cortos del FCMz), tal como se detalla en el siguiente
corolario

Corolario 1.5.1. (Existencia de solucién para tiempos cortos) Dada
una hipersuperficie diferenciable inmersa Fy : M — M compacta, existe una
unica solucion al problema definida en algun intervalo 0 <t < T con Fy
como condicion inicial.

Llamaremos tiempo mdzimo de existencia del flujo (1.95)) al mayor T € R™
tal que existe la solucién del problema de valor inicial (1.95) F : M x[0,T) — M

0, lo que es lo mismo, al T tal que la solucién F : M x [0,T) — M no puede
ser prolongada. En términos generales, cuando escribamos F : M x [0,T) — M
como solucién a un problema de valor inicial (PVI) estaremos suponiendo que
T es dicho tiempo méaximo. En ocasiones podra interesarnos remarcar dicho
caracter y lo denotaremos por Tj,4x.

Una de las herramientas fundamentales para el estudio de este flujo geométri-
co es el principio del méximo parabdlico (teorema|1.1.2)). Gracias a él podemos
llegar a obtener dos resultados de gran importancia para la comprension del
flujo.

Teorema 1.5.2. (Preservacién de embebimiento) Supongamos que la con-
dicién inicial Fy : M — M del PVI es compacta y embebida, entonces
F; es embebida para todo t € [0,T).

Teorema 1.5.3. (Principio de separacién) Sean dos soluciones al PVI
Fy, Fy: M; x [0,T;) — M tales que My es compacta, entonces la distan-
cia entre las inmersiones Fy(-,t) y Fa(-,t) no decrece con el tiempo para todo
t e [O,min{Tl, TQ})

La demostracién de estos dos teoremas cuando la variedad ambiente es el
espacio euclideo R"*! fue presentada en [50].

El principio de separacién nos permite tener cierta nocién de cémo evolucio-
na una hipersuperficie por el flujo mediante la comparacion de soluciones,
es decir, apoyandonos en la evolucién de otra hipersuperficie de la que conoz-
camos de antemano su evolucion.

Notemos que las hipersuperficies ¢-minimas permanecen fijas por el flujo.
Dada una hipersuperficie inmersa Fy : M — M 1)-minima, entonces la solucién
al PVI , con condicién inicial Fy, es

F(p,t) = Fy(p), para todo (p,t) € M x [0, 00).

Gracias al principio de separacién estas hipersuperficies actiian como barreras
“fijas”. Dada una cierta inmersiéon F; compacta y t-minima, cualquier otra
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inmersién Fy : M; — M, cuyo soporte esté dentro de la region acotada por el
soporte de Fy, permanecerd en dicha regién a lo largo de toda su evolucion por
(1.95)).

1.5.1. Caso particular: el espacio euclideo con una densidad ra-
dial

Una primera situacién a considerar es el espacio euclideo R"*! con una
densidad @ radial respecto del origen coordenado, es decir, la densidad es la
composicién de una funcién ¢ : [0,00) — R, con la funcién distancia al origen
coordenado r(z) = |z|. Trabajaremos con hipersuperficies F' : M — R**!
compactas y orientables y elegiremos el normal interior N a las mismas.

A la hora de trabajar, como funcién densidad tomaremos la aplicacion 1 :
[0,00) = R, ¥ = 1)(r), en lugar de ¢ : R"1 — R, 4(z) = o(r(x)).

En esta variedad ambiente no resulta dificil ver cudl es la evolucién de una
esfera redonda centrada en el origen al evolucionar por el FCMv, vedmoslo:

Una esfera redonda de dimensién n y radio R centrada en el origen tiene
1-curvatura media constante

Hy = % —/(R) (Vr,N) = % + ¢/ (R), (1.98)

lo que, al igual que ocurre con el FCM, nos hace pensar intuitivamente en que
la evoluciéon de la misma serd una familia de esferas redondas centradas en
el origen, autosemejantes, contrayéndose o expandiéndose en funcién de que
Hy, sea positiva o negativa, respectivamente. Para comprobar esta suposicion,
podemos definir F(-,t) := R(t)Fy, con Fy : M — R™"*! la inmersién inicial de
una esfera redonda centrada en el origen, de dimension n y radio uno. Entonces,
de ser cierta nuestra conjetura geométrica,

R(OFy = S = HN = (g + ¥/ BO)N =~ (55 + w’(R(t)))ZEg
- _(% + wl(R(t)))FO’ (1.99)

por lo que nuestro problema se reduce al siguiente PVI para ecuaciones dife-
renciales ordinarias:

{R/(t) — _<$+¢/(R(t))>7 (1.100)

R(0) = Ry.
Por la teoria de EDO, existe una tinica solucion para un cierto tiempo 1"y, por
el corolario esta debe ser la tnica solucién al PVT ((1.95]).

La posibilidad de reducir el problema de la evolucion de las esferas redondas
centradas en el origen a un sistema dindmico de dimensién 1, nos lleva a pensar
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en ciertas esferas como esferas atractoras o repulsoras en funcién de si el radio
de dichas esferas se corresponde con un punto atractor o repulsor del espacio
de configuracién del sistema dindmico. Ademds, remarquemos que los puntos
de equilibrio del sistema dindmico se corresponden con esferas )-minimas.

Gracias al principio de separacién, la evolucién de las esferas redondas cen-
tradas en el origen condiciona el movimiento de otras hipersuperficies. Por ejem-
plo, en aquellos casos en los que toda esfera redonda centrada en el origen coor-
denado tiene w-curvatura media estrictamente positiva, dada cualquier otra
hipersuperficie evolucionando por el FCM1), su intervalo méximo de existencia
del flujo siempre serd finito (el FCM es un caso particular de este fenémeno).

Maés atn, al actuar las hipersuperficies ¢-minimas de barreras fijas, podemos
utilizar el FCMz1) para avanzar en el problema de clasificacién de hipersuperficies
Y-minimas en el espacio euclideo R™™! con una densidad radial, tal y como
veremos en la proposicién [1.5.1

Ahora bien, necesitaremos un lema previo, de ({1.100)) se deduce inmediata-
mente el siguiente resultado:

Lema 1.5.1. En el espacio euclideo R™"" con una densidad radial 1) = (1),

una esfera redonda S™ de radio R y centrada en el origen, es ¥-minima si y

p . n
sélo si ) = ——.
r

Bajo el FCMy, el radio R de una esfera S™ centrada en el origen

R’
n
R

e crece cuando — (% +') > 0, es decir, cuando ¢’ < .

e decrece cuando — (% +') <0, es decir, cuando 1)’ > —

En las siguientes imégenes, la curva (r, —n/r) estd marcada con una linea
negra. Con la finalidad de ilustrar este tipo de evoluciones vamos a dar dos
ejemplos graficos para la funcién ¢/(r) (en rojo): uno para una densidad con
singularidades y otro para una densidad regular. Para cada uno de estos ejem-
plos, las esferas de radio marcado en la vertical con A son atractores (las esferas
en su entorno son atraidas por ellas) y aquellas cuyo radio estd marcado en la
vertical con R son repulsores. Las marcadas con A o R son t-minimas y, por lo

[19%%}]

tanto, estacionarias. Las esferas de radio “r” que se encuentran en la base de
las flechas se mueven en la direccién que estas indican.
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=10 =10 f?

(a) (b)

Figura 1.1: 9 con singularidad en el origen

Figura 1.2: ¥ regular

Como consecuencia de este comportamiento y del principio de separacién
para el FCMz1), tenemos:

Proposicién 1.5.1. Sea R™! el espacio euclideo con una densidad radial
¥ = 1P(r). Denotaremos por rysx (respectivamente rmm ) la distancia mdzima
(respectivamente distancia minima) de una hipersuperficie cerrada 3 al origen.
Supongamos que:

(a) ¢ es diferenciable, y
n
(b) las grafos de i)’ y —— intersecan transversalmente en una familia discreta
r
de puntos 11 < 19 < ....
Entonces,

1 Una hipersuperficie ¥ que verifica rop < Tmax < Togr1 €8 Y-minima Sty
solo si es una esfera redonda centrada en el origen de radio r = rop 0
r = rop+1. En particular, no existen hipersuperficies cerradas -minimas
en el interior de la esfera redonda centrada en el origen de radio r = 1.
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1 Las unicas hipersuperficies ¥ cerradas y ¥-minimas con rop+1 < Tmin <
rok12 Son las esferas redondas centradas en el origen de radio r = ropiq
Yyr=re+2 -

ce A , n P L. .
w1 Si el nimero de ceros de ¢ + — es par y ri es el iltimo, la tinica hi-
T
persuperficie X cerrada y -minima con Tmax > Tr es la esfera redonda
centrada en el origen de radio r = ry.

. . , n . L1 .
w Si el nimero de ceros de ' + — es impar y r es el iltimo, la tnica
r

hipersuperficie ¥ cerrada y Y-minima con rmim > TE es la esfera redonda
centrada en el origen de radio r = ry.

Si cambiamos la hipdtesis (a) por (a’) tal que v es diferenciable inicamente
en R? — {0}, el lim;_,0 ¢/ (t) = —c0 y el soporte de 3 estd contenido en R —
{0}, entonces:

i’ Si ' (r) > —— para r < 11, se dan las mismas situaciones que bajo la
r

hipdtesis (a).

o ae n . . .
i’ Si Y (r) < —— para r < 71, tenemos las mismas situaciones que en el

caso v diferenciable, pero intercambiando los papeles de rmax Y Tmin-

Demostracion. Por el lema en el caso diferenciable (respectivamente ca-
so singular (ii")), las esferas redondas centradas en el origen de radio rg; son
atractoras (respectivamente repulsoras) y las de radio rox+1 son repulsoras (res-
pectivamente atractoras). Teniendo esto en mente, podemos ver que en cada
uno de los casos (i) a (iv), (i’) y (ii’), si X es ¥-minima y no es una de las esfe-
ras mencionadas, existe una esfera disjunta de ¥ que evoluciona bajo el FCMvy
hasta tocar a 3, lo que nos da una contradiccién con el principio de separacion.
O

Siguiendo en la linea de clasificacién de hipersuperficies ¢¥-minimas, para el
caso critico ¢¥(z) = a — nln(]z|), es posible dar una clasificacién completa de
las hipersuperficies cerradas ¥-minimas:

Proposicién 1.5.2. En R™"! con una densidad critica ¢ (x) = a — nln(|z|),
las tinicas hipersuperficies cerradas y Y-minimas, son las esferas redondas cen-
tradas en el origen.

Demostracion. Todas las esferas redondas centradas en el origen son t-mini-
mas. Si X es otra hipersuperficie cerrada y 1-minima, debe ser tangente a al-
guna de estas esferas en algiin punto, ya que son dos hipersuperficies tangentes
1-minimas, por el principio del maximo, deben coincidir. O
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En el caso del plano euclideo R? con una densidad radial ¢ = v(r), tenemos
mds informacién sobre las curvas ¥-minimas:

Proposicién 1.5.3. En el plano euclideo R? con una densidad radial 1) = 1(r)
tal que 1 € C°(R2—{0}), una curva cerrada, simple, -minima, y cuyo soporte
estd contenido en la region diferenciable de i, es estrellada respecto del origen.

Demostracion. En una densidad radial, las lineas que pasan por el origen son -
minimas. Por otro lado, 3 estrellada respecto del origen significa que (F, N) # 0
en cualquier punto F' de . Entonces, si ¥ no es estrellada, existe una linea que
pasa por el origen tangente a > pero, por el principio del maximo, esto es
imposible. O

1
En el caso gaussiano ¢ (x) = ~5 p?r?(x) en el plano R?, es conocido que la

unica curva cerrada, simple y ¢-minima, es el circulo de radio » = 1/p ([1]).

Schniirer y Smoczyk en [50] estudiaron en el espacio euclideo R™*! con
una densidad radial v, sin hacer mencién explicita a la palabra densidad, la
evolucién de una hipersuperficie 3 embebida cuyo soporte estda contenido en
un anillo centrado en el origen de coordenadas, de dimensién n + 1, es decir,
r(FO(Z)) C [ro,r1], 7o > 0. Existiendo r* € (rp,71) tal que la esfera redonda
centrada en el origen de radio r* es un atractor a derecha e izquierda y no existen
otros puntos criticos en [rg, 1] para el sistema . Ademas, ellos impusieron
una propiedad a la hipersuperficie inicial, ser “fuertemente estrellada”. Bajo
dichas condiciones demostraron que la solucién del flujo [1.95 existia para todo
tiempo y subconvergia a una inmersién limite en la norma C*°.

El caso especial del flujo de hipersuperficies convexas en R", con las densi-
dades gaussiana y antigaussiana, fue estudiado por A. Borisenko y V. Miquel
en [12].

1.5.2. El FCM?vy de una hipersuperficie inmersa

Sea una variedad riemanniana con densidad (M, g,) de dimensién n+1y
orientable.

Teorema 1.5.4. (Invarianza geométrica bajo perturbaciones tangen-
ciales) Sea una familia de inmersiones {F, : M — M} 0,1y compactas, orien-
tadas y de codimension 1, tal que F: Mx [0,T) — M sea diferenciable y
verifique el sistema:

- N
g(p,t) = H¢+thp(X(p,t))’ (1.101)

F(p,0) = Fo(p),
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donde X € X(M x [0,T)). Entonces, existe una unica familia de reparametri-
zaciones globales T : M x [0,T) — M de las respectivas Fy tal que F(p,t) :=
F(Y(p,t),t) verifica el sistema del FCM con la inmersidn Fy como
condicion inicial.

Reciprocamente, si F:Mx [0,T) — M puede ser globalmente reparametri-
zada para que verifique el sistema del FCMuy , entonces F debe satisfacer

11.101) para un cierto campo X € X(M x [0,T)).

Demostracion. Sea una familia diferenciable de difeomorfismos Y : M x[0,T) —
M que verifica la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

{fg(p,t) = —X(Y(p.t),1), (1.102)
T(p,0) = p-

El teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciables ordinarias en
una variedad compacta nos asegura que existe una unica solucién diferenciable
para el sistema . B

Ahora consideremos la familia de inmersiones F}, solucién de , repara-
metrizadas utilizando esta familia de difeomorfismos Y, F(p,t) := F(Y(p,1),t),
entonces:

0

7F(p7 t)

2 F(T(,1),0) = S F(T(0,1),0)+ Frrun (- 0.1)

= —F

4 ~ _
= Hy(T(0.0):0) + Frarp (X (T (0.0),0)) = Frvroy (X (X, 0),1)
= Hy(Y(p. ). ON(T(p,),) = Hy(p, )N (p, 1) (1.103)

Y respecto a la condicién inicial:
F(p,0) = F(Y(p,0),0) = F(p,0) = Fy(p), paratodope M.  (1.104)

Por tanto, queda probada la existencia de una tal reparametrizacién global. La
unicidad de T se deduce del calculo junto a la unicidad de solucién de
. Con lo que queda probada la primera parte del teorema.

Veamos el reciproco. Si podemos reparametrizar F:Mx [0,T7) — M de
forma que dicha reparametrizacién, F'(p,t) := F (Y(p,t),t), verifique el sistema

(11.95)), entonces:

~ ~ oY
aF(T(pv t)a t) + Fi, T(p,t) (a(p’ t)) = H¢(pa t)N(p’ t)
Por tanto:

& F(E(p.1),1) = Ho(T, 1), ON (X (0,0),1) = Forny (o (0:1)).
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O equivalentemente:

o) - - . o .
g\t:toF(pvt) = Hy(p, to)N(p, to) — Fto*p(a\t:tor(rto v).1).

Si definimos el campo vectorial:

X(p,to) := T(T;}l(p),t), para todo (p,tp) € M x [0,T). (1.105)

_a t=to
Obtenemos finalmente que F : M x [0,T) — M verifica el sistema (1.101)). O

Por lo general nosotros estamos interesados en conocer la geometria de las
hipersuperficies inmersas que evolucionan por el FCMz, por tanto no nos im-
porta tanto conocer cual es la forma exacta de la inmersién F. Es por este
motivo y gracias al teorema ([1.5.4]), que en ocasiones nos centraremos en el
siguiente problema para hipersuperficies inmersas orientadas:

Dada una hipersuperficie inmersa Mg orientada, compacta, de (M,g,1))
encuéntrese una familia de hipersuperficies inmersas {Mt}te[O,T) de M tal que
existe una familia de inmersiones F : M x [0, T) — M para dichas hipersuper-

ficies, diferenciable y que verifique que:

OF
<8t’N> =y (1.106)
F(,0) = Fy0).

Por otro lado, gracias al teorema podemos ver el FCMuv como
un FCM perturbado por un campo externo de fuerzas. Dada una familia de
inmersiones F : M x [0,T) — M solucién del FCMy) , por el teorema
existe una familia de reparametrizaciones globales de las respectivas F}
de forma que la nueva familia de inmersiones F : M x [0,T) — M verifica el

sistema (|1.101)) con X (p,t) := —(V@u)g@ i ©8 decir, verifican:
OF — = —
E(p»t) = Hy—(Vy)T = H -V, (1.107)
F(p,0) = Fo(p),

Senalemos que Vi) € X(M) no es mas que un campo globalmente integrable
sobre la variedad riemanniana (M, 7).

1.5.3. Relacion entre el FCMy y el FCM

Esta seccién forma parte del articulo [42].
Por la proposicion de la seccion dada una submersién rieman-

: = . e+l _ : y
niana 7 : (M™+ G) — (M ",g) con fibras de volumen de dimensién m
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finito y con vector curvatura media constante, en el sentido de que su vector
curvatura media en M es la elevacion horizontal de un vector tangente a M,y
una inmersion 7y de una hipersuperficie en M que contenga a todas las fibras
de su proyeccion, entonces la evolucién de esta inmersién por el FCM en (M, g)
es equivalente a la evolucién de su proyeccién por el FCM1 en (M, g, 1), siendo
1 la aplicacion definida en .

Smoczyk en [51] ya utilizé esta ruta sin hacer mencién explicita a la pa-
labra densidad. Estudié la evolucién de ciertas hipersuperficies por el FCM
reduciendo el problema a un problema de evolucién por el FCMw, hipersuper-
ficies invariantes por un cierto subgrupo del grupo de isometrias de la variedad
ambiente M.

Esta equivalencia tiene interés en si misma y ademas nos ayudard en el
capitulo 3 a comprender las singularidades de tipo I que se dan por el FCMu,
apoyandonos en la teoria ya conocida para las singularidades de tipo I del FCM.

1.5.4. Otra visién de la densidad (anti-)gaussiana

Esta seccién forma parte del articulo [41].
En R"*! la densidad (anti)-gaussiana se corresponde con

1
V(@) = egnp’lal?, (1.108)
e = 1 anti-gaussiana y € = —1 gaussiana. E1 FCM1 con estas densidades tiene

dos propiedades particulares que fueron usadas por A. Borisenko y V. Miquel
en [12] para describir la evolucién de una hipersuperficie compacta y convexa
de R™*! bajo estos flujos. La primera propiedad particular es:

Lema 1.5.2. ([562, 12]) F(-,t) es una solucion de (1.95) (con v la densidad
(anti)-gaussiana) si y solo si F(-,1) = e O F (. t(1)) es una solucién de:

F o~ N
<6A,N> -, (1.109)
ot
~ ~ ~ 1
donde t(t) = o2 In(1 +e2np? t). (Cuando ¢ = —1,t < o2

El lema enunciado aqui, lema aparece en [12], pero estd basado en un
resultado més general de equivalencia de flujos dado por K. Smoczyk en [52].
La otra propiedad especial es:

Lema 1.5.3. ([12]) Sea un punto pg € R"*'. Entonces, la evolucién Fy(M)
de Fo(M) es la composicion del movimiento Fy(M) de Fo(M) — po por el flujo
([T.95) con la traslacién del vector p(t) = e ="*ipy, esto es Fy(z) = e " tpy +
Ft(x)
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Aqui usamos estas propiedades para estudiar la evolucién de una curva
cerrada y embebida en el plano R? bajo PAC%, con v una densidad (anti)-
gaussiana. Probaremos:

Teorema 1.5.5. En el plano R? con la densidad (anti)-gaussiana ¢ = e3p°|z|?,
sea (-, t) la solucion de (1.95)) tal que v(-,0) es una curva embebida. Denota-
remos por A el drea de la region acotada por el soporte de (-, 0).

1, la solucion mdzima ~(-,t) estd definida en S' x [0,T,

A
= In(1 + 2 ;) y limy 7 v(S*,t) es un punto redondo.

2. Sie=—1:

a) Si A< m/p?, la solucion mdzima (-, t) estd definida en S* x [0, T,
T=——In(l-p® =) ylim_,7 (S, t) es un punto redondo.
242 T

b) Si A=7/u?, la solucion mdzima ~(-,t) estd definida en S* x [0, 00|,
y limy o0 v(SY, 1) es un circulo de radio 1/p centrado en el origen
(0,0) € R? o centrado en el infinito.

c) Si A>m/u?, la solucion mdzima (-, t) estd definida en S* x [0, oo,
y limy 00 7(S1, ) puede ser una linea recta pasando por (0,0) € R?
0 una curva en el infinito que acota una region infinita, o una curva
en el borde “infinito”de R? que acota todo el espacio.

Demostracion. Sea A(t) (respectivamente A(7)) el drea del dominio acotado

por el soporte de la curva v (S') (respectivamente 5:(S')). Por los trabajos

[24, 28, 29], sabemos que el flujo 7; de 7y bajo (1.109) evoluciona a un punto
A(0)

redondo cuando ¢ — 5 Por la definicién de 7 y t(¢) tenemos que J(-,0) =
7r

~(-,0), entonces A(0) = A(0). Usando el lema la evolucién de 7 se deduce
de la evolucién de 7 acorde a los siguiente casos:

1

Cuando ¢ = 1, esto da que ~; estd bien definida para t € |0, 5
1

A(0 1 A0
2 L)[, y el limite de v cuando t — ——1In(1 + 2 L) es un punto
m 2u s
redondo. .
Cuando e = —1, la cota t < 52 obliga a distinguir tres casos:
w
1) A(0) < 12 La evolucién es igual que en el caso € = 1.
o
2) A(0) = 12 La solucién 7(-, ) estd bien definida para ¢ € [0, oo[. Cuando
1w

s ~ 17 3}
el g, /9,2 ~(S',t) = (0,0), estamos exactamente en el caso en que 7 es el
movimiento normalizado asociado al flujo por la curvatura media de 7, como
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se describe en [32] (ver la tltima seccién de [12]), entonces lim; oo v(S!, 1) es
un circulo de radio 1/ centrado en (0,0). Cuando limg ; » 2 A(S', 1) # (0,0),
el anterior resultado combinado con el lema da que limy_,o 7(81, t) es un
circulo de radio 1/p y centrado en un punto en el infinito.

3) A(0) > 12 Entonces limg ,; /2 (S, 1) =: C /9,2 €s una curva cerrada
y embebida (ya que el flujo de v para antes de que el flujo de ¥ finalice). Sea

/2,2 €l dominio acotado por (9,2, y % el dominio acotado por (St t).
Existen tres posibilidades:

3.1 (0,0) € €92, entonces lim¢ o0 (S, t) es una linea y lim; .o €2 es un
semi-plano.

3.2 (0,0) € Q49,2 — C 9,2, entonces limy_, 7(S!, ) es una curva en el infinito
y 1imy_,0 € es todo el espacio R2.

3.3 (0,0) ¢ Qy/g,2, entonces lim; o ¥(S',#) es una curva en el infinito y
lim; oo €2 esta también en el infinito.



Capitulo 2

PACvy con vy diferenciable

En este capitulo nos centraremos en el problema del acortamiento de curvas
asociado a una densidad v (PACt) que fue introducido en la seccién como
el caso particular del flujo por la curvatura media asociado a una densidad )
cuando la variedad ambiente tiene dimensién 2. Mas concretamente, es-
tudiaremos la evolucion de una curva por el PACt en el caso en que la densidad
1 de la variedad ambiente (M, g, 1)) sea diferenciable en la regién donde se da
la evolucién de la curva. Los resultados de este capitulo han sido publicados en
[41].

2.1. Caso general

Recordaremos la notacién necesaria, expondremos nuevamente el problema
y enunciaremos el resultado general del capitulo.

Como variedad ambiente consideraremos una variedad riemanniana diferen-
ciable con densidad (M,g,) orientable y de dimensién 2.

Al fibrado tangente unitario de (M,g) lo denotaremos por S'M. Al con-
siderar (M,g) orientada existe una aplicacién diferenciable J : S'M — S'M
definida por J(p, v) := (p,v*) donde {v, v*} es una base para T,,M, ortonormal y
positivamente orientada. Dada una curva « y su tangente unitario t, tomaremos
como normal a la curva N = Jt, de forma que {t, N} es una base ortonormal y
positivamente orientada.

Dada una inmersién v : S — M por k y ky denotaremos a la curvatura
geodésica y a la curvatura geodésica en densidad, respectivamente. Notemos
que en este caso la curvatura geodésica de ~ coincide con su curvatura media.
Por s nos referiremos al pardmetro longitud de arco de la curva parametrizada
por ~. Todas las curvas consideradas seran cerradas. El tensor curvatura de
Ricci de M es Ric = Kg donde K es la curvatura de Gauss de la variedad
ambiente M. Por L denotaremos a la longitud de la curva y por A el area de la

43
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region delimitada por el soporte de la curva aquella a la que apunta el vector
normal a la misma (ya sea finita o infinita).

En general, trabajaremos con familias de inmersiones cerradas, orientadas
y dependientes de un pardmetro continuo {v; : S! — M}te[O,T)- Estas familias
se veran como una aplicacién:

v:S'x[0,T) - M
(a, 1) = (o, t) =y (). (2.1)

El objeto de estudio es el siguiente problema de valor inicial:

Sea una variedad riemanniana con densidad (M,q,v) orientable y de di-
mension 2, dada una inmersion diferenciable v : St — M, encuéntrese una
familia de inmersiones diferenciables {y; : S' — M}te[o,T) tales que v : S' x

[0,T) — M es diferenciable y verifique que:

oy i
{ a (2.2)
v(0) = ().

A la variedad riemanniana con densidad (M, g,) le exigiremos la siguiente
propiedad:

El perfil isoperimétrico Z es una funcién continua bien definida que verifica

que si lim Z(a) = 0 entonces ay = 0. (2.3)
a—rag

Obtendremos el siguiente resultado original principal:

Teorema 2.1.1. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g, 1)) orien-
table, de dimension 2 y que satisface y un embebimiento vy : S' — M. Sea
la solucion mdzima del PACY v :Stx[0,T) — M con condicion inicial
7o-

Si T = oo y existe un dominio U C M compacto donde ¢ € C®(U) y tal
que Sop vy C U para todo t € [0,00). Entonces existe una reparametrizacion
(-, t) de v(-,t) de modo que existe una sucesion {7(-,tg)}ren, tx — 00, que
converge en C™ a una inmersion ¥°°(-) C™ que parametriza una curva C™,
cerrada y ¥-minima en M para cualquier m € N.

Este resultado, junto al trabajo desarrollado por Zhu en [53] del que habla-
remos en la seccion y que expondremos a continuacién, completa el estudio
del PACy en el caso en que la densidad 1 sea diferenciable y la condicién
inicial vy sea un embebimiento.

Teorema 2.1.2. ([53]) En la situacion del teorema anterior, si T < oo la
curva colapsa a un punto redondo en la norma C®°.
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Después de demostrar el teorema lo utilizaremos en la seccién [2.0]
para obtener interesantes aplicaciones en el caso particular en el que la variedad
ambiente es el plano euclideo R?.

2.2. Teoria de Angenent y Oaks

Recopilaremos todos aquellos resultados ya conocidos para el PACy
como consecuencia del desarrollo de teorias mas generales y asi poder ver en
qué punto se encontraba la comprensién de dicho problema previamente a nues-
tro trabajo. Es por ello por lo que en toda esta seccién presentaremos parte del
trabajo realizado por Angenent en [0, 8] y complementado por Oaks en [46].

En primer lugar introduciremos una construccién y notacioén referente a los
fibrados de la variedad ambiente, todo ello necesario para presentar la parte
deseada del trabajo de Angenent y Oaks. Sea una variedad riemanniana dife-
renciable (M, g) orientable y de dimensién 2 y sea 7w : TM — M la proyeccién
natural del fibrado tangente. El fibrado tangente de TM puede descomponer-
se como suma de Whitney del fibrado vertical V(T'M) y el fibrado horizontal
H(TM):

T(TM) =V(TM) @ H(TM). (2.4)

El fibrado vertical sobre TM se define como V(T M) := Ker , y el fibrado
horizontal sobre TM lo definimos en u € TM como el espacio tangente a las
curvas £ : (—e,€) = TM tales que £(0) = u y Vy(»é(s) = 0, donde ¢(s) :=
mo&(s), es decir:

(H(TM))u = {€(0) € Tu(TM) | £ : (—¢,€) = TM, £(0) = u
yvc’(s)g(s) =0,c=mo 5}

Al fibrado tangente unitario sobre M lo denotaremos por S'M:
S'M = {v, € TM | g,(v,v) = 1}. (2.5)
La misma separacién realizada para T(T M) puede ser realizada para T(S*M):
T(S'M) = V(S'M) @ H(S'M). (2.6)
En S'M tenemos definida de forma natural una métrica riemanniana y la se-
paracién || permite descomponer su conexion de Levi-Civita V5™ en dos

componentes, la correspondiente a la parte vertical V¥ y la de la parte horizon-
tal V7.
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Ahora ya estamos en condiciones de introducir el problema de estudio de
la seccién. Sea una variedad riemanniana diferenciable (M, g) orientable y de
dimension 2 y

V:S'M xR — R,
(u,l) — V(ul) (2.7)

una aplicacion que cumple una serie de propiedades que enunciaremos poste-
riormente. Nos centraremos en el siguiente problema de valor inicial:

Dada una inmersion diferenciable vo : S* — M, encuéntrese una familia de
inmersiones {y; : St — M}te[O’T) diferenciables tales que y : St x [0,T) — M
sea diferenciable y verifique que:

v
{ L= VR 28)
(500 = ().

Una primera propiedad de interés del problema de valor inicial ([2.8)) es:

Teorema 2.2.1. (Invarianza geométrica bajo perturbaciones tangen-
ciales) Sea una familia de inmersiones {7; : S' — M}epory tal que 5 :
St x [0,T) — M sea diferenciable y verifique el sistema

o7 o
Y(p,0) = Yo(p);
donde X € X(S' x [0,T)), entonces existe una tnica familia de reparametri-

zaciones globales Y : S' x [0,T) — S de las respectivas ; tal que y(p,t) :=
A’YJ(T(pa t),t) Ueriﬁca:

{g(p,t) = V(tp, ), k(p, 1)) Jt(p, 1), (2.10)
v(p,0) = Yo(p)-

Reciprocamente, si la familia de inmersiones ¥ : S x [0,T) — M puede
ser globalmente reparametrizada para que verifique el sistema , entonces
v debe satisfacer para un cierto campo X € X(S' x [0,T)).

La demostracién de este teorema es andloga a la demostracién que se dio
para el teorema en la seccién [1.5.2
El teorema nos lleva a plantearnos el siguiente problema mas general

que :
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Dada una inmersion diferenciable vo : S* — M, encuéntrese una familia de
inmersiones {y; : St — M }iepo,ry diferenciables tales que 7y : St x [0,T) - M
sea diferenciable y verifique que:

oy
-0 = ().

Una vez garantiza la existencia de solucién para el problema , ten-
dremos garantizada la existencia de solucién para este problema (la solucién
de (2.8) es solucién de ) Sin embargo, perdemos la unicidad de solu-
cién (el problema tiene una tnica solucién). Pero dadas dos soluciones
v, 2 : St x [0,T;) — M de con condicién inicial vo : S' — M por
el teorema existirda una tunica familia de reparametrizaciones globales
T : S x [0,min{T}, T»}) — S! tal que y2(p,t) = 1 (L(p,t),t). A su vez de
este hecho se deduce que el tiempo maximo de existencia de solucién es el
mismo para todas las posibles soluciones de .

A pesar de la falta de unicidad de la familia de inmersiones solucién al pro-
blema si que hay unicidad en el sentido que expondremos a continuacién.

Sobre el conjunto:

{~: St — (M, g) | v inmersién diferenciable, cerrada y orientada},  (2.12)

al que denotaremos a partir de ahora por I(M), podemos definir la siguiente
relacion de equivalencia:

Dadas 71, v2 € I(M) diremos que 7; ~ 2 si existe una isometria
o (SY,v7g9) — (Sh,139) preservando la orientacién y tal que 1 = 2 0 ¢.

Entonces el espacio cociente Q(M) = I(M)/ ~ est4 formado por todas las
curvas de M, diferenciables, cerradas y orientadas. Y todos aquellos elementos
de I(M) que pertenecen a una misma clase de equivalencia (curva) son las
diferentes inmersiones que parametrizan a la curva orientada.

En este contexto, el problema tiene una tnica solucion si planteamos
el problema en Q(M). Sean dos familias de inmersiones 71, 2 : S' x [0,T) — M
solucién de con condicién inicial g € I(M), entonces por el teorema
se deduce que (-, t) ~ v2(-,t) para todo ¢t € [0,T). Es decir, existe una unica
familia de curvas verificando dicho problema cuya condicién inicial es la curva
o] € Q(IT),

Con este planteamiento, podremos pensar en el PACty para inmersiones, el
problema , o en el PACy para curvas en el sentido de .

Ahora procedemos a enunciar las propiedades que debe verificar la aplicacién
V = V(u,¢) para poder aplicar la teoria desarrollada por Angenent en [0 §].
Estas son:
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V1) V es una funcién continua localmente Lipschitz.

V2) A < aa—‘g < A1 para casi todo (u,¢) € S'M xR, con A > 0 una constante.

V3) |V (u,0)| < u para casi todo u € S'M, con p > 0 una constante.
Ademds de suponer que verifica una de las siguientes propiedades:
V4) |[VS'MV| < ji para casi todo (u,£) € S'M x [—1,1].
V5) \Vfé%\ﬂ < v(1 + [¢|***) para casi todo (u,f) € S'M x R.
V5¥) |VAV| + 1€]|[VPV] < v(1 + |£]?) para casi todo (u,f) € STM x R.

Donde fi, v son constantes positivas y x es una constante perteneciente al inter-
valo [1,00). Por V* "My denotamos el gradiente de V' con respecto a su primer
argumento u € S'M, y V'V, V*V denotan la componente vertical y horizontal
de V5'M V', respectivamente. Los resultados més fuertes de [0, 8] se obtienen al
imponer, a su vez, la siguiente condicién:

S) V(u,f) = —V(—u,—/¢) para todo (u,f) € S'M x R.

Es decir, cuando la evolucion de la curva orientada no depende de su orientacién.
Oaks en [46] sustituy6 la condicién V1) por otra més fuerte:

V1*) V es C*1,

Y obtuvo sus resultados para una V' que satisface V1*), V2), V3), V5*), y S).
El PAC (2.2) en M se corresponde con la situacién particular en la que:

V(ug, 0) =0 —(Vi(z), Jug) . (2.13)

Para este V la condicién V2) se cumple de forma automadtica y el resto de
condiciones se pueden reescribir en los siguientes términos:

V1*) (Vi(z), Juy) es una funcién C?1.
V3) |V < u para casi todo z € M.
V4) \621,&((]11, P+ [V, J-) |* < 4 para cada u € STM.
V5%) \ﬁ%ﬁ(]u, I+ [{(V, J-) | < v(1+4]¢]?) para casi todo (u,£) € STM xR.

Con pu, fi,v constantes positivas. Ademads la funcién (2.13|) también verifica la
propiedad de simetria:

S) V(—u,—€) = =L+ (Vi, Ju) = =V (u,{), para todo (u,f) € S'M x R.
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Tengamos en cuenta que todas estas propiedades se verifican si v, Vi y ﬁp
son diferenciables y acotadas en M. Es por ello por lo que de aqui en adelante
supondremos:

Hipétesis: ¢, Vi y ?%ﬁ estan acotadas.

A continuacién vamos a comprobar que efectivamente las propiedades V4) y
V5%*) dadas para el PACy se corresponden con las dadas para el trabajo
de Angenent [6), [§]:

Sean X € X(S'M), (ug,%y) € S'M x Ry po = w(ug) € M, sea una curva
diferenciable ¢ : (—e,¢) — S'M tal que £(0) = up y &(0) = X y sea c :
(—€,€) — M la proyeccién de &, ¢ = 7 o £&. Notemos que ¢(0) = 7(£(0)) = po vy
c(0) = Tue(0)(§'(0)) = Tuso (X). Entonces:

ST _ _d
(X))
d

ds ls=0 (50 = (Ve(s), J§ <8)>>
= <v0/(0)v¢7 J€(0)>c(0) - <V”¢C(0)

V(§(3>7 60)

s=0

D
"ds

s=0

()

¢(0)

- —vQprO(CI(O),Juo) - <v¢p0, %’ _0J§(S)> . (2.14)
8= Po

Con el tltimo término hay que tener cuidado al calcular la variacién de J&(s),
distinguiremos para ello entre campos verticales y campos horizontales. Si XV €
V(STM), entonces 7, X" = 0 y por tanto ¢/(0) = 0. Més atin £(s) C 7 1(pg) C
STM para todo s € (—¢, €), entonces:

SYM v _ _ i
<V v, X >(uo,€0) B dV(uO,gO)(X) ~ds s:OV(€<S)’£O)
d = d
Cﬂ (00— (T (s >>) = (%o gl 7))
— Vb, JE'(0)),, = — (Vibpo, JXY) (2.15)
Si X" € H(S'M) entonces Vy(5&(s) =0y b JE(s) = JB £(s)=0y
c(s) dsls=0 dsls=0
por tanto:
<VSIMV,X’L> = V4, (¢(0), Jug), (2.16)
(u0,40)
haciendo un pequeno abuso de notacién puede escribirse como:
<VSIMV,X}L> = V4 (X, Jug). (2.17)
(uo,o)
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Finalmente, ya que T(S'M) = V(S*M) @ H(S'M), dado X € X(S'M) pode-
mos descomponerlo como X = X¥ + X" y:
<V51MV, X>

— V4o (X Tug) — (Vibpg, JX) (2.18)

(u0,00) po
De ([2.18)) no es dificil deducir que las propiedades V4) y V5*) dadas para para
el PACy se corresponden con las dadas para el trabajo de Angenent [0 §]
particularizadas a este caso concreto. Lo que finaliza la comprobacion.

En este punto pasamos a enunciar aquellos resultados desarrollados por
Angenent [6l 8] que son ttiles para la comprensién de nuestro problema .
Empezando por el teorema de existencia y unicidad de soluciéon para tiempos
cortos y continuando con un teorema de prolongacién de soluciéon mientras la
curvatura geodésica de las inmersiones esté acotada.

Teorema 2.2.2. (Teorema de [6]) Sea una inmersién diferenciable v : S' —
M, existe una tinica solucién mdzima vy : St x [0,T) — M con condicién inicial
Yo al problema de valor inicial (@

Teorema 2.2.3. (Teorema 9.1 de [6]) Sea una solucion mdzima de
v : St % [0,T) = M con T < oo, entonces limy_,psups: |k| = co. Mds atin,
existe una constante ¢ > 0 tal que

sup k] > , (2.19)
Sl

c
2(T —t)
para todo t € [0,T).
A continuacién enunciaremos el principio de separacién de soluciones.

Teorema 2.2.4. (Teorema 1.3 de [8]) Sean dos soluciones de 0,71 :
St x [0,T;) — M tales que [yo(+,0)] # [11(-,0)] € Q(M). Entonces, en cada
momento de tiempo t € (0, min{Ty, T1}), el numero de intersecciones de yo(-, 1)
y (1),

#{(s0,51) € S" x S'| y0(s0, 1) = 71 (s1, ) } (2.20)

es finito. Este numero no crece con el tiempo y decrece exactamente en aquellos
instantes t tal que vo(-,t) y v1(-,t) tienen un punto de tangencia. El conjunto
de estos instantes t es un subconjunto discreto de (0, min{Tp, T1}).

En la misma linea de demostraciéon es posible obtener el resultado analogo
para los autocortes de la curva, por tanto, procederemos a enunciar el principio
de embebimiento.
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Teorema 2.2.5. (Principio de embebimiento) Sea una solucion de (2.11
v :Stx[0,T) — M, en cada instante t la curva (-, t) tiene un mimero finito de
autointersecciones y este numero no crece con el tiempo, decrece exactamente
cuando y(-,t) tiene una autotangencia.

Una parte importante del trabajo de Angenent se centré en estudiar lo que
ocurre en el limite cuando t — Ty4x.

Teorema 2.2.6. (Teorema 6.2 de [6]) Sea la solucion del problema de valor
inicial (@ v St x [0, Tinsx) — M con condicion inicial la imersion o, (-, t)
converge uniformemente a una aplicacion continua v* € C°(S'; M) cuando
t — Tinsx-

En la exposicién del siguiente resultado, estudio de la curva limite cuando el
tiempo maximo de existencia de solucién es finito, adoptaremos la terminologia
adoptada por Oaks en [46].

Definicién 2.2.1. (Oaks) Diremos que [a,b] C S! es un intervalo singular si
(1) imy_y7_, max{|k(u,t)| : u € [a,b]} = oo,
(“’) ’Y([a7 b]aTméX) = {Q}7 Y

(iii) no existe un intervalo [a’,b'] que contenga propiamente a [a,b] y satisfaga
Teorema 2.2.7. (Teorema 5.1 de [8] revisado por Oaks [46]) Supongamos
que V es C™ con m > 2, entonces existe un nimero finito de intervalos
singulares [aj, b;] en S tal que ’y(Sl \ Ujlay, bl Tméx> estd formado por arcos
C™*2. Fuera de los intervalos [aj,b;] la curva ¥(-,t) converge en la topologia
C™2 0y (-, Trg).

El niumero de intervalos singulares no excede a K(Tmax)/m, donde K(Tmsx)
es la cota superior para la curvatura absoluta total de v(-, Tiax)-

Oaks avanzo en esta direccion llegando a obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.2.8. ([6], [8, [46]) Sea una curva C? simple vy : St — M, entonces
la solucién v : St x [0,T) — M a (@ tal que v(-,0) = () contrae a un
punto en M en tiempo finito o existe para tiempo infinito.

Este resultado fue presentado como un corolario (corolario 6.2) en [46].

La parte original de este capitulo se centra en completar este resultado en
el caso del PACty ([2.2) y obtener aplicaciones para el plano con densidades
radiales.
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2.3. Foérmulas de variacién para el PACqy

Aqui expondremos el conjunto de férmulas de evolucion, asociadas a ,
necesarias para alcanzar los objetivos del capitulo. Estas fueron calculadas en
términos generales en la seccién La traduccién de las férmulas es: H y Hy, se
convierten en k y k,, respectivamente, el elemento de volumen (respectivamente
de 1-volumen) dv, (respectivamente dvg) de M se convierte en el elemento de
longitud ds (respectivamente de 1-longitud dsy) de la curva y las curvaturas
de Ricci (Ric(N,N)) y v-Ricci (Ricy(N, N)) se convierten en las curvaturas

de Gauss K y 1-Gauss K — VQQA(N, N) de la superficie.

Proposicién 2.3.1. Sea una variedad riemanniana con densidad (M, y,ﬂ)
orientable, de dimension 2 y una solucién del PACY v:Stx[0,T) — M,

entonces

o V4N =—Vky, (2.21)
0

. a(gt) = —2kyay, (2.22)

. éi(dst)::——kk¢dsh (2.23)
9 2

[ ] a(dSwt) = —kwd8¢ ty (224)

. %gzzAk¢+k¢@2+?@, (2.25)
ok _
(,T;" = Ayky + ky (k2 + K — V24b(N, N)). (2.26)

Es preciso remarcar el hecho de que el operador de longitud en densidad

Ly:I(M) >R

v = Ly(y) ::/ e¥ds (2.27)
St

es monGtono no creciente a lo largo de la familia de inmersiones {7t }.c(0,7)
solucién del PACvy (2.2)) con condicién inicial 7p, ya que, como se deduce de

(229,

d

—L =— | ke¥ds. 2.2
Lot == [ K eras (225)

Por tanto:
L(t) < Ly (0), (2.29)

para todo t € [0,T).
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2.4. Existencia de soluciéon para tiempo maximo fi-
nito

Abordemos el caso en que la solucién del flujo solo exista durante un cierto
tiempo finito. El estudio de este caso queda englobado en la teoria general
desarrollada por Xi-Ping Zhu [53] para flujos anisotrépicos con Tisx < 00. El
considera el siguiente problema de valor inicial:

Dada una inmersion diferenciable vo : S* — M, encuéntrese una familia de
inmersiones {; : S' = M},ep0m) diferenciables tales que y : ' x [0,T) = M
sea diferenciable y verifique que:

<‘3Z,Jt> Btk + W(1),
7(,0) = Yo(+)-

(2.30)

Con ¥ y & tal que satisfacen las siguientes condiciones:

(Hy) ®, ¥:S'M — R son funciones diferenciables acotadas.

(H3) A< ®(t) < A~! para todo t € S'M, con A constante positiva.
(H3) ®(—t) = ®(t), U(—t) = —U(t), para todo t € ST M.

Este problema queda englobado dentro de los trabajos de Angenent [0}, 8] y Oaks
[46], por lo que el trabajo de Zhu se reduce al estudio de la forma asintética de
las curvas cuando se produce el colapso a un punto; por otro lado, la técnica
utilizada se basa en el trabajo desarrollado por Hamilton [31]. Al particularizar
el trabajo de Zhu al caso en que ® es una funcién constante sobre las fibras de
SYM, se obtiene el siguiente corolario (extensién del corolario 4.2 [53]):

Corolario 2.4.1. ([6}, [8, 46}, [53]) Sea una solucidn mdzima del problema de
valor inicial v St x [0, Tinsx) — M con ® constante sobre las fibras
de S'M, si Tpgx < 00, entonces v converge a un punto redondo en el tipo de
convergencia C*.

Remarquemos que cuando @ es constante igual a 1y U(t) = — <V1p, Jt>,
(2.30)) es equivalente al PAC (2.2) el cual verifica (Hy), (Hs) y (Hs) por tanto:

Corolario 2.4.2. Sea una solucion maxima del PACY
v St x [0, Trnax) — M, si Tmax < 00, entonces 7y, converge a un punto redondo
en el tipo de convergencia C°.

A partir de ahora cuando digamos que una inmersién v € I(M) o una curva
[v] € Q(M) colapsa a un punto redondo serd en este sentido.
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2.5. Existencia de solucion para tiempo maximo in-
finito

En esta nueva seccién trabajaremos con curvas que evolucionan por el PACq)
(2.2) en una variedad riemanninana con densidad (M, g,1) orientable, de di-
mension 2 y que a lo largo del subconjunto donde se da la evolucion, verifica:

i) ij < Cj, para ciertas constantes positivas Cj, j =0,1,2, ... (2.31)

O<E<e?<D, [Vy|<P,

2.32
para ciertas constantes positivas £, D, P;, j =0,1,2,... ( )

i)

iii) El perfil isoperimétrico Z es una funcién continua bien definida que verifica

que si hﬁrn Z(a) = 0 entonces ag = 0. (2.33)
a—ag

Notemos que la condicién iii) la verifica cualquier superficie compacta M y
muchas superficies no compactas para las que existe un recubrimiento compacto.

En particular, R? verifica ([2.33).

Teorema 2.5.1. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g,1) orien-
table, de dimension 2 y que satisface (m y un embebimiento vy : St — M.

Sea la solucion del PACY . v : St % [0,T) — M con condicion inicial o,
supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

» La solucion existe para todo t € [0, 00].

» Eziste un dominio U C M compacto donde las condiciones (2.32)) se
verifican y tal que Sop~y, C U para todo t € [0, 00).

Entonces eziste una reparametrizacion Y(-,t) de v(-,t) tal que existe una suce-
sion {5(-, tx) tren, tk — 00, que converge en C™ a una inmersion y>°(-) C™ que
parametriza una curva C™, cerrada y v-minima de M para cualquier m € N.

Naturalmente U verificara por ser compacto y M una variedad rie-
manniana sin singularidades. Notemos que la existencia de este U se tiene garan-
tizada de forma natural en una gran cantidad de casos gracias a la existencia de
barreras (curvas i-minimas). Veremos diferentes situaciones en la seccién

Para dar la demostracién del teorema [2.5.1] necesitamos unos resultados
previos.

Lema 2.5.1. Bajo las hipotesis del teorema |2.5.1| se cumple la siguiente pro-
piedad:

e Ezxiste una constante ¢ = c(yo) > 0 tal que L(t) > ¢ para todo t € [0, o0].
(2.34)
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Demostracion. Como U es compacto si la restriccién de la inmersion vy a U,

70 : S* — U, no es homotépica a un punto en U, entonces es inmediato.
Supongamos ahora que 7y es homotdpica a un punto como inmersién en U,

70 : S* — U. Debemos probar que existe una constante ¢’ tal que

liminf; ,o L(t) > ¢. Esto es una consecuencia del hecho que probaremos a

continuacién:

“Sea [0, Tnax| €l intervalo méximo de existencia del flujo de (2.2]) (-, 1), si
1lti]fn inf L(t) = 0 entonces Tiax < 00.”
—dmax
Para probarlo, en primer lugar recordemos que la férmula de evoluciéon ([2.28))
implica que L., es mondtona no creciente por el flujo. Esta propiedad, junto con
la hipétesis 0 < E < e¥ < D, da la siguiente cadena de implicaciones:

liminf L(t) = liminf L, (t) = lim Ly(t) =
iminf L(t) O:>t1m1n »(t) O:>t—>17I“2' »() =0

t—Tmax —dmax ax
= lim L(t) =0. (2.35)
t—Tmax
Por la hipétesis (2.33)) se sigue que lim;_,7_, L(t) = 0 implica lim;_,7_, A(t) =
0. Entonces, existe tg € [0, Tiax[ tal que,
CoA() + (PL+1)L(t) <7 para todo t > 1. (2.36)

De (2.28), (2.32), la férmula de Gauss-Bonnet y la desigualdad aritmética 2 +
1 > z, se sigue:

%L¢(t) = —/ kjdsy < —E/ kidsy < —E/ (ky — 1)ds,
7('7t) ’Y('?t) 7('7t)
E(L(t) . / kwdst>
’Y('vt)

L(t) —/ /-cdst +/
v(t) 7(,

<E (P1—|—1)L(t)—/( )kdst>
vt

(Vu,N) dsy)
1

=FE((P1+1)L(t) — 27 + /Q de§>
< B((P + 1)L(t) — 27 + COA(Qt)>. (2.37)

Remarquemos que para aplicar la correspondiente férmula de Gauss-Bonnet
hemos utilizado que las inmersiones 7(+, ) son homotdpicas a un punto en M.
d

De (2.36) y (2.37) concluimos que %Llﬂ < —7E para todo t > tp, por tanto

el tiempo maximo de existencia T4« es finito. Lo que finaliza la demostracion

de (239). O
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Lema 2.5.2. Sea una variedad riemanniana con densidad (M ,g,)) orientable,
de dimension 2, que verifica @ Y y sea un embebimiento vy : St — M
que evoluciona bajo el PACY . Siyo verifica ky > C > Pr++/Co+ Pa+1,
entonces ky(-,t) > C para todo t € [0, Tinsx)-

Demostracion. Por (2.26]) la férmula de variacién de &y es:

d _ .
Tk = Aky 4 (V, Vi) + ky(F + K — V2(N, N)).

Pero, de las hipétesis (2.31) y (2.32) si ky > P1 ++/Co + P> + 1 entonces,
B2+ K — V(N N) > (ky + (Vib, N)Y)2 — Co — Py
> (kw—P1)2—Co—P2 > 0,
y el lema se deduce desde el principio del méximo parabdlico. O

Lema 2.5.3. Si s; denota el pardmetro arco de la curva parametrizada por ¢

solucion al PACY (2.2), se cumple que:
[0, 0s,] = kykOs,. (2.38)

Demostracion. Parametrizando la curva del enunciado por el dngulo a de St

1
———— 04 ¥, usando la férmula (2.23)),
dSt (aa)

tenemos ds; = ds(0y)da, entonces ds, =

B 1 gk gk B
[&5, 8St] = 8t <d8t(8a)>aa = 7d8t(aa)2d8t(aa)8a = 7(1515(8&)6& = kwkagt.

O

Para enunciar y llevar a cabo la demostracién del siguiente resultado, nece-
sitamos introducir notacién previa. Las letras mayusculas J denotaran multi-
indices con una cantidad de entradas finita y con dichas entradas pertenecientes
al conjunto de los nimeros naturales, J € N?. Consideraremos que todas las
entradas j; de un multi-indice J = (ji, ...., jq) estdn ordenadas del siguiente
modo j1 > j2 > -+ > jg > 0. Por ello, introducimos el siguiente conjunto:

Jg ={0U1, -+ d¢) €NY0 < jg <jg1 < .. <51 <n}

Dado J € Jy, denotaremos por o(J) := ji, |J| := j1+... +jg, dim(J) := ¢ y por
n(J) := nimero de elementos de J no nulos (n(J) < dim(.J)). Dadas J, K € Jy

y f € C®(M), por 8ky y va denotaremos a:
8;11431/, = 8? k¢ s agn(J) k:¢,
VKf Eﬁ“f@...@ﬁkn(i’()f,
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si J, K =(0,...,0), entonces:
J _
85 k"d) = 1,
va =1.

El siguiente resultado tiene importancia en si mismo al margen del objetivo
de la seccién.

Proposicién 2.5.1. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g, )
orientable, de dimension 2 y con ¢ € C’”+2(@ para un cierto n € N y sea
una solucidon del PACY v:St % [0,T) — M. Entonces

0 n n n 7
aas k‘w = AQ/’ (85 kqj;) + (anD + an1k¢ + angki)as k‘¢ + Z aiJk¢8gk¢, (239)

dondei+|J|>1,i<n+1,0(J) <n-—1,|J| <n, ylos coeficientes “a..” son
polinomios en las variables V' K, Vmw, m=1,...,n+ 2 que actian sobre Js
y/o N, y algunos de ellos pueden ser cero.

Ademds, el conjunto de indices del sumatorio de los términos que no tienen
VK wverifica la relacion i + |J| +n(J) 4+ |K| = n+ 3 y los polinomios “a,;”
satisfacen que todos sus monomios que contienen a VKQ/) verifican que |K| =
2— 7.

Demostracion. Si utilizamos la regla de conmutacion obtenemos:

n—1
0107 (k) = 03 0ky + > (k0 " ky),
=0

(ver la proposicién para su demostracién). Si ademds aplicamos la férmula

de variacién para ky:
n—1
0y(0ky) = O (Awp +ky (K2 + K — V(N, N))) + 3 0 (kO ky).
= (2.40)
Ahora calculemos cada uno de los términos de :

O (Ayky) = 072 ky + O (Vah, Viky)

=A@k + 0w 22k + 3 (7)o 0,
=1
= 8y(O7ky) +m O Oky ) (7) O p 9T ik, (2.41)
=2
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07 (ky (K + Ricy(N, N))) = (07ky) (2 + K — V-9 (N, N))

~ (n i 7R v n—i
+)° <i>as(k2 + K —V (N, N) ky,
i=1

(2.42)
> Oi(kypkdy ky) = kypkOTky + Y O (kykd] hy). (2.43)
i=0 =1

Adems4s de la notacién basada en multi-indices, que se introdujo antes de
enunciar la proposicién, vamos a introducir la siguiente notacién para agilizar

los célculos. Dada f € C*°(M), por

s, 1
> sk ikl 0ky cV paV'y),

denotaremos el sumatorio sobre los indices i, J, K, [, sujetos al siguiente conjunto
de restricciones:

i+ || +n(J)+ |K|+l=m+r,
0<i<m+r—s,oJ)<t olK)<m+r—s,
s <l <s+t,

0 <dim(J) < [(m+r—s)/2],
dim(K)=m+r —s,

Hili=tr <L

Algunas de las constantes C; j g ; pudieren ser cero y C(?K@z) ® v f) denota

=K = .
al tensor V¢ ® v f actuando sobre |K|+ [ copias de 05 y/o N. En el caso
en que f =1, | pasard a formar parte del multi-indice K y como consecuencia
natural, algunas de las restricciones de indices anteriores se veran afectadas:

i+ |J|+n(J)+ K| =m+r,
s<o(K) <max{m+r—s, s+t},
dim(K)=m+r—s+1.

Por el apéndicetenemos que existen constantes ¢; i (diferentes para cada
férmula), tales que:

1,m—2
Op = V"D, 05) + Y iy ikl Ok C(V 0),  (2.44)

m,0
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2,m—1
O (VN N) ) = V" 20Dy 00, NoN) 3 i skl 0k OV ),
m,2

(2.45)

Ok =0 (ky + (Vy,N))
1m—1

= 97 ky + V(05 00 N+ Y i ikl 07ky C(V 0, (2.46)

m,1
1,m—2
K =V"E (@, 0) + > ciyr ikl 0k, CV 0@ V'E).  (2.47)
m,0

Esto, incluyendo los coeficientes binomiales en las constantes y renombrando
las constantes c; i en la dltima igualdad, da para la derivada de k?:

K=Y (?) Ok ok

/=0

m 1,0—1
=Y (?) Ok + COV )+ iy ik, 07k C(V™ )

=0 01

1,m—f—1
Ok +COV" T )+ ST k00K, (V)
m—~,1

=2 (C(ﬁlﬁ) + kw) 8;”/% + Z C; JKk,’fb agkw C(vK'Lﬂ), (2.48)

donde el dltimo sumatorio es sobre todos los coeficientes i, J, K con ¢ < m,
|J] <m—1, o(J) <m—1y algunos de los ¢; y x son cero. Mds ain, se verifica
la siguiente relacién sobre los indices i + |J| +n(J) + | K| = m + 2.

Y juntando todo esto en (2.41), (2.42) y (2.43), obtenemos:

O (Apky) = Ap(0ky) +n (vzw(as, 0) + ky C(V)) + C(Vy @ W)) 9"k,

n 1,6—1
n\ [ =1+t i =K 1
+) <£> VT (0ss o 05) + D iy ikl 0y C(VT ) | 90 kg,
(=2 14+24,0

(2.49)
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97 (ky (k* + Ricy(N,N)))
- (ki +2(Ve, N) by + (Vi NV + & = V29(N, N)) (07 ky)

n—1
2(C(V) + ko) kydltky +2) (Z) (C(VW) + k) k0 ey

(=1

> (j) [Z ks 0k C(T™ )
=1

1,6—2
+ (vEK(as,...,as) + 3 cisrrkl, 07k, C(V" ®V7"K)>

2,0
2,4—1
_ (vf”w(as,...,as,zv, N)+ > cixhi, agkw(v%))]ag%,
2,2
(2.50)
n—1 r ,
Za’" (kypkd?"ky) = kpkOlky +> > (j)ag k0 k)0 ke
r=1 j=0
n—1r—1 r
= kykdky + Za’“ (kpOl k)b +> > (])aﬂ kO k)0 ke
r=1 j=0

n—1
= n(ky, + ky (V, N)OTky + (ky + (Vi N)) D Z ( )a%wa" Ky
r=1 ¢

n—1r—1

+3) < )aﬂ kO k) <8§‘jkw + oV Ty

r=1 j=0

1r—73—1
+ ) cikl a;’kw(v%)). (2.51)

r—g,1

Observemos que, con la excepcién del término Ay (97 ky), todas estas ex-
presiones ([2.49), (2.50) y (2.51) tienen la forma:

(ano + amiky + an2k )0 ky + > aiski, 0l ky, (2.52)

donde i+ |J|>1,i<n+1,0(J) <n-—1,|J| <nylos coeficientes “a.” son
polinomios en las variables V'K, V"1, m =1, ...,n + 2 que actian en O, y/o
N y algunos de ellos pueden ser cero.
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En concreto los coeficientes “a;,;”son:

n0 + ky + anak? = n (V%(as, ) + ky C(VY) + C(Vyp @ WJ))
k2 +2(V, NYky + (Vo N + K = V(N,N) +2 (C(VY) + ky) ky
+ n(ky, + ky (Vip, N))

= C(V'9) + C(V @ V) + K + C(V)ky + (n + 3)k2,

por tanto:
ano = C(V0) + C(Veh @ Vo)) + K, (2.53)
an1 = C(V), (2.54)
ana =n + 3. (2.55)

De forma que todos los términos “a,;"de , salvo el iltimo de a,, verifican
que |K| =2 —j.

En cuanto al orden méximo alcanzable por Vmw en vemos que en el
ultimo paréntesis del ultimo sumatorio aparece el término

V(s ey 05y N, Ny,
y puede comprobarse que no existe ningin otro con mayor orden, por tanto
o(K)<n+2.

Ahora vamos a comprobar de forma explicita que los términos del sumatorio
de que no contienen a V'K verifican la igualdad i + |J| + n(J) + |K| =
n + 3. Para ello comprobaremos todos los términos de (2.49)), (2.50) y (2.51)
que contribuyen a dicho sumatorio. Las sumas de los indices se presentaran al
principio en la forma i + |J| + n(J) + | K| manteniendo el orden y agrupéndolos
en funcién del conjunto al que pertenecen (i, |J|, n(J) o |K|).

En comprobamos los dos términos del sumatorio de la segunda linea:

Primer término:
n+1—0+1+1+0)=n+3.
Segundo término:

i+ (J+n+1=0+nJ)+ 1)+ |K|=n+2—-14
+@+J+nJ)+|K)=n+2—L+(1+¢)=n+3.

En (2.50) comprobamos el tltimo sumatorio de la tercera linea (primer y
segundo término), dentro del sumatorio final que empieza en la cuarta linea
estudiamos el sumatorio de la cuarta linea (tercer término) y el sumatorio de
la dltima linea (cuarto y quinto término):
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Primer término:

l+n—-0)+2+1=n+3.

Segundo término:

1+ +n—0)+2=n+3.

Tercer término:

Sit#n:i+(|J[+n—-0)+n(J)+1)+|K|l=n+1-4
+ @+ +n()+|K))=n+1—0+({£+2)=n+3.
Sit=n:(+1)+|J|+n(J)+|K|=1+{+2)=n+3.

Cuarto término:

Sit#n:(n—0)+14+{+2)=n+3.
Sil=n:1+{+2)=n+3.

Quinto término:

Sil#n:i+(J|+n—-0)+n(J)+1)+|K|l=n+1-4
+ @+ || +n(J)+|K])=n+1—L+({+2)=n+3.
Sit=n:(i+1)+|J|+n(J)+|K|=1+{+2)=n+3.

Finalmente en , comprobamos el ultimo sumatorio de la tercera linea
(primer y segundo término) y el sumatorio final (tercer, cuarto y quinto término).
En el sumatorio final habra que diferenciar cada uno de los términos en dos ca-
sos, va que al desarrollar

J .
O (R hy) = ky 02" kg + Y <7Zz> O ey N
m=1

aparecen dos situaciones diferentes cuando m = 0 y cuando m # 0. Procedamos
a realizar la comprobacién:

Primer término:

1+(l+n—-0)+2=n+3.

Segundo término:

(L+n—0)+2+1=n+3.
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Tercer término:

Sim#0:(m+n—r+j—m+r—j)+3=n+3.
Sim=0:1+(n—r+j+r—j)+2=n+3.

Cuarto término:

Sim#0:(m4+n—r+j—m)+2+(r—j+1)=n+3.
Sim=0:14n—-r+j)+1+(r—j5+1)=n+3.

Quinto término:

Sim#0:i+(m+n—r+j—m+|J|)+ (n(J)+2)+ |K]|
=n+2+j—r+0G+|J|+n(J)+|K|)
=n+2+j—r+(r—j+1)=n+3.

Sim=0:(+1)+n—-r+j+|J))+ n(J)+1)+|K|
=n+2+j—r+(r—j+1)=n+3.

O

Demostracién del teorema [2.5.1] Daremos la demostracién en varios
pasos:

Paso 1. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g,e¥) orientable,

de dimension 2, que satisface (2.31)) y (2.32) y sea una solucion del PACY (2.2))
v : St x [0,00) = M que verifica . Entonces, existe una constante C > 0

independiente de t, tal que

féllf |ky (-, )| < C, para todo t € [0,00). (2.56)

Demostracion. Procederemos por reduccién a lo absurdo. Supongamos que

para toda C > 0, existe tg = to(C) tal que fé11f |ky (-, t0)] > C.

Dada C > 0, arbitraria y fija existen dos posibilidades:

ky (s, to) = |ky(s,t0)| > C >0, Vs € S, (2.57)
o

ky(s,t0) = —|ky(s,t0)| < —C < 0, Vs € S™. (2.58)

Tomemos C' = P, ++/Co + P, + 1.
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En el caso (2.57), por el lema ky(s,t) > C para todo (s,t) € S x

[to, 00). Entonces:

thw——/ kjeVds < —C* Ly < —C* EL < —C* E ¢ <0,
Sl
donde hemos utilizado en la segunda desigualdad y en la tercera.
Lo que implica T4 < 00 en contradiccion con la hipdtesis de que la solucion
(-, t) estd bien definida para todo t € [0, c0).

En el caso , cambiamos la orientacién de la variedad ambiente M.
En esta nueva orientacién ky(s,tg) > C' > 0 y el problema queda, por tanto,
reducido al caso . Lo que finaliza la demostracién del resultado. O

Paso 2. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,q,1)) orientable,
de dimension 2, que satisface y (2.32) y sea una solucion del PACY)
v : St x [0,00) = M que verifica . 81 esta solucion existe para todo
t € [0, 00[, entonces:

h’m/ k2 (s,t)dsy, = 0. 2.59
) »(8,t)dsy (2.59)

Demostracion. Necesitaremos calcular la variacién de la norma Li de ky(-,t) €
C(S1). Usaremos (2.31), [:32), (L40), [2:26), Ricy = Kg—V ¥y

k2 = (ky + (Vo N))® < k2 + 20ky | P+ PP < (14 2Pk + PY + 2P,

con el fin de obtener

i Lot Ll :
—_ k dSw = 2k‘¢8t(kw) —k dSw
at Sy SOk d

= / _2k‘¢ (Awk‘w —|—]€¢,(k2 —1—%1[,(]\7, N))) — ki] dsy,
’Y('?t) )

/ , 2k2E2 — kL — 2(Bsky)? + 22 Ricy (N, N)] dsy
|

)

(.
<a / kydsy + b /
’7('7t) ’Y('

para algunas constantes positivas a y b independientes de t.

Con el propdsito de acotar el primer término de la dltima desigualdad,
necesitaremos probar que existen constantes aj, by > 0 independientes de ¢
tales que:

ke dsy — 2 / (Osky)?dsy, (2.60)
t) Y(-1t)

)

méx k7, < ap + bl/ (Osky)?dsy, Yt € [0,00). (2.61)
v(t) v(t)

De hecho, por el Paso 1, existe una constante C' > 0 de modo que:
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infg1 |ky(-,t)| < C, para todo t € [0, 00).

Dado cualquier ¢ € [0, 00), arbitrario y fijo, sea so € S, s9 = so(t), verifi-
cando |ky(so0,t)| < C. Por integracién:

S1 S1
(1) < |kw(so)|+’/ 8sl<:¢dst‘ <c+‘/ Dok
s0

S1
< f\/c2 a I%)stt) (/ dst)
S0
< \f\/C'2 + = / (Osky)2e¥dsy,
'Y(”t)

donde hemos utilizado la desigualdad de Holder en la tercera desigualdad y
(2.32) en la cuarta. Ya que Ly (t) es mondtona no creciente, se obtiene de la
expresién anterior:

2L, (0)
maxk2 <20? + A\t / Oky)2dsy,
max ™ Ww( w) dsy

lo que prueba (2.61)).

Al sustituir (2.61) en (2.60)), tenemos que existen constantes positivas ag y
by independientes de ¢ que verifican:

T NG
— kydsy < —2 (Osky)“dsy
dt [y (1)

~(-

+ ag/ kid5¢ + bg/
(1) v(-t)

)

ki dsy / (Osky)*dsy,
v(t)
(2.62)
para todo t € [0, 00).

1
Por otro lado, dado un ¢ arbitrario, con 0 < € < = existe t; = t1(e) tal

2
que:

/ kidsd, < g y / / kidsw dt < &% para t € [ti(e),00[. (2.63)
7('7t1) 3 'Y('vt)
Notemos que:
dL tdr
Ly(0 / wdt / d—twdt para todo t € [0, 00), (2.64)
0

esto junto a la féormula de variacién (2.28)) nos da que:

ty
Ly(0) > — lim —dt lim / / kwdsw dt,

t—o00 0 t—o00
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lo que implica (2.63)).

Para cualquier ¢’ en el que se cumpla la desigualdad:

/ ki dsy < 1/by, (2.65)
'Y("t/)

sustituyendo en la desigualdad ([2.62]), obtenemos:

d ‘ / 2 / 2 2
— k d8¢ < - (8sk¢) dSw + ag k d8¢, (2.66)
dtli=t Jop A-t) Aty

Tomemos el t; = t1(¢) de la desigualdad ([2.63). Vamos a probar, por reduc-

cién a lo absurdo, que:

/ kidsw < g, para todo t > t;. (2.67)
7('7t)
Supongamos que ty > t1 es el primer ¢ tal que f7(~ t2) k;idsd, = £. De modo

que 12.65) queda satisfecho para cualquier ¢’ € [t1,t2] y podemos usar a su vez
([2.66)) en el intervalo [t1, 2] para obtener:

€ 2 q
</ k2d8¢—/ k2d8¢:/ / k2 ds, )dt
2 S ¥ Gt h <dt o )

to e’}
< / CLQ/ kidsqb < ag/ / kidb‘wdt < a2€2.
31 v(5t) 31 y(t)
1

Esto implica que 2an < g, pero € arbitrario, lo que nos da una contradiccién.
a

Asi la sentencia (2.67) es cierta y finalmente obtenemos (12.59)). O

Paso 3. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g,1)) orientable,
de dimension 2, que satisface (2.31) y (2.32) y sea una solucion del PACY)
v : St x [0,00) = M que verifica . Si la solucion existe para todo
t € [0,00][, entonces:

lim (0ky)?dsy = 0 para todo mimero natural n. (2.68)
t=ro0 ’Y('?t)
Demostracion. Lo probaremos por induccién. Cuando n = 0, (2.68]) es exacta-
mente (2.59). Ahora supongamos que (2.68)) es cierto para las derivadas de ky,
hasta orden n — 1 y veamos que también es cierto para la derivada de orden n.

Como en el caso n = 0, empezaremos calculando la derivada con respecto a t
de la norma Li de 9%ky, € C°(Sh):

d
G [ @krdsy = [ [0k 005 (k) - @0k dsy, (209
'Y("t) AY(':t)
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asi por (2.39)) y usando también ([1.40]), podemos escribir:

d

a /., t)(@?kw)m = / 207Ky (A (k) + (@m0 + aniky + an2k?) O hy
A

’7('7t)
+ Y aikiolky ) = K3 (00ky)?] dsy

(0 hy) dsy + 2/ (n0 + aniky + anok) (05 k) dsy
7('7t)

5o [ (HoTk) @k (2.70)
v '7t

Con las restricciones sobre los indices del ultimo sumatorio dadas por la propo-

sicién en particular ¢ + |J| > 1. Ahora, debemos estimar cada uno de los

sumandos de (2.70). En primer lugar, observemos que si sg € S! es un punto
critico de 8§_1k¢(-), para cualquier otro punto s; € S', j > 1, tenemos:

. E . S1 X S1 .
010k) s0)] = 1080k} (s1) — D2k o)l = | [ 00 huds| < [ jo2 ks
S0 S0
L™ iy v 1 2 [ gy 1200 v
<5 |10l s < SLuGle) ([ 100 ko Peas
S0

50
) 1/2
ELm)”Z( / razj“kw\?ewds) ,

Y

donde hemos usado la hipétesis 0 < E < e¥ y la desigualdad de Hélder. De
esto concluimos que:

IN

1

wdx(O(k) < Lo [(@1 ke Pdsy  parajzl (27
il

y usando esta acotacién, obtenemos:

. 1 .
/(8§kw)2ds¢ < Elep('y)Q/(@ngw)Qd% para j > 1, (2.72)
g g

1
/ (ky)? (00 ky)?dsy < ﬁLw(fy) / kfbdsw / (00 ky )2 dsy. (2.73)
v Y Y

Necesitaremos también la siguiente acotacion, alternativa a (2.72)), que podemos
obtener usando la acotacién 0 < E < e¢¥ < D de (2.32), la desigualdad de
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Holder y la integracion por partes:

1/2 1/2
/ (00ky)?dsy < D / (0ky)2ds < D( / (8;‘_1@)2(13) ( / (8§+1k¢)2ds)
v Y v

Y

1/2 1/2
( / (aﬁlkﬁdszp) ( / (3§+1kw)2d8w>
Y Y
1/2
(/(aglk¢)2d8¢> <1 +/<8§+1k¢)2d8¢>. (2.74)
v v

Las desigualdades (2.73)), (2.74) y = < 1+ 22, nos dan una cota para el segundo
sumando de (2.70)). Esta cota nos permitird probar nuestro objetivo.

Ahora estudiaremos el tercer sumando de ([2.70) empleando las desigualda-

des (2.61)), (2.71)) y (2.72) junto con la desigualdad de Holder y la de Young
para obtener:

<

IA
@Yo =IO

Zau/ kwa‘]kwa kwdszp < Z i [/ (ankw)Qd&p —|—/ kii(ajk¢)2d3¢]
(1) v(5t)
:(Z“U)/ (k) ds¢+zalo/ k3idsy
27 Sy iz 2
a5y
+ Z [Y k 8Jk¢ 2d8w
, i—1

< (Z“;’)/ (8§k¢)2dsw+zaéo<c1+@/ (ask;w)stw) / ki dsy

'Y(' t) 1#£0 7('7 ) 7('7t)

+ Z dis Lo(y 1(614—02 (Dsky)ds )1
9 E2(g-1 ) sty ¥

X / (07 ky)2dsy / (072 k) ?dsy - - - / (4 ky)2dsy.
v(t) v(5t) v(5t)
(2.75)
Aqui queremos remarcar que i < n+ 1y que n(J) > 1 implica n > 1 ya que
o(J) <n-—1.

Si utilizamos las desigualdades (2.73)), (2.74]) y (2.75]) en (2.70]) y si tenemos
en cuenta que ky, < 1+ ki, obtenemos:
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CZ/ (02 k) dsy < —2/ (0 ky)® dsy
7('7t) Y

('7t)

L
+2(an1 + an2) wE(J) / ki, dsy / (00 ky )2 dsy,
’Y('J) ’Y('vt)

1/2
i\ D _
+ (2an0 + 2an1 + Z 4y )% ( / GA 1k¢)2dsw> (1 + / (8?“k¢)2ds¢>
7('7t) 7('7t)
, i—1
+ Z % <61 + co / (63k‘¢)2d8¢) / k‘id8¢
; ) )

(5t (5t
1

aiy L¢ )a- ) i
+ Z 5 E2(q ) (61+62 [y(.’t)(f)skd,) dS"Z))

<[ @ksy [ @tk dsy e [ (@ sy,
'Y('rt) ’Y('vt) '7('»t)
(2.76)
Cuando n = 2 aparece un término con js = 1 que da lugar a fv(- t)(é?;‘k:w)stw
en la ultima linea de la anterior expresion. En este caso aplicaremos (2.74) a
este término.
Debido a la hipétesis de inducciéon, dado cualquier &, > 0, arbitrario y

fijo, existe t* > 0 tal que para todo t > t* la suma de los coeﬁciente de
f“/( t)(ﬁ ntl k¢)2d3¢, que no estan en el primer sumando de , es menor

que 1 y la suma de los términos que no contienen f7(~ 0 8§L+1kw)2ds¢ ni

1/2
(f (.t )(8 - k¢)2d3¢) es menor que &,. Usando esto, podemos escribir ([2.76])

como

1/2
al ks S0k ( / ( t)(8§_1k¢)2d3¢> Cem
e (s

para todo t > t*, con C,, > 0 uniforme. Por otro lado, si repetimos el proce-
so anterior para obtener (2.76]), pero sin usar (2.74)) y sin olvidar el término
negativo que contiene la derivada de orden superior, obtenemos:

d
pn (agilkw)zdsqb < —/ (a?k¢)2d8¢ +ép—1+ Dn/ (agflkwydsd,.
’Y('vt) 7('7t) 'Y(':t)

(2.78)

Denotemos por g;(t) = / (07ky)?dsy, 7 =0,1,...,n, ..., asi las desigual-
vt
dades (2.77) y (2.78)) pueden reescribirse en estos términos como:

In-1(t) < =gn(t) + Dpgn-1(t) + en-1, (2.79)
gn(t) < en+ Cugna(H)'/2. (2.80)
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Usando nuevamente que lim;_,o gp—1(t) = 0, para todo € > 0 existe un ty =
to(e) tal que 0 < g,,_1(t) < €2, para todo t > to. Por (2.80) ¢/, (t) < Cpe + &,
para todo t > ty. Al integrar conseguimos:

gn(t2) — gn(t1) < (Che +€p)(ta — t1), para todo to >t; >ty (2.81)
y por (2.79):
g 1(t) < —gn(t) + Dpe? + £,_1, para todo t > tg. (2.82)

Ahora probaremos por reduccién a lo absurdo que el lim; o gn(t) = 0.
Supongamos que existen C' > 0 y {tx}72, thy1 > ti, t1 > to tales que
limg o0ty = 00 ¥ gn(tr) > C para todo k € N. Por (2.81)) tenemos

C C

gn(t) > 57 para todo t € [méx{to,t]—m},t]] 7£ @, para todo ] e N.
Entonces, a partir de (2.82]),

/ C 2

gn-1(t) < 5 T Dpe” +éen-1, (2.83)
C
todo t € [méax{ty,t; — ——— V. t:] £ 0, v jeN.
para t0do [max{ (R%] Q(Cn5+5n)} J] 7é® Y J

C
Elijamos €, e,-1 y j(¢) tales que A(e) := 5 (Dpe?+ep1) >0y sj =1t —

Aozt en) > to para todo j > j(¢). Entonces ¢/, ;(t) < —A(e) y gn—1(t) < &
para todo t € [s;(€),t;], j > j(e). Si integramos la desigualdad (2.83)):

0< gn71(t) < gnfl(sj(g)) - A(€)(t - Sj(e))7

para todo t € [s;(e),t;]. (2.84)
Para un ¢ suficientemente pequerio el tltimo término de (2.84)) se anula cuando
2
_1(s;(e
t=sj(e) + gnil((i_j)()) < sj(e) + % < t;j. Con estos valores de € y j(¢), se

llega de nuevo por (2.84) a que, para j > j(¢)

0 < gn-1(t) < gn-1(s(e)) — Ae)(t = 55(¢)) <0,
2

para todo t €]s;j(e) + t;[

Ale)"

Lo que nos da una contradiccién. Por lo tanto, lim;_,« g, () = 0 lo que finaliza
la demostraciéon del Paso 3 por induccién. O
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Paso 4. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g,) orientable,

de dimension 2, que satisface (2.31] 2.32) y sea una solucion del PACY
. ) v : St x [0,00) = M que Uemﬁca 2 . S1 esta solucion existe para todo
t € [0, 00[ entonces, para todo m = 0,1,2,. 0;”14:1;, converge uniformemente a

cero cuando t — 0o.

Demostracion. Este hecho es una consecuencia de , , la propiedad
L, mondtona no creciente, la condicién y la siguiente desigualdad cuya
demostracion se deduce a partir de las ideas utilizadas para probar . Para
cada t, sea sg el punto donde |0} ky(so0,t)| = ?218111 |07 Ky (s, t)|, entonces:

S1
o (s1)] = [0 k(o) + [ 07 by

50
< 1/ |07 k| ds 4L |0m k| ds
L) Sy S TV E Sy Y

1/2 . 1/2
< ( / (0ky)? ds¢> += (LW&)/( t)(aénﬂkw?d%) :
AW

para todo s1 € [0,Long (y(t))). Por el Paso 3, esto va a cero cuando t — 0o y
asi el Paso 4 estd probado. O

Nota 2.5.1. El Paso 4 junto al teorema generalizan al caso con densidad
el teorema dado por Grayson en [29] para el PAC .

Demostracién. Paso 5: Fin de la demostracién del teorema [2.5.1]. Por la
hipétesis de que la evolucién de v estd contenida en un subconjunto compac-
to de M, se deduce que 7(-,t) estd uniformemente acotada. Para probar que
|0gy(0,1)| esté también acotada, notemos que dsy = |9pv(0,t)|e¥d0 y la formu-
la de variacién nos da que 9;(|0py(0,1)]e¥) = —k2 +1007(0, t)|e¥, entonces
O¢ In(|0gy(0, t)|e¢) —k‘Q Por lo tanto |9py(6,t)|e? es decremente respecto de
la variable t y, ya que ew esta acotada por la hipdtesis (2 ,

|0gy(0,t)| también estd acotada por una constante independiente de ¢. (2.85)

Ahora reparametricemos y por u = es decir, consideremos (u,t) =

St
27TLt’
v(p¢(u),t) donde, para cualquier ¢ > 0, ¢; es la inversa de la funcién 6 —

0
Ogy(0,1)|d0 ~
Jo 1967(0, )] _ st(ﬁ)' Ya que ¥(-,t) v 7(-,t) son geométricamente la

21 [2719py(6,1)|d6 2Ly
misma curva, todas las estimaciones que tenemos para k, ky, 7'k 'y 07k, son
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las mismas para ambas parametrizaciones. Mdas aun,

8St 8m8t

5 wLy 5 0 para m > 2, (2.86)
2

92~ = kN, (2.87)
3

Ry =0k N—kT, (2.88)

Oty =02k N -0k kT -0k T —k* N, (2.89)

Oy =0k N —2 0%k k T — (0:k)°T — 0ok k> N — 9%k T — 3k 0k N + kT,
(2.90)

Oy = &k, sk, .., 07 K)T + Gk, Ok, ..., O %K) N, (2.91)

donde &, ¥ Gy son polinomios en k, 95k, ..., 0™ 2k de grado menor que m — 1,
donde el grado de cada monomio se obtiene contando el grado de 84k como
j + 1. Al usar estas férmulas para el calculo de 9,7, obtenemos:

- 0s
’8u7| = |87utast'7| = ‘27['Lt85t7‘ =27 Ly, (2'92)

0271 = (2w Le)*05 7] = (2mLe)? K],

0,7 = (2mLe)™ /€2, + (. (2.93)
Por el Paso 4, (2.46) y la hipétesis (2.32), se concluye que /€2, + (2,

estd acotado por una constante independiente de t. Gracias a (2.32)) tenemos
que L(t) = f,y(,7t) e Vdsy < %LM%-,O)). De este modo, para cada m, por el
teorema de Ascoli-Arzela, existe una sucesién {7(-,t,) }nen que converge C™ a
una curva C"™ que, por el Paso 4, tiene ky = 0. Y lo que es mas, por (2.92)) y
la curva limite es regular.

Podemos obtener una sucesién {7(+,t,) }nen independiente de m usando un
argumento diagonal de la siguiente forma. Primero, para m = 1, aplicamos
el teorema de Ascoli-Arzela (utilizando que ||, |0,7] v |027| uniformemente
acotadas) para obtener una sucesién {7(-, t,1) }nen que converge en Ct a (-, c0)
curva C!. Aplicamos de nuevo el teorema de Ascoli-Arzela (utilizando que |7,
10,7, 1025] v |035| uniformemente acotadas) para obtener una subsucesién
{50 tn2) tnen de {3(-,tn1) bnen que converge en C? a una curva C?, que por
unicidad del limite C*, es la misma curva (-, 00). Continuamos el proceso de
induccién para conseguir una sucesién de subsucesiones {{5(-,tnm)}neN}m N
cuyo término m-ésimo converge en C™ a (-, 00) y el término (m + 1)-ésimo es
una subsucesion del término m-ésimo.
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%('77&11)’ 7(%21)7 T :Y/('?tnl)v A ;?(700) CI(SI)
j(.’t12)’ i(.7t22)7 e i(.7tn2)’ e s j(’oo) 05(81)
R
i(‘vtlm)a i('?tQm)v T ?('Jnm)v A ;)7(700) Cm(Sl)

Entonces, para cualquier m, la sucesién diagonal {7(+, t,) fnen converge en C™
a (-, 00). Probemoslo, fijado m € N para todo € > 0 existe n,, = n,(e,m) € N
tal que

| 7(-;00) =5 (s tam) [lems1y< €, para todo n > ny,. (2.95)

Por otro lado {t,n}n>m es una subsucesiéon de {tpm }nen. Entonces dado € > 0
arbitrario y fijo podemos tomar n* := méx{m,n,,} € Ny

[ 7(-;00) = (s tan) llom(s1)< €, para todo n > n*. (2.96)

Por tanto {7(-, tnn) }nen converge en C™ a 7(-, 00). Esto finaliza la demostracién
del teorema 2511 0

Nota 2.5.2. El teorema junto al teorema generalizan al caso con
densidad el teorema dado por Gage en [27] para el PAC .

2.6. Caso particular: El plano euclideo con una den-
sidad radial

En esta seccion estudiaremos varias situaciones concretas en el plano euclideo
R? con una densidad radial donde puede darse una descripcién de la evolucién
de una curva inmersa v : S' — R? cerrada por el PACy) para una fami-
lia bastante amplia de las mismas. Las diferentes situaciones de estudio vienen
marcadas por la posicién del soporte de la curva inicial (acotar o ser acotado)
respecto los circulos 1-minimos centrados en el origen. Por otro lado, en el
capitulo T se vio que la densidad radial ¢ tal que ¢/ = —1/r juega un papel
especial entre las densidades radiales, el préximo teorema pondra en relevancia
este hecho.

Al estar trabajando con curvas embebidas en el plano euclideo R? conside-
raremos que el normal NV a la curva v es el normal interior.

En el siguiente resultado (teorema, el caso (a) se corresponde con una
densidad diferenciable y el (b) considera los casos andlogos cuando 1 tiene una
singularidad en el origen.
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Teorema 2.6.1. Sea el plano euclideo R? con una densidad radial 1 = 1(r) tal

1. . .
que los grafos de 1)’ y —— intersecan transversalmente en un conjunto discreto
r
de puntos 11 < ro < ---. Sea una curva o diferenciable, orientada, cerrada,
simple y cuyo soporte acota un dominio Qy C R2. Sean rmax Y rmm la distancia
mdzima y minima de o al origen, respectivamente. Supongamos que tenemos
una sucesion de ceros T, de ' + — que va a oo o que el soporte de la curva
r
Yo estd contenido en el disco centrado en el origen cuyo radio es el mayor cero
1 1 3
de ' + - oY + - > 0 después del mayor cero de 1)/ + - pueden darse los

siguientes casos:
(a) Si ) es diferenciable en R?, entonces:

a.1 S rmsx < 11, bajo PACY , Yo colapsa a un punto redondo en tiempo

finito. En particular, si v’ + — no tiene ceros, toda curva cerrada y simple

r
colapsa a un punto redondo en tiempo finito.

a.i Si T2k—1 < Tmin < Tmax < T2k+1, k> 1; Y 0 ¢ QO; bajo PAC¢ 5 0

colapsa a un punto redondo en tiempo finito.

a.i11 Sir1 < rmm ¥ 0 € Qq, la solucion del PACY con condicion inicial
Yo existe para t € [0,00[ y existe una sucesion de tiempos ty, t, — 00,
tal que las curvas y(-,t,) convergen en la topologia C™ a una curva -
minima, para cada m € N. Mds aun:

a.11.1 81 rop—1 < mm < Tmax < Toka1, K > 1, la curva limite Y-minima es
el circulo de radio rof. Esto incluye también el caso rog11 = 00 que

se da cuando roy es el iltimo cero de ' + —.
r

(b) Si 1 solo es diferenciable en R? — {0}, el limy_01'(t) = —occ y el soporte
de o estd contenido en R? — {0} :

b.i Si ' (r) > —1/r para r < 11, la situacion es la misma que en los casos
a.1 Y a.14l.

bt Si'(t) < —1/r parar < ri, entonces:

b.ii.1 Si~y estd contenida en el interior del disco rmax < 12 y 0 & Qo, bajo
PACY colapsard a un punto redondo en tiempo finito.

b.i1.2 Si vy estd contenida en el interior del disco rmsx < 12 y 0 € g,
la solucion del PACY con condicion inicial o existe para
t € [0,00] y existe una sucesion de tiempos ty, t, — 0o, tal que las
curvas y(-,ty) convergen en la topologia C™ al circulo de radio ™

para cada m € N.
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b.15.3 St rop < mimn < Tmax < Togro, kK > 1y 0 & Qo, bajo PACY
colapsard a un punto redondo en tiempo finito.

b.ii.4 S 0 € Qp, la solucion del PACy con condicion inicial o
existe para t € [0,00[ y existe una sucesion de tiempos ty, t, — 0o,
tal que las curvas (-, t,) convergen en la topologia C™ a una curva
WY-minima, para cada m € N. Y lo que es mds:

b.iti.4.1 St ror, < rmm < Tmax < Topr2, k> 1, la curva limite Y-minima
es el circulo de radio rogy 1. Esto incluye también el caso rogio =

.y 1
oo que se da cuando Top11 es el ultimo cero de ' + —.
T

. 1.
La condicién “los grafos de 1/’ y —— intersecan transversalmente” no es esen-

cial para una descripcién de las evoluciones, inicamente se ha tomado asi por
simplicidad al exponer las diferentes situaciones. Después de ver la demostracién
del teorema, cualquier lector puede pensar en otras situaciones donde existan
circulos -minimos que sean atractores a derecha y repulsores a izquierda y
viceversa. Estas situaciones son generadas por puntos de tangencia entre las
graficas anteriores.

La siguiente imagen describe algunas de las situaciones descritas en el teo-
rema. Todos los circulos que aparecen representados son circulos 1-minimos.

Figura 2.1: Ejemplos de los casos ai, aii y aiii del teorema [2.6.1
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1
Es interesante remarcar que para la densidad antigaussiana, ¥ (r) = 3 w2,

1
todas las posibilidades estdn incluidas en el caso (ai) ya que ¥'+— no tiene ceros.
r
1 1
La densidad gaussiana, ¥ (r) = —§,u27“2, no cumple la condicién “¢p + — > 0
r
1
después del mayor cero de ¢’ + =7, pero atn podemos aplicar el caso (ai).
r

En cualquier caso, estas dos interesantes densidades ya fueron estudiadas en el
teorema

La situacién estudiada por Schniirer y Smoczyk en [50] estd incluida en el
caso (b.ii) del teorema anterior, con ry = co. Aqui los casos (b.ii.1) y (b.ii.2) dan
todas las posibilidades del movimiento para una curva, por tanto este resultado
extiende el resultado dado en [50] para el caso de curvas donde no necesitamos
imponer la hipotesis extra de que la curva inicial sea fuertemente estrellada.

Antes de la demostracién del teorema necesitamos un lema previo. En

el que se calculara la variacién de la distancia de la curva al origen por el PACy
(2.2)), expresdndola en forma de la ecuacién del calor.

Lema 2.6.1. Sean el plano euclideo R? con una densidad radial ¢ = (1) y
una solucion para el PACh v : S x [0,T) — R2, entonces:

o o (e () 2

Demostracién. En primer lugar, por ser v : St x [0,T) — R? solucién del
problema de valor inicial (2.2)) tenemos que:

ory = Ov —

Por otro lado, en el espacio euclideo R? si escribimos la métrica en coordenadas
polares dr?+r2df? podemos utilizar las relaciones para un warped product dadas
en la seccién y calcular Ar del siguiente modo:

Ar = ttr = t<t, ﬁr> =k <N, ﬁr> + <t, Vﬁr>
= k(N7 + (6T meaVr) = K (N,Tr) 4 - (4= (£ Tr) Tr)

=k(N,Vr)+ %(1 —|Vr?). (2.99)

A su vez con el objetivo de poder sustituir la expresiéon para el laplaciano en
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([2-98), lo escribimos como sigue:
Ar =Fk(N,Vr)+ %(1 — |Vr|?)
= ky (N,Vr) +(Vi), N) (N,Vr) + %(1 —|Vr)?)
— ky (N, V) + (N, V) + %(1 — V)
= ky (N, Vr) + (z// + %) (1—[Vr). (2.100)

Esta tdltima expresion para el laplaciano nos permite escribir la ecuacién de
evolucién (2.98]) de la forma de la ecuacién del calor:
6rt

o = Ar+ (¢/ + %>(|VH2 -1). (2.101)

O
Ahora ya podemos proceder a dar la demostracion del teorema [2.6.1
Demostracion. (del Teorema [2.6.1))

» Casos (a): 1 diferenciable en R?:

Por las hipétesis generales del teorema y la proposicion |1.5.1} cuando 1) es
diferenciable, dada cualquier curva g cerrada y simple, existe siempre un
circulo que acota un disco que contiene al soporte de g tal que o es una
curva 1-minima o contrae bajo el PACq) ED Entonces, por el principio
de separacién de soluciones (teorema @) ~ evoluciona en una regién
acotada de la variedad ambiente y podemos aplicar los teoremas [2.2.8

y el corolario

En esta situacién siempre que una curva colapse a un punto, por el coro-
lario [2.4.2] este serd redondo. No se volverd a entrar en esta cuestién en
el resto de la demostracion.

Ahora estudiemos en detalle los diferentes casos cuando 1 es diferenciable.

(a.d) Sirmax < ri, el tiempo méximo de existencia del flujo de v esta aco-
tado por el correspondiente tiempo de existencia para el circulo de
radio mmgx + 0 < r1 que evoluciona con una velocidad dada por
(L.100). Ya que ¢ es continua en [0, rmax+ 6] y ¥'(r)+1/r > 0, exis-
te un & > 0 que verifica ¢/ + 1/r > &, por lo que el radio del circulo

dr 1
evoluciona acorde a i —(= + 1) < —¢. Entonces el circulo co-
r

lapsa a un punto en tiempo finito y, por el principio de separacién,
lo mismo ocurre con 7.
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(a.ii)

(a.iii)

Si rmax < 71 e igual a 71 en algin punto de vy, podemos usar (2.97)):

Ore = Ar+ <¢/+1)Wr|2— (1//—1—}).

ot T r

Ya que en t = 0, r < ry, por el principio del maximo, r(t) < r;
y existen puntos con r < ri. Por el principio del maximo fuerte,
r(t) < ry para t > 0 de modo que nosotros podemos aplicar el
argumento del caso previo empezando con (-, t).

Sirop—1 < Tmin < Tmax < Top+1 ¥ 0 € Qo, el soporte de la curva
estd dentro del anillo delimitado por dos circulos de radios rop_1 + ¢
y rok+1 — 0 que evolucionan hacia un circulo de radio r9. Existe un
tiempo finito en el que el area de este anillo es tan pequena como
nosotros queramos. Tal y como se probard en la formula de
variacién del area encerrada por el soporte de la curva es:

d _
& (Ag(Qt)) = 27 — o A?,[J dag,

con ) la regién encerrada por el soporte de la curva 7(-,t). Por
tanto dado tg € [0,T) el area de €2 varia con velocidad menor que
una constante estrictamente negativa independiente de ¢ € [tg, T),
es decir 4 A5(€) < ¢ = c(tp) < 0 para todo t € [ty,T). Entonces
el flujo de ~ existe solo para tiempo finito y, por el teorema [2.2.8

colapsard a un punto.

Sirok—1 < Tmm < Tmax < Topr1 donde al menos una igualdad se
da en algin punto, podemos usar y el principio del maximo
fuerte como antes para concluir que, para t > 0, ro_1 < r < Togy1
y podemos aplicar el argumento del parrafo previo.

Siry <rmmy 0 € Qo, el circulo de radio = r1 y un circulo de radio
r > rmax actian como barreras. De modo que v no puede colapsar a
un punto y, por el teorema subconverge a una curva -minima.

(a.iii.1) Si rox—1 < Tmin < Tmax < Tok+1 ¥ 0 € Qp, por la proposicién

[[.5.3] la tdnica curva cerrada, simple, -minima y contenida en
este anillo es el circulo de radio 19, que da el caso iii.1.

Si en los ultimos dos casos ((a.iii) y (a.iii.1)) tenemos “<” en lugar
de “<”, argumentamos como antes usando (2.97) y el principio del
maximo fuerte para reducir la situacién al caso previo.

» Casos (b): Si 1 es sélo diferenciable en R? — {0}, lfim;_,o ¢/ (t) = —occ y el

soporte de 7y estd contenido en R? — {0}:
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(b.i) Silim,o0?'(r) = -0y ¢ > —% para r < 71, no podemos asegurar
que un circulo de radio < ry vaya a 0 en tiempo finito. Tampoco
podemos asegurar que v se mueva en una regién con 1)’ acotada de
forma que podamos aplicar los teoremas[2.2.8)y [2.5.1] Por esta razon,
no consideramos la situacién ry 5, < r1 cuando ¥ tiene una singula-
ridad en el origen y ¢/ > —% para r €]0,r1]. Para los otros casos la
discusién es exactamente la misma que para el caso diferenciable.

(b.ii) Silim,0¢'(r) = —co y ' < —1 para r < rq, tenemos dos circulos
que acotan un anillo que contiene el soporte de 7y, que son curvas
1-minimas o se mueven hacia una curva ¥-minima, y la situacién es
similar al caso diferenciable. En los casos (b.ii.1) y (b.ii.3) la situa-
cién es andloga al caso (a.ii) en el caso diferenciable y los mismos
argumentos usados dan su demostracién. Casos (b.ii.2) y (b.ii.4) se
deducen de los mismos argumentos, similares a los casos (a.iii) en el
caso diferenciable.

O

El teorema [2.6.1] pone de relevancia la importancia de la densidad ¢ =

aln(r) con a < 0. La combinacién de esta densidad con la gaussiana y la

2
antigaussiana, 1 (zr) = )\’Z‘ +aln(|z|), con A # 0, a < 0, estd también incluida

en las situaciones descritas en el teorema[2.6.1l Sobre estas combinaciones existe
una para la que podemos precisar el tiempo de existencia del flujo. Este caso y
el caso critico 1 (z) = — In(|z|), que no estd incluido en las situaciones descritas
por el teorema [2.6.1] es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 2.6.2. En el plano euclideo R? con densidad v, sea una curva o
cerrada, simple, cuyo soporte esté contenido en R?—{0} y que acote un dominio
Qo de drea A:

1. Sip(z) = —In(|z|) y 0 ¢ Qo, bajo PACY Yo evoluciona a un punto
redondo en tiempo T = A/2m.

2. Sip(x) = —In(|z]) y 0 € Qo, el PACY con o como condicion
inicial tiene solucion para t € [0,00] y existe una sucesion de tiempos ty,
t, — 00, tal que las curvas (-, t,) convergen en la topologia C™ a un

circulo de radio 1 = \/A(y(0))/m para cualquier m € N.

3. Sip(x) = )\% +aln(|z]), con A >0 ya < —1, y0 ¢ Qo, bajo PACY

1 AAz(0
2.11)) vo evoluciona a un punto redondo en tiempo T = )\ln<1+29()) .
T
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Una herramienta importante en la demostracién del teorema [2.6.2] es la
férmula de variacién del funcional de area,

Az : I(R*) - R
v = Ag(y) ::/deg (2.102)

cuyo dominio restringimos a las curvas simples de I(R?) y donde € es la regién
de R? delimitada por el soporte de la curva orientada v hacia la que apunta
el normal interior a la misma. La variacién de este funcional a lo largo de la
solucién del PAC% para una condicién inicial v € I(R?) simple es:

iA?(’Y('at)) = —/ kypdsy. (2.103)
di )

Esta igualdad es facil de comprobar si tenemos en cuenta que en R? dicho
funcional puede ser expresado del siguiente modo. Si usamos que Ar? = 4 en
R? y aplicamos el teorema de la divergencia, obtenemos:

1 1 [ = 1 <
Ag(W’):/Qd”?:/QZLA(TQ)dv?:_4A<VT2’N>dSZ_2/7T<VT’N>dS
_ _;A<7, N ds. (2.104)

Entonces, dada una solucién del PACy (2.2) v : St x [0,7) — R2, utilizando
@-104), @-21) y (2:23):

a0t == [ 5(0Ns)

\
=2
-
=~
=

|
|
N = NI N =
T
S
=

2

=~
T~
=

kydst, (2.105)

lo que finaliza la demostracién de .
Ahora analicemos dicha férmula de variacion supuesta v diferencia-
ble:
dAg

_—/ k¢ds:—/ kds+/ <w,N>ds:—27r—/ Avpdag,
dt ) ) ) o
(2.106)
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donde hemos usado el teorema de la divergencia y la diferenciabilidad de
en Q; en la ultima igualdad. Si 1 es radial, Ay = tr(ﬁaﬁ) = tr(V('Vr)) =

. — 1
tr(y"Vr @ Vr+ w’Vzr)) = 9" + '~ entonces sustituyéndola en (2.106]) obte-
T

nemeos:

dAg " ]. ’
— = 27 — - daz. 2.107
7 T /Qt (1/} + Tw ag ( )

Si buscamos densidades con una férmula de variacién de Ag(€}), de forma
que nos proporcione cierta informacién sobre la evolucién del flujo, podemos

1
considerar las soluciones de ¥ + ~v' = X\ (donde X es una constante), que dan
r

dd—j% = =27 — AAg(%) y son:

W(r) = )\if + b+ aln(r). (2.108)

Pero esta solucién tiene una singularidad en r = 0 si a # 0, de modo que la
férmula no puede ser aplicada ya que ha sido obtenida utilizando la dife-
renciabilidad de ¥ en todo §2;. Para el caso en el que tenemos una singularidad
en el origen, necesitamos distinguir las siguientes situaciones:

S1) El origen estd en el interior de £, de modo que tiene que ser
calculada de la siguiente forma:

‘“*ff:_/ kds+/ (Vo, N ds
dt ) 7(-)
= —27 — lim Avpdag — lim (ﬁp, §> ds, (2.109)
P=0J 0 -B2(p) P20 Js1(p)

donde ¢ = Vr es el campo normal unitario al circulo S*(p) de radio p apuntando
hacia el interior de €; — B2(p). Si ¢ es radial, esto da:

dAg 1
—9% = 927 — lim <@Z)" + @D') dag — lim W'ds
dt p=0 )0, B2()p) T p=0 Js1(p)
1
= —271 — lim <@Z)N + @D') dagz — lim 2w py’ (p), (2.110)
p*)O Qth2 (p) T p%o
y cuando 1 tiene la forma ([2.108]):
dAg
dTg = =21 — M5(Q) — 27 a. (2.111)

S2) El origen est4 fuera de €2, entonces la férmula ([2.106) es vélida y cuando
1 tiene la forma (2.108]):

A=
% = —21 — AAg(9). (2.112)
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Ahora, utilizando (2.111]) y (2.112)), ya podemos dar la demostracién del
teorema [2.60.2)

Demostracion. (del Teorema [2.6.2))

» Caso (1) y (2) del teorema A=0,a=—-1

En estos casos v tiene una singularidad en el origen, pero dada cualquier
curva contenida en R? — {0}, por la proposicién existe una curva
1y-minima que acota un disco D entre el origen y la curva, que actia
como una barrera. Ademas el borde de un disco centrado en el origen que
contiene el soporte de la curva actia como otra barrera. De este modo la
evolucién de la curva se da en el dominio acotado por estas dos curvas
y-minimas. Asi, las hipétesis de los teoremas y el corolario
2.4.2 se verifican.

Si el dominio acotado por vy no contiene el origen (caso (1)), entonces la
férmula nos dice que el area del dominio €2; decrece a velocidad
constante 2w. De modo que, por el teorema [2.2.8] el flujo contrae a un
punto en tiempo T = A/(2w). Ademads, por el corolario este debe
ser redondo.

Si el dominio acotado por 7y contiene el origen (caso (2)), la férmula
nos dice que el area del dominio €); es constante, entonces el flujo
estd definido para todo tiempo. Por el teorema debe subconverger
a una curva t-minima cuyo soporte encierra la misma drea y que, por la

proposicién es el circulo de radio \/A/m.
» Caso (3) del teorema A>0,a<—1

Nuevamente 1) tiene una singularidad en el origen. Por la proposicion
el circulo de radio r = \/—2(a + 1)/ es el tnico circulo ¥-minimo
y es un atractor. Por lo tanto, dada cualquier curva cuyo soporte esté con-
tenido en R? — {0} existe un circulo de radio menor que 7y, y otro de
radio mayor que el maximo entre rysx v /—2(a + 1)/ que actian como
barreras. Entonces las hipStesis de los teoremas y el corolario
2.4.2] se verifican.

Si el dominio acotado por 7y contiene el origen, las barreras indicadas en
el parrafo previo empujan v al tinico circulo ¥-minimo. Entonces, por el
teorema [2.5.1], no puede colapsar a un punto, por tanto debe subconverger
a una curva cerrada ¥-minima y esta debe ser el circulo mencionado.

Si el dominio acotado por 7y no contiene el origen, la férmula
da una cota superior negativa para la velocidad de variacién del area.
Entonces el flujo existe solo para tiempo finito y el teorema [2.2.8| implica
que dicho limite es un punto y, por el corolario debe ser redondo.
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Finalmente, por (2.112f), se deduce que Ti,4x
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Capitulo 3

Singularidades de tipo I en el

PACY

Los resultados obtenidos en este capitulo junto a las secciones y
constituyen el contenido del articulo [42].

A lo largo de este capitulo estudiaremos la evolucién de una curva por el
PAC1 en el caso en que la densidad 9 de la variedad ambiente (M, g,) tenga
singularidades en una cierta regién del espacio y la curva en evolucién llegue a
tocar dicho conjunto singular de 1. Todas las cuestiones a tratar se plantearan
desde la perspectiva mas general posible, aunque en ultima instancia se apliquen
al problema expuesto.

3.1. Teorema principal

En primer lugar describiremos en detalle la variedad riemanniana con den-
sidad (M,g,%) en la que trabajaremos. En segundo lugar presentaremos las
curvas a considerar como datos iniciales del PAC#. Y finalmente presentare-
mos el resultado principal del capitulo.

3.1.1. Variedad ambiente del teorema principal

Consideraremos como variedad ambiente una variedad riemanniana (M,g)
de dimensién 2, orientable, completa, con curvatura de Gauss K > 0 y con una
métrica que pueda ser escrita del siguiente modo:

g =dr? + e dz?, (3.1)

donde ¢ : R — R es una funcién diferenciable que verifica p(s) = o(—s), r
denota la distancia a la curva r = 0 medida con la métrica gy ¢(r) = por. La
existencia de este tipo de métricas g sobre M es equivalente a la existencia en M

85
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de una geodésica a la que denotaremos por I' (la curva r = 0 en las coordenadas
en las que la métrica esta escrita), tal que la reflexion respecto a esta geodésica
(r,z) — (—r, z) y las reflexiones (r,a — z) — (r,a+ z) son isometrias. Ejemplos
de estas superficies son los elipsoides de revolucion, donde la geodésica r = 0 es
un ecuador (dentro de estos ejemplos estd la esfera redonda), y el plano llano.

En M consideraremos una densidad 1 que tnicamente depende de 7 y es
C™ salvo en la geodésica r = 0. Lo que se traduce en la existencia de una
funcién diferenciable en |0, o[, que denotaremos también por ¥ :]0, co[— R,
tal que ¥(x) = ¥ (r(x)) =¥ (r)(x), donde la primera 1 es una funcién definida
en M y la segunda 1 es la funcién definida en ]0, co[. Ademéas impondremos las
siguientes restricciones a :

‘ w(n)(r) _ n—1 | A _

lim =(-1)"""(n—1)I, paraalginb>0yn=1,2,3, (3.2)
r—0 b/’l”n

) () 2, ) :

1 - — t tad t 3.3
11:1551p ( 70 b2¢ (r) > estd acotado superiormente, (3.3)

donde (™ denota la derivada n-ésima respecto de r. En y se dard la
motivacion de las hipdtesis y (3.3)) sobre la densidad ).

Una vez expuesta la variedad ambiente sobre la que trabajaremos, a conti-
nuacién procedemos a estudiar en detalle los diferentes elementos geométricos
de dicha variedad.

La derivada covariante V de M por la proposicién verifica:

?&@ =0, vazaz = —(,0/62@3“ varaz = ﬁaz&ﬂ = '0,. (3.4)

Por la ultima ecuacién de (3.4) comprobamos, tal y como veremos a conti-
nuacion, que efectivamente la curva r = 0 es una geodésica. Por ser ¢ : R — R
simétrica respecto de 0 y diferenciable debe verificar que ¢'(0) = 0, entonces:

A'X = V0, = (X,0.) &i@vaza _ (X,0.) 62%90'(0)@ ~0,
para todo X € X(I'), luego I es una geodésica. Tomaremos z como el pardmetro
longitud de arco de la geodésica I' en M, entonces ¢ debe verificar ¢(0) = 0. A
su vez, de la primera ecuacion de , se deduce que las curvas z = constante
son también geodésicas.

Por la expresion de g es inmediato que la reflexién respecto de I' ((r, z) —
(—r,2)) y las reflexiones respecto de las curvas z = ¢ ((r,c — z) — (r,c+ 2))
son isometrias.

La curvatura de Gauss K de M est4 dada por:

K=—¢" —¢". (3.5)
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1
Para el calculo utilizamos que {&n, —wﬁz} es una base ortonormal, la proposi-

e
cién de la seccién y (3.4):

= = 1 1 1 1
K = R(0, —0:,0r, —0.) = ~g(R(_;0:,0,)0r, —0-)
Vet (0,,0,) 1 1 Ye# 0y, 0 02 (e¥
e e e e e
/,€<p+ /2€L‘D ’
:_%:_80/1_@2'
(&

El hecho de que g sea una métrica impone que ¢’ tenga la siguiente expansion
de Taylor en torno a r = 0:

3

2
.
¢'(r) = ¢"(0) + " (0)r + 90”’(0)3 + w”"(O)g +
7,.2 7“3
= —K(0) r+¢"(0)5 + 90””(0)5 + - (3.6)

ya que:

¢'(0) =0,
~K(0) — ¢2(0) = —K(0).

'~
I
Py
(@)
=

Bajo este contexto, debido a la relacién entre variedades riemannianas con
densidad y variedades warped product dada en la seccién [1.3.1] estudiaremos la
geometria de las variedades warped product M x cv/m S™. Notemos que existen
situaciones en las que a pesar de que v sea singular en I' la variedad warped
product M x o/mS™ es una variedad riemanniana regular. Por ejemplo, si (1) =
Ly 9 (r) = In(r) entonces M X 4/m S™ es el espacio euclideo de dimensién m+2.

De las ecuaciones de la curvatura para un warped product, proposiciéon|1.1.2
se obtiene que la curvatura seccional de M X_4/m S™ correspondiente a los
planos 7z, los generados por 0, y un vector 0; tangente a S™ o por d, y 0; son,
respectivamente,

12 1"
= 3 +m
Srz - er'rz = _<90” + (P/2)a Sm' - Rm‘ri - _%7
1,1
Szi = Rzizi = _wnf . (37)

Cuando M X y/m S™ es una variedad riemanniana C* (sin singularidades),
para todo p € I', consideremos la hipersuperficie de M x_y/m S™ dada por
{exp,(ru)| u € TyI' C Tp(M X 4/mS™)}. Entonces, la aplicacién de Weingarten
AS de una esfera geodésica definida en esta hipersuperficie estéd dada por:

s_¥
a5 =% 1 (3.8)



88 Capitulo 3. Singularidades tipo I

Comprobémoslo:
AN R A
ASX = —VxVr=-VxVr= —(VXvT) =-VxVr+ <va7‘,> —
e? | e?
D) W
= e Tt

Por , la curvatura media de una esfera geodésica en {exp,(ru)| u € T,I'"}
es igual a ¢/(r) y, utilizando el desarrollo en serie de potencias de la curva-
tura media de una esfera geodésica dado en el teorema 3.2 del articulo [17],
obtenemos:

W)= 2 - g Ric® (Vr, Vr)(p) + > A7, (3.9)

T -
Jj>2

donde las A; son constantes determinadas por el valor en p de polinomios en la
curvatura y la derivada covariante de la curvatura de {exp,(ru)| u € T,I'"} en
p. A partir de (3.9) deducimos que:

(n)
}1’_13% wm/ﬁz) = (—=1)""*(n —1)!, para todo n € N, (3.10)
" 2 , .
}1’_% (12,((:)) — Ww (7“)2> es finito. (3.11)

La féormula es la que nos ha motivado a considerar densidades 1) sobre
M que verifican . Observemos sin embargo que, cuando b no es un nimero
natural, no existe un natural m para el que M X_s/m S™ sea una variedad
riemanniana diferenciable ya que, en estos casos, la curvatura seccional S,; se
hace infinito cuando r — 0. Entonces, la hipdtesis en 1 incluye muchas
situaciones donde el PACy es especial y no equivalente al FCM de alguna
variedad riemanniana regular.

3.1.2. Formulacion del problema de valor inicial

Para la inmersién inicial 4o : M — M del PAC% consideraremos dos posi-
bilidades:

(i) M = S! y 7o es una inmersién diferenciable orientada, simple y cerrada
en M.

(ii) M = [b1, b2, o es una inmersién diferenciable orientada, simple y existe
una region G = {(r,2) € M; a1 < z < az} tal que Sop 7o estd contenido en
G, con 0 Sop vo = {7(b1,0),7v(b2,0)} C OG y Sop 7o es ortogonal a IG en los
puntos v(b;, 0).



3.1. Teorema principal 89

Al conjunto de las inmersiones descritas en el caso (i), sin imponerles la
condicién de ser simples, las denotaremos por I(M). Y al conjunto de las in-
mersiones orientadas descritas en el caso (ii), sin imponerles la condicién de ser

simples, las denotaremos por I(G).

Cuando la inmersion inicial que se considera como condicién inicial para
el PACvy se encuentra en el caso (ii) debemos volver a formular el problema
imponiendo condiciones de frontera tipo Neumann.

Con motivo de formular el problema cuando la condicién inicial se encuentra
en el caso (ii), recordarlo cuando estd en el caso (i) y unificar ambas situacio-
nes, formulamos los dos siguientes problemas de valor inicial. El primero se

corresponde con el problema (2.2)) y el segundo con ([2.11)).

Dada una inmersion diferenciable o € I(M) o o € I(G) encuéntrese una
familia de inmersiones {vi}epry C I(M) 0 {vt}icpo,r) C I(G), respectivamen-
te, tal que v : M x [0,T) — M o~ : M x [0,T) — G, respectivamente, sea

diferenciable y verifique que:

oy —
{ S (3.12)
7(0) = ().

Dada una inmersion diferenciable o € I1(M) o v € 1(G) encuéntrese una
Jamilia de inmersiones {7 }ejoy C I(M) 0 {7 }eepo.ry C 1(G), respectivamen-
te, tal que v : M x [0,T) — M o~ : M x [0,T) — G, respectivamente, sea

diferenciable y verifique que:

<27J(t)> — 1% (3.13)

Remarquemos que en estas formulaciones va implicita la condicién de Neum-
man sobre el borde para curvas en el caso (ii): “Sop v; interseca a G ortogo-
nalmente en el borde de Sop ; para todo t € [0,T".

Las siguientes imédgenes dan ejemplos de estos casos cuando M es una esfera
redonda S?:
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(a) Caso i), y € I(M) (b) Caso ii), v € I(G)

Cuando la curva v : M — M es un grafo (r(z),z) sobre I, elegiremos una
orientaciéon de M de forma que el normal N a la curva v : M — M apunte
hacia la regién delimitada por el soporte de la curva v y la geodésica I' de M.
Nos referiremos a este normal como normal interior. Por otro lado, la relacion
entre N y t es:

ad;\ 0 0 0

N =(N,d,) 0, + <N, e—;> e—; t= <N, e—;> 9, — (N, 0,) e—; (3.14)
Las férmulas explicitas para calcular el vector tangente t y el vector normal
interior N a la curva ~ son:

= . 2(p_ .
t = M, N = w (3.15)
Vit 4 e2e e\ + 2@

Y las expresiones para su curvatura geodésica k y para u := <N , Vr>:

k= (Ve Ny = 2 (ZhE - @316

De (3.4) obtenemos la siguiente expresién concreta para el hessiano de ¢
sobre una curva vy : M — M:

VAH(N,N) = (Vy Vi, N) = N(@') (N, Vr) + ¢/ (VyVr, N)
— " (N, V) + ¢/ (N — (N,Vr) Vr,N)
= (N, V) + '/ (1 — (N, W?) . (3.17)
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3.1.3. Grafos en evolucién y singularidades tipo I

Presentado el contexto, el objetivo principal del capitulo es demostrar el
siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. Sea una variedad riemanniana con densidad (M,g, ) de di-
mension 2, orientable, con curvatura de Gauss no negativa y que verifica las
condiciones (3.1, y (3-3). Sea una solucion mdzxima v : M x [0,T) — M
oy:MxI[0,T) = G del PACY en funcién de si la condicidon inicial
Y : M — M se encuentra en I(M) o en I(G), respectivamente. Supongamos
que la condicion inicial o verifica las siguientes tres propiedades, es un grafo
sobre la geodésica r = 0, Sop g estd contenido en la banda limitada por r = 0
y r = min{3(¢’ + '), sup{r; (v + ¢%/b) lo,,] < 0}} y su curvatura geodésica
en densidad es ky > 0 (pero no idénticamente 0). Entonces:

1. ky > 0 para todo t €]0,T7.
2. Sopvy es un grafo sobre r =0 para todo t € [0,T].
3. T < oo y el flujo y(-,t) es de tipo I en el sentido de la definicion|3.2.1.

4. En cada punto singular, un blow-up centrado en este punto da un flujo
limite 5 en R? con la métrica euclidea y densidad 1;00 = Inrb, el cual es
un grafo sobre r = 0 para cada instante de tiempo y, después de hacer
un nuevo blow-up, converge a un Inrb-shrinker en R? que es la linea
r =constante en el caso b =m € N.

Por 3(f) se denota el primer cero positivo de la funcién f y el concepto de
In rb-shrinker utilizado en el anterior teorema es el siguiente:

Definicién 3.1.1. Dada cualquier funcién f : R"*1 — R, llamaremos f-
shrinker en R™a toda hipersuperficie F : M — R™ que verifica H r+
(F,N)=0.

La desigualdad 3(¢’ + ¢') > 0 del teorema se sigue de la hipétesis
K>0y . Y la condicién r < 3(¢’ + 1) es necesaria en el sentido de que
las lineas o circulos a distancia 3(¢" + ¢') — ¢ del eje r = 0 colapsen a este eje.
Los detalles se daran en la seccién [3.3

Acorde a la féormula , cuando M X _y/m S™ es una variedad diferenciable
(es decir b = m € N), S,y > 0 es equivalente a ¥ + "2 /m < 0, entonces la
hipétesis r < sup{r;¢” + 1"2/b < 0} del teorema no es solamente una
condicién analitica, esta motivada por este hecho.

Gracias a la relacién existente entre la geometria riemanniana con densidad
y la geometria riemanniana de un warped product dada en la seccién y, m4as
concretamente, a la relacién que se deduce de esto entre el PACy de una curva
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M en (M,g,v)y el FCM de la hipersuperficie M X ,y/m S™ en (M X ,y/m S™, G)
junto a , podemos enunciar el teorema en términos de las variedades
warped product para el FCM de las hipersuperficies M X _y/m S™ (corolario
3.1.1]).

En primer lugar, necesitamos las definiciones de espacio e hipersuperficie
rotacionalmente simétricos, dichas definiciones las tomaremos de [14] y [I5]
adaptandolas a la notacion utilizada en este capitulo.

Definicion 3.1.2. Un espacio rotacionalmente simétrico respecto a un eje z es
una variedad riemanniana (M,g) que admite coordenadas cilindricas (r, z,u) €
I x J x S™ respecto a las que g puede ser escrita de la forma

g = dr? + % (r) dz* 4 2/ (r) gs, (3.18)

donde gs es la métrica estdndar de la esfera S™ de curvatura seccional 1.
La curva r = 0 es una geodésica de M y se llama “eje z”0 “eje de revolu-
cion”

Definicion 3.1.3. Sea un espacio rotacionalmente simétrico respecto a un eje
z (M\, 9). Una hipersuperficie de revolucion S de M generada por un grafo
(r(z),z) sobre el eje z es una subvariedad de M que puede ser descrita en
coordenadas cilindricas por la inmersion J x S™ — ]\/Z/(z,u) = (r(z),z,u),
donde r(z) es una funcion diferenciable.

Ahora ya podemos enunciar el resultado mencionado:

Corolario 3.1.1. Sea un espacio rotacionalmente simétrico (]/\I, g) de dimen-
sidn m+2 y curvatura seccional no negativa. Sea una hipersuperficie de revolu-
cion My de M generada por un grafo sobre el eje “2”, con curvatura media no
negativa (pero no idénticamente 0) y contenida en una region limitada por los
cilindros r = 0 y r = min{3(¢’ +v¢')}. Sea la solucién del FCM (1.106), My, en
un intervalo de tiempo mdzimo [0,T] con condicion inicial My. Consideremos
que tenemos una de las dos siguientes situaciones:

(i) My es una hipersuperficie cerrada.

(ii) My es una hipersuperficie compacta con borde contenido en el borde
de una banda G limitada por dos hipersuperficies z = by y z = ba. En este
caso, al problema de valor inicial para el FCM le anadimos la siguiente
condicion tipo Neumann sobre el borde: “My interseca a OG ortogonalmente en
el borde de My para todo t € [0,T[”.

FEntonces:

1. H >0 para todo t €]0,T.

2. M, es una hipersuperficie de revolucion de M generada por un grafo sobre
el eje “z” para todo t € [0,T7.
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3. T < oo y el flujo F(-,t) es de tipo I

4. En cada punto singular, un blow-up centrado en este punto da un flujo
limite que es un grafo sobre r = 0 para cada instante de tiempo y, después
de hacer un nuevo blow-up, converge a un cilindro en R™+2.

Este corolario generaliza para variedades con curvatura no negativa algunos
de los resultados obtenidos por G. Huisken en [34] y S. Altlschuler, S. Angenent
y Y. Giga en [2], para superficies de revolucién en el euclideo R™+1,

3.2. Singularidades de tipo I en el FCM7vy y su blow-
up

En esta seccién introduciremos el concepto de singularidad de tipo I para el
FCMv y desarrollaremos el proceso necesario para llevar a cabo el estudio de
dicha singularidad. Para introducir dicho concepto nos valdremos de la equiva-
lencia entre el FCM y el FCM1 dada en la seccién la cual se apoya en la
relacion existente entre la geometria con densidad y la geometria riemanniana
de un warped product dada en la seccion [1.3.1

Sean una variedad riemanniana con densidad (M, g, ), una hipersuperficie
inmersa vg: M — My ¢: M x[0,T) — M la tinica solucién méxima del FCMzy
con condicién inicial ¢g. Por lo visto en la seccion [1.3.1] se concluye que este flujo
es equivalente al FCM de My X 4/m Q en M X y/m Q (dim @ = m). Notemos
que M x ow/m @ podria ser una variedad riemanniana con singularidades en
los puntos donde la densidad 1) presente singularidades, a pesar de ello es muy
importante remarcar que podria darse el caso en que v sea singular y M x owr/m @
sea una variedad riemanniana regular, como vimos en la subseccion [3.1.1] Para
el FCM es ampliamente conocido que, si T es el tiempo maximo de existencia
del flujo, o la solucién alcanza un punto singular de la métrica del ambiente
M X p/m Q cuando t — T o |A\t|2 se hace infinito cuando t — T', y ademads en
dicho caso:

max |A\t]2 > 5 !

—_—. 3.19
TEMiX _y/m Q (T —1t) (3:19)

La segunda forma fundamental &y y la aplicacién de Weingarten A, de M; x ow/m
Q en M x ou/m @ verifican las siguientes ecuaciones (ver proposici(’)nm seccién
1.1.2):

1 v+ * n < * Ntezp/m l =

para todo X € X(M) y para todo campo vectorial vertical V. Entonces |gt]2 =

1 = ~ _
| A2 + - (V1 Nt>2 y |A¢|? se hace infinito en T si y solo si |4 o (V¥, Nt>2
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se hace infinito en 7. Es decir que M; se hace singular (lim;_,7|4:/*> — 00) o
la ecuacion deja de tener sentido. Estas situaciones son exactamente las
que definiran en nuestro caso de forma natural el primer tiempo singular para
el FCMq.

Por lo tanto, el tiempo mdzimo T para el FCM y el FCMiy coinciden si
no nos preocupamos de las posibles singularidades de la variedad riemanniana
M x ov/m Q. Por supuesto, si <W1/1, Nt>2 — oo cuando t — T, la hipersuperficie
toca el conjunto singular de 1 cuando t — T', sin embargo, una hipersuperficie

podria contener puntos singulares de v y mantener <V¢, Nt>2 acotada. Acorde

a (B:19) y (B:20), tenemos:

Proposiciéon 3.2.1. Si T es el primer tiempo singular del FCMy, entonces:

mix (]At|2 + % <V¢,Nt>2> > 2(7}—t) (3.21)
La desigualdad podrfa venir de [4;| — oo o de |(V¢), N)| = o0 o
de ambas a la vez. Existen situaciones interesantes en las que la singularidad
viene de la segunda situacién, ya que las singularidades se localizan sobre el
conjunto de puntos singulares de . Tal y como probaremos en la seccién
las situaciones descritas por el teorema |3.1.1| son de este tipo.
Al igual que en el FCM, dada la propiedad , tiene sentido definir:

Definicion 3.2.1. Un FCMy presenta una singularidad de tipo I en t = Tinsx
st existe una constante C' > 0 tal que
2 1 = 2 c
sup <|A[ + —(Vy,N) ) < — donde b >0 (3.22)
M, b T-—t
El nimero b > 0 es irrelevante, solo cambia la constante C en , pero
lo escribimos para mantener la analogia con y es util en el contexto de
la hipétesis del teorema
Naturalmente, si Vi estd acotado en la regiéon de M donde M; evoluciona
por el FCM1, la evolucién de M; es de tipo I si y solo si existe una constante
C > 0 tal que sup |[A]? < ——.
M, T-—t
Una propiedad inmediata de las soluciones en las que se producen singula-
ridades de tipo I es:

Proposicién 3.2.2. Sea una hipersuperficie inmersa Fy : M — M compacta,
en una variedad riemanniana con densidad (M,g,v) y supongamos que la so-

lucion mdazima del FCMy F: M x[0,T[— M con condicion inicial Fy
presenta una singularidad de tipo I ent =T, con T < co. Entonces, la fami-
lia de inmersiones {Ft}te[O,T) converge uniformemente a una funcién continua
Fr: M — M. Mds ain, el limite F(M,T) es también compacto.
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Demostracion. Dados p € M y 0 < s <t <T cualesquiera, tenemos que

d5(F(p, s), F(p,1)) < LY(F(p,0)) = /

= da—/ |H — (Vi), N) |do

/(\H\+\<V¢N>| ) do < w

= 2V/C(vn + Vb) (—\/T—t—i—\/T—s). (3.23)

Por tanto, esta familia de inmersiones {Ft}te[O,T) es de Cauchy para la topologia
de la convergencia uniforme y al ser dicho espacio completo, implica que la
familia debe converger a una funcién continua Fp: M — M. O

Al igual que en [34], esta proposicién nos lleva a definir:

Definicién 3.2.2. Diremos que p € M es un punto de blow-up para el FCMy
de M si existe unx € M tal que F(z,t) converge ap y|A|(z,t) o | (VY,N) |(z,1)
son no acotados cuando t — T.

A continuacién desarrollaremos el estudio de estos puntos blow-up, por tanto
a lo largo de la seccion consideraremos que tenemos la siguiente situacion:

Sean una variedad riemanniana con densidad (M,g,v) orientable y una
hipersuperficie inmersa Fy : M — M tal que la inica solucion mdxima F :
M x [0,T[— M del FCMy con condicion inicial Fy tenga T < oo,
presente una singularidad de tipo I en t = T y tenga p € M como punto de
blow-up. Ademds supondremos que Fy : M — M es compacta, sin borde o
con borde siempre que este ultimo esté contenido en el borde G de un cierto
dominio G de M y en ese caso p ¢ OG. Y sea x € M tal que F(z,t) th p.

En el caso de hipersuperficies con borde la condicion sobre el borde debe ser
capaz de garantizar la existencia de solucion para tiempos cortos para dicho
problema.

3.2.1. Blow-up del espacio ambiente

En primer lugar, para estudiar el punto de blow-up debemos reescalar la
métrica de la variedad ambiente.

Consideremos una sucesioén de tiempos 0 < t1 <2 < ... <t; < .. <T que
convergen a 1'. Para cada t;, reescalamos la métrica g del siguiente modo:

7 = A??, donde A? = \ty)? = T (3.24)
J

Por g° denotaremos a g, g° = g, equivalentemente \g = 1. Este proceso de
reescalado provoca el mismo efecto entre las métricas g; = Fyg y g/ = F}'g’
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inducidas por las inmersiones F; en M. Es decir,
gl =X gt. (3.25)

Sea R > 0 un nimero real menor que el radio de inyectividad de (M,g) y
también menor que la distancia de p a G en la métrica g. La familia de varie-
dades riemannianas punteadas {(B%(p),gj ,P)}jen converge en la topologia de
Cheeger-Gromov C*° al espacio euclideo punteado (R"*1, ¢¢,0). En lo siguiente
nos dedicaremos a comprobar este hecho.

Sea una familia de isometrias entre espacios vectoriales {®; : (R"*1, g¢) —
(T, M, @g)}jeN, definimos la siguiente familia de difeomorfimos:

;¢ (BS,r(0) CR™, g%, 0) — (Bh(p) CM, 7, p)
v — pi(v) = expgj o ®;(v) (3.26)
Notemos que para cualquier compacto K de R**! existe jo € N tal que K &
Bi (0) para todo j > jo y la restriccién de ¢; a K es un difeomorfismo C°°

sobre la imagen para todo j > jo (importante la eleccién de R). Ademas, goj

nos proporciona coordenadas normales entorno a p en los puntos de (Bg (p),q),
calculando en estas coordenadas obtenemos que la expresién de la métricas g’
en coordenadas normales entorno a p es:

75(0) == (237 (0) = (¢57°)ik(0) = g5 = i (3.27)

T (0) = (@57 )i (v) = (¢57")ik(v/\)). (3.28)
o 1 0

509 (V) = X, 90t Gik(v/A)). (3.29)

......... (3.30)

M%@) = ;Wﬁ&(v/%)- (3.31)

Por tanto @jgj converge C'* sobre compactos a g¢ cuando j — oo (equivalen-
temente cuando A\; — 00). Y queda demostrada la convergencia de
{(B%(p),gj,p)}jeN a (R"1,¢° 0) en la topologia de Cheeger-Gromov C°.

3.2.2. Blow-up de la funcion densidad

El siguiente paso consiste en estudiar que ocurre con la densidad v al tras-
ladar el problema a (R™™1 g¢ 0).
Para los gradientes de la funcién 9 respecto de las métricas gy g/, se cumple
la siguiente relacién:
g(V, X) = dyp(X) =g (V'9, X) = Njg(V'9, X), (3.32)
entonces Vi) = A3V, (3.33)
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Para considerar la funcién ¢ definida en los subconjuntos Bf_ »(0) de R™ 1,
tomamos el pull-back de 1) por ¢; y obtenemos las funciones inducidas:

W =@ =1pogp;: BS z(0) CR™ —R. (3.34)
Observemos que si ®;'(X) = v, entonces <I>J71(X) = \jv, lo que da:

P (0) = Plexpd o @;(v)) = P(exp] o Bo(v/A;)) = ¥0(v/X)). (3.35)

En el caso de que 1 sea C*, k € N, en un entorno del punto de blow-
up p € M, se cumple que si Cy,) : R™1 — R es la aplicacién constante
v = Cypy(v) := 9(p), entonces para todo compacto K C R+

| Cypy — ) e (ry— 0, cuando j — oo. (3.36)

Lo que nos permite definir una funcién limite en (R**1, g¢ 0) como {500 = Cy(p)-

Cuando 1 es singular en p, lo anterior no tiene sentido ya que ¢ no es con-
tinua en p o no esta definida en p. A pesar de ello existen situaciones generales
donde 1) es singular en p y tiene un cierto limite que nos permite continuar el
estudio. Esta serd la situacién para la demostracién del teorema la cual
se ver en la seccién

3.2.3. Blow-up de las hipersuperficies del flujo

Si p es el punto de blow-up, existe x € M tal que F(x,t) converge a p
cuando t — T'. Entonces, de la proposicién se sigue que F~!(B%(p)) es un
conjunto abierto en M x [0, T[ que contiene a {x} X [to, T[ para algin ty € [0, T'[.
Para todo t € [tg, T'[, sea la componente conexa de M x {t} que contiene a (x,1)
y contenida en F~(B%(p)), a partir de ahora a dicha componente conexa la
denotaremos por M;. Debido a la eleccién de R, todas las geodésicas de (M, g;)
empezando en x estan definidas para todos los valores de su pardmetro longitud
de arco o se paran exactamente en el borde de M;.

Ahora definimos los flujos reescalados F7 (-, 7(t)) de M; en (B%(p),3’) usan-
do el anterior reescalamiento sobre la métrica, con t; > tg, y el siguiente rees-
calamiento del pardmetro tiempo

C(t—tj) C(to —t;)
T =Xt —1t)) T, TE [ T—1, ,C, (3.37)

es decir, FJ : UTG[C(tO_tj) C[MT — (B%(p),g?), con (1) = t; + (1/C)(T —

Tftj

t)T=1t; + )\;27-, esta definido por:

Fi(-,7) = F(t; + A 27) en (BR(p), 7) (3.38)
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Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, desde ahora supondremos que
to = 0.

Sea NY el campo vectorial normal unitario en la métrica g’ de la inmersién
Fi(-,7) y una referencia local, {e ,}7 |, ortonormal y tangente a la inmer-
sién FI(-,7). Obviamente, N? = N. /)\j, 7. = eri/\j v las segundas formas
fundamentales o y o de F' y F7, respectivamente, estan relacionas por:

o 1 , 1 .
ar(X,¥) = g(VxY, No) = 550 (VY GND) = -af (X, V). (339)
J
De donde la relaciéon entre las curvaturas medias es:
Hy =Y or(er iver i) Z - aJ el el )= NH. (3.40)

Y las normas de las segundas formas fundamentales cumplen:

e Z lar(er iver 1) = Z )\*)\4\04]( e P = )\?\aﬂgj. (3.41)
ik

ik J

Por otro lado:

G(V, N) = AQg TNV, A\ NT) = N (W, N9). (3.42)

Proposicién 3.2.3. Sean una variedad riemanniana con densidad (M,g,))
orientable y una hipersuperficie inmersa Fo : M — M compacta y sin borde o
con borde contenido en el borde OG de un cierto dominio G de M, de forma que
esto constituya una condicion tipo Neumann para el problema de valor inicial tal
que garantice la existencia de solucion para tiempos cortos para dicho problema.
Supongamos que la tinica solucion mdrima F : M x [0,T[— M del FCMy
con condicion inicial Fy verifica T < oo, presenta una singularidad de
tipo I ent =T yp € M es un punto de blow-up. Ademds supondremos que
estamos en una de las dos siguientes situaciones:

(i) la densidad 1) es regular en p, o

(ii) ¢ es singular en p y el conjunto de puntos singulares de 1, al que de-
notaremos por S, es una subvariedad reqular de M wverificando que, da-
da cualquier curva ¢ : [0,1] — M con ¢(1) € S y ¢([0,1) NS = 0, el
lim; 1 Vo /[V|(c(t)) pertenece al fibrado normal de S.

Entonces, en el caso (i), la sucesion de flujos reescalados F7 definidos en ([3.38))
subconverge diferenciablemente sobre compactos a un FCMyp F™ : My, x] —
o0, O[— R™ ! con la métrica euclidea g¢ y una densidad 1> que es constante
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(es decir, un FCM). En el caso (i), quizd el limite 1™ no esté bien definido, pe-
ro aun ast las aplicaciones FJ subconvergen diferenciablemente sobre compactos
a un flujo Feo Moo x]—00, C[— R™HL con la métrica euclidea g%, tal que cada
uno de los embebimientos ﬁoo(',T tiene Y -curvatura media bien definida y
ﬁ’oo( 7) evoluciona por un flujo para esa 1’/;°°—cumatum media.

En ambos casos e presentam una singularidad de tipo Iy cualquier hi-
persuperficie F‘X’(Moo, 7) con la métrica inducida por la inmersion F>=(-,7) es
completa.

Demostracion. Por su definicién y las férmulas (3.40) y (3.42), F7(-,7) cumple
la siguiente ecuacion:
OF  _L,0F 1 i .
) HyN = —(\H? — \g/ (VVap, N7)) A; N7
or ot - N Ag(f G (V. N)) 2
= (HT — g (T, 7)) N7, (3.43)

Entonces cada F(-,7) es un FCM¢) en la variedad riemanniana con densidad
(BA(p). 1)
Para todo 7, si utilizamos (3.41)), (3.42)) y la definicién (3.22]), obtenemos:

1 11— 1 C C
o713 7 bg (V4 N9)? = /\2’047%“‘ QEQ(V%N)Q < 57— =
J J

NT—-t C—1
(3.44)

Por tanto, todo flujo F* J presenta una singularidad de tipo I en 7 = C, porque

tj
T — tj
Por la demostracién de la proposicion obtenemos:

e [=

, C[ segun vimos en (3.37)). Notemos que C' es independiente de j.

dgj(Fj({L‘,T),p) = )‘jdg(Fj(‘/EvT)ap) = )\jdy(F(f’?atj + )‘;27-)7]7)

< A2V + VBT —t; = A
=2V C(Vn+ V)| [T —t;) —
=2VC(Vn+ VHVC - 1. (3.45)

En particular F/(z,7) —, ¢ p y por las relaciones ) v ( - ) v ser p un
punto de blow-up para F', se sigue que p € Bg( ) es tamblen un punto de

blow-up para FJ.
Ahora, dado jg € N arbitrario y fijo, consideremos los flujos F7, para j >
Jjo, con 7 definido inicamente en el intervalo cerrado [—)\?Otjo, C — ¢]. Por un

lado, por (3.45) dg; (FI(z,7),p) < 2V/C(\/n+Vb),/C + )‘?Otjo para todo T €
[—A?Otjo, C —¢] y todo j > jo. Y por otro, en dicho intervalo (3.44) da una cota
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; 1 . — .
universal (C(“:T < O_(%_S) = %) para las cantidades |a¥\§j + E?(V]w,]\”)z.

Como ¢’ (ﬁjw, NY) estd acotado, tenemos tres posibilidades:
1 9 es diferenciable en todo punto.

2 FI(-,7) no tiene un punto de tangencia con el conjunto singular de v para
T<(C—=¢.

3 Existe un primer 70 < C' — ¢ y un punto singular F° (0, 70) de ¥, tal que
ll’m(CE,T)—)(CCo,To) ?j(vjwa Nj)(.’B, T) =0.

En el caso 3, por la hipétesis de que lfim,_,, V' /|V” 4| pertenece al fibrado
normal del conjunto singular S de 1, deducimos que F7(M,,, o) es transversal
a S en FJ(z9,7). Ya que la hipersuperficie original no toca a S, esto implica
que existe un ¢(7) < t(79) < T donde la hipersuperficie F'(M,t(7)) es tangente
a S, pero entonces | (Vi), N)| = oo en este punto, lo que es imposible ya que
T es el primer tiempo singular del flujo F. Por tanto, el caso 3 es imposible.

En los casos 1y 2 el FCMy F7 en (M, g’) es equivalente al FCM FV x Id en
M x4 S', y la norma de la segunda forma fundamental de las correspondientes
inmersiones verifica |62 |2 = |a]}|§]- +g7 (V4p, N7)?2 < @. Entonces, el célculo
usual (ver [33]) para el FCM prueba que todas las cantidades |VITaZ| estén
acotadas para todo r € N. Gracias a esto, a y a las reglas para las
derivadas covariantes en un warped product dadas en la proposicién [I.1.0] se
sigue que ]erozZ-| y }Vj’" <§J1/),Nj>‘ estdn acotadas para todo r € N. Estas

cotas y dan también una cota universal para la derivada de F7 respecto
de 7. Todas estas cotas estdn tomadas con respecto a las métricas g/ en el
espacio ambiente.

A la derivada covariante en R™*1 la denotaremos por V° y por gie, 69}6,
NZ°, &2 y H2® a la correspondiente métrica, normal unitario, segunda forma
fundamental y curvatura media de la inmersién FJ(-,7) := gaj*l o Fi(-,7) en
B, (0) con la métrica euclidea g¢. Como (B%(p),gj ,p) converge a (R**1 g¢ 0)
cuando j — 0o (esto es, las métricas {§ = go;gj}jzjo convergen a ¢¢ en cada

BijoR(O)), se sigue que:

, je % _j _ . nrje o —1ari _ . ~je % ] _
lim ’gT gpng‘ge =0, lim |NT Pjx ]\f7'|g"i =0, lim |O[7. (:OjO[‘r|g"3 =0,
Jj—oo j—oo Jj—oo

lim |H = H] o il =0, lim (V)G = (VD) all,e 0. (3.46)

j—00

De (]3.46)) se sigue que cuando consideramos todas las anteriores magnitudes en
R"™*! con la métrica euclidea, estas estan también acotadas. Mas atin, por ([3.45)),
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la distancia de goj_l o FJ (U {C(to,tj) c M7y X {T}) a 0 € R"! estd acota-
TE T—t; {
da. Entonces, por argumentos estandar (ver [39] pdgina 91 o [54] pagina 87),
las aplicaciones cpj_l o FY convergen C* sobre compactos a una aplicacién dife-

renciable F> definida en My, x] — 00, C[, para alguna variedad limite Moo, con
valores en R"! con la métrica euclidea (y con una densidad 1/}00 = lim;_ ¢J
si el limite existe).

Aunque ¥ no esté definida, siempre existe el limite de las curvaturas
medias asociadas a las densidades al que nosotros llamaremos curvatura me-
dia asociada a la densidad limite. En efecto, de se sigue que HZ y

gJ(VJ¢ N7) estan acotadas, entonces existe una subsucesmn de FJ tal que

lim; o0 H;]z; = lim;_ oo (Hj gJ(ij N7)) = HOo existe, es a este limite al que
llamaremos curvatura media asociada a la densidad limite, y estd acotado por
n+b)C
u para T < C —e¢.
Por otro lado, ya que tenemos convergencia C'° sobre compactos, también
respecto de 7, tenemos
HF>® Aol o Fi ) o . L~
— i 22T (H? — g/ (V4p, N9)) N = HPN>®.  (3.47)

or Jj—00 or Jj—o0

Ma3s atn, el flujo limite F es también de tipo I, lo que se sigue desde y
(13.46)).

Como hemos tomado M; como la componente conexa de M x {t} que con-
tiene a (z,t) y contenida en F~!(B%(p)), las geodésicas de (Mg, g), empezando
en (z,t), estdn bien definidas hasta que tocan el borde de M; que estéd contenido
en el borde de B%(p). Pero cuando j — oo, este borde se va a infinito; por lo
tanto, en el limite, las geodésicas que empiezan en (x,t) estdn bien definidas
hasta el infinito. Entonces la correspondiente variedad limite es completa. [

3.3. PAC% con singularidades tipo I

En esta seccién nos situamos en el contexto y las hipdtesis del teorema [3.1.1]
y daremos la demostracién de los apartados 1 al 3 de dicho teorema. Mientras no
se diga lo contrario todos los calculos se realizaran para el problema de inmer-
siones , a pesar de que en la exposicién de algunos resultados (enunciados
de los lemas proposiciones, teoremas y corolarios) se hace referencia al pro-
blema (3.13)). La relacién entre (3.12)) y (3.13]) puede consultarse en la seccién

Dada cualquier inmersién v : M — M a lo largo de la seccién supondremos
siempre que v € I(M) o v € I(G) y que 7 es simple. El vector normal N
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considerado a lo largo de cualquier curva v simple es el normal “interior”, es
decir, el normal que apunta hacia la region delimitada por el soporte de la curva
vy la geodésica I' del ambiente M.

Con el objetivo de clarificar la exposicion de los resultados, para referirnos
a la situacion:

Sean una inmersién vy : M — M tal que v9 € I(M) o v € I(G) y la

(respectivamente una) solucién maxima v : M x [0,T) — M o

v: M x[0,T) = G para el PACt (3.12]) (respectivamente (3.13])) con

condicién inicial v, en funcién de si yo € I(M) o v € I(G) respectivamente.
Escribiremos:

Sean una inmersién g : M — M y la (respectivamente una) solucién ~(-,¢) al

PACv (3.12) (respectivamente (3.13])) con condicién inicial .

Para alcanzar este objetivo, describiremos las propiedades bésicas del PACy
en este ambiente, estudiaremos la existencia de barreras que nos garanticen que
el tiempo maximo de existencia de solucién sea finito, la preservacién del signo
de ky, y la preservacién de la propiedad de ser un grafo (proposiciones
y corolario respectivamente). Después daremos una serie de formulas de
variacion con el objetivo de probar que todas las singularidades que se forman
son de tipo I (teorema . El esquema o idea de la demostraciéon de los
apartados 1 a 3 de este teorema lo indicamos en la nota [3.3.2] Previo a todo
esto necesitamos una serie de observaciones.

Nota 3.3.1. Las siguientes propiedades de las curvas y del PACt para
imersiones serdan utilizadas a partir de ahora:

(@) 57 = (G ) = (. T) = b (3.43)

(b) Si la curva en evolucion ~y¢ es un grafo, ' > 0 y N apunta hacia el eje
singular T' (normal interior), entonces — (Vip, N) = —¢' (Vr,N) = =’ u > 0.
(¢) La curva r =constante, tiene ¥-curvatura geodésica:

\vi 9: v / kv / ) =
ky = <Vaz/ew5ra eso> —(V¢,N) = = (Vi N) = ¢ — ¢/ (Vr,-V7r)
=& + (3.49)

que es positiva (de hecho es +00 si lim, 09 (r) = +00) en r = 0 y permanece
positiva para r en el intervalo [0,3(¢’ + ).
(d) Si aplicamos la formula de evolucion (3.48)) al PACY con condicion
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inicial la curva r = 1o < 3(¢" + 1), obtenemos que evoluciona por translacion
en la direccion del eje r y su posicion en dicho eje r = r(t) verifica la ecuacion:

?):; =—¢ —¢ < —min{(¢ + ")) | 0<r <re} = —p, (3.50)
conr(0) =ro, u > 0, por lo que la solucion cumple que r(t) < ro—ut. Entonces,
en un tiempo finito T < ro/u, v(T) = 0 y la curva r = 0 tiene Y-curvatura
geodésica ky, = 00.

(e) Necesitaremos las formulas dadas en la seccio’n en particular, la formula
de wvariacion de ky, , sustituyendo la expresion para el hessiano de
, adquiere la forma:

Ok _
= Dyky + by (K + K = V(N N))

= Ay +ky (2 + K = (" (Vr,N)* + 4/ (1= (V. 7)) )

= Ayky + k(K + K = (0" + ¢ (1-2)) ). (3.51)

Como consecuencia de los apartados (c¢) y (d) de la nota y el principio
de separacién de soluciones, obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.3.1. Sea una inmersion g : M — M cuyo soporte estd acotado
por las curvas r =0 yr =19 < 3(¢' +1'). Sea una solucion mdxima para el
PACY ~(+,t) con condicidn inicial vo. Entonces el soporte de ~y; estd con-
tenido en dicho dominio para todo t € [0,T). Y ademds, el tiempo mdximo de
existencia para 7y es finito T < ro/u, donde p estd definido en .

Para llevar a cabo muchas de las estimaciones que realizaremos necesita-
remos aplicar el principio del maximo (teorema . Este requiere que el
maximo o el minimo se dé en un punto interior de la curva. Entonces, en el
caso en que la curva de estudio tenga borde v € I(G), tendremos que estudiar
lo que ocurre en este borde por separado. En nuestra variedad ambiente las
aplicaciones (r,c¢ — z) — (r,c¢ + z) son isometrias. Si, por ejemplo, el maximo
se da en z = by, podemos considerar la simetria respecto de z = by, dada por
(r,z) = (r,ba+ (2 —b2)) = (r,ba — (2 — b2)) = (r,2 ba — 2), que duplica la curva
de modo que el punto z = by pasa a ser interior y asi todos los argumentos
pueden ser aplicados. Dicho método puede ser reiterado para obtener una cur-
va no compacta y sin borde pero de periodo finito a la que podemos aplicar el
principio del méximo sin ningin problema. El mismo proceso se puede aplicar
si el punto de blow-up p € G, y asi basta con considerar puntos de blow-up en
el interior de G.
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Proposicién 3.3.2. Sean una inmersion vo : M — M tal que r < rg <
min{3(¢’ 4+ '), sup{r; (¥" +¢?/b)|jp,] < 0}} y una solucion mdzima para el
PACY (-, t) con condicion inicial 7.

Si ky > 0 pero no idénticamente 0 en 7y, entonces ky, > 0 para t > 0.

Demostracion. Por la proposicién y la hipétesis de la acotacién de r <
ro < min{3(¢" + ¢'), sup{r; (V" + ¢'*/b)|j0,) < 0}} en el instante 0, tenemos
que 7(y(-,t)) < ro para todo t € [0, T[. Esta desigualdad, K > 0 y I' geodésica
en M (equivalentemente ¢'(0) = 0) implican que:

¢ <0, " <0, P >0, P’ < 0. (3.52)
Entonces, definimos la siguiente funcién a lo largo del flujo:

f(p,t) =k*+ K — (1/)"U2 + ' (1 - u2)) , para todo (p,t) € M x [0,T).
(3.53)

Por (3.52)) esta funcién es no negativa para todo (p,t) € M x [0,T). Y si la
empleamos en (3.51]), obtenemos que esta ecuacién tiene la forma:

Ok
871;# = Ayky + fky , para todo (p,t) € M x [0,T). (3.54)

Entonces, por el principio fuerte del maximo (por ejemplo, ver [19], pdgina 181),
obtenemos ky(t) > 0 para t > 0. ad

Por (3.52)) y, ya que ¥’ y 1" son continuas en el intervalo (0, rg] con
lim, .91’ = oo y lim, 91" = —o0, existen niimeros reales positivos €, ¢ tales
que:

P >e >0, P < —5<0, P’ <0. (3.55)

Corolario 3.3.1. Supongamos todas las hipdtesis del teorema[3.1.1] tanto para
la variedad ambiente (M,g,1)) como para la inmersion vo : M — M inicial.
Sea una solucion mdzima para el PACh ¥(+,t) con condicion inicial .

Siky >0y (-,0) es un grafo sobre la geodésica r = 0, entonces (-, t) es
un grafo para todo t € [0,T].
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Demostracion. En primer lugar, por la proposicion
ky > 0 para todo t € (0,T'). Por otro lado, ya
que u es C* en M x|0,T|, sup,cys v es Lipschitz (por
tanto continua) en ]0,T[. Por reduccién a lo absurdo,
si sup,c)s v cambia de signo debe existir un primer %
donde (sup,cps w)(to) = 0. Por las condiciones sobre el
borde, este supremo debe darse en algiin punto interior
xg € M. En este punto u = <§r, N> = 0, entonces la ‘\N
curvatura k de M verifica que k(zg) = ky + ¢'u > 0. N T vr
Pero esto implica que, en un entorno de zg, la curva :V—;T(i '
My, estd en uno de los lados de su linea tangente, que '\}/l_”w .
cumple la ecuaciéon z = constante, y toca esta linea ;

tangente solo en xp. Entonces, en este entorno de xzg, ™* ~* R
el signo de u cambia en zy en contradiccién con que
(supgenr w)(to) = 0. Por tanto (-, t) es un grafo para
todo t. O

Ahora daremos una serie de lemas técnicos, principalmente féormulas de
variacién, con el objetivo de probar que bajo las hipdtesis del teorema [3.1.1] el
PAC1y produce singularidades de tipo I. La estrategia utilizada es similar a la
usada en [34] y [2], y la indicamos en la siguiente nota.

Nota 3.3.2. (Esquema de la demostracién del Teorema La idea es
probar que la parte ke := —p'u = — (Vip, N) (positiva ya que ' > 0 y la curva
es un grafo, esto es, u < 0) de ky, = k+ky domina, salvo constante, la parte dada
por la curvatura geodésica estandar k de la curva. Entonces, por la hipotesis
, W' estd dominada, de nuevo salvo constante, por 1/r. Por tanto todas
las “curvaturas”serdn dominadas por 1/r y de aqui finalmente se probard que
verifica la propiedad de ser tipo I. Los puntos clave son las estimaciones sobre
los cocientes ko/ky y k/ka, las cuales se obtienen de sus respectivas formulas
de variacion cuyo cdlculo requiere a su vez de otras formulas de variacion que
calcularemos ahora.

Lema 3.3.1. La evolucion de r(y(-,t)) cuando (-, t) evoluciona en una super-

ficie M bajo el PACt es

0
a—: =Ayr+ cp’|V1"|2 —¢ =Y. (3.56)

Demostracion. En la curva el laplaciano de r, Ar, es exactamente ttr ya que
Vit = 0. Entonces el y-laplaciano es:

Ayr =t2(r) + (P'Vr,t) (Vr, t) = t3(r) + ¢/ (Vr, t>2 = t%(r) + ' (1 — u?),
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t2(r) =t (¢, Vr) = (Vet, Vr) + (t, V¢ Vr)
= k(Vr,N) + (t,¢/(t — (£, V) Vr)) = k(Vr,N) + ¢ — ¢ (Vr,t)°
= (ky + (W'Nr, N)) (Vr, N) + ¢ (Vr, N)’
= ky (Vr,N) + (&' + ') (Vr,N)”.
Por tanto:

Ayr = ky (Vr, N) + 3/ + ¢ (Vr, N)2.

Utilizando esta expresién en (3.48) y que <ﬁr, N >2 =1—|Vr/%

g: =Ayr —¢' — ' (Vr, N>2 = Ayt + ¢ |Vr2 — ¢ — 3.
Y queda probado el resultado. O

Lema 3.3.2. La evolucidn de u((-,t)) cuando (-, t) evoluciona en una super-

ficie M bajo el PACY) es:
Ju

Fri Agu— (Yo' + O — " — ") u(l - u?) + (k+ go’u)2 u. (3.57)
Demostracion. Usando (2.21]) y (3.17) para i) = r, obtenemos
ou

5 =k (Y N) = (Vr, Viy)
= ky' (1 —u®) = (Vr,t) th+ (Vr, V(¢'u))

= ky' (1 —u?) — (Vr,t) th+ ' (Vr, Vu) + uwg” (Vr,Vr).  (3.58)
Calculemos ahora el -laplaciano:

Ayu = ttu + ¢/ <§r, Vu> ,
tu = (V¢N,Vr) 4+ (N, ViVr) = =k (t,Vr) + (N, ¢'(t — (t,Vr) Vr))
= — (k+ ¢'u) (t,Vr),
ttu = — ((th) + ¢" (¢, Vr)u+¢' (= (k+ ¢'u) (¢, Vr))) (¢, V7)
= (k+¢'u) (k (N, Vr) + (t,¢/(t = (t,Vr) Vr)))
= —(tk) (¢, Vr) + k(1 —u®) + (¢ — ") u(l — u?) — k*u
o 2g0lku2 _ @/2u3,
Ayu = —(tk) <t,ﬁr> + go’k(l — u2) + (g0/2 — 30”) u(l— u2) — k?u
— 20" ku® — @*ud + 4 (Vr, Vu) . (3.59)



3.3. Apartados de 1 al 3 del teorema |3.1.1 107

Sustituyendo esta expresién en (3.58]), obtenemos:

% = k' (1= w®) + Ayu — Gh(1 = v®) = (¢ = ") u(l = v*) + K*u
+ 20" ku? + %0 4+ uy” (1 — u?)
= Awu _ (WSOI + 9012 _ 90” _ w//) u(l _ u2) + kzu + 2<plku2 i ﬁpl2u3.
a

Lema 3.3.3. La evolucién de (¢Y'u)(y(,t)) cuando (-, t) evoluciona en una
superficie M bajo el PACy) es:

(' N/ VNN
bt — gy + =S g+

+ (—"u = (e + &% = ") ug + 20" (k + ¢'u)) (1 —u?). (3.60)

0
Demostracion. Consideremos el operador — — A, actuando sobre ¢/u.

ot
oy ) '
(3.61)
681/;' w = kyu = 0" (ku—¢/u?). (3:62)
AY' =ty =t (¢ <t vr))
= ¢"(1—u?) + 4" (k(N,Vr) + ¢ (¢, (t = (¢, Vr) Vr)))
= "(1 —u2)+¢"k‘u+?/)” "ul. (3.63)

(8{;? Awd}) (¢H (ku _ ¢/U2) _ w///(l _ u2) _ lb”ku ¢” / 2
— YY" (1 - u?))
— _u(d)l/q/}/uQ_'_(w/l/_'_d/w//)( )+¢// / 2) (364)
De (3.57)), (3.61) y (3.64]), obtenemos

8(3:5) . Aw(w/u) - (w//¢/u2 + (¢III+¢/¢/,)( )+¢// / 2)

+of <_ (w/@/ 4 90,2 _ W) u(l — u2) + (k + (P/u)2u)
+ 20" (k + ¢'u) (1 — u?),
de donde se sigue la férmula (3.60)). O
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Si la curva es un grafo sobre la geodésica r = 0 y ¢’ # 0, entonces ko :=
—1)'u > 0 como se vio en la Nota

Ahora, queremos probar que k3 < Cky para alguna constante C' indepen-
diente de t. Observemos que si k > 0, como kz > 0y ky > 0, entonces ko < ky,

k
lo que da 1?2 < 1, de modo que las dificultades para probar la acotacién aparen

solo cuando k£ < 0. Empezaremos por calcular la variaciéon del cociente 2
Y

k _
Lema 3.3.4. La evolucion de /~72 cuando v evoluciona en una superficie M

P
bajo el PACY es:

i) =20 (2) e (V) wm)

@ vy (2 — 3u?) + 2u?p? — v (1= u?) +¢"(2 —u?)
! Y’
+9 <Z - 1> (@/w/u2 + 7///(1 o u2)) (3.65)

Demostracion. Si utilizamos la formula
k:g kQ 2 k2
A(—): Ak Ak—— k 3.66
y las ecuaciones (3.51)) y (3.60)):

i (i) =20 (2) o (VG2 9k o (b o)

ko 1 0
k2 ((%kw Awkw>
ko 2 ka ko V' +¢)
:Aw(@)+W<V(k ). Vk¢> k( g R 2k
n k /
+s0'2u2—<@2],+s01/1+90 > (1-u?) ”(kz—i,)(l—ﬁ))
)

— = (kK — ¢ = =" = (1 — u?));
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(i) =22 - (7 () o)

_@ _¢//(P/2_£,/2 2 2_7,// 2 .2
_kw< Wu 2k2gowu + (1 + u?) <¢,+ap <p>(1 u”)
k /

_2wl1(k2_:z/)(1_u2)+()0//>
_@7/’//‘#_2_&//2 neqe o2 2/2_1/’7”/_2
_Iﬂ/;(w' (2 — 3u”) 2k2(gpwu +¢"(1 u))+2ug0 W(l u”)

+s0”(2—u2))
= Zi(w;ip/@ — 3u2) + 2u?p"? — Ii/:/(l - ug) +¢"(2 - u2)>

k
—9 (1 _ ki) (¢/¢/u2 (1 — u2))

k
Donde, en la ultima igualdad, hemos usado que = 1-— ki O
Y Y

Lema 3.3.5. Bajo las hipdtesis del teoremal3.1.1| para todo ty €]0, T el cociente
k k
k:i estd uniformemente acotado en M X [to, T por méx{1, (méXMtO k:i) earo/u,

donde 1o = méx{r(x) |z € My}, p = min{(¢' +¢")(r) | 0 <r <1} y o es
una constante que depende de g0|[o,7»0] Y ¢|]0,r0}

Demostracién._Cuando las hipétesis del teorema [3.1.1] se cumplen, sabemos por

k
la proposicion [3.3.2| que &y (t) > 0 para todo t €]0,T'[ y el cociente 172 estd bien

definido para todo t. Ademds, por el corolario [3.3.1] y la primera igualdad de
k

(3.55) tenemos que la funcién 172 : M X [to,T) — R es estrictamente positiva.
P

De la de/iigualdad (3-52)) se sigue que @'yp'u? +"(1—u?) < 0. Por (3.2)) se tiene
que —Kfp/(l—UZ) < Oy, para alguna Cy > 0y todo r €]0, 7], y por (3.2) y (3.6)

", I
(2 — 3u?) < €y, para algtin C; > 0y todo r €]0,70], y obviamente

que ;

2u?p'? < C3 > 0. Sustituyendo estas desigualdades en (3.65)), obtenemos que o
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bien @ <lo
ky

;(Z) SAw(Z) +;<V<Z>,Vk¢> +Z<Cl+03+c2>,

Por el principio del maximo (teorema [1.1.2)), ko /ky estd acotado superiormente
por la solucién de la ecuacion ¢/ (t) = « y(t), « = C1 + Cy+ C3, con la condicién
inicial y(to) = maxas, (k2/ky), esto es:

para todo t € [tg, T'[. Por la Nota T es finito y es menor que ro/ 1, entonces

@(p, t) < (méx @)e“(T_tO) < <méx @)e“”‘)/“. (3.67)
kl/) My Ry M, k‘¢
La afirmaciéon del lema se deriva de estas observaciones. a

Lema 3.3.6. Para todo nimero real b > 0 cuando vy evoluciona en una super-

ficie M bajo el PACY) , se cumple:

() =2() + 2 (7). m)

kw b 1/}”_’_1//2 2 L 1 9y (1 k
]C w/// 2 1/1//()0/
+k71§ — (2 = u?) — 20" + (W — b—gwa (1—u?) + o (=2 + 3u?)

Demostracion. Calculando como en la demostracién del lema y utilizando
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, obtenemos:
i<’“> ;@w) i<k;k¢>— ()2 ()
“asl) 2 () 7 62)) - G G2) - 2)

_Aw( ) < (& >w2> 2(0//(1— ) + ) T

k

12 M 2
S =
—|—21/J k2( u)

ky

—¢"(2—u?) = 20" + (QZ, - 21//2)( u?) + ¢w, (=24 3u%)

_ Aw(lf;> + ;2 <V(:2) Vk2> + 221” (" =)+ go’w'uQ):;
g1 )]

/) , ,l/]/// 2 , ¢// /
—@(2—u2)—2ap2u2+<v——¢2>( u?) + o (=2 + 3u?)

Y’ + LN o(l &k
”;@[( p (=) ) - ) (5 - )
’% 2.2 " 2 u? 1/1”80/ 2
—i—E ©"(2—u") —2¢"u +<W_7w >( )+ o (=2 + 3u”)

Lema 3.3.7. Bajo las hipdtesis del teorema el cociente |k/ks| estd uni-
formemente acotado en ~y(-,t) para t € [0,T].

Demostracion. Sik <0, por la proposmlon“ ky(p,t) > 0 para todo (p,t) €
M % [0,T). Entonces k + ko > 0 implica que kg > |k|. Por tanto en este caso ya
hemos finalizado.

Si 0 < k/ky < 1/b, ya hemos terminado. Si k/ks > 1/b, en la férmula del
lema el sumando que contiene el término 1/b — k/ky es negativo (porque

ky/k2 > 0) y, gracias otra vez a (3.2), (3.52) y (3.55)), el coeficiente de k/ko es
no positivo y el otro sumando que multiplica a ky/ky = 1 + k/ko esta acotado

por una constante § uniforme, ya que ¢ es diferenciable y por la hipétesis (3.3)
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" [ — 24" /b? estd acotado superiormente. Entonces podemos escribir

0 [k k 2 k k

== | <Ay~ )+ — —),VEk 0—+6 .

ot (k2> = w<k2>+k2 <v<k2>’v 2>+ Ry (369)
y por el principio del maximo (teorema |1.1.2)):

K < (1 + méx E)E(ST —1< (14 max ﬁ)e(ém)/“ —1. (3.70)
ko Mo k2 Mo Ko

O

Corolario 3.3.2. Las singularidades del flujo ocurren cuando y solo cuando la
curva en evolucion toca el eje T'.

Teorema 3.3.1. Bajo las hipdtesis del teorema el PACY desarro-
llard, en el primer punto singular, una singularidad de tipo I.

Demostracion. En lugar de (3.12)) podemos usar el flujo equivalente:
oF ky =
T o T (3.71)
ot <N, Vr>

Que tiene sentido cuando la curva en evolucion es un grafo sobre I'; ya que esto
implica que <N , Vr> < 0 nunca se anula y (3.71)) es equivalente a (3.12)) ya que

OF
< N> = ky. Bajo este flujo, la variaciéon de r estd dada por:

ot
_ 9F ks =\ K
or _ <V7", 8> —(Vr, —% _ Vr)="% = ko (U (3.72)
(N,Vr) u
De los lemas y |k| < Ci(—¢" u) < Ca(—y" u+ k), entonces (recorde-
k

k k k

mos que u < 0) — < |—| < Cy(y)) — =), estoes (1+ Cy)— < Cy 9. Por esto y
u " |u u u

B72),

b

1
- 1) V=gV s % (3.73)

or (O
ot — \1+Cy
donde hemos usado (3.2)) para la tltima desigualdad, por tanto:

or?
— < -2b = —
8t —~ C3 04,

y, para cualquier 0 < ¢t < t; < T, tenemos que,

1 1 1

r?(t1) — r*(t) < —=Cu(t1 — 1), 20 S P20 1 Calts =) = Calt— 1)
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para todo t; < T'. Tomando limites cuando t; — T, tenemos la desigualdad:

1 1
r(t) : Cy(T 1) T

Por otro lado, por el lema la definicién de ko, v (3.74)),

b? Csb?

2 2 (1402 <(1+0CWr< 0 < 57 .
kol” + k" < (1+ CT)ky < 1+ CT)Y _C5r2_C4(T—t) (3.75)

Lo que prueba que la singularidad es de tipo I. O

3.4. Convergencia de ciertos blow-ups (demostracion
del punto 4 del teorema |3.1.1))

Supongamos que tenemos un FCMv en R™! con la métrica euclidea y con
una densidad 1(p) = blnr(p), donde r(p) es la distancia euclidea de p al eje
2= Tpy1 de RPHL

Sea una aplicacién u : R*™! x [0, T[— R definida como

—|p|?

WD = _1t))<n+b>/z AT 1) (3.76)

Tendremos la siguiente férmula de monotonia andloga a la formula de Huisken
para el FCM en [34].

Proposicién 3.4.1. Sea una familia de inmersiones F : M x [0, T[— R"*! de
una hipersuperficie M que evoluciona por el FCMiy tal que o M es compacta
o el volumen euclideo de dimension n — 1 de las intersecciones de M; con las
bolas cerradas By de R"! centradas en el origen estd acotado por f(t)R?, con
f(t) >0 y g un nimero positivo fijo, entonces:

da
dt Jus

2
u(F(x,t),t)dvy = — /M <H¢ + (F(x,i;)(,jiV_(};)(x,t))>> u(F(x,t),t)dvy

(3.77)

Cuando b = m € N recuperamos la formula de monotonia de Huisken restringi-

da a hipersuperficies en R 1™ obtenidas por la rotacion de una hipersuperficie
en R

Demostracion. Primero necesitamos dar una férmula tipo Minkowski. Para una
hipersuperficie X : M — R™*! la férmula cldsica de Minkowski afirma que
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A(3|X[?) =n+ H (N, X). En nuestro caso precisaremos de la férmula anéloga
en densidad, calculémosla a partir de la estdandar:

BulgIXP) =+ H (¥, X) + (V0. 951X
=n+H(N,X)+ <v¢, ;va\2> —(Vy,N) <;V|X|2, N>
=n+ Hy (N, X)+ (Vi, X).
Si ¢(p) =b Inr(p), <§@Z),X> = brﬁ() <§T,X> = b, entonces:
Aw(%]X\Q) —nt b+ Hy(N,X). (3.78)

Ahora procedemos a derivar teniendo en cuenta ([1.64)):

d

i | wE ) vy

(3.79)
Y sustituyendo (3.78]) en la anterior expresion
A (P, t)dv
dt Jy T
1 1 |F|? Hy (F,N)
= — Ay (Z|FP?) - -2 L — Hy? ) u duy.
[, G (57 ~ a2y ) v
(3.80)

Por otro lado, notemos que:

Lk [ IFTP (N, F)?
o=t~ [ a8

Si M es compacto, podemos aplicar el teorema de Stokes para el 1-laplaciano,
con el Y-volumen, a:

e (579) = g () s
- /M 4(T1—7f)2 <V (;!FV) v <;|F|2> > udvy, = /M M!FTPM%.

(3.82)
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Sustituyendo (3.81) y (3.82) en (3.80)

% w(F (o, 1), t)dvy — /

M M

(N, F)? Hy (F,N)
<_4(T 12 Q?T —t) H¢2> u dvy
(3.83)

esto nos da (3.77)).

Si M no es compacto, podemos calcular la integral a lo largo de M como
el limite de integrales a lo largo de sus intersecciones M;r := M; N B con las
bolas cerradas Bg de R"*! centradas en el origen con radio R cuando R — oo.

[ Gy (3e)) wa
=- /Mm 2(T1_t) <v (;!FP) ,Vu> dvg + /Wm Q(Tl_t)u @FP) u duy

1 1 1
= /M m’FTPudU[p + /aM my <2|F‘2> u d’Uw (384)

tR

donde v es el campo normal unitario exterior a dM;r. Estudiemos el tltimo
término de ([3.84)).

/ V(Hm)udw—(zm@_t))<n+b>/2eR2/<4<Tt>> / (v, F) r(F)bdv
OMgr 2 OMr

< (4n(T — t))(n+b)/2632/(4(Tt))Rb+1/ "
< (4n(T — 1))~ (/2= R/ AT=0) ¢(4) RIF+1 5 () cuando R — oo.
(3.85)

Y a partir de este punto podemos continuar la demostracién de la formula como
en el caso compacto. O

Nuestro objetivo es aplicar la anterior férmula a un FCMy de un grafo
completo (z,7(z)) sobre el eje z en R2. En este caso M no es compacto, pero
es sencillo comprobar que la condiciéon de la anterior proposicién se cumple
si tomamos cuadrados cerrados Cr centrados en 0 de lado 2R en lugar de
bolas Br. En efecto, en este caso el teorema tipo Sturm que escribiremos y
demostraremos a continuaciéon nos asegura que el ntimero de cortes entre M,
y OCg es finito, entonces f OMNC dv estd acotado por el nimero maximo de
puntos de interseccion, que es finito, y la férmula se cumple.

Con el fin de probar el anunciado teorema tipo Sturm, trabajaremos con el
flujo equivalente al FCMv y usado en la demostracion del teoremam
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Bajo este flujo la variacién de r viene dada por (3.72)). Para obtener la variacién

0
den:=7r= a—r tomaremos la derivada de (3.72)) respecto a z y obtendremos:
z

o _Oky O (k_ N\ _uk—ki_ .
ot dzu 0z (u 1/))— u? v (3.86)

Empleando (3.16)) en la anterior expresion y calculando sus correspondientes
coordenadas, obtenemos, para n := 7:

on Ul
A — 3.87
ot e (mn (3.87)
donde
T(n) = S (n+ e*¢) — 2( P (n+ 62%’))@’
: (72 + €2¢)2 2 +eX (12 + e2%)2
772
1/ /! 1
- m‘ﬁ P TYs

Por el corolario sabemos que para todo tg € [0,T[, T'(n) esta acotado en
J x [0,t0] y también los coeficientes de 7} en (3.87)), entonces podemos aplicar
el teorema tipo Sturm desarrollado por Angenent en [5] (ver apéndice C|) para
obtener:

Lema 3.4.1. Sea My, cont € [0,T], la solucidn mdzima de con condicion
micial My, tal que 79 no es idénticamente 0, y verificando las hipdtesis del
teorema. Para todo t €]0,T], el conjunto Z; == {z € St or z € [ay, as]|fy =
0} es finito, la funciont — N(t) := #(Z;) es no creciente y, en los puntos (29, to)
que verifican 0 = 74,(z0) = 7+,(20) existe un entorno donde el nimero de ceros
decrece.

Ahora, ya podemos probar el punto 4 que aparece en el teorema y en
el corolario B.1.11

Teorema 3.4.1. Bajo las hipotesis del teorema |3.1.1), en el primer tiempo
singular y en cada punto singular, un blow-up centrado en este punto da un
nuevo flujo limite de tipo I en R? con la métrica euclidea y densidad > = Inr?,
el cual es un grafo sobre r = 0 para cada instante de tiempo y, después de
hacer un nuevo blow-up, converge a un InrP-shrinker en R? que es la linea
r =constante en el caso b =m € N.

Demostracion. Por la proposicién un blow-up centrado en este punto da
un flujo limite en R? con la métrica euclidea y densidad lim; 0 9 © @}, si
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este limite existe. Sabemos, de hecho, que el hmlte existe y quién es usando la
propiedad ¥ (v) = ¢°(v/); ;) enunciada en . Esta férmula implica que

~ 1\" ~ r
Ny — [ 0y(n (T
)00 = (5) @) (A),
entonces, por (3.2), para todo compacto K C (0, 00)

~ b
| v’ — . llc2(x)— 0 cuando j — oo, (3.88)

ya que

197 = omaer= Zj;p e - (4) o)

r

- 1iHNo(il r igq b
=Sl () o () - o]

) (90)(i+1 <>
b Aj
= E sup‘i! i+1H z —1) — 0 cuando j — oo por (3.2).
; K r ;.
=0 2

b
ey
Es decir, existe una funcién limite 1/100/ =b/r de W lo que nos permite definir
una dens1dad hm1te woo en R? por > = blnr y el flujo limite FOO( T) verifica
la ecuacién con la curvatura media asociada a esta densidad.

A su vez por la proposicion |3.2.3[ este flujo limite F>: Moo x] — 00, C[— R?
presentara una singularidad de tlpo ITlenT=C.

Como Fi(-,7) son grafos que convergen C'*° sobre compactos a F(- 1),
los flujos equivalentes (77(z,7),2) tienen las derivadas de 77(z,7) respecto de
z acotadas sobre compactos por las cotas de las derivadas de FI (z,T) respecto
de z, entonces 7/ (z,7) converge C™ sobre compactos a una funcién 7°(z,7) y
F°(-,7) es un grafo para cada .

Ahora, aplicamos al flujo a *(.,7), en el espacio euclideo con densidad
(RQ,ge,{/;oo = Inr?), el blow-up estandar:

1
2(C —71)’

y @Z(U) = JOO(U/)\) = lnr(v/)\)b =

A(7)? = F(r) =ln\(r), F(,7)=¢ F°(,7(7) (3.89)

(3.90)

que nos da las siguientes relaciones entre ciertas cantidades geométricas de
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ﬁ’yﬁoo:

RP(,7)) = A(F(, 7)) = LB (F(m(7) = s (7)), (3.91)

¢ (T3, N)(F(,7) = +9° (T8, NY(E(, 7(7)), (392)
R = Japl? = 5181 = 3 B, (399)

Teniendo en cuenta la estimacién (3.44), es decir el hecho de que ﬁo"(-ﬂ')
presenta una singularidad de tipo I en 7 = C, podemos comprobar que el flujo
F(-,7) no presenta ninguna singularidad:

1~ 1
¢(Vy>®,N)? + = |k < 1 ¢ 9 (3.94)
A2 T

1 e, 2 T2

A?bg

Obteniendo ademas la siguiente cota para Ew:

7 1 0o I = 1 oo 7.00
ey = Az(kw) < 130 (VO NP2 + 5 6% + 2 $519° (Vo N)| 5]
< 20b + 2C + 2v/2ChV2C = 2C(1 + Vb)>. (3.95)

Por otro lado, por (3.45))
dge (F>=(z,7),0) < 2V/C(1 + VbV C — 7, (3.96)

entonces:

dge (F(2,7),0) < V2C(1 + V), (3.97)

lo que nos garantiza que el flujo reescalado F'(-,7) no se nos va “entero”a infinito
cuando T — 00, es decir siempre quedan puntos cuya distancia a 0 es inferior a
V2C(1+ V).

Observemos también que (3.89) y (3.90) dan:
V(F(,7)) = X(F¥(,7(7)) = (r(F>(, (7)) (3.98)

Es decir, la funcién inducida en Ma por las inmersiones F(-,7) : My — R2
y ﬁoo(-,T) : Moo — R2 s la misma, la llamaremos ¥37..» Pero las métri-
cas inducidas verifican § = A?§>, lo que da para los gradientes de la fun-
cién anterior en las dos diferentes métricas la relacién 6%\7@ = )\*26001#]\700
(va que (Vo0 ,X) = dby_(X) = §(Veg_, X) = NG (Vi X)),
Ademds, los laplacianos ordinarios en estas dos métricas estan relacionados por
A = \2A%,
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De ambas expresiones obtenemos:

Ay =A7 QA;OMOO (3.99)
Y, para las derivadas de orden superior,
o 1 or 1
(OFFo)? = s ORRD =10 (3.100)
y
V) = ATV, (3.101)

Por la proposicién [2.5.1] y las expresiones anteriores, se obtiene:

¥<8§ kw) - FE ()\2m+2 (asookd} ) )
2m+ 2 m~oo2 m~oo2 mlNoo2
== A2m—+2 (85‘” kd) )+ )\2m+4 A¢~ <3§oo k¢ ) -2 <3§oo+ k‘w )

+ 2(amo + am1ki + ama (632)%) (02 k)2 + Y aig ((E$)iagwE;0) (aggoE;O)]
~ ~ ~ \2 ~ \2
—(2m + 2)(00Fy)? + Ay, (agl@) 2 (o)

+ 2(am0 + amiky + ama(ky)?) (07 + Y aig ( Joy)i102 k:,/,> (O,
(3.102)

en la ultima igualdad hemos utilizado el hecho de que, por la proposicién
el conjunto de indices del sumatorio verifica la relacién i+|J|+n(J)+|K| = m+3
y los polinomios “a,;” verifican que |K| =2 — j. Esta ecuacién es similar a la
que aparece en el FCM ordinario para el blow-up en las singularidades de tipo
I (por ejemplo, ver [39] pagina 59). Entonces, con argumentos estandar (ver
apéndice B|) se prueba que existe una familia de constantes positivas {Cy, }men
tales que

(02ky)? < C2, para todo m € N. (3.103)

Notemos que por 1D C2=20(1+ Vb)2.
Como estamos en el plano euclideo y r es la distancia a una linea, tenemos
que [Vr| =1y V"r =0 para m > 2. Debido a esto y a (3.90) se sigue que:

o~ — 1)h—
V") = (—1)’”“7( o ) er@ T.®Vr (3.104)
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(m—1)b

V")) < (3.105)

Ademés, de (3.74)) se deduce que los flujos reescalados F7 verifican:

1 1 1 1 1 2
<= - —JEAm),  (3.106)
T‘(F]) >\j \/Al(T—tj—Aj_zT) \/Al vVC — 71 Al

para una cierta constante A; > 0. Entonces:

1 2 1 2
<A < ]2 = A 3.107
o SNy L sV T (3:107)

Esto da:
V"l < (m—1)1b AY. (3.108)

Ahora por (2.46) (o por el apéndice |A)
1,m—1

o (<w N>) | = )vm+“(ag,...,ag, NY+ Y ek 02k, O(VED)
m,1

1,m—1
=m+1 7 = il =K
< V"4 Y g klkylt 00k V0
m,1
1,m—1
<mlb AP 4 N7 ey kGG - Oy IO AT Ry — 1)1 (o) — 1)!
m,1
— B, (3.109)

para todo m € N.
Entonces por (3.103) y (3.109)

O2°K| < 107 Fo| +105" (V. N ) | < Con+ B, (3.110)

para todo m € N. Esto junto a implica que existe una sucesién de tlempos
Tn tales que el F( Tn) converge dlferen(:1ablemente a una curva F x M o
R? no vacia.

Ahora, comprobemos que podemos aphcar la férmula (3.77)) al flujo F (7).
Para ello necesitamos comprobar que 8(F°°(Moo, )N C’R) esté acotado por un
numero natural finito independiente de 7 y R (para 7 suficientemente grande).
Consideremos, en el flujo equivalente , la familia 7/ (z,7) con 7 fijo que
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converge C* a una cierta r°°(z, 7). Por el lema existe un to tal que para
cada t > to existe una familia finita ordenada de ceros 2] < 2 < ... < 2}, de
7(,7) = 7(z/Nj, t; + )\]727'). Si consideramos ?j(-,r) = 7(z/A(t),t + A(t)~27)
como una funcién de t € [tg, T, para cada 7 fijo, los correspondientes ceros
21(t) < 2z2(t) < ... < zp(t) son funciones continuas de t. Entonces, un ar-
gumento similar al dado en la demostracién del lema 5.1 en [2] prueba que
im0 zi = limy_,7 2z (t) =: 2z, existe para k = 1,...,m, donde quizé algunos
de los z; son —oco 0 oo.

Ya que z{ < zg <. < zfn tenemos que z1 < z9 < ... < z,,. Sean

iop = min{i | z; > —o0} e iy, = max{i| z; < co}. De nuevo por el lema las
T

)

funciones 77 son estrictamente mondtonas en los intervalos | —oo, 21|, |27, 23], ...,

wry 2P, 00[, entonces su limite 7 es mondtono en los intervalos | — oo, 2],
2i0s Zig+1[y -+ )Zi,,, 00[. Entonces, en cada uno de estos intervalos, la intersec-
cién de una linea r =constante con las graficas de 7°(-,7) es un punto o un
segmento. Entonces, la interseccion de una linea r =constante con las graficas
de 7°(-, 7) a lo largo de todo el dominio de 7 es una unién finita de segmentos
y puntos. Lo que implica que el borde de la interseccién del grafo de 7°(-, 7)
con un cuadrado centrado en el origen consiste en un nimero finito de puntos
menor que 2m, y la condicidn necesaria para poder aplicar la formula se
cumple.

De las férmulas (3.77), (3.89), (3.91) y (3.92)), teniendo en cuenta que pi; =
d _drd — _»d

Aoy 2 =978 = =2 se deduce:

MY G Gar — ¢ ar ~ a2ar 00NN

d =12 ~ 1 d oo (212 ~

a PR 2, by, — 4 —|F®2X2/2 \b, ¢ Frooyby oo
e = [ P(F) AT

2m /2 g
A2 dr Jar..
(2m)(1+0)/2

7.00 2 [ zoo 2 A (1+0) —|F°|2X2/2_ ( T700\b~00

1 ~ ~ o~ F = ~
=12 - (M + A <F’N>)2)\1—1—1)6—|F/>\\2)\2/2)\—br(F)b)\—1'ut

T /~ (ky + <ﬁ»ﬁ>)2€_‘ﬁ'2/2r(ﬁ)bﬁt- (3.111)
Moo

= u(F°, 7)r(F>) e

T
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Por consiguiente, para todo 79 > 0,

o0 . - - ~ " _ o d ~ _ _
/ /N (ky + <F,N>)267‘F‘2/2Mw% dr = —/ pE /~ e’|F|2/2Mw? dr
70 J Mo 7o 4T Mo

:/~ L P T T

T—00 J M.

,ﬁ22~
S/N e P2, < o,

entonces f]\7 (E¢ + <ﬁ,ﬁ>)2e_\ﬁ\2/2ﬁ¢; — 0,y Mgg verifica <ﬁm,ﬁ> +
b T—r00

E¢ = 0. Por lo tanto Mgg es un @Z—shrmk‘er con 1; = bln(r), como queriamos
demostrar.

Cuando b = m, Ep coincide con la curvatura media de una hipersuperficie
de revoluciéon Mgg Xminr S™ de R™*2 y se sabe que, por la clasificacién de los
shrinkers de curvatura media no negativa, debe ser un cilindro. Por lo tanto,
MSS debe ser una linea. g



Apéndice A
Relacién entre 9" y V"

En este apéndice demostraremos algunas férmulas utilizadas en el texto para
las que no se dio demostracion previamente.

En primer lugar, sea una variedad riemanniana con densidad (M, g,%) de
dimensién 2 y orientable. Sea una solucién v : St x [0,7) — M o v : M x
[0,7) — G al PACy con condicién inicial la inmersién 79 € I(M) o
Y € I(G), respectivamente. Por s; denotaremos el paramétro arco de la curva
parametrizada por (-, t), para todo t € [0,T).

Proposicién A.1. Sea f € C®(S! x [0,T)) entonces:

n—1

QL f = R0 f + >0 <k¢k8§_i f) (A1)

i=0
Demostracion. Por (2.38)|)
0105 f = 050, f + kykOs f,

que se corresponde con la expresién del enunciado paran = 1. Vamos a proceder
por induccién: supongamos que es cierta para n y probemos que lo es para n+1.

OOLTf = 010501 ) =(ne1y Os0:(0L ) + kykOs (07 f)

n—1
— 0, (atag f) + kypkdm L f = 0, (agat F+Ya (kwkag*i f)) + kykdmtLf
=0

n—1

= OO f + 3 O (hykOL T ) + kit f
=0

= ortlo,f + znj o (@kayl—i f).
=0

En la cuarta igualdad hemos aplicado la hipdtesis de induccién. Por el principio
de induccién queda probado el resultado. O

123
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La siguiente notacién ya fue introducida en la seccién[2.5] Las letras maytscu
las J denotardn multi-indices con una cantidad de entradas finita y con dichas
entradas pertenecientes al conjunto de los nimeros naturales, J € N9. Consi-
deraremos que todas las entradas ji de un multi-indice J = (ji, ....,jq) estdn
ordenadas del siguiente modo j; > jo2 > --- > j4, > 0. Por ello introducimos el
siguiente conjunto:

JZIZ = {(jlv "'7jq) € Nq| 0< jq < ]'qfl <..< jl < ’I’L}

Dado J € Jg, denotaremos por o(J) := ji, |J| := j1 +... +jg, dim(J) := ¢ y por
n(J) := nimero de elementos de J no nulos (n(J) < dim(J)). Dadas J, K € Jg,

y [ € C®(M), por 8ky y ﬁKf denotaremos a:
0k =00k 00"V ky,
Vif=Vre eV,
si J, K =(0,...,0), entonces:
ky =1,
ﬁff =1

Las siguientes expresiones son independientes del flujo. Sea una curva orien-
tada v en M y su pardmetro arco s.

Proposicién A.2. Sea f € C®(M):

ol f =V"f(0s, m, 0s) + UZI:” Cisr ikl 0 ky CV PV f). (A.2)
Los indices del sumatorio verifican el siguiente conjunto de relaciones:
w i+ ||+ n(J))+ |K|+1=m,
» 0<i<m-—1,0J)<m—2,0K)<m-—1,

s 1<lyl<m-—1sim#1,

dim(J) = [m/2—1], es decir dim(J) =a sim =2a+1 6 dim(J) =a—1
st m = 2a,

» dim(K)=m —1,

H{jedJlj=m-2}<1.

Algunas de las constantes C; j 1 pueden ser cero y C(ﬁKlb ®vlf) denota al
tensor VK@/J ®§lf actuando sobre | K|+ 1 copias de 05 y/o N.
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Demostracién. Teniendo en cuenta que Vg 05 = kN y Vo, N = —kds, vamos a
proceder al calculo de las primeras derivadas de f respecto de 0;.
Para m = 1:

dsf =V f(0s).
Para m = 2:
O2f =V’ f(9s,05) + KV F(N) = V" f(05,05) + kyVf(N) + Vo @ Vf(N, N).
Para m = 3:
O3 f =V [(00,00,00) + ky V" F(N,0) + ky V" (04, N) + V) © V* (N, N, 9,)
+ Vi @V F(N, 05, N) + 0sky VF(N) + kg V2 (D5, N) — K3V £(0,)
— kyVih @ VE(N,05) + Vorp @ V (95, N, N) — ky Vo) @ V (85, N)
— Vi @V @ VF(N,ds, N) + Vi) @ V- f(N, 8, N)
— ky Vi @ VF(N,0,) — Vo @ Vi @ VF(N, N, 8y).

Los tres casos se ajustan a la férmula del enunciado. Ahora procederemos por
inducciéon, supongamos que la expresion del enunciado es cierta para m > 3y
probemos que es cierta para m + 1:

oy = 0,0 f)

= 0s <me(as, ey O5) + Z Ciji o ke oodigy Uiy O o -+ - lom k‘wﬁklw ® -

m

---®v’“"w®vlf)

ﬂﬂ+1 n —_=m i f— ~—m
v Ds, .oy 0s) + k v Vi@V
£ )+ w}lj f+§1: paV"f
m+1
+ Z Cij1...qulcl...kpnlikz'[jlaskib@glkw A 6‘gqm kqpﬁkldj R ® ﬁkpmw ® ?lf
20
qm . . . : 7k;
+ Z Z Cijio ki 102 i -+ - 01 kg - A Ry NV p @ - -
h=1jp#0
@V @V f
Pm
i oj jam . ¥
+ Z Z Ciji o k1 obipy 1RO ey - R ky V) @ - -
h=1 kp£0

]Ch kh
© (V" Y+ 6k Ve 4+ Y Ve e VI 00 VI 9 V' f
1 1
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+ Cijl~~~quk1...kpnlk:bag1kw - 8£¢1m kkalw Q-
! l
@V (V[ + 3 kT f 4+ 6Ve @V f),
1 1

donde hemos aplicado la hipétesis de induccion en la segunda igualdad y delta
es 1 o —1 segun corresponda en cada caso. Notemos que la expresién obtenida
es de la forma de la del enunciado para m + 1, de forma que por el principio de
induccién hemos terminado la demostracion. O

Proposicién A.3. Sea f € C°(M) yn > 1:

Im(V"f(N,...,N))

= V" (05 s O, N,y N) S Ciy i Ky 00k C(V 0 @ V' ).
N N —

~ M i J Kl

(A.3)
Los indices del sumatorio verifican el siguiente conjunto de relaciones:
w i+ |J|+n(J)+ |K|+l=m+n,
2 0<i<m,o(J)<m-—1, o(K) <m,

s n<I<m+n-—1,

dim(J) = |m/2], es decir dim(J) =a sim =2a+1 ¢ m = 2a,
» dim(K) =m,
cHjedj=m-1}<1.

Algunas de las constantes C; j g1 pueden ser cero y C(ﬁKlb ®vlf) denota al
tensor VKW,/J ®§lf actuando sobre | K|+ 1 copias de 05 y/o N.

Demostracion. Para m = 1:

n

Os(V" (N, .. N)) = V" f(05, N, ., N) — kS V' F(N,...N,0,,N,...N
(V7 £( ) f( ) w; £ = )
n n+1
- VYo V'f(N,...N,0,N,..,N).
P N——

7
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Para m = 2:

(V" f(N,...,N))
e

— V"2 £(05,05, N, ooy N) + kg V' (N, o, N) + Ve @ VI F(N, L, N)
\,-/H,_/ A,_/ H,_/

2 n n+1 n+2
n+1
— ky Zﬂ“ ,,N,....N,0,,N,...,N)
7
n+2
- Z VYo V' (N, 0, N,..,N,0,,N, ..., N)
—_———
i+1

n

— Osky > V" f(N,....,N,0s,N,...,N)

i=1 i1

n nil n
— ky Zv”“f(as,l\ﬂ s N, O, N, N) = kLY 6V f

i=1 i1

n+2
—k¢25vw®Vf ZV¢®Vf(S,N ,N,05,N,...,N)

i=1 =1

7
n+2

N VeV (N8, N,..N,0,N,...,N)
. N—————
=1

i+1

n+1
+k¢ZVw®Vf(S,N ,N,d,,N,...,N)
=1

7

n+2
+ZV¢®V¢®Vf(N85,N N,0u N, N)
%,_/

=1 i+1
—ky Y VYRV f =Y VY aVeaV'f,

donde los deltas son 1 0 —1 segun corresponda en cada caso. Ahora procedemos
por induccion, supongamos que la expresion del enunciado es cierta para m > 2
y probemos que es cierta para m+1. El desarrollo es andlogo al de la proposicién
anterior. De donde se concluye el enunciado. O

Con la finalidad de unificar notacién y hacer mas facil trabajar con estas
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expresiones, adoptaremos la siguiente notacién de sumatorios. Por

s, t
N Ciswik, 0k, C(V @V f),

m,r

denotaremos al sumatorio sobre el siguiente conjunto de indices:

i+ || +n(J)+ |K|+l=m+r,
0<i<m+r—s,oJ) <t olK)<m+r—s,
s<Il<s+t,

0 <dim(J) < [(m+r—s)/2],
dim(K)=m+7r —s,

Hilj=tr <1

Algunas de las constantes Cj j i podrian ser cero y C (ﬁKd} ® v f) denota al

tensor sz/J @V f actuando sobre |K| + [ copias de s y/o N.
De este modo los dos resultados anteriores pueden escribirse como:

1,m—2
O =" f(By,....0s) + Ci s ki, ks C(V p @ V' f), A4
F=V"f( );JKz¢w(¢f)()
om(V"f(N,...,N
(VO f( )
n,m—1
= V" (05, s O, N,y N) > Ciy it Ky 00k OV 0 @ V' ).
N——— e N— — !

(A.5)

Algunas de las constantes C; j x; pueden ser cero y los tensores ﬁkw y Vl f
estan actuando sobre los campos Js y N.



Apéndice B

Ampliacion demostraciéon

teorema 3.4.1

En esta seccién detallaremos un argumento que se menciono en la demos-
tracién del teorema pero del que no se dio demostracién. Por tanto, a
partir de este momento y para el resto del apéndice nos situamos en el contexto
de la demostracion de dicho teorema.

La demostracién es andloga a la del FCM y puede encontrarse en [39],
paginas 59 y 60.

Por (3.95):
k2 < 02 =20(1+ Vb)?, (B.1)

nuestro propdsito es probar que en consecuencia (8?%@2 estd uniformemente

acotada en My, X [0,00) para todo m € N. Realizaremos la demostraciéon por
induccién.

Por (3.102)):

9 (F )2 = By, (ag%)Z 9 (agnﬂk'w)? — (2m £ 2)(7Fy)?

or
+ 2(amo + amiky + ama(ky)?)(08ky)* + > ais ((@)"@J@) (02" k),
(B.2)
con o(J) <m—1.
Supongamos por induccién que:
( »;I:w)Zng, parai=20,--- ,m—1, (B.3)

con C; = C;(i, b, C, F ) > 0 constantes independientes de 7. Entonces, por
la férmula (B.2)), la hipétesis de induccién (B.3)), la cota para la norma de las
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derivadas covariantes ?@Z (3.108)) v la desigualdad = < 1 + 22
0 m7. \2 & m7. 2 m-+17, 2 m7. \2
(00 ky)? < By, (0% ) =2 (00 k) + Do (08 F)* + B, (BA)

con D,,, E,, constantes uniformes respecto de 7 dependientes de m, b, C'y Fee,

A partir de la ultima desigualdad y nuevamente usando la hipdtesis de
induccién (B.3]), se obtiene:

- ((O0F)? + D@2 ) < By, (000)" 2 (o7 1R)”

+ Dy (08'Fkp)* + B + DAy (8§—1E¢)2 — 2Dy, (3?7%)2

S
+ Dy D1 (07 ky)? + Ep + Dy By

)
= Ry (02F0)? + D@2 R)?) 2 (90R,) — D025,
)
(
+ DB
= By, ((0FFy)? + D07 Ry)?) = Do ((07F0)? + D07 R )?)
+ D207 ky)? + Dy Din1C2% 1 + By + Dy B
< By (@20 + D@2 50)?) = Do ((02F0)? + Do R)?)
+D2C? |+ DDy 1C% |+ Ep + DyyEp 1. (B.5)
Por el principio del méximo, la funcién (8?%@2 + Dm(ﬁg”_l%w)Q esta unifor-
memente acotada en el espacio y el tiempo por una constante. Y utilizando una
ultima vez la hipdtesis de induccién se concluye que (8?7%1#)2 estd uni-

formemente acotada por una constante C'?n. Por el principio de induccion el
resultado se tiene para cualquier m € N.



Apéndice C
Teorema tipo Sturm

Presentamos aqui el enunciado del teorema tipo Sturm dado por Angenent
en [5]:

Teorema C.1. (Teorema C de [5]) Sea u : [0,1] x [0,T] — R una solucién
acotada de

up = a(x, t)uzy + bz, t)ug + c(x, t)u, (C.1)

que verifica sobre el borde una condicion tipo Dirichlet, Neumann o periddica.
Supongamos que a, b y ¢ verifican:

a, ailv A, Qg Y Qgzz € Loo’ (02)
b, by y by € Loo, (C.3)
¢ € L. (C.4)

Ademds, en el caso de condiciones en el borde tipo Neumann supongamos que
a=1yb=0.
Por z(t) denotemos el nimero de ceros de u(-,t) en [0,1]. Entonces:

» z(t) es finito para t > 0,

w51 (o, to) es un cero maltiple de u entonces para todo t1 < tg < to tenemos
Z(tl) > Z(tg).
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Conclusions

If the reader has arrived to this part of the thesis, more likely he has guessed
that our aim was to initiate a systematic study of the mean curvature flow
associated to a density.

Until now the unique paper written on MCF with this name (density) joined
was [12], which was dedicated to the particular case of the Gaussian density.

When we started to look at the bibliography, we discovered that many other
people have worked on Y MCF (without mention of the name density), or even in
more general flows, although mainly restricted to the flow of curves in surfaces.
The masterpieces of this work are the papers of Angenent ([0, 8]), Oaks ([46])
and Zhu ([53]), and also some relevance in this context have the papers by
Altschuler, Angenent and Giga ([2]) and that of Huisken ([34]). Before that, we
also knew that the papers [52] [50] of Smoczyk and Schniirer and Smoczyk were
concerned to Y MCF and, after some time, we discovered that also the paper
[51] of Smoczyk deals with manifolds with density, as we did mention in chapter

I section [[L5.3

To begin, it was necessary to understand the meaning of the ¥ MCF. This
comes first by the natural definition of the ¢)-mean curvature H,, as the gradient
of the 1-volume functional in [30} 43, 49]. But, looking again to the bibliography
we discovered, more or less explicit in the work of Smoczyk [52], 51, that there
must be a deep relation between the ¥ MCF and the MCF in some warped
products. One of our first tasks (section has been to explain in detail
this relation, which is in fact a part of a general relation between the geometry
of a manifold with density and the geometry of a warped product (or, more
general, the geometry of certain riemannian submersions). In some sense, we
have discovered an alternative that has some physical flavour: we can study the
geometry of manifolds with densities with points as main objects, or we can
study warped products with the “fibers” of the product as main objects (the
physical flavour comes from the idea in Physics to understand it by a conversion
of the 3-dimensional physical space in a higher dimensional one). In analogy
to Physics, we could say: warped products are a way to use only riemannian
metrics where you need also to use densities. In both cases the price paid to
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simplify the problem is to increase the number of dimensions of the space and
the objects which we are working with.

Once we have understood the meaning of a density, the idea to start a sys-
tematic study of Y MCF is natural and simple: there are known results for the
MCEF, then try to find the analogous (if there were) for the YMCF. One of the
first to look at is the Huisken theorem on the flow of a convex hypersurface
in R"*1. After a bit of thinking and computations, we discovered that in this
the analogous for the ¥ MCEF is precisely the evolution of an equivariant hy-
persurface of under MCF studied in the Smoczyk paper [51], where the word
“density” does not appear anywhere.

Then, we looked at the flow of a curve in a plane with density, trying to prove
the analogous of Grayson-Gage-Hamilton results which describe the evolution
of a curve in a surface by the MCF. Again, we found that a big part of the
above theorems were generalized to the mean curvature flow with density (in
fact to more general flows) in the above cited articles by Angenent, Oaks and
Zhu. From the first two authors we can conclude that, under some natural and
very general conditions, by the mean curvature flow associated to a density, any
closed curve moves for an infinite time or it shrinks to a point. Results of Zhu
complete this description proving that, when it goes to a point, it converges
as a round point. Fortunately for our work, there was still a classical result
pending to be extended. In fact, Gage and Grayson had proved that, if the
curve is moving all the time by a MCF and it is obliged to remain in a compact
domain, then there is a sequence of times such that the correspondent sequence
of curves converges to a geodesic (we use the word “subconverges” to express
this property). There was no analogous proved for surfaces with density. This
was our first main Theorem 2.5.11

This completes the study of the evolution of closed curves in a surface with
density and the problem is, in some sense, finished. However, a better and deeper
comprehension of the problem can be achieved if we consider different classes
of densities and we are able to describe more explicitly the different behavior
of the closed curves under ¢y MCF in a family of densities. This was our second
concern. We considered radial densities in the Euclidean plane, that is, densities
depending only on the distance to the origin. Some essential properties of these
densities are independent of the dimension. A careful lecture of the paper of
Schniirer and Smoczyk ([50]) convinced us that, among radial densities on R"*1,
the density ¢ (r) = —Inr™ plays a special role. In fact, in this density, all the
spheres centered at the origin are ¢-minimal; moreover, for other radial densities
1 the spheres with radius r; satisfying ¢/’ (r;) = —n/r; are )-minimal, attractors
or repulsors depending on the behavior of ¢/ in a neighborhood of r;, and can
be used as barriers for other solutions of the Y MCF (Proposition |1.5.1]). The
union of these observations with the above Theorem [2.5.1] and the results of
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Angenent, Oaks and Zhu, give a fairly good description for the motion of a
closed curve in the plane with a radial density, that we have stated as Theorem

261

With all the above well understood, one is tempted to think that the only
problems remain are in higher dimensions. However, there is still something
to do in dimension 2. In fact, a conclusion of all the theorems obteined in
Chaper II on the MCF on a surface could be paraphrased saying: “densities
do not produce any surprise, the motion of a closed curve continues all the
time without singularities (may be converging to a ¢-minimal) or has a unique
singularity in finite time that consists on its collapse to a round point”. Just
as in MCF. But all this is with the hypothesis that the density 1 is a regular
function. However, if we look again at the relation between yyMCF and the
MCEF of a warped product, it appears very natural to consider densities 1) with
singularities. In fact, R"™! = R? x, S» !, where r denotes the distance to
some line in R?. Then, according to the “equivalence” between problems in a
warped product and problems in a manifold with density, there are problems in
R"*! equivalent to problems in R? with density 1) = Inr"~!, which is singular
at points r = 0. Moreover, surfaces of revolution moving under MCF become
singular when they reach the axis r = 0. As a consequence, in the plane there
are interesting densities with singularities such that the motion of a curve under
1y MCF produces singularities at the points where 1) is singular.

Then it is worth to study the different classes of singularies that can be
produced in the motion of a curve in a surface with a singular density. We
started this study considering type I singularities in the context of ¥wMCF. We
have begun the last chapter of this Thesis with the definition of this kind of
singularity and the way to do the blow-up (section . Then we have given
a general theorem of convergence of flows of type I under certain hypotheses
(Proposition . We apply it to a special family of densities which are moti-
vated by the example of those producing hypersurfaces of revolution. These are
densities defined on a surface M of non-negative curvature which depends on
the distance 7 to a geodesic r = 0 of M and are singular at r = 0 with a special
behavior when » — 0. They include the above density ¥ = Inr"~! but also
many cases which seem not to have any equivalent MCF in smooth manifolds.
For these kind of densities in surfaces we have proved that a curve which is a
graph over the geodesic » = 0 of M, has non-negative i-curvature and is not
too far from r = 0, evolves under ¥ MCF developing type I singularities in finite
time when it touches the axis r = 0. When we apply a double blow-up at a sin-
gular point of this flow one obtains a In r-shrinker in R? which is a line parallel
to r =0 when b = m € N (Theorem [3.1.1)). The last case (b = m € N) gives
a generalization to rotationally symmetric spaces of non-negative curvature of
previous results of Huisken, Altschuler, Angenent and Giga on the MCF of a



136 Conclusions

hypersurface of revolution in R™*1.

After we have finished this work, we think that there are still interesting
questions to solve for the ¥y MCF of curves in surfaces. Among it, we think
natural next steps are:

1. Determine the Inr’-shrinkers on the euclidean R? when b ¢ N. We think
that the answer is that they are lines, but the proof cannot be a simple
adaptation of the proof when b € N, because it uses the geometry of Rb+2.

2. Describe other situations giving type I singularities.

3. Are generic type I singularities in some sense similar to the one given in
[21].

4. Consider the above problems when 1 depends only on the distance to a
fixed point.

5. Classify type I singularities for some families of densities ¢ with singula-
rities.

6. Describe flows associated to a density producing type II singularities.
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