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FOR D. FERNANDO RAMÔN Y FERRANDO

PROFESOR DE FhICA DE ESTA UNIVERSIDAD

M
E he propuesto en este pequeno trabajo poner en
orden unas lecciones que el curso pasado expliqué
en nuestra Facultad. Mi contribución personal con-

siste en un esfuerzo para exponer en forma didáctica un
asunto que Ilena una extensa bibliografla. (Por lo que toda
cita me parece superflua) pero que, sin embargo, no es fácil
encontrarlo en forma de iniciaciOn para lectores que no han
profundizado en el estudio de Ia fisica teOrica. A éstos,
y también a aquéllos que, sin conocimientos matemáticos
pero con amplia cultura y espiritu inquieto, quieran asomar-
se al análisis de la, como dice Eddington, priinera ley natural,
va dedicado mi esfuerzo, en forma que éstos iiltimos podrán
prescindir, en parte, de las fOrmulas mateniáticas en la Se-
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guridad de que el contenido de ideas no sufrirá por ello

merma mas que en su precisiOn, pero no en su rigor lOgico.

Con vistas a la sencillez y brevedad de este trabajo, he
procurado exponer solamente todo aquello que conduce a
hechos experimentales corn probados de gran bulto, coside-
rando que las multiples ramificaciones y aplicaciones de las
teorias cuantisticas deben ser objeto de tratados especiales.
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CAPITULO PRIMERO

EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

En Ia descripción y ordenamiento de los hechos. y fe- Lafalta de exac-

nómenos del universo fisico se ha Ilegado a la formaciOn titud que las leyes

fiswas imponen a
de una ciencia experimental que, excepto para los casos en ,,uestras percep-
que entran eu juego ünicamente pequeflisimas cantidades ciones
de energia, adquiere, en cuanto a su trama lOgica y a la
amplitud de susconceptos, la perfección de Ia matemática..
Conocida esta trama en forma de leyes y postulados es
interesante hacer un análisis de la forma en que se liega a
la percepciOn de este universo fisico.

Y al emprender este análisis, lo primero que ocurre ex-
plicar es el principio liamado de indetenninaciOn o de incerti-
dumbre como rector de toda nuestra actividad perceptiva.
Veamos el modo de Ilegar a él por un camino .que hasta
ahora no ha sido usado: -

Cualquiera que sea el mecanismo de Ia percepción, no
cabe duda de que, por lo menos parte de el, cae de ileno
dentro de las leyes fisicas boy conocidas, tanto por Ia que
se refiere a! funcionamiento de los Organos sensoriales,
como a! de los aparatos de medida de que el fisico dispone.
Si en ci funcionamiento de alguno de éstos existe alguna
anomalla o una restricciOn en cuanto a su exactitud, las
percepciones que originen estarán afectadas de estas mis-
mas anomalla a restricción, y lo mismo le ocurrirá a la
ciencia que con la asociaciOn de estas percepciones ilegue a
construirse.

Evidentemente todos los sentidos sufren de una falta de
exactitud relativamente grande; esta falta de exactitud la su-
plen instrumentos cuyo progresivo perfeccionamiento podia
darnos la ilusión de Ia posibilidad de ilegar a sernos permi-
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tido un examen matemáticamente exacto de la constitución
más intima del universo fisico. Sin embargo, esta aproxima-
ción a la exactitud tiene un lirnite cuya causa estriba en Ia
misma esencia fisica, tanto de los sentidos como de los
aparatos auxiliares, y que, por tanto, es infranqueable.

Efectivamente. Elijamos Ia sensación visual: Un aparato
de Optica, el más delicado y preciso que pueda usarse en el

El cuanto de ac- laboratorio, impresiona Ia retina por La luz que le envia;
pues bien: para que esta luz acti'ie fisicamente sobre La reti-
na, es decir, para que produzca el movimiento de las cargas
eléctricas que integran los conos y bastoncitos, es preciso
que la cantidad de luz que liega esté sometida a ciertas con-
diciones, en forma parecida a lo que sucede en el fenómeno
fotoeléctrico ( i). Este consiste en eL arranque de un
electron de la superficie de un metal, que puede ser el
catodo de una célula fotoeléctrica, por Ia energia que le
comunica cierta radiaciOn incidente. Este fenOmeno exige,
segin una ley de Einstein, además de otras circunstancias
que el periodo de vibraciOn, T, de la luz incidente y la
energia E, que se necesita para eL arranque, formen un
producto

ET=b,

donde b es una constante universal que vale: 6'55 . IO_27, Ila-

mada constante de Planck, y también cuanto tie acciOn.
Con más o menos variantes, esta ley es aplicable a la

acción de Ia luz sobre Ia retina, Ia cual no puede decirse
que sea una acciOri fisica o qulmica, pues es una micro-

acciOn. Algunas teorias tratan de explicarla integramente
como un fenOmeno fotoeléctrico; pero aunque no se acepten
totaimente, no cabe duda que en toda percepciOn luminosa
se da este fenOmeno: una absorciOn de luz, regida por La ley

de Einstein y formada por uno o varios cuantos de acciOn
(Eu realidad no existe ning1in caso experimental de percep-
ciones visuales en que entren en juego un solo cuanto de
acciOn. Aün en los casos de minima serisaciOn, p. e., per-
cepciOn de estrellas de poca rnagnitud, o del centeLleo de
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las particulas a, posiblemente existen varias remesas de
energia E, distintas en valor, cada una de las cuales repre-
senta un cuanto de acción).

Ahora bien: es evidente que sIel prod ucto ET vale siem
pre la constante h, Ia magnilud acciOn no podrá adquirir
nunca un valor en que b entre fraccionariamente, sino que
tendrá que valer un nümero entero de cuanlos de acción. Este
hecho es suficiente para que esta magnitud, hasta ahora
poco mencionada, adquiera importancia prima.

Pero otra circunstancia todavia, Ia hace destacar: En los
fenOmenos percibidos por observadores en distinto estado
de movimiento, Ia medida de las magnitudes dinámicas
(aceleracidn, velocidad, fuerza y otras) resulta distinta para
cada observador. Por ej.: Ia energia cinética de una piedra
que cae vale 0 para un observador que caiga junto con ella;
tiene, en cambio, un valor positivo para un observador fijo
sobre Ia superficie terrestre. Solo Ia magnitud acciOn da el
mismo resultado al ser medida por observadores en distinto
estado de movimiento, y sOlo referidas a ella concordarán
los resultados obtenidos por esos observadores.

Pero si, como antes hemos visto, Ia percepciOn visual es
un fenOmeno al que es aplicable la ley de Einstein referente
a! efecto fotoeléctrico y, por tanto, en un cambio entre la
retina y el mundo fisico de esa magnitud ilamada acción,
no son posibles valores en los que h entre fraccionariamen-
te, es evidente que la percepciOn más delicada no permitirá
nunca apreciar fracciones de b y que Ia representaciOn del
mundo fisico mediante la mediciOn de la acciOn resulta
forzosamente discontinua.

Y como, además, en los distintos sistemas, cualquiera
que sea su estado de movimiento, podemos asegurar que se
conserva la acciOn, podemos afirmar desde luego que el

ntimero de cuantos de acciOn percibidos procede del recinto
material o radiante observado y que, por consiguiente, Iste
serã percibido con una precision no superior a h.

No es solamente nuestra retina la que comercia con el
mundo exterior por cantidades discontinuas de la magnitud
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acción, sino que tanibién a cualquier sentido a que nos
refiramos podemos atribuirle la misma particularidad, pues
las sensaciones de contacto (tacto, oido) se rigen por la
teorla de Planck que fué la primera forma con que apareció
la teoria de los cuantos; y las sensaciones olfativas y de
gusto consisten en reacciones qulmicas en que hoy la me•
cánica ondulatoria y la de matrices no dejan lugar a duda
que no existe la menor posibilidad de que se verifiquen
cambios inferiores a un cuanto.

Y observemos que, en i!dtimo término, el mismo soma
se forma y desarrolla por un proceso de asimilación, que,
regulado por leyes fisico-qulmicas, obedece a Ia restricción
de la indivisibilidad de los cuantos de acciOn (Unicamente
el germen es inasequible, por ahora, a todo intento de in-
vestigación cuantistica). De modo que se puede afirmar que
un individuo, desde la iniciación del soma hasta un mo-
mento cualquiera de su vida, ha cambiado con el niundo
exterior un nümero exacto de cuantos de acciOn, ya en forma
de materia, ya en forma de sensaciones. (Para un fisico una
y otras en la concepción del universo, hasta ahora formada,
no son más que una y la misma cosa: energia).

Asi, pues, el elemento indispensable en la observación
del mundo exterior, que es el observador mismo, no puede
ilegar nunca a alcanzar un limite de sensibilidad, como se dice
para un aparato, inferior a un cuanto h, cualesquiera que
sean los aparatos auxiliares con que aumente la perfecciOn
de sus sentidos. Es verdad que este limite no ha sido hasta
ahora alcanzado por las sensaciones niás delicadas (Posible-
mente lo alcanzan algunas olfativas). Pero aqul no se trata
ya de una imposibilidad práctica, sino de una imposibilidad
fisica que impone a nuestros conocimientos una limitación
en que hasta ahora no hablan pensado ni los fisicos ni los
fllósofos, limitación que en sus consecuencias hay que tras-
ladar al universo mismo, pues sin liegar a afirmar que el
mundo es nuestra propia representación de él, si podemos
asegurar que lo que sea para nosotros depende de nuestros
medios fisicos de conocimiento.
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Y ahora podemos entrar de Ileno en Ia exposiciOn del
principio de incertidumbre. Hemos dicho que la magnitud h El principio tie

es el producto de otras magnitudes que pueden ser, p. e.:

h = T E. Se deduce de lo que lievamos dicho que el pro.
ducto de las precisiones con que ambos factores sean apre-
ciados no podrá ser mayor que h; de lo contrario aprecia-
riamos valores de la acción inferiores a h. 0, de otro modo,
el error posible, esto es, Ia incertidumbre en la apreciación
de esos factores podrá siempre ser tal que el producto de
ambos Ilegue a valer b; de lo quese puede escribir, ilaman-
do T y L E dichos errores

T x E <h.

Como, segán hemos dichos, la magnitud acciOn puede con.
siderarse también como producto de otros factores (éstos
deben ser tales que forman un par liamado en Mecánica
conjugados), podemos escribir en lugar deE y Tel impulsop
en la dirección de un eje de coordenadas x y Ia longitud x,
por lo que la relaciOn anterior tomará la forma

tp >< xSh

y otras dos para los ejes y y

p,xySh
Estas cuatro relaciones constituyen por ahora la expresiOn
del principio. de indeterminación de Heisemberg o, como
llaman otros, creo más acertadamente,principio de incertidum-
bre. Se puede ampliar a cualquier otro par de magnitudes
conjugadas.

Este principio es, pues, algo general que afecta a todo
posible conocimiento fisico. Implica una incertidumbre en
el conocimiento no sOlo de la acciOn, sino también de las
magnitudes que la integran.

Pongamos un ejemplo: en ci caso de la velocidad de una
particula de un miligramo, cuyo centro se determina por un
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procedimiento cualquiera, con un error menor de una diez
milésima de centimetro, el principio de incertidumbre nos
dice que:

A Px X Ax = h = 6'55 10—27.

Como p = mv y ix vale, por lo supuesto, iO, sale como
limite posible de precision en Ia mediciOn de la velocidad

A v = 6'55 10—20 cms. por s.,

limite, naturalmente, no alcanzado por ningln aparato, por
ahora, pero que no podrá superar ningin otro que se in-
vente, por perfecto que sea.

El problema podria ser inverso, es decir: conocida Ia
velocidad con cierta aproximaciOn, determinar el valor del
otro factor, o sea la aproximación posible en la determina-
ciOn de Ia posiciOn del mOvil en el instante de medir esa
velocidad, o sea Ax.

Vamos a otro ejemplo más interesante. Si queremos
conocer la energia de un sistema fisico cometeremos un
error cuyo minimo valor, alcanzable con los aparatos más
perfectos, depende de la exactitud con que se determine
el instanre t al cual nos referimos. Pero hemos dicho que
AE. AT < h por tanto, si con sideramos que el instante está
determinado con la exactitud matemática clásica, o sea que
el error At es igual a cero, el error posible en Ia determina-
ciOn de la energia puede valer AE= 00, o sea que es impo-
sible determinar Ia energia de un sistema, p. e., Ia del uni-
verso, en un instante dado, pues el error que se puede
cometer vale infinito. Por tanto: la evaluación de la energia
en un instante dado no tiene senlido. Inversamente: Si consi-
deramos Ia energia evaluada exactamente, AE = o, AT val-
drá infinito, o sea que sOlo puede evaluarse exactamente la
energia de un sistema a través de la eternidad.
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Aclarado el principio de incertidumbre o dc indeter-
minacic5n, podemos hacer un análisis de las formas en que
ha aparecido la teoria de los cuantos de acción.

Ya en la obra fundamental de Planck, Warmestrahlung,
1906, aparece por primera vez algo que podia parecer muy
atrevido, pero que en el fondo es la piedra fundamental de
Ia nueva teoria. Planck introduce en sus estudios la celdilla La celdilla de

Planck
indivisible h del universo. Esta celdilla no es un elemento
más o menos pequeno del espacio ordinario ni del tienipo
sino un producto de magnitudes tales que dan una acciOn
de valor h. Las magnitudes pueden ser, p. e., AP e Lix, o sea
unimpuiso y una longitud; ellas pueden presentarse a Ia
observación en cualquier valor, pero su producto viene
obligado a valer h. Dc este modo desarroilO P!anck su teoria
cuantistica del calor radiante que fué Ia primera forma con
que apareció la teoria de los cuantos.

Más clara nos aparece dicha teoria si Ia aplicamos al
átomo de Bohr ( 4). Suponiase primeramente que ci dcc- Elprincipiodein-
trón circulante airededor del nücieo atómico emitla constan- certidumbre corn-

plernenta la teoria

temente energia, en virtud de la teoria electromagnética. Por de Bohr
medio del razonamiento cuantistico de Bohr con las hipó-
tesis supletorias que él introduce, se ilega a demostrar que
para que un átomo emita un cuanto de radiación es preciso
que un electrOn cortical pase de una trayectoria alrededor del
niicleo atOmico a otra trayectoria más cercana. Dos cuestio-
nes quedan indeterminadas en la teorla de Bohr. Una, el
momento en que se verifica Ia emisiOn de la energia durante
ci paso de una trayectoria a otra; otra, qué camino sigue el
electrOn para verificar este paso. Las dos acusaban la teorla
de Bohr de imprecisa y vaga en su fondo. Si nos fijamos
en ci valor universal del cuanto h, ninguna de ellas tiene
sentido.

En cuanto a la primera, no podemos pretender nunca
conocer con absoluta exactitud el instante en que se verifica
un fenOmeno. El grado de aproximaciOn dependerá del
grado de aproximaciOn de su magnitud conjugada, que sa-
bemos que es la energia B que posee el átomo en ci interva-
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lo de tiempo qué dura el paso de una trayectoria a otra.
Pero el cá•lculo de Bohr permite conocer cuál es el valor de
Ia energia atómica en cualquiera de las tráyectorias (claro,
porque no fija, en absoluto, el instante en que esta energia
se evalüa), desconociendo su valor durante el intervalo de
tiempo de paso. Existe, pues, durante este tiempo, una
inexactitud en cuanto al conocimiento del valor de Ia energia
del átomo que vale evidentemente la diferencia de energias
correspondientes a las dos trayectorias, o sea Ia energia
emitida t,E. Tampoco sabemos el instante en que esta ener-
gia es emitida. La incertidumbre respecto a este instante es
igual al tiempo que tarda en pasar de una trayectoria a
otra, Lit, puesto que no sabemos cuál es ci instante de este
intervalo en que Ia energia es emitida. El prodiicto de las
dOs incertidumbres debe valer h: t t . E = h. Y como Ia
radiaciOn emitida cum pie la relación ( i) h = E T, siendo
E la energia que traslada ci cuanto de radiación, que es Ia
misma que Ia emitida por el átomo, E, y representan-
do T el periodo de vibraciOn de esta radiaciOn, resulta,
comparando ambas relaciones, que . t = T, o sea, el tiempo
que tarda en pasar el electron de una trayectoria a otra es igual al
periodo de vibraciOn de la radiaciOn emitida, consecuencia que
desconoce la teoria de Bohr y que nosotros nos permitimos
hacer notar.

En cuanto a la segunda cuestión, que se refiere al des-
conocimiento de la posiciOn del electron cae de lleno tam-
bién en el principio de incertidumbre, pues Ia incertidumbre
de una coordenada, zx,dependerá de Ia incertidumbre de
suconjugada de forma que

A A X = h.

Ahora bien: como en ci paso de una trayectoria a otra no se
conoce ci verdadero impulso del electrOn, porque no cono-
cemos su velocidad, tampoco se conoce su posiciOn con la
incertidumbre que resulta de Ia itima relaciOn.

El principio de incertidumbre, a la vez que por un lado
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resuelve en las dos cuestiones indicadas de Ia teoria de Bohr,
descarta por otro algo que la teoria de Bohr daba como
seguro. Esta afirmaba que el electrOn cortical, mientras no
emitia radiaciOn, segula en una trayectoria perfectamente
definida como linea puramente rnatemática. Ta! afirmaciOn
es completamente opuesta a la incertidumbre que impone
respecto a la posiciOn el principio de I-Ieisemberg. No hay
seguridad en cuanto a Ia posiciOn del electrOn en el espacio,
ünicamente existe la seguridad de que esté dentro de un
cierto volumen, con distinta probabilidad para cada uno de
sus puntos.

La teoria de Bohr, aparte las lagunas en su planteamien-
to que el principio de incertidumbre rectifica, no explica
algunos hechos experimentales. Precisaban rectificaciones Las ondas de fase

de esta teoria, o bien elaborar otra nueva que estuviese más
de Broghe

de acuerdo con Ia experimentaciOn. El precursor de ésta fué
Luis de Brogue. Con una tendencia natural a simplificar la
concepciOn del Universo y estableciendo un paralelismo a
lo que ocurre a Ia radiaciOn, planteO Ia siguiente hipOtesis:
Si Ia radiaciOn, segün indica eI efecto fotoelécttico, forma
gránulos de energia o fotones cuyo valor E es h, los gránulos
de materia contienen un fenOmeno vibratorio de frecuen-
cia v, de suerte que Ia energia total de este gránulo de
materia vale tam bién ' h. Como al valor de Ia energia de un
gránulo de materia le atribuye el mismo dado por Ia Rela-
tividad, mc.2 (C, velocidad de Ia luz), resulta:

mc= yb

Ahora bien: cuando un movimiento vibratorio se propaga
en el espacio, se forma una onda; análogamente el movi-
miento de dicho gránulo de materia o masa puntual engen-
dra una onda cuya esencia desconocemos. A esta onda Ia
Ilamamos onda defase.

Como Broglie no aclara qué es lo que vibra en el seno
de la particula material, esta onda es algo desconocida para
nosotros que escapa a nuestra representaciOn; de ella cono-
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cemos iinicamente su frecuencia. Pero Brogue ilega a Ia

conclusion de que estas ondas poseen una velocidad de
propagaciOn v que está relacionada con la del punto en mo-
vimiento, u, por la igualdad

V U = C2

donde c representa la velocidad de Ia luz. Como Ia velocidad
de un punto material es siempre menor que Ia de la luz,
esta relaciOn exige que la velocidad v de las ondas de fase
sea superior a la de la luz, resultado que puede parecer con-
tradictorio con la afirmaciOn relativista de que la velocidad
de la luz es ci limite superior posible de velocidades. Ahora
bien: este Ilmite se refiere a Ia velocidad con que. se mueve
un cuerpo o se propaga una energia y la onda de fase no es
ni materia ni energia.

Conocida por Brogue la frecuencia y Ia velocidad de Ia
onda de fase, la fOrmula v = ' nos da Ia longitud de onda
de esta onda que no es materia ni radiaciOn, puesto que no
transporta energia. PareciO en el primer momento que el

fisico debia renunciar a cualquier experimento demostrativo
de la misma, cuando un experimento casual puso en eviden-
cia que las ondas de fase de Brogue interfieren y se difractan
como una radiaciOn cuaiquiera. Para que ocurra se necesi-

tan redes de difracciOn del tamaño de las redes cristalinas y
masas en movimiento pequenas como las del electrOn.

La hipOtesis de Brogue se corn plementa por SchrrOdin-
ger por medio del estudio analitico que hace de Ia ondade
fase, buscando cuáles deben ser las condiciones de ésta para
que nos represente ci movimiento. De ello resulta su céle-

La ecuaci6n de bre ecuaciOn ( 16), cuyas soluciones inicamente existen
Schvrodtnger cuando la energia del sistema en movimlento de que se

trata obedece a ciertos requisitos. En el caso más general,
iinicamente una serie de valores discontinuos de la energia,
que corresponden precisamente a las distintas trayectorias
del electrOn en ci átomo de Bohr, hacen posibles las.solucio•
nesde dicha ecuaciOn;es decir: hacen posible el movimiento.
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Por Ia ecuaciOn de Schrrodinger, el estudio del movi-
miento de un punto queda convertido en el estudio anall-
tico de una onda y con ello toda Ia Mecánica se convierte
en ondulatoria. Las consecuencjas de la misma alcanzan más
amplitud que las contenidas en las primeras ideas de Bohr
y Sommerfeld, a Ia vez que las corrigen en algunos puntos.
Sin embargo, no permiten explicar un hecho experimental
tan de bulto como es el efecto Spin ( 8).

La mecánica ondulatoria introduce una hipótesis entron- Coma la ecuacidn
cada con los signos matemáticos que maneja ( 20) y corn- deSchrrodinger

conduce a la in-
probada posteriormente por hechos experimentales, segün certidumbre en la

la cual una carga eléctrica, un electron, no ocupa un volu- detertninacidn del
men reducido en el espacio, sino que se extiende por todo espacio

en distinta concentraciOn y forma, regulada ésta por Ia
acciOn que posee, igual que una nube de humo que, sin
variar la cantidad total de polvillo de carbOn que contiene,
adopta distintas formas y concentraciOn. Entiéndase bien que
los puntos interiores de este volunzen son indiscernibles para el
fisico, lo cual no constituye más que una forma del principio
de incertidumbre; significa que el fisico nunca tendrá me-
dios para conocer la posiciOn que Ia particula tiene dentro
de este volumen; sOlo existirá una probabilidad de que
ocupe tal 0 cual posiciOn.

Corn prueba esta idea Ia emisiOn de las particulas a por los
cuerpos radioactivos ( 20). Para salir dichas particulas del
nücleo del cuerpo radioactivo, tienen que sobrepasar una
cumbre de potencial superior a la energia cinética que ellos
poseen, Io que es imposible de explicar en Mecánica ordina-
na. SOlo se compagina con ésta, entendiendo que la par-
ticula al salir ocupa a Ia vez las dos laderas de la cumbre del
potencial; es decir, sOlo una parte de este espacio incierto 0
indeterminado reside dentro del ncleo atOmico; el resto del
espacio ocupado por la particula se confunde con el espacio
ocupado por la corteza, verificándose una verdadera penetra.
bilidad de dicha corteza con la particula saliente.

Quo hecho corn probatorio inverso a éste, consiste en la
desintegraciOn de un átomo por la proyecciOn sobre su
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ni!icleo de una particula eléctrica positiva, aunque la fuerza
viva de la misrna sea inferior a Ia necesaria para vencer Ia
repulsion electrostática del nticleo del átomo. La idea de
carga difusa permite también explicar este fenOmeno como
otro caso de penetrabilidad. Efectivamente: el voitaje usado
para mover las particulas desintegradas, es inferior al que el
cálculo da como necesario para penetrar de llenodentro del
niicleo; pero si suponemos que sOlo una pequeña parte del

volumen ocupado porla particula consigue entrar dentro
del nücleo, lo que implica una pequeña probabilidad de
que Ia desintegraciOn se verifique, tendremos una explica-
ciOn de tal anomalia.

La ecuacidn de No obstante estos éxitos, la mecánica ondulatoria no
Dirac consigue explicar un hecho experimental tan de bulto como

es el efecto spin, el cual antes hemos mencionado. A partir
de ella y de la Mecánica cuantistica de Heisemberg, consi-
guid Dirac estabiecer una ecuaciOn que contiene ci efecto

spin (S 26) a la cual han seguido una serie de teorlas no
cristalizadas, en las que el esfuerzo para usar la matemática
como instrumento representativo ilega a limites insos-
pechados.

La ecuaciOn de Dirac ha tenido un éxito al ser descu-
biertas experimentalmente las particulas de masa negati-
va (5 27), consecuencia teOrica, a su vez, de dicha ecuaciOn.
Sin embargo, ia critica actual ha introducido en ella su
piqueta, pudiéndose asegurar que su predominio seth fugaz
porque nos encontramos en un momento de renovaciOn
profunda de los conceptos clásicos sobre los cuales la

Matemática opera.
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Si, como acabamos de decir, el espacio es indeterminado El punto, la
en recintos pequenos, qud queda de Ia geometria, especial- la linea

mente de la cartesiana al aplicarla con criterio de continui-
dad, o como descripción cuyo fondo está en ci concepto de
punto? A éste, Ia recta y demás concepciones geornétricas,
queda asignado con más motivo el valor de onceptos puros
sin realidad posible.

Para un fisico no puede existir un punto como intersec-
cidn de dos lineas, ni una linea como intersección de dos
superficies, ni una superficie como Ilmite de un volumen,
de modo tal que estos puntos, lineas y superficies se refieran
a algo determinado fisicamente. Lo iinico que existe para
el fisico, en su cualidad de elemento constitutivo del uni-
verso sensible, es la celdilla de Planck, cuya magnitud no es
ni una superficie ni un volumen, sino una acciOn, y cuyo
valor es h: hablar del interior de estas celdillas no tiene
sentido fisico, como tampoco lo tiene hablar de una fracción
de las magnitudes espacio, tiempo, impulso, energia, etc.,
que pueden formar estas magnitudes. Qué queda entonces
del espacio y ci tiempo continuo como intuiciones puras?
Parece que Ia idea de Kant queda intacta en cuanto serefie-
re a una percepciOn a priori. Pero sin entrar en un terreno
filosOfico que nos está vedado, apuntaremos solamente la
cuestiOn de si hubieran sido posibles las concepciones de
Kant sin estar precedidas del concepto de infinitud post.
heldnico y el concepto de continuidad de la geometria
cartesiana. También serla interesante conocer ci concepto
que Ia doctora americana Hellen Keller, ciega y sordo-muda,
tiene del espacio.

Se ha dado hasta ahora en Fisica gran importancia a dos Signficacion de
magnitudes consideradas como simples o fundarnentales:. ion. las magnitudes

fundatnentalesgitud y tiempo. Ciertamente no existe valor preentendido
para las expresiones simple y fundamental. Si ello significa
solamente que se han elegido estas dos magnitudes arbitra-
riamente como fundamentales, del mismo modo que en
Dinámica se elige la masa, no hay nada que objetar; pero si
se les atribuye una cualidad que les dé por su esencia prio-
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ridad frente a las otras en cuanto •a la percepción, debe
desecharse tal primacia.

Se dice también que la longitud es una magnitud simple
porque puede medirse con una regla de una vç; pero esta
mediciOn es una operación desde el punto de vista bioldgico
muy complicada; es decir: ci hombre como aparato registra-
dor, efecti.ia varias operaciones para conocer la longitud de

una regla. Lo mismo puede decirse de otra magnitud dual-
quiera: todas ellas suponen un mecanismo complicado de
percepciOn; iinicamente la magnitud acción act11a directa-
mente por unidades h sobre los centros perceptores.

Lo mismo podriamos suponer formada una concepción
del Universo arrancando de otras magnitudes. Por ejemplo:
Podemos apurar la situación de la Srta. Hellen Keller, de tal
modo que, anuladas sus sensaciones gustativas y olfativas
viviera sentada en un coche del cual recibiria iinicamente
las fuerzas aceleratrices de su movimiento. En tal situación
notaria solamente las aceleraciones del coche, y, mediante
su tiempo interior, combinado con la sensación de fuerza
del coche, tendria que construir todo su concepto del Uni-
verso. PodrIa entonces adquirir ci concepto del espacio tal
como lo tenemos nosotros? Evidentemente, no; sin embar-
go, si su vida fuera bastante larga, podria ilegar a una des-
cripción ordenada, es decir, a una ciencia de nuestro univer-
so fisico, o, mejor, del suyo, por la limitación impuesta a
sus medios; pero dentro de esta limitaciOn sus resultados
serlan coincidentes con los nuestros; y de qué magnitudes
se vaidria? Dc las más adecuadas, de las que proporcionaran
aquella representación de la manera más sencilla. Cualquier
sistema de magnitudes puede ser, pues, thu para describir;
pero todas ellas exigen para su percepcicSn mecanismo corn-
plicado y una operación intelectual para ponerlas en relación
con unidades elegidas arbitrariamente. Solamente Ia acción
tiene la ventaja entre todas de que, i.°, es recibida por los
sentidos por uqidades discretas indivisibles que pueden ser
contadas con exactitud, mientras que las demás magnitudes
tienen un Ilmite de certidumbre. Y, 2.°, que su valor es ci
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mismo cualquiera que sea el estado de movimiento del
cuerpo en que se observe.

Por ej.: en la desintegracion de Ia materia, en Ia forma
antes citada, el voltaje necesario para lograrla no correspon-
de a un valor determinado a priori, sino que a cada voltaje
le corresponde una cierta probabilidad de que Ia desintegra-
ción se verifique; en cambio, el niunero de cuantos de
acciOri puestos en juego obedece a reglas conocidas o no,
pero en las cuales no interviene el azar.
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CAPITULO II

PRIMERAS FORMAS CUANTISTICAS

§ i. Efecto fotoeléctrico; relaciOn cuntica de Einstein. Fotón.

—El efecto fotoeléctrico consiste en la emisión de electro-

nes por un metal al incidir sobre él una radiación. La salida

de un electron supone la adquisiciOn por parte del mismo

de la energia necesaria para lograrlo, compuesta de dos par-
tnv2

tes: una es la fuerza viva, —, que le corresponde por Ia

velocidad qué posee una vez fuera del metal, y otra ci tra

bajo , necesario para sustraerlo a la atracciOn electrostática

del mismo. Esta energia puede proceder ünicamente de Ia
radiaciOn incidente. Para que se verifique este cambio de
energia entre Ia radiacidn y ci electrOn, Ia Mecánica clásica

exige solamente que se cumpla el principio de conservaciOn

de Ia energia; pero el resultado de los experimentos destaca
además dos hechos que caracterizan el fenOmeno, que son

los siguienteS:
r.° La energia radiante total absorbida por el electrOn

para salir del metal, incide en una superficie de éste enor-
memente superior a Ia superficie del electrOn, segiin la idea

que hasta ahora se ha tenido de Ia superficie del mismo.

Primeras limita- Cotno sobre la forma de captar la energia Ia Mecánica clási-
ciones a la meca- ca no tenla nada previsto este hecho ni la confirma ni Ia

nica clastca
contradice.

2.° La energia total s, absorbida por el electrOn, vale i'

siendo i' Ia frecuencia de la radiaciOn monocromática absor-

bida y h ci factor minimo de acción, descubierto por Plank,

que vale:

h = 6'55 I0_27,
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lo que puede expresarse, teniendo en cuenta las dos formas
en que se distribuye Ia energia, por lasiguiente igualdad.,
debida a Einstein.

mu2
(i)

2

Recordando que Ia frecuencia de la radiación, i', es igual
a i T (T, perlodo de vibraciOn) resulta para h también el
valor £T: las dimensiones de Ia magnitud h son, pues, de
una energia multiplicada por el tiempo. Tal magnitud, poco
usada hasta ahora, es, precisamente, Ia magnitud fundamen
tal dela Mecánica actual.

Este segundo hecho es trascendental porque indica que
Ia frecuencia debe ser lo suficientemente grande para que
el producto 'vh supere ligeramente al trabajo t; de lo contra-
rio no queda energia para comunicar velocidad de salida al
electron. Como el trabajo r es distinto para cada metal, Ia
frecuencia minima necesaria es distinta también para cada
uno. No importa la densidad de energia radiante que incide
sobre el metal; para que Ia descarga se verifique es preciso
que la frecuencia sea igual o superior al limite impuesto
por Ia igualdad (i).

La absorciOn de Ia energia, E, de una radiaciOn monocro-
mática en el efecto fotoeléctrico se verifica, por lo dicho,
por cantidade iguales a i'h, es decir, por cantidades discre-
tas, una para cada electrOn arrancado. Esto no dice que el
efecto fotoeléctrico no permita absorber cantidades de ener-
gla tan pequenas como se quiera; para ello es suficiente
imaginar un metal, teOricamente en condiciones tales, que
el trabajo necesario para separar un electrOn sea muy peque-
no o nub. Entonces, una radiaciOn de frecuencia tan peque-
ña como se quiera (ultrahertziana) llevaró. energia suficiente
para comunicar velocidad de salida al electrOn. El efecto
fotoeléctrico no fija, pues, un minimo de energia universal,
perofiia, en cambio, cualquiera que sea el estado del metaly la
calidad de la radiaciOn incidente, un minimo de acción, h; de
inodo que tomando el valor h como unidad de acciOn,por
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cada electrOn arrancado se absorbe una unidad de acciOn; y esta
es la verdadera restricción que queda reducido este proceso
frente a la Mecánica clásica que, si alguna vez manejó Ia
acción, fué como magnitud sometida en todos los procesos
a la continuidad matemática a que están sometidas las demás

magnitudes.
Pero si la energia no está sometida a un minimo, parece

Elfoldti que la cantidad necesaria de radiación para arrancar un
electron debe eStar concentrada en un volumen relativa•

mente pequeflo, para ser absorbida de una vez por el elec-

trOn, como una verdadera acumulaciOn o gránulo de energia
cuyo valor es ih. Este gránulo se llama fotOn.

§ 2. Condiciones de Sommerfeld para todo movimiento pe.
rjOdico.—El efecto fotoeléctrico es una manifestaciOn del
fondo cuántico de la Naturaleza fácilmente demostrable.
Pero existen una porciOn de fenOmenos intra•atOmicos,
denunciados por el análisis espectral que caen de ileno
dentro de la teorla de los cuantos. El primer paso para
explicarlos lo diO Bohr; pero una forma que permite enun-
ciar con brevedad y amplitud gran contenido de dicha teoria

es Ia condiciOn de Sommerfeld, apli'cable a todo movimien-
to periOdico, que dice que tal movimiento, además de las

Nuevas litniiacio- leyes ordinarias, debe cumplir Ia condiciOn siguiente: Si se
nes para los movi-
mientos periódicos

inuitiplica en cada momento el valor de una variable por la

diferencial de su conjugada can Onica (*) y se .integra a lo largo

de un periodo ci resuitado es Ufl nümero entero ii de cuantos h.

f p dq = nh (2)

para una periodicidad sencilla; p. e.: un movimiento harm&
nico, el movimiento de un planeta (aparte la correcciOn de

(*) Dos variables se ilaman conjugadas canónicas cuando su producto tiene

las dimensiones de una acción; por ejemplo: lii energia pot el tiempo, el impulso
dx

por una longitud rn >( dx. Para la aplicación de la condición de Sommerfeld

se elige el par que dé niás facilidades para el cãlculo.
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/ .

relatividad). Cuando existe doble periodicidad es preciso
aplicar esta relación a los dos perlodos; ejemplo: en las
curvas de Lisajous; el movimiento de un planeta teniendo
en cuenta Ia rotación de su periheiio, para ci que existen
dos perlodos, uno correspondiente a la periodicidad de una
coordenada longitudinal y otro correspondiente a! perlodo
de rotación del eje de la elipse.

La condiciOn de Sommerfeld indica que un punto mate-
rial u objeto rigido en movimiento periOdico debe poseer
un nimero entero de cuantos de acciOn; de variar Ia acción
de este punto debe ser por cantidades discretas de unidad h.
Naturaimente que en los fenómenos macroscOpicos no se
hace perceptible esta variación dada Ia pequeñez de Ii: un
volante de una máquina en movimiento posee en un mo-
mento dado, no en Un instante, trillones de cuantos h; la

variación de una unidad es imperceptible.
§ 3. Aplicación al oscilador.—Como caso sencillo, apli-

quemos la condición de Sommerfeld a una masa in, un
electron o un protón,sometido a un movimiento harmOnico.

x=asen.wt (3)

El par de coordenadas canOnicas, en este caso, será: ci irn-
pulso mx' m, masa; x', velocidad) y Ia coordenada x; por
tanto, Ia condición dicha se reduce a

f rnx'dx = nh.

Calculando x' o sea dx/dt y dx a partir de Ia igualdad ,
sustituyendo e integrando entre los instantes 0 y T, sien-
do T ci periodo del oscilador, se obtiene:

nh =
J

maw2 cos.2w1=ma2w2T/2 2 ma2 ,r21',

donde i' = i/T es Ia frecuencia de vibraciOn del oscilador y

21rW
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Téngase en cuenta, por otro lado, que:

Energia cinética =
—i-—

= 2 man 1'

y comparando con la igualdad anterior resulta:

Energia cinética = nhi'.

La energia cinética de un oscilador es un ?nlltiplo del valor hi'.
Este mismo resultado fué hallado primero por Plank por

un procedimiento mucho más complicado. La condición de
Sommerfeld permite en cambio la deducción sencilia que
hemos hecho. Ha sido confirmado en cuanto explica las
consecuencias experimentales referentes a los calores espe-
cificos a baja temperatura y ha sido además ci punto de
apoyo para demostrar las ieyes de distribuciOn de la energia
radiante por Plank y Wien.

§ 4. Aplicacion al ãtomo de Bohr.—Otro caso sencillo de
aplicaciOn y fecundo en confirmaciones experimentales es el

ideado por Bohr para el átomo de hidrOgeno,
anteriormente a! enunciado de la condiciOn

(L M
de Sommerfeld.

Conocida la constituciOn de este ammo
que, como se sabe, consta de un protOn N en

ci niicieo y un electrOn e en Ia corteza, Ia condiciOn de es-
tabilidad dinámica consiste que en cada rnomento Ia fuerza
centrifuga que posee ci electron, en su movimiento circular
alrededor del ncieo, viene equilibrada por Ia atracciOn cu-
lombiana del mismo, o sea:

niv ee— = mu' a = ()

donde a es ci radio de Ia trayectoria y e rcpresenta lo mismo
Ia carga del proton que la del electrOn. Sustittyase en vez
de v su valor en funciOn del periodo de rotaciOn T y sale Ia
tercera icy de Kepiero que hace posible trayectorias con un
valor cualquiera del radio.
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Hasta aqul Ia Mecánica clasica; pero téngase en cuentá
que en Ia rotaciOn del electron existe una aceleraciOn cen-
tripeta constante por pane de éste, lo que segün Ia teoria
electromagnética exige una constante emisiOn de energia Restricciones a 1z

radiante a expensas de Ia ener2la potencial del mismo que '°'.° electrornag-

netwa

acabaria produciendo la caida del electrOn sobre el niic1eo.
La teoria de Bohr admite que durante la perinanencia de un
electrOn sobre un piso no se realia emisiOn de energia radiante.

Añádase, además, a Ia condiciOn mecánica (.) Ia condi-
ciOn de Sommerfeld, para lo cual elegiremos como coorde-
nadas conjugadas canOnicas el momento del impulso con
respecto al centrb, mva, y el angulo que forma el radio
vector con una dirección inicial; dicha condicidn tomará,
pues, Ia forma:

mva d = 27r mva = nh.
Jo

Eliminando v entre esta igualdad y Ia anterior, resulta para
ci radio de latrayectoria el valor:

n2 h2a= 4 n e m

cuyo minimo corresponde a n = i, y que supone posibles
solamente una serie de trayectorias discontinuas cuyo radio
crece con ci cuadrado de Ia serie de los námeros naturales,
trayectorias que forman los distintos pisos K, L, M , sobre

los cuales puede moverse el electrOn del átomo de hidrOgeno.
Calculemos la energia cinética que Ic corresponde en

cada una de estas trayectorias.

my2 2ime4
cinética = (7)

después 'de eliminar v y a por medio de las fOrmulas 4)7 6.
La energia cinética del electrOn que gra en el ãtorno de hidrOgeno
puede tener una serie discreta de valores, representados por
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la fOr. 7, donde n puede ser cualquiera de la serie de los
nümeros naturales correspondientes a los pisos K, L

Las dos condiciones, la rnecánica y la cuantistica, enun
ciadas fijan un iuirnero discreto de trayectorias y de valores
para la energia cinética del electron; pero no dicen nada
sobre la posibilidad del paso de una trayectoria a otra, ni
del destino que tiene Ia diferencia entre Ia energia potencial
perdida y Ia energia cinética en este posible salto. La teorla
electromagnética permite asegurar, en cambio,que Ia energia
potencial perdida es igual, por partes iguales, a la energia
cinética ganada, más Ia energia radiante emitida en el salto
dc una trayectoria a otra. De las posibilidades de este salto,
de cOmo se verifica, y del tiempo que dura, no indica nada
ni dicha teorla ni Ia de Bohr.

Por lo dicho, Ia energia cinética ganada al pasar de una
trayectoria a otra es igual a Ia energia radiante emitida en

Frecuencia de una este mismo paso. El valor de Ia primera seth, entre dos tra-
radiacion yectorias, Ia inicial de orden p y Ia final de orden n:

21r2me4( i i

p2

Para hallar el valor de Ia segunda admitiremos que en el
momento de la emisiOn de Ia energia radiante se cumple la
misma relaciOn de Einstein que para el efecto fotoeldctrico
en el momento de absorciOn, o sea que esta energla
vale i'h, donde i' es la frecuencia de la radiaciOn emitida.
Igualando este valor con ci anterior, sale para la frecuencia
de dicha radiaciOn:

2rrne4fI i\ /1
I——--——Iobieu:v=RI—-———--—I (8)h \ n2 p /' \ n p2 1

si se designa por R el factor fuera del paréntesis.
La fOrmula obtenida es Ia misma que obtuvo Ridberg a

partir de las rayas espectrales del hidrOgeno. En ella, si se
da a n ci valor 2, es decir, se tonla como piso final de calda
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el piso L, y a p Ia serie sucesiva de nümeros enteros a partir
de 3, es decir, se toma como piso de partida cualquiera de
los pisos sucesivos M, N...., se obtiene uria serie discreta de
frecuencias, correspondientes a la serie de rayas de Balmer,
situada dentro del espectro visible. Del mismo modo se ob-
tierien las otras dos series contenidas en el siguiente cuadro
y comprobadas experimentalmente.

= i; p = 2, 3, 4 -scrie de Lypmann, en el ultravioleta
n = 2; p = , , 5 serie de Balmer, en el espectro visible
fl 3; p 4, 5, 6 serie de Paschen, en el ultrarrojo
n = 4; p = 5, 6, 7 serie de Brackett, en el ultrarrojo.

§ 5. Aplicacion a otros átoinos.—Aunque el problema me-
cánico, no ci matemático, está ya agotado en su fondo al
estudiar ci átomo de hidrOgeno, es necesario indicar cOmo
se aplica al resto de los átornos. Si se trata de un átomo de
helio ionizado, que tiene, por tanto, un solo electrOn en su
corteza, como el hidrOgeno, el problema no tiene más varia-
ciOn frente al anterior que la doble carga del ntcleo. En Ia Especiro del hello
fuerza centrifuga aparecerá un 2 que arrastrado en el cálculo
se convertirá Un 22 N2, ilamando N al ni'imero atOmico.
Por tanto las frecuencias del espectro dcl helio ionizado
viencn dadas por la fOrmula

=R22(__4) ()

Lo rnisnio puede decirse para el litio dobiemente ioniza-
do, que posce un solo electrOn en su corteza y cuyo nümero
atOmico vale 3. Pero para los otros cuerpos, de niimeros
atOmicos 4 y 5...., lo suficientemente ionizados hasta que-
darse con un solo electrOn, si bien Ia teoria es aplicable, Ia
experimentaciOn es imposible por ahora.

El caso general del movimiento de un electron sometido
a Ia atracción electrostática del nñc!eo a Ia vez que a Ia
atracciOn de los restantes electrones corticales, es de dificul-
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tades insuperabies. (Recuérdese solamente las dificultades
que en Mecánica ordinaria presenta el problema de los tres
cuerpos.) Pero hay un caso que se ha prestado a simplifica-
ciones: es el caso de los rayos X. Estos se producen siempre
que, por el choque con una particula o por la acciOn de una
radiaciOn, se arranca un electrOn de piso K de un átomo y
el lugar vacante que deja pasar a ocuparlo un electrOn d un
piso superior. En el momento que este iiltirno da el salto
del piso a que pertenece al piso K, se produce la emisiOn del
cuanto de rayos X. En este caso la acciOn de los electrones
corticales sobre ci electrOn que da el saito es repuisiva y
contrarresta en parte la del nitcleo; puede demostrarse que
el resultado de sumar esta repulsion con Ia atracciOn del
niicleo equivale a la atracción de un nimero atOmico in-
ferior en una unidad actuando sobre un electrOn aislado.

Cudndo se emilen Un razonamiento análogo al seguido para deducir Ia fOrmu-
rayos Ia 9 nos dará para Ia frecuencia de los rayos X el siguiente

'valor:

\2 p

El denominador i significa que ci piso de liegada del elec-
trOn debe ser siempre ci piso K.

Si consideramos ci problema del movimiento en ci
átorno de hidrOgeno con todo ci rigor, debemos observar
que ci movimiento del electrOn no se verifica alrededor del
nñcleo sino que el y ci proton giran alrededor del centro de
gravedad dcl sistema formado por ellos, aunque éste está
rnuy prOximo del centro del nicieo a causa de la gran masa
del mismo. Teniendo en cuenta esta consecuencia, ci cálcu-
lo, que aunque fácil queremos evitar, demuestra una pe-
quena desviaciOn para Ia frecuencia de las rayas espectrales
emitidas comprobada por Ia experimentaciOn.

El movimiento circular como resultado de la atraccidn
dc forma newtoniana es un caso particular; generalmente ci
movimiento resulta eliptico con ci ncIeo en el foco. La
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trayectoria no es, pues, perpendicular a! radio vector y la
condición no es aplicable. Para aplicar la regla de ç
Sommerfeld es preciso descomponer el elemento
AB de trayectoria en otros dos AC y AD, radial
el primero y normal al radio el segundo. Para el
segundb la regla de Sommerfeld será análoga a
1a5: S

C2 Movirniento

J mvadc=n1 h.
eliptico

Para el primero conviene elegir como coordenadas conjuga-
das canOnicas el radio r y el impulso en Ia dirección del
radio, Pr,

Hecho el cálculo sale como valor de la energia cinética:

E= 2ir2me4

h (n1 —I-- n)2'

es decir, la misma formula 7 que resulta para Ia trayectoria
circular, sustituyendo el niimero cuántico ii por Ia suma de
losnñmeros n1 ± n2. La frecuencia emitida al pasar de una
trayectoria eliptica dada por los nümeros cuánticos p1 y P2 a
otra dada por los nümeros n1 y n2, será por la misma razOn

_____ — (io)
\n4±n2 P±P21

fOrmula análoga a Ia 8 si se sustituye n1 ± n2 por n y p1 ± p2
por p, o sea, que los dos niimeros cuánticos supuestos se
funden en uno solo, Ilamado cuanto total o principal.

Como por la condiciOn de Sommerfeld los nümeros
n1 y Pi y P2 son enteros, Ia fOrmula 10 dará las mismas
frecuencias que Ia 8: el movimiento eliptico del electrOn
airededor del nücleo es indiscernible del circular, resultado

III
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conforme a la hipótesis de Sommerfeld puesto que la misma
periodicidad simple tiene un movimiento eliptico que uno
circular: ambos están regidos por un solo niimero cuántico.

No obstante, en ciertas condiciones de disimetria, como
veremos, aparecen las consecuencias espectrales de la forma
eliptica. Busquemos, pues, las distintas elipses que pueden
corresponder a un mismo nimero cuántico total n. Para
ello tengamos en cuenta que a los nimeros azimutal y ra-
dial que lo forman solo se les exige que su suma valga n,
pero a Ia vez se supone que n1 no puede valer cero porque
esto equivale a suponer la carencia absoluta de movimiento
angular o sea que el movimiento es rectiilneo, con lo que
ci electrOn en su trayectoria se veria precisado a atravesar el
nücleo, lo que se considera como absurdo, aunque con Ia
penetrabiiidadque admite el principio de incertidumbre no
lo sea. Lo dicho puede resumirse, pues, en las dos condi-
ciones

n1±n=n ; fl11,2,3 ,n

lo que exige

n=(n—I),(n—2),..... i,o.

Tomemos como ejempio n = 3. Da las siguientes posi-
bilidades:

a13 b12fl=O fl1 fl2
correspondientes a las trayectorias a, b, c, de la figura, las

tres con ci mismo eje mayor (la primera un
clrcuio) pero con distinta excentricidad, deter-
minada por el cuanto total n = 3.

§ 6. Estructura fina; dos nümeros cuánticos.—
Por lo dicho, las distintas frecuencias que puede.n producir
las trayectorias elipticas solamente corresponden al salto del
electrOn entre dos elipses de distinto cuanto total ii, o sea de
distinta longitud en el eje mayor, independientemente de
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su excentricidad. Pero si tenemos en cuenta la teorla de la
Relatividad (*) el movimiento del electrOn airededor del nii-
cleo posee doble periodicidad: una correspondiente al giro
sobre la elipse y otra correspondiente al tiempo en que el eje
de Ia elipse da una rotaciOn completa, sin que ambos perlo-
dos sean comensurables. Al existir dos periodicidades se ne-
cesitarán dos condiciones de Sommerfeld o sea las dos con-
diciones del párrafo 2, pero tales que los nümeros n1 y n2 ya
no entrarán simétricamente en las fOrmulas de la energia y,
en consecuencia, de la frecuencia emitida a! saltar el electrOn
de una trayectoria a otra. Dicha frecuencia quedará caracte-
rizada por dos nimeros y no por Ia suma de los mismos
nümeros correspondientes a la longitud del eje de la elipse
y a su excentricidad. Habrá, pues, doble serie de rayas: una
serie correspondiente a Ia longitud del eje mayor de las
elipses que la originan y un desdoblamiento de cada tér-
mino de la serie segün el niimero de combinaciones posible
entre las distintas elipses que se originan por sus distintas
excentricidades. La diferencia de frecuencia entre estos tér-
minos desdoblados es muy pequena, no fácilmente percep-
tible en el espectroscopio, y origina la ilamada estructurafina.

§ . Tres nümeros cuánticos. Reglas de selecciOn.—Fácil
seth ahora estudiar el caso de una triple periodicidad. Esta
existe, por ejemplo, cuando el electrOn se mueve sometido
a un campo exterior superpuesto al campo del nt'icleo. En
tal caso la trayectoria puede ser alabeada (campo eléctrico)
y su proyecciOn sobre los tres ejes coordenados puede estar
representada por tres movimientos periddicos con periodos
110 comensurables. Entonces es preciso aplicar tres veces Ia
condiciOn de Sommerfeld a los movimientos componentes,
en cualquiera que fuesen elegidos: el movithiento estará re-
gido por la Mecánica ordinaria a la vez que por tres nñmeros
cuánticos que suponen tres condiciones restrictivas.El primi-
tivo movimiento circular del átomo de Bohr queda disocia-

(*) La relatividad exige que el perihelio de Ia elipse se traslade en rotaciOn
airededor del centro.
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do en una multiplicidad de trayectorias; el salto del electron
entre todos los pares posibles de. éstas podrá producir una
porciOn de rayas procedentes de Ia disociaciOn o desdobla-
miento de las obtenidas cuando no existe campo exterior.
Este es el efecto liamado de Stark.

Por lo dicho parece que el movimiento más general de
un electrOn está regido por la Mecánica clásica y tres condi-
ciones restrictivas dependientes de tres niimeros cuánticos,
uno por cada coordenada. Pero observemos que un movi-
miento puede representarse por mi1tiples sistemas de coor-
denadas. CuáIes son entonces los niimeros cuánticos Co.
rrespondientes? Razones de orden teOrico y experimental
que nos lievarian un poco lejos, indican que deben tomarse
como nümeros cuánticos los tres siguientes, con la inter-
dependencia y serie de restricciones que a continuacOn
citamos:

cuanto principal = n = n1 + n; puede valer I, 2, 3, 4
cuanto azimutal, Ilamado l=n1—I;puede tener los valores o,I,2,3,(n—I)
cuanto magnetico, liamado m; puede tener los valores siguientes:

m=l,l—I,l—2,l———3 O,—I,—2 —1.

El primer nümero cuántico n es el definido en el pa-
rrafo 2. El segundo 1 es una unidad inferior al n1, o azimu-
tal, que por lo expuesto anteriormente debe ser inferior
siempre a n, por lo que puede tomar ñnicamente los valores
(n — i), (n — 2), ... i., o; equivale, pues, a! momento del
impulso (mv X a), representable por un vector perpendicu-
lar al piano osculador de la trayectoria.

El tercero mn, se refiere a la componente del momento del
impulso sobre Ia direcciOn del campo magnético actuante y
significa que esta coniponente solo puede tener valores en-
teros. Se comprende que cuando el momento del impulso
coincide con la direcciOn del campo magnético, lacompo-
nente citada vale 1 y cuando es antiparalela vale —1. Entre
estos valores podrá obtener, pues, los demás que le hemos
atribuido.
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§ 8. ElectrOn rotatorio o spin.—Los tres niimeros cuánti-
cos antes citados, no son suficientes para explicar algunos
fenómenos experimentales puestos de relieve principalmente
en los átomos alcalino-térreos; Ia teorla de Bohr resulta,
pues, incompleta. Para explicar estos resultados experimen-
tales se ha supuesto que ci electron posee un movimiento
de giro de toda su carga-masa alrededor de un eje que pasa
por su centro, movimiento que está sometido también a una
cuantizaciOn, con su niimero cuántico correspondiente que
ilamaremos . La experimentación, sin ning1n apoyo teOrico
en lo que hasta ahora ilevamos sentado, indica que este
nümero sOlo puede adoptar dos valores: o' y —o' corres-
pondientes a dos direcciones: paralela al momento del im-
puiso o antiparalela al mismo, si no existe campo magnético
exterior o éste ès muy débil. Cuando es fuerte ci paralelismo
se refiere a él. Aunque ci cuanto es fraccionario, los pasos
de un estado a otro suponen variaciones de h igual a la

unidad, porque o'5—(----.o'5)=I.
§ 9. Ley general del movimiento de un eleclrOn.—Lo cx-

puesto en los párrafos anteriores se puede resumir diciendo
que el movimiento de un electrOn obedece a las leyes gene-
rales de Mecánica y a tres condiciones de Sommerfeld,
correspondientes a los tres nümeros cuánticos citados, y
además ai efecto rotatorio o spin. Estas condiciones imponen
que ci electrOn posea un nimero entero n de cuantos h por
su movimiento total, un niimero enterop de cuantos por
su movimiento azimutal, un nümero entero m de cuantos
por su movimiento frente al campo magnético y un nii-
mero, o' 0 —o', de cuantos por su movimiento de rota-
ciOn, con las condiciones de interdependencia antes citadas
que constituyen las reglas de selecciOn.

Cuando se trata de un átomo cualquiera que, por tanto, PrincipiodePauli
posee más de un electrOn en la corteza, las condiciones ci-
tadas deben completarse con el postuladode exclusion de Pauli
que, por ahora, ha sido confirmado por los hechos: no es
posihie que un ãtomo posea a la ve dos elect rones corticales regidos

- por idénticos valores nimericos de los cuatro nümeros cuánticos.
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Una leoria de la
valencia apoyada
en los nimeros

cuanhicos

§ 10. DistribuciOn de los electrones corticales del átotno
valencia quimica.—Las leyes anteriormente enunciadas nos
permiten establecer la distribución de los electrones corti-
cales en los distintos átomos, asi como iniciar una nueva
teorla de la valencia quirnica.

El helio posee dos electrones en ci piso K. Ambos, en
virtud de lo dicho en § 7, poseerán el mismo niimero n = I,
el mismo 1 = o y el mismo in o. En virtud del principio
de Pauli no pueden poseer el mismo de lo que resulta
que si Ufl electron posee una rotaciOn tal que = o'5, al otro
le corresponde una rotaciOn antiparalela tal que = — o'5,
completando todas las posibilidades. No caben, pues, más
electrones en el piso K so pena que poseyeran los mismos
nimeros cuánticos en contra del principio de Pauli.

Por medio de este principio de exclusiOn podremos
determinar el nümero de electrones en un piso cualquiera.
Sea un piso dado por ci nümero n de su cuanto principal.
Resulta ( 7) que pueden existir electrones que posean un 1
cuyo valor vaya desde n — i a o. A su vez, a cada valor
particular de 1 corresponde 2 1 ± i valores distintos del
niimero m (que son 1, 1— i, ... o, — i, ... — 1). Y final-
mente a cada valor distinto de m podrán pertenecer dos
electrones con distinto a, o y — o'5. Dc ahi que el nü-
mero de electrones con ci mismo n y 1 será 2 (2 / ± i) y ci
niimero de electrones con ci mismo n o sea pertenecientes
al piso n seth ci niimero anterior repetido para 1 = o, I, 2,
3, ..., n — I, o sea

2(2.0-I—I) 2(2.1±1) 2(2.2±I)...2(2(fl—I)±I)
2(I±3——5±7...(2n—I))=2n2.

Esto da para los distintos pisos los niimeros siguientes:

2 fl2 = 2, 8, i8, 32

que determinan ci mayor ni.imero de electrones que puede
contener una capa o piso por razoncs cuantisticas. Demos

is6
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como ejemplo para el segundo piso de un átomo de nii-
mero atOmico 10 los valores de los cuatro nümeros, tenien-
do en cuenta el principio de Pauli.

fl2 lo m=o r=—O'5
2 o 0 ±0'5
2 I —I —O'5
2 I —I ±O'5
2 I o
2 1 0 +0'5
2 I ±1 —0'5
2 I ±1 ±O'5

El spin y la valencia.—Se llaman electrones apareados
aquellos que teniendo los misnios valores numéricos
para n, 1 y m, poseen distinto . Todo electrOn no apareado
se llama solitario. Parece que la valencia de un átomo coinci-
de con el nümero de electrones solitarios que hay en su corteRa.
Por ejemplo, en el caso anterior no existe ningün electrOn
solitario, por lo que el cuerpo es un gas noble. Si imagina-
mos una corteza con un electrOn de menos (fluor), entre
los siete electrones restantes quedará uno solitario con
un positivo 0 negativo. Tendrá, pues, una valencia unidad.
Este electrOn, al combinarse el fluor, se apareará con otro
solitario de otro átomo que tenga un spin negativo o posi-
tivo, que puede ser el mismo fluor.

Imaginese el cloro con sus siete electrones en su tercer
piso. Las combinaciones posibles, distribuyendolos entre
los i8 lugares cuánticos que permite el principio de Pauli,
dan como posibles nümeros de electrones solitarios: 7, 5,
3, i, que coinciden con las valencias observadas para el
cloro. No es nuestro objeto profundizar este asunto, tanto
más porque nuevas teorlas no cristalizadas vienen a corn-
plicarlo.
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CAPITULO III

MECANICA ONDULATORIA

Lo expuesto en el capitulo anterior supone que toda

radiación es emitida o absorbida discontinuamente por
cuantos de acción. Cómo se compagina esta discontinuidad

con ciertos experimentos de Fisica, entre ellos los de inter-
ferencia, verificados con rayos que alcanzan diferencias de

marcha superiores a un centimetro, no explicables atribu-

yendo a las radiaciones un carácter ondulatorio que impone

una absoluta continuidad? Esta aparente contradicción está
resuelta boy por varias teorias con distinto aspecto formal y

de contenido de momento algo ambiguo porque cambian

profundamente una porciOn de conceptos que estaban en-

raizados en la conciencia cientifica de este iltimo siglo. En
este capitulo nos ocuparemos iinicamente de Ia que tiene
forma más sencilla, de Ia Mecánica ondulatoria.

§ i i. Idea fundamental de Broglie.—Consiste en atribuir a
cualquier particula de masa rn una frecuencia de vibración
de algo indeterminado, sin saber qué es lo que vibra. Esta
frecuencia de vibración ' está ligada a Ia masa de la particu-

Ia por Ia relación:

E=mc=h (i)

donde c representa la velocidad de la luz y h el cuanto de
Plank.

El primer miembro de (i) representa la energia total

que contiene la particula y el segundo tiene la misma forma

Frecuencia de que la relación de Einstein para el efecw fotoeléctrico vista

vibracián de toda en el capitulo anterior ( i), o sea, segiin la idea de Brogue,
particula mate-

rial
toda particula, y mejor, todo electrOn, posee una energia to-

tal, mc2, que vale by, lo mismo que para un fotOn. Por esta
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idea de Brogue se establece cierta simetria entre el concepto
de radiaciOn y el de rnasa material. Del mismo modo que
aquella está formada de una concentración de energia,
liamada foton y de valor h, acompañada de una onda, ésta
supone una concentración de materia (energia segin relati-
vidad) equivalente a una cantidad de energia mc2, acompafia-
da de una vibración que da origen a una onda cuya frecuen-
cia satisface la relación i.

§ 12. Mecánica ondulatoria.-__La idea matriz de ésta con-
siste en atribuir a todo punto material o sistema de puntos una
onda asociada cuyo estudio nos da laspropiedades del movitniento
del sistema, onda que no es otra cosa, salvo diferencias de
carácter analitico, que Ia onda de Brogue.

Pero antes de pasar adelante será preciso primero hacer
alguna indicación respecto a Ia teoria clásica de Ia ecuaciOn
fundamental de las ondas para el caso más sencillo, el de' una
onda a lo largo de una cuerda. Indiquemos, pues, cOmo se
representa matemáticamente una
onda y su propagación. Sea Ia I -

Ecuaciön funda-
—

-

mental de ondascuerda de Ia figura (linea de trazo o ' '
continuo) sometida a una vibra- A

ción transversal harmOnica que
se propaga. La forma de Ia cuerda está representada en el
instante cero por la fOrmula

y=asen. w'x, ('=_) (2)

donde a es Ia amplitud y Ia longitud de onda (distancia PA).
A su vez, el movimiento vibratorio transversal de Ia

cuerda, del punto A, por ej., viene dado por la expresiOn

y — a sen. WI, ( = ()

donde T representa el perlodo de vibraciOn. Si escribimos
Ia expresiOn

y = a sen. (wi — w' x) ()
''9
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se puede ver que es equivalente a las dos juntas, es decir,
representa la ordenada y de un punto de la cuerda de
abcisa x en el instante t. Finalmente Ia expresión

y=asen.(wt—w'x—-) (a')

representa la rnisma tomando como origen de abcisas un

punto situado a una distancia -i del punto 0, o bien una

onda que va adelantada con esta misma diJerencia de fase
respecto a la primera

Derivese ahora (2) dos veces con respecto a x y (3) dos

veces con respcto a t, o bien hagase las mismas operaciones
con Ia for. 4, y se obtienen los resultados siguienteS

d2y d2y—_—w'y ; —— way.

Igualando las y de ambos resultados, expresando las den-
vadas en parciales porque tendremos dos variables indepen-

dientes, t y x, teniendo en cuenta que Ilamando v la veloci
dad de propagaciOn de Ia onda se tiene siempre la rela-.

ciOn = vT, resulta:

a2y ' ay
axv2 ai2

ecuaciOn que representará, pues, una condiciOn expresada en

derivadas parciales a Ia cual debe satisfacer el movimiento
vibratonio dado. Pero este movimiento vibratonio tiene tres
parámetros arbitrarios (dos si tenemos en cuenta que existe
siempre la ecuaciOn de condiciOn = vT) que son a, w' y w.
Pues bien: los tres parámetros desaparecen en la condiciOn ()

lo que nos indica que es una ecuaciOn a Ia cual satisfacen la

doble infinidad de movimientos vibratorios que pueden ima-
ginarsec haciendo variar dichos parámetros. Ahora bien: si

dos n-iovimientos vibratorios satisfacen la ecuaciOn 5, tam-
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bién la satisfará su suma y, en general, Ia surna de n movi-
mientos vibratorios, tal como la

Y = a sen. (w t — w',, x) (6)

donde las a, y las w se refieren a un valor cualquiera asigna-
do a! sumando ni.'imero n, satisfará también la ecuación (s).
Se dice que la ecuación 4 es una solución particular de 5, y 6 es
una soluciOn general.

§ 13. Ecuacion de Jacobi.—Hace ya un siglo que Jacobi
descubriO una ecuaciOn representativa del movimiento de
un sistema de puntos que sintetizaba grandemente los pro.
blernas de Mecánica. La ecuación de Jacobi se distingue de
las que le precedieron con el mismo fin, porque en ella figu- Cdmo a/'arece Ia

magnitud acciOnra una función S que tiene las dimensiones de una acciOn, ci andilsis
mientras que en las ecuaciones de Hamilton, a las cuales
ésta es equivalente, figuraba Ia energia. A la vez, la ecuación
de Jacobi fué un primer paso analitico en la representación
de un movimiento material por medio de ondas pero sin
sentido fisico alguno.

La ecuación de Jacobi puede plantearse fácilmente cuan-
do se trata del movimiento de un punto material, por ej., un
electrOn, en un espacio libre de toda fuerza no procedente
de este punto, si se prescinde de la corrección del relalivismo.
Sea m Ia masa del electrOn, que se mueve a lo largo del eje
de las x con la velocidad u, constante ésta por Ia ausencia de
campo y su energia cinética; mu será su impulso. El
momento del impulso con respecto al origen de coordena-
das será mux; sus dimensiones son de una acciOn, S. Se
podrá escribir, pues:

d S = mu dx;

de donde, designando el impulso por p

(6')dx
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relaciOn de Ia cual tendremos que hacer uso otras veces.
Cuadrando, se obtiene:

fdS\ u2

(—)=mu=2mm—=2mEciir (7)\dxj 2

cuyos miembros extremos igualados representan la forma
más sencilla de la ecuación de Jacobi.

Generalizando esta ecuación se puede aplicar a Un siste-
ma de puntos sonietido a un campo exterior que tenga
funciOn potencial, V. Para tal sistema se tiene: =E—V,
representando por E Ia energia total del sistema. Como la
representación del movimiento requerirá tres ejes coordena-
dos, se comprende, por generalizacion de la ecuación 7, que
en este caso adoptará la forma

/S\2 fS\2 /aS\2
(p')

\axJ \yJ \J
como Jacobiana referida a un sisterna cualquiera de puntos
en un cainpo de fuerzas, ecuaciOn de Ia que haremos uso
más adelante.

Volviendo a insistir sobre Ia acción de un electron en
movimiento uniforme, se obtiene, de 6', integrando:

S = mux. (8)

La acción de un electrOn o de un punto material en movi-
miento crece paralelamente con su distancia al origen.

Nos encontramos con un resultado contradictorio con Ia
esencia de la teoria de los cuantos, que la acción de un punto
en movimiento varia con continuidad y no por saltos de h;
pero ello es debido a que esta relaciOn no es correcta, pues
falta todavia someterla a Ia condiciOn necesaria para que
este movimiento sea representable por una onda. Las rela-
ciones que ello introduce nos llevarán finalmente al prin-
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cipio de incertidumbre y, como consecuencia, a considerar
Ia falta de sentido que supone el tratar Ia coordenada x
como una magnitud continua, siendo asi que, comoveremos,
es indiscernible dentro de ciertos intervalos.

§ 14. Onda asociada al electrOn u onda de fase.—Veamos
ahora, siguiendo la idea matriz de Ia Mecánica ondulatoria,
cómo podemos asociar una onda a un electrOn en movi•
miento; por ej., la representada por la fig. 4, entendiéndose
que es una onda que se mueve en Ia misma direcciOn que
el electrOn. Claro que esta onda no puede representarse por
una ordenada, y, variable senoidalmente, porque no existe
variaciOn de ordenada alguna, pero si que existe variaciOn
senoidal de cierta magnitud, que liamaremos , magnitud
desconocida, por ahora, como desconocemos del mismo
modo a que corresponde esta frecuencia i' de vibraciOn. Más
adelante darernos interpretaciOn de esta magnitud. Por
ahora la representaremos, análogamente que la ordenada de
una cuerda vibrante, por una funciOn senoidal:

4i=4i0sen.(wt—w'x). (9)

Ahora bien: en vez de referirse esta onda a las variables
t y x puede referirse a Ia variable t y a una variable S, o sea
a la variable acciOn. Para lograrlo tengase en cuenta que en
la fOrmula anterior () el segundo término del paréntesis

2irX . X S
vale y de otro lado (8) se puede escribir — =

)mu
Sacando el valor de m de la relaciOn fundamental de

x S c
Brogue (i) y sustituyendo sale: —=— —.

) )u h
Para que Ia sustituciOn en 9 dé dimensiones nulas;

como corresponde a todo argumento, es necesario que el

segundo miembro se reduzca a S/b, donde h representa una
constante que tiene las dimensiones de una acciOn destinada
inicamente a neutralizar las dimensiones de S, cuyo valor
numérico aceptamos,ya que es igual al de la constante de
Plank o podemos decir que la experimentaciOn nos lo con-
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firmará. La expresion 9 en funciOn de la variable acción, S,
será:

/ S\
4' = sen.

(,,u
t — 2 iv (9')

para ello es preciso que — = o sea, teniendo en cuenta
Velocidad de Ia que = vT = v/p, representando v la velocidad de propaga

onda defase ción de la onda, sale finalmente:

vu = c.

Como se ye, pues, la velocidad de la onda de fase es siem
pre superior a Ia de Ia luz, puesto que siempre u <c. La
onda de fase que acorn pana a todo punto material en su movi
miento tiene siempre una velocidad superior a la de la lu, tanto
mayor cuanto más pequena sea la velocidad del punto material.

§ 15. Realidad de laonda.asociada. La onda asociada no
ha sido hasta ahora más que un simple artificio matemático
que nos permitirá, en el párrafo siguiente, Ia deducción de
la ecuaciOn de Schrrodinger; pero antes queremos indicar
que cuando la Mecánica ondulatoria, que tiene por base
analitica esta onda, estaba ya consagrada por sus éxitàs, se
ha descubierto la realidad de dichas ondas en cuanto se
portan, en condiciones adecuadas, en experimentos de in-
terferencia y de difracción, Jo mismo que las radiaciones
hasta ahora conocidas. El primer experimento demostrativo,
de Davison, se reduce a enviar un chorro de electrones
frente a una lámina de niquel, obteniéridose manchas de
Laue. Hoy el manejo de la difracción e interferencia de los
rayos de electrones constituye ya una técnica experimental.
El valor de la longitud de onda sacado de la experimenta-
ción coincide con el teórico. Este jiltimo se calcula fácil-
mente teniendo en duenta que, dada Ia velocidad u de los
electrones, se puede escribir, recordando la jMtima igualdad:

C2 mc2
v = V =

u mu
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y como, por la hipótesis de Brogue, se tiene mc2 =h

h=— ; =—•
mu mu

La iiltima relación da longitudes de onda del orden de
las de los ràyos X.

§i6. EcuaciOn de Schrrodinger.—Esta onda, asociada al
movimiento de la particula, debe satisfacer la ecuación 5
entre derivadas parciales que, como vimos, es requisito de
toda onda que se propaga. El primer miembro de , cam-

a p
biando lay por 'P se expresa del siguiente modo: = A 'P y

el segund9, efectuando Ia doble derivación en 9, resulta
valer:

i 221T2 — 41r2v— 'P.

Por tanto, Ia ecuaciOn supone la condiciOn:

(xo)

que debe cumplir la onda supuesta.
Ahora téngase en cuenta que, por ser

vu = e y E= me2, resulta

y, por otra parte,

mEEV; dedonde: U=\/±(E_v)

Sustituyendo el valor de u en el de v, sale para este:

E

\/m(E—V)
125
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Finalmente, sustituyendo en 10 ci valor de V y el

de ' resulta:

±m7)'P=O (ii)

que es la ecuación fundamental de Schrrodinger.
La deducciOn de esta ecuación ha sido hecha para un

electron que se mueve sin campo exterior; el haber intro-
ducido a ültima hora ci potencial V no. ha cambiado el
rigor. Igualmente hemos prescindido de Ia correcciOn rela-
tivista de la masa como si se tratara de velocidades u muy
pequeñas, aunque parezca ilOgico que a la vez usemos la
relaciOn me2 = E. Todo ello ha sido en beneficio de la sen-
cillez. Por demás, la ecuaciOn de SchrrOdinger es aplicable
a un campo cuaiquiera y para una velocidad cualquiera, para
cuyo caso Ia m representa la masa en reposo; también es
aplicable a un ntmero de masas cuaiquiera en movimiento
generalizando primero su forma.

Al regir la ecuaciOn de SchrrOdinger ci movimiento de
una onda 'P asociada a! movimiento de un punto, indica que
la 'P expresada en 9 debe ser una soluciOn de Ia ecuäciOn ii.
El estudio analitico de dicha ecuaciOn nos dirá las particu-
laridades que debe presentar este movimiento. La conse-
cuencia más importante de este estudio anailtico consiste
en que la expresiOn 9 es una soluciOn de ii 1.inicamente
para una serie discontinua de valores del parámetro E (ten-
gase en cuenta que E entra en 9 por la relaciOn de E con i'
y de éste con w) es decir que el movimiento de la particula sOlo
puede tener realidad cuando su energia E cumpla ciertas res-
tricciones.

Ejemplo: Un primer ejemplo nos dará idea sencilla de
Ejetnplo estas restricciones. Sea un girOscopo o mejor un volante, de

delvolanfe momento de inercia I, constituido por una Ilanta infinita-
mente delgada de radio r. Es un movimiento que no tiene
energia potencial. El valor del paréntesis de iii, que es la

Icc'2
energia cinética, se reduce a —, donde cc' es la velocidad an-

2
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gular y el ángulo descrito por el volante. En el primer
miembro, como se trata de un movimiento de rotación, se
debe cambiar la coordenada x por la s, contada sobre la cir-
cunferencia del volante, de modo que

d
d s

Sustituyendo el valor de ds2 =r2 da2 y el valor de a, .y
teniendo en cuenta que v = r a' resulta la siguiente forma
para Ia ecuación de SchrrOdinger:

(II')

Ahora bien: para que una onda de Ia forma 9 sea una
solución de esta ecuación se deben cumplir las condiciones
analiticas que antes hemos previsto; fácil es haliarias para
este caso sencillo.

La onda será ahora, poniendo en vez de x ci ángulo a

= sen. (WI — w' c)

o mejor, para un instante dado, t = 0:

4i=Ji0sen.W'

y acompaflará al volante en su movimiento. Resalta inme-
diatamente, que si flOS fijamos en un punto cualquiera del
volante corresponde a Ia vez a un ánguio a y a la serie de
ángulos que se obtienen sumándole 122 (n, nimero entero).
Por tanto si w no es entero, esta serie de angulos no data ci
mismo valor para Ia fase correspondiente a un mismo punto
del espacio, lo que es un absurdo. Para que ésto no
ocurra es preciso que w' sea un niimero entero, es decir,

= 2 = I, 2, 3, ... o sea la longitud de la onda de fase
debe ser un divisor exacto de la circunferencia del volante.

Dando a w' la serie de valores indicados se obtienen las
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distintas funciones que expresan la multiplicidad posible de
ondas asociadas que puede poseer ci volante:

sen. , 4', sen. 2, 4i, sen. 3

correspondientes a las longitudes

2

Esta serie de fiinciones posibles se Ilanian fundamentales o
Funcionespropias propias correspondientes al volante. Derivemos ahora dos
y valores propios

veces con respecto a y comparando con la ultima ecuación
8irIEde SchrrOdinger se obtiene para w' ci valor w' = o sea

para E caben lin1camente los valores. E = w', dando a
8i I

w los valores I, 2, 3, ... Estos valores de Ia energia son los
ilamados valores propios correspondientes a las distintas
funciones propias. El volante en cuestiOn solo puede p0-
seer aquellos valores de la energia que sean iguales a!
valor muitiplicado por la serie de nümeros naturales.

87r I
Sustituyendo por my2 a E resuitan como valores posibles

para la veiocidad lineal dci volante

= h
X (, 2, 3, .,.);

47 Vim

Ia velocidad puede poseer valores miltiples de esta fracciOn.
Sensibiemente ninguno de estos valores puede medirse
experimentalmente con Ia exactitud necesaria para ser coni-
probados, porque la pequenez de h supone una pequenfsima
diferencia entre dos de ellos sucesivos; para que esta dife-
rencia sea observable, es preciso acudir a otros ejemplos,
como los que da el análisis espectral. Pero si que se podrá
hacer la afirrnaciOn siguiente: si Ia velocidad dci volante
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posee valores discontinuos, el crecimiento de la misma
puede hacerse Iinicamente por saltos bruscos, lo que resulta
un absurdo si no se tiene en cuenta la imprecision que en
Ia determinaciOn de la velocidad introduce el principio de
incertidumbre.

Lo dicho para esteejeniplo es generalizable a cualquier
otro, de modo que, en el caso general, la ecuaciOn de
Schrrodinger sOlo tiene soluciones para ciertos valores de Ia
energia E Ilamados propios, a cada uno de los cuales le
corresponde una soluciOn que será la funciOn fundamental
o propia.

§ i i. Aplicación al oscilador elemental.—Sea un oscilador
harmOnico lineal que vibra sobre eleje de las x, segiin la
expresiOn

x = x0 sen. wi.

Como sabemos, este movimiento está producido por una
fuerza proporcional a la elongaciOn, que vale:

F=—tnwx.

La energia potencial, cuando el mOvil se ëncuentra en
una elongaciOn x valdrá

V=_Jdx=_f_mwIxdx=mwx=2ml2x2.
Por tanto, la écuaciOn de Schrrodinger, en este caso par-
ticular, tendrá la forma

d4, 8irrn± (E — 2 m x 4, = 0
dx

ecuaciOn que es del tipo

cuya integracion se verifica por medio de unas funciones
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ilamadas de Hermite, que se designan por H (x), formadas
por ciertos polinomios de grado n. Las funcionesfundamenta-
les obtenidas, en este caso con mayor dificultad que para el
volante, tienen la forma:

x

(x) = A e
— T H (x)

donde A es una constante y H el polinomio de Hermite
de grado ii; a estas funciones les corresponden los valores
propios siguientes de la energia

E=(n ±-±)
h

donde n representa la serie de los ntimeros naturales.
Por lo que se ye los valores que puede tener Ia energia

de un oscilador se diferencian en mültiplos de h , igual
consecuencia que nos habia dado Ia aplicaciOn de Ia condi-
ción de Sommerfeld, con la diferencia de que ci valor más
pequeflo que puede tomar la energia es,para n= 0, E0=ln'/2,
mientras que alli era 0. Las medidas resultados de los calores
especificos, principaimente a bajas temperaturas, confirman
más bien el resultado de la ecuacidn de Schrrodinger frente
a la de Sommerfeld.

i8. Electron con trayectoria circular plana.—Este caso,
equivalente al tipo del primitivo modelo atOmico de hidrO-
geno de Bohr, se resuelve sustituyendo en ii el valor
de en vez de E — V, y teniendo en cuenta, como ya
dijimos al tratar del átomo de Bohr, que = — V/2, y
que, a su vez, V = — e2/r, resulta = e2/2r; sustituyen-
do dx2 por r2dcc'.

d24 8irmer—d 2rh

e introduciendo nuevamente Ia energia cinética:

± 2 m , =
dcc h
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La solución de esta ecuación es también una funciOn fun-
damental, de Ia rnisma forma que para ci volante:

4' = 4'o sen. w' ,

es decir, una onda que se propaga a lo largo de la trayectoria
circular del electron. Del mismo modo que para ci volante,
veriamos que esta onda no puede tener una longitud cual-
quiera para que 4, no sea multiforme. Es preciso, pues, que
se verifique la relaciOn w' = I, 2, 3,... o sea, las funciones
propias quedan convertidas en -

$=4osen.(flGc) (12)

donde n es tin ni'imero entero cualquiera. Teniendo en
cuenta que w' = esto significa que la longitud de onda
debe ser un divisor exacto de la longitud de la trayectoria.

Derivando dos veces con respecto a ccse obtendria, corn-
parando.el resultado con Ia ültima ecuaciOn diferencial:

2ir2me4 2ir2me4 Iw = = ; de donde = —;
hi hi

esta es la misma expresiOn que hemos encontrado anterior-
mente, por medio de la condiciOn de Sommerfeld, para los
posibies valores de Ia energia dci electrOn, es decir, para sus
valores propios; La Mecánica ondulatoria coincide con la

teoria de Bohr, para este caso.
§ 19. Caso de trayectoria cualquiera.—Para este caso fué

preciso anteriormente aplicar las tres condiciones de Som-
merfeld con tres nümeros cuánticos correspondientes, cuyas
relaciones mutuas y restricciones se descubrieron con un
criterio no muy preciso, más bien apoyándose en hechos
experimentales. La aplicaciOn de Ia ecuaciOn de Schrrodinger Los cuantosn, ly
conduce, en cambio, directamente al descubrimiento teOrico m,

cuencuz teorica
de estos tres numeros y sus relaciones. Para resolver esta
ecuaciOn en este caso, es preciso Un aparato matemático
algo más compiicado. Conviene expresar ci movimiento del
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electron por las tres coordenadas esféricas usuales, r, o, y

dar, por consiguiente, dicha ecuaciOn en estas tres coorde-
nadas. La integraciOn se verifica sustituyendo en esta ecua-
ciOn una soluciOn particular de la forma

4' _—f (r)f (e)f, ()
formada del producto de tres funciones de r, de o, y de
camente, para las cuales se halla las formas Ri, Pim (cos. o)
y eim, respectivamente.

La primera Ileva incluido un polinomio de Laguerre,
con dos parámetros numéricos, 1 y'n, correspondientes a los
nimeros cuánticos antes hallados y sometidos a las mismas
relaciones que alli. La segunda es una funciOn de Legendre
con los nümeros 1 y m correspondientes también a los nüme-
ros cuánticos ya citados; Ia tercera contiene iinicamente el

cuanto magnético. Toda funciOn fundamental propia tendrá,
pues, la forma general

4' = R1 (r) Pirn (cos. 0) eim ()
Para encontrar todas las funciones propias posibles, por
tanto, es necesario dar las tres series de valores posibles

a n, 1 y m con las restricciones indicadas en el párrafo 7.
La Mecánica ondulatoria halla, pues, los tres nümeros

cuánticos como consecuencia analitica de la ecuaciOn de
Schrrodinger. En cambio, el efecto o cuanto spin no aparece
en la Mecánica ondulatoria; es preciso para ello Ilegar a Ia
ecuaciOn de Dirac.

20. Interpretacion de las [unciones propias. — Hemos
dejado, hasta ahora, como arbitraria la significaciOn de la
función $; no sabemos qué magnitud representa. SOlo po-
demos decir que en cada punto del espacio tiene un valor
numérico, sin concretar a qué se refiere este valor numérico.
Toda interpretaciOn de Ia misma es puramente hipotética,
puesto que hasta ahora ünicamente ha servido para que los
valores propios del parámetro E que contiene nos diera los
posibles valores numéricos de Ia energia de un sistema, es
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decir, nos ha servido como medio de análisis. No obstante,
cabe atribuirle una significaciou directa siempre que se eleve
a! cuadrado (o se multiplique por su conjugada si fuese
imaginaria). Efectivamente: la funciOn p elevada al cuadrado
permite, por un lado, enunciar ciertas reglas de seleccion y,
por otro lado, permite explicar los experimentos de difracciOn
e interferencia de electrones, admitiendo que Ia intensidad
de Ia energia es proporcional al cuadrado de p, análogamen-
te a las interferencias luminosas donde Ia intensidad es pro-
porcional al cuadrado de uno de los vectores, eléctrico o
ma g n ético.

Para buscar Ia signifIcación de será ütil un pëqueno
ejemplo de cálculo de probabilidades: Sea una caja que con- Probabilja'ad

como densidadtiene dos bolas blancas y una negra; si sacamos una de
ellas, Ia probabilidad de que sea la negra vale 1/3. Sea otra
caja con tres bolas blancas y una negra; Ia misma operación
supone una probabilidad para Ia negra que vale 1/4. Gene-
ralizando ahora el concepto de densidad, podremos decir
que la densidad de bolas negras frente al total de bolas que
existen en la prirnera caja vale 1/3; igual definiciOn para
Ia segunda da 1/4. Finalmente, la probabilidad de sacar a Ia

vez una bola negra de ambas cajas vale —f--- x —f--. En este

ejemplo, por tanto, densidad y probabilidad significan lo
mismo.

Análogamente, si Pn y Pm son dos funciones fundamen-
tales, el valor (x, y, ,) dx dy d representará Ia densidad
de Ia funciOn en el volumen d = dx dy d, y P111x, y, z)
dx dy d tendrá significaciOn idéntica. Ahora bien: el producto

. -4i, d

referido al elemento dx dy d, significará Ia probabilidadde
coincidencia de las dos funciones 'n m en dicho eleniento,
probabilidad abstracta porque dichas funciones no represen-
tan ninguna magnitud. Pero si forrnamos el producto

e i ii
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donde e es la carga eléctrica del electron, dicha probabilidad
tiene las dimensiones de una carga eléctrica. El valor de
esta expresiOn es lo que estimremos como densidad eléctrica

en el elemento de espacio d, correspondiente a los estados
de energia que nos dan 'P y 'Pm, o sea a sus valores pro-
piOS, E y Em.

Por esta definiciOn se ye que la carga eléctrica posee una
densidad que se distribuye por todos los puntos del espacio

Dilucióndela donde no se anule el producto 'P 'Pm. Pues bien: la carga
carga electrica total será Ia integraciOn de esta densidad en todo el espacio.

Resulta entonces que, liamando e1 Ia carga total distribuida
en el espacio, vale:

ei=efPn'Pmdt. ('4)

Se puede demostrar que Si fl = m Ia integral vale la unidad
y si n es desigual a tn la integral vale cero. (Nota matemáti-
ca i). Significa esto que la carga total del electron está
distribuida en todo el espacio en forma de una misma
funciOn -n, cuya integral al valer la unidad nos da el mismo
valor e para la carga total del espacio.

Resulta, pues, que existé una densidad del electrOn en los

distintos puntosdel espacio. Será,pues,interesante el estudio
de Ia densidad de las funciones 'P que le dan origen, asi como
de los productos +m'Pn; pero este estudio es de gran dificul-
tad, por lo que nos limitaremos a citar los resultados para
el átomo de Bohr.

Para el tipo primitivo del átomo de Bohr, Ia densidad de
funciOn propia vendrá representada por una funciOn se-
noidal (12) a lo largo de la trayectoria del electrOn con uno
o n nodos, segin sea 1 o n el nizrnero de esta funciOn fun-
damental. La densidad eléctrica representante de este elec-
trOn no está reducida a un punto, sino que se esparce sobre
toda Ia trayectoria en funciOn cuadrática del seno del ángulo,
conio Ia intensidad de energia correspondiente a la vibra-
ciOn de una cuerda en onda estacionaria se cuenta a lo largo
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de Ia misma en función cuadrática de su amplitud (N. ma-
temática i).

Esta sencilla distribuciOn o diluciOn de Ia carga eléctrica
es solo aplicable al caso citado. Es suficiente una pequefia
generalizaciOn, como Ia que corresponde a! electrOn del
átomo de hidrc5geno con trayectoria cualquiera para que el
cálculo resulte dificil. En el caso que citamos será preciso
hacer uso de las funciones dadas por Ia fOrmula 13. Expre-
sando los resultados del cálculo de estas funciones por un
gráfico, resultan las curvas de
Ia figura. De ellas, las tres de
Ia izquierda se re eren a los
nümeros cuánticos n = 1,

1=0; fl=2, 1=0; fl=3,
1 = 0 y corresponden a Ia __________
distribucjOn radial. Más in-
teresante es el gráfico de den ___________

sidades, también en su rela-
ciOn con respecto a la distancia al centro del átomo. La
figura de la derecha representa Ia densidad correspondiente
a los mismos nimeros cuánticos.

Como se ye, Ia densidad eléctrica no se acumula en un
punto del espacio sino que se diluye en todas sus dimensio-
nes, presentando, eso si, como se ye en Ia figura, distintos
máximos. Esta diluciOn de Ia carga del electrOn significa
dos cosas: o bien que su carga está repartida por todo el
espacio de modo que segOn el estado cuántico en que se
encuentra obtiene distintas formas, lo mismo que ocurre a
una masa de humo que sin variar Ia cantidad total de polvi.
lb de carbOn que contiene cambia de forma y de concentra-
ciOn de unos puntos a otros del espacio que ocupa; o tam-
bién significa que el electrOn, con una carga reducida a un
volumen muy pequeno, puede encontrarse en un punto
cualquiera del espacio, con una probabilidad de es/ar situado
en un pun/U determinado dada por la ordenada de la curva que
representa la densidad.

Cualquiera de las dos interpretaciones no permite hablar

'35
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en concreto de Ia posición del electron más que coma den-
sidad de carga en un punto a con-io probabilidad de que se

encuentre en dicho punto. Par ej., Ia fig. 4 indica que hi
densidad del electrOn que posee el cianto n = 1 y 1 = = 0
tiene un rnáximo muy acusado a una distancia r0, densidad

que decrece por ambos lados, no sin ocipar un espacio re-
lativamente grande comparado con las dimensiones del.
átomo; también se puede interpretar diciendo que la posición
de mayor probabilidad del electrOn corresponde a Ia abcisa r0,

de ordenada maxima, to que no excluye que en un momenta
dado este electron, sin cambiar sus nümeros cuánticos, pue-
de encontrarse a una distancia r cualquiera del centro del
átomo con una probabilidad dada par la ordenada correspon-
diente a esta abcisa r.

Estas consecuencias del significado dado por Schrrödin-

ger a las funciones fundanientales, tienen su confirmaciOn
en ciertos experimentos de desintegraciOn de la materia.

La interpretacidn Para que un iOn pueda penetrar en el interior de un niicleo
deSchrrödinger atómico arrastrando con él en su salida a protones de éste,
corn probada por la

desintegraciónar- produciendo con ello una desintegraciOn, es preciso, segin

iificial de la ma- Ia teoria, disponer de un voltaje de varios millones de
teri yor losfe- voltios. Pues bien: sin tiegar a este voltaje se ha conseguido
nd,neuos radiacti- Ia mencionada penetraciOn. La explicaciOn de este hecho y

otro observado par el fisico Gamow, que reseñaremos des-

pués, reside en lo siguiente: el niicleo de un cuerpo ra-
diactivo produce un potencial en el espacio, dada par Ia
curva de trazo continua. Para entender esta curva hay que
tener en cuenta que a distancias relativamente grandes del

niicleo en relaciOn a su radio, r0, el potencial del mismo

tiene la forma newtoniana, —f-- (e, carga del nt'icleo), cuya

curva representativa hemos puestode trazos. A distancias
pequeñas, en canibio, el nücleo deja. sentir su heteroge-
neidad eléctrica y, una vez en su interior, el potencial es
decreciente hacia el centro, a sea, el campo eléctrico en esta

regiOn es atractivo, pues de otro modo no se concibe cOma

pueden ser retenidas las particulas que son pasitivas. En
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total, se forma una curva representativa de Ia variaciOn del
potencial con Ia distancia (Ia de trazo continuo en la figura),
que presenta un máximo para r y un
minimo en ci centro del iiicleo. De Vi \.
ello resulta que, para que una particu-
Ia salga de un niicleo radiactivo,
debe rebasar este máximo de potencial
a Costa de su energia (cinética, p. e.).
Pero es evidente que una vez pasada
la ciispide, a! final de Ia pendiente, recobrará la energia per-
dida; pues bien: experimelitos que no citamos aqul demues-
tran que Ia energia que posee Ia particula c, ya libre del
nücleo atOmico, es inferior al potencial que atraviesa en ci
punto r0. Cosa anáioga puede decirse para las particulas
que, siguiendo una marcha inversa, producen Ia desintegra-
ciOn: Ia energia que Ilevan, por causa del poco potencial
disponible, no es bastante para vericer Ia cüspide menciona-
da y, sin embargo, Ia experiment'aciOn atestigua que dicha
cüspide es atravesada. COnio se explica, pues, esta paradoja
que una particula pueda escalar una pendiente para Ia cual
no posee bastante energia?

La paradoja expuesta tiene su origen en ci hecho, hasta
ahora axiomático, de que Ia masa de Ia particula ocupaba
un volumen muy reducido, casi puntual. Si, en carnbio,
admititnos Ia interpretaciOn dada en Ia página anterior, Ia
masa de Ia particula diiulda en una nubecilla, deforma des-
conocida, puesto que desconocemos su funciOn fundamen-
tal, representante del movimiento de dicha particula, ocu-
pará a Ia vez la parte anterior y posterior de Ia cresta de
poteiicial; atravesar esta cresta no significa, pues, sobrepa-
sàrla, sino pasar de un lado a otro ]a parte de nube (o
carga) que está deiitro.

Otra forma de salvar Ia paradoja consiste en la interpre-
taciOn probabilistica. Significa ésta que no existe seguridad
respecto a! punto donde se encuentra una particula; no co-
nocemos más que Ia probabilidad de que se encuentré en
determinado punto, de distancia r ai centro, que viene dada
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por êl producto dr (Ver Nota matemática i); como este
producto es muy pequeno fuera de Ia cresta r0, significa que,
en un momento dado, serán tnuy pocas las particulas que se
encuentran al otro lado de Ia cresta; pero, aunque pocas,
serán lo suficientes para producir, en un caso, Ia desinte-
gracion y, en otro, Ia salida de Ia particula radiactiva por Ia
misma pendiente descendiente del potencial.

§ 21. Paso de un estado a otro.—Un elemental razona-
miento nos puede explicar el paso de un estado a otro, o
sea de una funciOn fundamental P4 a otra 4, que lievando
anejo una variación, E2—E1, en Ia energia del sistema, cede
esta energia en forma de radiación de frecuencia tal, i', que
se debe cumplir Ia relaciOn de Broglie ( r). Pero cómo se
verifica el paso de un estado a otro, de una funciOn a otra?
Vamos a probar de explicárnoslo.

Las soluciones que hasta ahora hemos dado de ii se

refieren a un instante dado; por tanto, no contienen a 1.

Pero si queremos expresar Ia soluciOn en un instante cual-
quiera será necesario que figure la t. Basta para ello multi-
plicar por cos. wt y seguirán siendo soluciOn de ii, como se
puede corn probar. Por tanto, la funciOn fundamental 'h, que
depende de i, y, , podrá expresarse de Ia siguiente manera:

(x, y, ) cos. ir v I

(para corroborar lo dicho basta fijarse que Ia solucidn 4' de
una cuerda vibrante se puede transformar también en un
producto de factores funcidn de x y de t; este producto se
obtiene inmediatamente desarrollando el coseno) donde 11
es la frecuencia del movimiento que corresponda al átomo
emisor, de modo que, si E1 es el valor propio de su energia,
se tiene E1 1h. La funciOii P1 es Ia funciOn propia corres•
pondiente.

Pero Ia teorla de ecuaciones ensefla que puede ser
también imaginaria, de modo que también será una solución
la siguiente:

(x, y, ) i seti. 2 v t ( = \/_ )

El paso de un Cs-
/ado a otro signi-
fica lena incerti—
dumbre en ci Va-
br de ba energia

del sistema
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La surna de estas dos soluciones será también otra solucidn

(cos. 2 i I — i sen. 2 v1 1) = exp. 2 i ir v1 I

(Se sabe por Mat. que eix _ cos. x — i sen. x).
La teorla de ecuaciones demuestra que a toda soluciOn

imaginaria le corresponde otra imaginaria conjugada (La con-
jugada de p se expresa por ). Luego otra soluciOn será:

44exp.—227rxjt

correspondiente a! mismo valor propio E,. Para otro val9r
propio de Ia energia, E2, se obtendrá por el mismo razona-
miento las siguientes soluciones:

exp.i27rvt y exp—i27vt.

La suma del par de soluciones, .i, y en virtud de lo
dicho en el párrafo 12, será otra solución que designaremos
por p, y la suma del otro par, y será otra que designa-
remos por . El producto p , que expresa la densidad, viene

dado por Ia siguiente expresión

+ ( eXp. i 2 ir Vj I ± 4 exp. i 2 ir v t)

( exp.—i2iv{I±exp. —i27rt)

que, verificadas las operaciones, queda convertida en

que consta de un término independiente del tiempo y otro
variable, equivalente a una pulsaciOn de frecuencia i', — . La
frecuencia ', de esta pulsación viene dada, haciendo uso de
Ia relación fundamental, por Ia igualdad siguiente:

(2, i) = — = (E2 — E4).
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Esta es precisamente Ia frecuencia de Ia radiación emitida
a! pasar de Ia función fundamental dada por el valor pro-
pio E2 a Ia dada por el valor E1.

Si examinamos Ia expresiOn (14) observaremos que la
densidad eléctrica por ella representada no está claramente
determinada, puesto que existen términos con un factor
variable con el tiempo (Jo mismo ocurrirla si se considera-
sen todas las soluciones posibles de la ecuación ii).

§ 22. Reglas de selecciOn y de polariacion.—La clásica
teoria electromagnetica permite calcular la intensidad y
estado de polarizaciOn de una radiaciOn emitida por una
carga e que posee aceleración. El cálculo de Ia misma da
una emisiOn proporcional al cuadrado de la aceleraciOn
Descomponiendo Ia aceleraciOn en dos direcciones, normales
entre si y a Ia dirección de propagaciOn del campo, y ha-
mando I, e Jy las intensidades, se puede escribir, designando
por ax y ay las aceleraciones correspondientes:

c e J ' e

Teniendo en cuenta, si se trata de vibraciones harmOnicas
del tipo

x = r sen. (z i t — x)

que la aceleración x" viene dada por

= 4 ir X.

La intensidad valdrá:

Jx-(evx); Jy7(eiy),

y lo mismo podra decirse para los distintos harmOnicos
que forman ha vibraciOn compleja.

Estas fOrmulas dan la intensidad de radiaciOn en dos
direcciones normales, lo que incluye en ello el estado de
polarizaciOn de esta radiaciOn. Naturalmente, estas dos fOr-
mulas no pueden dar resultados exactos, porque en el
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cálculo de las mismas no se tuvo en cuenta ninguna condi-
ciOn restrictiva cuantistica. Pero Si, en vez de tomar Ia idea
de carga como puntual, la conceptuamos como algo que
reside en todo el espacio, cuya densidad viene dada por 14,
entonces en esta definiciOn de carga va encerrada ya Ia
restricción cuantistica. Sustitñyase, pues, Ia e por su valor
segün Ia interpretaciOn de Schrrodinger( 20)enlOs cá!culos,
y se obtendrá, de una vez, la intensidad, Ia. polarización e
incluso las reglas de selección dadas en párrafos anteriores.
Los cálculos son muy dificiles.

§ 23. Paso de la Mecãnica clãsica a la onduiatoria.—Re -
cordemos ahora la ecuación de Jacobi:

Ffas\2 faS\2 /c3S\2] LaJacobianaesun—
I I — I ±

I ± ± V E 0 (7') caso particular de
2m LV XJ àYJ \à Z / _1 Ia ecuacián de

Schrrodinger

y comparémosla con Ia de Schrrodinger (ii), escribiéndola
primero en Ia forma siguiente:

r /h\21a2 a a2\ 1
I—(——) (—±——±——---)±V—EI=0, (i5)
L2m \2 IT/ \àx a y a 2/ J

de modo que el p1réntesis significa Ia doble derivación
de p con respecto a las tres coordenadas. Evidentemente, las
ecuaciones (7') y (i5) tratan de representar analiticamente
el movimiento de un punto material de masa m en un
campo de potencial constante: La primera representa los
hechos con exactitud siempre que se trate de movimientos
macroscópicos; Ia segunda los sigue con rigor para movi-
mientos de particulas eléctricas. La observaciOn de las dos
eduaciones permite descubrir al momento un procedimiento
puramente formal para pasar de Ia primera a la segunda: en

vez de los impulsos x,o de sus iguales (6'), se susti-

tuyen los operadores ——, y lo mismo para y y , cam-
2iriax
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biando en orden de 'derivada lo que alli es potencia, sin
variar Ia significación de V — E, con lo que se tiene el

operador encerrado en el paréntesis rectangular que aplicado
a , da la ecuación de ScbrrOdinger.

Además de esta regla para pasar de una forma a otra de'
ecuación, cabe demostrar fácilmente que la ecuación de
Jacobi no es más que un caso particular de Ia de Schrrödin
ger cuando h tiende a cero. Efectivamente: una de las solu-
ciones particulares de Ia ecuación de Schrrodinger es 9'; por
razones análogas a las del párrafo 21 podernos liegar a una
solución de la forma

a1tj

4.=eh =exp.-±S

que sustituida en la ecuaciOn de SchrrOdinger da:

LSff4lrS÷8lrm(EV)O
h b2

Despreciando ci primer término, obtenemos:

IaS\2 faS\2 /as\
I— I ± I— I ± (—I ± 2 m (V— E) =0
\c)x/ \ayj \c3J

es decir, la Jacobiana. Para ello ha sido preciso queei primer
término sea muy pequeno frente a los demás: ello exige que
o bien Ii sea muy pequeno o bien que S lo sea; lo primero
significa que de ser h cero, Ia ecuación de Jacobi seria sufi-
ciente para interpretar los hechos con rigor; lo segundo
exige que los valores de E — V sean grandes frente a ios
de S, como ocurre en los casos concretos de Mecánica
ordinaria.

§ 24. Principio de incertidu?nbre, de Heisernberg.-----De Ia
Mecánica cuantistica de Heisemberg por cuyas dificultades
no la podemos plantear aqul, se deduce ci principio de in-
determinación o incertidumbre. Dc él ya hemos escrito an-
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teriormente como consecuencia del mecanismo de percep-
ción del hombre, pero no será superfluo indicar aqul cómo
se relaciona con las consecuencjas de La Mecánica ondula-
toria, asi como mencionar algunos casos en que este prin-
cipio tiene confirmación independientemente de la percep-
ción indicada.

En el párrafo 21 hernos visto que mientras dura el ré-

gimen de transiciOn de un estado de energia E1 a otro de
energia E2, o sea, para el ammo de hidrOgeno, de una tra-
yectoria a otra del electron, se verifica la relaciOn:

donde 1' es la frecuencia de pulsación que alli resulta para
Ia superposiciOn de dos estados a Ia vez que la frecuencia
de la radiaciOn emitida. Sustituyendo en vez de su inversa,
el perlodo de vibraciOn T, qUe, por ser pequeno, le llama-
remos T, resulta:

t E T= h.

Esa es evidentemente una forma del principio de incer-
tidumbre tal como la enunciamos anteriormente, enten-
diendo que T representa, a la vez, el tiempo que tarda Ia
radiaciOn en ser emitida. La interpretación de esta relaciOn
es Ia misma que alli vimos.

Otro hecho de fácil explicaciOn que confirrna el princi-
pib de incertidumbre es Ia difracciOn de Ia Iuz y de una
radiaciOn cualquiera. Liega un haz de rayos paralelos R Incerticlumbre
sobre una pantalla P con una rendija de amplitud a. Sabe- Ia Posicion C

pulsode losfotonesmos que la radiaciOn se difracta con un angulo que vale

C

sen. =—=—,
a va

teniendo en cuenta que ).v = c. Por otro lado, los fotones
que proceden de Ia izquierda de Ia pantalla y que Ilevan,
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evidentemente, una dirección perpendicular a la misma, al
pasar a través de la pantalla no sabemos cuál
seth su dirección de propagación que puede
oscilar por dentro del ángulo desconocemos,

— por ello, cuál será la componente del impulso
'N seglln una de las direccioties, Ja del eje y, por

ejemplo. Teniendo en cuenta las relaciOnes:

impulso = mc; mc = h '

y observando que la propagacion del fotón debe encontrarse
limitada por dentro del ángulo ,, resulta que ci impuiso
segün el eje de las y puede oscilar en un valor de cero
a mc. sen. ., por lo que

c h
A = mc sen. = — = —.

C va a

También desconocemos el punto de Ia rendija por donde
ha pasado ci fotón con un error evidentemente no superior
a a; luego:

que es Ia reiación que hemos enunciado anteriormeiite.
La certidumbre con que se conoce el inipulso del foton es inversa-
menteproporcional a la certiduinbre con que se conoce su posición.
Corno caso limite se conoce con exactitud ci impulso del
fotón antes de penetrar en Ia rendija, puesto que sabemós
que mueve perpendicularmente a la pantalla y vale mc, pero
en este caso ci error posible en Ia apreciaciOn de Ia posición
es infinito, puesto que no sabemos dOnde está.

Otro ejempio interesante lo da el microscopio. El poder
separador del mismo equivale, como se sabe, a Ia mayor

La incerlidumbre longitud apreciable, o sea AX, cuya fOrmula, segin ia Mi-
en ci ncroscop:o croscopla, es:

C
A x =

2v sen. cc
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representando por i' Ia frecuencia de Ia luz utilizada y
por la abertura con que los rayos penetraran en el objetivo.
Por otro lado, la vision de una partlcula
supone que un rayo de luz, o rnejor un L

fotOn, ha sido desviado de su camino, des-
eectron

viaciOn que viene regulada por el efecto
Compton que indica que esta desviaciOn
del fotOn produce una variaciOn de velocidad en la particula
y con ello una variaciOn en su impulso. La mayor variación
en este impulso corresponde a! caso en que el fotOn en-
cuentra la particula segün un ángulo y es dispersado con
el mismo ángulo. En este caso, el impulso de la particula,
segin Compton, viene determinado por un error no supe-
rior a:

2hv= sen.
C

El producto de este valor por el anterior da el resultado:

E X = h

conforme aI principio de incertidumbre: Todo aumento del
poder separador de un microscopio supone una perdida de preci-
siOn en la percepciOn de la velocidad de la particula observada.

Hemos visto en el § i6 que Ia velocidad del volante, alli
representado por una onda, crece a saltos bruscos y lo mismo
puede decirse de la velocidad de otro punto o cuerpo mOvil
que se represente. Evidentemente, repugna adrnitir un salto
brusco en Ia velocidad; pero bien entendido este salto no
existe, porque su valor, en cualquier mediciOn que pueda
hacerse con los aparatos más precisos, es siempre inferior a
la vfijado por el principio de incertidumbre.

Lo mismo puede decirse a los valores discontinuos que
en los ejemplos anteriores sale para la energia. Evidente-
mente el valor de ésta no varla bruscamente; lo que ocurre
es que la diferencia entre dos valores sucesivos cae dentro
de los Ilmites del principio de incertidumbre.
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CAPITULO IV

ECUACION DE DIRAC

La ecuaciOn de SchrrOdinger permite deducir los tres
nimeros cuánticos, n, m, 1, que a su vez son resultados ex-

Córnoseinfroduce perimentales. Pero queda sin justificar el cuarto nümero
el relativismo en cuántico, a, el Spin, que dicha ecuación no contiene, por lo
Mecanwa ondula-

loria que resulta incompleta para representar los hechos. Será
esto debido a qUe, hasta ahora, no hemos tenido en cuenta
los efectos de Ia Relatividad restringida y generalizada? La
primera porque cuenta con una variaciOn de masa con Ia
velocidad y anade una cuarta coordenada, c 1, para Ia des-
cripción de los fenómenos, y la segunda porque da una for.
ma tensorial lo mismo a Ia materia que a Ia radiaciOn, per-
mitiendo incluir ambas aditivamente en las ecuaciones de
Din am ica.

Trataremos, pues, de incluir el relativismo especulando
sobre los resultados a que nos conduce, para el caso sencillo
del movimiento de un electron, primero en un espacio libre
de fuerzas y después en un campo electromagnético.

En Mecánica se obtiene como expresiOn de Ia Jaco-
biana correspondiente a un electrOn en movimiento sin
campo exterior, y teniendo en cuenta que la energia
total vale:

m0E = rnc2 = _________

(m0 = masa en reposo; m = masa en movimiento; p =

donde v representa la velocidad del electrOn), la expresiOn:

E2
rn,2 C2 + x2 ± Py2 ± z2 0.

C
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A esta expresión puede dársele una forma que recuerde
mejor la relativista. Para ello recordaremos que, análoga-
mente a que

dx
m

y otras expresiones en y y en , se puede escribir un cuarto
impulso referido a Ia coordenada ci:

d (ci)Pct = m = mc
di

y, teniendo en cuenta que E = inc2 ( ii), resulta, para esta

componente del inipulso, el valor ct = lo que susti-

tuldo en Ia ültima expresión da:

x2 + Py2 ± z2 Pct2 ± m02 c 0

o bien la forma más abreviada:

(i)

que es Ia expresión de la Jacobiana para un electrOn tenien-
do en cuenta Ia relatividad restringida.

Esta expresiOn obtiene una forma más generalizada
cuando el electrOn se mueve en un campo de fuerzas o sea
un campo electromagnético, porque las otras fuerzas posi-
bles, las gravitatorias, no tienen importancia frente a las
primeras. Para lograr esta expresiOn recordaremos que la ley
fundamental de Dinámicã, que contiene como caso particu.
Jar la ley de Newton y las leyes de Fluido-dinámica, es

a (T ± SkE&) — 0
a xk
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donde T es el tensor material y S el tensor electromagnético.
Esto nos interesa en cuanto nos dice que en Relativismo se
presentan Ia materia y la radiación sumadas, aparejadas, en
el sentido que, cuando nos encontramos un problema re-
suelto para la materia aislada o una ecuaciOn referida a ello,
seth suficiente sumar el tensor electromagnético al material
para obtener laecuación referida a la materia y.a la radiaciOn
a Ia vez.

Esto nos permite ampliar la ecuación i para cuando
existe un campo electromagnético. En este caso la parte
material está representada por los impulsos Pk . Debe bus-
carse, pues, los impulsos correspondientes al campo: Se

La Jacolilanare- obtienen fácilmente, análogamente a como lo hemos hecho
lativisla para el impulso Pct, dividiendo Ia energia representada por

una carga e, en presencia de un campo con potencial, por la
velocidad de Ia luz, c, con que se propaga. El potencial de
un campo viene dado por el potencial vector, K, cuyas cua-
tro componentes son k, k, k, . La expresidn definitiva de
Ia Jacobiana seth, pues, la que se obtenga de Ia expresiOn I
sumando a los impulsos materiales los electromagneticos:

/ eK\2
(Pit ± —) ±m0c=O.

cJ

Pero a nosotros no nos interesa esta Jacobiana que re-
presenta Ia ecuaciOn del movitniento contando con Ia Rela-
tividad restringida y generalizada, pero que no contiene el
fondo cuántico de los hechos, sino una ecuaciOn que lo
resuma todo. Eso lo lograremos si generalizamos Ia regla
formal, dada en el § 23, para pasar de la Jacobiana no relati-
vista a una ecuación que podriamos ilamar de SchrrOdinger
relativista.

Ecuacidn de Al tratar de aplicar Ia regla formal indicada nos encon-
Schrrodinger re- tramos aqul con un cuarto impulso, Pct, para el cual no

lalivista dimos alli ninguna regla, pero que generalizado puede de-
as

cirse que equivale a — — y que, a su vez, puede sustituirse
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por ci operador ---- —f---
, de modo qu'e Ia ecuaciOn bus.2niat

cada es

rib a e \2 lb a \2 1

L

— —
y,

z)
— ± — ± m0

c]
P = 0 (2)2ni c 2ii ài c

donde ci paréntesis rectangular significa ci operador que se
aplica a en ci sentido que las potencias se transformen en
orden de derivacjOn

§ 26. EcuaciOn de Dirac.—.La ecuación (2), no obstanteel
rigor lOgico con que ha sido planteada y su grado de gene-
ralidad a! haber introducido en ella Ia energia magnética, no
contiene ci efecto del electron rotatorio o spin; es insuficien-
te, pucs, para interpretar los hechos. Aparte, además, que es
de segundo orden en t, lo que es un inconveniente para una
teoria de las transformaciones, de Ia que nos vemos precisa-
dos no hablar.

Para interpretar los hechos experimentales se necesita,
por tanto, una ecuaciOn que, además de contener ci efecto
spin, sea de primer orden en t y en las coordenadasde espa-
cio para que conserve su invariancia frente a una transforrn
maciOn de Lorentz, como exige ci Relativismo. Pero Ia
ecuaciOn de Schrrodinger, que es de segundo orden en x, y, ,
nos ha servido hasta ahora con relativa fecundidad para
ordenar los fenOmenos, y no puede ser equivalente a una de
primero, pero si a varias de primero. El cjempio siguicntc

nos iiustrará: El postulado de Newton mf = — está re-

presentado par una ecuaciOn de segundo ordcn y es cquiva.
lente a las dos de primero:

d impulso dVmx' = impulso; = —
dt dx

Dirac ad mite como ecuaciOn adecuada Ia siguiente

()
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donde las Pi tienen Ia significación dada anteriormente ( 23)
y las son coeficientes a determinar, procurando que esta
ecuaciOn sea equivalente a la 2 en caso de carencia de campo
electromagnético, transformándola previamente en una de
segundo orden por la aplicaciOn del operador siguiente.
(Nota matemática 2).

( Po ± P4 ± P ± ± c mc).

Determinados estos coeficientes Ia ecuaciOn 3 obtiene la

form a

(Po ± p Pi ± Pi °' t' ± J4 /' + p m c) 4i = 0

donde las p y i tienen Ia forma matricial. (Nota matemá-
tica 2). Por causa de la forma matricial de estos coeficientes
esta ültima ecuacidn es equivalente a otras cuatro con coefi-
cientes ordinarios.

Generalizando, como hemos hecho anteriormente, p0-
demos suponer Ia presencia de un campo electromagnético,
por lo que en la ecuación anterior, segiin expresa Ia icy
general de Reiatividad (25) sumaremos a los impulsos i las

componentes p, procedentes de este campo, y transfor-

mandoesta ecuaciOn en otra de segundo orden por Ia apli-
cación de un operador, analogamente a como lo hemos
hecho antes, se obtiene Ia siguiente ecuaciOn:

F / e \2 / e

I
— (Po ± po} + IP ± k) ÷

L \ c / k\ c /
eb ieh 1

2lrCk 2irC j
Esta es Ia ecuación de Dirac y tiene dos partes: Ia prime.
ra, compuesta de los dos primeros términos, coincide con Ia
ecuación 3, sin coeficiente matricial alguno; la segunda,
compuesta de los otros dos términos, tiene coeficientes
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matriciales y se refieren el uno a! campo eléctrico y el otro
a! campo magnético. El referente al campo eléctrico no tiene
significado real porque ileva el coeficiente imaginario i.

SupOngase para mayor sencillez que el campo electro- Cdmo aparece

magnético, en donde se mueve el electron, tiene como inica analthcaniente ci

efeclo spin
componente un campo magnético en la direcciOn del eje de
las x, designado por H. Entonces el término material se

reduce a
e h

H, que es el que represeñta el ejecto spin.
2irC

Para demostrarlo recordaremos que el momento rnagnéti-
co,M, de una corriente formada por un solo electrOn que des-

cribe un circulo de radio r con velocidad v vale
''

M,

que, en funciOn del impulso mecánico, p = m v r, viene
dado por:

epM==—
2m

Pero en virtud de Ia cuantizaciOn de todo movimiento, es
preciso que

nh

J pd=nh=2p ; osea:p=—.
21r

Luego, el momento magnetico vale M = y Ia energia
4lrm

magnética: M H = H.
4lrm

Comparemos ahora con Ia ültima ecuaciOn. Para ello re-
cordaremos que ésta procede de Ia Jacobiana (") en Ia que
si se quiere que sus términos tengan las dimensiones de una
energia es preciso dividir por el factor m que alli aparece.
Entonces el tercer término de Ia ecuacic5n anterior tiene
Ia forrna

eh k Hk
4 ir m C

que coincide con Ia energia de un electrOn circulante en el
seno de un campo magnético H, tat cual antes Ia hemos

15!



ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE VALENCIA

calculado, pàra el valor cuántico n = r, teniendo en cuenta
que la c aparece por causa del paso de unidades magnéticas
a eiectrostáticas y la k uede tomar los valores de las ma-
trices (Nota rnatemática) que son los i..

De esto se deduce, pues, que Ia ecuaciOn de Dirac tiene
un término querepresenta Ia energia de un electron por
causa de su movimiento enun campo magnetico, separado
de los otros términos y cuantizada, por tanto, independien-
temeiite. Pero ci resuitado de la experimentaciOn si que
presenta esta cuantizaciOn, pero con un valor Ia mitad del

anterior, o sea

Para subsanar esta anomaila, Uhlembeck y Goudsmit
imaginaron el electrOn esférico, con extensiOn, provisto-de
carga snperficial y inasa uniforme girando alrededor de' un
eje que posee un momento mecánico la mitad de valor del
correspondiente al valor de su magnético. Dc este modo las
expresiones anteriores se refieren al electrOn giratorio y no
circulante que seglin que su eje sea paralelo o aniparalelo
ci campo magnetico posee o'5 0 — O'5 de acciOn, tal como
indicamos antes al hablar del spin.

Como se ye, estos resultados se salen de las ideas de Ia
mecánica ondulatoria, pero satisfacen los experimentos. Po-
siblemente no son todos ellos más que muestras aisladas de
una teoria más general que lo sintetice todo.

§ 27.—VariaciOn brusca del signo y de la masa de una
carga eléctrica.—Una nueva cOnquista dc la ecuaciOn de
Dirac resulta de Ia comprobaciOn de una consecuencia que
primeramente pareciO absurda y quedo confirmada después.
Se trata de saber cuál es Ia transformaciOn de Ia ecuaciOn, si
imaginamos que ella en vez de una carga e de masa m se
refiere a una carga —e con Ia misma masa. Al hacer esta sus-
tituciOn resulta exactamente Ia misma ecuación, como puede
coniprobarse. Esto indica que las soluciones de una ecua-
ciOii en ± e o en — e son soluciones de una misma ecua-
ciOn y, conio precisamente ci fundamento de esta Mecánica
consiste en el paso de una soluciOn a otra, resulta que se
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puede pasar de una solución o estado en ± e a otra solu-
ción o estado con — e, o sea ci signo de una carga elécirica
puede cambiar expontãneamenle. Analogamente pued e demos-
trarse por ci 'mismo camino otra consecuéncia más pere-
grina: que la masa de una carga elécirica puede hacerse brusca-
mente negaliva; es decir, una masa que adquiere una acele-
raciónde sentido cOntrario a la fuerza aplicada.

Nota matemática i. Eiigiendo un caso particiIar quedará
comprobado fácilrnente. Sea Ia funciOn +n=1o sen (na), ya
estudiada en un ejemplo anterior. Se tieñe, teniendo en
cuenta que, en este ejemplo ci volu men d será propor-
cional a d y que n m

27r 27r1—COS.2fla
4m dT =J'1 +o2 sen. (na) da =

2
da =

La densidad viene expresada por un cuadrado de 4io aná-
logamente a! electromagnetismo, donde viene expresada por
un cuadrado del vector eléctrico o magnetico.

Para ci caso qué n no igual a m se tiene:

J27rsen.
n a sen. mad = __ 'cos. (n m) ad a —

r sen.(n)—ma sen.(n±m) 12
— I cos.(n±m)ada—'I— ± aI =0.
2J , 2L n—rn u±m Jo

Nota 2. Aplicando a Ia ecuación () el operador siguiente

( o ± a4 Pi + P ± 3 P3 + a4 m c)

se tiene:

(— J'o ± al P1 + a /J ± a3 3 ± a4 rn c) (Po ± Pi ±
±ap2± a33 ± a4 mc) =0,
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donde los coeficientes representan ciertas magnitudes, a
determinar, no conniutables, es decir, que cumplen la

relacidn no igual a n m.
La idea de Dirac consiste en transformar Ia ecuación pri-

mera (segundo parentesis) en otra de segundo orden, me•
diante Ia aplicación del operador, y comparar el resultado
con la ecuaciOn 2. Como esta üitima está deducida con rigor
lOgico a partir del Relativismo y de Ia ecuaciOn de Schrrö
dinger, al compararla con ci resuitado de Ia tranformación
que buscamos se puede hallar Ia forma de los coeficientes y,

con ello, la ecuaciOn obtenida arrastrará el valor Idgico
de la 2.

Haciendo, pues, las operaciones indicadas por ci opera-
dor, teniendo en cuenta el significado de las p como den-
vadas ( 23) y que el producto de dos p indica doble den-
vaciOn, resultará Ia ecuación siguiente que presentaremos
en tres grandes sumandos:

h F a / a a a \]
I
——— — I — ± c ± cc — + c fl1C2

4 LCa12 \ a x a x a x3Jj
a3 a

± ± (a ± a3 cci) ±
ax, ax ax1 ax

a i± ( +- Iax ax3 j
hmc a a

27T1 ax1 axai
±(34--—4a3)—---— I0

a

Para que esta ecuaciOn pueda ser igual a Ia 2 en ci caso
de carencia de campo electromagnético, es suficiente que
cada uno de los tres grandes sumandos valga cero, lo que se
cumple Si

± c = 0 ; (n no igual am)
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para los dos iiItimos y si n2 = i, para el primero, porque
entonces dicho primer sumando se convierte en Ia ecua-
ción 2. Ahora bien: por un procedimiento muy largo que
no seria adecuado explicar aqul, Dirac saca los valores si-
guientes para que las cumplan las condiciones que acaba•
mos de hallar.

' =P ; ; 3=P1 3

donde las p y representan las matrices Siguientes:

0 I 0 o (o_i 0 0
I 0 0 0 0 0 0
0 0 0 I 0 0—i
0 0 I 0 0 0 1 0,

——' _c
0 0 P—11 0 0 0

0 0 0—1 0 I 0 0

I 0 0 \:_
De ahi se pueden sacar los valores de las , que susti-

tuidos en 3 dan Ia forma 4 a la ecuación de Dirac.

TerminOse la impresiOn de este Cuaderno
el dia 20 de Febrero de i
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