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PROFESOR DE FISICA DE ESTA UNIVERSIDAD

E he propuesto en este pequeflo trabajo poner en
orden unas lecciones que el curso pasado expliqué
en nuestra Facultad. Mi contribucidn personal con-

siste en un esfuerzo para exponer en forma diddctica un
asunto que llena una extensa bibliografia. (Por lo que toda
cita me parece superflua) pero que, sin embargo, no es ficil
encontrarlo en forma de iniciacidn para lectores que no han
profundizado en el estudio de la fisica tedrica. A éstos,
y también a aquéllos que, sin conocimientos matemdticos
pero con amplia cultura y espiritu inquieto, quieran asomar-
se al andlisis de la, como dice'Eddington, primera ley natural,
va dedicado mi esfuerzo, en forma que éstos tltimos podrdn
prescindir, en parte, de las formulas matemdticas en la se-

85 Awires - Ao XIV-8




ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE VALENCIA

guridad de que el contenido de ideas no sufrird por ello
merma mas que en su precision, pero no en su rigor légico.

Con vistas a la sencillez y brevedad de este trabajo, he
procurado exponer solamente todo aquello que conduce a
hechos experimentales comprobados de gran bulto, conside-
rando que las multiples ramificaciones y aplicaciones-de las
teorlas cuantisticas deben ser objeto de tratados especiales.
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CAPITULO PRIMERO

EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

En la descripcion y ordenamiento de los hechos y fe-
némenos del universo fisico se ha llegado a la formacién
de una ciencia experimental que, excepto para los casos en
que entran en juego Unicamente pequeilsimas cantidades
de energia, adquiere, en cuanto a su trama ldgica y a la

amplitud de sus-conceptos, la perfeccidn de la matemitica.

Conocida esta trama en forma de leyes y postulados; es
interesante hacer un aniélisis de la forma en que se llega a
la percepcidn de este universo fisico.

Y al emprender este anilisis, lo primero que ocurre ex-
plicar es el principio llamado de indeterminacién o de incerti-
dumbre como rector de toda nuestra actividad perceptiva.
Veamos el modo de llegar a él por un camino .que hasta
ahora no ha sido usado: . :

Cualquiera que sea el mecanismo de la percepcidn, no
cabe duda de que, por lo menos parte de él, cae de lleno
dentro de las leyes fisicas hoy conocidas, tanto por lo que
se refiere al funcionamiento de los drganos sensoriales,
como al de los aparatos de medida de que el fisico dispone.
Si en el funcionamiento de alguno de éstos existe alguna
anomalia o0 una restriccidn en cuanto a su exactitud, las
percepciones que originen estardn afectadas de estas mis-
mas anomalia o restriccién, y lo mismo le ocurrird a la
ciencia que con la asociacidn de estas percepciones llegue a
construirse. ‘

Evidentemente todos los sentidos sufren de una falta de
exactitud relativamente grande; esta falta' de exactitud la su-
plen instrumentos cuyo progresivo perfeccionamiento podia
darnos la ilusién de la posibilidad de llegar a sernos permi-
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tido un examen matemdticamente exacto de la constitucidn
mds intima del universo fisico. Sin embargo, esta aproxima-
cidn a la exactitud tiene un limite cuya causa estriba en la
misma esencia fisica, tanto de los sentidos como de los
aparatos auxiliares, y que, por tanto, es infranqueable.
Efectivamente. Elijamos la sensacidn visual: Un aparato
de Sptica, el més delicado y preciso que pueda usarse en el
laboratorio, impresiona la retina por la luz que le envia;
pues bien: para que esta luz actie fisicamente sobre la reti-

" na, es decir, para que produzca el movimiento de las cargas

eléctricas que integran los conos y bastoncitos, es preciso
que la cantidad de luz que llega esté sometida a ciertas con-
diciones, en forma parecida a lo que sucede en el fendmeno
fotoeléctrico (§ 1). Este consiste en el arranque de un
electrédn de la superficie de un metal, que puede ser el
catodo de una célula fotoeléctrica, por la energia que le
comunica cierta radiacidn incidente. Este fendmeno exige,
segin una ley de Einstein, ademis de otras circunstancias
que el periodo de vibracién, T, de la luz incidente y la
energia E, que se necesita para el arranque, formen un
producto
ET=),

donde b es una constante universal que vale: 6‘55 . 107, lla-
mada constante de Planck, y también cuanto de accion.

Con mds o menos variantes, esta ley es aplicable a la
accion de la luz sobre la retina, la cual no puede decirse
que sea una accién fisica o quimica, pues es una micro-
accion. Algunas teorias tratan de explicarla integramente
como un fendmeno fotoeléctrico; pero aunque no se acepten
totalmente, no cabe duda que en toda percepcién luminosa
se da este fendmeno: una absorcién de luz, regida por la ley
de Einstein y formada por uno o varios cuantos de accién
(En realidad no existe ningn caso experimental de percep-
ciones visuales en que entren en juego un solo cuanto de

_accién. Aln en los casos de minima sensacién, p. e., per-

cepcion de estrellas de poca magnitud, o del centelleo de

88



s

LOS CUANTOS DE ACCION

las particulas a, posiblemente existen varias remesas de
energia E, distintas en valor, cada una de las cuales repre-
senta un cuanto de accién).

Ahora bien: es evidente que si’el producto ET vale siem-
pre la constante b, la magnitud accidn no podrd adquirir
nunca un valor en que b entre fraccionariamente, sino que

tendrd que valer un nimero entero de cuanios de accion. Este -

hecho es suficiente para que esta magnitud, hasta ahora
poco mencionada, adquiera importancia prima.
Pero otra circunstancia todavia, la hace destacar: En los

fendmenos percibidos por observadores en distinto estado

de movimiento, la medida de las magnitudes dindmicas
(aceleracidn, velocidad, fuerza y otras) resulta distinta para
cada observador. Por ej.: la energia cinética de una piedra
que cae vale O para un observador que caiga junto con ella;
tiene, en cambio, un valor positivo para un observador fijo
sobre la superficie terrestre. Sélo la magnitud accién da el
mismo resultado al ser medida por observadores en distinto
estado de movimiento, y sdlo referidas a ella concordardn
los resultados obtenidos por esos observadores.

Pero si, como antes hemos visto, la percepcidn visual es
un fendmeno al que es aplicable la ley de Einstein referente
al efecto fotoeléctrico y, por tanto, en un cambio entre la
retina y el mundo fisico de esa magnitud llamada accidn,
no son posibles valores en los que b entre fraccionariamen-
te, es evidente que la percepcidn mas delicada no permitird
nunca apreciar fracciones de by que la representacidn del
mundo fisico mediante la medicién de la accidn resulta

forzosamente discontinua.

Y como, ademds, en los distintos sistemas, ¢ualquiera
que sea su estado de movimiento, podemos asegurar que se
conserva la accién, podemos afirmar desde luego que el
namero de cuantos de accidn percibidos procede del recinto
material o radiante observado y que, por consiguiente, dste
serd percibido con una precision no superior a h.

No es solamente nuestra retina la que comercia con el
mundo exterior por cantidades discontinuas de la magnitud
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accidn, sino que también a cualquier sentido a que nos
refiramos podemos atribuirle la misma particularidad, pues
las sensaciones de contacto (tacto, oido) se rigen por la
teoria de Planck que fué la primera forma con que aparecid
la teoria de los cuantos; y las sensaciones olfativas y de
gusto consisten en reacciones quimicas en que hoy la me-
cdnica ondulatoria y la de matrices no dejan lugar a duda
que no existe la menor posibilidad de que se verifiquen
cambios inferiores a un cuanto.

Y observemos que, en ultimo término, el mismo soma
se forma y desarrolla por un proceso de asimilacién, que,
regulado por leyes fisico-quimicas, obedece a la restriccion
de la indivisibilidad de los cuantos de accidn (Unicamente
el germen es inasequible, por ahora, a todo intento de in-
vestigacién cuantistica). De-modo que se puede afirmar que
un individuo, desde la iniciacion del soma hasta un mo-
mento cualquiera de su vida, ha cambiado con el mundo
exterior un niimero exacto de cuantos de accidn, ya en forma
de materia, ya en forma de sensaciones. (Para un fisico una
y otras en la concepcidn del universo, hasta ahora formada,
no son mds que una y la misma cosa: energia).

Asl, pues, el elemento indispensable en la observacidn
del mundo exterior, que es el observador mismo, no puede
llegar nunca a alcanzar un limite de sensibilidad, como se dice
para un aparato, inferior a un cuanto b, cualesquiera que
sean los aparatos auxiliares con que aumente la perfeccidn
de sus sentidos. Es verdad que este limite no ha sido hasta

ahora alcanzado por las sensaciones mds delicadas (Posible- -

mente lo alcanzan algunas olfativas). Pero aqui no se trata
ya de una imposibilidad prdctica, sino de una imposibilidad
fisica que impone a nuestros conocimientos una limitacion
en que hasta ahora no hablan pensado ni los fisicos ni los
fildsofos, limitacién que en sus consecuencias hay- que tras-
ladar al universo mismo, pues sin llegar a afirmar que el
mundo es nuestra propia representacion de él, si podemos
asegurar que lo que sea para nosotros depende de nuestros
medios fisicos de conocimiento.
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Y ahora podemos entrar de lleno en la exposicién del
principio de incertidumbre. Hemos dicho que la magnitud b
es el producto de otras magnitudes que pueden ser, p. .
h =T E. Se deduce de lo que llevamos dicho que el pro-
ducto de las precisiones con que ambos factores sean apre-
ciados no podrd ser mayor que b; de lo contrario aprecia-
riamos valores de la accidn inferiores a b. O, de otro modo,
el error posible, esto es, la incertidumbre en la apreciacion
de esos factores podrd siempre ser tal que el producto de
ambos llegue a valer b; de lo que'se puede escribir, llaman-
do AT y A E dichos errores

AT X AE=<h

Como, segtin hemos dichos, la magnitud accidn puede con-
siderarse también como producto de otros factores (éstos
deben ser tales que forman un par llamado en Mecdnica
conjugados), podemos escribir en lugar de E y T el impulso p,
en la direccion de un eje de coordenadas x y la longitud x,
por lo que la relacién anterior tomar4 la forma ’

ApxXAxsh
y otras dos para los ejes y y 1
Apy X Ay<h Ap X Az<h

Estas cuatro relaciones constituyen por ahora la expresién
del principio de indeterminacién de Heisemberg o, como
llaman otros, creo més acertadamente, principto de incertidum-
bre. Se puede ampliar a cualquier otro par de magnitudes
conjugadas. _ _

Este principio es, pues, algo general que afecta a todo
posible conocimiento fisico. Implica una incertidumbre en
el conocimiento no sélo de la accidn, sino también.de las
magnitudes que la integran.

Pongamos un ejemplo: en el caso de la velocidad de una
particula de un miligramo, cuyo centro se determina por un
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procedimiento cualquiera, con un error menor de una diez
milésima de centimetro, el principio de incertidumbre nos
dice que:

Ap, X Ax=h = 65 . 10-%7.

Como p, = mv, y Ax vale, por lo supuesto, 107*, sale como
limite posibie de precisién en la medicién de la velocidad

A v, = 6'S5 . 10— cms. por s.,

limite, naturalmente, no alcanzado por ningtn aparato, por.

ahora, pero que no podrd superar ningun otro que se in-
vente, por perfecto que sea.

El problema podria ser inverso, es decir: conocida la

velocidad con cierta aproximacidn, determinar el valor del
otro factor, o sea la aproximacién posible en la determina-
cién de la posicidn del mdvil en el instante de medir esa
velocidad, o sea Ax.
-~ Vamos a otro ejemplo mds interesante. Si queremos
conocer la energia de un sistema fisico cometeremos un
error cuyo minimo valor, alcanzable con los aparatos mds
perfectos, depende de la exactitud con que se determine
el instanre £ al cual nos referimos. Pero hemos dicho que
AE . AT < b por tanto, si consideramos que el instante estd
determinado con la exactitud matemdtica cldsica, o sea que
el error At es igual a cero, el error posible en la determina-
cion de la energia puede valer AE-= 0, 0 sea que es impo-
sible determinar la energia de un sistema, p. ¢., la del uni-
verso, en un instante dado, pues el error que se puede
cometer vale infinito. Por tanto: la evaluacién de la energia
en un instante dado no tiene sentido. Inversamente: si consi-
deramos la energla evaluada exactamente, AE =0, AT val-
drd infinito, o sea que sélo puede evaluarse exactamente la
energia de un sistema a través de la eternidad.
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Aclarado el principio de incertidumbre o .de indeter-

minacién, podemos hacer un analisis de las formas en que
ha aparecido la teoria de los cuantos de accion.

Ya en la obra fundamental de Planck, Wirmestrahlung,
1906, aparece por primera vez algo que podia parecer muy
atrevido, pero que en el fondo es la piedra fundamental de
la nueva teorfa. Planck introduce en sus estudios la celdilla
indivisible b del universo. Esta celdilla no es un elemento
mds o menos pequeio del espacio ordinario ni del tiempo
sino un producto de magnitudes tales que dan una accién
de valor b. Las magnitudes pueden ser, p. e, Ap, e AX, 0 sea
un.impulso y una longitud; ellas pueden presentarse a la
observacién en cualquier valor, pero su producto viene
obligado a valer b. De este modo desarrollé Planck su teoria
cuantistica del calor radiante que fué la primera forma con
que aparecid la teoria de los cuantos.

Mis clara nos aparece dicha teorfa si la aplicamos al
ditomo de Bohr (§ 4). Suponiase primeramente que el elec-
trén circulante alrededor del nucleo atdmico emitia constan-
temente energla, en virtud de la teorfa electromagnética. Por
medio del razonamiento cuantistico de Bohr con las hipd-
tesis supletorias que ¢l introduce, se llega a demostrar que
para que un 4tomo emita un cuanto de radiacidn es preciso
que un electrén cortical pase de una trayectoria alrededor del
nicleo atémico a otra trayectoria mds cercana. Dos cuestio-
nes quedan indeterminadas en la teoria de Bohr. Una, el
momento en que se verifica la emisidn de la energia durante
el paso de una trayectoria a otra; otra, qué camino sigue el
electrén para verificar este paso. Las dos acusaban la teoria
de Bohr de imprecisa y vaga en su fondo. Si nos fijamos
en el valor universal del cuanto b, ninguna de ellas tiene
sentido.

En cuanto a la primera, no podemos pretender nunca
conocer con absoluta exactitud el instante en que se verifica
un fendmeno. El grado de aproximacién dependerd del
grado de aproximacion de su magnitud conjugada, que sa-
bemos que es la energla E que posee el 4tomo en el interva-
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lo de tiempo que dura el paso de una trayectoria a otra.
Pero el cdlculo de Bohr permite conocer cudl es el valor de
la energia atémica en cualquiera de las trayectorias (claro,
porque no fija, en absoluto, el instante en que esta energia
se evallia), desconociendo su valor durante el intervalo de
tiempo de paso. Existe, pues, durante este tiempo, una
inexactitud en cuanto al conocimiento del valor de la energla
del 4tomo que vale evidentemente la diferencia de energlas
correspondientes a las dos trayectorias, o sea la energia
emitida AE. Tampoco sabemos el instante en que esta ener-
gia es emitida. La incertidumbre respecto a este instante es
igual al tiempo que tarda en pasar de una trayectoria a
otra, At, puesto que no sabemos cudl es el instante de este
intervalo en .que la energia es emitida. El producto de las
dos incertidumbres debe valer b: At. AE=h. Y como la
radiacién emitida cumple la relacién (§1) h=E T, siendo
E la energia que traslada el cuanto de radiacidn, que es la
misma que la emitida por el dtomo, AE, y representan-
do T el periodo de vibracidn de esta radiacién, resulta,
comparando ambas relaciones, que At =T, o sea, ¢l tiempo
que tarda en pasar el electron de una trayectoria a otra es igual al
periodo de vibracion de la radiacion emitida, consecuencia que
desconoce la teoria de Bohr y que nosotros nos permitimos
hacer notar.

En cuanto a la segunda cuestidn, que se refiere al des-
conocimiento de la posicidn del electrén cae de lleno tam-
bién en el principio de incertidumbre, pues la incertidumbre
de una coordenada, A x, dependerd de la incertidumbre de
su conjugada A p,, de forma que

Ap Ax=h.

Ahora bien: como en el paso de una trayectoria a otra no se
conoce el verdadero impulso del electrdn, porque no cono-
cemos su velocidad, tampoco se conoce su posicién con la
incertidumbre que resulta de la Gltima relacidn,

- El principio de incertidumbre, a la vez que por un lado
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resuelve en las dos cuestiones indicadas de la teoria de Bohr,
descarta por otro algo que la teorla de Bohr daba como
seguro. Esta afirmaba que ‘el electrén cortical, mientras no
emitia radiacién, seguia en una trayectoria perfectamente
definida como linea puramente matemdtica. Tal afirmacion
es completamente opuesta a la incertidumbre que impone

~respecto a la posicién el principio de Heisemberg. No hay

seguridad en cuanto a la posicidn del electrdn en el espacio,
tinicamente existe la seguridad de que esté dentro de un
cierto volumen, con distinta probabilidad para cada uno de
sus puntos. ' '

La teorfa de Bohr, aparte las lagunas en su planteamien-
to que el principio de incertidumbre rectifica, no explica
algunos hechos experimentales. Precisaban rectificaciones
de esta teoria, o bien elaborar otra nueva que estuviese més
de acuerdo con la experimentacidn. El precursor de ésta fué
Luis de Broglie. Con una tendencia natural a simplificar la
concepcidn del Universo y estableciendo un paralelismo a
lo que ocurre a la radiacidn, planted la siguiente hipdtesis:
Si la radiacidn, segun indica el efecto fotoelécttico, forma
granulos de energla o fotones cuyo valor E es v b, los grdnulos
de materia contienen un fenémeno vibratorio de frecuen-
cia v, de suerte que la energia total de este granulo de
materia vale también v b. Como al valor de la energia de un
grinulo de materia le atribuye el mismo dado por la Rela-
tividad, mc.? (¢, velocidad de la luz), resulta:

mc2 = v b.

Ahora bien: cuando un movimiento vibratorio se propaga
en el espacio, se forma una onda; andlogamente el movi-
miento de dicho grdnulo de materia o masa puntual engen-
dra una onda cuya esencia desconocemos. A esta onda la
llamamos onda de fase.

Como Broglie no aclara qué es lo que vibra en el seno
de la particula material, esta onda es algo desconocida para
nosotros que escapa a nuestra representacion; de ella cono-
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cemos Unicamente 'su frecuencia. Pero Broglie llega a la
conclusién de que estas ondas poseen una velocidad de
propagacién v que estd relacionada con la del punto en mo-
vimiento, #, por la igualdad '

vu =2

donde ¢ representa la velocidad de la luz. Como la velocidad
de un punto material es siempre menor que la de la luz,
esta relacién exige que la velocidad v de las ondas de fase
sea superior a la de la luz, resultado que puede parecer con-
tradictorio con la afirmacidn relativista de que la velocidad
de la luz es el limite superior posible de velocidades. Ahora
bien: este limite se refiere a la velocidad con que se mueve
un cuerpo o se propaga una energla y la onda de fase no es
ni materia ni energla.

Conocida por Broglie la frecuencia y la velocidad de la
onda de fase, la férmula v = 1 v nos da la longitud de onda »
de esta onda que no es materia ni radiacién, puesto que no
transporta energla. Parecié en el primer momento que el
fisico debla renunciar a cualquier experimento demostrativo
de la misma, cuando un experimento casual puso en eviden-
cia que las ondas de fase de Broglie interfieren y se difractan
como una radiacién cualquiera. Para que ocurra se necesi-
tan redes de difraccién del tamado de las redes cristalinas y
masas en movimiento pequefias como las del electrén.

La hipdtesis de Broglie se complementa por Schrrédin-
ger por medio del estudio analitico que hace de la onda de
fase, buscando cudles deben ser las condiciones de ésta para
que nos represente el movimiento. De ello resulta su céle-
bre ecuacién (§16), cuyas soluciones Unicamente existen
cuando la energia del sistema en movimiento de que se
trata obedece a ciertos requisitos. En el caso mas general,
linicamente una serie de valores discontinuos de la energla,
que corresponden precisamente a las distintas trayectorias
del electrdn en el 4tomo de Bohr, hacen posibles las solucio-
nes de dicha ecuacidn; es decir: hacen posible el movimiento.
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Por la ecuacién de Schrrédinger, el estudio del movi-
miento de un punto queda convertido en el estudio anali-
tico de una onda y con ello toda la Mecdnica se convierte
en ondulatoria. Las consecuencias de la misma alcanzan mds
amplitud que las contenidas en las primeras ideas de Bohr
y Sommerfeld, a la vez que las corrigen en algunos puntos.
Sin embargo, no permiten explicar un hecho experimental
tan de bulto como es el efecto Spin (§ 8).

La mecdnica ondulatoria introduce una hipdtesis entron-
cada con:los signos matemdticos que maneja (§20) y com-
probada posteriormente por hechos experimentales, segtin
la cual una carga eléctrica, un electrén, no ocupa un volu-
men reducido en el espacio, sino que se extiende por tode
¢l en distinta concentracién y forma, regulada ésta por la
accion que posee, igual que una nube de humo que, sin
variar la cantidad total de polvillo de carbdn que contiene,
adopta distintas formas y concentracién. Entiéndase bien que
los puntos interiores de este volumen son tndiscernibles para el
fisico, lo cual no constituye mds que una forma del principio
de incertidumbre; significa que el fisico nunca tendrd me-
dios para conocer la posicidn que la particula tiene dentro
de este volumen; sdélo existird una probabilidad de que
ocupe tal o cual posicidn.

Comprueba esta idea la emisidn de las particulas @ por los
cuerpos radioactivos (§ 20). Para salir dichas particulas del
nucleo del cuerpo radioactivo, tienen que sobrepasar una
cumbre de potencial superior a la energia cinética que ellos
poseen, lo que es imposible de explicar en Mecdnica ordina-
ria. Sélo se compagina con ésta, entendiendo que la par-
ticula al salir ocupa a la vez las dos laderas de la cumbre del

“potencial; es decir, sélo una parte de este espacio incierto o

indeterminado reside dentro del ntcleo atdmico; el resto del
espacio ocupado por la particula se confunde con el espacio
ocupado por la corteza, verificindose una verdadera penetra-
bilidad de dicha corteza con la particula saliente.

Otro hecho comprobatorio inverso a éste, consiste en la
desintegraciéon de un dtomo por la proyeccidén sobre su
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nicleo de una particula eléctrica positiva, aunque la fuerza
viva de la misma sea inferior a la necesaria para vencer la
repulsidn electrostdtica del niicleo del dtomo. La idea de
carga difusa permite también explicar este fendmeno como
otro caso de penetrabilidad. Efectivamente: el voltaje usado
para mover las particulas desintegradas, es inferior al que el
calculo da como necesario para penetrar de leno dentro del
nucleo; pero si suponemos que sélo una pequena parte del
volumen ocupado por.la particula consigue entrar dentro
del nucleo, lo que implica una pequeiia probabilidad de
que la desintegracién se verifique, tendremos una explica-
cién de tal anomalia.

No obstante estos éxitos, la mecdnica ondulatoria no
consigue explicar un hecho experimental tan de bulto como
es el efecto spin, el cual antes hemos mencionado. A partir
de ella y de la Mecdnica cuantistica de Heisemberg, consi-
guié Dirac establecer una ecuacion que contiene el efecto
spin (§ 26) a la cual han seguido una serie de teorias no
cristalizadas, en las que el esfuerzo para usar la matemdtica
como instrumento representativo llega a limites insos-
pechados.

La ecuacidn de Dirac ha tenido un éxito al ser descu-
biertas experimentalmente las particulas de masa negati-
va (§ 27), consecuencia tedrica, a su vez, de dicha ecuacidn.
Sin embargo, la critica actual ha introducido en ella su
piqueta, pudiéndose asegurar que su predominio serd fugaz
porque nos encontramos en un momento de renovacion
profunda de los conceptos cldsicos sobre los cuales la
Matemdtica opera.
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Si, como acabamos de decir, el espacio es indeterminado E! punto, la su-
en recintos pequefos, ;qué queda de la geometria, especial- f:'f_j:‘;ﬁ fa linea
mente de la cartesiana al aplicarla con criterio. de continui-
dad, o como descripcién cuyo fondo estd en el concepto de
punto? A éste, la recta y demds concepciones geométricas,
queda asignado con mds motivo el valor de conceptos puros
sin realidad posible.

~Para un fisico no puede existir un punto como intersec-
cién de dos lineas, ni una linea como interseccién de dos
superficies, ni una superficie como limite de un volumen,
de modo tal que estos puntos, lineas y superficies se refieran
a algo determinado fisicamente. Lo unico que existe para
el fisico, en su cualidad de elemento constitutivo del uni-
verso sensible, es la celdilla de Planck, cuya magnitud no es
ni una superficie ni un volumen, sino una accidn, y cuyo
valor es b: hablar del interior de estas celdillas no tiene
sentido fisico, como tampoco lo tiene hablar de una fraccién
de las magnitudes espacio, tiempo, impulso, energia, etc.,,
que pueden formar estas magnitudes. ;Qué queda entonces
del espacio y el tiempo continuo como intuiciones puras?
Parece que la idea de Kant queda intacta en cuanto se refie-
re a una percepcién a priori. Pero sin entrar en un terreno
filoséfico que nos estd vedado, apuntaremos solamente la
cuestidn de si hubieran sido posibles las concepciones de
Kant sin estar precedidas del concepto de infinitud post-
helénico y el concepto de continuidad de. la geometria
cartesiana. También serfa interesante conocer el concepto
que la doctora americana Hellen Keller, ciega y sordo-muda,
tiene del espacio. ,

Se ha dado hasta ahora en Fisica gran importancia a dos Significacién de
magnitudes consideradas como simples o fundamentales: lon. las magnitudes
gitud y tiempo. Ciertamente no existe valor preentendido Jundameniales
para las expresiones simple y fundamental. Si ello significa
solamente que se han elegido estas dos magnitudes arbitra-
riamente como fundamentales, del mismo. modo que’ en
Dindmica se elige la masa, no hay nada que objetar; pero si
se les atribuye una cualidad que les dé por su esencia prio-
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ridad frente a las otras en cuanto a la percepcidn, debe

desecharse tal primacia.

Se dice también que la longitud es una magnitud simple
porque puede medirse con una regla de una vez; pero esta
medicidn es una operacién desde el punto de vista bioldgico
muy complicada; es decir: el hombre como aparato registra-
dor, efecttia varias operaciones para conocer la longitud de
una regla. Lo mismo puede decirse de otra magnitud cual-
quiera: todas ellas suponen un mecanismo complicado de
percepcion; unicamente la magnitud accién actla directa-
mente por unidades b sobre los centros perceptores.

‘Lo mismo podriamos suponer formada una concepcion
del Universo arrancando de otras magnitudes. Por ejemplo:
Podemos apurar la situacién de la Srta. Hellen Keller, de tal
modo que, anuladas sus sensaciones gustativas y olfativas
viviera sentada en un coche del cual recibiria Gnicamente
las fuerzas aceleratrices de su movimiento. En tal situacidn
notaria solamente las aceleraciones del coche, y, mediante
su tiempo interior, combinado con la sensacién de fuerza
del coche, tendria que construir todo su concepto del Uni-
verso. ¢Podria entonces adquirir el concepto del espacio tal
como lo tenemos nosotros? Evidentemente, no; sin embar-
go, si su vida fuera bastante larga, podria llegar a una des-
cripcién ordenada, es decir, a una ciencia de nuestro univer-
so fisico, o, mejor, del suyo, por la limitacién impuesta a
sus medios, pero dentro de esta limitacidn sus resultados
serfan coincidentes con los nuestros; ¢y de qué magnitudes
se valdria? De las mds adecuadas, de las que proporcionaran
aquella representacién de la manera mds sencilla. Cualquier
sistema de magnitudes puede ser, pues, util para’ describir;
pero todas ellas exigen para su percepcién mecanismo com-
plicado y una operacidn intelectual para ponerlas en relacién
con unidades elegidas arbitrariamente. Solamente la accion
tiene la ventaja entre todas de que, I1.°, es recibida por los
sentidos por unidades discretas indivisibles que pueden ser
contadas con exactitud, mientras que las demds magnitudes
tienen un limite de certidumbre. Y, 2.2, que su valor es el
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mismo cualquiera que sea el estado de movimiento del
cuerpo en que se observe.

Por ej.: en la desintegracién de la materia, en la forma
antes citada, el voltaje necesario para lograrla no correspon-
de a un valor determinado a priori, sino que a cada voltaje
le corresponde una cierta probabilidad de que la desintegra-
cién se verifique; en cambio, el nimero ‘de cuantos de
accién puestos en juego obedece a reglas conocidas o no,
pero en las cuales no interviene el azar.
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CAPITULO 1I

PRIMERAS FORMAS CUANTISTICAS

§ 1. Efecto fotoeléctrico; relacion cudntica de Einstein. Foton.
__FEl efecto fotoeléctrico consiste en la emisién de electro-
nes por un metal al incidir sobre ¢l una radiacion. La salida
de un electrén supone la adquisicién por parte del mismo
de la energla necesaria para lograrlo, compuesta de dos par-

. mu?
tes: una es la fuerza viva, ——, que le corresponde por la
2

velocidad que posee una vez fuera del metal, y otra el tra-
bajo =, necesario para sustraerlo a la atraccién electrostdtica
del mismo. Esta energla puede proceder tinicamente de la
radiacién incidente. Para que se verifique este cambio de
energla entre la radiacién y el electrdn, la Mecdnica cldsica
exige solamente que se cumpla el principio de conservacién
de la energla; pero el resultado de los experimentos destaca
ademds dos hechos que caracterizan el fenomeno, que son
los siguientes:

1.0 La energla radiante total absorbida por el electrén
para salir del metal, incide en una superficie de éste enor-
memente superior a la superficie del electrén, segun la idea
que hasta ahora se ha tenido de la superficie del mismo.
Como sobre la forma de captar la energla la Mecdnica cldsi-
ca no tenia nada previsto, este hecho ni la confirma ni la
contradice.

2.0 La energia total ¢, absorbida por el electrdn, vale v b,
siendo v la frecuencia de la radiacién monocromatica absor-
bida y b el factor minimo de accidn, descubierto por Plank,

que vale:
h=6‘5 . 1077,
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lo que puede expresarse, teniendo en cuenta las dos formas
en que se distribuye la energia, por la siguiente igualdad,
debida a Einstein.

muy?

e =

N (I)

Recordando que la frecuencia de la radiacidn, v, es igual
a 1: T (T, periodo de vibracién) resulta para b también el
valor ¢ T: las dimensiones de la magnitud b son, pues, de
una energla multiplicada por el tiempo. Tal magnitud, poco
usada hasta ahora, es, precisamente, la magnitud fundamen-
tal de-la Mecdnica actual. '

Este segundo hecho es trascendental porque indica que
la frecuencia v debe ser lo suficientemente grande para que
el producto vb supere ligeramente al trabajo =, de lo contra-
rio no queda energia para comunicar velocidad de salida al
electrén. Como el trabajo = es distinto para cada metal, la
frecuencia minima necesaria es distinta también para cada
uno. No importa la densidad de energia radiante que incide
sobre el metal; para que la descarga se verifique es preciso
que la frecuencia sea igual o superior al limite impuesto
por la igualdad (7).

La absorcidn de la energfa, ¢, de una radiacién monocro-
mitica en el efecto fotoeléctrico se verifica, por lo dicho,
por cantidades iguales a vh, es decir, por cantidades discre-
tas, una para cada electrén arrancado. Esto no dice que el
efecto fotoeléctrico no permita absorber cantidades de ener-
gia tan pequeiias como se quiera; para ello es suficiente
imaginar un metal, tedricamente en condiciones tales, que
el trabajo necesario para separar un electrdn sea muy peque-
fio o nulo. Entonces, una radiacion de frecuencia tan peque-
fia como se quiera (ultrahertziana) llevara energla suficiente
para comunicar velocidad de salida al electrén. El efecto
fotoeléctrico no fija, pues, un minimo de energia universal,
pero fija, en cambio, cualquiera que sea el estado del metal y la
calidad de la radiacion incidente, un minimo de accion, h; de
modo que tomando el valor » como unidad de accidn, por
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cada electrén arrancado se absorbe una unidad de accién; y esta
es la verdadera restriccién que queda reducido este proceso
frente a la Mecdnica clésica que, si alguna vez manejé la
accion, fué como magnitud sometida en todos los procesos
ala continuidad matemadtica a que estdn sometidas las demids
magnitudes.

Pero si la energia no estd sometida a un minimo, parece
que la cantidad necesaria de radiacién para arrancar un
electrén debe estar concentrada en un volumen relativa-
mente pequefio, para ser absorbida de una vez por el elec-
trdn, como una verdadera acumulacién o granulo de energia
cuyo valor es vh. Este granulo se llama fotén.

" § 2. Condiciones de Sommerfeld para todo - movimiento pe-
riodico.—E| efecto fotoeléctrico es una manifestacién del
fondo cudntico de la Naturaleza ficilmente demostrable.
Pero existen una porcion de fendmenos intra-atémicos,
denunciados por el andlisis espectral que caen de lleno
dentro de la teoria de los cuantos. El primer paso para

. explicarlos lo dié Bohr; pero una forma que permite enun-

Nuevas limitacio-
nes para los movi-
ientos periddicos

ciar con brevedad y amplitud gran contenido de dicha teoria
es la condicién de Sommerfeld, aplicable a todo movimien-
to periddico, que dice que tal movimiento, ademds de las
leyes ordinarias, debe cumplir la condicién siguiente: Si se
multiplica en cada momento el valor de una variable por la
diferencial de su comjugada canénica (¥) y se integra a lo largo
de un periodo ¢l resultado es un mikmero entero n de cuantos h.

JS pdg=nb(2)

para una periodicidad sencilla; p. e.: un movimiento harmg-
nico, el movimiento de un planeta (aparte la correccién de

(*). Dos variables se llaman conjugadas candnicas cuando su producto tiene

las dimensiones de una accién; por ejemplo: la energfa por el tiempo, el impulso

. dx
por una longitud m 7y % dx. Para la aplicacién de la condicién de Sommerfeld
p N
se eligé el par que dé mds facilidades para el cdlculo.
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relatividad). Cu{ndo existe doble- periodicidad es preciso

~ aplicar esta relacién a los dos. pertodos; ejemplo: en las

curvas de Lisajous; el movimiento de un planeta teniendo
en cuenta la rotacidn de su perihelio, para el que existen
dos periodos, uno correspondiente a la periodicidad de una
coordenada longnudmal y otro correspondiente al periodo
de rotacidn del eje de la elipse.

La condicién de Sommerfeld indica que un punto mate-
rial u objeto rigido en movimiento periédico debe poseer
un ndimero entero de cuantos de accién; de variar la accién
de este punto debe ser por cantidades discretas de unidad b.
Naturalmente que en los fendmenos macroscépicos no se
hace perceptible esta variacion dada la pequefiez de b: un
volante de una miquina en movimiento posee en un mo-
mento dado, no en un instante, trillones de cuantos h; la
variacién de una unidad es imperceptible.

§ 3. Aplicacién al oscilador—Como caso sencillo, apli-
quemos la condicién de Sommerfeld a una masa m, un
electrén o un protdn,sometido a un movnmento harmdnico.

X = a sen. wt (3)

El par de coordenadas candnicas, en este caso, serd: el im-
pulso mx' (m, masa; x', velocidad) y la coordenada x; por
tanto, la condicién dicha se reduce a ,

f mx'dx = nb.

Calculando x' o sea dx/dt y dx a partir de la igua'ld'a,d 3,
sustituyendo e integrando entre los instantes Oy T, sien-
do T el periodo del oscilador, se obtiene:

T :
nh = lf‘mag w? cos.2 wi = ma® w? T[2 = 2 ma? v,

donde v=1/T es la frecuencia de vibracién del oscilador y
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Téngase en cuenta, por otro lado, que:

Z

, . . ma
Energia cinética = = 2man? v?
2

y comparando conla igualdad anterior resulta:

Energla cinética = nhv.

La energia cinética de un oscilador es un muliiplo del valor hv.
Este mismo resultado fué hallado primero por Plank por
un procedimiento mucho mds complicado. La condicidén de
Sommerfeld permite en cambio la deduccién sencilla que
hemos hecho. Ha sido confirmado en cuanto explica las
consecuencias experimentales referentes a los calores espe-
cificos a baja temperatura y ha sido ademis €l punto de
apoyo para demostrar las leyes de distribucion de la energla
radiante por Plank y Wien.
§ 4. Aplicacion al atomo de Bobr—Otro caso sencillo de
aplicacidén y fecundo en confirmaciones experimentales es el
ideado por Bohr para el d4tomo de hidrdégeno,

F\%e anteriormente al enunciado de la condicién
b LE N de Sommt'erfeld. o
= Conocida la constitucién de este 4tomo

que, como se sabe, consta de un protén N en
el ntcleo y un electrén ¢ en la corteza, la condicidn de es-
tabilidad dindmica consiste que en cada momento la fuerza
centrifuga que posee el electrdén, en su movimiento circular
alrededor del nucleo, viene equilibrada por la atraccidn cu-
lombiana del mismo, o sea:

mu? ee
—_—=— my? o — (2 )

a a2
donde a es el radio de la trayectoria y ¢ representa lo mismo
la carga del protdn que la del electrdn. Sustitiyase en vez
de v su valor en funcidn del periodo de rotacidn T y sale la
tercera ley de Keplero que hace posible trayectorias con un

valor cualquiera del radio.
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Hasta aqui la Mecdnica clésica; pero téngase en cuentd
que en la rotacidn del electrén existe una aceleracién cen-
tripeta constante por parte de éste, lo que segln la teoria
electromagnética exige una constante emisidn de energia
radiante a expensas de la energia potencial del mismo que
acabaria produciendo la caida del electrén sobre el nucleo.
La teoria de Bohr admite que durante la permanencia de un
electrom sobre un piso no se realiza emision de energia radiante.

And4dase; ademds, a la condicién mecdnica (4) la condi-
cién de Sommerfeld, para lo cual elegiremos como coorde-
nadas conjugadas candnicas el momento del impulso con
respecto al centro, muva, y el idngulo = que forma el radio
vector con una direccidon inicial; dicha condicidn tomard,

pues, la forma:
| IRLE }
mva d « = 27 mva = nb,
] .

Eliminando v entre esta igualdad y la anterior, resulta para
el radio de la trayectoria el valor:

n? h?
4=

- 3
4732 m

cuyo minimo corresponde a n=1, y que supone posibles
solamente una serie de itrayectorias discontinuas cuyo radio
crece con el cuadrado de la serie de los numeros naturales,
trayectorias que forman los distintos pisos K, L, M....., sobre
los cuales puede moverse el electrén del &tomo de hidrégeno.

Calculemos la energia cinética que le corresponde en
cada una de estas trayectorias.

' mv2 2w med
E cindtica = T e 7)
después de eliminar v y a por medio de las férmulas 4y 6.
La energia cinética del eleciron que gira en el dtomo de bidrdgeno
puede tener una serie discreta de wvalores, representados por
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la fér. 7, donde n puede ser cualquiera de la serie de los
nimeros naturales correspondientes a los pisos K, L,.....

Las dos condiciones, la mecdnica y la cuantistica, enun-
ciadas fijan un nimero discreto de trayectorias y de valores
para la energia cinética del electrén; pero no dicen nada
sobre la posibilidad del paso de una trayectoria a otra, ni
del destino que tiene la diferencia entre la energia potencial
perdida y la energla cinética en este posible salto. La teoria
electromagnética permite asegurar, en cambio, que la energfa
potencial perdida es igual, por partes iguales, a la energia
cinética ‘ganada, més la energia radiante emitida en el salto
de una trayectoria a otra. De las posibilidades de este salto,
de cdmo se verifica, y del tiempo que dura, no indica nada
ni dicha teoria ni la de Bohr.

Por lo dicho, la energia cinética ganada al pasar de una
trayectoria a otra es igual a la enefgia radiante emitida en
este mismo paso. El valor de la primera serd, entre dos tra-
yectorias, la inicial de orden p y la final de orden .

2 72 met [ 1 I
2 n2 12 ’

Para hallar el valor de la segunda admitiremos que en €l
momento de la emisién de la energia radiante se cumple la
misma relacidn de Einstein que para el efecto fotoeléctrico
en el momento de absorcidn, o sea que esta energia
vale vh, donde v es la frecuencia de la radiacion emitida.
Igualando este valor con el anterior, sale para la frecuencia
de dicha radiacidn:

2 4 -
y o 2t med ;__I;obien;v:R(‘ ~ ) ®
3 n2 P2 n2 P2

si se designa por R el factor fuera del paréntesis.

La formula obtenida es la misma que obtuvo Ridberg a
partir de las rayas espectrales del hidrégeno. En ella, si se
da a n el valor 2, es decir, se toma como piso final de caida

108

e




LOS CUANTOS DE ACCION

el piso L, y a p la serie sucesiva de nimeros enteros a partir
de 3, es decir, se toma como piso de partida cualquiera de
los pisos sucesivos M, N...., se obtiene una serie discreta de
frecuencias, correspondientes a la serie de rayas de Balmer,
situada dentro del espectro visible. Del mismo modo se ob-
tienen las otras dos series contenidas en el siguiente cuadro
y comprobadas experimentalmente.

n=1; P =2, 3, 4 -e.-. serie de Lypmann, en el ultravioleta
TH=25 P ==3,4, 5, .- serie de Balmer, en el espectro visible

n=13,p=14,5, 6, ... serie de Paschen, en el ultrarrojo

N==4;p==5,6,7, ... serie de Brackett, en el ultrarrojo.

§ 5. Aplicacién a otros dtomos.—Aunque el problema me-
cdnico, no el matemdtico, estd ya agotado en su fondo al
estudiar el 4tomo de hidrégeno, es necesario indicar cémo
se aplica al resto de los dtomos. Si se trata de un 4dtomo de

helio ionizado, que tiene, por tanto, un solo electrén en su

corteza, como el hidrégeno, el problema no tiene mds varia-
cién frente al anterior que la doble carga del nucleo. En la
fuerza centrifuga aparecerd un 2 que arrastrado en el cdlculo
se convertird un 2*=N?Z llamando N al nimero atémico.
Por tanto las frecuencias del espectro del helio ionizado
vienen dadas por la férmula

v:Rzi(i— :) | ©

Lo mismo puede decirse para el litio doblemente ioniza-

do, que posee un solo electrén en su corteza y cuyo niimero

atémico vale 3. Pero para los otros cuerpos, de numeros
atémicos' 4 y §...., lo suficientemente ionizados hasta que-
darse con un solo electrdn, si bien la teoria es aplicable, la
experimentacién es imposible por ahora.

El caso general del movimiento de un electrén sometido
a la atraccién electrostdtica del nucleo a la vez que a la
atraccidn de los restantes electrones corticales, es de dificul-
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tades insuperables. (Recuérdese solamente las dificultades
que en Mecdnica ordinaria presenta el problema de los tres
cuerpos.) Pero hay un caso que se ha prestado a simplifica-
ciones: es el caso de los rayos X. Estos se producen siempre
que, por el choque con una particula o por la accién de una
radiacion, se arranca un electrén de piso K de un dtomo y
el lugar vacante que deja pasar a ocuparlo un electrén dé un
piso superior. En el momento que este tltimo da el salto
del piso a que pertenece al piso K, se produce la emisidn del
cuanto de rayos X. En este caso la accién de los electrones
corticales sobre el electrédn que da el salto es repulsiva y
contrarresta en parte la del nucleo; puede demostrarse que
el resultado de sumar esta repulsién con la atraccion del
nucleo equivale a la atraccién de un ntimero atémico in-
ferior en una unidad actuando sobre un electrén aislado.
Un razonamiento andlogo al seguido para deducir la férmu-
la 9 nos dard para la frecuencia de los rayos X el siguiente
'valor:

v_R(N—I)’(F—-;I{)

El denominador 1 significa que el piso de llegada del elec-
tron debe ser siempre el piso K.

Si consideramos el problema del movimiento en el
dtomo de hidrégeno con todo el rigor, debemos observar
que el movimiento del electrén no se verifica alrededor del
nucleo sino que él y el protdn giran alrededor del centro de
gravedad del sistema formado por ellos, aunque éste estd
muy préximo del centro del ntcleo a causa de la gran masa
del mismo. Teniendo en cuenta esta consecuencia, el cdlcu-
lo,” que aunque ficil queremos evitar, demuestra una pe-
quefa desviacidn para la frecuencia de las rayas espectrales
emitidas comprobada por la experimentacidn. :

El movimiento circular como resultado de la atraccion
de forma newtoniana-es un caso particular; generalmente el
movimiento resulta eliptico con el ntcleo en el foco. La
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trayectoria no es, pues, perpendicular al radio vector y la
condicidn no es aplicable. Para aplicar la regla de Y
Sommerfeld es preciso descomponer el elemento :"\\f“,
AB de trayectoria en otros dos AC y AD, radial (,’

el primero y normal al radio el segundo. Para el ‘Q
segundo la regla de Sommerfeld serd andloga a |

las:

o

in de — e b . Movimiento
v do =My 9. iptico

Para el primero conviene elegir como coordenadas conjuga-
das canodnicas el radio 7 y el impulso en la direccién del

-radio, p,,

£ 4 )
prdr="ng b.
o
Hecho el cilculo sale como valor de la energia cinética:

__ 2n'm et
_ _—_5
b3 (ny 4 ng)?

es decir, la misma férmula 7 que resulta para la trayectoria
circular, sustituyendo el namero cudntico n por la suma de
los niimeros n; + ny. La frecuencia emitida al pasar de una
trayectoria eliptica dada por los niimeros cudnticos p; y ps a
otra dada por los nimeros n, y #,, serd por la misma razén

y=R{_+ 1! )
(”4+”e p1 + bo (o) .

férmula andloga a la 8 si se sustituye n, + ny porny p, =+ p,
por p, o sea, que los dos niimeros cudnticos supuestos se
funden en uno solo, llamado cuanto total o principal.

Como por la condicién de Sommerfeld los numeros
Y 7ig, p1 Y pq son enteros, la formula 10 dard las mismas
frecuencias que la 8: el movimiento eliptico del electrdén
alrededor del nucleo es indiscernible del circular, resultado
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conforme a la hipdtesis de Sommerfeld puesto que la misma
periodicidad simple tiene un movimiento eliptico que uno
circular: ambos estdn regidos por un solo nimero cudntico.

No obstante, en ciertas condiciones de disimetria, como
veremos, aparecen las consecuencias espectrales de la forma
eliptica. Busquemos, pues, las distintas elipses que pueden
corresponder a un mismo numero cudntico total n. Para
ello tengamos en cuenta que a los ntiimeros azimutal y ra-
dial que lo forman sdlo se les exige que su suma valga 7,
pero a la vez se supone que 7, no puede valer cero porque
esto equivale a suponer la carencia absoluta de movimiento
angular o sea que el movimiento es rectilineo, con lo que
el electrdn en su trayectoria se veria precisado a atravesar el
ntcleo, lo que se considera como absurdo, aunque con la
penetrabilidad]que admite el principio de incertidumbre no
lo sea. Lo dicho puede resumirse, pues, en las dos condi-
ciones

n+ng=mn H n=1,2,3, ... , 1
lo que exige

tg=(m—1),(n —2),....1,0.

Tomemos como ejemplo # = 3. Da las siguientes posi-
bilidades: ‘

X X
"®
—

-

(8]

an,..:l

correspondientes a las trayectorias @, b, ¢, de la figura, las

o . tres con el mismo eje mayor (la primera un

L circulo) pero con distinta excentricidad, deter-
minada por el cuanto total n = 3.

§ 6. Estructura fina; dos nimeros cudnticos.—

Por lo dicho, las distintas frecuencias que pueden producir

las trayectorias elipticas solamente corresponden al salto del

electrén entre dos elipses de distinto cuanto total n, o sea de

distinta longitud en el eje mayor, independientemente de
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su excentricidad. Pero si tenemos en cuenta la teoria de la
Relatividad (*) el movimiento del electrén alrededor del nt-

cleo posee doble periodicidad: una correspondiente al giro

sobre la elipse y otra correspondiente al tiempo en que el eje
de la elipse da una rotacidn completa, sin que ambos perio-
dos sean comensurables. Al existir dos periodicidades se ne-
cesitaran dos condiciones de Sommerfeld o sea las dos con-
diciones del parrafo 2, pero tales que los niimeros #, y 7, ya
no entrardn simétricamente en las formrulas de la energia y,
en consecuencia, de la frecuencia emitida al saltar el electrdn
de una trayectoria a otra. Dicha frecuencia quedard caracte-
rizada por dos niimeros y no por la suma de los mismos
nimeros correspondientes a la longitud del eje de la elipse
y a su excentricidad. Habrd, pues, doble serie de rayas: una
serie correspondiente a la longitud del eje mayor de las
elipses que la originan y un desdoblamiento de cada tér-
mino de la serie segtin el nimero de combinaciones posible
entre las distintas elipses que se originan por sus distintas
excentricidades. La diferencia de frecuencia entre estos tér-
minos desdoblados es muy pequea, no ficilmente percep-
tible en el espectroscopio, y origina la llamada estructura fina.

§ 7. Tres nimeros cudnticos. Reglas de seleccion.—Ficil
serd ahora estudiar el caso de una triple periodicidad. Esta
existe, por ejemplo, cuando el electrén se mueve sometido
a un campo exterior superpuesto al campo del nicleo. En
tal caso la trayectoria puede ser alabeada (campo eléctrico)
y su proyeccidn sobre los tres ejes coordenados puede estar
representada por tres movimientos periédicos con periodos
no comensurables. Entonces es preciso aplicar tres veces la
condicion de Sommerfeld a los movimientos componentes,
en cualquiera que fuesen elegidos: el movimiento estar4 re-
gido por la Mecédnica ordinaria a la vez que por tres niimeros
cuanticos que suponen tres condiciones restrictivas.El primi-
tivo movimiento circular del 4tomo de Bohr queda disocia-

(*) La relatividad exige que el perihelio de la elipse se traslade enl rotacién
alrededor del centro.
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do en una multiplicidad de trayectorias; el salto del electrén
entre todos los pares posibles de. éstas podrd producir una
porcidn de rayas procedentes de la disociacién o desdobla-
miento de las obtenidas cuando no existe campo exterior.
Este es el efecto llamado de Stark.

Por lo dicho parece que el movimiento mds general de
un electrén estd regido por la Mecdnica cldsica y tres condi-
ciones restrictivas dependientes de tres nimeros cudnticos,
uno por cada coordenada. Pero observemos que un movi-
miento puede representarse por multiples sistemas de coor-
denadas. ;Cudles son entonces los numeros cudnticos co-
rrespondientes? Razones de orden tedrico y experimental
que nos llevarian un poco lejos, indican que deben tomarse
como numeros cudnticos los tres siguientes, con la inter-
dependencia y serie de restricciones que a continuacidn
citamos: }

cuanto principal = # = n; + ny; puede valer 1, 2, 3, 4, ..... , o0
cuanto azimutal, llamado J==n,—1; puede tener los valores 0,1,2,3, (n—1)
cuanto magnético, llamado m; puede tener los valores siguientes:

El primer nimero cuédntico n es el definido en el pé-
rrafo 2. El segundo / es una unidad inferior al n}, 0 azimu-
tal, que por lo expuesto anteriormente debe ser inferior
siempre a #, por lo que puede tomar tinicamente los valores
(n — 1), (n — 2), ... 1, 0; equivale, pues, al momento del
impulso (mv X @), representable por un vector perpendicu-
lar al plano osculador de la trayectoria.

El tercero m, se refiere a la componente del momento del
impulso sobre la direccion del campo magnético actuante y
significa que esta componente sélo puede tener valores en-
teros. Se comprende que cuando el momento del impulso
coincide con la direccién del campo magnético, la-compo-
nente citada vale / y cuando es antiparalela vale —I. Entre
estos valores podrd obtener, pues, los demds que le hemos
atribuido.
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§ 8. Electron rotatorio o spin.—Los tres niimeros cudnti-
cos antes citados, no son suficientes para explicar algunos
fendmenos experimentales puestos de relieve principalmente
en los atomos alcalino-térreos; la teoria de Bohr resulta,
pues, incompleta. Para explicar estos resultados experimen-
tales se ha supuesto que el electrén posee un movimiento
de giro de toda su carga-masa alrededor de un eje que pasa
por su centro, movimiento que est4 sometido también a una
cuantizacidn, con su nimero cudntico correspondiente que
llamaremos . La experimentacidn, sin ninglin apoyo tedrico
en lo que hasta ahora llevamos sentado, indica que este
niumero sélo puede adoptar dos valores: o‘5 y —o¢§ corres-
pondientes a dos direcciones: paralela al momento del im-
pulso o antiparalela al mismo, si no existe campo magnético
exterior o éste es muy débil. Cuando es fuerte el paralelismo
se refiere a él. Aunque el cuanto o es fraccionario, los pasos
de un estado a otro suponen variaciones de b igual a la
unidad, porque 0‘§—(—o0‘5)=1.

§ 9. Ley general del movimienio de un eleciron.—Lo ex-
puesto en los pdrrafos anteriores se puede resumir diciendo
que el movimiento de un electrén obedece a las leyes gene-
rales de Mecdnica y a tres condiciones de Sommerfeld,
correspondientes a los tres niimeros cudnticos citados, y
ademds al efecto rotatorio o spin. Estas condiciones imponen
que el electrén posea un nimero entero n de cuantos b por
su moviniiento total, un numero entero p de cuantos por
su movimiento azimutal, un ndmero entero m de cuantos
por su movimiento frente al campo magnético y un nu-
mero, 0§ ¢ — 0‘y, de cuantos por su movimiento de rota-
cidn, con las condiciones de interdependencia antes citadas
que constituyen las reglas de seleccion.

Cuando se trata de un 4tomo cualquiera que, por tanto,
posee mds de un electrén en la corteza, las condiciones ci-
tadas deben completarse con el postuladode exclusion de Pauli
que, por ahora, ha sido confirmado por los hechos: no es
posible que un diomo posea a la vez dos electrones corticales regidos

_ por idénticos valores nimericos de los cuatro niimeros cudnticos.
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§ 10. Distribucion de los elecirones corticales del dtomo
valencia quimica.—Las leyes anteriormente enunciadas nos
permiten establecer la distribucién de los electrones corti-
cales en los distintos 4tomos, asi como iniciar una nueva
teoria de la valencia quimica.

El helio posee dos electrones en el piso K. Ambos, en
virtud de lo dicho en § 7, poseerdn el mismo nimero #n = 1,
el mismo I =o0 y el mismo m = o. En virtud del principio
de Pauli no pueden poseer el mismo o; de lo que resulta
que si un electrén posee una rotacidn tal que o ==0°s, al otro
le corresponde una rotacidn antiparalela tal que ¢ = — ofg,
completando todas las posibilidades. No caben, pues, mis
electrones en el piso K so pena que poseyeran los mismos
nimeros cudnticos en contra del principio de Pauli.

Por medio de este principio de exclusidn podremos
determinar el numero de electrones en un piso cualquiera.
Sea un piso dado por el nimero » de su cuanto principal.
Resulta (§ 7) que pueden existir electrones que posean un /
cuyo valor vaya desde #—1 a o. A su vez, a cada valor
particular de [ corresponde 2 ! + 1 valores distintos del
nimero m (que son L, l—1,..0,—1,..—1). Y final-

“mente a cada valor distinto de m podrin pertenecer dos

electrones con distinto ¢, 05 y — 0‘5. De ahi que el nu-
mero de electrones con el mismon y I'serd 2 (2 1+ 1) y el
nimero de electrones con el mismo # o sea pertenecientes
al piso n serd el niimero anterior repetido paral=o, 1, 2,
3, .., B — 1, 0 S€Q

2(2.041) 2(21+1) 2(2.2+41)...20C2Mn—1)4+1)=
2(14+3+5+7...(2n—1))=2n%

Esto da para los distintos pisos los niimeros siguientes:

202 =2, 8,18, 32, .....

’

que determinan el mayor nimero de electrones que puede
contener una capa o piso por razones cuantisticas. Demos
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como ejemplo para el segundo piso de un dtomo de nu-

mero atémico 1o los valores de los cuatro numeros, tenien- -

do en cuenta el principio de Pauli. .
n=—2 l=o m=o ¢ = — 0‘s
2 o 0 -+ o's
2 I —1 ' — 0y
2 I —1 —+ o5
2 I o} — 0‘5
2 1 o -+ ofs
2 I —+1 — o5
2 I —+ 1 <+ o5

El spin y la valencia.—Se llaman electrones apareados
aquellos que teniendo los mismos valores numéricos
para n, I y m, poseen distinto . Todo electrén no apareado
se llama solitario. Parece que la valencia de un diomo coinci-
de con el mimero de electrones solitarios que bay en su corteza.
Por ejemplo, en el caso anterior no existe ningln electrén
solitario, por lo que el cuerpo es un gas noble. Si imagina-
mos una corteza con un electrén de menos (fluor), entre
los siete electrones restantes quedard uno solitario con
un ¢ positivo o negativo. Tendrd, pues, una valencia unidad.
Este electrén, al combinarse el fluor, se apareard con otro
solitario de otro dtomo que tenga un spin negativo o posi-
tivo, que puede ser el mismo fluor.

Imaginese el cloro con sus siete electrones en su tercer

piso. Las combinaciones posibles, distribuyéndolos entre -

los 18 lugares cudnticos que permite el principio de Pauli,
dan como posibles numeros de electrones solitarios: 7, 5,
3, 1, que coinciden con las valencias observadas para el
cloro. No es nuestro objeto profundizar este asunto, tanto
mds porque nuevas teorfas no cristalizadas vienen a com-
plicarlo.

117 Anares - Ao XIV- 10

- -




ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE VALENCIA

CAPITULO 1II

MECANICA ONDULATORIA

Lo expuesto en el capitulo anterior supone que toda

- radiacién es emitida o absorbida discontinuamente por

Frecuencia de
vibracion de toda
particula mate-

rial

cuantos de accién. Cémo se compagina esta discontinuidad
con ciertos experimentos de Fisica, entre ellos los de inter-
ferencia, verificados con rayos que alcanzan diferencias de
marcha superiores a un centimetro, no explicables atribu-
yendo a las radiaciones un caracter ondulatorio que impone
una absoluta continuidad? Esta aparente contradiccion estd
resuelta hoy por varias teorias con distinto aspecto formal y
de contenido de momento algo ambiguo porque cambian
profundamente una porcién de conceptos que estaban en-
raizados en la conciencia cientifica de este ultimo siglo. En
este capitulo nos ocuparemos unicamente de la que tiene
forma mds sencilla, de la Mecdnica ondulatoria.

§ 11. Idea fundamental de Broglie.—Consiste en atribuir a
cualquier particula de masa m una frecuencia de vibracidn
de algo indeterminado, sin saber que es lo que vibra. Esta
frecuencia de vibracién v estd ligada a la masa de la particu-
la por la relacién: '

E=m2=vh ‘ (1)

donde ¢ representa la velocidad de laluzy b el cuanto de’

Plank.

El primer miembro de (1) representa la energia total
que contiene la particulay el segundo tiene la misma forma
que la relacién de Einstein para el efecto fotoeléctrico vista
en el capitulo anterior (§ 1), O sea, segun la idea de Broglie,
toda particula, y mejor, todo electron, posee und energia to-
tal, mc?, que vale bv, lo mismo que para un fotédn. Por esta
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idea de Broglie se establece cierta simetria entre el concepto
de radiacidn y el de masa material. Del mismo modo que
aquélla estd formada de una concentracidn de energfa,

‘ llamada foién 'y de valor bv, acompaiiada de una onda, ésta

supone una concentracion de materia (energla segun relati-
vidad) equivalente a una cantidad de energia mc?, acompafia-
da de una vibracién que da origen a una onda cuya frecuen-
cia satisface la relacién 1. ‘

* § 12. Mechnica ondulatoria.—La idea matriz de ésta con-
siste en atribuir a todo punto material o sistema de puntos una
onda asociada cuyo estudio nos da las propiedades del movimiento
del sistema, onda que no'es otra cosa, salvo diferencias de
cardcter analitico, que ]a onda de Broglie.

Pero antes de pasar adelante serd preciso primero hacer
alguna indicacidn respecto a la teorla cldsica de la ecuacion
fundamental de las ondas para el caso mds sencillo, el de una
onda a lo largo de una cuerda. Indiquemos, pues, cdmo se
representa matemdticamente una
onda y su propagacién. Sea la [+ .
cuerda de la figura (linea de trazo o[ e

continuo) sometida a una vibra-
cidn transversal harmdnica que

se propaga. La forma de la cuerda estd representada en el
instante cero por la férmula

2 r .
y=asen. w'x, (w’ = T) ()

donde g esla amplitud y 2 1a longitud de onda (distancia PA).
A su vez, el movimiento vibratorio transversal de Ja
cuerda, del punto A, por ¢j., viene dado por la expresion -

y = a sen. wi, (w = 2—75) 3)

donde T representa el perfodo de vibracién. Si escribimos
la expresidn

y=asen. (wt — w x) (4)
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se puede ver que es equivalente a las dos juntas, es decir,
representa la ordenada y de un punto de la cuerda de
abcisa x en el instante . Finalmente la expresion

y=asen. (wt— v x—¢) ")

representa la misma tomando como origen de abcisas un
punto situado a una distancia -*- del punto 0, 0 bien una
w'

onda que va adelantada con esta misma diferencia de fase
respecto a la primera

" Derivese ahora (2) dos veces con respecto a x y (3) dos
veces con respecto a ¢, o bien hdgase las mismas operaciones
con la for. 4, y se obtienen los resultados siguientes:

2

=
3

aty
— — g2 . —_
=—uw?y ; T w?y.

o

xQ

Igualando las y de ambos resultados, expresando las deri-
vadas en parciales porque tendremos dos variables indepen-
dientes, ¢ y ¥, teniendo en cuenta que llamando v la veloci-

dad de propagacion de la onda se tiene siempre la rela-.

cién »= 9T, resulta:

2
¢

Q,
-3

()

1
Jx3 2

QU
©

ecuacion que representard, pues, una condicién expresada en
derivadas parciales a la cual debe satisfacer el movimiento

vibratorio dado. Pero este movimiento vibratorio tiene tres
pardmetros arbitrarios (dos si tenemos en cuenta que existe
siempre la ecuacion de condicion * = vT) quesona, w'y w.
Pues bien: los tres pardmetros desaparecen en la condicion (5)
lo que nos indica que es una ecuacion a la cual satisfacen la
doble infinidad de movimientos vibratorios que pueden ima-
ginarse, haciendo variar dichos pardmetros. Ahora bien: si
dos movimientos vibratorios satisfacen la ecuacidn §, tam-
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bién la satisfard su suma y, en general, la suma de » movi-
mientos vibratorios, tal como la

Y= I aysen. (Wo ! — Wh x) (6)

donde las a, y las w se refieren a un valor cualquiera asigna-
do al sumando namero #, satisfara también la ecuacidn ().
Se dice que la ecuacion 4 es una solucién particular de 5, y 6es
una solucién general.

§ 13. Ecuacion de Jacobi—Hace ya un siglo que Jacobi
descubrid una ecuacién representativa del movimiento de
un sistema de puntos que sintetizaba grandemente los pro-
blemas de Mecdnica. La ecuacién de Jacobi se distingue de

las que le precedieron con el mismo fin, porque en ella figu. Cémo aparece la
: magnitud accidn

ra una funcidn S que tiene las dimensiones de una accidn, . s
mientras que en las ecuaciones de Hamilton, a las cuales
ésta es equivalente, figuraba la energia. A la vez, la ecuacidn -
de Jacobi fué un primer paso analitico en la representacién
de un movimiento material por medio de ondas pero sin
sentido fisico alguno.
La ecuacién de Jacobi puede plantearse ficilmente cuan-

do se trata del movimiento de un punto material, por ej., un

/ - electrén, en un espacio libre de toda fuerza no procedente
de este punto, st se prescinde de la corréccion del relativismo.
Sea m la masa del electrdn, que se mueve a lo largo del eje
de las x con la velocidad u, constante ésta por la ausencia de
campo y Ecin, su energia cinética; mu serd su impulso. El
momento del impulso con respecto al origen de coordena-

| das serd mux; sus dimensiones son de una accién, S. Se
podrd escribir, pues:

dS = mu dx,
de donde, designando el impulso por p
=m=p )
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relacién de la cual tendremos que hacer uso otras veces.
Cuadrando, se obtiene:

d S\* u? .
(__) — mut =2 mm — = 2 m Ecin- (7)
dx 2

cuyos miembros extremos igualados representan la forma
mi4s sencilla de la ecuacidn de Jacobi.

Generalizando esta ecuacidn se puede aplicar a un siste-
ma de puntos sometido a un campo exterior que tenga
funcién potencial, V. Para tal sistema se tiene: Ecin. =E—V,

representando por E la energla total del sistema. Como la
representacion del movimiento requerird tres ejes coordena- .

dos, se comprende, por generalizacidn de la ecuacidn 7, que
en este caso adoptara la forma «

5S9\2 $S\2 38\2 ,
(§)+(5)+(a)=“"@—v> 7

como Jacobiana referida a un sistema cualquiera de puntos
en un campo de fuerzas, ecuacién de la que haremos uso
mds adelante.

Volviendo a insistir sobre la accion de un electrén en
movimiento uniforme, se obtiene, de 6’, integrando:

S = mux. (8

La accién de un electron o de un punto material en movi-
miento crece paralelamente con su distancia al origen.

Nos encontramos con un resultado contradictorio con la
esencia de la teoria de los cuantos, que la accion de un punio
en movimiento varia con continuidad y no por saltos de b;
pero ello es debido a que esta relacién no es correcta, pues
falta todavia someterla a la condicidn necesaria para que
este movimiento sea representable por una onda. Las rela-
ciones que ello introduce nos llevardn finalmente al prin-
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cipio de incertidumbre y, como consecuencia, a considerar
la falta de sentido que supone el tratar la coordenada x
como una magnitud continua, siendo asi que, como veremos,
es indiscernible dentro de ciertos intervalos.

§ 14. Onda asociada al electron u onda de fase.—Veamos
ahora, siguiendo la idea matriz de la Mecdnica ondulatoria,
cémo podemos asociar una onda a un electrén en movi-
miento; por ej., la representada por la fig. 4, entendiéndose
que es una onda que se mueve en la misma direccidn que
el electrén. Claro que esta onda no puede representarse por
una ordenada, y, variable senoidalmente, porque no existe
variacién de ordenada alguna, pero si que existe variacion
senoidal de cierta magnitud, que llamaremos ¥, magnitud
desconocida, por ahora, como desconocemos del mismo
modo a que corresponde esta frecuencia v de vibracién. Mds
adelante daremos interpretacidn de esta magnitud. Por
ahora la representaremos, andlogamente que la ordenada de
una cuerda vibrante, por una funcién senoidal:

¥ = Yo sen. (wt — w' x). (9

Ahora bien: en vez de referirse esta onda a las variables
ty x puede referirse a la variable ¢ y a una variable S, o sea
a la variable accidn. Para lograrlo téngase en cuenta que en

la féormula anterior (9) el segundo término del paréntesis
TX x S

vale y de otro lado (8) se puede escribir T=77

. miu

Sacando el valor de m de la relacién fundamental de
S ¢
Broglie (1) y sustituyendo sale: 2
' ! du by

Para que la sustitucién en 9 dé dimensiones nulas;
como corresponde a todo argumento, es necesario que el
segundo miembro se reduzca a S/b, donde b representa una
constante que tiene las dimensiones de una accién destinada
tinicamente a neutralizar las dimensiones de S, cuyo valor
numeérico aceptamos,.ya que es igual al de la constante de
Plank o podemos decir que la experimentacién nos lo con-
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firmard. La expresion 9 en funcién de la variable accidn, S,
serd:

S
Y = o sen. (ut——' 21r—h-) ")

2

. [4 .
para ello es preciso que — =1 o sea, teniendo en cuenta
uv

que }= oT = v/v, representando v la velocidad de propaga-
cién de la onda, sale finalmente:

v = (2.

Como se ve, pues, la velocidad de la onda de fase es siem-
pre superior a la de la luz, puesto que siempre u <c¢. La
onda de fase que acompania a todo punto material en su movi
mienio tiene siempre una velocidad superior a la de la luz, tanto
mayor cuanto mds pequenia sea la velocidad del punto material.

§ 15. Realidad de la onda. asociada. 1.a onda asociada no
ha sido hasta ahora més que un simple artificio matemitico
que nos permitird, en el pirrafo siguiente, la deduccidn de
la ecuacién de Schrrédinger; pero antes queremos indicar
que cuando la Mecdnica ondulatoria, que tiene por base
analitica esta onda, estaba ya consagrada por sus éxitos, se
ha descubierto la realidad de dichas ondas en cuanto se
portan, en condiciones adecuadas, en experimentos de in-
terferencia y de difraccidn, lo mismo que las radiaciones
hasta ahora conocidas. El primer experimento demostrativo,
de Ddvison, se reduce a enviar un chorro de electrones
frente a una ldmina de niquel, obteniéndose manchas de
Laue. Hoy el manejo de la difraccién e interferencia de los
rayos de electrones constituye ya una técnica experimental.
El valor de la longitud de onda sacado de la experimenta-
cién coincide con el tedrico. Este ultimo se calcula ficil-
mente teniendo en cuenta que, dada la velocidad u de los
electrones, se puede escribir, recordando la tltima igualdad:

2 mc?

== —=—
u m u
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y como, por la hipétesis de Broglie, se tiene mc* ='h v

La tltima relacién da longitudes de onda del orden de
las de los rayos X.

§16. Ecuacion de Schrrodinger —Esta onda, asociada al
movimiento de la particula, debe satisfacer la ecuacién §
entre derivadas parciales que, como vimos, es requisito de
toda onda que se propaga. El primer miembro de §, cam-

2
biando la y por ¥ se expresa del siguiente modo: 374; =4Aa{y
el segundo, efectuando la doble derivacidn en 9, resulta
valer:

1 9% \P w? 22 x2 4 nd 2

Aor - #'T T matT T s

Por tanto, la ecuacidn § supone la condicidn:

y | (10)

que debe cumplir la onda supuesta.
Ahora téngase en cuenta que, por ser

E
v =3 y E = me®, resulta v = —
mu

y, por otra parte,

m u2

E¢o. =—=E — V= ; de donde: u = \/_2_ (E—V)
~ .

2
Sustituyendo el valor de u en el de v, sale para este:

o E
_\/2m(E——V)'
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Finalmente, sustituyendo en 10 el valor de v y el
de v resulta:

+

A\P+§~"——‘,mg—v)4’=0 (1)
que es la ecuacidon fundamental de Schrrédinger.

La deduccidn de esta ecuacidn ha sido hecha para un
electrén que se mueve sin campo exterior; el haber intro-
ducido a ultima hora el potencial V no. ha cambiado el
rigor. Igualmente hemos prescindido de la correccion rela-
tivista de la masa como si se tratara de velocidades # muy
pequeiias, aunque parezca ilégico que a la vez usemos la
relacion mc® = E. Todo ello ha sido en beneficio de la sen-
cillez. Por demds, la ecuacion de Schrrédinger es aplicable
a un campo cualquiera y para una velocidad cualquiera, para
cuyo caso la m representa la masa en reposo; también es
aplicable a un nimero de masas cualquiera en movimiento
generalizando primero su forma.

Al regir la ecuacion de Schrrédinger el movimiento de
una onda ¥ asociada al movimiento de un punto, indica que
la ¥ expresada en 9 debe ser una solucidn de la ecuacién 11.
El estudio analitico de dicha ecuacién nos dird las particu-
laridades que debe presentar este movimiento. La conse-
cuencia mds importante de este estudio analitico consiste
en que la expresidn 9 es una solucién de 11 Unicamente
para una serie discontinua de valores del pardmetro E (tén-
gase en cuenta que E entra en 9 por la relacién de E con v
y de éste con w) es decir que el movimiento de la particula sélo
puede tener realidad cuando su energia E cumpla ciertas res-
tricciones.

Ejemplo: Un primer ejemplo nos dard idea sencilla de
estas restricciones. Sea un girdscopo o mejor un volante, de
momento de inercia I, constituldo por una llanta infinita-
mente delgada de radio 7. Es un movimiento que no tiene

energla potencial. El valor del paréntesis de 11, que es la
. . alg 4 M
energia cinética, se reduce a —, donde <’ es la velocidad an-
2
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gular y « el dngulo descrito por el volante. En el primer
miembro, como se trata de un movimiento de rotacion, se
debe cambiar la coordenada x por la s, contada sobre la cir-
cunferencia del volante, de modo que

Sustituyendo el valor de ds* =r* da* y el valor de a, y
teniendo en cuenta que v=r g resulta la siguiente forma
para la ecuacion de Schrrédinger:

v =0. (1)

Ahora bien: para que una onda de la forma 9 sea una
solucién de esta ecuacion se deben cumplir las condiciones
analiticas que antes hemos previsto; ficil es hallarlas para
este caso sencillo.

La onda serd ahora, poniendo en vez de x el dngulo a

v=1osen. (Wi — ' )
o mejor, para un instante dado, ¢ = 0:
"= Yo sen, W' «

y acompailard al volante en su movimiento. Resalta inme-
diatamente, que si nos fijamos en un punto cualquiera del
volante corresponde a la vez a un 4ngulo @y a la serie de
dngulos que se obtienen sumédndole n2 = (1, numero entero).
Por tanto si w no es entero, esta serie de dngulos no dard el
mismo valor para la fase correspondiente a un mismo punto
del espacio, lo que es un absurdo. Para que ésto no
ocurra es preciso que «’ sea un numero entero, es decir,
w =2mn/A =1, 2, 3,.. 0 sea la longitud de la onda de fase
debe ser un divisor exacto de la circunferencia del volante.

Dando a ' la serie de valores' indicados se obtienen las
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distintas funciones que expresan la multiplicidad posible de
ondas asociadas que puede poseer el volante:

Yo sen. a, Yo sen. 2a, o sen, 3a ..,
correspondientes a las longitudes

4

A==o2m,m,—, ..,

Esta serie de funciones posibles se llaman fundamentales o
propias correspondientes al volante. Derivemos ahora dos

Veces con respecto a « y comparando con la altima ecuacién

. . 8z IE
de Schrrédinger se obtiene para w’ el valor w2 = --%"; 0 sea

w?, dando a

para E caben dnicamente los valores E =
8n'

w los valores 1, 2, 3, ... Estos valores de la energia son los
llamados walores propios correspondientes a las distintas
funciones propias. El volante en cuestidn sélo puede po-
seer aquellos valores de la energia que sean iguales al

valor multiplicado por la serie de ndmeros naturales.

8n31
Sustituyendo por mv® a E resultan como valores posibles
para la velocidad lineal del volante

b
V= ——— X (1, 2, 3, ...);
4® I m

la velocidad puede poseer valores multiples de esta fraccidn.
Sensiblemente ninguno de estos valores puede medirse
experimentalmente con la exactitud necesaria para ser com-
probados, porque la pequefiez de b supone una pequeiisima
diferencia entre dos de ellos sucesivos; para que esta dife-
rencia sea observable, es preciso acudir a otros ejemplos,
como los que da el andlisis espectral. Pero st que se podrs
hacer la afirmacidn siguiente: si la velocidad del volante
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posee valores discontinuos, ei crecimiento de la misma
puede hacerse inicamente por saltos bruscos, lo que resulta
un absurdo si no se tiene en cuenta la. imprecisidn que en
la determinacidn de la veloc1dad introduce el principio de
incertidumbre.

Lo dicho para este ejemplo es generalizable a cualquier
otro, de modo que, en el caso general, la ecuacién de
Schrrédinger sélo tiene soluciones para ciertos valores de la
energla E llamados propios, a cada uno de los cuales le
corresponde una solucién que serd la funcidn fundamenial
o propia.

§ 17. Aplicacion al oscilador elemental—Sea un oscilador
harmdnico lineal que vibra sobre el eje de las x, segtin la
expresion

X = X, sen. wi.

Como sabemos, este movimiento estd producido por una
fuerza proporcional a la elongacién, que vale:

F = — mw? x.

La energia potencial, cuando el mdévil se encuentra en
una elongacién x valdrd

x X mw'!x!
V=—dex=—f—mw’xdx= =2 mn?2x2,
o 2

Por tanto, la écuacién de Schrrédinger, en este caso par-
ticular, tendrd la forma

3
d_i_i_&ﬂ_m(E 2mt @ mx?) =0
dx’ o

ecuacion que es del tipo
y +(—x)y=0
cuya integracion se verifica por medio de unas funciones
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llamadas de Hermite, que se designan por Hy (x), formadas
ppor ciertos polinomios de grado n. Las funciones fundamenta-
les obtenidas, en este caso con mayor dificultad que para el
volante, tienen la forma:

$n (x)::Ae_é_H,,(x)

donde A es una constante y Hy el polinomio de Hermite
de grado n; a estas funciones les corresponden los walores
propios siguientes de la energia

E.,=(n +—I-)hv :
2

donde n representa la serie de los nimeros naturales.

Por lo que se ve los valores que puede tener la energia
de un oscilador se diferencian en multiplos de by, igual
consecuencia que nos habfa dado la aplicacién de la condi-
cién de Sommerfeld, con la diferencia de que el valor mis
pequeiio que puede tomar la energia es,para n=0, E,=bv/2,
mientras que allf era 0. Las medidas resultados de los calores
especificos, principalmente a bajas temperaturas, confirman
mds bien el resultado de la ecuacién de Schrrédinger frente
a la de Sommerfeld.

§ 18. Electron con trayectoria circular plana.—Este caso,
equivalente al tipo del primitivo modelo atémico de hidré-
geno de Bohr, se resuelve sustituyendo en 11 el valor
de E¢in. en vez de E—V, y teniendo en cuenta, como ya
dijimos al tratar del 4tomo de Bohr, que E¢n.=— V/2,y
que, a su vez, V= —¢*/r, resulta Ecn, = ¢’/2r; sustituyen-
do dx® por r*des.

@y 8xtmer?
d a2 271 b2

e introduciendo nuevamente la energfa cinética:

Ay  2ntmet

da? b Ecin.
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La solucidn de esta ecuacidn es también una funcidn fun-
damental, de la misma forma que para el volante:

b =Y sen. v a,

es decir, una onda que se propaga a lo largo de la trayectoria
circular del electrén. Del mismo modo que para el volante,
veriamos que esta onda no puede tener una longitud cual-
quiera para que ¥ no sea multiforme. Es preciso, pues, que
se verifique la relacidn w' = 1, 2, 3, ... 0 sea, las funciones
propias quedan convertidas en -

Y = o sen. (# «) : (12)

donde # es un numero entero cualquiera. Teniendo en
cuenta que ' = 2x/3, esto significa que la longitud de onda
debe ser un divisor exacto de la longitud de la trayectoria.
Derivando dos veces con respecto a «'se obtendria, com-
parando.el resultado con la tltima ecuacién diferencial:

2 w2 m ek 2nimet 1
w2=n =-———; dedonde Eij =———;
Ecin. b2 b n2

esta es la misma expresién que hemos encontrado anterior-
mente, por medio de la condicidn de Sommerfeld, para los
posibles valores de la energia del electrdn, es decir, para sus
valores propios: La Mecédnica ondulatoria coincide con la
teoria de Bohr, para este caso. _

§ 19. Caso de trayectoria cualquiera.—Para este caso fué

" preciso anteriormente aplicar las tres condiciones de Som-

merfeld con tres nimeros cudnticos correspondientes, cuyas
relaciones mutuas y restricciones se descubrieron con un
criterio no muy preciso, mds bien apoydndose en hechos
experimentales. La aplicacidn de la ecuacién de Schrrédinger
conduce, en cambio, directamente al descubrimiento tedrico
de estos tres numeros y sus relaciones. Para resolver esta
ecuacién en este caso, es preciso un aparato matemadtico
algo mds complicado. Conviene expresar el movimiento del
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electrdn por las tres coordenadas esféricas usuales, 7,06, 9y
dar, por consiguiente, dicha ecuacién en estas tres coorde-
nadas. La integracidn se verifica sustituyendo en esta ecua-
cidn una solucidn particular de la forma

y=f1 (N 12 (8) f5(9)

formada del producto de tres funciones de r, de o, y de ¢ tini-
camente, para las cuales se halla las formas Ral, Pim (cos. 6)
y eimg, respectivamente.

La primera lleva incluido un polinomio de Laguerre,
con dos pardmetros numéricos, / y n, correspondientes a los
ntimeros cudnticos antes hallados y sometidos a las mismas
relaciones que alli. La segunda es una funcidn de Legendre
con los nimeros ! y m correspondientes también a los nime-
ros cudnticos ya citados; la tercera contiene tinicamente el
cuanto magnético. Toda funcion fundamental propia tendrd,
pues, la forma general

¥ = Ra1 (r) Pin (cos. 8) emp (13)

Para encontrar todas las funciones propias posibles, por
tanto, es necesario dar las tres series de valores posibles

~an, 'y mcon las restricciones indicadas en el pdrrafo 7.

La Mecdnica ondulatoria halla, pues, los tres nimeros
cudnticos como consecuencia analitica de la ecuacién de
Schrrédinger. En cambio, el efecto o cuanto spin no aparece
en la Mecdnica ondulatoria; es preciso para ello llegar a la
ecuacidn de Dirac.

§ 20. Interpretacion de las funciones propias. — Hemos
dejado, hasta ahora, como arbitraria la significacidn de la
funcién ¢; no sabemos qué magnitud representa. Sdlo po-
demos decir que en cada punto del espacio tiene un valor
numeérico, sin concretar a qué se refiere este valor numérico.
Toda interpretacién de la misma es puramente hipotética,
puesto que hasta ahora tinicamente ha servido para que los
valores propios del pardmetro E que contiene nos diera los
posibles valores numéricos de la energia de un sistema, es

3

132




LOS CUANTOS DE ACCION

decir, nos ha servido como medio de anilisis. No obstante,
cabe atribuirle una significacién directa siempre que se eleve
al cuadrado (o se multiplique por su conjugada si fuese
imaginaria). Efectivamente: la funcidn ¢ elevada al cuadrado
permite, por un lado, enunciar ciertas reglas de seléccidn y,
por otro lado, permite explicar los experimentos de difraccién
e interferencia de electrones, admitiendo que la intensidad
de la energia es proporcional al cuadrado de 4, andlogamen-
te a las interferencias luminosas donde la intensidad es pro-
porcional al cuadrado de uno de los vectores, eléctrico o
magnético.

Para buscar la significacion de y serd 1util un pequefio
ejemplo de cdlculo de probabilidades: Sea una caja que con-
tiene dos bolas blancas y una negra; si sacamos una de
ellas, la probabilidad de que sea la negra vale 1/3. Sea otra
caja con tres bolas blancas y una negra; la misma operacién
supone una probabilidad para la negra que vale 1/4. Gene.
ralizando ahora el concepto de densidad, podremos decir
que la densidad de bolas negras frente al total de bolas que
existen en la primera caja vale 1/3; igual definicidn para
la segunda da 1/4. Finalmente, la probabilidad de sacar a la
vez una bola negra de ambas cajas, vale = x ]f_ En este

3
ejemplo, por tanto, densidad y probabilidad significan lo

mismo. _

Anilogamente, si ¥4 y ¥m son dos funciones fundamen-
tales, el valor ya (, ¥, z,) dx dy dz repreSentard la densidad
de la funcidn ¥q en el volumen dr = dx dy dz, y ¥m(x, ¥, z,)
dx dy dz tendréd significacidn idéntica. Ahora bien:el producto

‘!‘u '4’m d T

referido al elemento dx dy dz, significard la probabilidad de
coincidencia de las dos funciones ¥a ym en dicho elemento,
probabilidad abstracta porque dichas funciones no represen-
tan ninguna magnitud. Pero si formamos el producto

eYm Padr,
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donde ¢ es la carga eléctrica del electrdn, dicha probabilidad
tiene las dimensiones de una carga eléctrica. El valor de
esta expresion es lo que estimaremos como densidad eléctrica
en el elemento de espacio dr, correspondiente a los estados
de energia que nos dan ¥, ¥y ¥m, o sea a sus valores pro-
pios, En y Em.

Por esta definicidn se ve que la carga eléctrica posee una
densidad que se distribuye por todos los puntos del espacio

donde no se anule el producto ¥n $m. Pues bien: la carga -

total serd la integracidn de esta densidad en todo el espacio.
Resulta entonces que, llamando ¢, la carga total distribuida
en el espacio, vale:

ey=¢f Yadm d 1. (14)

Se puede demostrar que si n=m la integral vale la unidad
y si n es desigual a m la integral vale cero. (Nota matemadti-
ca 1). Significa esto que la carga total del electrdn estd
distribuida en todo el espacio en forma de una misma
funcidn ¢, cuya integral al valer la unidad nos da el mismo
valor ¢ para la carga total del espacio.

Resulta, pues, que existe una densidad del electrén en los

distintos puntos del espacio. Serd, pues, interesante el estudio

de la densidad de las funciones ¥ que le dan origen, asi como
de los productos ¥m ¥s; pero este estudio es de gran dificul-
tad, por lo que nos’ limitaremos a citar los resultados para
el 4tomo de Bohr.

Para el tipo primitivo del 4tomo de Bohr, la densidad de
funcidn propia vendrd representada por una funcién se-
noidal (12) a lo largo de la trayectoria del electrén con uno
o n nodos, seglin sea l o n el nimero de esta funcidn fun-
damental. La densidad eléctrica representante de este elec-
trén no estd reducida a un punto, sino que se esparce sobre
toda la trayectoria en funcién cuadrdtica del seno del 4ngulo,
como la intensidad de energia correspondiente a la vibra-
cidn de una cuerda en onda estacionaria se cuenta a lo largo
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de la misma en funcidn cuadritica de su amplitud (N. ma-
temdtica 1).

Esta sencilla distribucion o dilucién de la carga eléctrica
es solo aplicable al caso citado. Es suficiente una pequefia
generalizacion, como la que corresponde al electrén del
dtomo de hidrégeno con trayectoria cualquiera para que el
cdlculo resulte dificil. En el caso que citamos serd preciso
hacer uso de las funciones dadas por la férmula 13. Expre-
sando los resultados del cdlculo de estas funciones por un
grafico, resultan las curvas de
la figura. De ellas, las tres de y °‘=1€ puncdv

la izquierda se refieren a los ¢ E i‘i
nimeros cudnticos n=1] 4
l=0; n=2,1=0; n=3, - \

I =0 y corresponden a la n:

distribucién radial. Mds in-

M
teresante es el grificode den- ~N__ [ N\

sidades, también en su rela-

cidn con respecto a la distancia al centro del dtomo. La
figura de la derecha representa la densidad correspondiente
a los mismos ndmeros cudnticos.

Como se ve, la densidad eléctrica no se acumula en un
punto del espacio sino que se diluye en todas sus dimensio-
nes, presentando, eso si, como se ve en la figura, distintos
maximos. Esta dilucién de la carga del electrén significa
dos cosas: o bien que su carga estd repartida por todo el
espacio de modo que segin el estado cudntico en que se
encuentra obtiene distintas formas, lo mismo que ocurre a
una masa de humo que sin variar la cantidad total de polvi-
llo de carbén que contiene cambia de formay de concentra-
cidn de unos puntos a otros del espacio que ocupa; o tam-
bién significa que el electrdn, con una carga reducida a un
volumen muy pequefio, puede encontrarse en un punto
cualquiera del espacio, con una probabilidad de estar situado
en un punio determinado dada por la ordenada de la curva que
representa la densidad.

Cualquiera de las dos interpretaciones no permite hablar
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en concreto de la posicion del electrén mas que como den-
sidad de carga en un punto o como probabilidad de que se
encuentre en dicho punto. Porej., la fig. 4 indica que la
densidad del electrén que posee el cuanto n=1yl=m=0
tiene un mdximo muy acusado a una distancia 7o, densidad
que decrece por ambos lados, no sin ocupar un espacio re-
lativamente grande comparado con las dimensiones del .
itomo; también se puede interpretar diciendo que la posicidn
de mayor probabilidad del electrén corresponde a la abcisa 7o,
de ordenada maxima, lo que no excluye que en un momento
dado este electrdn, sin cambiar sus nimeros cudnticos, pue-
de encontrarse a una distancia r cualquiera del centro del
itomo con una probabilidad dada por la ordenada correspon-
diente a esta abcisa 7.

Estas consecuencias del significado dado por Schrrédin-
ger a las funciones fundamentales, tienen su confirmacién
en ciertos experimentos de desintegracién de la materia..
Para que un ién pueda penetrar en el interior de un nucleo
atémico arrastrando con él en su salida a protones de éste,
produciendo con ello una desintegracion, es preciso, segun
la teorla, disponer de un voltaje de varios millones de
voltios. Pues bien: sin llegar a este voltaje se ha conseguido
la mencionada penetracidn. La explicacion de este hechoy
otro observado por el fisico Gamow, que resefiaremos des-
pués, reside en lo siguiente: el nacleo de un cuerpo ra-
diactivo produce un potencial en el espacio, dado por la
curva de trazo continuo. Para entender esta curva hay que
tener en cuenta que a distancias relativamente grandes del
ntcleo en relacidn a su radio, 7., el potencial del mismo

. . . e
tiene la forma newtoniana, — (e, carga del nucleo), cuya
. r

curva representativa hemos puesto de trazos. A distancias
pequefias, en cambio, el ntcleo deja. sentir su heteroge-
neidad eléctrica y, una vez en su interior, el potencial es
decreciente hacia el centro, o sea, el campo eléctrico en esta
region es atractivo, pues de otro modo no se concibe cémo
pueden ser retenidas las particulas « que son positivas. En
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total, se forma una curva representativa de la variacién del
potencial con la distancia (la de trazo continuo en la figura),
que presenta un maximo para r, y un
minimo en el centro del nicleo. De V| \
ello resulta que, para que una particu-

la « salga ge uE m;lcleo rad};activo, A T
debe rebasar este méximo de potencial Yo r
a costa de su energla (cinética, p. e.). :

Pero es evidente que una vez pasada

la cuspide, al final de la pendiente, recobrard la energla per-
dida; pues bien: éxperimentos que no citamos aqui demues-
tran que la energia que posee la particula «, ya libre del
nicleo atdmico, es inferior al potencial que atraviesa en el
punto r,. Cosa analoga puede decirse para las particulas
que, siguiendo una marcha inversa, producen la desintegra-
cion: la energia que llevan, por causa del poco potencial
disponible, no es bastante para vencer la ciispide menciona-
da y, sin embargo, la experimentacidn atestigua que dicha
ctiispide es atravesada. §Como se explica, pues, esta paradoja

\,

que una particula pueda escalar una pendiente para la cual:

no posee bastante energia?

La paradoja expuesta tiene su origen én el hecho, hasta
ahora axiomdtico, de que la masa de la particula ocupaba
un volumen muy reducido, casi puntual. Si, en cambio,
admitimos la interpretacion dada en la pigina anterior, la
masa de la particula diluida en una nubecilla, de forma des-
conocida, puesto que desconocemos su funcién fundamen-

tal, representante del movimiento de dicha particula, ocu-

pard a la vez la parte anterior y posterior de la cresta de
potencial; atravesar esta cresta no significa, pues, sobrepa-
sarla, sino pasar de un lado a otro la parte de nube (o
carga) que estd dentro. ‘

Otra forma de salvar la paradoja consiste en la interpre-
tacidn probabilistica. Significa ésta que no existe seguridad
respecto al punto donde se encuentra una particula; no co-
nocemos mds que la probabilidad de que se encuentre en
determinado punto, de distancia r al centro, que viene dada
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por el producto ¢ dr (Ver Nota matemdtica 1); como este
producto es muy pequefio fuera de la cresta 7o, significa que,
en un momento dado, serdn muy pocas las particulas que se
encuentran al otro lado de la cresta; pero, aunque pocas,
serdn lo suficientes para producir, en un caso, la desinte-
gracién y, en otro, la salida de la particula radiactiva por la
misma pendiente descendiente del potencial.

§ 21. Paso de un estado a otro.—Un elemental razona-
miento nos-puede explicar el paso de un estado a otro, o
sea de una funcién fundamental ¥; a otra ¥s, que llevando
anejo una variacidn, E,—E,, en la energia del sistema, cede
esta energia en forma de radiacién de frecuencia tal, v, que
se debe cumplir la relacién de Broglie (§ 1). ¢Pero cémo se

verifica el paso de un estado a otro, de una funcién a otra?

Vamos a probar de explicdrnoslo.

Las soluciones que hasta ahora hemos dado de 11 se
refieren a un instante dado; por tanto, no contienen a I.
Pero si queremos expresar la solucion en un instante cual-
quiera serd necesario que figure la ¢, Basta .para ello multi-
plicar por cos. wt y seguirdn siendo solucién de 11, como se
puede comprobar. Por tanto, la funcién fundamental ¥4, que
depende de x, y, z, podrd expresarse de la siguiente manera:

Y (%, 9, 1) cos. wu t

“(para corroborar lo dicho basta fijarse que la solucién 4’ de

una cuerda vibrante se puede transformar también en un
producto de factores funcién de x y de ¢; este producto se
obtiene inmediatamente desarrollando el coseno) donde v,
es la frecuencia del movimiento que corresponda al dtomo
emisor, de modo que, si E, es el valor propio de su energia,
se tiene E, = v,b. La funcidn ¥; es la funcién propia corres-
pondiente.

Pero la teorfa de ecuaciones ensefia que §, puede ser
también imaginaria, de modo que también serd una solucidn
la siguiente:

Yy (%, 9, Disen, 2wyt (i —_— \/——1)
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La suma de estas dos soluciones serd también otra solucién
Yy (cos. 2myy t—isen 2my f)=1,exp. 21wy’

(Se sabe por Mat. que ¢ix = cos. x — i sen. x).

La teoria de ecuaciones demuestra que a toda solucién
imaginaria le corresponde otra imaginaria conjugada (la con-
jugada de y se expresa por § ). Luego otra solucién serd:

Jpexp. —i2mnt

correspondiente al mismo valor propio E,. Para otro valor
propio de la energla, E,, se obtendrd por el mismo razona.
miento las siguientes soluciones:

Ygexp.i2muyt y bexp. —izmul.

La suma del par de soluciones, ¢, ¥ {,, €0 virtud de lo
dicho en el péarrafo 12, serd otra solucién que designaremos
por y, y la suma del otro par, , y 7, serd otra que designa-
remos por 3. El producto 4 J, que expresa la densidad, viene
dado por la siguiente expresidn

¢-$=(~plexp.i21rv‘t—|-% exp. i 2wy b)
(Jyexp. —i2mu b+ g exp. —i2myyt)

que, verificadas las operaciones, queda convertida en

by by - ba B by Fa exp. 2 mi(vy — vy) by dp exp. 2w (v —vy) 1(14)
que consta de un término independiente del tiempo y otro
-variable, equivalente a una pulsacion de frecuencia vy — vs. La

" frecuencia v, de esta pulsacién viene dada, haciendo uso de
la relacién fundamental, por la igualdad siguiente:

1
v (2, 1)=V2"”4=‘b—(Ee“Ei)-
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Esta es precisamente la frecuencia de la radiacidn emitida
al pasar de la funcién fundamental dada por el valor pro-
pio E; a la dada por el valor E,.

Si examinamos la expresion (14) observaremos que la
densidad eléctrica por ella representada no estd claramente
determinada, puesto que existen términos con un factor
variable con el tiempo (lo mismo ocurriria si se considera-
sen todas las soluciones posibles de la ecuacidn 11).

§ 22. Reglas de seleccion y de polarizacion.—La clisica
teoria electromagnética permite calcular la intensidad vy
estado de polarizacidn de una radiacidn emitida por una
carga e que posee aceleracion. El cdlculo de la misma da
una emisién proporcional al cuadrado de la aceleracidn.
Descomponiendo la aceleracién en dos direcciones, normales
entre si y a la direccién de propagacidn del campo, y lla-
mando Ix e Iy las intensidades, se puede escribir, designando
por ax y ay las aceleraciones correspondientes:

i wm e as? Iy« e? a3,

Teniendo en cuenta, si se trata de vibraciones harmdnicas
del tipo

x=rsen, (2mvt — x)
que la aceleracién x” viene dada por
X" = 4722 x,
La intensidad valdra:
i en (3 %)% Iy wn (ev? y),

y lo mismo podrd decirse para los distintos harmdnicos
que forman la vibracién compleja.

“Estas férmulas dan la intensidad de radiacién en dos
direcciones normales, lo que incluye en ello el estado de
polarizacién de esta radiacién. Naturalmente, estas dos fdr-
mulas no pueden dar resultados ‘exactos, porque en el
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cdlculo de las mismas no se tuvo-en cuenta ninguna condi-
cidn restrictiva cuantistica. Pero si, en vez de tomar la idea
de carga como puntual, la conceptuamos como algo que
reside en todo el espacio, cuya densidad viene dada por 14,
entonces en esta définicidn de carga va encerrada ya la
restriccion cuantistica. Sustitiyase, pues, la ¢ por su valor
segtin la interpretacidn de Schrrédinger (§ 20) enlos cdlculos,
y se obtendrd, de una vez, la intensidad, la polarizacién e
incluso las reglas de seleccion dadas en parrafos anteriores.
Los cdlculos son muy dificiles.

§ 23. Paso de la Mecdanica clasica a la ondulatoria.—Re-
cordemos ahora la ecuacién de Jacobi:

U [(0S\? [(9S\* [9S\? ,
) GG e @

y comparémosla con la de Schrrédinger (11), escribiéndola
primero en la forma siguiente:

[ )

de modo que el paréntesis significa la doble derivacién
de ¢ con respecto a las tres coordenadas. Evidentemente, las
ecuaciones (7) y (15) tratan de representar analiticamente
el movimiento de un punto material de masa m en un
campo de potencial constante: La primera representa los
hechos con exactitud siempre que se trate de movimientos
macroscopicos; la segunda los sigue con rigor para movi-
mientos de particulas eléctricas. La observacién de las dos
ecuaciones permite descubrir al momento un procedimiento
puramente formal para pasar de la primera a la segunda: en

R 2 A .
<——+——+~ +V—E[4=0, (15)
ox% 9y g2

. . oS .
vez de los impulsos px, o de sus iguales o (6"), se susti-
X

b9 :
tuyen los operadores i) lo mismo para y y z, cam-
2wl OX
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biando en orden de derivada lo que alli es potencia, sin
variar la significacién de V —E, con lo que se tiene el
operador encerrado en el paréntesis rectangular que aplicado
a ¢ da la ecuacién de Schrrédinger.

Ademis de esta regla para pasar de una forma a otra de

ecuacidn, cabe demostrar ficilmente que la ecuacién de
Jacobi no es mds que un caso particular de la de Schrrédin-
ger cuando b tiende a cero. Efectivamente: una de las solu-
ciones particulares de la ecuacién de Schrrédinger es 9'; por
razones andlogas a las del pirrafo 21 podemos llegar a una
solucidn de la forma ‘

a®s
B § 2wt
y=c¢e == exp.

S

que sustituida en la ecuacidn de Schrrédinger da:

2mi 4nS% 8n2m
S — E—-V)=0.
h b + h? ( )

Despreciando el primer término, obtenemos:

05)\? 05)\? 2S\?2
ox oy 0z

es decir, la Jacobiana. Para ello ha sido preciso que el primer
término sea muy pequeio frente a los demads: ello exige que
o bien b sea muy pequefio o bien que S’ lo sea; lo primero
significa que de ser b cero, la ecuacidn de Jacobi serfa sufi-
ciente para interpretar los hechos con rigor; lo segundo
exige que los valores de E — V sean grandes frente a los
de S”, como ocurre en los casos concretos de Mecdnica
ordinaria. '

§ 24. Principio de incertidumbre, de Heisemberg.—De la
Mecinica cuantistica de Heisemberg por cuyas dificultades
no la podemos plantear aqui, se deduce el principio de in-
determinacidn o incertidumbre. De é] ya hemos escrito an-
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teriormente como consecuencia del mecanismo de percep-
cién del hombre, pero no serd superfluo indicar aqui cdmo
se relaciona con las consecuencias de la Mecdnica ondula-
toria, asi como mencionar algunos casos en que este prin-
cipio tiene confirmacién independientemente de la percep-
cidn indicada. )

En el pdrrafo 21 hemos visto que mientras dura el ré-
gimen de transicidn de un estado de energia E, a otro de
energia E,, o sea, para el dtomo de hidrégeno, de una tra-
yectoria a otra del electrdn, se verifica la relacion:

EI—E2=AE=\!;},

donde v es la frecuencia de pulsacién que alli resulta para
la superposicidn de dos estados a la vez que la frecuencia
de la radiacidn emitida. Sustituyendo en vez de su inversa,
el periodo de vibracién T, que, por ser pequeilo, le llama-
remos A T, resulta:

AEAT=5.

Esa es evidentemente una forma del principio de incer-
tidumbre tal como la enunciamos anteriormente, enten-
diendo que AT representa, a la vez, el tiempo que tarda la
radiacion en ser emitida. La interpretacion de esta relacidn
es la misma que all vimos.

Otro hecho de ficil explicacién que confirma el princi-
pio de incertidumbre es la difraccién de la luz y de una
radiacidn cualquiera. Llega un haz de rayos paralelos R
sobre una pantalla P con una rendija de amplitud a. Sabe-
mos que la radiacién se difracta con un dngulo » que vale

A c

sen, & =m——s=—
a va

3

teniendo en cuenta que v = ¢. Por otro lado, los fotones
que proceden de la izquierda de la pantalla y que llevan,
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ev1dentemente una direccidn perpendicular a la misma, al
pasar a través de la pantalla no sabemos cuidl

EP% serd su direccion de propagacién que puede
— % oscilar por dentro del dngulo «; desconocemos,
— por ello, cudl serd la componente del impulso

\ r . - .
—| \J' segln una de las direcciones, la del eje y, por
» ejemplo. Teniendo en cuenta las relaciones:

impulso = mc; mr=bhv

y observando que la propagacidn del foton debe encontrarse
limitada por dentro del 4ngulo &, resulta que el impulso

segun el eje de las y puede oscilar en un valor de cero

a mc. sen. a., por lo que

by c b
Apy=mcsen, a —m— - — = —.
4 va a

También desconocemos el punto de la rendija por donde

ha pasado el fotdn con un error evidentemente no superior
a a; luego:

Ay=a ; Apyay=h

que es la relacidn que hemos enunciado anteriormente.
La certidumbre con que se conoce el impulso del foton es inversa-
mente proporcional a la certidumbre con que se conoce su posicidn.
Como caso limite se conoce con exactitud el impulso del
foton antes de penetrar en la rendija, puesto que sabemos
que mueve perpendicularmente a la pantalla y vale mc, pero
en este caso el error posible en la apreciacidn de la posicidn
es infinito, puesto que no sabemos ddnde est4.

Otro ejemplo interesante lo da el microscopio. El poder
separador del mismo equivale, como se sabe, a la mayor
longitud apreciable, o sea ax, cuya férmula, segun la Mi-
croscopia, es:

4
AXx— —mM
29 Sen, a
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‘representando por v la frecuencia de la luz utilizada y

por « la abertura con que los rayos penetraran en el objetivo.
Por otro lado, la visidn de una particula

supone que un rayo de luz, o mejor un L >L

: M . ‘°<-': .
' fotdn, ha sido desviado de su camino, des- _%a8y”
: 'é : l d l f t ,‘(‘or Geﬁctfolﬂ
viacién que viene regulada por el efecto  Z

Compton que indica que esta desviacidn

del fotén produce una variacidn de velocidad en la particula
y con ello una variacidn en su impulso. La mayor variacién
en este impulso corresponde al caso en que el fotén en-
cuentra la particula seglin un dngulo « y es dispersado con
el mismo dngulo. En este caso, el impulso de la particula,
segtin Compton, viene determinado por un error no supe-
rior a:

2hv
Apx = Sen., «.

El producto de este valor por el anterior da el resultado:
Apc Ax= b

conforme al -principio de incertidumbre: Todo aumento del
poder separador de un microscopio supone una pérdida de preci-
sion en la percepcion de la velocidad de la particula observada.

Hemos visto en el § 16 que la velocidad del volante, alli
representado por una onda, crece a saltos bruscos y lo mismo
puede decirse de la velocidad de otro punto o cuerpo mdvil
que se represente. Evidentemente, repugna admitir un salto
brusco en la velocidad; pero bien entendido este salto no
existe, porque su valor, en cualquier medicién que pueda
hacerse con los aparatos mds precisos, es siempre inferior a
la a vfijado por el principio de incertidumbre.

Lo mismo puede decirse a los valores discontinuos que
en los ejemplos anteriores sale para la energia. Evidente-
mente el valor de ésta no varia bruscamente; lo que ocurre
es que la diferencia entre dos valores sucesivos cae dentro
de los limites del principio de incertidumbre.
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CAPITULO IV

ECUACION DE DIRAC

La ecuacidn de Schrrédinger permite deducir los tres
numeros cudnticos, n, m, I, que a su vez son resultados ex-
perimentales. Pero queda sin justificar el cuarto numero
cudntico, «, el Spin, que dicha ecuacién no contiene, por lo
que resulta incompleta para representar los hechos. ;Serd
esto debido a que, hasta ahora, no hemos tenido en cuenta
los efectos de la Relatividad restringida y generalizada? La
primera porque cuenta con una variacién de masa con la
velocidad y anade una cuarta coordenada, cf, para la des-
cripcidn de los fendmenos, y la segunda porque da una for-
ma tensorial lo mismo a la materia que a la radiacion, per-
mitiendo incluir ambas aditivamente en las ecuaciones de
Dindmica.

Trataremos, pues, de incluir el relativismo especulando
sobre los resultados a que nos conduce, para el caso sencillo
del movimiento de un electrdn, primero en un espacio libre
de fuerzas y después en un campo electromagnético.

En Mecdnica se obtiene como expresién de la Jaco-
biana correspondiente a un electrédn en movimiento sin
campo exterior, y teniendo en cuenta que la energla
total vale:

Mo 2

Vi—pg’

I v
(mo == masa en reposo, m = masa e€n movimiento; ﬁ _
[4

E=mce:

donde v representa la velocidad del electrén), la expresidn:

E2
mc2 2 -l_Pxi-l_PyQ “i‘Pz2 - 7 =0.
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A esta expresién puede ddrsele una forma que recuerde
mejor la relativista, Para ello recordaremos que, andloga-
mente a que "

y otras expresiones en ¥ y en z, se puede escribir un cuarto
impulso referido a la coordenada ct:

d
pctzm—g?:mc

¥y, teniendo en cuenta que E = mc? (§ 11), resulta, para esta
: E

componente del impulso, el valor pc:=—c—, lo que susti-

tuido en la ultima expresidn da:
Py P — pd 4 m2 2 =0

o bien la forma mds abreviada:
i:pk9+m°9 2=0 (1)

que es la expresion de la Jacobiana para un electrén tenien-
do en cuenta la relatividad restringida.

Esta expresion obtiene una forma mds generalizada
cuando €] electrén se mueve en un campo de fuerzas o sea
un campo electromagnético, porque las otras fuerzas posi-
bles, las gravitatorias, no tieneén importancia frente a las
primeras. Para lograr esta expresion recordaremos que la ley

fundamental de Dindmica, que contiene como caso particu-

lar la ley de Newton y las leyes de Fluido-dindmica, es

o (T 4- Sk¥) 0
0 xk o

147




La Jacobiana re-

lativista

Ecuacidn de
Schrrodinger  re-

lativista

ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE VALENCIA

donde T es el tensor material y S el tensor electromagnético.
Esto nos interesa en cuanto nos dice que en Relativismo se
presentan la materia y la radiacién sumadas, aparejadas, en
el sentido que, cuando nos encontramos un problema re-
suelto para la materia aislada o una ecuacién referida a ello,
serd suficiente sumar el tensor electromagnético al material
para obtener la.ecuacidn referida a la materia y.a la radiacién
a la vez.

Esto nos permite ampliar la ecuacién 1 para cuando
existe un campo electromagnético. En este caso la parte
material estd representada por los impulsos px. Debe bus-
carse, pues, los impulsos correspondientes al campo: Se
obtienen ficilmente, andlogamente a como lo hemos hecho
para el impulso pe, dividiendo la energla representada por
una carga ¢, en presencia de un campo con potencial, por la
velocidad de la luz, ¢, con que se propaga. El potencial de
un campo viene dado por el potencial vector, K, cuyas cua-
tro componentes son ks, ky, kz, 9. La expresion definitiva de
la Jacobiana serd, pues, la que se obtenga de la expresidn 1
sumando a los impulsos materiales los electromagnéticos:

4 e K\?
I | e +—)+mo’ﬂ:0.

4

Pero a nosotros no nos interesa esta Jacobiana que re-
presenta la ecuacidn del movimiento contando con la Rela-
tividad restringida y generalizada, pero que no contiene el
fondo cudntico de los hechos, sino una ecuaciéon que lo
resuma todo. Eso lo lograremos si generalizamos la regla
formal, dada en el § 23, para pasar de la Jacobiana no relati-
vista a una ecuacién que podriamos llamar de Schrrédinger
relativista.

Al tratar de aplicar la regla formal indicada nos encon-
tramos aqui con un cuarto impulso, pe, para el cual no
dimos alli ninguna regla, pero que generalizado puede de-

. . oS o
cirse que equivale a — TRALE a su vez, puede sustituirse
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b 2 . L,
por el operador‘—'T » de modo que la ecuacién bus.
o 2wt Of . : :

cada es .

b0 e 2 b ()' IR
. - kx) Yy Z) - <\ — + - (P) +m09 C’] ?:0(2)
2m1 Oy y, 2 ¢ 2mi Ot ¢ '

donde el paréntesis rectangular significa el operador que se
aplica a y en el sentido que las potencias se transformen en
orden de derivacién

§ 26. Ecuacién de Dirac.—1ILa ecuacidn (2), no obstante.el
rigor Iégico con que ha sido planteada y su grado de gene-
ralidad al haber introducido en ella la energfa magnética, no
contiene el efecto del electrén rotatorio o spin; es insuficien-
Le, pues, para interpretar los hechos. Aparte, ademds, que es
de segundo orden en ¢, lo que es un inconveniente para una
teorfa de las transformaciones, de la que nos vemos precisa-
dos no hablar. _ S

Para interpretar los hechos experimentales  se necesita,
po_r'tanto, una ecuacién que, ademds de contener el efecto
spin, sea de primer orden en ¢ty en las coordenadas.de espa-
cio para que conserve su invariancia frente a una transfor-
macién de Lorentz, como exige el Relativismo. Pero la
ecuacién de Schrrédinger, que es de segundo orden en x, ¥, 2,
nos ha servido hasta ahora con relativa fecundidad para

, ordenar los fendmenos, y no puede ser equivalente a una de

primero, pero si a varias de primero. El ejemplo siguiente

. I3 ' ” aV ]
nos ilustrard: El postulado de Newton mx" = — ~, cstire
X

presentado por una ecuacién de segundo orden'y es equiva-
lente a las dos de primero:

' — impulso d impulso av
x' = impulso; ———9— = — —,
_ dt dx

Dirac admite como ecuacién adecuada la siguiente

(Po =+ oy py &g P =4 a3 p3 2y mc) y =0 (3)
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donde las p; tienen la significacién dada anteriormente (§ 23)
y las & son coeficientes a determinar, procurando que esta
ecuacion sea equivalente a la 2 en caso de carencia de campo
electromagnético, transformindola previamente en una de
segundo orden por la aplicacién del operador siguiente.
(Nota matemadtica 2).

(— po 4 o py + @ po + g p3 + ay m C). .

Determinados estos coeficientes la ecuacién 3 obtiene la
forma

(po+broipy+proapatprogps+p3me)y=0

donde las pj y oi tienen la forma matricial. (Nota matemd-
tica 2). Por causa de la forma matricial de estos coeficientes
esta tiltima ecuacidn es equivalente a otras cuatro con coefi-
cientes ordinarios.

Generalizando, como hemos hecho anteriormente, po-
demos suponer la presencia de un campo electromagnético,
por lo que en la ecuacién anterior, segtin expresa la ley
general de Relatividad (§25) sumaremos a los impulsos pi las

€
componentes — g procedentes de este campo, y transfor-
(4

mando esta ecuacién en otra de segundo orden por la apli-
cacién de un operador, anilogamente a como lo hemos
hecho antes, se obtiene la siguiente ecuacidn: )

¢ 2 - 2
[—— (Po +—90)+2‘-<Pk+-—9k)+
c k c
eh

1eh
+ m? ¢9+—Zaka+—p,2akEk]xp=0.

2mwck 2rc

Esta es la ecuacidn de Dirac y tiene dos partes: la prime-
ra, compuesta de los dos primeros términos, coincide con la
ecuacién 3, sin coeficiente matricial alguno; la segunda,
compuesta de los otros dos términos, tiene coeficientes

150




LOS CUANTOS DE ACCION

matriciales y se refieren el uno al campo eléctrico y el otro
al campo magnético. El referente al campo eléctrico no tiene
significado real porque lleva el coeficiente imaginario 4.
Supdngase para mayor sencillez que el campo electro-
magnético, en donde se mueve el electrén, tiene como tnica
componente un campo magnético en la direccion del eje de

las x, designado por H. Entonces el término material se
eh

reduce a o H, que es el que representa el efecto spin.

2w
Para demostrarlo recordaremos que el momento magnéti-
co,M, de una corriente formada por un solo electrén que des-

=M,

cribe un circulo de radio r con velocidad v vale
2

que, en funcion del impulso mecdnico, p=m v r, viene
dado por:

[
M=—_L
2m

Pero en virtud de la cuantizaciéon de todo movimiento, es
preciso que

:w | nh
pda=nb=2mp ; osea: p=—.
o

2w
.. enh .
Luego, el momento magnético vale M = y la energia
4mm
. enh
magnética: M H= H.
4 °m

Comparemos ahora con la Gltima ecuacidn. Para ello re-
cordaremos que ésta procede de la Jacobiana (7') en la que
si se quiere que sus términos tengan las dimensiones de una
energia es preciso dividir por el factor 2m que alli aparece.
Entonces el tercer término de la ecuacidn anterior tiene

la forma
eh

4 cmc

ok Hi

que coincide con la energia de un electrén circulante en el
seno de un campo magnético H, tal cual antes la hemos
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calculado, para el valor cudntico n =1, teniendo en cuenta
que la ¢ aparece por causa del paso de unidades magnéticas
a electrostdticas y la ox puede tomar los valores de las ma-
trices (Nota matemidtica) que son los I..

De esto se deduce, pues, que la ecuacién' de Dirac tiene
un término que representa la energfa de un electrén por
causa de su movimiento en'un campo magnético, separado
de los otros términos y cuantizada, por tanto, independien-
temente. Pero el resultado de la experimentacidon si que

presenta esta cuantizacidn, pero con un valor la mitad del
anterior, o sea —I—.
. 2

Para subsanar esta anomalia, Uhlembeck y Goudsmit
imaginaron el electrdén esférico, con extensidn, provisto-de
carga superficial y masa uniforme girando alrededor de'un
eje que posee un momento mecdnico la mitad de valor del
correspondiente al valor de su magnético. De este modo las
expresiones anteriores se refieren al electrén giratorio y no
circulante que segtin que su eje sea paralelo o antiparalelo
el campo magnético posee 0‘5 6 — 0°§ de accion, tal como
indicamos antes al hablar del spin.

Como se ve, estos resultados se salen de las ideas de la
mecdnica ondulatoria, pero satisfacen los experimentos. Po-
siblemente no son todos ellos mis que muestras aisladas de
una teorfa mds general que lo sintetice todo.

§ 27.—Variacién brusca del signo y de la masa de una
carga eléctrica.—Una nueva conquista de la ecuacidn de
Dirac resulta de la comprobacidn de una consecuencia que
primeramente parecid absurda y quedé confirmada después.
Se trata de saber cudl esla transformacidn de la ecuacidn, si
imaginamos que ella en vez de una carga ¢ de masa m se
refiere a una carga —e con la misma masa. Al hacer esta sus-
titucion resulta exactamente la misma ecuacién, como puede
comprobarse. Esto indica que las soluciones de una ecua-
cién en + ¢ o en — ¢ son soluciones de una misma ecua-
cién y, como precisamente el fundamento de esta Mecdnica
consiste en el paso de una solucidn a otra, resulta que se
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puede pasar de una solucién o estado en + ¢ a otra solu-
cién o estado con —¢, o sea ¢l signo de una carga elécirica
puede cambiar expontdneamente. Andlogamente puede demos-
trarse -por el ‘mismo camino otra consecuéncia mis pere-
grina: que la masa de una carga elécirica puede bacerse brusca-
mente negativa; es decir, una masa que adquiere una acele-
racién-de sentido contrario a la fuerza aplicada.

Nota matemdtica 1. Eligiendo un caso particular qhedara’t
comprobado ficilmente. Sea la funcién ¥a = Yo sen (n 2), ya
estudlada en un e)emplo anterior. Se tlene, temendo en
cuenta que, en este e]emplo el volumen d~ serd propor-
cional ad« y quen = m

’ i [ — COS.2Ma '
Yadmdr = o2 sen.? (na) du = Jo? — da=m{l.
° o ) o 2 )

La densidad viene expresada por un cuadrado de Yo ana-
logamente al electromagnetismo, donde viene expresada por
un cuadrado del vector eléctrico o magnético.

Para el caso que 7 no igual a m se tiene:

fncen na sen. mada_— "cos. (n—m)ada-—
—fcos (1t ) ad ‘[_sen.(n)—ma+sen.(n—|—-m)a:| o,

n—m u—-+m
Nota 2. Aplicando a la ecuacidn (3) el operador siguiente
(= pota py g py + agpy+ ay me)
se tiene:

(— po~+ 2y by + 23 Pg + ag p3 + 2y M) (po + &) py +
Fogpgtagps+ayme)p=0,

153




ANALES DE LA UNIVERSIDAD DE VALENCIA

donde los coeficientes « representan ciertas magnitudes, a
determinar, no conmutables, es decir, que cumplen la
relacidn @n @m no igual a «n am.

La idea de Dirac consiste en transformar la ecuacidn pri-
mera (segundo paréntesis) en otra de segundo orden, me-
diante la aplicacidn del operador, y comparar el resultado
con la ecuacién 2. Como esta ultima estd deducida con rigor
légico a partir del Relativismo y de la ecuacidn de Schrré-
dinger, al compararla con el resultado de la tranformacién
que buscamos se puede hallarla forma de los coeficientes « y,
con ello, la ecuacién obtenida arrastrard el valor ldgico
de la 2. :

Haciendo, pues, las operaciones indicadas por el opera-
dor, teniendo en cuenta el significado de las p como deri-
vadas (§ 23) y que el producto de dos p indica doble deri-
vacion, resultard la ecuacidn siguiente que presentaremos
en tres grandes sumandos:

(B o? o2 o2 ot /
——— —«® + a? + ag? —““) —+ a,® et \ b

Pyn2|cor 0 x2 0 x,2 d x42

b2 o2 02
R [(“1 @y + ay o)) ——— -+ (&) &y + oy ;)
4% Xy 0xg Xy OXg

22
+ (w3 a3 + oz ag) — |¥
0Xg 0X3

hme o} 2
- - (g oy + g ay) — A+ (0 2y + @y 2y) — 4
2w 0 Xy 0 Xq

0
+(“3“4+“4“3).——]‘P—"—: :
0 xg4

Para que esta ecuacidon pueda ser igual a la 2 en el caso
de carencia de campo electromagnético, es suficiente que
cada uno de los tres grandes sumandos valga cero, lo que se
cumple si

am @0 + an am = 0 ; (# no igual a m)
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para los dos ltimos y si «n?==71, para el primero, porque
entonces dicho primer sumando se convierte en la ecua-
cion.2. Ahora bien: por un procedimiento muy largo que
no seria adecuado explicar aqui, Dirac saca los valores si-
guientes para que las « cumplan las condiciones que acaba-
mos de hallar. ‘

g =Pyoy;ay ==Pyog;ay==pag;a=—7>

donde las p y o representan las matrices siguientes:

o I o o) o—3 O o©
)1 o o o Si o o o
1T=3%0 o o I °'9=€o o o —1
o o I o .o o it o)

I o o o o o I o)
_Yo—1 o0 o _go o o I{
°'3_'§o o I og bh=3: o o o
{0 0o o0 —I (o I o 05

) I o o o)

__So I o o/

P3—)0 o —I 05

o o0 o0 —I

De ahi se pueden sacar los valores de las «, que susti-
tuidos ‘en 3 dan la forma 4 a la ecuacién de Dirac.

Terminose la impresion de este Cuaderno
el dia 20 de Febrero de 1934
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