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1. Introduccion

La investigacion que presentamos en este documento esta inducida por nuestro
interés en aportar respuestas a dos motivaciones. La motivacion general de esta
investigacion tiene que ver con la necesidad de disefiar buenas practicas
docentes para atender a los estudiantes con altas capacidades matematicas
(aaccmm). Esta necesidad nos incitdé a buscar una herramienta que dotara al
profesorado de técnicas de intervencion para la atencion de los estudiantes con
talento matematico®. Para ello, tratamos de utilizar el modelo de demanda
cognitiva (Smith y Stein, 1998), considerado un instrumento relevante para la
valoracion de tareas? (NCTM, 2014). Las dificultades que encontramos cuando
empezamos a aplicar dicho modelo en nuestras experimentaciones nos llevaron
a identificar y definir la segunda motivacién de esta investigacion, mejorar el
modelo de demanda cognitiva para convertilo en la herramienta que
mencionabamos antes, adecuada para elaborar y seleccionar tareas que

atiendan las necesidades educativas de los estudiantes con aaccmm.

En este capitulo describimos las dos motivaciones, general y especifica, que nos

indujeron a la realizacion de esta investigacion, detallamos los objetivos

1 pese a que en la literatura de psicologia educativa podemos encontrar diferentes definiciones
para los términos estudiantes con altas capacidades matematicas (aaccmm) y estudiantes con
talento matematico, en esta memoria los utilizaremos como sinénimos.

2 En este texto, para evitar la continua repeticion de un mismo término, consideraremos los
términos tareas, actividades y problemas como equivalentes, a pesar de las diferencias de
significado que diversos autores les asignan a estos términos en el contexto de la ensefianza
de las mateméticas.
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especificos de nuestro estudio y presentamos un resumen de la organizaciéon de

esta memoria de tesis doctoral.

1.1 Contextualizacion y motivacion general de la
investigacion

La motivacién general que nos lleva a realizar este trabajo es la dificultad que
supone plantear problemas que permitan desarrollar las habilidades
matematicas de los estudiantes, dada la diversidad de capacidades existente en
un aula, en particular cuando nos encontramos con estudiantes con aaccmm. En
la actualidad, el sistema educativo espafnol reconoce a estos estudiantes dentro
del grupo de estudiantes con necesidades educativas especiales, considerando
que requieren algun tipo de atencion individualizada. Es importante resaltar que
una falta de atencidbn puede generar desinterés por el estudio de las
matematicas, dificultades de aprendizaje e incluso alteraciones en su

comportamiento.

Para una adecuada atencion de las necesidades de aprendizaje de los
estudiantes de aaccmm, en el contexto de las clases ordinarias de Educacion
Primaria y Secundaria, es necesario tener en cuenta diferentes factores que
influyen en sus procesos de aprendizaje de las matematicas, de manera que
exista una adecuada relacion entre estos y las tareas planteadas por los
profesores. Para abordar este propdsito es necesario responder una serie de

preguntas:
1. ¢Qué habilidades caracterizan a los estudiantes con talento matematico?

La caracterizacion del talento matematico como caso particular de talento
permite definir unas posibles actuaciones para estimularlo y desarrollarlo.
Para ayudar a mejorar el rendimiento escolar de estos estudiantes, es
importante descubrir su potencial y desarrollar sus capacidades con la mejor
atencion educativa. Como el resto de los nifios y nifias, los estudiantes con
talento son un grupo heterogéneoy, por lo tanto, sus necesidades educativas
no son las mismas para todos, tanto por su edad, como por el contexto
educativo. Sin embargo, es posible reconocer unas caracteristicas comunes

que permiten disefiar unas practicas docentes que los atiendan. De entre las
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habilidades propias de los estudiantes con aaccmm identificadas en la
literatura (Greenes, 1981; Krutetskii, 1976; Miller, 1990), en este trabajo
vamos a centrar la atencion en la identificacion de patrones, la generalizacion
de relaciones geométricas y las habilidades de visualizacién. Para ello,
hemos realizado tres experimentos basados en la resolucion de tareas
matematicas que impliquen el desarrollo de estas tres habilidades. Esto nos

lleva a plantearnos la siguiente pregunta:

2. ¢Qué tareas favorecen el desarrollo de las habilidades de los estudiantes,
en particular, de estudiantes con talento matematico? ¢Qué

caracteristicas deben cumplir esas tareas?

Uno de los principales elementos en el aprendizaje de los estudiantes son las
actividades que el profesor les propone. Para poder valorar la idoneidad de
las actividades es importante realizar una correcta clasificacion de estas.
Podemos encontrar diferentes investigaciones que aluden a las
caracteristicas que deben cumplir las actividades para incrementar el
aprendizaje de las mateméticas. Recientemente, el NCTM (2014) ha hecho
hincapié en la importancia del uso de actividades que promuevan el
razonamiento matematico avanzado (también Illamado razonamiento
matematico de alto nivel) para mejorar la calidad del aprendizaje. Siguiendo
esta premisa, en esta investigacion vamos a utilizar tareas con un alto nivel
de razonamiento. La identificacidn y seleccién de estas actividades nos lleva

a la ultima pregunta:

3. ¢Qué herramienta podemos utilizar para disefiar y analizar actividades

matematicas?

En la actualidad existen diversos modelos tedricos utilizados para valorar las
actividades que se proponen a los estudiantes. EI NCTM (2014) reconoce la
validez del modelo de la demanda cognitiva para alcanzar este propdésito, ya
gue este modelo permite identificar las tareas con un alto nivel de exigencia
cognitiva. El uso de este tipo de tareas resulta particularmente relevante para
los estudiantes con aaccmm, ya que las actividades que requieren
razonamientos complejos son las mas adecuadas para ayudarles a

desarrollar sus capacidades.
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Recogiendo las respuestas a las tres preguntas anteriores, en nuestra
investigacion hemos utilizado el modelo de demanda cognitiva como marco de
referencia y herramienta para el disefio y seleccion de actividades matematicas
gue desarrollen habilidades propias de los estudiantes con talento matematico.
No obstante, al poner en practica el modelo de demanda cognitiva con dicho
propoésito, hemos encontrado diversas dificultades que han influido en la

formulacion de la motivacion especifica de esta investigacion.

1.2 Contextualizacion y motivacion especifica de la
investigacion

Coincidimos con el NCTM (2014) en considerar que el modelo de demanda
cognitiva es adecuado para valorar la idoneidad de las tareas matematicas, ya
gue proporciona unos criterios teéricos que ayudan a identificar la complejidad
del razonamiento necesario para resolver problemas planteados en los libros de
texto o por los profesores. Evaluando la reflexion y el razonamiento requeridos,
el modelo de demanda cognitiva identifica cuatro niveles segun el grado de

complejidad cognitiva de la resoluciéon de las tareas.

Al igual que otros autores habian hecho previamente, procedimos a analizar el
nivel de demanda cognitiva de las tareas que estdbamos utilizando en nuestros
experimentos mediante dicho modelo. Pero, al realizar este analisis teorico,
encontramos algunas dificultades para identificar el nivel de demanda cognitiva
al que pertenecian las actividades. Esto nos hizo percatarnos de que, en todas
las publicaciones consultadas, los investigadores se centraban en analizar
problemas muy especificos, de tipo aritmético o algebraico, por lo que los
criterios tedricos de identificacion de los niveles de demanda cognitiva definidos
por las autoras del modelo estaban singularizados a las caracteristicas de este
tipo de problemas. Ello nos llevé a darnos cuenta de que, dadas las diferencias
entre las tareas utilizadas por los autores consultados y las nuestras, la manera
como estaban formuladas las caracteristicas de los niveles de demanda
cognitiva generaba una falta de claridad al aplicarlas a nuestras tareas y a las

respuestas de los estudiantes de nuestros experimentos. Esto nos permitid
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observar ciertas debilidades del modelo de demanda cognitiva y motivo que nos

plantearamos algunas preguntas especificas de esta investigacion:

1. ¢Como podemos mejorar el modelo de demanda cognitiva para
transformarlo en una herramienta util para analizar una mayor variedad

de tareas matematicas?

Para avanzar en una respuesta a esta cuestion, exploramos detalladamente
cada una de las caracteristicas del modelo, identificando aquellos aspectos
gue diferenciaban un nivel de otro. Tras un analisis exhaustivo observamos
que las caracteristicas de los niveles hacian referencia a diversos aspectos
concretos de las tareas y de sus procesos de resolucion. Esto nos permitié
organizar las caracteristicas de cada nivel, proceder a modificar y completar
su formulacion y a afiadir algunas nuevas caracteristicas de los niveles de
demanda cognitiva. Finalmente, comprobamos que los cuatro niveles
guedaban correctamente delimitados, que todas las caracteristicas eran
claras y concisas y que se podian aplicar de manera fiable para evaluar los
niveles de demanda cognitiva de nuestras tareas y de las respuestas de los
estudiantes.

Al poner en practica el modelo, observamos que algunas caracteristicas de
los niveles eran demasiado generales y poco operativas, o que nos llevé a

plantear la siguiente pregunta:

2. ¢Como podemos adaptar el modelo de demanda cognitiva para facilitar el

analisis de tareas concretas?

Para facilitar nuestro analisis, decidimos especificar aquellas caracteristicas
gue eran demasiado genéricas. Para ello, particularizamos las caracteristicas
del modelo de demanda cognitiva a cada uno de los tres contextos
matematicos de nuestra investigacion (pre-algebra, geometria plana y
visualizacion) teniendo en cuenta, primero, las peculiaridades de cada
contexto matematico y, después, las de cada tarea particular. Durante las
primeras fases de nuestros experimentos, observamos que, el analisis teérico
de las actividades, tal y como se hacia en la literatura que habiamos
consultado, no permitia mostrar la diversidad de resoluciones que estabamos

encontrando en nuestras experimentaciones.
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3. ¢El andlisis tedrico de las tareas matematicas es suficiente para valorar
el nivel de demanda cognitiva de las tareas y de los estudiantes que las
resuelvan? ¢Analizar, ademas, las respuestas reales, aporta informacion
valiosa para identificar el potencial de los estudiantes con diferentes
capacidades matematicas, en particular los de aaccmm?

En las publicaciones que hemos consultado, el modelo se habia utilizado para
determinar la demanda cognitiva que supone para los estudiantes resolver
un problema analizando las respuestas tipicas esperadas de estudiantes
medios del curso en el que se plantea esa actividad, pero no analizando
resoluciones reales de los estudiantes. Para completar el andlisis tedrico,
decidimos plantear las tareas a diferentes colectivos de estudiantes y analizar
sus respuestas, lo que nos permitié identificar diferentes estrategias de
resolucion correctas con distintos niveles de demanda cognitiva y comparar
las respuestas de estudiantes de grupos ordinarios y estudiantes con talento
matematico, observando como los estudiantes con talento matematico
utilizaban estrategias de resolucion con un nivel de demanda cognitiva

superior.
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1.3 Objetivos

Podemos resumir el planteamiento de las motivaciones de esta investigacion

mediante el siguiente esquema:

Mejora de la calidad de ensefianza disefiando buenas practicas docentes para atender a
los estudiantes con aaccmm

- -

Elaboracién y seleccidn de tareas cognitivamente exigentes que favorezcan el desarrollo
de las capacidades de los estudiantes, en particular de los estudiantes con aaccmm

N/

Uso del modelo de demanda cognitiva para el andlisis y disefio de actividades que
requieran un nivel alto de razonamiento

N/

Mejora del modelo de demanda cognitiva para facilitar su uso para el analisis de tareas de
diferentes tipos

A4

Ref laci Particularizacion de las Realizacion de un doble
etormu ,au((j)nly caracteristicas de analisis, tedrico y de
organizacién de las A
: s modelo para el analisis _ respuestas, para
caracteristicas del de tareas concretas de identificar el nivel de
modelo de demanda . ; e
coenitiva diversas areas de las demanda cognitiva de
g matemdticas escolares las ta reasy detectar los
estudiantes con
diferentes capacidades

Valoracién de las actividades disefiadas para atender las necesidades educativas de
estudiantes con diferentes capacidades matematicas
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En resumen, el objetivo general de esta investigacion consiste en proporcionar
una herramienta que permita al profesorado de matematicas disefiar buenas
practicas docentes para el desarrollo de las habilidades de estudiantes con

diferentes capacidades matematicas en un aula inclusiva.

La decisidn de utilizar el modelo de demanda cognitiva como instrumento para
alcanzar dicho objetivo nos ha llevado a concretar el objetivo general en cuatro

objetivos especificos:

i) Reformular y estructurar el modelo de la demanda cognitiva de Smith y
Stein para adecuarlo a cualquier contexto de las matematicas escolares.

i) Particularizar las caracteristicas del modelo reformulado a diversos tipos
de actividades concretas.

iii) Evaluar el nivel de demanda cognitiva de las actividades disefiadas en
nuestros experimentos mediante un doble andlisis, teodrico y de
respuestas, que permita identificar diferentes grados de talento en los
estudiantes.

iv) Valorar las actividades disefiadas para atender las necesidades
educativas de estudiantes con diferentes capacidades matematicas, en

particular de aaccmm.

La memoria esta organizada en 7 capitulos. Después de este capitulo
introductorio, en el capitulo 2 presentamos una revision de resultados de
investigaciones previas relacionadas con el alumnado con talento matemético,
los criterios 0 modelos tedricos para clasificar o evaluar actividades matematicas,

y los procesos de ensefianza y aprendizaje de pre-algebra y visualizacion.

En el capitulo 3 describimos el marco tedrico en el que fundamentamos la
investigacién. Determinamos las caracteristicas del talento matematico en las
gue hemos centrado esta investigacion y describimos las principales estrategias
de intervencion utilizadas para desarrollar el potencial de estos estudiantes. Por
otra parte, detallamos todas las modificaciones realizadas al modelo de demanda
cognitiva para elaborar el instrumento mejorado que hemos utilizado en nuestra
investigacién para la valoracion de actividades. Con respecto a los patrones
geomeétricos, describimos la estructura de las actividades propias de este
contexto matematico e identificamos las estrategias de resolucion y los grados
de generalizacion utilizados en su resolucién. Ademas, detallamos las
8



Introduccion

caracteristicas de las actividades de geometria plana en las que centraremos el
experimento correspondiente. Por ultimo, enumeramos las habilidades de
visualizacion observadas en la resolucion de las tareas propias de este contexto

matematico y utilizadas en la particularizacién del modelo de demanda cognitiva.

En el capitulo 4 describimos la metodologia utilizada en esta investigacion.
Primeramente, describimos los sujetos participantes, los instrumentos utilizados
para la recogida de datos y las actividades propuestas en los tres experimentos
de la investigacion. A continuacion, detallamos la particularizacion del modelo de
demanda cognitiva a los tres contextos matematicos. Por ultimo, explicamos en
qué consiste el doble andlisis realizado para valorar la idoneidad de las tareas

experimentadas.

En el capitulo 5 presentamos los tres experimentos llevados a cabo, mostrando
el doble andlisis realizado, teorico y de respuestas, basado en analizar las
estrategias de resolucion, tedricas y observadas en la experimentacion, y en

determinar el nivel de demanda cognitiva de cada una de ellas.

El capitulo 6 muestra los resultados relativos a la evolucion del nivel de demanda
cognitiva de los estudiantes a lo largo de la resolucién de las actividades.
Mostramos las diferentes trayectorias de resolucion y analizamos las diferencias
encontradas entre los estudiantes de los grupos ordinarios y los estudiantes con

aaccmm.

Finalmente, en el capitulo 7 mostramos las conclusiones obtenidas que
responden a los objetivos de investigacion, las aportaciones del estudio, sus
limitaciones y posibles perspectivas de investigacion futura que pueden

derivarse de esta investigacion.






2. Revision bibliografica

Este capitulo esta dividido en cuatro secciones, dedicadas, respectivamente, al
alumnado con talento matematico, a los criterios de clasificacion de tareas
matematicas, a los conceptos basicos referentes a pre-algebra y problemas de
patrones geométricos y a algunos aspectos de la visualizacion en matematicas

relevantes para nuestra investigacion.

2.1 Alumnado con talento matematico

En las dltimas décadas, se ha producido un aumento de la sensibilidad social por
atender la diversidad en nuestras aulas y ofrecer a cada estudiante una
respuesta educativa de calidad. Actualmente, la LOMCE incluye a los alumnos
con altas capacidades (aacc) dentro del “alumnado con necesidad especifica de

apoyo educativo”. En la nueva redaccion del articulo 71, se afirma que:

Corresponde a las Administraciones educativas asegurar los recursos
necesarios para que los alumnos y alumnas que requieran una atencion
educativa diferente a la ordinaria, por presentar necesidades educativas
especiales, por dificultades especificas de aprendizaje, TDAH, por sus
altas capacidades intelectuales, por haberse incorporado tarde al
sistema educativo, o por condiciones personales o de historia escolar,
puedan alcanzar el maximo desarrollo posible de sus capacidades
personales y, en todo caso, los objetivos establecidos con caracter
general para todo el alumnado. (la negrita es nuestra)
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La LOMCE propone una educacién que ofrezca una respuesta diferenciada y
ajustada a las necesidades de los estudiantes con altas capacidades
intelectuales. No obstante, la atencién educativa de este alumnado supone un
reto para los docentes, por lo que las altas capacidades siguen siendo hoy en
dia un asunto de interés tanto en las aulas como para la investigacion. En
particular, la atencion a los estudiantes con aaccmm es un tema de interés para

los investigadores en educacion matematica.

En esta seccidbn realizamos una revision bibliografica de diferentes
investigaciones realizadas sobre altas capacidades matematicas. Para ello,
empezamos haciendo una breve introduccion de la terminologia utilizada para
designar a los estudiantes con capacidades superiores. A continuacion,
resumimos algunas publicaciones que presentan caracteristicas del talento
matematico, repasamos algunos trabajos que se centran en los diferentes
procedimientos de identificacion de estudiantes con talento matematico y
presentamos algunas investigaciones sobre las alternativas de intervencion
educativas para dar respuesta a estos estudiantes, incluyendo entre estas el uso
de actividades matematicas ricas y desafiantes.

2.1.1 Diferentes términos referidos a estudiantes con
capacidades superiores

Actualmente existen distintos términos que designan a los estudiantes que
destacan respecto a la media, entre ellos, superdotados, altas capacidades,
talentosos, prodigios o genios. Hay diversidad de definiciones para algunos de
estos términos. Basandonos en las publicaciones consultadas, en este trabajo

tomamos las definiciones mas usadas:

e Superdotados. Son aquellos estudiantes que destacan en todos los
ambitos. La configuracién cognitiva de la superdotacion se caracteriza por
la combinacion de todos los recursos intelectuales, lo que posibilita un
elevado nivel de eficacia en cualquier forma de procesamiento y gestion

de la informacion (Aretxaga, 2012; Jaime y Gutiérrez, 2014).
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e Altas capacidades. Son aquellos estudiantes que presentan un nivel de
rendimiento intelectual superior en una amplia gama de capacidades y
aprenden con facilidad cualquier area o materia (Torrego y otros, 2011).

e Talentosos. Son aquellos estudiantes que destacan en un area
determinada. Se puede hablar de talento académico, talento matematico,
talento verbal, talento motriz, talento social, talento artistico, talento
musical, talento creativo... (Aretxaga, 2012; Jaime y Gutiérrez, 2014,
Torrego y otros, 2011).

e Prodigios. Son aquellos estudiantes que realizan una actividad fuera de lo
comun para su edad (Torrego y otros, 2011).

e Genios. Son aquellos estudiantes que con capacidades excepcionales en
inteligencia y creatividad han creado una obra importante y significativa

para la sociedad (Torrego y otros, 2011).

Existen diversas teorias (Gardner, 1999; Renzulli, 1978; Sternberg, 1986) que
describen el caracter multidimensional y multifacético de los fenbmenos de
superdotacion y talento. Estas teorias consideran que la inteligencia esta
compuesta por diferentes componentes, siendo las matematicas uno de ellos, y
gue por lo tanto no debe ser considerada como un atributo unidimensional.
Dentro de los estudiantes con capacidades superiores, en este trabajo nos
centramos en aquellos que sobresalen en matematicas. Por esta razdn,
considerando Unicamente la capacidad matematica y con el fin de evitar la
repeticion continua de un mismo término, tomaremos los términos altas

capacidades matematicas y talento matematico como equivalentes.

2.1.2 Caracteristicas de los estudiantes con talento matematico

Krutetskii (1976, p. 77) define el talento matematico como “el conjunto Unico de
habilidades matematicas que abren la posibilidad de éxito en el desempefio de
una actividad matematica”. La caracterizacion de los estudiantes con talento
matematico es fundamental para su identificacion y atencién. Por esta razoén,
algunos autores como Freiman (2006), Greenes (1981), Krutetskii (1976), Miller
(1990) y Tourdn y otros (1998) han elaborado listas de caracteristicas

observadas en estudiantes con talento matematico. Estas listas sirven para
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identificar a estudiantes con talento matematico, determinando qué estudiantes
de un centro de ensefianza ordinario poseen algunas de dichas caracteristicas.
Gutiérrez y Jaime (2013) consideran que las habilidades enunciadas por estos

autores pueden organizarse segun tres tipos:

e Afectivo (relacionadas con el gusto e interés por las matematicas).

e De aprendizaje (relativas a sus formas de aprender diferentes contenidos
matematicos).

e De resolucion de problemas (sobre sus estrategias de resolucion,
procesos metacognitivos de control, uso de la imaginacion e intuicion,
etc.).

En la Tabla 1 presentamos una recopilacion de las caracteristicas, clasificadas

en los tres tipos de habilidades mencionados.

Afectivas Aprendizaje Resolucion de
problemas
- Habilidad para - Habilidad para operar
formalizar material con nameros y
matematico. simbolos.
Zo’: - Habilidad para - Habilidad para el
o generalizar material razonamiento légico.
~ matematico. - Habilidad para acortar
= - Memoria matematica los procesos de
n .- .
2 - Habilidad para razonamiento.
5 conceptos espaciales. - Habilidad para invertir
Y los procesos
mentales.
- Flexibilidad de
pensamiento.
_ | - Formulacion - Habilidad para - Flexibilidad en el
P espontanea de transferir ideas. manejo de datos.
ot problemas. - Habilidad para - Habilidad para
‘J; generalizar. organizar datos.
Q - Agilidad mental para
8 el flujo de ideas.
) - Originalidad de
interpretacion.
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Afectivas

Aprendizaje

Resoluciéon de
problemas

- Entusiasmo inusual y
una gran curiosidad
sobre la informacion
numeérica.

Rapidez inusual para
aprender, comprender
y aplicar ideas
matematicas.

Gran habilidad para
pensar y trabajar de
un modo abstracto y
habilidad para ver

g Habilidad inusual para patrones y relaciones
2] transferir aprendizaje a matematicas.
bt nuevas situaciones Habilidad inusual
2 matematicas. para pensary
s trabajar con
problemas
matematicos de un
modo flexible y
creativo.
Rapidez de Flexibilidad en los
aprendizaje. procesos mentales
= Generalizacion y requeridos para la
o transferencia. actividad matematica.
= Capacidad de Reduccion del
a abstraccion. proceso de
= Memoria matematica razonamiento
g para las relaciones, las matematico.
c caracteristicas, los Pensamiento ldgico.
‘g métodos, los principios Habilidad para la
o y los simbolos inversion de los
= matematicos. procesos mentales
Estructura mental en el razonamiento
matematica. matematico.

- Pregunta Construye nexos y Busca patrones y
espontaneamente estructuras relaciones.
cuestiones que van matematicas. Busca la clave
méas alla de las tareas Presta atencion a los (esencial) del

g matematicas que se le detalles. problema.

I plantean. Desarrolla estrategias Produce ideas

= eficientes. originales y valiosas.
© Piensa criticamente. Mantiene la situacion
-% Persiste en conseguir del problema bajo

i sus objetivos. control.

Cambia facilmente de
una estrategia a otra,
de una estructura a
otra.

Tabla 1. Caracteristicas de los estudiantes con talento matematico.

2.1.3 Identificacion de estudiantes con talento matemdtico

El listado de caracteristicas reflejado en la Tabla 1 permite conocer algunos

detalles de las habilidades mostradas por los estudiantes con talento

matematico. No obstante, la identificacidon de estos estudiantes continldia siendo
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un aspecto complejo para el cual todavia no se ha encontrado una respuesta
unanime. Pitta-Pantazi y Christou (2009) justifican que esto es debido
principalmente a tres causas: la ausencia de una clara definicion de talento
matematico, la carencia de instrumentos matematicamente apropiados para la
identificacion y la naturaleza heterogénea de los estudiantes con talento

matematico.

Para identificar a los estudiantes con talento se pueden utilizar procedimientos

cuantitativos o cualitativos.

Los procedimientos cuantitativos se basan en pruebas o tests psicoldgicos.
Benavides, Maz, Castro y Blanco (2004) ofrecen una lista donde nombran

algunos de los principales instrumentos cuantitativos:

e Test de inteligencia general. Entre los mas utilizados para la evaluacion
del talento estan el Stanford-Binet Test of Intelligence, las escalas de
Wechsler y el test de matrices progresivas de Raven.

o Test de aptitudes especificas. Un buen ejemplo de este tipo es la bateria
de prueba de Aptitudes Mentales Primarias (PMA) de Thurstone.

e Pruebas de rendimiento o basadas en el curriculum. Pruebas para evaluar
el nivel de competencia o de desempefio del alumno en las distintas areas
curriculares.

e Test de creatividad. Destaca el Test of Creative Thinking (TTCT) de

Torrance.

Los procedimientos cualitativos recogen observaciones y opiniones, tanto del
propio alumno como de aquellas personas que pueden proporcionar informacion
pertinente referente a su desarrollo, intereses, expectativas, aficiones, ubicacion
escolar, resultados académicos, etc. Entre estos procedimientos, las técnicas
mas comunes son los informes de los profesores, los informes de los padres, las

nominaciones de los compafieros y los autoinformes.

Miller (1990, p. 4) considera que “los tests de inteligencia a menudo dan
informacion valiosa y proporcionan las claves de que existe talento matematico,
sin embargo, no son suficientes para identificar una alta habilidad en
matematicas”. En la misma linea, Benavides (2008) y Castro (2008) consideran

que, al identificar alumnos Unicamente utilizando tests estandarizados, corremos
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el riesgo de rechazar a diversos alumnos que deberian ser identificados como
talentos matematicos. Por esta razon, varios autores han tratado de disefiar
procedimientos que combinen una bateria de preguntas propias de un test

psicoldgico con la resolucién de problemas.

Diaz, Sanchez, Pomar y Fernandez (2008) aplican una prueba compuesta por 6
problemas que requieren aptitudes matematicas avanzadas y una bateria de
problemas de Aptitudes Mentales Primarias de Thurstone. Tras un analisis
cuantitativo, el estudio concluye que los problemas son un instrumento eficaz
para identificar talentos matematicos y que el uso exclusivo de pruebas de
evaluacion de aptitudes tradicionales puede desechar sujetos que poseen muy
buena capacidad matematica. En definitiva, para identificar talentos
matematicos, diversos autores consideran conveniente aplicar pruebas
especificas en las que se evallen las caracteristicas que definen el talento
matematico y los procesos que se desarrollan para la resolucion de
determinados problemas. De manera similar, Benavides (2008) construye un
instrumento formando por problemas de estructura multiplicativa que
desempefien la funcion de test de aptitud matematica y permitan identificar los
estudiantes con talento matematico. En su trabajo, Benavides compara los
rendimientos obtenidos por nifios con talento en el test de Raven y en la
resolucién de problemas con estructura multiplicativa, concluyendo que el
cuestionario de problemas es un instrumento de mayor discriminacion entre

estudiantes con y sin talento matematico que el test de Raven.

Buscando procedimientos de investigacion diferentes de los métodos
cuantitativos, algunos autores se han centrado exclusivamente en la relacién
existente entre la resolucion de problemas y el talento matemético. Leikin, Koichu
y Berman (2009) sugieren que el talento matematico puede caracterizarse por
los actos llevados a cabo durante la resolucion de problemas. En la misma linea,
Rojas, Jiménez y Mora (2009) presentan una revision de los antecedentes de
investigacion relacionados con la resolucion de problemas como medio para la
caracterizacion e identificacién del talento en matematicas, y en particular la
resolucion de problemas de visualizacion. Estos autores concluyen que la
revision de los documentos confirma que la resolucién de problemas es una

herramienta que permite identificar caracteristicas de talento mateméatico. No
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obstante, no podemos decir lo mismo del caso particular de la resolucién de
problemas de visualizacion. Los problemas relacionados con la visualizacion
permiten identificar algunas caracteristicas de talento matematico, sin embargo,
no una cantidad considerable. Esto puede deberse a las pocas investigaciones

enfocadas en esta linea que son consideradas en la revision bibliografica.

Por otra parte, hay autores (Juter y Sriraman, 2011; Pitta-Pantazi, 2017) que
defienden y utilizan la relacién existente entre la creatividad y el talento
matematico para la identificacion de estos estudiantes, entendiendo la
creatividad matematica en términos de fluidez, flexibilidad y originalidad de las

respuestas de los estudiantes.

2.1.4 Estrategias de intervencion educativa para estudiantes
con talento matemadtico

La identificacion es el primer paso para atender las necesidades educativas de
estos estudiantes, pero no es suficiente para dar respuesta a la diversidad
existente en las aulas. Independientemente de los procedimientos utilizados en
la identificacion de estudiantes con talento matematico, diferentes autores
(Benavides, 2008; Ramirez, 2012) coinciden en que el objetivo de la
identificacion no es soélo la categorizacidon de los sujetos con talento, sino dar el
primer paso para proporcionar los recursos y procedimientos de actuacion para

atender las necesidades de estos estudiantes.

Hoy en dia existe una amplia gama de posibilidades que se deben considerar
para atender las necesidades de los estudiantes con talento matematico en las
aulas. Estas incluyen, entre otras: aceleracion, enriquecimiento, diferenciacion,
compactacion del curriculo, disposicion de mentores y participacion en
competiciones (Pitta-Pantazi, 2017). Los programas para apoyar a los
estudiantes con aaccmm varian en funcion de cada pais. Singer, Sheffield,
Freiman y Brandl (2016) realizan una breve descripcion del estado de la
educacion de estos estudiantes en todo el mundo, recogiendo diferentes
opiniones acerca de los grupos homogéneos y heterogéneos en funcién de sus
capacidades, las ventajas e inconvenientes de la aceleracion del estudiante y el

papel de los programas extracurriculares para atender a los estudiantes con
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talento matematico. En Espafia, se publicé en 1996 una Resolucién que regulaba
los procedimientos para atender las necesidades de los estudiantes
superdotados (MEC, 1996). En ella se determina que se pueden aplicar dos

procedimientos:
1. adaptacion curricular de ampliacion [enriquecimiento]
2. flexibilizacion del periodo de escolarizacion obligatoria [aceleracion]

Sin embargo, como propone Gonzalez (2007), algunos autores recomiendan
combinar ambos modelos, dando mas importancia a los aspectos
metodolégicos, usando una amplia variedad de recursos, proponiendo
problemas de final abierto y/o con distintas alternativas para llegar a la solucion,
fomentando que los estudiantes expliguen lo que han aprendido, usando
actividades ‘extra-curriculares’ que constituyan un reto para los estudiantes, que
requieran alta demanda cognitiva, etc. Un enfoque comun para apoyar a los
estudiantes en la profundizacion de su comprension matematica es el uso de
actividades matematicas ricas, entendiéndolas como actividades que tienen una
gama de caracteristicas que en conjunto ofrecen diferentes oportunidades para
satisfacer las diversas necesidades de los estudiantes en distintos momentos y
que, en particular, resultan desafiantes para los estudiantes con aaccmm
(Piggott, 2011).

Varios estudios sobre la resolucién de problemas han demostrado la eficacia de
este enfoque en el desarrollo del talento matematico (Leikin, Koichu y Berman,
2009; Rojas, Jiménez y Mora, 2009). No obstante, es importante que los
estudiantes no solo aprenden a resolver problemas, sino también a reformular y
plantear nuevas preguntas que sean auténticos problemas para ellos,
desafiandolos a perseverar y luchar para encontrar una solucién (Singer,
Sheffield, Freiman y Brandl, 2016). Leikin (2010) afirma que ensefiar a los
estudiantes con talento matematico no implica incluir solo la solucion de tareas
no convencionales o tareas de mdltiple solucién, la condicién necesaria para el
desarrollo de estos estudiantes es el desafio matematico. Leikin (2014) define
desafio matematico como una dificultad interesante y matematicamente
motivadora que una persona puede superar. Esta autora considera que el
desafio matematico puede aparecer en diferentes formas y a traves de diferentes
tipos de tareas y muestra una gran variedad de ejemplos de tareas desafiantes:
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tareas de soluciones multiples, tareas de demostracion, tareas de definicién de
nuevos conceptos, tareas basadas en la investigacion u otras tareas complejas
que involucran a los estudiantes en nuevas exploraciones matematicas (Leikin,
2010; 2011). Siguiendo esta premisa, Freiman (2006; 2008) afirma que no es
posible desarrollar el pensamiento de los estudiantes si trabajan con tareas
aritméticas rutinarias, aplicando algoritmos proporcionados por el docente que
indican a los estudiantes qué hacer y como hacerlo. Este autor defiende el uso
de situaciones desafiantes a partir de la resolucion de problemas matematicos
abiertos, ya que un verdadero desafio solo es posible cuando la situacion es
nueva para el estudiante y provoca que este reflexione sobre la insuficiencia del
conocimiento pasado y construya nuevos mecanismos adaptados a las nuevas
condiciones, activando todo su potencial intelectual. Freiman considera que las
situaciones desafiantes pueden ayudar a descubrir y apoyar a estudiantes con
talento matematico y propone una guia para desarrollar el potencial de los

estudiantes con aaccmm y el papel del profesor durante su desarrollo.

Considerando la importancia del uso de tareas apropiadas para el de los
estudiantes con talento matematico, algunos autores se han dedicado a estudiar
las caracteristicas que deben cumplir los problemas para favorecerlo. Burjan
(1991) hace una serie de recomendaciones sobre las caracteristicas de los

problemas a utilizar para desarrollar razonamientos complejos:

Problemas de respuesta abierta.

- Problemas que permiten varios enfoques diferentes.

- Tareas no estandar.

- Tareas centradas en habilidades de alto nivel.

- Tareas complejas que requieren el uso de varias “piezas de conocimiento
matematico” de diferentes topicos.

- Tareas no centradas en un Unico conocimiento.

En la misma linea, Jaime y Gutiérrez (2014) sefalan la escasez de materiales
disponibles para ser utilizados por los maestros, y plantean la necesidad de
proporcionar recursos que sirvan de apoyo en sus clases. Estos autores
describen algunos productos disponibles y presentan una propuesta propia,
consistente en organizar las clases de matematicas de manera que permitan

integrar a los nifios de altas capacidades mateméticas en su grupo de clase,
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utilizando las mismas tareas para todo el alumnado. Estas tareas deben incluir
actividades matematicas ricas (Piggott, 2011) y no ser lineales, sino que
presenten diferentes facetas de distintos grados de complejidad y profundidad,
de manera que toda la clase trabaje en los mismos problemas, pero que permitan
un avance mayor o menor en la resolucion, dependiendo de la capacidad

matematica de cada estudiante.

En particular, podemos encontrar diferentes materiales disefiados para atender
las necesidades especificas de los estudiantes con altas capacidades en alguna
area concreta de las matematicas. Ramirez (2012) disefia un experimento de
ensefianza para desarrollar la visualizacion de los alumnos con talento
matematico. En esta misma area, Escriva (2016) disefia y experimenta un
conjunto de actividades de geometria tridimensional que permiten a los
estudiantes con diferentes grados de talento desarrollar sus habilidades de
visualizacion. En lo que respecta al pre-algebra, Arbona (2016) diseia y
experimenta una secuencia de ensefianza-aprendizaje que permita la iniciacion
al algebra de estudiantes de Educaciéon Primaria con aaccmm mediante la
resolucién de problemas de patrones geométricos.

No obstante, pese a las diferentes investigaciones realizadas que proporcionan
algunas medidas y recursos, el disefio y uso de actividades que presten atencién
a las necesidades especificas de estudiantes con aaccmm en las aulas sigue
siendo muy deficiente. Por esta razon, el objetivo de este trabajo no es
Ganicamente proporcionar materiales para el desarrollo de las capacidades de
estos estudiantes, sino ofrecer una herramienta que ayude a los docentes a crear
sus propias actividades que cubran las necesidades educativas de la diversidad
del aula.

2.2 Criterios o modelos para clasificar tareas
matematicas

Uno de los elementos mas importantes en el aprendizaje de las matematicas son
las tareas que el profesor propone a sus estudiantes. Las tareas determinan lo

que los estudiantes pueden llegar a aprender. Como afirman Penalva y Llinares
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(2011, p. 29), “las tareas son los instrumentos que utiliza el profesor para que los

estudiantes aprendan matematicas”.

Para poder valorar la idoneidad de las actividades que planteamos a nuestros
estudiantes, es importante realizar una correcta clasificacion de estas. Existen
diferentes criterios para hacerlo y son muchos los autores que han investigado

sobre ello.

Uno de los factores importantes a tener en cuenta a la hora de seleccionar
actividades es determinar qué objetivos de aprendizaje se pretende conseguir
con dichas tareas. A mediados del siglo XX, un grupo de profesores consideraron
la necesidad de concretar las expectativas que se tiene de los estudiantes para
asi poder crear y compartir actividades con los mismos objetivos. Bloom y otros
(1956) presentan una herramienta, la Taxonomia de los objetivos educativos,
mas conocida como la Taxonomia de Bloom, para poder clasificar los objetivos
curriculares y las actividades, y asi poder determinar el potencial de cada una de
las tareas propuestas segun los objetivos que trabajen. La taxonomia original
consiste en 6 categorias del dominio cognitivo (conocimiento, comprension,
aplicacién, andlisis, sintesis y evaluacion) ordenadas desde las mas simples a

las mas complejas, y desde lo mas concreto a lo méas abstracto.

Mas tarde, Anderson y Krathwohl (2001) realizan una revision de la taxonomia
de Bloom donde dichas categorias son convertidas en 4 categorias
(conocimiento basado en hechos, conocimiento basado en conceptos,
conocimiento procedimental y conocimiento metacognitivo) y afiaden una nueva
dimensién para organizar los objetivos principales con la ayuda de una serie de
verbos clave (recordar, entender, aplicar, analizar, evaluar y crear). La taxonomia
revisada proporciona una tabla de dos dimensiones con las cuatro categorias de
conocimiento y los seis principales verbos, que permite clasificar los objetivos,
las actividades y las evaluaciones, y que puede servir de apoyo a los profesores

para mejorar el planteamiento del curriculo.

La preocupacién por la mejora del aprendizaje de los estudiantes a partir de un
conocimiento mas profundo de las expectativas que se tiene de ellos induce a
otros autores a realizar algunos trabajos sobre la relacion existente entre los
objetivos que se pretenden y otros aspectos, como la evaluacion o la instruccién
del profesor. Webb (1997) considera esencial, para asegurar un correcto
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aprendizaje, la existencia de coherencia entre las expectativas de lo que lo
estudiantes deben saber acerca de las matematicas y la evaluacion del
rendimiento en matematicas de los estudiantes, que medira si las expectativas
han sido alcanzadas. Andlogamente, Webb (1999) califica como importante la
cohesién entre los estandares definidos en matematicas y ciencias y los
cuestionarios utilizados para la evaluacion del rendimiento de los estudiantes.
Este autor analiza la cohesion entre la evaluacion y los estandares definidos en
cuatros estados, y desarrolla un criterio que sirve para juzgar la alineacion entre
dichas variables, tanto para las expectativas y la evaluacién, como para los
estandares y la evaluacion. Este criterio consta de cinco categorias, entre ellas

los niveles de profundizacién de conocimiento.

Webb (2002) define cuatro niveles para clasificar la profundidad del conocimiento
en lectura, redaccion, matematicas y ciencias. En el area de las matematicas,
diferencia los siguientes niveles: 1) memoria, donde se hace uso de definiciones
o algoritmos sencillos anteriormente memorizados. 2) habilidad/concepto, que
incluye la participacion de algunos procesos mentales més alla de la respuesta
habitual e implica que el estudiante tome alguna decisién. 3) pensamiento
estratégico, que requiere que el estudiante razone y planee, y donde los
problemas tienen mas de una solucion posible, todas ellas con justificacion. 4)
pensamiento extendido, que supone un razonamiento complejo, los estudiantes
deben establecer conexiones dentro del area del contenido, combinar y sintetizar
las ideas en nuevos conceptos y desarrollar nuevos enfoques de como la
situacion debe resolverse. Estos niveles permiten identificar como interactdan
los estudiantes con los conceptos y hasta qué nivel de profundidad son capaces
de comprender dichos conceptos.

Unos afios mas tarde, la necesidad de completar estos modelos lleva a Hess
(2005) a desarrollar una herramienta bidimensional que permita, al mismo
tiempo, clasificar las actividades segun aquello que se requiere del estudiante y
el nivel de profundidad de comprension que el estudiante posee acerca de
aquello que se le pide.

Hess, Jones, Carlock y Walkup (2009) presentan la matriz de rigor cognitivo que
permite analizar la instruccion y mejora de la planificacion de las lecciones por

parte del profesor. Para ello, primeramente, hacen uso de la Taxonomia de
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Bloom, pero, como esta resulta insuficiente, ya que identifica los niveles haciendo
uso de verbos que a menudo se pueden encontrar en varios niveles diferentes,
a este modelo le afiaden los niveles de profundizacion del conocimiento que
define Webb (2002), creando una herramienta bidimensional. Mientras que la
Taxonomia de Bloom categoriza las habilidades cognitivas necesarias para
enfrentarse a una actividad y describe el tipo de razonamiento necesario para
responder correctamente, el modelo de Webb se centra en la profundidad de
comprension que se tiene del contenido y en el aprendizaje de la actividad, el
cual se manifiesta en las habilidades requeridas para completar la actividad. La
unidén de ambos modelos hace que la matriz de rigor abarque la complejidad del
contenido y los objetivos de las actividades, permitiendo evaluar o promover la

mejora de la instruccion y la evaluacion.

Otro factor importante a la hora de seleccionar o disefiar tareas es la distincion
entre ejercicio y problema. Butts (1980, citada en Puig, 1996, p.30) distingue
entre: ejercicios de reconocimiento, aquellas tareas en las que “el resolutor lo
anico que tiene que hacer es buscar en la memoria el resultado”; ejercicios
algoritmicos, “si ha de ejecutar un algoritmo de forma automatica”; problemas de
aplicacion “cuando el resolutor conoce un procedimiento para resolver el
problemay ... la ejecucion ... tenga que ir acompafiada de la argumentacion de
gue sus pasos son adecuados”; problemas de busqueda, cuando el resolutor “ha
de crear un procedimiento de solucién”; y por ultimo, situaciones problematicas,
cuando en su “enunciado no se ha precisado qué es lo que hay que hacer y esa

es la primera tarea del resolutor”.

La anterior forma de clasificar tareas nos lleva a pensar en el analisis de la
dificultad que supone la resolucién de la actividad y lo que esta pide de los
estudiantes. Silver y Stein (1996), en su estudio denominado proyecto QUASAR,
tratan de implementar una ensefianza de las matematicas que desarrolle la
capacidad de reflexion, razonamiento y resolucion de problemas matematicos.
Este proyecto muestra que el aprendizaje de los estudiantes es mayor si se hace
uso de actividades con un alto nivel de razonamiento, con mdltiples estrategias
de resolucién, con conexion de ideas y que requieran explicaciones

matematicas.
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Estos resultados llevan a Stein, Grover y Henningsen (1996) a plantear la
necesidad de cambiar el método de ensefianza, dejando atras las matematicas
estaticas y promoviendo unas matematicas dinamicas que exigieran la atencién
e implicacion del estudiante. Para conseguir esto, centran su atencion en las
actividades propuestas, algunas de las cuales son analizadas segun una serie
de caracteristicas referidas al compromiso del estudiante con la tarea, el
razonamiento que este utiliza y como da sentido al contenido (mdultiples

resoluciones, multiples representaciones...) y a su demanda cognitiva.

En este contexto, el concepto de demanda cognitiva se define como “el tipo y
nivel de pensamiento requerido de los estudiantes para poder abordar la tarea y
resolverla con éxito” (Stein, Smith, Henningsen y Silver, 2009, p. 1). Smith y Stein
(1998) elaboran un listado de caracteristicas de cada uno de los niveles de
demanda cognitiva para identificar el nivel de demanda de las actividades
planteadas en los libros de texto. Su clasificacion identifica el nivel de demanda
cognitiva de las actividades a través de una evaluacion de la reflexion y el
razonamiento cognitivo del estudiante necesarios para resolver la tarea. Segun
estos autores, para considerar una actividad como “buena”, es decir, con el
potencial suficiente para involucrar a los estudiantes en un nivel alto de
razonamiento, primero de todo, es necesario considerar a los estudiantes (edad,
nivel educativo, conocimientos y experiencias previas, etc.), y, en segundo lugar,

el nivel de demanda cognitiva al que pertenece la tarea.

Estos autores dividen las tareas en dos grados de demanda cognitiva. Un grado
bajo de demanda cognitiva, formado por aquellas tareas que requieren un
esfuerzo cognitivo limitado, no son ambiguas y se resuelven mediante la
reproduccion de unos datos previamente aprendidos o a partir del desarrollo de
un procedimiento memorizado de manera rutinaria; y un grado alto de demanda
cognitiva, donde las tareas presentan cierta ambigiiedad sobre qué hacery cémo
resolverse, y requieren de un pensamiento complejo para su resolucion. Dentro
del primer grado, Smith y Stein diferencian entre las tareas de memorizacion,
gue no requieren del uso de un algoritmo, sino simplemente la reproduccion de
unos datos, definicion o formula aprendida, y tareas de algoritmos sin
conexiones, que se resuelven siguiendo unas instrucciones o0 pasos previamente

memorizados. Por su parte, dentro del segundo grado, estas autoras clasifican
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las tareas como algoritmos con conexiones, aquellas que, a pesar de poder ser
resueltas mediante algoritmos, requieren de la comprension de las ideas y
relaciones que subyacen en estos, y hacer matematicas, que son aquellas tareas
gue requieren exploracién por parte del estudiante y un pensamiento complejo y

no algoritmico.

El anadlisis de la demanda cognitiva de las actividades crea dos nuevas
problematicas. La primera de ellas esta reflejada en Smith y Stein (1998), donde
estas autoras observan que, a menudo, los profesores tienen problemas al
identificar el nivel de demanda cognitiva de las actividades. Proponen una guia
de reflexion para los profesores, con el fin de ayudarles a seleccionar de manera
adecuada las actividades de alto nivel de demanda. La segunda problematica
surge al observar que el nivel de demanda cognitiva de las actividades puede
variar, segun como las plantee el profesor a sus estudiantes y segun lo que haga
el profesor durante la clase. Stein y Smith (1998) muestran una serie de
orientaciones a seguir durante la implementacion de actividades para mantener

el nivel de demanda cognitiva de estas.

Unos afios después, Stein, Smith, Henningsen y Silver (2009) resumen todos los
trabajos realizados hasta el momento. El libro esta dividido en tres partes. En la
primera parte se explica como realizar un analisis de la demanda cognitiva de
las tareas y como desarrollar estas poco a poco durante la clase. En la segunda,
se muestran algunos de los materiales utilizados durante una practica y se
incluyen preguntas y notas para los profesores. Por ultimo, en la tercera parte,
se muestra como puede ser utilizado este libro para la formacién de los

profesores.

En los ultimos afios, estos autores han centrado su atencion en la formacion de
los docentes con el fin de mejorar asi la calidad de la ensefianza, destacando el
importante papel que juega el profesor en el aprendizaje (Garrison, 2014;
Weingarden y Heyd-Metzuyanim, 2017) y haciendo hincapié en la importancia
de una correcta discusion de las tareas cognitivamente exigentes por parte del
profesor con el resto de la clase, reflexionando sobre las diferentes resoluciones
de una misma actividad y conectando dichas resoluciones (Stein, Engle, Smith y
Hughes, 2008). Lynch, Hunt y Lewis (2018) sefialan la doble funcién que

desempeian los docentes en sus clases, dominando los conocimientos y
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apoyando las necesidades de aprendizaje especificas de todos los estudiantes.
Estos autores muestran como implementar las tareas matematicas realizando
una instruccion diferenciada para una amplia gama de estudiantes, evitando
disminuir la riqueza matematica de las tareas al tratar aumentar la accesibilidad

de todos los estudiantes.

Por su parte, Felmer, Pehkonen y Kilpatrick (2016) destacan la importancia del
planteamiento de problemas de alta demanda cognitiva para proporcionar
contextos intelectuales que favorezcan un desarrollo matemético rico de los
estudiantes. Estos autores hacen mencion a la necesidad de una correcta
formacion del profesorado para alcanzar el aprendizaje del alumnado a partir del
planteamiento de problemas que requieran de la investigacion. Para conseguir
este fin consideran esencial que los profesores hagan uso de la metacognicién
y de tareas de alta demanda cognitiva, prestando atencion a no disminuir el nivel

de demanda cognitiva.

Con el fin de apoyar a los docentes en la planificacion, conduccion y reflexion en
las observaciones de clase, Schoenfeld (2013; 2016a; 2016b) presenta una
herramienta para el andlisis de una instruccion efectiva en el aula: TRU Math
(ensefianza para una solida comprension de las matematicas). Esta herramienta
consta de cinco dimensiones que permiten determinar si los estudiantes saldran
del aula como pensadores competentes. La herramienta incluye la demanda
cognitiva dentro de sus cinco dimensiones, que se analiza observando el grado
en que las interacciones del aula crean y mantienen un ambiente de desafio
intelectual, que coincide con la comprension cada vez mas profunda del
contenido, diferenciando las acciones llevadas a cabo por los estudiantes y por
los docentes.

No obstante, la formacidn del docente no es el Unico problema que preocupa en
el proceso de aprendizaje y ensefianza. Silver (2010) afirma que una de las
caracteristicas matematicas y pedagogicas esenciales para lograr una buena
practica docente es el uso de tareas de alta demanda cognitiva, y son varios los
estudios de diversos paises, como Ramirez, Cueto, Pain y Leén (2003) en Perq,
Wijaya, van den Heuvel-Panhuizen y Doorman (2015) en Indonesia o Pinheiro,
Lu, Lei y Tso (2017) en Brasil, que muestran la preocupacion por la falta de

actividades cognitivamente exigentes en los libros de texto utilizados en las
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aulas. Algunos autores han estudiado los niveles de demanda cognitiva de las
actividades planteadas en los libros de texto. Asi, Cruz (2009) identifica mas del
90% de las actividades analizadas como tareas propias de los niveles bajos de

demanda cognitiva.

El modelo de demanda cognitiva de Smith y Stein ha ido ganando relevancia
como instrumento de valoracion de actividades, especialmente después de que
el NCTM (2014) mencionara este modelo como un recurso adecuado para
identificar las tareas de alta demanda cognitiva que promuevan el razonamiento
y la resolucién de problemas para alcanzar un aprendizaje efectivo de las
matematicas. Varios autores, como Araujo (2012), Murawska (2018), Pitta-
Pantazi y otros (2015) o Schultz (2009) han utilizado el modelo para valorar la

idoneidad de las tareas propuestas a los estudiantes.

En el contexto general de la resolucién de problemas, Puig (1996), refiriéndose
a la distincion entre ejercicio y problema, plantea la conveniencia de analizar
respuestas de estudiantes reales, pues una tarea puede ser un ejercicio para un
estudiante y un problema para otro. En esta linea, ya en Benedicto, Jaime y
Gutiérrez (2015) mostramos que distintos estudiantes pueden requerir diferentes
niveles de demanda cognitiva para resolver la misma tarea. Sin embargo, para
clasificar actividades haciendo uso del modelo de demanda cognitiva, la mayor
parte de los trabajos consultados hasta el momento analizan la complejidad que
supone la resolucion de la tarea para el estudiante basandose en el enunciado
de la actividad, en la resolucion esperada por un estudiante medio y en las
instrucciones dadas por el profesor. Son pocos los trabajos consultados que,
para valorar el nivel de demanda cognitiva de las tareas, tienen en cuenta las
resoluciones hechas por los estudiantes y ninguno de ellos plantea la posibilidad
de que una misma actividad tenga diferentes niveles de demanda cognitiva en
funcién de las respuestas de los estudiantes. Por ejemplo, Garcia y Benitez
(2013) hacen uso de las resoluciones de los estudiantes para comprobar que el
nivel de demanda cognitiva se ha mantenido gracias a un correcto planteamiento
de la actividad y una buena practica docente, pero no analizan la diversidad de

resoluciones.

Ante la ausencia en nuestra busqueda bibliografica de trabajos que investiguen

como evaluar el desafio y el esfuerzo cognitivo que supone la resolucién de
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tareas por estudiantes con talento matematico a partir de sus respuestas, en una
conversacion personal, Schoenfeld (2016) reconocié desconocer la existencia
de trabajos sobre dicho asunto basados en estudiantes “ordinarios” y mucho

menos en superdotados (las comillas son de Schoenfeld).

En definitiva, las tareas matematicas propuestas a los estudiantes son
importantes, ya que determinan las oportunidades de aprendizaje que se les
ofrece. De manera resumida, podemos decir que algunos de los factores mas
importantes a tener en cuenta a la hora de seleccionar las actividades son las
caracteristicas de las tareas y los objetivos de aprendizaje que se pretenden
conseguir, la manera en la que el profesor gestiona la tarea en su clase y la

exigencia de la tarea (demanda cognitiva).

La primera apreciacién de la revision bibliografica es que, hay pocos estudios
gue aludan a la necesidad de una correcta clasificacién de actividades con el fin
de atender la diversidad de capacidades entre el alumnado, en particular, a los
estudiantes con alta capacidad matematica. Kim y Kim (2017) estudian las
caracteristicas de las tareas propuestas y el nivel de demanda cognitiva
requerido para implementar una educacion diferenciada con estudiantes con
talento matematico. Sin embargo, hemos visto que si hay varios estudios que se
centran en la clasificacion de actividades como un recurso de apoyo para el
docente, de manera que le permita cubrir el curriculo oficial, desarrollando todos
los contenidos y habilidades. Por ejemplo, la taxonomia de Bloom, anteriormente
mencionada, surge como un recurso para ayudar a los profesores a planificar y
desarrollar un curso, de manera que se haga uso de actividades que trabajen
diferentes habilidades, pero sin prestar atencion al alumnado y a sus
razonamientos. Por su parte, los niveles de profundizacion aportados por Webb,
a pesar de centrar su objetivo en identificar el nivel de profundizacion del
conocimiento que alcanza el estudiante, su descripcion es escueta y esta
asociada a caracteristicas propias del enunciado de la tarea, con el fin de
comparar si los objetivos de la actividad se ajustan a los criterios de evaluacion.
Por otra parte, la matriz de rigor cognitivo propuesta por Hess, ademas de estar
enfocada a la mejora de la instruccion y planificacion de la leccidén por parte del
profesor, sin tener en cuenta la diversidad de capacidades presentes en el aula,

resulta poco operativa para analizar tareas, debido a que son demasiados los
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aspectos a tener en cuenta, muy diferentes entre ellos, y ninguno de ellos hace

referencia al alumnado.

Consideramos, por tanto, que el analisis de la complejidad que supone la
resolucién de una actividad nos va a permitir identificar aquellas actividades que
promueven el razonamiento y resultan eficaces para desarrollar las habilidades
del alumnado, en especial de los estudiantes con mas talento matematico. Por
lo expuesto anteriormente, consideramos que el modelo de demanda cognitiva
es el més apropiado para llevar a cabo nuestra investigacion, ya que nos permite
clasificar las actividades en funcion de la complejidad del razonamiento que pone

en juego el estudiante para resolver las actividades.

El planteamiento de actividades de un alto nivel de demanda cognitiva a un grupo
de estudiantes con diferentes capacidades matematicas, especialmente si hay
estudiantes con talento matematico, puede provocar la obtencion de diversas
estrategias de resolucion asociadas a diferentes niveles de demanda cognitiva.
Una correcta discusion y analisis de las respuestas de los estudiantes pueden
ayudarnos a comprender y valorar su razonamiento y aprendizaje. Por este
motivo, para la identificacion del nivel de demanda cognitiva de las tareas
realizaremos un doble analisis, un primer analisis basado en el enunciado de la
actividad y un segundo analisis en funcion de las diferentes estrategias de
resolucién obtenidas por los estudiantes, apreciando asi la diversidad de

capacidades presente en una misma aula.

2.3 Pre-algebra

La resolucion de problemas, asi como el desarrollo de habilidades que
favorezcan el logro de ese desafio, son algunos de los objetivos principales de
la ensefianza de matematicas. La exploracion de tareas de patrones geomeétricos
contribuye al desarrollo de habilidades relacionadas con la resolucion de
problemas, debido a la necesidad de analizar casos particulares, organizar los
datos de manera sistematica, conjeturar y generalizar (Barbosa, Vale, Palhares,
2012).

En esta seccidbn realizamos una revision bibliografica de diferentes

investigaciones realizadas sobre el uso en pre-algebra de problemas de patrones
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geomeétricos, haciendo hincapié en el valor del uso de estos problemas para
introducir a los estudiantes en algebra. A continuacion, presentamos un resumen
de algunas publicaciones relacionadas con la resolucion de problemas de
patrones geométricos, que incluyen la generalizacion como parte del proceso de
resolucion de este tipo de problemas.

2.3.1 Introduccion del dlgebra a partir de problemas de
patrones

Tradicionalmente se ha considerado que la aritmética debia preceder al algebra,
limitando la ensefianza del algebra a la Educaciéon Secundaria o cursos
superiores. En los ultimos afios ha aumentado el nimero de investigaciones
dirigidas a la ensefianza del algebra en Educacion Primaria. Este contexto es
conocido como Pre-algebra o Algebra temprana y “propone organizar la
ensefianza de la aritmética y del algebra sin saltos ni rupturas tratando de que
haya una continuidad entre ambas” (Garcia-Reche, Callejo y Fernandez, 2015,
p. 279).

Blanton y Kaput (2004) describen el pensamiento algebraico como el proceso
mediante el cual se llegan a generalizar relaciones matematicas, a partir de un
conjunto de instancias particulares, y a expresarlas en formas cada vez mas
formales. En esta linea, algunos autores (Callejo, Garcia-Reche y Fernandez,
2016; English y Warren, 1998; Radford, 2012) se han centrado en mostrar
evidencias de que el pensamiento algebraico puede desarrollarse en Educacion
Primaria mediante la resolucién de actividades de patrones geométricos. En la
literatura consultada, hemos encontrado diversas investigaciones dedicadas a
caracterizar el pensamiento algebraico, razonamiento algebraico, pensamiento
funcional o razonamiento funcional. Por su parte, Warren (2005) y Warren y
Cooper (2005) definen el pensamiento funcional como una pieza del
pensamiento algebraico, previa al pensamiento algebraico formal, que se centra
en la relacion entre dos cantidades variables. Recientemente, encontramos una
gran variedad de publicaciones (Blanton y Kaput, 2004; Cafadas, Brizuela y
Blanton, 2016; Castro, Cafadas, Molina, 2017; Warren y Cooper, 2005)

dedicadas a mostrar evidencias del desarrollo del pensamiento funcional en
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estudiantes de Educacion Primaria a partir de la resolucion y comprension de

tareas que requieran relaciones funcionales.

El NCTM (2003) considera que la mejor manera de aprender el algebra es
entendiendo esta como un conjunto de conceptos y técnicas vinculados a la
representacion de relaciones cuantitativas para formalizar patrones, funciones y
generalizaciones. Por ello, el NCTM (2003) manifiesta que la comprension de
patrones y relaciones debe ser el primer objetivo en el que centrarse en la
instruccion del algebra, apoyando la introduccion del razonamiento algebraico en
la Educacion Primaria mediante la exploracion de patrones. Siguiendo esta
premisa, Castro, Cafiadas y Molina (2010) concluyen que es recomendable
introducir la busqueda de regularidades desde edades tempranas, para evitar las
dificultades encontradas en niveles superiores a la hora de establecer

generalizaciones, asi como de expresarlas algebraicamente.

2.3.2 Problemas de patrones geométricos

La nocion de patron surge como resultado de una situacién repetida con
regularidad (Steen, 1988, p. 611). En la bibliografia consultada podemos ver que
se utilizan diferentes tipos de patrones: patrones numéericos, patrones pictoricos
0 geométricos, patrones lineales o cuadraticos, patrones repetitivos, etc. Si
centramos la atencién en el modo en el que se presentan los datos en el contexto
del pre-algebra, podemos diferenciar entre patrones numéricos y patrones

geomeétricos:

e Un patron numérico es una secuencia de numeros que pueden ser
calculados mediante una regla definida basada en el nimero anterior 0 en
su posicion en la secuencia (Ndlovu, 2011, p. 17).

e Un patrén geomeétrico es una secuencia de figuras en la que los objetos
de la figura cambian de un término al siguiente, generalmente de una

manera predecible (Huntzinger, 2008, p. 280).

Diferentes investigaciones (Amit y Neria, 2008; English y Warren, 1998)
muestran que los problemas de patrones, tanto numericos como geomeétricos,
pueden resultar muy eficientes para promover el desarrollo del pensamiento

algebraico. No obstante, algunos autores (Rivera, 2010; Lannin, 2005), en sus
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experimentaciones, observan que los estudiantes de edades tempranas
presentan mas dificultades al resolver problemas de patrones numéricos que de

patrones geomeétricos.
Un patron geométrico involucra dos variables (Huntzinger, 2008):

e La variable dependiente que hace referencia al conjunto de elementos
cuantificables que forman la figura del patron (valor del término).
e La variable independiente que hace referencia a la posicién que ocupa la

figura en el patron (posicion del término).

Los problemas de patrones consisten en obtener, a partir de algunos términos
conocidos, nuevos términos o el término general (Merino, Cafiadas y Molina,
2013). En estos problemas podemos diferenciar dos tipos de cuestiones en
funcién de la variable que conocemos (Callejo, Garcia-Reche y Fernandez, 2016;
Merino, Cafadas y Molina, 2013; Rivera, 2013).

e Cuestiones de relaciéon directa. Hacen referencia a las situaciones en las
gue se conoce la posicién de un término concreto y se desconoce cuantos
elementos lo forman.

e Cuestiones de relacion inversa. Hacen referencia a las situaciones en las
que se conoce el namero de elementos que forman un término

determinado, pero se desconoce en qué posicion esta dicho término.

Ademas, si nos centramos en las cuestiones de relacion directa, podemos
diferenciar cuatro tipos de cuestiones, cuyo grado de complejidad aumenta
cuanto mayor es la distancia entre la posicion de los términos dados y la del
término que se pide.

e Término inmediato o cuestion introductoria, se pide el calculo del término
gue sigue a los términos dados de la secuencia conocida (Garcia-Cruz,
1999).

e Término cercano, se pide el calculo de un término que puede ser resuelto
mediante la representacion y el conteo (Radford, 2011; Stacey, 1989).

e Término lejano, se pide el calculo de un término para el cual la estrategia
de representacion y conteo resulta larga y costosa de llevar a cabo, por lo
gue es mas conveniente establecer relaciones entre el valor de los

términos conocidos y sus posiciones (Radford, 2011; Stacey, 1989).
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e Término general, se pide expresar verbalmente y/o simbodlicamente la
regla general que permite encontrar el término enésimo de la secuencia,
lo que requiere la identificacion de la relacién funcional implicita en el

patron geométrico (Callejo y Zapatera, 2014)

Por otra parte, Friel y Markworth (2009) identifican otros factores que pueden
determinar el grado de complejidad de las tareas de patrones: el uso de uno o
mas colores/formas en las representaciones geométricas, el modo de
crecimiento de las representaciones geomeétricas (figuras con piezas de
diferentes formas que crecen simultaneamente, figuras con piezas de varias
formas que comparten piezas al crecer, etc.), conocer o no el término inicial del

patron o el tipo de relacion (lineal, afin o cuadratica).

2.3.3 Estrategias para resolver problemas de patrones
geométricos

Para resolver los diferentes tipos de cuestiones definidas anteriormente, los
estudiantes emplean distintas estrategias de resolucion. Zapatera y Callejo,

(2011) presentan una clasificacion de estas estrategias de resolucion:

» Estrategia aditiva. Los estudiantes observan que, el valor de un término
se obtiene sumando al término anterior una cierta cantidad y la usan para
calcular el valor del término requerido.

= Estrategia funcional. Los estudiantes utilizan una expresion aritmética,
algebraica o verbal para hallar el nimero de elementos en cada caso.

» Razonamiento proporcional. Los estudiantes hallan, errbneamente, el
numero de elementos mediante razonamientos proporcionales como

multiplicaciones o reglas de tres.

Aunque los nombres de las estrategias pueden variar de un autor a otro, una
gran parte de las publicaciones sobre generalizacion se basan en el estudio de
las estrategias empleadas por los estudiantes al resolver problemas de patrones.
Algunos trabajos, como Stacey (1989) y Callejo, Garcia-Reche y Fernandez
(2016), analizan el tipo de estrategias utilizadas para el célculo de un término
lejano en funcién del nivel de escolarizacion de los estudiantes. Estos autores

identifican que, pese a que la estrategia de recuento es la mas frecuente, se
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produce una disminucion del uso de esta conforme el curso de los estudiantes
es mayor. Otros autores (Callejo y Zapatera, 2014; Zapatera y Callejo, 2011) se
centran en el estudio de la flexibilidad con la que los estudiantes modifican sus
estrategias de resolucion cuando la demanda de la tarea aumenta (de un término

cercano a uno lejano, y de este al término general).

Otro asunto de interés sobre las estrategias de resolucion son las dificultades
encontradas por los estudiantes al aplicar dichas estrategias para resolver
problemas de patrones. Un ejemplo de ello es el trabajo realizado por Barbosa,
Vale y Palhares (2012), quienes identifican en su trabajo las dificultades
encontradas por estudiantes de 6° grado al calcular el término lejano,
observando que ninguno de los estudiantes de su experimentacion fue capaz de

encontrar las reglas generales.

En lo que respecta a problemas de patrones geométricos y talento matemaético,
Amit y Neria (2008) realizan un estudio donde describen las estrategias
utilizadas, el tipo de comunicacion y la justificacion de las generalizaciones
realizadas por estudiantes con talento matematico al resolver problemas de
patrones. Este estudio muestra que los estudiantes talentosos presentan altas
habilidades matematicas cuando se enfrentan a tareas de generalizacion de
patrones. Por su parte, Arbona (2016) analiza las estrategias de resolucion
utilizadas por un estudiante de Educacién Primaria con talento matematico al
resolver problemas de patrones geomeétricos con cuestiones de relacion directa
e inversa. La experimentacion se divide en tres fases donde se estudia la
evolucion del estudiante al resolver los problemas. Tras los resultados obtenidos,
la autora concluye que los problemas de patrones geométricos son una buena
herramienta para la introduccién de estudiantes de Educacion Primaria con altas

capacidades matematicas en el mundo del algebra a través de la generalizacion.

2.3.4 Generalizacion en pre-dlgebra

Polya (1966) sefiala que el reconocimiento de patrones es esencial para
desarrollar la habilidad de generalizar, ya que, a partir de la observacion de una
regularidad, se busca un patron que sea valido para mas casos. Diferentes

autores han definido el término generalizacion:
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Polya (1965, p. 97) sostiene que la generalizacidén consiste en pasar del examen
de un objeto al examen de un conjunto de objetos, entre los cuales figura el
primero; o pasar del examen de un conjunto limitado de objetos al de un conjunto
mas extenso que incluya al conjunto limitado. Asi mismo, Dreyfus (1991, p. 35)
considera que generalizar es derivar o inducir a partir de particulares, identificar
aspectos comunes, expandir dominios de validez. Por su parte, Kaput (2000, p.
6) introduce la nocion de patrén argumentando que la generalizacion implica
extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla
del caso o casos considerados, identificando y exponiendo explicitamente
caracteristicas comunes a través de casos, o levantar el razonamiento o la
comunicacion a un nivel en el que el foco ya no esta en el casos o situaciones
en si, sino mas bien en los patrones, procedimientos, estructuras y las relaciones

a través y entre ellos.

Pese a la diversidad de definiciones que podemos encontrar referentes al
término generalizacion, todos los autores coinciden en que generalizar consiste
en universalizar una pauta o regularidad observada en los casos patrticulares,
expresar en lenguaje verbal o algebraico una regla general que represente dicha
pauta o regularidad y justificar por qué funciona la regla (Zapatera y Callejo,
2011, pp. 599-560).

En esta investigacion nos centraremos en la generalizacion en pre-algebra. En
este marco, podemos encontrar diversas clasificaciones (Garcia-Cruz,1998;
Radford, 2003) de los tipos de generalizacion en funciéon del grado de

abstraccion:

e Generalizacion factual o actividad procedimental. Cuando el estudiante
reconoce y utiliza el caracter iterativo o recursivo de la pauta lineal.

e Generalizacion contextual o local. Cuando el estudiante identifica y utiliza
una regla para céalculos especificos estableciendo una relacién entre las
dos variables, pero sin expresarla de manera algebraica.

e Generalizacion simbdlica o global. Cuando el estudiante expresa la regla
de célculo de manera general utilizando notacién algebraica (incluidas las

letras) para describir la generalizacion.
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Los distintos niveles de generalizacién definidos por Garcia-Cruz (1998) y
Radford (2003) han sido utilizados para analizar y clasificar las generalizaciones
producidas por los estudiantes, con el objetivo de discernir si son capaces de

realizar el paso desde las expresiones aritméticas a la generalizacion.

2.4 Visualizacion

Algunos autores, como Gonzato, Fernandez y Godino (2011) o Baki, Kosa y
Guven (2011), han destacado la visualizacion como un contenido necesario a
tratar en la enseflanza. No obstante, a menudo el uso de la visualizacion en la
enseflanza es escaso, lo cual puede estar condicionado por dificultades
culturales, cognitivas y socioldgicas (Arcavi, 2003; Eisenberg y Dreyfus, 1991).
Las dificultades culturales estan relacionadas con lo que la comunidad
matematica considera legitimo y aceptable como demostracion matematica,
entre lo que no se incluye el uso de la visualizacion; las dificultades cognitivas
dependen de la demanda cognitiva que requieren los procedimientos visuales
frente a los de otro tipo; y las dificultades sociologicas hacen referencia a los
impedimentos con los que se encuentra el profesor a la hora de ensefar
procesos visuales. Dichas dificultades parecen motivar la poca presencia de la

visualizacion en las clases de matematicas.

Para contrarrestar este déficit, es necesario subrayar el papel que desempenia la
visualizacion en la labor mateméatica. Makina (2010, p. 24) afirma que “la
visualizacion fomenta el pensamiento critico, lo que lleva a una mejor
comprension de los datos manejados”. Por su parte, Hershkowitz, Parzysz, y Van
Dormolen (1996, p. 163) sostienen que “las formas y las representaciones
visuales mejoran la comprension de conceptos, procedimientos y fenémenos en
las diferentes areas de las matematicas”. Es por ello que, desde hace algunos
afos, en la educacidon matematica se viene subrayando la necesidad de
incrementar el uso de elementos visuales como parte de la ensefianza (Arcavi,
2003; Gutiérrez, 1996a).

Para situar nuestro trabajo relacionado con la visualizacion, hemos realizado una
breve revision bibliografica dividida en dos partes. Primeramente, presentamos

los conceptos que organizan el mundo de la visualizacion en educacion
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matematica, donde mostramos algunas publicaciones de las décadas de 1970 a
1990, basandonos en las sintesis realizadas por Gutiérrez (1996a) y Presmeg
(2006). A continuacion, a partir de diferentes publicaciones, la mayoria de ellas
recientes, la segunda parte de la revision se centra en el desarrollo de la
capacidad de visualizacién en los estudiantes.

Gutiérrez (1996a) unifica diversos desarrollos tedricos elaborados hasta el
momento. Una década mas tarde, Presmeg (2006) realiza una revision donde se
recogen las investigaciones realizadas en los congresos del Grupo PME sobre

visualizacion y aprendizaje matematico.

Gutiérrez (1996a, p. 9) considera “la visualizacion en matematicas como el tipo
de razonamiento basado en el uso de elementos visuales o0 espaciales, mentales
o fisicos, realizado para resolver problemas o demostrar propiedades” (Gutiérrez
19964, p. 9), que esta integrada por cuatro elementos principales:

Imagenes mentales.
Representaciones externas.

Procesos de visualizacion.

0N

Habilidades de visualizacioén.

Los cuatro elementos (imagenes, representaciones, procesos Yy habilidades)
facilitan el analisis de la visualizacion en la resolucion de una tarea. A
continuacion, vamos a resumir algunas de las definiciones de cada uno de dichos
elementos, basandonos en diversas referencias recopiladas por Gutiérrez
(19964a).

2.4.1 Imdgenes mentales

El elemento basico central de todas las concepciones de percepcion visual son
las imagenes generadas y manipuladas en la mente. No obstante, cuando se
hace referencia a dicho elemento, podemos encontrar diferentes

denominaciones: imagen visual, imagen espacial e imagen mental.

Lean y Clements (1981, pp. 267-268) definen imagenes (imagery) como “una
actividad mental correspondiente a la percepcion de un objeto, cuando el objeto

no esta presente para los sentidos”. Dentro del concepto imagenes, diferencian
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imagen visual, como la percepcién de un objeto que, a pesar de no estar
presente, se representa como una fotografia en la mente para resolver un

problema.

De manera similar, pero considerando también como imagen visual aquellas
imagenes que se apoyan en informacion grafica o visual presente, Dreyfus
(1995, p. 3) define imagen visual como “el uso de imagenes mentales con un
fuerte componente visual”. En la misma linea, Presmeg (19864, p. 42) la define
como “un esquema mental que representa graficamente informacion visual o
espacial’. Ademas, en funcién del tipo de esquema mental utilizado, Presmeg

(19864a) distingue diferentes tipos de imagenes visuales:

e Iméagenes concretas pictoricas. Se trata de imagenes figurativas de
objetos fisicos.

e Imagenes de férmulas. Consisten en la visualizacion mental de férmulas
o relaciones esqueméticas de la misma manera que se las veria, por
ejemplo, en el libro de texto.

e Imagenes de patrones. Son imagenes de esquemas visuales
correspondientes a relaciones abstractas. A diferencia del tipo anterior, no
se visualiza la relacién propiamente dicha (una formula generalmente),
sino alguna representacion grafica de su significado.

e Imagenes cinéticas. Se trata de imagenes en parte fisicas y en parte
mentales, ya que en ellas tiene un papel importante el movimiento de
manos, cabeza, etc.

e Imagenes dinamicas. Son imagenes mentales en las que los objetos o

algunos de sus elementos se desplazan.

Cuando las imagenes visuales se refieren a figuras tridimensionales, algunos
autores las denominan imagenes espaciales. Yakimanskaya (1991, p. 26)
considera la imagen espacial como “la unidad basica operativa del pensamiento
espacial’, es decir, son las imagenes que se crean y transforman al establecer
relaciones espaciales durante la resolucion de un problema. Puesto que estas
imagenes se van manipulando durante el proceso de resolucién, Yakimanskaya
(1991, p. 24) sostiene que las imagenes espaciales deben ser “dinamicas,

flexibles y operativas”.
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Gutiérrez (1996a) indica que las definiciones de imagen visual, imagen espacial
e imagen mental utilizadas por los autores mencionados son equivalentes,
definiendo el término imagen mental como “cualquier tipo de representacion
cognitiva de un concepto o propiedad matematicos por medio de elementos
visuales o espaciales” (Gutiérrez, 1996a, p. 9), que integra las definiciones
anteriores, independientemente del tipo de imagenes (bidimensionales o

tridimensionales) o si se apoyan o0 no en informacion grafica o visual presente.

2.4.2 Representaciones externas

Las representaciones externas son todos aquellos textos, signos, dibujos, etc.
gue representan objetos, conceptos o0 propiedades o que proporcionan
informacion sobre ellos. Las imagenes mentales o representaciones internas son
producidas a partir de las representaciones externas, y viceversa. Fernandez,
Godino y Cajaraville (2012, p. 39) sostienen que “la interaccion entre las
representaciones externas e internas es fundamental para la ensefianza y el

aprendizaje”.

Para Mesquita (1998), las representaciones externas son aquellas que se
pueden plasmar en papel, pizarra, pantalla de proyeccion, etc. Por otra parte,
para completar su definicion, Mesquita (1998) describe algunos topicos

relacionados con las representaciones externas y sus implicaciones:

- La autora sugiere la existencia de un doble estatus de las
representaciones, abstracto o particular, de manera que una misma figura
puede representar un objeto geométrico abstracto o bien una concrecion
particular del mismo.

- Latipicidad de una representacion externa, que se refiere al hecho de que
algunos individuos asocian mas facilmente a un problema dado unas
representaciones que otras.

- El doble papel de las representaciones externas: descriptivo, donde la
representacion externa ilustra relaciones y propiedades implicadas en el
problema, o heuristico, donde la representacion externa actla como
soporte para la intuicién, sugiriendo transformaciones que pueden

conducir a la solucién.

40



Revision Bibliogréafica

- La naturaleza de las representaciones externas, que pueden aparecer
como objetos, cuando las relaciones geométricas utilizadas en la
construccion son reutilizadas, o como ilustraciones, cuando aparecen
como un tipo de esquema desde el cual no es posible extraer propiedades

directamente.

Las representaciones externas pueden ser analizadas desde diferentes puntos
de vista. Godino, Gonzato, Cajaraville y Fernandez (2012), en el marco del
enfoque ontosemiético, clasifican las representaciones externas como
personales o colectivas, ostensivas o no ostensivas, unitarias o sistémicas,

extensivas o intensivas y si se refieren a la expresion o al contenido.

De un modo general, Gutiérrez (1996a, p. 9) define las representaciones
externas como “cualquier tipo de representaciéon verbal o grafica de conceptos o
propiedades que contienen dibujos, esbozos, diagramas, etc. que ayuda a crear

o transformar imagenes mentales y a realizar un razonamiento visual’.

2.4.3 Procesos de visualizacion

Un proceso de visualizacion consiste en una actividad fisica o mental que se
realiza con el fin de crear, analizar o trasformar imagenes. De un modo general,
Gutiérrez (1996a, p. 10) define un proceso de visualizacion como “una accion

mental o fisica en la que estan involucradas las imagenes mentales”.

Por su parte, Bishop (1983), en una revisidn sobre aprendizajes geométricos,
distingue dos tipos de actividad mental segun el modo en el que se manipulan
las imé&genes visuales y las representaciones externas durante la actividad de
visualizacion. Aunque Bishop no diferencia claramente entre procesos y
habilidades, Gutiérrez (1992, p. 45) reinterpreta estos dos constructos como

procesos de visualizacion:

e Procesamiento visual (VP). Es el proceso de conversion de informacion
abstracta o no figurativa en imagenes visuales y también el proceso de
transformacion de unas imagenes visuales ya formadas en otras.

e Interpretacion de informacion figurativa (IFI). Es el proceso de

comprension e interpretacion de representaciones visuales para extraer
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la informacién que contienen. Por lo tanto, este proceso puede verse

como el inverso del anterior.

Por otra parte, Yakimanskaya (1991, p. 101) identifica dos niveles de actividad
de pensamiento espacial: la creaciébn de imagenes, que esta enfocada a la
formacion de imagenes de manera similar al procesamiento visual, y su
manipulacion o uso, que tiene como objetivo reelaborar las imagenes
ajustandolas a un problema particular con el objetivo de comprender e interpretar
las imagenes para resolver el problema, que estd relacionado con la

interpretacion de informacion figurativa.

También Kosslyn (1980, citado en Gutiérrez, 1996a, p. 8) identifica cuatro

procesos aplicables a la visualizacion e imagenes mentales:

e Generar una imagen mental a partir de alguna informacion.

e Inspeccionar una imagen mental para observar su posicion o la presencia
de partes o elementos.

e Transformar una imagen mental por rotacion, translacion, escala o
descomposicion.

e Usar una imagen mental para contestar preguntas.

Estos cuatro procesos estan relacionados con los descritos por Bishop y
Yakimanskaya: el primero de los procesos hace referencia a la creacion de
imagenes o0 procesamiento visual, mientras que los tres restantes estan
enfocados a la manipulacibn y uso de imagenes o interpretacion de la
informacion figurativa. Gutiérrez (1996a) unifica los procesos anteriores en dos

procesos:

e Interpretacion visual de informacion (correspondiente a VP) para crear
imagenes mentales a partir de cualquier tipo de informacioén, incluso de
otras imagenes mentales.

e Interpretacién de imagenes mentales (correspondiente a IFI) para generar
informacion, subdividido en los subprocesos sefialados por Kosslyn:

0 Observacion y andlisis de imdgenes mentales.
o Transformacion de imagenes mentales en otras imagenes
mentales.

o Transformacién de imagenes mentales en otro tipo de informacion.
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2.4.4 Habilidades de visualizacion

Otro componente en la actividad de visualizacion son las habilidades de
visualizacion. La habilidad de visualizacion es la capacidad o destreza para
ejecutar, fisica o mentalmente, los procesos de creacion, trasformacién o
manipulacion de imagenes. Gutiérrez (1992, p. 45) define las habilidades de
visualizacion como “las habilidades utilizadas por los individuos para la creacion

y procesamiento de imagenes visuales”.

Gutiérrez (1992, p. 46) ofrece una interpretacion de las habilidades sugeridas por
diferentes autores y recopiladas por Del Grande (1990):

e Coordinacion motriz de los ojos. Es la habilidad para seguir con los 0jos
el movimiento de los objetos de forma agil y eficaz.

e Identificacion visual. Es la habilidad para reconocer una figura aislandola
de su contexto complejo.

e Conservacion de la percepcion. Es la habilidad para reconocer que un
objeto mantiene su forma, aunque deje de verse total o parcialmente, por
ejemplo, porque haya sido girado o se haya ocultado.

e Reconocimiento de posiciones en el espacio. Es la habilidad para
relacionar la posicion de un objeto con uno mismo (el observador) o con
otro objeto, que actia como punto de referencia (por ejemplo, estar mas
cerca, a la derecha, arriba, etc.).

¢ Reconocimiento de las relaciones espaciales. Es la habilidad que permite
identificar las caracteristicas o relaciones internas entre diversos objetos
situados en el espacio sin usar ningun sistema de referencia externo (por
ejemplo, estar girados, ser perpendiculares, ser simétricos, etc.).

e Discriminacion visual. Es la habilidad que permite comparar varios objetos
identificando sus semejanzas y diferencias visuales.

e Memoria visual. Es la habilidad para recordar las caracteristicas visuales
y de posicidon que tenian en un momento dado un conjunto de objetos que
estaban a la vista pero que ya no se ven o que han sido cambiados de
posicion.

Podemos encontrar otras definiciones de habilidades, pero la mayoria de ellas
pueden interpretarse como una combinacion de las habilidades indicadas
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anteriormente. Por ejemplo, Ryu, Chong y Song (2007, p. 141) definen cuatro
habilidades, entre ellas, la “habilidad de visualizar la rotacion de un objeto
representado”. Esta habilidad es el resultado de reconocer un objeto cuando se
le somete a un movimiento e identificar su nueva posicién, es decir, se trata de
una combinacion de las habilidades de reconocimiento de posiciones en el

espacio y de conservacion de la percepcion.

2.4.5 La ensenanza de la visualizacion

Una vez identificados los aspectos tedricos de la visualizacion en la bibliografia
consultada, el principal problema es encontrar metodologias de ensefianza
eficaces para desarrollar la capacidad visualizadora en los estudiantes de
matematicas. En la segunda parte de esta revision bibliografica sobre
visualizacion, nos vamos a centrar en la revision de literatura mas actual basada
en la ensefianza y el desarrollo de la capacidad visualizadora. Presmeg (2006)
afirma que quizas el asunto mas apremiante de investigacion en esta area es
encontrar una ensefianza eficaz para aumentar el uso y poder de la visualizacién

en la educacion matematica.

El incremento del uso de la visualizacion en la ensefianza depende de varios
factores, entre los que podemos destacar una adecuada formaciéon de los
profesores y el disefio de actividades que favorezcan su uso.

En lo que respecta al profesorado, varios trabajos han detectado una falta de
formacion de los profesores en visualizacion. Por ejemplo, Malara (1999)
muestra las dificultades encontradas por profesores de secundaria al resolver
actividades de geometria tridimensional, destacando la importancia de formar al
profesorado. Mas recientemente, Godino, Gonzato, Contreras, Estepa y Diaz-
Batanero (2016) desvelan importantes carencias en los conocimientos didactico-
matematicos sobre visualizacién por parte de futuros profesores de educacion
primaria, lo que les lleva a sefalar la necesidad de disefar acciones formativas

especificas sobre estos contenidos.

Por otra parte, el disefio de tareas que favorezcan el uso de la visualizacion
implica un analisis de las habilidades de visualizacion que se pueden poner en
juego al resolver dichas actividades, asi como de las dificultades encontradas o
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errores cometidos. Son varios los trabajos dedicados al analisis de la ensefianza,
aprendizaje y utilizacion de las habilidades de visualizacion (Escriva, 2016;
Gbomez, 2013; Ramirez, 2012; Saads y Davis, 1997), en los que se observa como
el andlisis de las estrategias visuales utilizadas en la resolucion de una tarea
permite conocer el papel que ocupa la visualizacion en el rendimiento al
resolverla. De manera analoga, otros autores se han centrado en el analisis de
los errores cometidos o dificultades encontradas al resolver actividades de
visualizacion, concluyendo que algunas de las dificultades encontradas, como la
interpretacion del enunciado, la comunicacién de la respuesta o el proceso de
resolucion, pueden ser solventadas tras un proceso de formacion o mediante el

incremento del uso de este tipo de tareas (Gorgorio, 1994; Malara, 1999).

En particular, si centramos la atencidon en tareas que requieran el uso de
representaciones planas, podemos destacar el proyecto llevado a cabo durante
siete afios en Estados Unidos por Sack (2013) y Sack y Vazquez (2016). En este
estudio participaron aproximadamente cuatrocientos estudiantes de Educacion
Primaria y consisitié en la implementacion de una serie de actividades con el
objetivo de desarrollar la habilidad de coordinar modelos 3D con imagenes 2D y
mejorar asi la enseflanza de geometria en primaria. De manera similar, podemos
hallar estudios sobre las dificultades encontradas al utilizar representaciones
planas, como el realizado por Ben-Haim, Lappan y Houang (1985), que muestra
las dificultades que presentan los estudiantes a la hora de relacionar las vistas
isométricas de un objeto con el solido que representan y cOmo una correcta
instruccion por parte del profesor puede tener efectos positivos en el estudiante

al resolver este tipo de problemas.

Ademas de estas lineas de investigacién, Presmeg (2006), aparte de la
ensefianza de visualizacion, menciona algunas de las lineas de investigacion
mas recientes relativas a visualizacion: las diferencias de género, la relacion
entre visualizacion y resolucion de problemas, el uso de ordenadores para
potenciar la visualizacion, el andlisis de habilidades de visualizacién, los
aspectos semioticos de la visualizacién, la importancia de los dibujos y otras
representaciones en la resolucion de problemas, la relacion entre el uso de
gestos tanto por parte del docente como del estudiante y el pensamiento visual,

la relacion entre el talento matemético y la visualizacion, etc. Entre estas lineas
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de investigacion, destacamos, por su relacidon con nuestro trabajo, la referente al

talento matematico y visualizacion.

Una de las investigaciones pioneras sobre talento y visualizacién es la de
Krutetskii (1976), el cual elaboro tests con problemas mateméticos variados de
diferentes contenidos (aritméticos, algebraicos, geométricos y otros). Estos
problemas fueron administrados a 192 estudiantes con diferentes grados de
destreza matematica y con edades comprendidas entre los 8 y 16 afios. A partir
de un analisis de las soluciones de ciertos problemas, Krutetskii clasificd a los
estudiantes en geométricos, analiticos o armoénicos, segun el procedimiento

utilizado en la resolucion de las tareas:

e Los estudiantes de tipo geométrico se caracterizan por el predominio de
un componente pictorico-visual muy bien desarrollado, frente a un
componente logico-verbal bien desarrollado, pero menos que la anterior.
Estos estudiantes sienten la necesidad de interpretar visualmente una
expresion o relacion matemética abstracta y, cuando no lo logran, tienen
dificultades para operar con esquemas abstractos.

e Los estudiantes de tipo analitico se caracterizan por el predominio de un
componente l6gico-verbal muy bien desarrollado, frente a un componente
pictorico-visual débil. Estos estudiantes operan facilmente con esquemas
abstractos y no necesitan el apoyo visual para interpretar y usar objetos o
patrones durante la resolucion de problemas.

e Los estudiantes de tipo armoénico se caracterizan por un equilibrio entre
los componentes logico-verbal y pictorico-visual, ambos bien

desarrollados, pero siendo el primer componente dominante.

Dicho de otro modo, hay estudiantes que tienen una marcada inclinacion hacia
los aspectos visuales de las matematicas, otros que se sienten fuertemente
atraidos por el uso e interpretacion de expresiones analiticas, y otros en los que
estos dos se equilibran, utilizando uno u otro segun el problema que estén

resolviendo.

Dentro de las investigaciones referentes a visualizacion y talento matematico se
pueden identificar dos enfoques principales: las dificultades que manifiestan los

estudiantes talentosos al resolver tareas de visualizacion, y las relaciones
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existentes entre la visualizacién y el rendimiento o habilidad mateméatica que

poseen los estudiantes con talento.

Respecto al primer enfoque, el estudio realizado por Lee, Ko y Song (2007)
analiza las habilidades espaciales de visualizacion utilizadas por estudiantes
talentosos al resolver tareas de poliedros regulares. Los resutados de este
trabajo indican que parte de los estudiantes de su muestra tuvieron dificultades
en las tareas de visualizacion relativas a generalizar y definir, debido a que se
basaron demasiado en caracteristicas visuales, que no fueron capaces de
generalizar adecuadamente, lo que les impidio identificar otras caracteristicas
importantes. Ademas, al realizar un estudio comparativo planteando las mismas
tareas a estudiantes ordinarios pero con buenos resultados en algebra y otras
areas de las matematicas diferentes a la geometria, los estudiantes encontraron
muchas dificultades en el proceso de visualizacién espacial, por lo que podrian

usarse este tipo de tareas para detectar el talento.

Respecto al segundo punto de estudio, encontramos discrepancias en los
resultados obtenidos sobre la relacidon existente entre talento matematico y
visualizacion, posiblemente causadas por la diversidad de criterios de medicion.
Asi puede comprenderse que haya estudios que no detectan conexion entre

talento y visualizacion junto con otros que si la establecen.

Entre los estudios que no detectan conexion entre talento matematico y
visualizacion se encuentra Krutetskii (1976, p. 351), el cual concluye que “la
visualizacion no constituye un componente necesario de las habilidades
matematicas de los estudiantes con talento”, ya que casi todos los estudiantes
considerados mas brillantes no eran visualizadores. Por su parte, Lean y
Clements (1981) realizan una revision bibliografica en la que observan que, a
pesar de haber muchas investigaciones sobre la relacién entre la habilidad
espacial, el uso de imagenes visuales (visual imagery) y el rendimiento
matematico, muy pocas investigaciones dan resultados definitivos, por lo no se
puede afirmar la existencia de dicha relacién. También Presmeg (1986b, pp. 300-
301) explica que “la mayoria de los estudiantes con talento no suelen utilizar
meétodos visuales en la resolucion de problemas debido a una serie de factores

internos o externos como: la economia del tiempo, preferencias por una forma

47



Clara Benedicto Baldonado

particular de pensamiento reforzada en el curriculo, en la actuacion de sus

profesores y en los examenes, etc.”

Entre los estudios que si relacionan positivamente la visualizacion y el talento
matematico, Rivera (2011) considera que hay evidencias que muestran que
existe relaciéon entre la habilidad de percepcion visual y la habilidad matematica,
entre la percepcion visual y el rendimiento matematico y entre usar
representaciones visuales y el éxito en la resolucion de problemas matematicos.
En esta linea, Gruessing (2011), examinando las relaciones entre rendimiento
matematico y habilidades espaciales en estudiantes de cuarto curso de
Educacion Primaria, encuentra que los estudiantes con alta habilidad espacial
tienen mayores habilidades matematicas que los de baja habilidad espacial. Por
otra parte, Ramirez (2012), en un trabajo realizado con el objetivo de disefiar
nuevas formas de intervencion para el alumnado talentoso, realiza un
experimento con tareas de visualizacion para un grupo heterogéneo de
estudiantes, donde concluye que los estudiantes con talento matematico
muestran una capacidad visual significativamente superior al resto de
estudiantes. También Escriva (2016) observa que los estudiantes con buenos
resultados académicos no necesariamente son buenos visualizadores, pero
aguellos que si lo son, obtienen buenos resultados académicos y ademas tienen
rasgos propios de estudiantes con talento. Por su parte, Paz-Baruch, Leikin y
Leikin (2016) exploran las habilidades de visualizacion asociadas tanto
estudiantes superdotados como estudiantes con talento matematico. En su
estudio muestran que los procesos de visualizacion son un factor importante en
el talento matematico e identifican las diferencias entre los estudiantes
superdotados y aquellos con talento matematico, observando que cada grupo
destaca en un tipo diferente de habilidades de visualizacion. En el hilo de esta
polémica, Ramirez y Flores (2017) destacan la importancia de matizar los
aspectos de visualizacion y talento que se consideran en cada investigacion para
determinar la existencia de una relacion significativa. Estos autores, en su
estudio, observaron como los estudiantes con talento matematico obtuvieron

puntuaciones en los test visuales superiores que la media estandarizada.

Las discrepancias obtenidas en las investigaciones mencionadas sobre la

existencia de relacién entre el talento matematico y la visualizacién son causadas
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por la dificultad que supone tanto la medicion de las habilidades de visualizacién
como la del talento matematico. Sin embargo, en gran parte de los estudios
mencionados previamente, la finalidad de los trabajos no era conocer de la
existencia de dicha relacion, sino que su objetivo principal era medir y desarrollar
la capacidad de visualizacion de los estudiantes, por las implicaciones

educativas y vocacionales que puede tener en los estudiantes.

Otra de las lineas de investigacion sobre visualizacién, que ha tenido gran
acogida durante las ultimas décadas, es la referente a visualizacién y nuevas
tecnologias. Segun Gutiérrez (1996b), los softwares que permiten la
representacion y transformacion de solidos geométricos en la pantalla favorecen
la creacion y manipulacion de imagenes mentales. Un ejemplo de ello es el
trabajo realizado por Pittalis, Mousoulides y Antreou (2009), que consistio en el
analisis del proceso de visualizacion llevado a cabo por estudiantes de 6° de
Educacion Primaria al construir figuras 3D utilizado aplicaciones de geometria
dinamica tridimensional. Los resultados de este estudio muestran evidencias de
gue la interaccion de los estudiantes con aplicaciones dinamicas de geometria
les permite construir figuras 3D, componiendo y uniendo las imagenes mentales.
Ademas, la posibilidad de rotacion les permite observar diferentes perspectivas
de los objetos construidos para desarrollar habilidades especiales necesarias.
No obstante, a pesar de los beneficios del uso de las herramientas tecnolégicas,
varios autores han hecho hincapié en la importancia de un uso adecuado de las
aplicaciones dinamicas para alcanzar el aprendizaje y la comprension de los

conceptos (Ortega, Pecharroman, 2015; Pratt y Davison, 2003).

Por ultimo, cabe destacar, que el estandar de geometria de NCTM (2003) sefiala
que "la visualizacion espacial, esto es, construir y manipular mentalmente
representaciones de objetos de dos y tres dimensiones y percibir un objeto desde
perspectivas diferentes, es un aspecto importante del pensamiento geométrico”
(NCTM, 2003, p. 43) y que los programas de ensefianza de todos los niveles
educativos deberian capacitar a todos los estudiantes a utilizar la visualizacién

para resolver problemas.
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3. Marco Teorico

Comenzamos este capitulo describiendo los aspectos basicos referidos a los
estudiantes con talento matematico en los que centraremos nuestra atencion,
sus caracteristicas y habilidades. Mas adelante utilizaremos algunas de estas
caracteristicas para el disefio y seleccion de nuestras actividades, mostrando
una forma de ayudar a desarrollar el potencial de estos estudiantes mediante
ejemplos de una metodologia de ensefianza que atiende sus necesidades
especificas. A continuacion, presentamos el modelo de demanda cognitiva
original y las modificaciones realizadas para facilitar su uso, obteniendo una
nueva version del modelo de demanda cognitiva, con la que fijaremos nuestro
marco teorico y que utilizaremos en esta investigacion para la valoracion de
actividades. En las tres Uultimas secciones, presentamos las principales
caracteristicas de los problemas de patrones geométricos y una clasificacion de
las estrategias mas habituales para su resolucion, describimos las habilidades
de visualizacion utilizadas en la resolucién de problemas de proyecciones
ortogonales y definimos las principales caracteristicas de los problemas de

geometria plana en los que hemos centrado nuestro analisis.

3.1 Estudiantes con talento matematico

De entre los estudiantes que destacan respecto a la media, nos centraremos en
aguellos que sobresalen en matematicas, y que, en este texto, denominaremos
estudiantes con aaccmm o talento matemético, entendidos como los estudiantes
que tienen una habilidad o capacidad matematica superior a la media, la cual les

permite resolver de manera exitosa los problemas o actividades matematicas.
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La atencion educativa de los estudiantes con aaccmm requiere potenciar sus
capacidades superiores. En esta investigacion nos centramos en el desarrollo de
algunas de las caracteristicas de los estudiantes con talento matematico

descritas en la Tabla 1 (seccion 2.1.2):

1. Habilidad para identificar patrones y relaciones matematicas (Freiman,
2006; Miller, 1990).

2. Habilidad para organizar datos (Greenes, 1981).

3. Habilidad para acortar los procesos de razonamiento, flexibilidad en los
procesos mentales requeridos para la actividad mateméatica (Freiman,
2006; Greenes, 1981; Kurtetskii,1976; Tourdn y otros, 1998).

4. Habilidad para construir nexos y estructuras matematicas (Freiman,
2006).

5. Habilidad para formalizar o generalizar relaciones matematicas (Greenes,
1981; Krutetskii, 1976; Tourdn y otros, 1998).

6. Habilidad para conceptos espaciales (Krutetskii, 1976).

En este trabajo hemos utilizado un conjunto de actividades matematicas ricas
centradas en tres contextos matematicos diferentes (pre-algebra, geometria
planay visualizacién) que favorecen el desarrollo de dichas habilidades. Para la
seleccion y disefio de estas tareas nos hemos basado en el concepto de
actividad matematica rica presentada por Piggott (2011), considerando aquellas
actividades caracterizadas por ofrecer diferentes oportunidades para satisfacer
las diversas necesidades de los estudiantes en distintos momentos. Piggott
enumera algunas caracteristicas propias de las actividades matematicas ricas,

entre ellas:

- Son accesibles para una amplia gama de estudiantes y ofrecen
oportunidades para el éxito.

- Desafian a los estudiantes a pensar por si mismos.

- Ofrecen diferentes niveles de desafio, pero a cualquier nivel de
aprendizaje hay un verdadero desafio involucrado y, por lo tanto, también
existe la posibilidad de ampliar aquellos que necesitan diferente demanda.

- Permiten diferentes métodos y diferentes respuestas.

- Tienen el potencial de ampliar las habilidades de los estudiantes y/o
profundizar y ampliar el conocimiento del contenido.
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- Tienen el potencial de revelar patrones o conducir a generalizaciones
inesperadas.

- Tienen el potencial de revelar principios subyacentes.

- Alientan a los estudiantes a desarrollar confianza e independencia, asi

como a convertirse en pensadores criticos.

En esta investigacion analizamos tres actividades donde se estudian contenidos
propios, respectivamente, de pre-algebra, geometria plana y visualizacién. En
las dos primeras actividades los estudiantes tienen que generalizar relaciones
aritméticas y geométricas. Para alcanzar este propoésito los estudiantes deben
organizar los datos, establecer relaciones entre los contenidos implicitos y hacer
uso de dichas relaciones para acortar los procesos matematicos. En la tercera
actividad los estudiantes deben utilizar conceptos espaciales haciendo uso de
determinadas habilidades de visualizacion. Todas las actividades estan
compuestas por varias cuestiones con diferentes grados de complejidad,
apropiadas para ser implementadas en una clase ordinaria y que atienden las
necesidades educativas de los estudiantes con talento matematico. Para el
disefio y selecciébn de estas actividades, hemos utilizado algunas de las
caracteristicas de los estudiantes con talento matematico mencionadas
anteriormente, mostrando una forma de ayudar a desarrollar el potencial de estos
estudiantes mediante ejemplos de una metodologia de ensefianza que atiende
sus necesidades especificas.

3.2 El modelo de demanda cognitiva

Como ya hemos visto anteriormente, el modelo de demanda cognitiva es un
instrumento que permite valorar el esfuerzo cognitivo que deben realizar los
estudiantes al resolver problemas de mateméaticas. Su objetivo principal es
analizar las tareas propuestas para clasificarlas segun el grado de complejidad
0 reto que suponga su resolucion para los estudiantes. Este modelo ofrece una
serie de criterios que permiten clasificar las actividades segun dos grados de

complejidad, grado bajo y grado alto.

53



Clara Benedicto Baldonado

Dentro del grado bajo, considera dos niveles:

1. Memorizacion, que corresponde a aquellas actividades que se resuelven a
partir de la repeticion de una serie de datos, formulas o definiciones

tomados directamente del enunciado o previamente memorizados.

2. Algoritmos sin conexiones, que corresponde a aquellas actividades que se
resuelven aplicando un algoritmo anteriormente estudiado o siguiendo
unas instrucciones conocidas. Son tareas que pueden ser resueltas sin
necesidad de comprender los contenidos y relaciones que subyacen a la
actividad, es suficiente seguir unos pasos previamente memorizados de

manera rutinaria.
De igual manera, dentro del grado alto, distingue otros dos niveles:

3. Algoritmos con conexiones, que corresponde a aquellas actividades que,
a pesar de ser resueltas haciendo uso de un algoritmo, requieren de la
comprension de las relaciones que subyacen a los conceptos trabajados.
Son tareas sin un camino de resolucion claro o evidente, es decir, existe
cierta ambigiedad en como deben resolverse, los estudiantes deben
prestar atencion a los conceptos con los que esta trabajando y las
relaciones que subyacen para decidir qué procedimiento utilizar para la

resolucion.

4. Hacer matematicas, que corresponde a aquellas actividades para cuya
resolucion los estudiantes deben hacer uso de un razonamiento complejo.
No pueden ser resueltas mediante un algoritmo y requieren de un
pensamiento abstracto. Son tareas en las que, para ser resueltas, los
estudiantes deben comprender las relaciones que subyacen a los
conceptos trabajados y hacer un correcto uso de dichas relaciones a
través de la busqueda de diferentes estrategias de resolucion que

implican un razonamiento creativo.
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En la Tabla 2 presentamos las caracteristicas definitorias de los cuatro niveles

de demanda cognitiva de Smith y Stein (1998), las cuales hemos numerado con

el objetivo de facilitar su identificacion cuando nos refiramos a ellas mas

adelante.

Nivel de
D. C.

Caracteristicas

Memorizacion

1.1 Suponen la reproduccion de elementos previamente aprendidos,
datos, reglas, formulas o definiciones, o el aprendizaje memoristico de
datos, reglas, formulas o definiciones.

1.2 No pueden ser resueltas usando algoritmos, porque no existe un
algoritmo o porque el tiempo disponible para resolver la tarea es
demasiado corto para usar un algoritmo.

1.3 No son ambiguas. Estas tareas suponen la reproduccién exacta de
un material visto previamente, y expresan clara y directamente como
representarlo.

1.4 No tienen conexién con los conceptos o el significado subyacentes a
los datos, reglas, formulas o definiciones que se estan aprendiendo o
reproduciendo

Algoritmos Sin Conexiones

2.1 Son algoritmicas. Se utiliza un algoritmo especificamente sefialado
0 que es evidente por la instruccion previa, experiencia o ubicacion de la
actividad.

2.2 Su resolucion con éxito requiere una demanda cognitiva limitada.
Existe poca ambigliedad sobre qué hacer y como hacerlo.

2.3 No hay conexién con los conceptos o el significado subyacentes al
algoritmo usado.

2.4 Estdn enfocadas a producir respuestas correctas en vez de al
desarrollo de la comprensiéon matemaética.

2.5 No requiere explicaciones, o explicaciones que se enfocan
Unicamente a describir el algoritmo usado.
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Nivel de

D. C. Caracteristicas

3.1 Dirigen la atencién de los estudiantes al uso de algoritmos con el
objetivo de que profundicen en los niveles de comprensién de los
conceptos e ideas matematicas.

3.2 Sugieren explicita o implicitamente vias a seguir, que son
algoritmos generales que tienen conexiones estrechas con las ideas
conceptuales subyacentes, al contrario que algoritmos especificos
gue son opacos respecto a los conceptos subyacentes.

3.3 Generalmente se representan de varias formas, como diagramas
visuales, manipulativos, simbolos y situaciones problematicas.
Establecer conexiones entre diferentes representaciones ayuda a
desarrollar un significado.

3.4 Requieren cierto grado de esfuerzo cognitivo. Aunque se pueden
utilizar algoritmos generales, no se pueden seguir sin estar atentos.
Los estudiantes necesitan considerar ideas conceptuales que
subyacen a los algoritmos necesarios para resolver con éxito la tarea
y que desarrollan la comprension.

Algoritmos Con Conexiones

4.1 Requieren pensamiento complejo y no algoritmico. La tarea, sus
instrucciones o un ejemplo practico no sugieren explicitamente un
enfoque predecible o una via ensayada.

4.2 Requieren que los estudiantes exploren y comprendan la
naturaleza de conceptos, procesos o relaciones matematicas.

4.3 Necesitan autocontrol o autorregulacioén de los propios procesos
cognitivos.

4.4 Requieren que los estudiantes accedan a conocimiento y
experiencias relevantes y que hagan uso adecuado de ellos durante
la resolucién de la tarea.

Hacer Matematicas

4.5 Requieren que los estudiantes analicen la tarea y examinen
activamente las restricciones que puedan limitar posibles estrategias
de resolucién y soluciones.

4.6 Requieren un considerable esfuerzo cognitivo y pueden implicar
cierto grado de ansiedad para el estudiante debido a la naturaleza
impredecible del proceso de resolucion.

Tabla 2. Caracteristicas del modelo de demanda cognitiva segun Smith y Stein
(1998).
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Esta tabla proporciona un listado de las caracteristicas propias de cada uno de
los niveles de demanda cognitiva, y ha sido utilizada en numerosos estudios para
analizar la demanda cognitiva de tareas, la mayor parte de estas de tipo

aritmético o algebraico.

Durante nuestra investigacion empezamos haciendo uso del modelo de
demanda cognitiva propuesto por Smith y Stein (1998) para el analisis de tareas.
Comenzamos utilizando las caracteristicas de los niveles de demanda cognitiva
presentadas en la Tabla 2 para identificar el nivel de demanda cognitiva de cada
actividad. Sin embargo, al poner en practica el modelo de demanda cognitiva,
observamos que algunas de las caracteristicas no eran claras y habia una falta
de coherencia entre los niveles, lo cual dificultaba al analisis. Esto nos llevo a
realizar algunas modificaciones de redaccion y organizacion de las
caracteristicas con el fin de facilitar su uso. Ademas, una vez organizadas las
caracteristicas del modelo y mejorada su redaccion, observamos que éstas no
se adaptaban a nuestras actividades debido a que estaban adecuadas a unos
tipos de problemas aritméticos o algebraicos concretos. Para solucionar este
problema, particularizamos las caracteristicas del modelo a diversos contextos
matematicos concretos que utilizamos durante nuestra investigacion,
particularizando y concretando cada una de las caracteristicas de manera que
se adecuen a las necesidades de las actividades. Una parte importante de la
investigacion realizada, y de los resultados novedosos que aporta esta tesis
doctoral, ha consistido en modificar y particularizar las caracteristicas de los
niveles del modelo de demanda cognitiva como consecuencia de la experiencia
adquirida cuando empezamos a utilizarlo. En las siguientes secciones de este
capitulo, presentamos y justificamos las modificaciones realizadas en el modelo
de demanda cognitiva original para transformarlo en la formulacion mejorada que
hemos incorporado al marco teérico de este estudio y que utilizaremos en los
capitulos siguientes. Posteriormente, en el capitulo 4, presentaremos, como
parte de nuestra metodologia de investigacion, la particularizacién de esta nueva
formulacion general del modelo de demanda cognitiva a cada uno los contextos

matematicos especificos en los que lo hemos utilizado.
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3.3 Modificacion del modelo de demanda cognitiva

Uno de los focos de atencidén de nuestra investigacion ha sido analizar problemas
de matematicas para identificar su nivel de demanda cognitiva. Cuando
empezamos a llevar a cabo este analisis para determinar el potencial de las
actividades propuestas a nuestros estudiantes e identificar su nivel de

complejidad, nos encontramos con varios obstaculos:

a) Las caracteristicas de los niveles no son claras. Los conjuntos de las

caracteristicas de cada nivel carecen de una estructura u orden.

b) Las caracteristicas de los niveles han sido derivadas del analisis de ciertos
problemas aritméticos y algebraicos particulares. Las caracteristicas se
ajustan a un tipo particular de problemas, lo que dificulta el analisis de
problemas de otro tipo.

c) La resolucién de un problema puede requerir diferentes niveles de
demanda cognitiva, dependiendo de las estrategias de resolucién

utilizada por los estudiantes.

Estos obstaculos nos han llevado a la necesidad de transformar las
caracteristicas tedricas originales del modelo para facilitar el andlisis de otros
tipos de problemas de matematicas. El proceso de modificacién se ha llevado a

cabo en dos fases:

e Fase 1, teorica: Reestructurar, redefinir y completar las caracteristicas
tedricas de los niveles de demanda cognitiva.
e Fase 2, metodoldgica: Particularizar la caracterizaciéon teorica del modelo

realizada en la fase 1 a diferentes contenidos matemaéticos concretos.

Para agilizar la lectura y uniformizar el lenguaje de las descripciones de las
caracteristicas de los niveles, durante todo el trabajo vamos a utilizar el término
contenidos matematicos como sinénimo de conceptos, propiedades, ideas o

relaciones matemaéticas.

A continuacion, en las secciones 3.3.1-3.3.6, explicamos paso a paso en qué ha
consistido la fase 1 del proceso de modificacion del modelo. Primeramente,
describimos las debilidades que encontramos en el modelo al empezar a ponerlo

en practica, las cuales nos incitaron a reorganizar las caracteristicas del modelo
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original. Para ello, comenzamos identificando seis categorias a las que
pertenecen las diferentes caracteristicas de cada nivel de demanda cognitiva,
que nos permitieron estructurar dichas caracteristicas. A raiz de esa
clasificacion, observamos que, en algunos niveles, habia categorias que
quedaban incompletas, lo cual nos llevdé a identificar y completar las
caracteristicas que estaban ausentes en la descripcion original del modelo. De
esa manera conseguimos describir cada nivel a través de las seis categorias.
Para terminar, reformulamos algunas caracteristicas del modelo original que
resultaban confusas y comparamos el andlisis de las tareas tras las
modificaciones con el analisis inicial. Todas estas modificaciones quedan
reflejadas en el modelo general modificado, donde cada uno de los cuatro niveles
estd organizado mediante las seis categorias definidas. La segunda fase del
proceso de modificacion del modelo de demanda cognitiva la veremos con

detalle en la seccion 3.4.

3.3.1 Descripcion de las debilidades de algunas caracteristicas
del modelo original

En primer lugar, al identificar el nivel correspondiente de cada una de las
actividades, observamos que las caracteristicas de los niveles no son claras, lo
cual provoca una falta de coherencia entre los niveles y dificulta la clasificacion
de actividades. Este inconveniente ha quedado visible en el analisis de varias
actividades, una de las cuales la presentamos a continuacion (actividad completa
en la seccién 4.1.1.1). La actividad (Figura 1) comienza recordando la definicién
de diagonal y, a continuacién, plantea tres cuestiones. En la primera cuestion se
pide dibujar y calcular el nUmero de diagonales de un cuadrilatero, un pentagono
y un tridngulo. La segunda cuestion se centra en el calculo del nimero de

diagonales desde un vértice de algunos poligonos concretos.
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2. (Applet 7.2) Observa los poligonos. Responde a las siguientes preguntas.

Ao

TRIANGULO CUADRILATERO PENTAGONO HEXAGONO HEPTAGONO

a) En cada uno de poligonos, traza
todas las diagonales desde el vértice POLIGONO Lkoos | HEShEUN
VERTICE
sefialado. Modifica la forma de los TRIANGULO
poligonos manejando el vértice y CUADRILATERO
| . PENTAGONO
comprueba a cantidad de EXAGOND
diagonales. Rellena la siguiente tabla: HEPTAGONO

b) ¢Qué relacion existe entre el nimero de lados y el niamero de

diagonales desde un vértice? ¢ Por qué?

Figura 1. Segunda parte de un problema enfocado al descubrimiento del nimero de
diagonales de un poligono.

En la tercera cuestion, se pide a los estudiantes dibujar y calcular el nUmero total
de diagonales de los mismos poligonos rellenando una nueva tabla, el nimero
de diagonales de un poligono de 20 lados, la generalizacién para el calculo de
un poligono cualquiera en funcion de su numero de lados y la justificacién de

dicha relacion.

Si realizamos el analisis de la pregunta 2a (Figura 1), considerando la resolucién
gue cabe esperar de un estudiante medio que se limita a contestar aquello que
la pregunta pide, observamos que a la actividad le podemos asignar dos niveles

de demanda cognitiva diferentes.

Considerando el nivel de algoritmos sin conexiones, la pregunta 2a se resuelve
mediante un algoritmo sugerido por el enunciado, que consiste en el trazado de
las diagonales desde el vértice sefialado de cada poligono y en el conteo del
namero de estas para completar la tabla, lo cual encaja con la caracteristica 2.1
de este nivel de demanda cognitiva (Tabla 2). Ademas, el texto del enunciado,

las figuras de los poligonos y la tabla sugieren dibujar las diagonales para
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contarlas y escribir los resultados en la tabla, por lo que existe poca ambigiedad
sobre como resolver la actividad (encaja con 2.2) y esta no pide explicaciones
(encaja con 2.5). Sin embargo, aungue la actividad esta enfocada a obtener un
resultado correcto y no a la comprension de la relacién existente entre el nimero
de lados y de diagonales desde un vértice (encaja con 2.4), en el procedimiento
usado existe conexion entre los contenidos matematicos subyacentes ya que de
manera implicita esta presente la relacion subyacente que hay entre el nimero
de lados y diagonales por vértice de un poligono, por lo que no encaja con la
caracteristica 2.3.

Por otra parte, considerando el nivel de algoritmos con conexiones, la pregunta
2a no encaja con la caracteristica 3.1, ya que la pregunta no esta enfocada a
comprender la relacion existente entre el nimero de lados y diagonales por
vértice. Sin embargo, si que encaja con la caracteristica 3.3, ya que, para
contestar la actividad 2a, los estudiantes utilizan la representacion geométrica y
la aritmética de la informacion: la representacion aritmética muestra la relacion
entre el nimero de lados y el nimero de diagonales, mientras que la
representacion geométrica facilita la comprensiéon de por qué dicha relacion es
verdadera. Por lo tanto, la actividad tiene potencial para permitir a los estudiantes
conectar ambas representaciones, lo cual les ayuda a comprender la relacién
implicita existente entre lados y diagonales por vértice. La actividad también
encaja con la caracteristica 3.2, ya que sugiere explicitamente el uso de un
algoritmo en el que existe conexion entre los contenidos matematicos
subyacentes. No obstante, no encaja con la caracteristica 3.4, ya que el
procedimiento utilizado s6lo requiere un pequefio esfuerzo cognitivo, la actividad
puede ser resuelta de manera correcta sin necesidad de comprender la relacién

implicita existente entre el nUumero de lados y numero de diagonales por vértice.

Por tanto, nos encontramos con que las caracteristicas de los niveles algoritmos
sin conexiones y algoritmos con conexiones no son suficientemente precisas, ya
que la actividad 2a cumple caracteristicas de ambos niveles, lo cual puede llevar
a confusién a la hora de determinar el nivel de demanda cognitiva de las
actividades que analicemos. La imprecision o contradiccion mas evidente se

encuentra en las caracteristicas 2.1y 3.2.
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3.3.2 Identificacion de las categorias

Para solucionar las confusiones causadas por algunas caracteristicas de los
niveles, realizamos un analisis detallado de las caracteristicas de cada nivel
presentadas por Smith y Stein (1998), con el fin de comprender las diferencias
existentes entre los niveles e identificar las ambigliiedades presentes en sus
caracterizaciones. Al hacer esto, observamos que, en cada nivel, hay
caracteristicas que describen los mismos aspectos de los problemas o de la
actividad cognitiva de los estudiantes durante su resolucion, relevantes para
caracterizar los niveles de demanda cognitiva. Esto nos llevé a tratar de ordenar
y organizar los descriptores de cada nivel atendiendo a los aspectos de los
enunciados de los problemas o de sus resoluciones a los que se refieren,

identificando seis categorias diferentes.

De esta manera, tomando como punto de partida los descriptores formulados en
el modelo original (Smith y Stein, 1998), identificamos y caracterizamos seis
categorias que se centran en diferentes aspectos del proceso de resolucion de
una actividad matematica. Estas categorias permiten estructurar los niveles de

demanda cognitiva. Las seis categorias son:

e EIl procedimiento de resolucion (P) de la tarea, donde se especifica el
método esperado o utilizado para resolver la tarea, que puede consistir

en:

o0 reproducir unos datos aprendidos,

O Seguir unos pasos o instrucciones previamente memorizados,

o utilizar un algoritmo que requiera del establecimiento de ciertas
relaciones entre los contenidos matematicos subyacentes a la
actividad,

0 aplicar una estrategia de resolucion que haga uso de un

razonamiento complejo.

e La finalidad (F) con la que se propone o resuelve una tarea, que puede

variar entre:

0 reproducir unos elementos memorizados,

O obtener un resultado correcto,
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o0 comprender las relaciones entre varios conceptos y/o propiedades
de estos,
o realizar un analisis profundo de la estructura matematica de la

actividad.

El esfuerzo cognitivo (E) necesario (esperado o real) para resolver una
tarea, que dependera de la complejidad que suponga saber qué hacer o
coémo hacerlo para resolver con éxito la tarea. Los diferentes calificativos
usados para diferenciar los niveles (apenas, limitado, cierto y
considerable) son algo sutiles y su significado resulta muy subjetivo, ya
gue no existe una métrica para evaluar el esfuerzo cognitivo. Para
clasificar los distintos grados de esfuerzo cognitivo que requiere la
resolucibn con éxito de una tarea matematica, mantendremos los

términos usados por Smith y Stein, diferenciando entre:

0 apenas requiere esfuerzo cognitivo: los estudiantes no necesitan
tomar decisiones, sino solo recordar y reproducir datos que tienen
memorizados o0 estan expuestos en el enunciado. No son tareas
ambiguas, suponen la reproduccion exacta de un material visto
previamente, y expresan clara y directamente cOmo representarlo.

0 requiere un esfuerzo cognitivo limitado: los estudiantes necesitan
conocer y aplicar un algoritmo de resoluciéon que viene indicado
expresamente o0 es evidente por el contexto. Existe poca
ambigiedad sobre qué hacer y como hacerlo.

O requiere cierto esfuerzo cognitivo: los estudiantes necesitan
deducir y aplicar un algoritmo general considerando las relaciones
implicitas entre los contenidos matematicos subyacentes. Aunque
se pueden utilizar algoritmos generales, al aplicarlos no se pueden
seguir sin prestar atencion a los contenidos matematicos
subyacentes.

0 requiere un considerable esfuerzo cognitivo: los estudiantes
necesitan crear su propia estrategia de resolucion. Las formas de
resolucibn no son facilmente predecibles, requieren tomar

decisiones sobre los elementos a utilizar y como emplearlos.
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Los contenidos implicitos (C) o subyacentes en su resolucion (esperada
o realizada), que hacen referencia a los contenidos matematicos
(definiciones, propiedades o teoremas, férmulas, algoritmos, etc.) y a las
relaciones entre dichos contenidos que estan implicados en una
resolucidn correcta de la tarea. Podemos distinguir diferentes casos:
O no existe conexién entre el procedimiento de resolucion y los
contenidos matematicos subyacentes,
O existe esa conexion, pero no es necesario comprenderla para
resolver con éxito la tarea,
O existe esa conexion y debe ser considerada para resolver con éxito
la tarea,
0 existe esa conexion y es necesario utilizarla para la deduccion de

nuevos resultados.
El tipo de explicaciones (X) requeridas o aportadas, dependiendo de si:

o la actividad no pide justificar los resultados obtenidos,

o la justificacion consiste en una descripcion del procedimiento
utilizado,

o la justificacion debe mostrar que los estudiantes comprenden los
contenidos involucrados,

0 se trata de una justificacion basada en la demostracion del

resultado obtenido.

La representacion de la solucion (R), esperada o utilizada, que puede ser
de varios tipos (aritmética, algebraica, verbal, geométrica, diagramatica,
manipulativa, etc.), y puede variar desde usar una unica representacion
sencilla hasta el uso combinado de diversas representaciones

relacionadas entre si.

Estas categorias nos han permitido:
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= |dentificar y analizar las diferencias entre los niveles, o que nos ha llevado
a reformular aquellas caracteristicas que no resultaban claras,

proponiendo descripciones mas precisas (seccion 3.3.5).

3.3.3 Asignacion de las categorias a las caracteristicas
originales

La identificacién de las seis categorias definidas en la seccién anterior nos ha
permitido organizar de manera homogénea las caracteristicas del modelo
original (Smith y Stein, 1998), asignando categorias a las caracteristicas de los
cuatro niveles. En la Tabla 3 mostramos, como ejemplo, la asignacion de

categorias a cada una de las caracteristicas del nivel algoritmos con conexiones.

Caracteristicas Categorias

3.1 Dirigen la atencion de los estudiantes al uso de algoritmos | Finalidad
con el objetivo de que profundicen en los niveles de
comprension de los contenidos e ideas matematicas.

3.2 Sugieren explicita o implicitamente vias a seguir, que son | Procedimiento
algoritmos generales que tienen conexiones estrechas con | de resolucién
las ideas conceptuales subyacentes, al contrario que
algoritmos especificos que son opacos respecto a los
contenidos matematicos subyacentes.

3.3 Generalmente se representan de varias formas, como | Representacion
diagramas visuales, manipulativos, simbolos y situaciones | de la solucion
problematicas. Establecer conexiones entre diferentes
representaciones ayuda a desarrollar un significado.

3.4 Requieren cierto grado de esfuerzo cognitivo. Aunque se | Esfuerzo
pueden utilizar algoritmos generales, no se pueden seguir sin | cognitivo
estar atentos. Los estudiantes necesitan considerar ideas |y
conceptuales que subyacen a los algoritmos necesarios para | Contenidos
resolver con éxito la tarea y que desarrollan la comprensién. | implicitos

Algoritmos con conexiones

Tabla 3. Asignacion de las nuevas categorias a las caracteristicas originales
para el nivel algoritmos con conexiones.

En la Tabla 3 podemos observar que la caracteristica 3.1 aclara el objetivo o
finalidad con el que se propone la actividad. La caracteristica 3.2 indica que la
actividad se puede resolver utilizando un tipo de algoritmos, es decir, que indica
el procedimiento de resolucion. Por su parte, la caracteristica 3.3 hace referencia
al modo de representacion de la solucion. La caracteristica 3.4 se puede dividir
en dos partes, que corresponden a dos categorias diferentes. Primero explica la
complejidad que supone la resolucion de la actividad para los estudiantes, y
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como deben de actuar estos para resolverla con éxito, por lo que esti
relacionada con el esfuerzo cognitivo de los estudiantes. Después se refiere a la
necesidad de considerar la conexion existente entre las ideas y contenidos
matematicos para desarrollar la comprension y resolver con éxito este tipo de
problemas, por lo que esta relacionada con los contenidos implicitos. Al terminar
este emparejamiento entre las caracteristicas del nivel de demanda cognitiva de
algoritmos con conexiones y las categorias, observamos que no existe ninguna

caracteristica que corresponda a la categoria de explicaciones.

Este analisis lo hemos realizado con las caracteristicas de los cuatro niveles de
demanda cognitiva propuestas en la formulacion original del modelo en Smith y
Stein (1998). El resultado es la Tabla 4, donde mostramos la asignacion de las

categorias identificadas a las caracteristicas de cada nivel.

Niveles de Algoritmos Algoritmos
D.C. Memorizaciéon sin con
conexiones conexiones

Hacer
matematicas

Categorias

Procedimiento de 1.2 2.1 3.2 41,45
resolucidn

Finalidad 1.1 2.4 3.1 4.2
Esfuerzo cognitivo 13 2.2 3.4 4.6
Cont,enidos 14 23 3.4 4.4
implicitos

Explicaciones -- 2.5 -- --
Representacion de . _ 33 N

la solucion '

Tabla 4. Asignacion de las nuevas categorias a las caracteristicas originales de
los niveles de demanda cognitiva.

Observando la Tabla 4 podemos detectar que, en el nivel algoritmos con
conexiones, la caracteristica 3.4 se encuentra en dos categorias diferentes,
mientras que en el nivel hacer matematicas se utilizan varias caracteristicas (4.1
y 4.5) para definir la categoria de procedimiento de resolucion. Ademas,
podemos observar que hemos eliminado la caracteristica 4.3 del nivel hacer
matematicas, la cual hacia referencia al “autocontrol o autorregulacion de los
propios procesos cognitivos” (Tabla 2). Hemos considerado apropiado prescindir

de esta caracteristica debido a la dificultad que supone evaluar el nivel de
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autocontrol o autorregulacion de los estudiantes haciendo uso de los datos que

disponemos.

Por otra parte, esta nueva organizacion nos ha permitido localizar varias lagunas
en las categorias de explicaciones y representacion de la solucién, ya que
ninguna de ellas est4 contemplada en las caracteristicas de todos los niveles
enunciadas por Smith y Stein (1998).

3.3.4 Redaccion de nuevas caracteristicas para aquellas
categorias incompletas

Tras la identificacion de ciertas lagunas en las caracteristicas de los niveles, el
siguiente paso para mejorar la utilidad del modelo de demanda cognitiva fue
completar las caracteristicas, incluyendo caracteristicas correspondientes a
aguellas categorias que no estaban contempladas. Esto lo hemos hecho
prestando atencion a que las nuevas caracteristicas sean coherentes con las
caracteristicas de otros niveles. La Tabla 5 muestra las nuevas caracteristicas
gue hemos afiadido a la Tabla 2. De esta forma logramos una mejora original y
significativa del modelo de demanda cognitiva, ya que las nuevas caracteristicas

permiten hacer una aplicacion mas fiable del modelo.
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Memorizacién

1.5 (Explicaciones). No requieren explicaciones.
1.6 (Representacion de la solucion). Se usan las representaciones que resultan mas
simples e intuitivas en el contexto del problema.

Algoritmos sin conexiones

2.6 (Representacion de la solucion). Se pueden usar una o varias formas de
representacion (aritmética, algebraica, verbal, geométrica, diagramatica,
manipulativa, etc.). Cuando se usan varias, se hace de manera independiente,
es decir, sin establecer relaciones entre ellas ni con los contenidos matematicos
subyacentes.

Algoritmos con conexiones

3.5 (Explicaciones). Requieren explicaciones que hagan referencia a los contenidos
matematicos subyacentes utilizando casos concretos.

Hacer matematicas

4.7 (Explicaciones). Requieren explicaciones basadas en la demostracion del
resultado obtenido.

4.8 (Representacion de la solucidn). Se utiliza la forma de representacion mas eficaz,
que facilite la resolucion y sintetice la informacion de manera abstracta.

Tabla 5. Nuevas caracteristicas incorporadas a los niveles de demanda
cognitiva.

Una vez completadas las caracteristicas de los niveles a partir de la uniéon de las
Tablas 4 y 5, el paso siguiente fue reformular aquellas caracteristicas que
inducian a error a la hora de identificar el nivel de demanda cognitiva
correspondiente de una actividad, como el problema analizado en la seccién
3.3.1 (Figura 1).

3.3.5 Comparacion y reformulacion de aquellas caracteristicas
que resultan conflictivas

Para facilitar la clasificacién de actividades o de respuestas de estudiantes, es
necesario que las caracteristicas precisen el limite entre dos niveles adyacentes.
No obstante, como hemos comentado en la seccidén 3.3.1, esto no ocurre con
algunas caracteristicas del modelo de demanda cognitiva. Para solucionar este
problema, hemos realizado una comparacion sistematica de las caracteristicas
de los niveles adyacentes que pertenecen a cada categoria y hemos realizado
algunas modificaciones, reformulando aquellas caracteristicas que resultaban

conflictivas y haciendo mas explicitas y claras las particularidades de cada nivel.
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A continuacion, las Tablas 6, 7 y 8 muestran la comparacion de las
caracteristicas de cada par de niveles adyacentes por categorias. En las tablas
podemos observar en cursiva los afladidos o cambios significativos realizados a
las caracteristicas, tanto para las nuevas como para las del modelo original
(Smith y Stein, 1998) que han sido reformuladas. La reformulacion de las
caracteristicas a partir de la comparacion sistematica entre los niveles es una de
las mejoras aportadas por esta tesis doctoral al modelo de demanda cognitiva,
gue nos permite identificar facilmente el limite existente entre cada par de

niveles.

La Tabla 6 muestra las diferencias existentes entre los niveles memorizacion y
algoritmos sin conexiones. Una tarea del primer nivel no se resuelve haciendo
uso de un algoritmo, sino mediante la reproduccion de unos datos previamente
memorizados o extraidos directamente del enunciado, donde no existe conexion
con los contenidos matematicos subyacentes. Por el contrario, una tarea del
segundo nivel se resuelve haciendo uso de un algoritmo conocido en el que, a
pesar de existir conexién con los contenidos matematicos subyacentes, no es

necesario hacer uso de esta relacion para resolver correctamente la actividad.
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Memorizacién

Algoritmos sin conexiones

Categoria
1.2. Noseresuelvenusando 2.1 Son algoritmicas. Indican
g S algoritmos, sino recurriendo  expresamente qué algoritmo usar o
L0 a datos recordados o0 es evidente por el contexto. Es un
% g tomados directamente del algoritmo simple que los estudiantes
L0 enunciado. pueden seguir sin necesidad de
Sw considerar los contenidos
aw© matematicos subyacentes.
1.1. Reproducir elementos 2.4. Obtener respuestas correctas,
(datos, reglas, formulas, pero sin necesidad de desarrollar la
K etc.) previamente  comprension matematica. Los
2 aprendidos, recordados o0 estudiantes pueden  resolverlas
_E tomados directamente del correctamente sin necesidad de
L enunciado. comprender los contenidos matema-
ticos subyacentes.
o 1.3. Su resolucién con éxito  2.2. Su resolucion con éxito requiere
2 apenas requiere esfuerzo un esfuerzo cognitivo limitado: existe
'g cognitivo: no son ambiguas, poca ambigledad sobre qué hacer y
S suponen la reproduccion  como hacerlo.
o exacta de un material visto
5 previamente, y expresan
qg clara y directamente cémo
w representarlo.
1.4. No tienen conexion con  2.3. Puede existir conexion implicita
0 los contenidos matematicos  entre los contenidos matematicos y
_-8 § subyacentes a los datos, los algoritmos usados. Sin embargo,
S g reglas, formulas o definicio- los estudiantes no necesitan
‘g g— nes que se estdn  percatarse de ella para resolver
o~ aprendiendo 0 correctamente el problema.

reproduciendo.

1.5. No requieren explicacio-

2.5. Requiere explicaciones que se

establecer relaciones entre ellas ni
con los contenidos matematicos
subyacentes.

T 0 . o~
o9 nes. enfocan Unicamente a describir el
g0 algoritmo empleado.

| (&)

- 1.6. Se usan las 2.6.Se pueden usar una o varias
P representaciones que formas de representacién (aritmética,
'g resultan mas simples e algebraica, verbal, geométrica,
:8 S intuitivas en el contexto del  diagramética, manipulativa, etc.).
88 problema. Cuando se usan varias, se hace de
S S manera independiente, es decir sin
(%]

()

S

Q.

QO

4

Tabla 6. Comparacion de las caracteristicas de los niveles de memorizacion y
algoritmos sin conexiones.
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La Tabla 7 muestra las diferencias existentes entre los niveles algoritmos sin

conexiones y algoritmos con conexiones. Aunque las actividades de ambos

niveles se resuelven haciendo uso de algoritmos que tienen conexion con los

contenidos matematicos subyacentes, Unicamente en el segundo de dichos

niveles es necesario ser consciente y comprender dicha conexién para poder

resolver con éxito la tarea.

Nivel. . . .
Algoritmos sin conexiones
Categori

Algoritmos con conexiones

2.1 Son algoritmicas. Indican
expresamente qué algoritmo

3.2. Son  algoritmicas.  Sugieren
explicita o implicitamente una via a

S usar 0o es evidente por el seguir, ya sea a partir de cuestiones
g contexto. Es un algoritmo resueltas antes o en el propio
QL - simple que los estudiantes enunciado. Se trata de un algoritmo
'-% -‘g pueden seguir sin necesidad general que los estudiantes pueden
o g de considerar los contenidos  seguir solo si establecen conexiones
° a matematicos subyacentes. estrechas con los contenidos
Q = matematicos subyacentes.
2.4. Obtener respuestas 3.1.Usar algoritmos con el objetivo
correctas, pero sin necesidad de que adquiera una comprension
de desarrollar la comprension mas profunda de los contenidos
matematica. Los estudiantes = mateméaticos subyacentes.
K pueden resolverlas correcta-
% mente sin  necesidad de
< comprender los contenidos
L matematicos subyacentes.
2.2. Su resolucion con éxito 3.4a. Su resolucion con  éxito
requiere un esfuerzo cogniti- requiere cierto esfuerzo cognitivo:
Q9 vo limitado: existe poca aungue se pueden utilizar algoritmos
§ = ambigledad sobre qué hacer generales, no se pueden aplicar sin
%D y como hacerlo. prestar atencion a los contenidos
w o matematicos subyacentes.
2.3. Puede existir conexion  3.4b. Para resolver con éxito la
implicita entre los contenidos  cuestién, los estudiantes necesitan
matematicos y los algoritmos  considerar  conscientemente  los
3 usados. Sin embargo, los contenidos matematicos que
.'g § estudiantes no necesitan subyacen a los algoritmos.
20 percatarse de ella para
S g— resolver correctamente el
o= problema.
2.5. Requieren explicaciones 3.5. Requieren explicaciones que
g o gue se enfocan Unicamente a  hagan referencia a los contenidos
S S describir el algoritmo emplea- matematicos subyacentes utilizando
nEe) do. casos concretos.
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Nivel. . . .
Algoritmos sin conexiones
Categori

Algoritmos con conexiones

Representacion de la

solucién

2.6. Se pueden usar una o
varias formas de representa-
cion (aritmética, algebraica,
verbal, geométrica, diagra-
mética, manipulativa, etc.).
Cuando se usan varias, se
hace de manera indepen-
diente, es decir sin establecer
relaciones entre ellas ni con
los contenidos matematicos
subyacentes.

3.3.Se suelen utilizar varias
representaciones (aritmética, alge-
braica, verbal, geométrica, diagrama-
tica, manipulativa, etc.). Para
resolver correctamente el problema,
los estudiantes deben establecer
conexiones entre diferentes
representaciones usando los
contenidos matematicos subyacen-
tes, lo cual favorece el desarrollo de
la comprensién.

Tabla 7. Comparacion de las caracteristicas de los niveles de algoritmos sin
conexiones y algoritmos con conexiones.

La Tabla 8 muestra las diferencias entre los niveles algoritmos con conexiones y

hacer matematicas. En ambos casos es necesario comprender los contenidos

matematicos subyacentes para resolver con éxito las actividades, pero las del

nivel algoritmos con conexiones pueden resolverse mediante un algoritmo

sugerido de manera implicita o explicita por el enunciado, mientras que las del

nivel hacer matematicas no pueden resolverse sélo con un algoritmo, sino que

los estudiantes necesitan hacer uso de un pensamiento complejo.

: Nivel . .
Algoritmos con conexiones
Categori

Hacer matematicas

Procedimiento de resoluciéon

3.2. Son algoritmicas. Sugie-
ren explicita o implicita-
mente una via a seguir, ya
sea a partir de cuestiones
resueltas antes o en el propio
enunciado. Se trata de un
algoritmo general que los
estudiantes pueden seguir
solo si establecen conexio-
nes estrechas con los
contenidos matematicos
subyacentes.

4.1. y 4.5. No son algoritmicas.
Requieren pensamiento comple-
jo y no algoritmico. La tarea, sus
instrucciones 0 un ejemplo
practico no sugieren explicita-
mente un enfoque predecible o
una via ensayada de resolucion.
Requieren que los estudiantes
analicen la actividad y examinen
condiciones que puedan limitar
posibles estrategias de
resolucion y soluciones.

72



Marco Tebrico

; Nivel , ,
Algoritmos con conexiones
Categori

Hacer matematicas

3.1. Usar algoritmos con el
objetivo de que adquiera una
comprension mas profunda
de los contenidos matemati-
cos subyacentes.

4.2. Explorar y comprender los
contenidos mateméticos subya-
centes.

Esfuerzo cognitivo | Finalidad

3.4a. Su resolucion con éxito
requiere  cierto  esfuerzo
cognitivo: aunque se pueden
utilizar algoritmos generales,
al aplicarlos no se pueden
seguir sin prestar atencion a
los contenidos matematicos
subyacentes.

4.6. Su resolucion con éxito
requiere un considerable
esfuerzo cognitivo: Las formas
de resolucion no son facilmente
predecibles, requieren tomar
decisiones sobre los elementos
a utilizar y como emplearlos.

3.4b. Para resolver con éxito

4.4. Los estudiantes tienen que

9 la cuestion los estudiantes acceder a conocimientos y
Tg § necesitan considerar cons- experiencias relevantes y
30 cientemente los contenidos usarlos adecuadamente durante
S¢c matematicos que subyacen a la resolucién de la actividad.
S= los algoritmos.

3.5. Requieren explicaciones 4.7. Requieren explicaciones
S gue hagan referencia a los basadas en la demostracion del
% o contenidos m_a_teméticos sub-  resultado obtenido.
5 _8 yacentes utilizando casos

concretos.

Representacion de la solucion

3.3. Se suelen utilizar varias
representaciones (aritmética,
algebraica, verbal, geomé-
trica, diagramatica, manipula-
tiva, etc.). Para resolver
correctamente el problema,
los estudiantes deben
establecer conexiones entre
diferentes representaciones
usando los contenidos
matematicos subyacentes, lo
cual favorece el desarrollo de
la comprension.

4.8. Se utliza la forma de
representacion mas eficaz, que
facilite la resolucién y sintetice la
informacion de manera abs-
tracta.

Tabla 8. Comparacion de las caracteristicas de los niveles de algoritmos con
conexiones y hacer matematicas.

Como hemos comentado anteriormente, la organizacion de las caracteristicas
de los niveles de demanda cognitiva en categorias no solo nos ha permitido
estructurar los niveles, sino también discriminar mejor los niveles al reformular
aguellas caracteristicas que no resultaban claras mediante definiciones mas
precisas que faciliten la identificacion del nivel de demanda cognitiva al que

corresponde cada actividad o respuesta.
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Si repetimos ahora el analisis del problema con el que mostrabamos la debilidad
de la formulacion inicial de algunas caracteristicas de los niveles de demanda
cognitiva (Figura 1, seccion 3.3.1), observamos que la pregunta 2a encaja con
las nuevas caracteristicas 2.1, 2.3 y 2.4, ya que orienta a los estudiantes a
dibujar, para cada poligono, las diagonales desde un vértice y a contar el nimero
de diagonales dibujadas, por lo que la actividad puede ser resuelta de manera
correcta sin necesidad de ser consciente de la relacion implicita existente entre
el nimero de lados de un poligono y el de diagonales que tiene desde un vértice.
También encaja con las nuevas caracteristicas 2.2 (porque existe poca
ambigiedad sobre como resolver la actividad) y 2.6 (los estudiantes usaran
representaciones geomeétrica y aritmética, pero sin necesidad de conectar
ambas). Sin embargo, la pregunta 2a no se ajusta a la caracteristica 2.5, ya que
la pregunta no pide ninguna justificacion. Por otra parte, la pregunta 2a tampoco
se ajusta a las nuevas caracteristicas 3.1, 3.2, 3.3, 3.4a, 3.4b y 3.5. Por lo tanto,
exceptuando la categoria correspondiente a las explicaciones, la actividad
cumple todas las caracteristicas del nivel algoritmos sin conexiones. Asi pues,
ahora queda claro que la resolucion de la pregunta 2a requiere el nivel de
demanda cognitiva de algoritmos sin conexiones. El analisis tedrico de una
actividad permite determinar el nivel de demanda cognitiva al que pertenece y
detectar posibles debilidades en el disefio de esta. Un ejemplo de ello es la
pregunta 2a, en la que, tras el analisis tedrico, podemos detectar como la
actividad podria ser mejorada incluyendo la peticion de explicaciones por parte

del estudiante.

3.3.6 Modelo general modificado

Como sintesis del desarrollo del modelo de demanda cognitiva que hemos
realizado en las secciones anteriores, en las que hemos organizado las
caracteristicas mediante las categorias, completado las lagunas y reformulado
aguellas caracteristicas que no resultaban claras, en esta seccion presentamos
la nueva definicion de los niveles de demanda cognitiva resultante de dicho
desarrollo. La Tabla 9, que sintetiza las Tablas 5 a 8, presenta nuestra
modificacion del modelo de demanda cognitiva y es el marco tedrico con el que

hemos trabajado en la parte experimental de nuestra investigacion. En dicha
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tabla, definimos los cuatro niveles de demanda cognitiva mediante las seis
categorias y sus correspondientes caracteristicas. Delante de cada
caracteristica se muestra un nuevo codigo que indica el nivel al que pertenece

dicha caracteristica y la categoria a la que hace referencia. De ahora en adelante

utilizaremos para nuestros analisis los cédigos de la siguiente tabla.

Nll\D/.e'qu Categorias Caracteristicas
Procedimiento  (1.P) No se resuelven usando algoritmos, sino
de resolucion recurriendo a datos recordados o tomados directamente
del enunciado.
Finalidad (1.F) Reproducir elementos (datos, reglas, férmulas,
c etc.) previamente aprendidos, recordados o tomados
fg directamente del enunciado.
e Esfuerzo (1.E) Su resolucion con éxito apenas requiere esfuerzo
5 cognitivo cognitivo. No son ambiguas, suponen la reproduccion
S exacta de un material visto previamente, y expresan
g clara y directamente como representarlo.
Contenidos (1.C) No tienen conexibn con los contenidos
implicitos matematicos subyacentes a los datos, reglas, férmulas
o 0 definiciones que se estan aprendiendo o
reproduciendo.
Explicaciones (1.X) No requieren explicaciones.
Representacion  (1.R) Se usan las representaciones que resultan mas
de la solucion simples e intuitivas en el contexto del problema.
Procedimiento  (2.P) Se resuelven aplicando un algoritmo que viene
de resolucién indicado expresamente o es evidente por el contexto. Es
un algoritmo simple que los estudiantes pueden seguir
sin necesidad de considerar los contenidos mateméticos
subyacentes.
Finalidad (2.F) Obtener respuestas correctas, pero sin necesidad
de desarrollar la comprension matematica. Los
3 estudiantes pueden resolverlas correctamente sin
S necesidad de comprender los contenidos matematicos
x subyacentes.
5 Esfuerzo (2.E) Su resolucion con éxito requiere un esfuerzo
(&) cognitivo cognitivo limitado. Existe poca ambigledad sobre qué
£ hacer y como hacerlo.
3 Contenidos (2.C) Puede existir conexiéon implicita entre los
o implicitos contenidos matematicos y los algoritmos usados. Sin
E embargo, los estudiantes no necesitan percatarse de ella
S para resolver correctamente el problema.
<£(D Explicaciones (2.X) Requieren explicaciones que se enfocan
Unicamente a describir el algoritmo empleado.
N Representacion (2.R) Se pueden usar una o varias formas de

de la solucion

representacion (aritmética, algebraica, verbal,
geomeétrica, diagramatica, manipulativa, etc.). Cuando se
usan varias, se hace de manera independiente, es decir
sin establecer relaciones entre ellas ni con los contenidos
matematicos subyacentes.
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Nivel de
D. C.

Categorias

Caracteristicas

3. Algoritmos Con Conexiones

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos
Explicaciones

Representacion
de la solucion

(3.P) Se resuelven aplicando un algoritmo general que los
estudiantes pueden seguir solo si establecen conexiones
estrechas con los contenidos matematicos subyacentes.
Se sugieren explicita o implicitamente una via a seguir, ya
sea a partir de cuestiones resueltas antes o en el propio
enunciado.

(3.F) Usar algoritmos con el objetivo de que los
estudiantes adquieran una comprensién mas profunda de
los contenidos matematicos subyacentes.

(3.E) Su resolucion con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Aunque se pueden utilizar algoritmos generales,
al aplicarlos no se pueden seguir sin prestar atencion a los
contenidos matematicos subyacentes.

(3.C) Los estudiantes necesitan considerar consciente-
mente los contenidos mateméticos que subyacen a los
algoritmos.

(3.X) Requieren explicaciones que hagan referencia a los
contenidos matematicos subyacentes utilizando casos
concretos.

(3.R) Se suelen utilizar varias representaciones
(aritmética, algebraica, verbal, geométrica, diagramatica,
manipulativa, etc.). Para resolver correctamente el
problema, los estudiantes deben establecer conexiones
entre diferentes representaciones usando los contenidos
matematicos subyacentes, lo cual favorece el desarrollo
de la comprension.

4. Hacer Matematicas

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos
Explicaciones

Representacion
de la solucion

(4.P) Se resuelven aplicando un pensamiento complejo y
no algoritmico. La tarea, sus instrucciones o un ejemplo
practico no sugieren explicitamente un enfoque
predecible o una via ensayada de resolucion. Requieren
que los estudiantes analicen la actividad y examinen
condiciones que puedan limitar posibles estrategias de
resolucion y soluciones.

(4.F) Explorar y comprender los contenidos matematicos
subyacentes.

(4.E) Su resolucién con éxito requiere un considerable
esfuerzo cognitivo. Las formas de resolucion no son
facilmente predecibles, requieren tomar decisiones sobre
los elementos a utilizar y cémo emplearlos.

(4.C) Los estudiantes tienen que acceder a conocimientos
y experiencias relevantes y usarlos adecuadamente
durante la resolucién de la actividad.

(4.X) Requieren explicaciones basadas en la
demostracion del resultado obtenido.

(4.R) Se utiliza la forma de representacion mas eficaz, que
facilite la resolucion y sintetice la informacion de manera
abstracta.
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3.4 Caracteristicas de los problemas de patrones
geomeétricos

En la seccién 2.3 hemos mostrado que, en la literatura, podemos encontrar una
variedad de tipos de problemas de patrones geométricos, segun la forma de
presentar los datos y las preguntas que incluyen. Ademas, también hemos
comprobado que diferentes autores usan distintos criterios para el analisis de las
respuestas, en funcion del grado de abstraccion y de las estrategias utilizadas
para resolver el problema. En esta seccion, vamos a concretar la parte del marco
tedrico relativa al contexto del pre-algebra, enumerando y definiendo los términos
utilizados en nuestra investigacion. Para facilitar la lectura de esta seccion,
repetiremos algunas definiciones que ya aparecieron previamente en la revision

bibliografica (seccion 2.3).

Los problemas de patrones geométricos utilizados en nuestra experimentacion
(mostradas en el anexo 1), presentan representaciones visuales de los primeros

términos de una secuencia y piden calcular varios términos desconocidos:

e EIl término inmediato, de alguna de las posiciones que siguen a los
términos dados.

e Un término préximo, de manera que se pueda utlizar tanto la
representacion geomeétrica como la aritmética para el calculo de su valor.

e Un término lejano, tal que, aunque se trata del término de una posicion
concreta, su representacion grafica es costosa de llevar a cabo y es mas
conveniente identificar la relacion matemética entre las dos variables
(posicion del término y su valor).

e EIl término general de la secuencia, que requiere formular una expresion

general, que se espera que sea algebraica.

Ademas de estas cuatro cuestiones, algunos autores (Ayalon, Watson y Lerman,
2015; Liny Yang, 2004) plantean una cuestion inicial que pide obtener el nimero
de elementos que forman una de las figuras dadas en el propio enunciado. Esta
cuestion corresponde al nivel de demanda cognitiva de memorizacion y nosotros
no la hemos incluido en los problemas de nuestras experimentaciones. En la
bibliografia consultada no hemos encontrado una definicion o nombre para hacer

referencia a este tipo de cuestion, por lo que la llamaremos recuento directo, ya
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qgue los estudiantes Unicamente necesitan contar el nimero de elementos que

forman la figura del enunciado.

Para analizar las respuestas de los estudiantes, utilizaremos el siguiente criterio

de clasificacion, considerando las estrategias de resolucion y el grado de

abstraccion de la respuesta de manera simultanea (Garcia-Cruz,1998; Radford,
2003; Zapatera y Callejo, 2011):

Estrategia aditiva. Los estudiantes observan que, el valor de un término

se obtiene sumando al término anterior una cierta cantidad y la usan para

calcular el valor del término requerido. Se distinguen dos tipos:

o

Recuento. Dibujan o construyen el término requerido y cuentan los
elementos que lo forman.
Proceso recursivo. Calculan el valor del término requerido

sumando la cantidad necesaria al término anterior.

Estrategia funcional. Los estudiantes utilizan una expresion aritmética

para calcular el numero de elementos de un término determinado,

identificando la relacidon matematica existente entre el valor de un término

y su posicién. Se distinguen dos tipos:

o

Relacion matematica. Se utiliza una expresién aritmética o verbal
para hallar el nUmero de elementos de un término determinado.
Relacion funcional. Se utiliza una expresion aritmética que
representa la regla general para el calculo de un término
cualquiera, pero expresada con valores numericos.
Generalizacion verbal. Los estudiantes expresan verbalmente la
relacion matematica entre el valor de un término y su posicion, pero
no obtienen una expresion algebraica que permita obtener el valor

de cualquier término de la secuencia.

Generalizacion algebraica. Los estudiantes expresan, utilizando notacion

algebraica, la regla de calculo que permita calcular cualquier término de

la secuencia a partir de su posicion.

En la seccion 5.1.2, presentamos las estrategias de resolucion adaptadas al

problema de los numeros triangulares, particularizando los nombres y

definiciones a dicho problema.
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3.5 Caracteristicas de los problemas de geometria
plana

En nuestra experimentacion planteamos una serie de actividades de geometria
plana, mas especificamente de poligonos. El disefio y la seleccion de estas
tareas no se fundamenta en una teoria especifica de ensefianza de la geometria.
Las actividades utilizadas se basan en el desarrollo del razonamiento inductivo,
entendiendo este como el tipo de razonamiento en el que se parte de la
manipulacion de casos o ejemplos particulares y se busca formular una
propiedad general a partir de lo observado en dichos casos. Hemos disefiado
estas actividades con la estructura de las actividades matematicas ricas, de
manera que estan compuestas por una secuencia de cuestiones cuya resolucién

supone una serie de pasos que guian al estudiante hacia la generalizacion:

e Paso 1. Observacion de casos concretos. Consiste en examinar una
propiedad geométrica en poligonos particulares.

e Paso 2. Organizacion de los casos concretos trabajados. Consiste en
sintetizar la informacion obtenida de los casos mediante unas tablas
dadas por la actividad. Estas tablas tienen como finalidad ayudar a
identificar regularidades.

e Paso 3. Formulacién de conjeturas y aplicacién a nuevos casos concretos.
Consiste en identificar una regla o propiedad matematica valida para
todos los casos examinados y en aplicarla a nuevos poligonos concretos.
La aplicacién a nuevos ejemplos tiene como objetivo que los estudiantes
comprueben si su conjetura esta bien formulada.

e Paso 4. Generalizacion de argumentaciones. Consiste en expresar verbal
o algebraicamente una regla general, resultante de generalizar la
conjetura identificada en el paso anterior, valida para toda la familia de

poligonos analizada.
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Para evaluar el grado de abstraccion de la generalizacion propuesta por los
estudiantes utilizaremos el mismo criterio de clasificacion que en el contexto de
pre-algebra (Garcia-Cruz,1998; Radford, 2003):

e Relacion funcional. Se utiliza una expresion aritmética que representa la
regla matematica general, pero expresada con valores numericos.

e Generalizacion verbal. Los estudiantes expresan verbalmente la relacion
matematica general.

e Generalizacion algebraica. Los estudiantes expresan, utilizando notacion

algebraica, la regla matematica general.

Ramirez y Cafnadas (2018, p. 29) afirman que “se detecta el talento midiendo si
el alumno tiene habilidad para trabajar de forma abstracta”. En los experimentos
de pre-algebra y geometria plana utilizaremos esta premisa para identificar
posibles estudiantes con talento dentro de los grupos ordinarios de estudiantes.

3.6 Caracteristicas de los problemas de
proyecciones ortogonales

En la revision bibliografica que hemos realizado, hemos observado diversidad de
posturas sobre la relacion entre visualizacion y talento matematico. Algunos
estudios consideran que hay evidencias de que existe relacion entre la habilidad
de percepcion visual y la habilidad matematica. Asi mismo, entre las
caracteristicas que definen a los estudiantes con talento matemético (seccién
2.1.4), Krutetskii (1976, p. 88) considera la habilidad para conceptos espaciales
como una de las caracteristicas referentes al aprendizaje de estos estudiantes,
especialmente relacionada con la geometria espacial. Teniendo en cuenta estos
resultados, en nuestra experimentacion planteamos una serie de actividades de
geometria espacial basadas en la realizacion e interpretacion de
representaciones planas de cuerpos tridimensionales. En esta seccion, vamos a
concretar la parte del marco teorico relativa al contexto de visualizacion,
describiendo los fundamentos didacticos en los que se basan las actividades

planteadas.
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Existen varias formas de representacion plana de cuerpos tridimensionales:
proyecciones en perspectiva, isomeétrica, paralela, ortogonales, etc. En esta
investigacion nos centraremos en las representaciones planas de un médulo
multicubo, un sélido formado por varios cubos iguales unidos unos a otros de
manera que cada cubo comparte una cara con al menos otro cubo. Utilizaremos

los siguientes tipos de proyecciones ortogonales:

e Proyecciones ortogonales ordinarias. Es la representacion formada por
las proyecciones de un solido sobre los tres planos ortogonales superior,
frontal y derecha.

e Proyecciones ortogonales codificadas. Son proyecciones ortogonales
ordinarias a las que se les afiaden numeros que indican la cantidad de

cubos que hay en cada fila de cubos ortogonal al plano de proyeccion.

Ademas, para el andlisis de las destrezas de los estudiantes al realizar e
interpretar las representaciones planas, consideraremos la doble direccion entre

el plano y el espacio, distinguiendo dos tipos de actividades:

e Dibujo de las proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas) de
solidos.

e Construcciéon de soélidos en el espacio a partir de proyecciones
ortogonales (ordinarias o codificadas).

De las habilidades de visualizacion (Del Grande, 1990; Gutiérrez, 1996) descritas
en la seccion 2.4.4, nos centraremos en aquellas que los estudiantes utilizan en
la resolucion de nuestras actividades. Para facilitar la lectura de esta seccion,
repetimos algunas definiciones que ya aparecieron en la revision bibliogréfica

(seccion 2.4.4):

e Conservacion de la percepcion. Es la habilidad para reconocer que un
objeto mantiene su forma y propiedades geométricas, aunque deje de
verse total o parcialmente, por ejemplo, porque haya sido girado o0 se haya
ocultado. Tras mover y examinar el solido, los estudiantes pueden dibujar
sus proyecciones ortogonales manteniéndolo en una posicion fija con
algunos cubos ocultos, recordando aquellos cubos que estaban a la vista

pero que ya no se ven.

81



Clara Benedicto Baldonado

82

Reconocimiento de posiciones en el espacio. Es la habilidad para
relacionar la posicion de un objeto con uno mismo (el observador) o con
otro objeto, que actia como punto de referencia. Tanto al construir
modulos como al dibujar proyecciones, los estudiantes necesitan
identificar y usar las relaciones de posicion (delante, detras, encima,
debajo, etc.) de los cubos del médulo y de los cuadrados de las
proyecciones. Las relaciones entre los cubos del médulo dependeran de
la posicion desde la que los observa el estudiante.

Reconocimiento de las relaciones espaciales. Es la habilidad necesaria
para establecer relaciones internas entre dos objetos, que se mantienen,
aunque el observador cambie de posicion respecto a los objetos.
Términos como perpendiculares o paralelas, referidos a dos filas de cubos
de un médulo o de cuadrados de una proyeccién, indican que el
estudiante esta teniendo en cuenta la posicion relativa de dos lineas. Esta
posicion no cambia, aunque el estudiante gire el médulo.

Discriminacion visual. Es la habilidad que permite comparar varios objetos
identificando sus semejanzas y diferencias visuales. La discriminacion
visual es un recurso importante a la hora de revisar la validez de la
respuesta ofrecida. Para comprobar que el dibujo de las proyecciones
ortogonales o la construccion del sélido en Cubos y Cubos son correctos,
los estudiantes pueden mover los solidos en la pantalla hasta
posicionarlos en las posiciones de las tres proyecciones ortogonales,
identificando las semejanzas y diferencias entre las proyecciones
ortogonales dibujadas y las de dicho soélido.

Memoria visual. Es la habilidad para recordar las caracteristicas visuales
y de posicién que tenian en un momento dado un conjunto de objetos que
estaban a la vista pero que ya no se ven o que han sido cambiados de
posicion. La memoria visual facilita el dibujo de las proyecciones
ortogonales de los sdlidos. Los estudiantes pueden mantener el solido en
una posicion fija y dibujar las proyecciones ortogonales recordando

aquellos cubos que estaban a la vista pero que ya no se ven.



4. Metodologia de la investigacion

En este capitulo describimos la metodologia de investigacion utilizada para dar
respuesta a las preguntas y objetivos planteados, concretando las caracteristicas
de cada uno de los tres experimentos llevados a cabo, en pre-algebra, en

geometria plana y en visualizacion.

En la seccion 4.1 detallamos los sujetos que han participado en cada uno de los
experimentos del estudio, las actividades utilizadas y los instrumentos de

recogida de datos.

La seccién 4.2 esta dedicada a la particularizacién de las caracteristicas del
modelo de demanda cognitiva en estos tres contextos matematicos. Para
comenzar, con el fin de comprender las dificultades encontradas al tratar de
analizar estos problemas haciendo uso de la caracterizacion general de los
niveles de demanda cognitiva de Smith y Stein (1998) (Tabla 9), presentamos un
ejemplo de cada uno de los tres contextos matematicos en los que podemos
apreciar la necesidad de particularizar algunas caracteristicas del modelo de
demanda cognitiva general. Una vez conocidas dichas dificultades,
proporcionamos nuevas tablas con las caracteristicas de los niveles de demanda

cognitiva particularizadas a cada uno de los tres contextos matematicos.

Por dltimo, en la seccién 4.3 describimos los dos modos diferentes de analisis
de los datos: el andlisis tedrico de la demanda cognitiva de las tareas
seleccionadas y el andlisis de las respuestas a esas tareas producidas por los

estudiantes.

La particularizacion de las caracteristicas de los niveles de demanda cognitiva,
asi como el segundo modo de andlisis, a partir de las estrategias de resolucion

utilizadas por los estudiantes, son dos de las aportaciones originales y
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novedosas que presenta esta tesis, ya que, hasta el momento, en todas las
investigaciones que hemos consultado, se utilizaba el modelo de demanda
cognitiva original para la realizacion de analisis tedricos de enunciados de

actividades o problemas.

4.1 Diseio y realizacion de los experimentos

En esta seccion detallamos las caracteristicas de los tres experimentos llevados
a cabo (pre-algebra, geometria plana y visualizacion), en los cuales analizamos
los niveles de demanda cognitiva de las tareas propuestas y de las resoluciones

obtenidas por estudiantes con diferentes capacidades matematicas.

La descripcion de cada experimento esta desglosada en dos partes. Primero,
concretamos la muestra de estudiantes participantes y sus caracteristicas, el
tiempo de duracion de la experimentacion y los métodos de recogida de datos.

Después, presentamos las actividades que fueron resueltas por los estudiantes.

Los tres experimentos fueron planteados a grupos de estudiantes con aaccmm
durante los talleres extraescolares de matematicas organizados por la
Asociacion Valenciana de Apoyo al Superdotado y Talentoso (AVAST). A pesar
de que los estudiantes de AVAST son identificados con superdotacion, no todos

se caracterizan por tener altas capacidades matematicas.

4.1.1 Experimentacion en pre-dlgebra

En la seccién 2.3, hemos mostrado como algunos autores consideran que una
forma de introducir a los estudiantes en el algebra elemental es mediante
problemas de patrones geométricos. Ello hace que hayamos considerado este
contexto interesante para aplicar el modelo de demanda cognitiva. Para
desarrollar los niveles del modelo de demanda cognitiva con este tipo de
problemas, hemos implementado diversas actividades propias de este contexto
matematico y presentamos en esta memoria el andlisis de una de ellas. A
continuacion detallamos las caracteristicas de esta experimentacion vy

mostramos la actividad seleccionada para su analisis.
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4.1.1.1 Descripcion de la experimentacion

La experimentacion de pre-algebra esta basada en dos experimentos distintos,

con sujetos y circunstancias diferentes, que forman una muestra de

conveniencia.

Un experimento se llevd a cabo con un grupo reducido de estudiantes
talentosos, dos estudiantes de 6° de Educacion Primaria y cinco de 1° de
ESO, pertenecientes a la asociacion AVAST. Realizamos tres sesiones
de 90 minutos cada una durante los talleres extraescolares que la
asociacién ofrecia. Los estudiantes resolvieron un conjunto de actividades
de este contexto matematico (mostradas en el anexo 1) que fueron
planteadas con el objetivo de desarrollar su capacidad de generalizar.

El otro experimento se realizé en una clase ordinaria con un grupo de
estudiantes de 1° de ESO de un instituto puablico de Valencia. Realizamos
una sesion de 50 minutos durante la hora de matematicas. Debido a las
limitaciones que supone experimentar con estudiantes dentro del horario
lectivo de clases, este grupo de estudiantes Unicamente resolvio la
primera tarea planteada al grupo de estudiantes talentosos (mostrada en
la seccion 4.1.1.2). Por este motivo, nos centraremos Unicamente en el

analisis de esta tarea.

Ambos experimentos se realizaron a finales del primer trimestre del curso

escolar, cuando ninguno de los estudiantes tenia conocimientos de &lgebra

elemental. El nimero total de estudiantes participantes en el experimento se

puede ver en la Tabla 10.

. Grupos de NUmero de | Edades de los
Experimentos ) Curso escolar : .
estudiantes estudiantes estudiantes
6° de Educacion Entre 11 y 13
1 AVAST Primaria 'y 1° de |7 afios
ESO
o
2 IES 1°de ESO 27 Eptre 12 y 13
anos
Total 34

Tabla 10. Resumen de los sujetos participantes en la experimentacion de

pre-algebra.
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Para hacer referencia durante el andlisis de respuestas (seccion 5.1.2) a los
grupos de estudiantes que han participado en el experimento de pre-algebra,

utilizaremos las abreviaturas mostradas en la Tabla 10.

El propésito de realizar un doble experimento, en un grupo estandar y en un
grupo de estudiantes talentosos, es poder identificar la relacién entre la alta

capacidad y la demanda cognitiva de las resoluciones de los problemas.

En ambos experimentos, los estudiantes fueron agrupados por parejas y, en
caso de ser impares, se incluy6 un trio. A cada grupo le entregamos, junto a la
actividad, un boligrafo electronico que permite grabar las conversaciones
mantenidas por los estudiantes y lo escrito/dibujado durante la resolucion del
problema. Los datos recogidos consisten en las respuestas en papel y los videos
generados por los boligrafos electronicos. Los datos fueron analizados haciendo
uso del modelo de demanda cognitiva, con el fin de identificar el nivel de las

respuestas de los estudiantes, analisis que presentamos en la seccion 5.1.2.

4.1.1.2 Actividad: Numeros triangulares

Se trata de una actividad que tiene como objetivo que los estudiantes
comprendan la secuencia de los numeros triangulares y descubran la relacion
general que permite calcular cualquier término de la secuencia en funcion de su
posicion. La actividad (Figura 2) consta de cuatro apartados que van
incrementado la complejidad, siguiendo la estructura propia de los problemas de
patrones geometricos (seccion 3.4), pudiendo alcanzar un nivel alto de demanda
cognitiva en el ultimo apartado. En las secciones 5.1.1 y 5.1.2 mostramos los
analisis tedrico y de respuestas de esta actividad, donde examinamos la

evolucion del nivel de demanda cognitiva.
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Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la segunda

tiene 3 puntos, ....

1. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 52 posicion? ¢En qué te
fijas?

2. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 202 posicion? ¢En qué
te fijas?

3. ¢Hay alguna formula que nos permita obtener la cantidad de puntos de
la figura que esta en una posicion determinada? Por ejemplo, para la
figura 100.

4. ¢Y sifuera la figura que ocupa la posicion n?

Figura 2. Actividad de patrones geomeétricos.

4.1.2 Experimentacion en geometria plana

Tras la revision bibliografica realizada en la seccién 2.2, hemos comprobado que,
en la mayor parte de las publicaciones consultadas donde se hace uso del
modelo de demanda cognitiva para analizar actividades, sus autores utilizan
tareas que tratan contenidos aritméticos o algebraicos. Esto hace que hayamos
considerado interesante aplicar el modelo de demanda cognitiva en el contexto
de geometria plana. Para desarrollar el modelo de demanda cognitiva con este
tipo de problemas, hemos implementado diversas actividades propias de este
contexto matematico y en esta memoria presentamos el analisis de una de ellas.
A continuacion detallamos las caracteristicas de esta experimentacion y

mostramos la actividad seleccionada para su analisis.
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4.1.2.1 Descripcion de la experimentacion

Para la experimentacion de geometria plana, implementamos una tarea de este
contexto matematico que presentamos en la seccion 4.1.2.2. Esta actividad
forma parte de una secuencia de actividades (mostradas en el anexo 2) que
fueron disefiadas durante el trabajo de fin de master (Benedicto, 2013). Dicha
secuencia esta compuesta por nueve actividades encaminadas a la comprensiéon
profunda de algunas propiedades geométricas. En Benedicto (2013) realizamos
un analisis teorico del nivel de demanda cognitiva de las nueve actividades, lo
cual nos permiti6 identificar la evolucion del nivel de demanda cognitiva de cada

una.

La experimentacion de geometria plana esta basada en tres experimentos
distintos. En todos ellos, implementamos la secuencia completa de actividades
de geometria plana. No obstante, en esta memoria vamos a analizar una unica
actividad, ya que, basandonos en los resultados del analisis comentado en el
parrafo anterior, hemos considerado que esta actividad puede mostrar resultados
mas interesantes a la hora de analizar el nivel de demanda cognitiva de las
respuestas de estudiantes con diferentes capacidades. Los tres experimentos se

llevaron a cabo con sujetos y circunstancias diferentes:

e Una clase ordinaria de 5° de Educacion Primaria de un colegio publico
situado en un pueblo proximo a Valencia. Se realizaron cinco sesiones de
45 minutos en las clases de matematicas.

e Un grupo reducido de estudiantes talentosos pertenecientes a la
asociacion AVAST. Realizamos dos sesiones de 90 minutos durante los
talleres extraescolares que la asociacion ofrecia.

e Dos clases ordinarias de 1° de ESO de un instituto publico situado en un
pueblo préximo a Valencia. En cada clase realizamos cuatro sesiones de

50 minutos.
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El nimero total de estudiantes participantes en el experimento se puede ver en
la Tabla 11.

: Grupo de Numero de | Edades de los
Experimentos : Curso escolar : :
estudiantes estudiantes | estudiantes
(o] 1A
1 5EP 5 ' de. Educacion 15 Eptre 10y 11
Primaria afos
6° de Educacion Entre 11 y 13
2 AVAST Primaria y 1° de|7 afios
ESO
(0]
3 IES 1° de ESO 55 Eptre 12 y 13
anos
Total 77

Tabla 11. Resumen de los sujetos participantes en la experimentacion de
geometria plana.

Para hacer referencia durante el andlisis de respuestas (seccion 5.2.2) a los
grupos de estudiantes que han participado en el experimento de geometria,

utilizaremos las abreviaturas mostradas en la Tabla 11.

El propdsito de analizar los datos de estos tres experimentos es poder identificar
las diferencias del nivel demanda cognitiva de las respuestas de los estudiantes.

Para ello:

e Hemos experimentado con estudiantes de distintos cursos para identificar
aquellas diferencias asociadas a una mayor formacidbn matematica,
tomando estudiantes de 5° de Educacion Primaria y de 1° de ESO. La
razon de elegir 5° en vez de 6° de E. Primaria, es que el curriculo oficial
de 6° curso vigente cuando hicimos las experimentaciones no incluia el
estudio de los conceptos relacionados con poligonos que forman parte de
la secuencia de actividades.

e En1°de ESO, hemos experimentado con estudiantes talentosos (AVAST)
y con estudiantes ordinarios, con el fin de identificar la relacién entre la
alta capacidad y la demanda cognitiva de las resoluciones de los

problemas.

Las tareas se resolvieron haciendo uso de lapiz y papel y de applets disefiados
con Geogebra. Desde la primera sesion, los estudiantes tuvieron las nueve
actividades y trabajaron de manera autonoma siguiendo su propio ritmo.
Mientras en experimento realizado con el grupo de AVAST algunos estudiantes

resolvieron la actividad de manera individual, en los otros dos experimentos los
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estudiantes estaban agrupados por parejas y, en caso de ser impares, se incluia

un trio. A cada estudiante o grupo de estudiantes les entregamos:

Un dosier en papel con las nueve actividades, donde debian contestar y
justificar sus respuestas.

Un ordenador con los applets correspondientes a las actividades del
dosier. Estos ordenadores llevaban incorporado un programa de captura
de pantalla, que permite grabar en forma de video la pantalla del
ordenador durante toda la sesion.

Un boligrafo electronico (descrito en la seccion 4.1.1.1).

Por lo tanto, a la hora de recoger los datos para ser analizados, contamos con

tres soportes diferentes:

Las respuestas en papel.

El video que muestra la actividad realizada en la pantalla al utilizar los
applets de Geogebra.

El video generado por el boligrafo electronico, que muestra las
conversaciones de los estudiantes y lo escrito o dibujado con el boligrafo

electronico.

4.1.2.2 Actividad: Diagonales de un poligono

Esta actividad que tiene como objetivo que los estudiantes descubran la relacion

implicita existente entre el numero de lados de un poligono y el nimero de

diagonales, para deducir la formula que permite calcular el nUmero de diagonales

de cualquier poligono. La actividad (Figura 3) consta de tres apartados que van

incrementado la complejidad, pudiendo alcanzar un alto nivel de demanda

cognitiva en el dltimo apartado. En las secciones 5.2.1 y 5.2.2 mostramos los

analisis tedrico y de respuestas de esta actividad, donde examinamos la

evolucion del nivel de demanda cognitiva.
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La diagonal de un poligono es un segmento que une dos vértices no consecutivos.

1. Dibuja una diagonal en cada uno de los poligonos siguientes:

- - -
CUADRILATERO .
PENTAGONO

a) ¢ Cuéantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del cuadrilatero? ¢ Todos
los vértices tienen el mismo numero de diagonales?

b) ¢ Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del pentagono? ¢ Todos
los vértices tienen el mismo nimero de diagonales?

¢) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del

tridngulo? ¢Todos los vértices tienen el mismo ndmero de
diagonales? ¢ Por qué?

w3 (Applet 7.2) Observa los poligonos. Responde a las siguientes preguntas.

= ot

Ao

TRIANGULO CUADRILATERO PENTAGONO HEXAGONO HEPTAGONO

a) En cada uno de poligonos, traza todas las diagonales desde el vértice sefialado.

Modifica la forma de los poligonos manejando el vértice y comprueba la cantidad de
diagonales. Rellena la siguiente tabla:

. N.° DIAGONALES
POLIGON N.°DE LADOS DESDE UN VERTICE

TRIANGULO
CUADRILATERO
PENTAGONO
HEXAGONO
HEPTAGONO

b) ¢Qué relacién existe entre el nimero de lados y el nimero de diagonales desde
un vértice? ¢ Por qué?
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3. (Applet 7.2) Dibuja y calcula el numero total de diagonales de cada

poligono:

a) Completa la siguiente tabla:

N.°
N.° DE DIAGONALES N.° TOTAL DE
LADOS DESDE UN DIAGONALES
VERTICE

POLIGONO

TRIANGULO

CUADRILATERO

PENTAGONO

HEXAGONO

HEPTAGONO

OCTOGONO

b) Calcula el nimero total de diagonales de un poligono de 20 lados.

¢) ¢Como podrias, sin dibujar, calcular el numero total de diagonales de cualquier

poligono teniendo en cuenta su numero de lados?

Figura 3. Actividad de geometria plana.

4.1.3 Experimentacion en visualizacion

En la seccion 2.4, hemos mostrado como algunos autores concluyen que el uso
de la visualizacion en la ensefianza favorece la comprension de conceptos y
procedimientos matematicos y desarrolla el pensamiento critico. Ello hace que
hayamos considerado este contexto interesante para aplicar el modelo de
demanda cognitiva. Para desarrollar el modelo de demanda cognitiva con este
tipo de problemas, hemos implementado diversas actividades de cuatro tipos
diferentes y hemos analizado una de cada tipo. A continuacion detallamos las
caracteristicas de esta experimentacion y describimos los cuatro tipos diferentes

de actividades que plantemos.

4.1.3.1 Descripcion de la experimentacion

Para la experimentacion de visualizacién, implementamos cuatro tipos diferentes
de actividades, que veremos en la seccion 4.1.3.2. La resolucion de todas ellas
requeria del uso de un ordenador y el software educativo Cubos y Cubos (Hoyos,

Aristizabal y Acosta, 2015). Este software ha sido disefiado por el grupo GEDES
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(Grupo de Estudio y Desarrollo de Software) con el objetivo de mejorar las
habilidades de visualizacién espacial de estudiantes de Educacion Primaria y

Secundaria.

El software Cubos y Cubos favorece el desarrollo de habilidades de visualizacion
espacial manejando un mdédulo multicubo (Figura 4), que se puede girar en el
espacio tridimensionalmente de manera continua para visualizar el sélido desde

cualquier posicion, arrastrando el ratén o pulsando las teclas de flechas.

. |

Figura 4. Ejemplo de sélido construido en Cubos y Cubos.

También tiene herramientas que permiten observar automaticamente las
proyecciones ortogonales superior, frontal y derecha del sélido, como se muestra

en la Figura 5, donde la flecha roja identifica el lado derecho del sélido.

Figura 5. Ejemplo de un sélido y sus proyecciones ortogonales (superior, frontal y
derecha) en Cubos y Cubos.

Cubos y Cubos ofrece varios tipos de actividades, basadas en archivos con la
descripcion de un soélido, que pueden ser disefiados y cargados en el software
por el profesor. Esas actividades estan especificamente disefiadas para ayudar
a los estudiantes a comprender conceptos importantes relacionados con la
visualizacion espacial, como las proyecciones ortogonales y la orientacion en el
espacio. Para resolver estas actividades, los usuarios pueden girar los sélidos,
lo cual les ayuda a desarrollar sus habilidades de visualizacién, mientras

aprenden a relacionar sélidos con sus proyecciones ortogonales.
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Durante nuestra experimentacion nos hemos centrado en cuatro tipos de

actividades, diferentes pero relacionadas:

94

El primer tipo de actividad consiste en dibujar en la pantalla las
proyecciones ortogonales ordinarias (Figura 6a) de un solido dado. Para
ello, los estudiantes deben colorear las cuadriculas que proporciona el
software representando las proyecciones ortogonales superior, frontal y
derecha del solido.

El segundo tipo de actividad consiste en dibujar las proyecciones
ortogonales codificadas (Figura 6b) de un sdlido dado. Para ello los
estudiantes deben colorear las cuadriculas que proporciona el software
indicando en cada celda el nUmero de cubos que tiene el sélido en la fila

representada por esa celda en patrticular.

@

Figura 6. Dibujo de (a) proyecciones ortogonales y (b) proyecciones ortogonales

codificadas de un sélido en Cubos y Cubos.

El tercer tipo de actividad consiste en construir un sélido basado en sus
proyecciones ortogonales codificadas (Figura 7a).

El cuarto tipo de actividad consiste en construir un solido basado en sus
proyecciones ortogonales ordinarias (Figura 7b). Como la solucién puede
no ser Unica en este tipo de actividades, esto le da al docente la
posibilidad de abrir una discusién en el aula, ya que distintos estudiantes
pueden haber construido diferentes solidos a partir de las mismas

proyecciones ortogonales ordinarias.
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ara lateral derecha
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Figura 7. Construccion de un sélido en Cubos y Cubos dadas (a)
proyecciones ortogonales y (b) proyecciones ortogonales codificadas.

La experimentacién de visualizacion esti basada en los resultados obtenidos al
implementar el conjunto de actividades de visualizacion con 40 estudiantes
talentosos pertenecientes a AVAST de los cursos 5° y 6° de Educacion Primaria
y 1° de ESO. Realizamos una unica sesion de 90 minutos durante los talleres

extraescolares que la asociacion ofrecia.

El nimero total de estudiantes participantes en el experimento se puede ver en
la Tabla 12.

. Grupos de Numero de | Edades de los
Experimento . Curso escolar . .
estudiantes estudiantes | estudiantes
5y 6° de Entre 10 y 13
1 AVAST Educacion Primaria | 40 afios
y 1°de ESO
Total 40

Tabla 12. Resumen de los sujetos participantes en la experimentacion de
visualizacion.

Los estudiantes se organizaron en parejas con un ordenador por cada una. La
introduccién de las actividades a la clase se limité a mostrar el funcionamiento
del software utilizado y a presentar las tareas, resolviendo un ejemplo

conjuntamente. Nunca fue la intencion del profesor revelar a los estudiantes un
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procedimiento para completar las actividades o explicar cémo hacerlo,

Unicamente pretendié mostrar las posibilidades que el software ofrecia.

Para la recogida de datos utilizamos un software de captura de pantalla que
proporcionaba un video en el que se podian ver todas las acciones realizadas
por los estudiantes en la pantalla y escuchar sus conversaciones. Estos datos
nos han permitido identificar el razonamiento utilizado y las decisiones de los
estudiantes al elegir estrategias para resolver las tareas. En la seccién 5.3.2
mostramos los datos que hemos analizado haciendo uso del modelo de
demanda cognitiva y los resultados obtenidos.

4.1.3.2 Actividad: Proyecciones ortogonales

Se trata de cuatro tipos de actividades diferentes que tienen como objetivo que
los estudiantes desarrollen sus habilidades espaciales utilizando correctamente
las proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas) de soélidos. En cada tipo,
se plantearon cuatro solidos diferentes. A continuacion, describimos los tipos de

actividades y mostramos un ejemplo de cada uno.

e El primer tipo (Figura 8) consiste en dibujar las proyecciones ortogonales
ordinarias de un solido dado.

e EI segundo tipo (Figura 9) consiste en dibujar las proyecciones
ortogonales codificadas de un sélido dado.

e El tercer tipo (Figura 10) consiste en construir un soélido a partir de sus
proyecciones ortogonales codificadas.

e EIl cuarto tipo (Figura 11) consiste construir un solido a partir de sus

proyecciones ortogonales ordinarias.

Los cuatro tipos de actividades tienen una complejidad creciente, que conlleva
un mayor nivel de demanda cognitiva, pudiendo alcanzar un nivel alto de
demanda cognitiva en el dltimo tipo. En las secciones 5.3.1 y 5.3.2 mostramos
los analisis, tedrico y de respuestas, de estas actividades y examinamos la

evolucion del nivel de demanda cognitiva.
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1. Dibuja en la pantalla las proyecciones ortogonales ordinarias del sélido:

&% Cubes y cubes
=@ E @ O

Figura 8. Ejemplo de una de las actividades de proyecciones ortogonales del primer
tipo: dibujo de las proyecciones ortogonales ordinarias de un sdlido.

2. Dibuja en la pantalla las proyecciones ortogonales codificadas del
sélido:

&3 Cubosy cubos

Figura 9. Ejemplo de una de las actividades de proyecciones ortogonales del segundo
tipo: dibujo de las proyecciones ortogonales codificadas de un solido.
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3. Construye un solido a partir de sus proyecciones ortogonales
codificadas.

Figura 10. Ejemplo de una de las actividades de proyecciones ortogonales del tercer
tipo: construccion de un sélido a partir de sus proyecciones ortogonales
codificadas.

4. Construye un solido a partir de sus proyecciones ortogonales ordinarias.

Figura 11. Ejemplo de una de las actividades de proyecciones ortogonales del cuarto
tipo: construccion de un sélido a partir de sus proyecciones ortogonales
ordinarias.
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4.2 Particularizacion del modelo de demanda
cognitiva a contextos matematicos concretos

Como hemos comentado al comienzo de la seccién 3.3, el proceso de
modificacion del modelo de demanda cognitiva que hemos llevado a cabo se
desarrollo en dos fases. En dicha seccion, hemos detallado la primera fase, que
consistié en la modificacién del modelo original de demanda cognitiva. En la
presente seccion, vamos a describir la segunda fase, basada en la
particularizacion del modelo tedrico mejorado para algunos contextos

matematicos concretos.

Hasta el momento, en la literatura que hemos consultado, el modelo de demanda
cognitiva habia sido utilizado con éxito para analizar un buen numero de
actividades, pero la mayor parte de estas era de tipo aritmético o algebraico.
Durante nuestras experimentaciones hemos trabajado con tareas de contextos
matematicos diferentes a los usados hasta ahora por otros autores: tareas de
pre-algebra, geometria plana y visualizacion. La reformulacion de las
caracteristicas del modelo de demanda cognitiva realizada en la seccion 3.3.6
facilita el andlisis de estas tareas. Sin embargo, muchas de las caracteristicas
de los niveles de demanda cognitiva presentadas en la Tabla 9 necesitan una
adaptacion a las particularidades de los diferentes contextos matematicos, e
incluso de tareas especificas. Esta adaptacion facilitard y hara mas fiable el
analisis de las actividades y de las respuestas de los estudiantes. Por ello, hemos
particularizado el modelo de demanda cognitiva para cada uno de dichos tipos
de actividades, concretando las caracteristicas de los diferentes niveles, de
manera que hagan referencia explicita a elementos particulares de cada

contexto.

En la seccion 4.2.1 empezaremos mostrando como la formulacion general del
modelo de demanda cognitiva (Tabla 9) resulta ambigua para ciertos contextos
matematicos. Para ello, comenzaremos presentando algunos ejemplos de los
utilizados hasta el momento por otros autores, observando como el modelo de
demanda cognitiva modificado (Tabla 9) puede aplicarse sin dificultades. A
continuaciéon, mostraremos un ejemplo de cada uno de los tres contextos

matematicos utilizados en nuestra investigacion (pre-algebra, geometria plana 'y
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visualizacion), para comprobar la necesidad de particularizar algunas

caracteristicas del modelo de demanda cognitiva a dichos contextos.

Una vez mostrado el problema, en las secciones 4.2.2, 423 y 424
presentaremos las particularizaciones que hemos hecho de las caracteristicas
del modelo para cada uno de dichos contextos, con el fin de resolver los

problemas mostrados en la seccion 4.2.1.

4.2.1 Necesidad de particularizar las caracteristicas de los
niveles de demanda cognitiva a contextos especificos

Las caracteristicas presentadas en el modelo original de demanda cognitiva
(seccion 3.2) han sido definidas en base al andlisis de tareas aritméticas o
algebraicas (Cruz, 2009; Smith y Stein, 1998), por lo que dicho modelo puede
aplicarse para analizar este tipo de tareas. De ahora en adelante, las llamaremos
tareas clasicas. En esta seccion vamos a comenzar mostrando algunos ejemplos
de tareas clasicas, observando que el modelo de demanda cognitiva, tanto su
version original (Tabla 2) como la modificacion que hemos elaborado (Tabla 9),
se puede aplicar bien en el analisis de estas tareas. Sin embargo, a la hora de
aplicar el modelo al analisis de actividades matematicas de otra naturaleza,

hemos encontrado ciertas dificultades.

En segundo lugar, mostraremos tres ejemplos de tareas utilizadas durante
nuestra investigacion, cada una de ellas perteneciente a uno de los tres
contextos matematicos en los que hemos trabajado (pre-algebra, geometria
plana y visualizacion), comprobando como algunas caracteristicas del modelo
de demanda cognitiva modificado (Tabla 9) requieren cierta particularizacion
para facilitar el analisis de estas tareas. Con el fin de mostrar la necesidad de
particularizar las caracteristicas de cada nivel de demanda cognitiva a las tareas
de dichos contextos matematicos, presentamos tres ejemplos, cada uno de ellos
de un contexto matemético y nivel de demanda cognitiva diferente (algoritmos
sin conexiones, algoritmos con conexiones y hacer matematicas). No
presentamos ningun ejemplo del nivel memorizacion debido a que en nuestras

experimentaciones no plantemos ninguna tarea de dicho nivel.
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4.2.1.1 Ejemplos de tareas clasicas

En esta seccibn mostramos varios ejemplos de tareas clasicas. Al analizar su
nivel de demanda cognitiva, no encontramos ninguna dificultad, observando que
el modelo, tanto su version original (Tabla 2), como la modificacion que hemos

elaborado (Tabla 9), se puede aplicar bien para el andlisis de estas tareas:

Ejemplo 1 (Smith, Stein, 1998, p. 349): | Ejemplo 2 (Cruz, 2009, p. 17):
¢Cudl es la regla para multiplicar | ¢ Qué es un nimero primo?

fracciones?

Figura 12. Ejemplos de tareas clasicas del nivel memorizacién.

Las resoluciones de las tareas de los ejemplos 1 y 2 son propias del nivel

memorizacion:

e El ejemplo 1 se resuelve recitando la regla, previamente aprendida, del
calculo del producto de fracciones. Supone la reproduccién exacta de una
informacion memorizada anteriormente, utilizando la representacion
aritmética y sin necesidad de explicaciones.

e El ejemplo 2 se resuelve recurriendo a la definicion de nimero primo.
Supone la reproduccion exacta de wuna definicibn memorizada
previamente, utilizando una representacion verbal sencilla y sin necesidad

de explicaciones.

Ejemplo 3 (Smith, Stein, 1998, p. | Ejemplo 4 (Cruz, 2009, p. 19):
349):

Multiplica: Efectia:

(2x — 3y)?

| B

0o =~ o] W

I
| w

Figura 13. Ejemplos de tareas clasicas del nivel algoritmos sin conexiones.
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Las resoluciones de las tareas de los ejemplos 3 y 4 son propias del nivel

algoritmos sin conexiones:

El ejemplo 3 se resuelve aplicando el algoritmo del producto de fracciones.
Su finalidad es obtener el resultado correcto de las multiplicaciones de
fracciones, para lo cual no es necesario comprender los contenidos
matematicos que subyacen al algoritmo empleado. El problema no
requiere explicaciones y se pueden utilizar una o varias formas de
representacion de manera independiente.

El ejemplo 4 se resuelve empleando un algoritmo algebraico de las
identidades notables. La finalidad es obtener el resultado correcto
aplicando las identidades notables sin la necesidad de comprender los
contenidos que subyacen al algoritmo empleado. El problema no requiere
explicaciones y se pueden utilizar una o varias formas de representacion

de manera independiente.

respuesta y explica tu solucion. 11203 4|56 7|89 10

Utiliza la plantilla.

Ejemplo 5 (Smith, Stein, 1998, | Ejemplo 6 (Cruz, 2009, p. 25):
p. 349): Pinta de rojo los numeros segun la

Calcula 1/6 de 1/2. Dibuja tu | secuencia:

11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 [ 19 | 20
21 [ 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

— ;“,x-‘“=uh_ 31 [ 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
| 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 38 | 59 | 60

¢, Qué observas? ¢Hay alguna regularidad
en los numeros pintados?

¢, Qué numeros han sido pintados?
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Las resoluciones de las tareas de los ejemplos 5 y 6 son propias del nivel

algoritmos con conexiones:

El ejemplo 5 se resuelve aplicando un algoritmo general sugerido por el
propio enunciado, que especifica que debe resolverse dibujando. No
obstante, para dibujar la fraccion de una fraccion es necesario
comprender su significado, por lo que no puede resolverse sin prestar
atencion a los contenidos que subyacen al algoritmo. La finalidad de este
problema es comprender el significado del algoritmo del producto de
fracciones y el problema requiere una explicacion que haga referencia a
ello.

El ejemplo 6 se resuelve siguiendo las instrucciones sugeridas por las
cuestiones que sirven de guia para identificar la relacion existente entre
los niameros coloreados. El problema no puede ser resuelto sin identificar
y comprender la relacion existente entre los numeros coloreados. La
finalidad es comprender los contenidos subyacentes al concepto de

multiplo y el problema requiere una explicacion que haga referencia a ello.

Ejemplo 7 (Smith, Stein, 1998, p. | Elemplo 8 (Cruz, 2009, p. 28):
349):

Crea una situacion real para el | 13:

siguiente problema:

Resuelve el problema que tu has
creado sin usar la regla [regla de
multiplicacién de fracciones] y

explica tu solucion.

Coloca los numeros mostrados en la

serpiente de manera que cada tres sumen

2 3
3 4

Figura 15. Ejemplos de tareas clasicas del nivel hacer mateméticas.
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Las resoluciones de las tareas de los ejemplos 7 y 8 son propias del nivel hacer

matematicas:

e EIl ejemplo 7 no se resuelve mediante un algoritmo, requiere que los
estudiantes analicen la actividad y comprendan el significado subyacente
al producto de fracciones (una fraccion de una fraccion) para crear una
situacion real en la que esté presente dicha operacién. En la segunda
parte, los estudiantes deben resolver el problema sin utilizar el algoritmo
del producto de fracciones, lo cual requiere examinar los datos
(multiplicacion de fracciones) y establecer relaciones. Ademas, la
actividad pide una explicacion del resultado obtenido.

e El ejemplo 8 requiere que los estudiantes analicen la actividad
observando las diferentes maneras de sumar 13 con tres numeros. Los
estudiantes deben examinar algunas propiedades de los numeros
(paridad, tamafio, etc.) para limitar posibles estrategias de resolucion. La
finalidad es examinar las propiedades de los numeros y explorar las
posibles descomposiciones del numero 13 en tres sumandos. Su
resolucién con éxito requiere tomar decisiones sobre los nimeros a utilizar

en cada sumay en qué posicién deben colocarse.

4.2.1.2 Ejemplo de una actividad de patrones geométricos en el

nivel de algoritmos sin conexiones

En la seccion anterior (4.2.1.1) hemos comprobado que las caracteristicas del
modelo de demanda cognitiva se ajustan a las tareas clasicas. A continuacion,
en las secciones 4.2.1.2, 4.2.1.3 y 4.2.1.4, vamos a mostrar tres ejemplos de
actividades, cada uno de ellos de un contexto matematico y nivel de demanda
cognitiva diferente, donde podemos observar que las caracteristicas del modelo

requieren una particularizacion para las tareas de dichos contextos.

En esta seccion presentamos el andlisis de una cuestibn de patrones
geométricos propia del nivel algoritmos sin conexiones. Se trata de la primera
cuestion de la actividad de los numeros triangulares, utilizada durante nuestra
investigacion (ver la actividad completa en 4.1.1.2). Esta actividad pide a los
estudiantes que calculen el nimero de elementos que forman el término que

ocupa la quinta posicién de la secuencia de los numeros triangulares (Figura 16).
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Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la segunda

tiene 3 puntos, ....

&
@0
OO0

1. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 52 posicion? ¢En qué te

fijas?

Figura 16. Cuestion 1 de la actividad de los nimeros triangulares.

Al analizar el nivel de demanda cognitiva de esta cuestion (Figura 16),
observamos la necesidad de particularizar algunos detalles de las caracteristicas
del modelo demanda cognitiva (Tabla 9) para facilitar el analisis. Por ejemplo, en
la Tabla 9 se indica que, para las actividades del nivel de algoritmos sin
conexiones, el procedimiento de resolucion se basa en aplicar un algoritmo que
viene indicado expresamente o es evidente por el contexto y que los estudiantes
pueden seguir sin necesidad de considerar los conocimientos matematicos
subyacentes. En relacién con la cuestién 1, se plantean dos preguntas que es
necesario contestar para poder analizar de manera fiable la cuestién y las

respuestas de los estudiantes:

- ¢Cudl es ese algoritmo? Consiste en comprender la relacion visual o
geométrica entre los términos conocidos y sus posiciones para dibujar el
término 5° y contar el nimero de elementos que lo forman.

- ¢Cudles son los contenidos matematicos subyacentes? Hacen referencia

a la relacion matematica general entre el valor de un término triangular y

n-(n+1) )

su posicion (a, =1+2+3+ - +n= .

Una vez concretados estos detalles, hemos redactado de nuevo las
caracteristicas del modelo con dichas particularidades, con el fin de facilitar el
analisis de cualquier actividad correspondiente al contexto matematico de

patrones geométricos del nivel algoritmos sin conexiones.
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En la Tabla 13 mostramos un analisis completo de esta cuestion. En la primera
columna, describimos el procedimiento de resolucion, la finalidad, el esfuerzo
cognitivo requerido, los contenidos implicitos, las explicaciones exigidas y las
formas de representacion de la solucién de la cuestion 1 (Figura 16). Esta
descripcion permite identificar que se trata de una actividad propia del nivel
algoritmos sin conexiones. En la segunda columna, mostramos las
caracteristicas de dicho nivel del modelo general modificado (Tabla 9). En la
tercera columna, presentamos las caracteristicas del modelo de demanda
cognitiva del nivel de algoritmos sin conexiones particularizadas a las actividades

de patrones geométricos.

En la Tabla 13, al igual que ocurre con los siguientes ejemplos (Tablas 14 y 15)
podemos observar codmo la descripcion general de las caracteristicas (22
columna) es poco concreta, lo cual puede provocar que varios investigadores
lleguen a conclusiones distintas al analizar las mismas actividades. Por ejempilo,
es necesario especificar en qué consiste el algoritmo empleado para resolver la
cuestion si se quiere determinar cual sera el procedimiento de resolucién y las
explicaciones requeridas. El algoritmo empleado ayudara a conocer el grado de
ambigiedad o esfuerzo cognitivo al que tienen que enfrentarse los estudiantes
para decidir qué procedimiento utilizar y coOmo representaran su solucion.
Ademas, para identificar la finalidad de la cuestion y los contenidos implicitos, es
importante detallar los contenidos matematicos implicados y las relaciones
existentes entre estos, identificado si es necesaria la comprension de dicha
relacion para resolver la cuestion con éxito. Para solucionar ese inconveniente
hemos proporcionado una descripcion particularizada para las actividades
correspondientes (32 columna), facilitando asi el analisis de las actividades.
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Descripcion especifica
de la cuestion 1 de la

Caracteristicas del
modelo general

Particularizacion de las
caracteristicas para

Procedimiento de resoluciéon

actividad de patrones modificado actividades de patrones
geomeétricos (Tabla 9) geomeétricos
Se trata de dibujar el (2.P) Se resuelven Se resuelven aplicando una
término 5°, utilizando aplicando un estrategia aditiva que es

como referencia las
figuras de las posiciones
anteriores, dadas en el
enunciado, y realizar el
conteo del nimero de
elementos que la
forman.

algoritmo que viene
indicado
expresamente o es
evidente por el
contexto. Es un
algoritmo simple que
los estudiantes
pueden seguir sin
necesidad de
considerar los
contenidos
matematicos
subyacentes.

evidente por el contexto del
enunciado, basado en
continuar la secuencia
dibujando hasta el término
requerido y contando el
namero de elementos que
lo forman. Es un algoritmo
simple, que los estudiantes
pueden aplicar sin
necesidad de considerar la
relacion mateméatica
general entre el valor de un
término y su posicion.

Se pretende que los
estudiantes obtengan el
namero de elementos
gue forman la 52 figura
mediante la
representacion del

(2.F) Obtener
respuestas
correctas, pero sin
necesidad de
desarrollar la
comprension

Obtener respuestas
correctas, pero sin
necesidad de comprender
la relacibn matematica
subyacente en la
secuencia. Los estudiantes

S | termino y el conteo del matematica. Los pueden obtener el nUumero
B | numero de elementos, estudiantes pueden | correcto de elementos de
€ | sin necesidad de resolverlas un término inmediato o
I | comprender la relacion correctamente sin préximo basandose en la
general. necesidad de estructura gréfica de la
comprender los secuencia, pero sin
contenidos necesidad de comprender
matematicos la relacion matemética
subyacentes. entre el valor de un término
y SuU posicion.
Las figuras del (2.E) Su resolucion | Su resolucién con éxito
enunciado guian para con éxito requiere requiere un esfuerzo
dibujar la quinta figuray | un esfuerzo cognitivo limitado. Existe
_g realizar el conteo de su | cognitivo limitado: poca ambigtiedad sobre
‘€ | nimero de elementos. existe poca cémo resolver la actividad,
? ambigiiedad sobre ya que, al tratarse de un
o gué hacer y como término inmediato o
g hacerlo. proximo, la representacion
=) resulta sencilla y los datos
N del enunciado muestran

con claridad como debe
continuarse la secuencia.
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Descripcion especifica

de la cuestion 1 de la

actividad de patrones
geomeétricos

Caracteristicas del
modelo general
modificado
(Tabla 9)

Particularizacion de las
caracteristicas para
actividades de patrones
geomeétricos

Los estudiantes
resuelven
correctamente, mediante
el dibujo y conteo,
identificando la

(2.C) Puede existir
conexién implicita
entre los contenidos
matematicos y los
algoritmos usados.

Existe conexion implicita
entre la estructura de la
secuencia, basada en la
relacién visual o geométrica
y el algoritmo de resolucion.

representacion
geométrica para dibujar
la 52 figura, se realiza el
conteo y se da el
resultado numérico
utilizando la
representacion
aritmética.

Representacion de la solucion

usar una o varias
formas de
representacion
(aritmética,
algebraica, verbal,
geomeétrica,
diagramatica,
manipulativa, etc.).
Cuando se usan
varias, se hace de
manera
independiente, es
decir, sin establecer
relaciones entre
ellas ni con los
contenidos
matematicos
subyacentes.

g | estructura visual de la Sin embargo, los Los estudiantes pueden
= | representacion grafica estudiantes no dibujar el término requerido
S | de la secuencia (afiaden | necesitan percatarse | y contar el nimero de
£ una fila con un elemento | de ella para elementos que lo forman,
@ | mas que en la anterior). | contestar sin necesidad de
.'g No obstante, pueden correctamente la comprender la relacion
@ | dibujar correctamente la | cuestion. matematica entre el valor
& | figura sin percatarse de de un término y su posicion.
O | la relacién matematica
subyacente entre la
posicion de la figura y el
ndmero de elementos
gue la forman.
Los estudiantes deben (2.X) Requieren Requieren explicaciones
@ explicar en qué se han explicaciones que se | que se enfocan Unicamente
S fijado para obtener dicho | enfocan Unicamente | a describir la estrategia
'g resultado, que puede ser | a describir el empleada.
© | Unicamente en el algoritmo empleado.
2 | nimero de puntos de la
W | figura dibujada.
Se utiliza la (2.R) Se pueden Se suelen utilizar la

representacion geomeétrica
para obtener el resultado y
la aritmética para dar la
respuesta final. Se pueden
usar una o ambas formas
de representacion. Cuando
se usan las dos, se hace de
manera independiente, es
decir, sin establecer
relaciones entre ellas ni con
la relacion matematica
subyacente a la secuencia.

Tabla 13. Ejemplo de la necesidad de particularizar el modelo de demanda
cognitiva a los problemas de patrones geométricos en el nivel algoritmos sin
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En la Tabla 13 observamos que todas las categorias, excepto la correspondiente
a explicaciones, son propias del nivel algoritmos sin conexiones. Como veremos
en la seccion 4.3.1, asignaremos el nivel de demanda cognitiva al que se ajusten
mas caracteristicas, considerando la actividad propia del nivel algoritmos sin

conexiones.

4.2.1.3 Ejemplo de una actividad de geometria plana en el nivel

de algoritmos con conexiones

En esta seccidn presentamos el andlisis de una actividad propia del nivel
algoritmos con conexiones. Se trata del apartado 3b (Figura 17) de una de las
actividades de nuestra experimentacion en geometria plana (actividad completa
en la seccion 4.1.2.2). En este apartado, después de calcular el nimero de
diagonales de poligonos sencillos (del triangulo al octégono), los estudiantes

tienen que calcular el nimero de diagonales de un poligono de 20 lados.

3. (Applet 7.2) Dibuja y calcula el numero total de diagonales de cada
poligono:
a) Completa la siguiente tabla:

N.°
‘ N.°DE | DIAGONALES | N.° TOTAL DE
POLIGONOG LADOS DESDE UN DIAGONALES
VERTICE
TRIANGULO

CUADRILATERO

PENTAGONO

HEXAGONO

HEPTAGONO

OCTOGONO

b) Calcula el numero total de diagonales de un poligono de 20 lados.

Figura 17. Apartado 3b de la actividad enfocada al descubrimiento de la férmula de
célculo del numero de diagonales de un poligono.

Al analizar el nivel de demanda cognitiva de esta cuestion (Figura 17),

observamos la conveniencia de particularizar algunos detalles de las
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caracteristicas del modelo demanda cognitiva (Tabla 9) para facilitar dicho
analisis. Por ejemplo, si tomamos las mismas categorias que en el ejemplo de la
seccion 4.2.1.2, procedimiento de resolucion y contenidos implicitos, podemos
observar las diferencias en las descripciones para ambos contextos. En
definitiva, al igual que en el caso anterior, para poder analizar de manera fiable
la cuestidon y las respuestas de los estudiantes, es necesario contestar a las
preguntas referentes al algoritmo empleado para resolver el problema y los

contenidos implicados:

- ¢Cudl es ese algoritmo? Consiste en deducir la relacion funcional entre el
numero de lados y el nimero de diagonales de un poligono, ya que el
dibujo y conteo del numero de diagonales de un poligono de 20 lados

resulta muy costoso.

(numero de diagonales de un poligono de 20 lados = —20;7 )

- ¢Cudles son los contenidos matematicos subyacentes? Hacen referencia
a la relacion matematica general entre el nUmero de lados y el nimero de
diagonales de cualquier poligono.

(numero de diagonales de un poligono de n lados = _n-(r;—3) )

A diferencia de las actividades de patrones geométricos, las actividades de
geometria plana pueden ser muy variadas. Por esta razon, a la hora de
particularizar las caracteristicas del modelo de demanda cognitiva para este
contexto, nos hemos centrado en un tipo de tareas concretas. Todas estas
actividades tienen una estructura similar, se componen de varias cuestiones y
parten de la observacion de casos particulares para alcanzar la generalizacion

de una regla general o propiedad geométrica.

En la Tabla 14 mostramos un analisis completo de la cuestion 3b (Figura 17) y
la particularizacion de las caracteristicas del modelo de demanda cognitiva del
nivel de algoritmos con conexiones al contexto de este tipo de actividades de
geometria plana. Al igual que en el ejemplo de la seccion 4.2.1.2, la tabla esta
dividida en tres columnas, con los mismos contenidos Yy significados que la tabla

de la seccion anterior.
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Descripcién especifica

de la cuestion 3b de la

actividad de geometria
plana

Caracteristicas del
modelo general
modificado
(Tabla 9)

Particularizacion de
las caracteristicas
para actividades
concretas de
geometria plana

Procedimiento de resolucién

Los estudiantes deben
calcular el nimero de
diagonales de un
poligono de 20 lados
realizando la operacion:

20-17
2

No obstante, para saber
gué operacién debe
aplicar es necesario que
previamente hayan
comprendido la relacion
implicita existente entre
el numero de lados de
un poligono y su
ndmero total de
diagonales.

(3.P) Se resuelven
aplicando un algoritmo
general que los
estudiantes pueden
seguir solo si establecen
conexiones estrechas
con los contenidos
matematicos
subyacentes. Se
sugieren explicita o
implicitamente una via a
seguir, ya sea a partir
de cuestiones resueltas
antes o en el propio
enunciado.

Se resuelve aplicando
un algoritmo que el
estudiante solo puede
descubrir cuando es
consciente de la
relacion funcional entre
la propiedad geométrica
subyacente que se esta
aprendiendo y el
namero de lados del
poligono. Las
cuestiones resueltas
antes a la 3b sugieren
una via para deducir
para deducir qué
operaciones deben
realizarse.

Finalidad

Se pretende que los
estudiantes identifiquen
la relacion numérica
existente entre el
namero de lados vy el
namero de diagonales
de un poligono, para asi
deducir qué
operaciones debe

(3.F) Usar algoritmos
con el objetivo de que
los estudiantes
adquieran una
comprension mas
profunda de los
contenidos mateméticos
subyacentes.

Deducir y aplicar el
algoritmo apropiado
para adquirir una
comprension mas
profunda de la relacién
funcional entre la
propiedad geométrica
subyacente que se esta
aprendiendo y el

Esfuerzo cognitivo

realizar. ndmero de lados de un
poligono.
Para aplicar (3.E) Su resolucion con | Su resolucion con éxito

correctamente el
algoritmo de resolucién,
antes es necesario
comprender la relacion
entre el numero de
lados y el nimero de
diagonales de un
poligono y deducir qué
algoritmo hay que
emplear.

éxito requiere cierto
esfuerzo cognitivo.
Aunque se pueden
utilizar algoritmos
generales, al aplicarlos
no se pueden seguir sin
prestar atencion a los
contenidos mateméticos
subyacentes.

requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Es necesario
comprender la relacion
funcional entre la
propiedad geométrica
subyacente que se esta
aprendiendo y el
namero de lados de un
poligono para resolver
correctamente la tarea.
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Descripcién especifica

de la cuestion 3b de la

actividad de geometria
plana

Caracteristicas del
modelo general
modificado
(Tabla 9)

Particularizacion de
las caracteristicas
para actividades
concretas de
geometria plana

Para resolver la

(3.C) Los estudiantes

Los estudiantes

§ cuestion es necesario necesitan considerar necesitan considerar
S | comprender la relacion | conscientemente los conscientemente la
g— entre el nUmero de contenidos matemdticos | relacion funcional entre
‘5, | lados'y el nimero de que subyacen a los la propiedad geométrica
8 | diagonales de un algoritmos. subyacente que se esta
'g poligono. aprendiendo y el
= numero de lados de un
S poligono.

La actividad no pide que | (3.X) Requieren Requieren explicaciones
" los estudiantes explicaciones que gue hagan referencia a
@ | expliquen el resultado hagan referencia a los la relacion entre la
-8 obtenido. contenidos matematicos | propiedad geométrica
G subyacentes utilizando subyacente que se esta
= casos concretos. aprendiendo vy el
) namero de lados de un

poligono concreto.

Se utiliza la relacion
funcional entre el
namero de lados y el
namero de diagonales
de un poligono para
obtener el resultado, y
la representacion
aritmética para expresar
la solucidn final. Para
deducir la relacion
funcional y obtener un
resultado correcto, los
estudiantes deben
establecer conexiones
entre el nimero de
lados y el nimero de
diagonales de un
poligono.

Representacion de la solucion

(3.R) Se suelen utilizar
varias representaciones
(aritmética, algebraica,
verbal, geométrica,
diagramatica,
manipulativa, etc.). Para
contestar correctamente
la cuestion, los
estudiantes deben
establecer conexiones
entre diferentes
representaciones
usando los contenidos
matematicos
subyacentes, lo cual
favorece el desarrollo de
la comprension.

Se utiliza la
representacion
aritmética para expresar
la solucion final. Para
resolver el problema, los
estudiantes deben
establecer conexiones
entre la representacion
geométrica y los datos
de las tablas, con el fin
de deducir la relacion
funcional entre la
propiedad geométrica
subyacente que se esta
aprendiendo y el
namero de lados de un
poligono.

Tabla 14. Ejemplo de la necesidad de particularizar el modelo de demanda
cognitiva a los problemas de geometria plana en el nivel algoritmos con

conexiones.

En la Tabla 14 observamos que todas las categorias, excepto la correspondiente
a explicaciones, son propias del nivel algoritmos con conexiones. Esto nos
muestra que el disefio de la actividad puede ser mejorado, algo que veremos en
el analisis tedrico de esta actividad (seccion 5.2.1.3).

112



Metodologia

4.2.1.4 Ejemplo de una actividad de proyecciones ortogonales en

el nivel de hacer matematicas

En esta seccidn presentamos una actividad de proyecciones ortogonales propia
del nivel hacer matematicas. Se trata de un ejemplo del cuarto tipo de actividad
de proyecciones ortogonales (Figura 18) de las actividades utilizadas durante
nuestra investigacion (actividad completa en la seccion 4.1.3.2). En esta
actividad (Figura 18), los estudiantes deben construir un sélido a partir de sus
proyecciones ortogonales ordinarias, empleando el programa de ordenador

Cubos y Cubos.

4. Construye un soélido a partir de sus proyecciones ortogonales ordinarias.

“‘1

[ p— ‘Cars mupere

Figura 18: Ejemplo de una de las actividades de proyecciones ortogonales del cuarto
tipo: construccion de un sdlido a partir de sus proyecciones ortogonales
ordinarias.

Al analizar el nivel de demanda cognitiva de esta actividad (Figura 18),
observamos la necesidad de particularizar algunos detalles de las caracteristicas
del modelo de demanda cognitiva (Tabla 9) para facilitar el analisis. Por ejemplo,
en la Tabla 9 se indica que, para las actividades del nivel de hacer matematicas,
el procedimiento de resolucion se basa en aplicar un pensamiento complejo y no
algoritmico que requiere que los estudiantes analicen la actividad y examinen
condiciones gue puedan limitar posibles estrategias de resolucion y soluciones.
Para poder analizar de manera fiable la actividad y las respuestas de los
estudiantes, al igual que en los casos anteriores, vamos a contestar a las dos

siguientes preguntas:

- ¢Cual es el procedimiento de resolucion no algoritmico? No existe un
unico procedimiento de resolucion (p. ej., construccion del solido por
capas, filas o columnas), pero todos ellos requieren que los estudiantes
exploren y utilicen relaciones entre diferentes partes de las proyecciones

ortogonales conocidas o del médulo en construccién (filas, columnas o
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cubos/cuadrados), utilizando las tres proyecciones ortogonales de
manera simultanea y empleando las habilidades de reconocimiento de
relaciones espaciales y posiciones en el espacio.

- ¢A qué se refiere con contenidos matematicos subyacentes? Hacen
referencia a las relaciones de coordinacién entre diferentes partes de las
proyecciones ortogonales conocidas (filas, columnas o cuadrados) y del

modulo en construccion (lineas de cubos).

En lo que respecta a las explicaciones, pese a que el enunciado de las
actividades de proyecciones ortogonales de este tipo no las exigia, deberian

consistir en una explicacion del proceso de construccion del sélido.

Al igual que ocurre en geometria plana (seccion 4.2.1.3), las actividades de
proyecciones ortogonales pueden resultar muy variadas. En este caso, a la hora
de particularizar las caracteristicas del modelo de demanda cognitiva, nos
vamos a centrar en dos tipos de tareas concretas utilizadas en nuestra

investigacion (seccion 4.1.3.2):

1. Dibujo de las proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas) de un
solido dado.
2. Construccion de un sdlido a partir de sus proyecciones ortogonales

(ordinarias o codificadas).

En la Tabla 15 presentamos un andlisis completo del cuarto tipo de actividad de
proyecciones ortogonales y la particularizacion de las caracteristicas del modelo
de demanda cognitiva del nivel de hacer matematicas al contexto de este tipo de
actividades de proyecciones ortogonales. Al igual que en los ejemplos de las
secciones 4.2.1.2 y 4.2.1.3, la tabla esta dividida en tres columnas, con los

mismos contenidos y significados que las tablas anteriores.
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Descripcion
especifica de la
actividad de tipo 4

Caracteristicas del
modelo general

Particularizacion de las
caracteristicas para
actividades de

Procedimiento de resolucién

. modificado .
de proyecciones proyecciones
(Tabla 9)
ortogonales ortogonales
Los estudiantes (4.P) Se resuelven Se resuelven aplicando
construyen el sélido | aplicando un una estrategia de

considerando la
informacioén de las
tres proyecciones
ortogonales de
manera simultanea
(p- €j., los
estudiantes
construyen el sélido
por capas,
examinando las tres
proyecciones para
situar los cubos de
cada fila). Los
estudiantes
relacionan diferentes
partes de las
proyecciones
ortogonales
conocidas o del
maodulo en
construccion.

pensamiento complejo
y no algoritmico. La
tarea, sus
instrucciones o un
ejemplo préactico no
sugieren
explicitamente un
enfoque predecible o
una via ensayada de
resoluciéon. Requieren
gue los estudiantes
analicen la actividad y
examinen condiciones
gue puedan limitar
posibles estrategias de
resolucion y
soluciones.

resolucion compleja y no
algoritmica. Los
estudiantes construyen el
sélido explorando
relaciones entre diferentes
partes de las
proyecciones ortogonales
conocidas o del médulo
en construccion, utilizando
las tres proyecciones
ortogonales de manera
simultanea (p. €j., los
estudiantes construyen el
sélido por filas,
considerando
simultdneamente las tres
proyecciones ortogonales
dadas). Requiere que los
estudiantes analicen la
actividad y hagan uso de
las habilidades de
reconocimiento de
relaciones espaciales y
posiciones en el espacio.

Finalidad

Se pretende que los
estudiantes
exploren,
comprendan y
establezcan
relaciones entre las
diferentes partes de
las proyecciones
ortogonales
conocidas o del
modulo en
construccion (filas,
columnas o
cubos/cuadrados),
considerando la
informacioén de las
tres proyecciones
ortogonales de
manera simultanea.

(4.F) Explorar y
comprender los
contenidos
matematicos
subyacentes.

Explorar y comprender las
relaciones entre diferentes
partes de las
proyecciones ortogonales
conocidas o del médulo
en construccion (filas,
columnas o
cubos/cuadrados),
aplicando la informacién
de las tres proyecciones
ortogonales de manera
simultanea.
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Descripcion
especifica de la
actividad de tipo 4
de proyecciones
ortogonales

Caracteristicas del
modelo general
modificado
(Tabla 9)

Particularizacién de las
caracteristicas para
actividades de
proyecciones
ortogonales

No existe una Unica
estrategia de
resolucion, los
estudiantes deben
examinar la actividad
y disefar su propio
método de
resolucion (p. €j.,
construir el sélido

(4.E) Su resolucioén con
éxito requiere un
considerable esfuerzo
cognitivo: Las formas
de resolucion no son
facilmente predecibles,
requieren tomar
decisiones sobre los
elementos a utilizar y

Su resolucién con éxito
requiere un considerable
esfuerzo cognitivo: No
existe un unico método de
resolucion. Las formas de
resolucién no son
facilmente predecibles.
Requieren_examinar y
utilizar relaciones entre

manera simultadnea y
empleando las
habilidades de
reconocimiento de
relaciones
espaciales y
posiciones en el
espacio.

o por filas). La como emplearlos. diferentes partes de las
2 estrategia de proyecciones ortogonales
= resolucion requiere conocidas o del médulo
3 examinar las en construccion, aplicando
Q relaciones entre dicha informacion de
§ diferentes partes de manera correcta para la
% las proyecciones construccion del sélido.
W | ortogonales

conocidas o del

maédulo en

construccion,

utilizando dicha

informacion de

manera correcta

para la construccién

del sélido.

Los estudiantes (4.C) Los estudiantes Los estudiantes tienen

deben comprender y | tienen que acceder a que comprender y

coordinar las conocimientos y coordinar las relaciones

relaciones entre experiencias entre diferentes partes de

diferentes partes de | relevantes y usarlos las proyecciones

las proyecciones adecuadamente ortogonales conocidas

ortogonales durante la resolucién (filas, columnas o
2 conocidas (filas, de la actividad. cuadrados) y del médulo
= columnas o en construccion (lineas de
= cuadrados) y del cubos), empleando las
£ modulo en habilidades de
a construccion (lineas reconocimiento de
g de cubos), utilizando relaciones espaciales y
[ las tres proyecciones posiciones en el espacio
S ortogonales de para la construccién del
© sélido.

116




Metodologia

Descripcion
especifica de la
actividad de tipo 4
de proyecciones
ortogonales

Caracteristicas del
modelo general
modificado
(Tabla 9)

Particularizacién de las
caracteristicas para
actividades de
proyecciones
ortogonales

La actividad no pide
que los estudiantes
expliquen el
resultado obtenido.

Explicaciones

(4.X) Requieren
explicaciones basadas
en la demostracion del
resultado obtenido.

Requieren explicaciones
basadas en la descripcion
del proceso de
construccion del solido.

Se utiliza la
representacion
geométrica del solido
construido.

Representacion
de la solucion

(4.R) Se utiliza la forma
de representacién mas
eficaz, que facilite la
resolucion y sintetice la
informacion de manera
abstracta.

Se utiliza la
representacion geométrica
del sélido construido.

Tabla 15. Ejemplo de la necesidad de particularizar el modelo de demanda
cognitiva a los problemas de proyecciones ortogonales en el nivel hacer

matematicas.

4.2.2 Caracteristicas de los niveles de demanda cognitiva en
tareas de patrones geométricos

Las tareas de pre-algebra, geometria plana y visualizacion tienen estructuras
distintas y se basan en unos contenidos diferentes de los de las tareas clasicas.
Estas diferencias hacen que algunas caracteristicas del modelo de demanda
cognitiva requieran particularizaciones (seccién 4.2.1) para adaptarlas a cada
tipo de actividades. En las secciones, 4.2.2,4.2.3y 4.2.4, presentamos el modelo
los cuatro niveles

de demanda cognitiva con las caracteristicas de

particularizadas para estos tres contextos.

Como hemos comentado en la seccién 3.4, para el analisis de los problemas de

patrones geomeétricos diferenciaremos cinco tipos de cuestiones:

- Recuento directo. Se pregunta el niumero de elementos que forman una
de las figuras dadas en el propio enunciado. Los estudiantes unicamente
deben contar el nimero de elementos que forman la figura del enunciado
(nivel de memaorizacion).

- Término inmediato. Se pregunta el numero de elementos que forman un
término inmediato, facil de dibujar y contar (nivel algoritmos sin

conexiones).
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- Término préximo. Se pregunta el numero de elementos que forman un
término préximo que, aunque con mayor complejidad, puede ser también
dibujado. En este caso los estudiantes pueden utilizar dos estrategias de
resolucién: dibujar y contar (nivel algoritmos sin conexiones) o identificar
la relacibn mateméatica general para calcular el valor de dicho término
(algoritmos con conexiones).

- Término lejano. Se pregunta el numero de elementos que forman un
término lejano, lo cual no puede responderse dibujando el término y
contando. Los estudiantes deben identificar la relacion matematica
general para calcular el valor de dicho término (algoritmos con
conexiones).

- Término general. Se pregunta por la generalizacién que permite calcular
cualquier término de la secuencia. Los estudiantes deben utilizar el
lenguaje algebraico para expresar el término general (nivel hacer

matematicas).

El objetivo de estas cuestiones es guiar a los estudiantes hacia la generalizacion,
incrementando progresivamente el grado de abstraccion y, en consecuencia, el
nivel de demanda cognitiva necesario para su resolucién correcta. Analizando
estas cuestiones, podemos asignar un nivel de demanda cognitiva diferente a
cada una de ellas en funcién de la complejidad que requiere. No obstante,
podemos observar como en el caso del término préximo dependera de la

estrategia de resolucion utilizada por los estudiantes.

En la Tabla 16 mostramos el modelo de demanda cognitiva particularizado para
tareas de patrones geométricos. En esta tabla, ademas de los niveles, las
categorias y las caracteristicas particularizadas, hemos afiadido una columna
que hace referencia a los tipos de cuestiones de las tareas de patrones
geomeétricos tipicos de cada nivel de demanda cognitiva. En la Tabla 16 podemos
observar en cursiva las particularizaciones incorporadas a la caracterizacion

general del modelo de demanda cognitiva (Tabla 9).
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Nivel

de

D. C.

Tipo Categorias

Caracteristicas

1. Memorizacion

Recuento directo

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos
Explicaciones

Representacion
de la solucion

(1.P) Se resuelven contando el nimero de elementos
de un término de la secuencia, tomando los datos
directamente del enunciado.

(1.F) Observar el patrén dado, contar el nimero de
los elementos de un término de la secuencia y
reproducir los datos tomados directamente del
enunciado.

(1.E) Su resolucibn con éxito apenas requiere
esfuerzo cognitivo. No son ambiguas. Indican
claramente que se debe contar la cantidad de
elementos de un término de la secuencia
representado en el enunciado.

(1.C) No tienen conexion con la estructura de la
secuencia numérica que se esta analizando.

(1.X) No requieren explicaciones sobre cdmo se ha
obtenido la cantidad de elementos del término de la
secuencia.

(.R) El enunciado utliza la representacion
geomeétrica y su solucién (una cantidad de elementos)
utiliza la aritmética.

2. Algoritmos Sin Conexiones

Término inmediato

s

ermino proximo

7

T

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos

(2.P) Se resuelven aplicando una estrategia aditiva
gue es evidente por el contexto del enunciado. Los
estudiantes calculan el valor del término requerido
dibujando dicho término y contando el nidmero de
elementos que lo forman o sumando al término
anterior la cantidad necesaria. En ambos casos, es
un algoritmo simple, que los estudiantes pueden
aplicar sin necesidad de considerar la relacién
matematica general entre el valor de un término y su
posicion.

(2.F) Obtener respuestas correctas, pero sin
necesidad de comprender la relacion matemética
subyacente en la secuencia. Los estudiantes pueden
obtener el numero correcto de elementos de un
término inmediato o proximo aplicando una estrategia
aditiva, pero sin necesidad de comprender la relacion
matematica entre el valor de un término y su posicion.
(2.E) Su resolucion con éxito requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe poca ambigliedad sobre
cdmo resolver la actividad, ya que, al tratarse de un
término inmediato o préximo, su representacion
resulta sencilla y los datos del enunciado muestran
con claridad cémo debe continuarse la secuencia.
(2.C) Existe conexion implicita entre la estructura de
la secuencia, basada en la relacibn visual o
geométrica, y el algoritmo de resolucién. Los
estudiantes pueden calcular correctamente el valor
del término sin necesidad de comprender la relacion
matematica entre el valor del término y su posicién.
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Nivel
de
D. C.

Tipo Categorias

Caracteristicas

Explicaciones

Representacion
de la solucion

(2.X) Requieren explicaciones que se enfocan
Unicamente a describir la estrategia empleada.

(2.R) Se suelen utilizar la representacion geométrica
para obtener el resultado y la aritmética para dar la
respuesta final. Se pueden usar una o ambas formas
de representacion. Cuando se usan las dos, se hace
de manera independiente, es decir, sin establecer
relaciones entre ellas ni con la relacibn matematica
subyacente a la secuencia.

3. Algoritmos Con Conexiones

érmino préximo
Término lejano

s

T

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos

Explicaciones

Representacion
de la solucion

(3.P) Se resuelven aplicando una estrategia
funcional, utilizando una expresion aritmética para
calcular el valor del término. Los estudiantes
Unicamente pueden deducir y utilizar dicha expresion
si comprenden la relacion matematica implicita entre
la posicion de un término y su valor. Los términos
obtenidos anteriormente en la actividad sirven como
sugerencia para deducir la relacibon matematica
implicita.

(3.F) Comprender la relacibn matematica implicita
entre la posicibn de un término y su valor, para
aprender a generalizar.

(3.E) Su resolucién con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Los estudiantes utilizan una expresion
aritmética para calcular el valor del término requerido,
pero, para identificar dicha expresion es necesario
comprender la estructura matemética de la
secuencia.

(3.C) Los estudiantes necesitan considerar
conscientemente la relaciébn entre la posicion del
término y su valor.

(3.X) Requieren explicaciones que hagan referencia
a la relacion entre el valor de un término concreto y
Su posicién en la secuencia (posiciones particulares
de la secuencia).

(3.R) Se suelen utilizar varias representaciones
(geométrica, aritmética y verbal). Para resolver el
problema, los estudiantes deben establecer
conexiones entre ambas representaciones, con el fin
de deducir la relacibn matematica subyacente a la
secuencia.

4. Hacer

Matematicas

Término general

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

(4.P) Se resuelven aplicando un pensamiento
complejo y no algoritmico. El enunciado no sugiere
ninguna forma de obtener el término general.
Requiere que los estudiantes analicen los casos
concretos y examinen posibles restricciones para
obtener una férmula general para el calculo de
cualquier término de la secuencia.

(4.F) Explorar y comprender la relacion entre la
posicion de un término y su valor, con el fin de obtener
la expresion del término general.
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Nivel
de Tipo Categorias
D. C.

Caracteristicas

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos

Explicaciones

Representacion
de la solucion

(4.E) Su resolucion con éxito requiere un
considerable esfuerzo cognitivo. Se requiere un
razonamiento abstracto mediante el que los
estudiantes deben tomar decisiones sobre qué
elementos deben representarse en el término general
y qué papel desempefian, para obtener una relacion
algebraica que permita calcular el término general.
(4.C) Los estudiantes tienen que acceder a
conocimientos de algebra y a la experiencia obtenida
con los casos concretos (inmediato, préximo y lejano)
y usarlos adecuadamente durante la construccion de
la expresion algebraica del término general.

(4.X) Requieren explicaciones basadas en la
formulacion y justificacion de una expresion del
término general que haga referencia a la relacion
implicita existente entre la posicion de un término
cualquiera y su niumero de elementos.

(4.R) Se utliza una expresion algebraica que
represente el término general y sintetice la relaciéon
entre la posicidbn de un término y su namero de
elementos.

Tabla 16. Particularizacién del modelo de demanda cognitiva para tareas de

patrones geomeétricos.

4.2.3 Caracteristicas de los niveles de demanda cognitiva en
tareas de geometria plana

A diferencia de las tareas de patrones geométricos, podemos encontrar una

amplia variedad de tareas de geometria plana con diferentes estructuras,

distintos objetivos y estrategias de resolucion muy dispares. Esta diversidad de

tareas hace inviable particularizar los niveles para toda la geometria plana. Por

esta razon, al tratar de particularizar el modelo de demanda cognitiva para este

contexto, nos hemos centrado en un grupo de tareas utilizadas durante nuestra

investigacion, ya que todas tienen una estructura comuan (actividades 3, 7,8y 9;

ver el anexo 2):

- Actividad 3. Calcular la suma de los angulos interiores de un poligono

cualquiera.

- Actividad 7. Calcular el nimero de diagonales de un poligono cualquiera.

- Actividad 8. Calcular el angulo central de un poligono regular cualquiera.
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- Actividad 9. Calcular el nUmero de ejes de simetria de un poligono regular

cualquiera.

Todas estas actividades comparten la misma estructura y tienen por objetivo que
los estudiantes comprendan algunas propiedades geométricas de los poligonos
mediante la generalizacién de relaciones entre diferentes elementos de los
poligonos. Cada actividad esta formada por una secuencia de cuestiones, cuya
resolucion supone una serie de pasos que guian al estudiante hacia la
generalizacion, de manera que, conforme la actividad avanza, el grado de

complejidad se incrementa:

e Paso 1. Los estudiantes observan la propiedad geométrica en la que se
centra la actividad (suma de sus &ngulos interiores, numero de
diagonales, valor del angulo central o numero de ejes de simetria) en
poligonos sencillos concretos, que pueden dibujar o manipular en el
ordenador (nivel algoritmos sin conexiones).

e Paso 2. Los estudiantes organizan los datos mediante el uso de tablas,
con el fin de facilitar la identificacion de regularidades (nivel algoritmos sin
conexiones).

e Paso 3. Los estudiantes deben examinar dicha propiedad geométrica en
un poligono mayor, que resulta dificil de dibujar. Los estudiantes deben
deducir una relacién funcional que permita determinar dicha propiedad
para el nuevo poligono (nivel algoritmos con conexiones).

e Paso 4. Los estudiantes deben generalizar la relacion matematica entre
dicha propiedad geométrica y el nimero de lados de un poligono,
expresando dicha generalizacion de manera verbal o algebraica (nivel

hacer matematicas).

En esta seccibn vamos a mostrar el modelo de demanda cognitiva con sus
caracteristicas particularizadas para dichas tareas. Somos conscientes de la
limitacion que eso supone, ya que no es aplicable a otros tipos de actividades de
geometria plana. En la Tabla 17, mostramos el modelo de demanda cognitiva
particularizado a las cuatro tareas de geometria plana mencionadas
anteriormente. Como en la Tabla 16, hemos escrito en cursiva las
particularizaciones incorporadas a la caracterizaciéon general del modelo de

demanda cognitiva (Tabla 9).
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Nivel
de Categorias Caracteristicas
D. C.

Procedimiento (1.P) No se resuelven usando algoritmos, sino

de resolucién repitiendo definiciones o propiedades geométricas
previamente aprendidas o tomando los datos
directamente del enunciado.

Finalidad (1.F) Reproducir elementos (definiciones o
propiedades geométricas) previamente aprendidas u
observar los elementos geométricos del enunciado y
contestar tomando los datos directamente del
enunciado.

Esfuerzo (1.E) Su resolucion con éxito apenas requiere esfuerzo

cognitivo cognitivo. No son ambiguas, suponen la reproduccion
exacta de ciertas propiedades geométricas aprendidas
previamente o presentes en el enunciado.

Contenidos (1.C) No tiene conexidon con la relacion entre la

implicitos propiedad geométrica subyacente que se esta
aprendiendo y el nimero de lados de un poligono.

Explicaciones (1.X) No requieren explicaciones.

Representacion  (1.R) Se usan las representaciones que resultan mas

de la solucion simples e intuitivas en el contexto del problema
(representacion geométrica, aritmética o verbal).

1. Memorizacién

Procedimiento (2.P) Se resuelven siguiendo una serie de pasos o

de resolucién instrucciones indicados expresamente en el enunciado
o0 evidentes por el contexto. Los estudiantes completan
las tablas de datos a partir del dibujo de los elementos
geomeétricos, sin necesidad de considerar la relacion
entre la propiedad geométrica subyacente que se esta
aprendiendo y el nUmero de lados de un poligono.

Finalidad (2.F) Obtener respuestas correctas, pero sin necesidad
de comprender la relacion general que expresa la
propiedad geométrica subyacente que se esta
aprendiendo. Los estudiantes pueden resolver las
cuestiones correctamente sin necesidad de percatarse
de la relacién implicita existente entre la propiedad
geométrica subyacente que se esta aprendiendo y el
namero de lados de un poligono.

Esfuerzo (2.E) Su resolucion con éxito requiere un esfuerzo

cognitivo cognitivo limitado. Existe poca ambigiiedad sobre qué
hacer y como hacerlo, ya que el propio enunciado guia
al estudiante en los pasos que debe seguir mediante
las tablas de datos dadas por la actividad, que los
estudiantes deben completar.

Contenidos (2.C) Puede existir conexion entre la relacion

implicitos matematica general de la propiedad geométrica
subyacente que se estd aprendiendo y el
procedimiento de resolucion utilizado. Sin embargo, los
estudiantes no necesitan percatarse de ella para
contestar correctamente la cuestion.

2. Algoritmos Sin Conexiones
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Nivel
de Categorias Caracteristicas
D. C.

Explicaciones (2.X) Requieren explicaciones que se enfocan
Unicamente a describir el procedimiento empleado,
basado en completar la tabla de datos a partir del
dibujo de los elementos geométricos.

Representacion  (2.R) Se pueden usar una o varias representaciones.

de la solucion Se suelen utilizar la representacion geométrica, para
obtener el resultado y la aritmética para dar la
respuesta completando las tablas. Cuando se usan
varias, se hace de manera independiente, es decir, sin
establecer relaciones entre ellas ni con la relacion
matematica general de la propiedad geométrica
subyacente que se esta aprendiendo.

Procedimiento  (3.P) Se resuelve aplicando un algoritmo que el

de resolucién  estudiante solo puede descubrir cuando es consciente
de la relacién funcional entre la propiedad geométrica
subyacente que se estd aprendiendo y el niumero de
lados de un poligono. Las cuestiones resueltas antes
sugieren una via para deducir qué operaciones deben
realizarse.

Finalidad (3.F) Deducir y aplicar el algoritmo apropiado para
adquirir una comprension mas profunda de la relacién
funcional entre la propiedad geométrica subyacente
gue se estd aprendiendo y el niumero de lados de un

poligono.
Esfuerzo (3.E) Su resolucion con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo cognitivo. Es necesario comprender la relacion

funcional entre la propiedad geométrica subyacente
gue se estd aprendiendo y el niumero de lados de un
poligono para resolver correctamente la tarea.
Contenidos (3.C) Los estudiantes necesitan considerar
implicitos conscientemente la relacion funcional entre la
propiedad geométrica subyacente que se esta
aprendiendo y el nUmero de lados de un poligono.
Explicaciones  (3.X) Requieren explicaciones que hagan referencia a
la relacion entre la propiedad geométrica subyacente
gue se estd aprendiendo y el niumero de lados de un
poligono concreto.
Representacion (3.R) Se utiliza la representacion aritmética para
de la solucion  expresar la solucion final. Para resolver el problema,
los estudiantes deben establecer conexiones entre la
representacion geométrica y los datos de las tablas,
con el fin de deducir la relacion funcional entre la
propiedad geométrica subyacente que se esta
aprendiendo y el nimero de lados de un poligono.

3. Algoritmos Con Conexiones
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Nivel
de Categorias Caracteristicas
D. C.

Procedimiento  (4.P) Se resuelven aplicando un pensamiento complejo

de resoluciébn  y no algoritmico. El enunciado no sugiere ninguna
forma de obtener la relacibn matematica de la
propiedad geométrica subyacente. Requieren que los
estudiantes analicen los resultados obtenidos en las
cuestiones resueltas antes para obtener la relacion
general entre la propiedad geométrica subyacente que
se esta aprendiendo y el nimero de lados de un
poligono.

Finalidad (4.F) Explorar y comprender de manera global la
propiedad geométrica subyacente de los poligonos que
se esta aprendiendo.

Esfuerzo (4.E) Su resolucion con éxito requiere un considerable

cognitivo esfuerzo cognitivo. Las formas de resolucién no son
facilmente predecibles, requiere que los estudiantes
tengan una comprension global de la propiedad
geométrica subyacente y tomen decisiones sobre
coémo afecta el numero de lados de un poligono a esta
propiedad.

Contenidos (4.C) Los estudiantes deben alcanzar una comprension

implicitos global de la propiedad geométrica subyacente que se
estd aprendiendo y usarla adecuadamente durante la
resolucion de la actividad.

Explicaciones (4.X) Requieren explicaciones basadas en la
generalizacion de la propiedad geométrica subyacente.

4. Hacer Matemaéaticas

Representqplon (4.R) Por lo general, se utiliza la representacién
de la solucion  ajgebraica o su verbalizacion, pues facilita la resolucion
y sintetiza la informacién de manera abstracta.

Tabla 17. Particularizacién del modelo de demanda cognitiva para tareas de
geometria plana.

4.2.4 Caracteristicas de los niveles de demanda cognitiva en
tareas de proyecciones ortogonales

Al igual que ocurria con las actividades de geometria plana, las tareas de
visualizacion pueden ser muy variadas, por lo que hemos realizado la
particularizacibn para los cuatro tipos de actividades de proyecciones
ortogonales que hemos utilizado durante nuestra experimentacion (seccién
4.1.3.2). Estas actividades requieren la comprension y uso de proyecciones
ortogonales (superior, frontal y lateral derecha) y estan disefiadas para ser
resueltas haciendo uso del software Cubos y Cubos, descrito en la seccién

4.1.3.1. La particularizacion del modelo de demanda cognitiva que presentamos
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no es especifica para este software, sino que se ajusta también a tareas similares

que hagan uso de otras aplicaciones informaticas y/o de materiales

manipulativos. Al analizar los cuatro tipos de actividades, podemos identificar

distintas estrategias de resolucion, con diferente nivel de demanda cognitiva y

gue requieren distintas habilidades de visualizacion:

Tipo DibOrd. Dibujo de las proyecciones ortogonales ordinarias de un sélido.

126

Los estudiantes dibujan las proyecciones ortogonales ordinarias del sélido
copiandolas directamente de la imagen que la propia actividad les
proporciona, bien sea en papel o a través del software (memorizacion).
Los estudiantes no hacen un uso significativo de ninguna habilidad de
visualizacion.

Los estudiantes dibujan las proyecciones ortogonales ordinarias
moviendo el sélido, manipulativo o virtual, para colocarlo de manera que
puedan observar de frente, “una a una”, cada proyeccion ortogonal y
copian la imagen (algoritmos sin conexiones). Los estudiantes pueden
dibujarlas correctamente sin necesidad de hacer un uso significativo de
las habilidades de visualizacion.

Los estudiantes dibujan las proyecciones ortogonales ordinarias
manteniendo el sélido, manipulativo o virtual, en una posicion fija, es decir,
no mueven el solido para hacer los sucesivos dibujos de las proyecciones
(algoritmos con conexiones). Los estudiantes emplean las habilidades de
reconocimiento de posiciones en el espacio y de relaciones espaciales
identificando relaciones entre cubos o entre filas de cubos (delante,
detras, encima, etc. o paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea
estableciendo relaciones con ellos mismos (observadores) o con otros
cubos. Los estudiantes utilizan las habilidades de conservacion de la
percepcion y memoria visual recordando aquellos cubos que estaban a la
vista pero que ya no se ven desde la posicion fija en la que se encuentra
el solido. Ademas, los estudiantes pueden usar la habilidad de
discriminacion visual para comprobar que el dibujo de las proyecciones
ortogonales ordinarias es correcto, moviendo el solido hasta posicionarlo

en las tres proyecciones ortogonales, identificando las semejanzas y
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diferencias entre las proyecciones ortogonales dibujadas y las de dicho

soélido.

Tipo DibCod. Dibujo de las proyecciones ortogonales codificadas de un sélido.

Los estudiantes dibujan las proyecciones ortogonales codificadas
moviendo el sélido y contando la cantidad de cubos que hay en cada fila
(algoritmos sin conexiones). Los estudiantes pueden dibujarlas
correctamente sin necesidad de hacer un uso significativo de las
habilidades de visualizacion.

Los estudiantes dibujan las proyecciones ortogonales codificadas
manteniendo el solido, manipulativo o virtual, en varias posiciones fijas,
es decir, no hacen movimientos continuamente, sino que dejan el cubo
parado en posiciones concretas que les resultan favorables y sélo lo
mueven cuando lo necesitan para ver otras filas de cubos (algoritmos con
conexiones). Los estudiantes emplean las habilidades de reconocimiento
de relaciones espaciales y posiciones en el espacio identificando
relaciones entre cubos o entre filas de cubos (delante, detras, encima, etc.
o paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea estableciendo relaciones con
ellos mismos (observadores) o con otros cubos. Los estudiantes utilizan
las habilidades de conservacion de la percepcidon y memoria visual
recordando aquellos cubos que estaban a la vista pero que ya no se ven
desde la posicion en la que se encuentra el sdlido.

Tipo Construc. Construccion de solidos a partir de sus proyecciones ortogonales

(codificadas u ordinarias).

Los estudiantes aplican un procedimiento general basado en un uso
secuencial de las proyecciones ortogonales. Construyen el sélido a partir
de una determinada proyeccion, lo modifican para ajustarlo a otra
proyeccion, vuelven a mirar la primera proyeccion utilizada, verificando
gue sigue correcto y, si es necesario, lo arreglan, asi sucesivamente hasta
gue comprueban que el solido se ajusta a las tres proyecciones
(algoritmos con conexiones). Los estudiantes emplean las habilidades de
relaciones espaciales y reconocimiento de posiciones en el espacio

identificando relaciones entre diferentes partes de las proyecciones
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ortogonales conocidas o del médulo en construccién (filas, columnas o
cubos/cuadrados).

Los estudiantes construyen el solido utilizando las tres proyecciones
ortogonales de manera simultanea (hacer matematicas). Los estudiantes
emplean las habilidades de relaciones espaciales y reconocimiento de
posiciones en el espacio identificando relaciones entre diferentes partes
de las proyecciones ortogonales conocidas o del modulo en construccion
(filas, columnas o cubos/cuadrados). Ademas, en el caso de las
proyecciones ortogonales ordinarias, los estudiantes pueden usar la
habilidad de discriminacion visual para comprobar que la construccion del
sélido es correcta, moviendo el sélido hasta situarlo en las tres
proyecciones ortogonales (superior, frontal y derecha) e identificando las
semejanzas y diferencias entre las proyecciones ortogonales dibujadas y

las de dicho soélido.

En la Tabla 18, mostramos el modelo de demanda cognitiva particularizado a las

tareas de proyecciones ortogonales utilizadas durante nuestra investigacion,

identificando mediante la cursiva las particularizaciones incorporadas a la

caracterizacion general del modelo de demanda cognitiva (Tabla 9). En esta

tabla hemos diferenciado las caracteristicas en funcion del tipo de actividad

(DibOrd, DibCod, Construc) al que hacen referencia.

Nivel
de Categorias Caracteristicas
D. C.
Procedimiento  Tipo DibOrd. (1.P) Se resuelven repitiendo o copiando
de resolucién las imagenes tomadas directamente del enunciado (p.
ej.,, copiando la imagen de las proyecciones
ortogonales ordinarias que proporciona el software sin
S necesidad de manipular el sdlido).
o  Finalidad Tipo DibOrd. (1.F) Reproducir o copiar imagenes
N tomadas directamente del enunciado o de la pantalla.
S  Esfuerzo Tipo DibOrd. (1.E) Su resolucion con éxito apenas
% cognitivo requiere esfuerzo cognitivo. No son ambiguas,
= suponen la reproduccion exacta de las imagenes
o proporcionadas por el enunciado o la pantalla.
Contenidos Tipo DibOrd. (1.C) No requiere hacer un uso
implicitos significativo de ninguna habilidad de visualizacion.

Explicaciones  Tipo DibOrd. (1.X) No requieren explicaciones.

Representqcién Tipo DibOrd. (1.R) Se wusa la representacion
de la solucién  geométrica de las proyecciones ortogonales ordinarias.

128



Metodologia

Nivel
de
D. C.

Categorias

Caracteristicas

2. Algoritmos Sin Conexiones

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Contenidos
implicitos

Explicaciones

Representacion
de la solucion

Tipos DibOrd y DibCod. (2.P) Se resuelven siguiendo
una serie de pasos sencillos e intuitivos, basados en el
movimiento y observacion del solido. Los estudiantes
sitian el sélido en diferentes posiciones que facilitan la
identificacion de las proyecciones ortogonales
(ordinarias o codificadas). Es un algoritmo simple que
los estudiantes pueden seguir sin hacer un uso
significativo de las habilidades de visualizacion.

Tipo DibOrd y DibCod. (2.F) Obtener respuestas
correctas sin necesidad de hacer un uso significativo
de las habilidades de visualizacion (p. e€j., los
estudiantes mueven el sélido para colocarlo de manera
gue puedan observar de frente, “una a una”, cada
proyeccion ortogonal y copiar la imagen o contar el
namero de cubos que hay en cada fila).

Tipo DibOrd y DibCod. (2.E) Su resolucion con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo limitado. Existe poca
ambigledad sobre qué hacer y cémo hacerlo, ya que
los estudiantes se limitan a mover el sélido, situandolo
en una posicion adecuada, para determinar cada
proyeccion.

Tipo DibOrd y DibCod. (2.C) Se emplean las
habilidades de visualizacion para mover el sélido a
posiciones especificas, utilizando la definicién de las
tres proyecciones ortogonales (superior, frontal y
derecha).

Tipo DibOrd y DibCod. (2.X) Requieren explicaciones
gue se enfocan Unicamente a describir el algoritmo
empleado.

Tipo DibOrd. (2.R) Se utliza la representacion
geométrica de las proyecciones ortogonales
ordinarias.

Tipo DibCod. (2.R) Se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones ortogonales
combinada con la representacion aritmética de las
cantidades de cubos.
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Nivel

D. C.

de

Categorias

Caracteristicas

3. Algoritmos Con Conexiones

Procedimiento
de resolucion

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

Tipo DibOrd y DibCod. (3.P) Se resuelven dibujando
las proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas)
manteniendo el sélido en una o varias posiciones fijas.
No se trata de una posicion cualquiera, los estudiantes
deben decidir qué posicién les permite visualizar las
tres proyecciones ortogonales. Los estudiantes
necesitan utilizar algunas habilidades de visualizacion
(reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio, conservacion de la percepcion vy
memoria visual).

Tipo Construc. (3.P) Se resuelven aplicando un
algoritmo general basado en un uso secuencial de las
proyecciones ortogonales. No se trata de una
secuencia Unica de pasos, los estudiantes deben
decidir como seguir (p. €j., deben decidir a qué
proyeccion prestar atencién en cada momento). Los
estudiantes construyen el solido a partir de una
determinada proyeccion, lo modifican para ajustarlo a
otra proyeccion, vuelven a mirar la primera proyeccién
utilizada, verificando que sigue correcto y, Si es
necesario, lo arreglan, asi sucesivamente hasta que
comprueban que el sdOlido se ajusta a las tres
proyecciones. Los estudiantes necesitan utilizar las
habilidades de reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el espacio.

Tipo DibOrd y DibCod. (3.F) Identificar y utilizar las
relaciones espaciales y de posicidn entre cubos o entre
filas de cubos (delante, detrds, encima, etc. o
paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea estableciendo
relaciones con ellos mismos (observadores) o con
otros cubos, recordando aquellos cubos que estaban a
la vista pero que ya no se ven en dicha posicién.

Tipo Construc. (3.F) Usar relaciones entre diferentes
partes de las proyecciones ortogonales conocidas o del
moédulo  en construccion  (filas, columnas o
cubos/cuadrados), utilizando las habilidades de
reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio.

Tipo DibOrd y DibCod. (3.E) Su resolucion con éxito
requiere cierto esfuerzo cognitivo. Es necesario utilizar
algunas habilidades de visualizacion (reconocimiento
de relaciones espaciales y posiciones en el espacio,
conservacion de la percepcién y memoria visual).

Tipo Construc. (3.E) Su resolucion con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Es necesario utilizar las
habilidades de reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el espacio.
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Nivel
de Categorias Caracteristicas
D. C.
Contenidos Tipo DibOrd y DibCod. (3.C) Los estudiantes necesitan
implicitos identificar y utilizar las relaciones espaciales y de

Explicaciones

Representacion
de la solucion

posicion entre cubos o entre filas de cubos (delante,
detras, encima, etc. o paralelas, perpendiculares, etc.),
ya sea estableciendo relaciones con ellos mismos
(observadores) o con otros cubos (reconocimiento de
relaciones espaciales y posiciones en el espacio), a la
vez que recuerdan aquellos cubos que estaban a la
vista pero que ya no se ven en dicha posicion
(conservacion de la percepciéon y memoria visual).
Tipo Construc. (3.C) Los estudiantes necesitan
considerar relaciones entre diferentes partes de las
proyecciones ortogonales conocidas (filas, columnas o
cuadrados) y del médulo en construcciéon (lineas de
cubos).

Tipo DibOrd y DibCod. (3.X) Requieren explicaciones
gue hagan referencia a las relaciones entre los cubos
gue forman el sélido.

Tipo Construc. (3.X) Requieren explicaciones que
hagan referencia a las relaciones entre diferentes
partes de las proyecciones ortogonales conocidas
(filas, columnas o cuadrados) y del moédulo en
construccion (lineas de cubos).

Tipo DibOrd. (3.R) Se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones ortogonales
ordinarias. Para resolver correctamente el problema,
los estudiantes deben establecer conexiones entre la
representacion geométrica del sélido conocido y la
representacion geométrica de sus proyecciones
ortogonales.

Tipo DibCod. (3.R) Se utiliza la representacion
geométrica combinada con la representacion
aritmética propia de las proyecciones ortogonales
codificadas. Para resolver correctamente el problema,
los estudiantes deben establecer conexiones entre la
representacion geométrica del sélido conocido y la
representacion geométrica de sus proyecciones
ortogonales.

Tipo Construc. (3.R) Se utliza la representacion
geométrica del sélido construido. Para resolver
correctamente el problema, los estudiantes deben
establecer conexiones entre la representacion
geométrica del sdlido construido y la representacién
geomeétrica de sus proyecciones ortogonales.
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Nivel
de Categorias Caracteristicas
D. C.

Procedimiento  Tipo Construc. (4.P) Se resuelven aplicando una

de resolucién estrategia de resolucion compleja y no algoritmica. Los
estudiantes construyen el sélido explorando relaciones
entre diferentes partes de las proyecciones
ortogonales conocidas o del médulo en construccion,
(p. €j., los estudiantes construyen el sélido por filas,
considerando simultdneamente las tres proyecciones
ortogonales dadas). Requiere que los estudiantes
analicen la actividad y hagan uso de las habilidades de
reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio.

Finalidad Tipo Construc. (4.F) Explorar y comprender las
relaciones entre diferentes partes de las proyecciones
ortogonales conocidas o del médulo en construcciéon
(filas, columnas o cubos/cuadrados), aplicando la
informacion de las tres proyecciones ortogonales de
manera simultanea.

Esfuerzo Tipo Construc. (4.E) Su resolucién con éxito requiere

cognitivo un considerable esfuerzo cognitivo: No existe un anico
método de resolucion. Las formas de resolucion no son
facilmente predecibles. Requieren examinar y utilizar
relaciones entre diferentes partes de las proyecciones
ortogonales conocidas o del médulo en construccion,
aplicando dicha informacién de manera correcta para
la construccion del solido.

Contenidos Tipo Construc. (4.C) Los estudiantes tienen que

implicitos comprender y coordinar las relaciones entre diferentes
partes de las proyecciones ortogonales conocidas
(filas, columnas o cuadrados) y del moédulo en
construccion (lineas de cubos), empleando las
habilidades de reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el espacio.

Explicaciones  Tipo Construc. (4.X) Requieren explicaciones basadas
en la descripcién del proceso de construccion del
solido.

Representacion Tipo Construc. (4.R) Se utiliza la representacion

de la solucion  geométrica del solido construido.

4. Hacer Mateméticas

Tabla 18. Particularizacion del modelo de demanda cognitiva para tareas de
proyecciones ortogonales.

4.3 Formas de analisis de datos

Para estudiar el potencial de una actividad y la complejidad que supone la
resolucion de esta para los estudiantes, vamos a utilizar el modelo de demanda
cognitiva. Para identificar el nivel de demanda cognitiva que requiere una

actividad, en la literatura que hemos consultado, sus autores realizaban un
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analisis tedrico haciendo uso del enunciado de la actividad. No obstante, al
analizar la informacién proporcionada por nuestros experimentos, hemos
observado que el nivel de demanda cognitiva de una tarea puede variar en
funcién de las estrategias de resolucién escogidas por los estudiantes. Por esta
razén, en nuestro trabajo realizamos un doble andlisis para identificar el nivel de

demanda cognitiva de las tareas:

1. Un analisis teorico del nivel de demanda cognitiva requerido por las
actividades, a partir de su enunciado y de la resolucion tipica esperada de
un estudiante medio. Esto permite valorar el disefio de la actividad e
identificar la evolucion del nivel de demanda cognitiva teorico,
comprobando si se trata de una tarea apropiada para atender las
necesidades de estudiantes con diferentes capacidades matematicas.

2. Un analisis del nivel de demanda cognitiva de las respuestas de los
estudiantes en nuestros experimentos. Esto permite identificar el nivel de
demanda cognitiva en funcion de la estrategia de resolucién utilizada por
estudiantes con diferentes capacidades, facilitando la identificacién de
respuestas de un nivel alto de complejidad, propias de estudiantes de

aaccmm.

Analizar las respuestas de los estudiantes, haciendo uso del modelo de demanda
cognitiva, es otra de las aportaciones novedosas de esta tesis doctoral. La
finalidad es mejorar el modelo de demanda cognitiva, incrementando su utilidad
y aplicandolo al analisis de respuestas reales de estudiantes de manera
sistematica, para identificar caracteristicas de la actividad cognitiva de
estudiantes concretos, en vez de solo identificar caracteristicas teoricas de los
problemas resueltos por resolutores ideales.

En esta seccion comenzaremos explicando en qué consiste y cOmo realizamos
el andlisis tedrico de las tareas, seguidamente justificaremos la necesidad de un
segundo analisis basado en las respuestas de los estudiantes y, por ultimo,
detallaremos en qué consiste el andlisis de las respuestas de los estudiantes.
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4.3.1 Analisis teorico de las actividades

Actualmente se esta tratando de potenciar el pensamiento matematico de alto
nivel, debido a que ayuda a desarrollar la capacidad de resolucion de problemas
y el pensamiento critico, aumentando el rendimiento escolar de los estudiantes,
en particular de aquéllos con aaccmm (Boaler y Staples, 2008; Murray, 2011).
Una forma de evaluar la calidad de las tareas es analizar si son cognitivamente
exigentes, lo cual se puede hacer utilizando los niveles del modelo de demanda

cognitiva.

Para identificar a qué nivel de demanda cognitiva pertenece una actividad,
contestaremos las siguientes preguntas, cada una de las cuales hace referencia
a una de las seis categorias definidas (seccion 3.3.2), que se centran en

diferentes aspectos del proceso de resolucion de una actividad matematica.

=

¢, Qué método o procedimiento se utiliza para resolver la actividad?

¢,Cual es la finalidad de la actividad?

3. ¢Cuanto esfuerzo cognitivo supone saber qué hacer o como resolver la
tarea?

4. ¢Qué contenidos matematicos subyacentes deben ser considerados para
resolver con éxito la actividad?

5. ¢Qué explicaciones requiere la actividad?

¢, COmo se representa la solucion?

A partir del nivel al que corresponden las caracteristicas utilizadas para
responder las preguntas, asignamos a la actividad el nivel mayoritario, es decir
el nivel al que se ajustan mas caracteristicas. Este analisis permite identificar
posibles deficiencias o debilidades de los enunciados, observando si todas las
caracteristicas utilizadas para responder a las preguntas pertenecen al mismo
nivel. De esta forma, en el caso de encontrar alguna caracteristica con un nivel
diferente al resto, podemos identificar la razén por la que no tiene el mismo nivel
y tratar de variar el enunciado de la tarea para modificar el nivel de dicha

caracteristica.

A continuacion, en la Tabla 19, mostramos un ejemplo del analisis tedrico de la
cuestion 2 de una de las actividades planteadas (Figura 19). En este ejemplo

podemos encontrar dos posibles estrategias de resolucion correctas por un
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estudiante medio. Por lo tanto, al responder a las preguntas con una
caracteristica, vamos a diferenciar las dos posibles estrategias, pues puede
ocurrir que el nivel de demanda cognitiva de la actividad sea diferente para cada
estrategia de resolucion utilizada, como ocurre en la actividad que analizamos.
Asignar dos niveles de demanda cognitiva tedricos diferentes a una actividad,
como consecuencia de tener en cuenta que los estudiantes ordinarios pueden
seguir diferentes estrategias correctas de resolucion, no lo hemos visto hasta
ahora en la bibliografia consultada, por lo que es una de las novedades
aportadas por esta tesis.

Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la

segunda tiene 3 puntos, ... TR A
o 00 000
@ 00 000 0000

1. ¢ Sabes el numero de puntos de la figura de la 52 posicién?

2. ¢ Sabes el numero de puntos de la figura de la 202 posicion? ¢En qué te
fijas?

Figura 19. Cuestion 2 de la actividad de patrones geométricos.

ANALISIS TEORICO
1. ¢Qué método o procedimiento se utiliza para resolver la actividad?

Estrategia 1. Se resuelve dibujando el término de la posicién 202 (dibujando o
no algunos términos intermedios) y contando el numero de puntos que lo
forman. (2.P)

Estrategia 2. Se resuelve observando que se trata de la suma de los 20
primeros nameros naturales. Una vez comprendida la relacion, se realiza la
suma de los 20 primeros nimeros naturales para obtener el resultado. (3.P)

2. ¢Cual es lafinalidad de la actividad?

Estrategia 1. Obtener un resultado correcto dibujando el triangulo y contando
la cantidad de puntos que tiene, sin identificar la relacion implicita existente
entre el numero triangular y su posicion. (2.F)

Estrategia 2. Comprender la relacién implicita existente entre el valor del
namero triangular y su posicion para calcular el término 20° y deducir que se
trata de sumar los 20 primeros numeros naturales. (3.F)
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ANALISIS TEORICO

3. ¢Cuanto esfuerzo cognitivo supone saber qué hacer o cdmo resolver la
actividad?

Estrategia 1. Supone un esfuerzo cognitivo limitado. Las figuras del enunciado
sirven de guia para dibujar la figura 202 y, a partir de este dibujo, contar el
namero de elementos que la forman. (2.E)

Estrategia 2. Supone cierto esfuerzo cognitivo. Los estudiantes deben deducir
gue se trata de sumar los 20 primeros numeros naturales, comprendiendo la
relacion implicita existente entre el valor del nUmero triangular y su posicion.
(3.E)

4. ¢Qué contenidos mateméticos subyacentes deben ser considerados para
resolver con éxito la actividad?

Estrategia 1. Al dibujar la figura 202, los estudiantes deben tener en cuenta la
estructura geométrica del patrén, pero no necesitan percatarse de la relacion
implicita existente entre el valor del nimero triangular (suma de los 20
primeros nimeros) y su posicion para llegar a la respuesta correcta. (2.C)

Estrategia 2. Para calcular el valor del 20° término de la secuencia, los
estudiantes necesitan considerar conscientemente la relacion implicita
existente entre la cantidad de sumandos y la posicion del término. (3.C)

5. ¢Qué explicaciones requiere la actividad?

Estrategia 1. Requiere explicaciones que hacen referencia Unicamente a
describir el procedimiento empleado para resolver la actividad. No se pretende
gue los estudiantes identifiquen la relacion entre el resultado obtenido al
contar el numero de elementos que forman la figura 202 y la posicion del
término. (2.X)

Estrategia 2. Requiere explicaciones que hacen referencia a la relacion
aritmética entre el valor de un nimero triangular y su posicion. (3.X)

6. ¢Como se representa la solucién?

Estrategia 1. Se utiliza la representacion geométrica para obtener el resultado
(dibujo de la figura 20?) y la representacion aritmética para dar la respuesta
(resultado de contar el numero de puntos). (2.R)

Estrategia 2. Se utilizan las representaciones geométrica y aritmética. Se
establecen conexiones entre ellas para identificar la relacion implicita
existente entre el valor del nimero triangular y su posicién, observando la
representacion geométrica de los casos anteriores y teniendo en cuenta la
posicion de cada término y su nimero de elementos. (3.R)

Tabla 19. Ejemplo del analisis tedrico de una actividad.

La Figura 20 sintetiza las asignaciones de nivel de demanda cognitiva de las seis
categorias a la estrategia 1, como resultado de responder las seis preguntas.

Observamos que todas las categorias corresponden al nivel algoritmos sin
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conexiones. Por otra parte, en la Figura 21 vemos que, para la estrategia 2, todas

las categorias corresponden al nivel algoritmos con conexiones.

Esfuerzo Contenidos
cognitivo implicitos
(2.E) (2.0)
Finalidad Representacién de la
(2.F) solucidn (2.R)

Procedimiento
de resolucion
(2.P)

Algoritmos sin Explicaciones
conexiones (2.X)

Figura 20. Identificacion del nivel de la estrategia 1 de resolucion mediante
el analisis teorico.

Esfuerzo Contenidos
cognitivo implicitos
(3.E) (3.0) )
Finalidad Representacion de la
(3.F) solucion (3.R)

Procedimiento
de resolucion
(3.P)

Explicaciones

Algoritmos con
(3.X)

conexiones

Figura 21. Identificacion del nivel de la estrategia 2 de resolucion mediante
el analisis teorico.

El analisis tedrico de una tarea permite realizar una valoracion de su disefio,
observando si todas las caracteristicas utilizadas para responder a las preguntas
planteadas durante el analisis se ajustan al mismo nivel de demanda cognitiva.
Ademas, este analisis permite realizar una estimacion previa de la
experimentacion, identificando algunas estrategias de resolucién que
probablemente seran utilizadas por los estudiantes y los posibles niveles de
demanda cognitiva de sus respuestas en funcion de la estrategia de resolucion
utilizada.
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El analisis tedrico realizado en nuestras experimentaciones nos ha permitido
observar la gran variedad de estrategias de resolucion que pueden utilizarse para
resolver una misma tarea, lo que nos ha confirmado la importancia de realizar el
analisis de respuestas para conocer la actividad de cada estudiante. En el
apartado 4.3.2 justificamos la necesidad del anadlisis de respuestas para

identificar el nivel de demanda cognitiva de una actividad.

4.3.2 Necesidad de analizar las respuestas de los estudiantes

En nuestras primeras experimentaciones, observamos que, al plantear
actividades a grupos de estudiantes con diferentes capacidades, especialmente
si entre ellos hay estudiantes con talento matematico, soliamos obtener
respuestas muy variadas, con caracteristicas propias de diferentes niveles de
demanda cognitiva, dependiendo de la estrategia de resolucion utilizada. Esto
nos llevo a pensar en la posible existencia de varios niveles para las respuestas
a una misma actividad y, por tanto, en la importancia de analizar las respuestas
de los estudiantes para describir e identificar su diversidad de formas de
actividad cognitiva. A continuacion, mostramos un ejemplo de la diversidad de
respuestas obtenidas en la actividad cuyo analisis teérico hemos hecho en la
seccion anterior, anticipando los resultados del analisis de respuestas detallado

gue mostraremos en la seccién 4.3.3.

Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la

segunda tiene 3 puntos, ....

OO0
©000

1. ¢Sabes el niumero de puntos de la figura de la 52 posicion? ¢En qué te
fijas?
2. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 202 posicién? ¢En qué

te fijas?

Figura 22. Cuestiones 1y 2 de la actividad de los nimeros triangulares.
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La Figura 22 muestra las dos primeras cuestiones de la actividad de los niumeros
triangulares (actividad completa en la seccion 4.1.1.2). Estas dos cuestiones
piden a los estudiantes calcular el nUmero de puntos del término inmediato (n=5)
y de un término préximo (n=20). Observando las respuestas obtenidas a la
segunda cuestion, encontramos tres estrategias de resolucion diferentes, con

dos niveles distintos de demanda cognitiva.

Algunos estudiantes optaron por dibujar la figura de la posicion pedida y contar
sus puntos, tanto de la 52 como de la 20% posicion (Figura 23), basandose en la
secuencia dada por las representaciones graficas mostradas en el enunciado.
Una parte de estos estudiantes, para la cuestion 2, empezaron dibujando
algunas figuras intermedias. Se trata de una resolucion propia del nivel
algoritmos sin conexiones, ya que los estudiantes fueron capaces de dar un
resultado correcto observando que en cada fila hay que dibujar un punto mas,
pero no identificaron la estructura matematica subyacente (suma de los nimeros
1l a5o01a 20, respectivamente).

2. i{Sabes el nimero de puntos de la figura de la 202 posicion? ¢En qué
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Figura 23. Ejemplo de respuesta de la estrategia 1: representacion de la figura 202 y
conteo de su numero de elementos.

Otros estudiantes si identificaron el patrén numérico, pues observaron que habia
que sumar desde el 1 hasta el numero de la posicion del término buscado y
calcularon el término 20° sumando los numeros del 1 al 20 sin necesidad de

dibujar los puntos (Figura 24). No fueron capaces de encontrar una expresion
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general que les permitiera calcular el término general, pero identificaron la
relacion entre cada numero triangular y su posicion, lo que les llevo a resolver el
problema sumando los 20 primeros nimeros naturales. Esta resolucion es propia

del nivel algoritmos con conexiones.
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Figura 24. Ejemplo de respuesta de la estrategia 2: suma de los 20 primeros nameros.

También encontramos una pareja de estudiantes que, después de hallar el 5°
término mediante el dibujo de la figura 5% y el conteo de elementos que la
formaban, encontraron una relacién aritmética que les permitia calcular el 20°
término sin realizar la operacion consistente en sumar los nimeros del 1 al 20
(Figura 25). Esta resolucion (similar al método de Gauss) supuso para los
estudiantes un nivel de demanda cognitiva mayor del esperado, pues resolvieron
la actividad estableciendo relaciones muy estrechas entre los contenidos
implicitos, aproximandose a la formula estandar para calcular cualquier término
de la secuencia. Esta resolucion es propia del nivel algoritmos con conexiones,
ya que, pese a no expresar la operacion de manera algebraica, los estudiantes

obtuvieron una relacion matematica no recursiva que les permitio obtener el
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resultado de la suma de los 20 primeros nimeros sin realizar dicha operacion y

que, por tanto, es generalizable para calcular el valor de cualquier otro término.

2. {Sabes el'nimero de puntos de la figura-de la 202 posicién? ¢En qué
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Figura 25. Ejemplo de respuesta de la estrategia 3: obtencion del resultado de la suma
de los 20 primeros numeros sin efectuar la suma bésica.

Al obtener respuestas tan diferentes de una misma cuestion, parte de las cuales
no habian consideradas en el analisis teérico (seccion 4.3.1), creemos que lo
mas razonable para mejorar la metodologia de las investigaciones que utilicen el
modelo de demanda cognitiva es realizar un doble analisis de la demanda
cognitiva de las actividades, que incluya el andlisis teérico de las actividades y el
andlisis de las resoluciones de estudiantes. En el apartado 4.3.3. describimos

nuestra metodologia de andlisis de las respuestas de los estudiantes.

4.3.3 Analisis de respuestas

Para analizar las respuestas de los estudiantes, examinaremos las seis
categorias que organizan las caracteristicas de los niveles de demanda
cognitiva, contestando a las preguntas planteadas en la seccién 4.3.1. A
continuacion presentamos el analisis detallado de las tres respuestas mostradas
en la seccion 4.3.2. Todas ellas corresponden a la cuestion 2 de la actividad de
los numeros triangulares (Figura 22), que pide calcular el nimero de elementos

del término 20° de dicha secuencia.
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En la Tabla 20 mostramos el andlisis de respuesta de la Figura 23.

ANALISIS DE LA RESPUESTA
1. ¢Qué método o procedimiento se utiliza para resolver la actividad?

Se resuelve dibujando el término de la posicion 202 (dibujando o no algunos
términos intermedios) y contando el nimero de puntos que lo forman. (2.P)

2. ¢Cual es lafinalidad de la actividad?

Obtener un resultado correcto dibujando el triangulo y contando la cantidad de
puntos que tiene, sin identificar la relacion implicita existente entre el nimero
triangular y su posicién. (2.F)

3. ¢Cuanto esfuerzo cognitivo supone saber qué hacer o cédmo resolver la
actividad?

Supone un esfuerzo cognitivo limitado. Las figuras del enunciado sirven de guia
para dibujar la figura 202y, a partir de este dibujo, contar el nUmero de elementos
gue la forman. (2.E)

4. ¢Qué contenidos matematicos subyacentes deben ser considerados para
resolver con éxito la actividad?

Al dibujar la figura 20?%, los estudiantes deben tener en cuenta la estructura
geométrica del patrén, pero no necesitan percatarse de la relacién implicita
existente entre el valor del nimero triangular (suma de los 20 primeros nimeros)
Y Su posicion para llegar a la respuesta correcta. (2.C)

5. ¢Qué explicaciones requiere la actividad?

A pesar de que la pregunta pide una justificacion, los estudiantes no dan
explicaciones. (1.X)

6. ¢CoOmo se representa la solucion?

Se utiliza la representacion geométrica para obtener el resultado (dibujo de la
figura 20%) y la representacion aritmética para dar la respuesta (resultado de
contar el nimero de puntos). (2.R)

Tabla 20. Analisis del nivel de demanda cognitiva de la respuesta de la Figura
23.

En la Tabla 20 podemos observar que los estudiantes utilizan la estrategia 1
considerada en el analisis tedrico (Tabla 19), basada en el dibujo de la figura 202
y el conteo del numero de elementos que la forman. Todas las categorias,
exceptuando la de explicaciones, corresponden al nivel algoritmos sin
conexiones (Figura 26). Ello nos lleva a concluir que esta resolucion ha requerido
el nivel de demanda cognitiva de algoritmos sin conexiones, ya que es el nivel al

gue se ajustan mas caracteristicas.
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En lo que respecta a la categoria de explicaciones, su clasificacion en el nivel de
algoritmos sin conexiones no se debe a un problema de disefio de la actividad,
puesto que esta si pide una explicacion. Los estudiantes dan un resultado
numeérico correcto, pero no explican en qué se han fijado para obtener dicho

resultado, disminuyendo ligeramente la complejidad de su respuesta.

Esfuerzo Contenidos
cognitivo implicitos
(2.E) (2.0)
Finalidad Representacién de la
(2.F) solucidén (2.R)

Procedimiento
de resolucién
(2.P)

Algoritmos sin Explicaciones
conexiones (1.X)

Memorizacion

Figura 26. Identificacion del nivel de demanda cognitiva de la respuesta de la
Figura 23 (Tabla 20).
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A continuacién, en la Tabla 21, presentamos el analisis de la respuesta mostrada

en la Figura 24.

ANALISIS DE LA RESPUESTA
1. ¢Qué método o procedimiento se utiliza para resolver la actividad?

Se resuelve observando que se trata de la suma de los 20 primeros nimeros
naturales. Una vez comprendida la relacién, se realiza la suma de los 20
primeros numeros naturales para obtener el resultado. (3.P)

2. ¢Cudl es lafinalidad de la actividad?

Comprender la relacion implicita existente entre el valor del nimero triangular y
Su posicion para calcular el término 20° y deducir que se trata de sumar los 20
primeros numeros naturales. (3.F)

3. ¢Cuanto esfuerzo cognitivo supone saber qué hacer o como resolver la
actividad?

Supone cierto esfuerzo cognitivo. Los estudiantes deben deducir que se trata de
sumar los 20 primeros nimeros naturales, comprendiendo la relacién implicita
existente entre el valor del nimero triangular y su posicion. (3.E)

4. ¢;Qué contenidos matematicos subyacentes deben ser considerados para
resolver con éxito la actividad?

Para calcular el valor del 20° término de la secuencia, los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la relacién implicita existente entre la cantidad de
sumandos y la posicion del término. (3.C)

5. ¢Qué explicaciones requiere la actividad?

A pesar de que la pregunta pide una justificacion, los estudiantes no dan
explicaciones. (1.X)

6. ¢Como se representa la solucién?

Se utilizan las representaciones geométrica y aritmética. Se establecen
conexiones entre ellas para identificar la relacién implicita existente entre el valor
del nimero triangular y su posicion, observando la representacion geométrica de
los casos anteriores y teniendo en cuenta la posicion de cada término y su
namero de elementos. (3.R)

Tabla 21. Analisis del nivel de demanda cognitiva de la respuesta de la Figura
24.

En la Tabla 21 podemos observar que los estudiantes utilizaron la estrategia 2
identificada en el analisis teérico (Tabla 19). Todas las categorias, exceptuando
la de explicaciones, corresponden al nivel algoritmos con conexiones (Figura 27).
Ello nos lleva a concluir que esta resolucion ha requerido el nivel de demanda
cognitiva de algoritmos con conexiones, ya que es el nivel al que se ajustan mas

caracteristicas.
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En lo que respecta a la categoria de explicaciones, al igual que ocurria en el
ejemplo anterior, los estudiantes se limitaron a dar un resultado correcto sin

justificar su respuesta, disminuyendo el grado de complejidad.

Esfuerzo Contenidos
cognitivo implicitos
(3.E) (3.0)
Finalidad Representacién de la
(3.F) solucién (3.R)

Procedimiento
de resolucidn
(3.P)

Algoritmos con Explicaciones
conexiones (1.X)

Memorizacion

Figura 27. Identificacion del nivel de demanda cognitiva de la respuesta de
la Figura 24 (Tabla 21).
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Por ultimo, en la Tabla 22, presentamos el analisis de la respuesta mostrada en

la Figura 25.

ANALISIS DE LA RESPUESTA
1. ¢Qué método o procedimiento se utiliza para resolver la actividad?

Se resuelve aplicando la relacion matematica implicita (similar al método de
Gauss). Los estudiantes identifican que, al emparejar los nimeros de la forma O-
20, 1-19, 2-18, etc., exceptuando el 10 que queda desparejado, el resultado de
cada suma es 20, obteniendo 10 veces el mismo resultado. En definitiva, 10
veces 20 més el 10 que queda desparejado suman 210. (3.P)

2. ¢Cudl es lafinalidad de la actividad?

Deducir y aplicar la relacion matematica que permite calcular el valor de cualquier
namero triangular a partir de su posicion. (3.F)

3. ¢Cuanto esfuerzo cognitivo supone saber qué hacer o cémo resolver la
actividad?

Supone cierto esfuerzo cognitivo. Los estudiantes deben deducir la relacion
matematica explorando y combinando los datos, prestando atencion a si el
namero de sumandos es par o impar. (3.E)

4. ¢Qué contenidos matematicos subyacentes deben ser considerados para
resolver con éxito la actividad?

Los estudiantes tienen que explorar los datos para deducir una relacion
matematica que permita calcular el valor del niumero triangular a partir de su
posicion. (3.C)

5. ¢Qué explicaciones requiere la actividad?

La explicacion hace referencia al procedimiento utilizado para obtener el
resultado. A pesar de que se usa de forma implicita la relacion entre el valor del
término y su posicion, no se hace uso de ella para justificar el resultado. (2.X)

6. ¢CoOmo se representa la solucion?

Se utiliza la representacion aritmética para dar la respuesta. Se establecen
conexiones entre la representacion geomeétrica y la aritmética para deducir la
relacion matematica implicita. (3.R)

Tabla 22. Analisis del nivel de demanda cognitiva de la respuesta de la Figura
25.

En este caso, podemos observar que los estudiantes utilizaron una estrategia
diferente a las consideradas en el andlisis tedrico (Tabla 19). Los estudiantes
obtuvieron el valor del término 20° haciendo uso de una relacién matematica no
recursiva, sin dibujar la figura 202 ni realizar directamente la suma de los 20

primeros numeros.
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Al igual que en los dos ejemplos anteriores, todas las categorias, exceptuando
la de explicaciones, corresponden al mismo nivel, en este caso al nivel algoritmos
con conexiones. Ello nos lleva a concluir que esta resolucion ha requerido el nivel
de demanda cognitiva de algoritmos con conexiones, ya que es el nivel al que

se ajustan mas caracteristicas.

En lo que respecta a la categoria de explicaciones, a pesar de que los
estudiantes establecen relaciones entre los contenidos implicitos y obtienen una
relacion aritmética que les permite calcular el término 20° sin realizar la suma de
los 20 primeros numeros naturales, no utilizan dichas relaciones para justificar

su resultado, sino que se limitaron a explicar el procedimiento seguido.

Esfuerzo Contenidos
cognitivo implicitos
(3.E) (3.0)
Finalidad Representacion de la
(3.F) solucién (3.R)

Procedimiento Algoritmos con Explicaciones
de resolucién

i 2.X
(3.9) conexiones (2.X)

Algoritmos sin
conexiones

Figura 28. Identificacion del nivel de demanda cognitiva de la respuesta de
la Figura 25 (Tabla 22).

Tras el analisis de estas respuestas, podemos comprobar que las respuestas de
los estudiantes pueden resultar incompletas, dejando alguna categoria fuera del
nivel esperado, a pesar de que, en el analisis teorico, todas las categorias

corresponden a un mismo nivel de demanda cognitiva.
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Por otra parte, como hemos mencionado anteriormente, el analisis tedrico se
basa en respuestas correctas de estudiantes medios, por lo que no considera la
posibilidad de que los estudiantes resuelvan la actividad haciendo uso de
estrategias de resolucién que suponen una demanda cognitiva superior, como la
mostrada en la tercera respuesta (Tabla 22). Es por ello que el analisis de
respuestas facilita la identificacion de estrategias de resolucién no consideradas
en el andlisis tedrico y, por tanto, es mas completo y fiable que este. Ademas, el
analisis de las respuestas de los estudiantes permite comparar sus niveles de
demanda cognitiva y relacionarlos con sus capacidades mateméticas,
detectando sus limitaciones y su evolucién y proporcionando un instrumento para
identificar las respuestas de mayor complejidad, propias de estudiantes con

aaccmm.

Hasta el momento, de acuerdo con la literatura que hemos consultado y
comentado en la seccion 2.2, los investigadores sélo habian utilizado el modelo
de demanda cognitiva para analizar los enunciados de las actividades
identificando un Unico nivel para cada actividad. En esta tesis doctoral,
aportamos la propuesta metodoldgica del doble andlisis del nivel de demanda
cognitiva de las actividades, tedrico y de respuestas de estudiantes, que

aplicaremos en los capitulos siguientes.
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5. Experimentacion

En este capitulo describimos los detalles de las experimentaciones llevadas a
cabo durante nuestra investigacion. Hemos realizado tres experimentos
diferentes, con sus caracteristicas propias, centrados en tres contextos
matematicos distintos (pre-algebra, geometria plana y visualizacién). Por esta
razon, vamos a dividir este capitulo en tres secciones, dedicadas a cada uno de
dichos contextos matematicos. En cada seccion, hemos seleccionado una

actividad de entre las que han integrado su experimentacion.

Con el objetivo de valorar si las actividades utilizadas facilitan la atencion de las
necesidades educativas de estudiantes con diferentes capacidades
matematicas, en particular de altas capacidades, los experimentos de pre-
algebra y geometria plana se han implementado con estudiantes ordinarios y
estudiantes talentosos. Ademas, para verificar si las actividades son adecuadas
para todo el alumnado de un grupo ordinario, al mismo tiempo que desarrollan
las habilidades de aquellos estudiantes con mayor capacidad, hemos realizado

un doble andlisis de cada actividad:

e Un andlisis tedrico del nivel de demanda cognitiva, basandonos en el
enunciado de la actividad y las respuestas esperadas por un estudiante
medio, capaz de responder correctamente a todas las cuestiones. Este
analisis permite valorar el disefio de la actividad e identificar la evolucién
del nivel de demanda cognitiva tedrico, comprobando si se trata de una
tarea apropiada para atender las necesidades de estudiantes con
diferentes capacidades matematicas.

e Un analisis del nivel de demanda cognitiva de las respuestas de los
estudiantes, basandonos en las respuestas recogidas en los tres

experimentos por estudiantes ordinarios y talentosos. Este analisis
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permite identificar el nivel de demanda cognitiva a partir de la estrategia
de resolucion utilizada por estudiantes con diferentes capacidades,
facilitando la identificacion de respuestas de un nivel alto de complejidad,

propias de estudiantes de aaccmm.

A continuacién, presentamos un analisis completo (tedrico y de respuestas) de
las tres actividades seleccionadas. En el andlisis de respuestas, para representar
el numero de estudiantes de cada grupo que hizo uso de las diferentes

estrategias de resolucion, redondearemos los porcentajes a las décimas.

5.1 Pre-algebra

En esta seccidon vamos analizar una de las actividades de patrones geométricos
gue planteamos durante la experimentacion. Se trata de una actividad sobre la
secuencia de los numeros triangulares (actividad completa en la seccion 4.1.1.2).

A continuacion, presentamos el doble analisis de la actividad. Primeramente, un
analisis teodrico, donde determinamos el nivel de demanda cognitiva de cada
cuestién a partir de su enunciado y la respuesta esperada por un estudiante
medio, seguidamente, un andlisis del nivel de demanda cognitiva de las

respuestas dadas por los estudiantes.

5.1.1 Andlisis teorico de la actividad

La actividad de los numeros triangulares se divide en cuatro cuestiones,
aumentado progresivamente el nivel de abstraccion requerido y, por lo tanto, el

nivel de demanda cognitiva.

Para identificar el nivel de demanda cognitiva de cada cuestion, le hemos
asignado seis caracteristicas, una por cada categoria (procedimiento de
resolucion, finalidad, esfuerzo cognitivo, contenidos implicitos, explicaciones y
representacion de la solucién), haciendo uso de las descripciones del modelo de
demanda cognitiva particularizado para tareas de patrones geométricos (Tabla
16).
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5.1.1.1 Cuestion 1. Calculo del término inmediato

La actividad muestra la representacibn geométrica de los cuatro primeros
términos de la secuencia de los numeros triangulares. La primera cuestion
(Figura 29) pide calcular el valor del quinto término (término inmediato), y

especificar como se ha obtenido el resultado.

Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la segunda

tiene 3 puntos, ....

00O

1. ¢Sabes el nimero de puntos de la figura de la 52 posicion? ¢En qué te

fijas?

Figura 29. Cuestion 1 de la actividad de patrones geométricos.

Esta primera cuestion tiene un nivel de demanda cognitiva de algoritmos sin
conexiones, ya que la estrategia de resolucidon esperada para resolver esta
cuestidon consiste en dibujar el triangulo correspondiente y contar el nUmero de
puntos que lo forman (recuento). Se trata de un procedimiento algoritmico que
se puede aplicar sin necesidad de comprender los conocimientos matematicos
implicitos en la representacion grafica y subyacentes a la estructura de la
sucesion. Los estudiantes observan el patron visual recursivo, para pasar de un
término de la secuencia al siguiente, y lo aplican directamente. En la Tabla 23

mostramos el analisis detallado de esta cuestion.
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Nivel
de
D. C.

Tipo Categorias

Caracteristicas

1. Algoritmos Sin Conexiones

Término inmediato (n = 5)

Procedimiento
de resolucion

(2.P) Se resuelve aplicando una estrategia aditiva
que es evidente por el contexto del enunciado. Los
estudiantes calculan el valor del término 5°
dibujando dicho término y contando el nimero de
elementos que lo forman o sumando 5 unidades al
término anterior. Es un algoritmo simple, que los
estudiantes pueden aplicar sin necesidad de
considerar que el valor de un término se obtiene
sumando los nimeros naturales 1 a 5 (relacion
matematica entre la posicion de un término y su
namero de elementos).

Finalidad

(2.F) Obtener una respuesta correcta, pero sin
necesidad de comprender la relacion matemética
subyacente en la secuencia. Los estudiantes
pueden obtener el nUmero correcto de elementos
del término inmediato aplicando una estrategia
aditiva, pero sin necesidad de comprender la
relacién entre el valor de un término y su posicion.

Esfuerzo
cognitivo

(2.E) Su resolucién con éxito requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe poca ambigledad sobre
cémo resolver la actividad, ya que al tratarse del
término 5°, su representacion resulta sencilla y los
datos del enunciado muestran con claridad como
debe continuarse la secuencia.

Contenidos
implicitos

(2.C) Existe una conexién implicita entre la
estructura de la secuencia, basada en la relacién
visual o geométrica y el algoritmo de resolucion. Los
estudiantes pueden dibujar el término 5° y contar el
namero de elementos que lo forman, sin necesidad
de comprender la relacion matemaética entre el valor
de un término y su posicion.

Explicaciones

(2.X) Las explicaciones dadas se enfocan
Unicamente a describir la estrategia empleada.

Representacion
de la solucion

(2.R) Se suelen utilizar la representacion
geométrica para obtener el resultado (dibujando el
término 5°) y la aritmética para dar la respuesta final
(el nimero de elementos que lo forman). Se pueden
usar una o ambas formas de representacion.
Cuando se usan las dos, se hace de manera
independiente, es decir, sin establecer relaciones
entre ellas ni con la relacion matematica subyacente
a la secuencia.

Tabla 23. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 1 de la
actividad de patrones geométricos.
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5.1.1.2 Cuestion 2. Calculo de un término préximo

La cuestion 2 (Figura 30) pide calcular el nimero de puntos que formaran la
figura que ocupa la posicién 20% un término préximo de la secuencia, y la

justificacion de como han obtenido dicho resultado.

Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la segunda

tiene 3 puntos, ....

00O
000

1. ¢Sabes el nimero de puntos de la figura de la 52 posicion? ¢En qué te
fijas?
2. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 202 posicién? ¢ En qué

te fijas?

Figura 30. Cuestiones 1-2 de la actividad de patrones geométricos.

La demanda cognitiva de esta cuestion varia en funcion de la estrategia de

resolucién esperada. Consideramos dos estrategias de resolucion diferentes:

e Estrategia 1. Recuento. Los estudiantes dibujan el 20° término y cuentan
el numero de elementos que lo forman. Se trata de la misma estrategia de
resoluciéon que hemos analizado en la cuestion 1, propia del nivel de
algoritmos sin conexiones.

e Estrategia 2. Relacion matematica. Los estudiantes identifican la relacién
matematica entre el valor del término y su posicién y obtienen el valor del
20° término sumando los numeros del 1 al 20. Esta estrategia de

resolucidn es propia del nivel de algoritmos con conexiones.

A continuacion, en la Tabla 24, mostramos el analisis detallado de la
estrategia 2 de resolucidn. Para evitar repeticiones y simplificar la lectura, no
especificamos el andlisis de la estrategia 1, ya que se trata de la misma
estrategia analizada en la Tabla 23, excepto algunos detalles debidos al

cambio de posicion de la figura, pasando de la 52 posicion a la 202,
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Nivel
de Tipo Categorias Caracteristicas
D. C.

Estrategia 2. (3.P) Se resuelven aplicando una
estrategia funcional, utilizando una expresion
aritmética para calcular el valor del término (sumar
los 20 primeros numeros naturales). Los estudiantes
Procedimiento  Unicamente pueden deducir y utilizar dicha
de resolucién  expresion si comprenden la relacibn matematica
implicita entre la posicion de un término y su valor.
Los términos obtenidos anteriormente en la actividad
sirven como sugerencia para deducir qué algoritmo
seguir.
Estrategia 2. (3.F) Comprender y descubrir la
relacion matemética implicita entre la posicion de los
nameros triangulares y su valor, y aplicar el
algoritmo aritmético de célculo de los numeros
triangulares, todo ello con el objetivo de profundizar
en la comprension del algoritmo general.
Estrategia 2. (3.E) Su resolucion con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Los estudiantes utilizan
Esfuerzo una expresion aritmética para calcular el valor del
cognitivo término requerido, pero, para identificar dicha
expresion, es necesario comprender la estructura
matematica de la secuencia.
Estrategia 2. (3.C) Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la relacion implicita
Contenidos existente entre el numero triangular y su posicién
implicitos para deducir qué operacion aritmética utilizar en la
resolucion (sumar los 20 primeros numeros
naturales).
Estrategia 2. (3.X) Las explicaciones dadas hacen
Explicaciones  referencia a la relacion entre el valor del término 20°
Y SuU posicion en la secuencia (posicion 20%).
Estrategia 2. (3.X) Se suelen utilizar las
representaciones geométrica y aritmética. Para
Representacion resolver el problema, los estudiantes deben
de la solucion  establecer conexiones entre ambas
representaciones, con el fin de deducir la relacién
matematica subyacente a la secuencia.

Finalidad

(n=20)

s

7

ermino proximo

2/3. Algoritmos Sin / Con Conexiones
T

Tabla 24. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 2 de la
actividad de patrones geométricos.
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5.1.1.3 Cuestion 3. Calculo de un término lejano

La cuestiéon 3 (Figura 31) pregunta por la existencia de una formula que permita

calcular el nimero de puntos que forman la figura 1002, un término lejano de la

secuencia.

3. ¢Hay alguna férmula que nos permita obtener la cantidad de puntos de
la figura que esta en una posicion determinada? Por ejemplo, para la
figura 100.

Figura 31. Cuestion 3 de la actividad de patrones geométricos.

La necesidad de establecer relaciones mateméaticas generales para encontrar la
respuesta correcta sitla la actividad cognitiva de los estudiantes en el nivel de
algoritmos con conexiones. Para resolver correctamente esta cuestion, los
estudiantes deben descubrir y aplicar la relacion funcional, pudiendo llegar a
expresar la regla de calculo de manera aritmética, pero no algebraica.

Encontramos dos estrategias esperadas, ambas funcionales:

e Estrategia 1. Generalizacion verbal. Los estudiantes identifican que se
resuelve sumando los 100 primeros numeros naturales, expresan
verbalmente dicha relacion matematica, subyacente a la secuencia, pero
no son capaces de encontrar una estrategia de calculo para obtener el
valor del término 100°.

» Estrategia 2. Relacion funcional. Los estudiantes identifican la relacion
matematica existente entre el valor de un término y su posicion, expresan
con valores numéricos dicha relacion, subyacente a la secuencia, y
utilizan un procedimiento aritmético para calcular el valor del término 100°

sin sumar los 100 primeros numeros.

A continuacion, en la Tabla 25, mostramos el analisis detallado de esta cuestion,

diferenciando las dos estrategias de resolucion.
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Nivel
de
D. C.

Tipo Categorias

Caracteristicas

3. Algoritmos Con Conexiones

Término lejano (n = 100)

Procedimiento
de resolucion

Estrategia 1. (3.P) Los términos obtenidos
anteriormente sirven como sugerencia para
identificar que la respuesta se obtiene sumando los
100 primeros numeros naturales. Los estudiantes
Unicamente pueden deducir esto si comprenden la
relacibn matematica implicita entre el valor de un
término y su posicién. A pesar de comprender dicha
relaciéon, su verbalizacién no les permite calcular el
resultado para el caso de la figura 1002

Estrategia 2. (3.P) Los términos obtenidos
anteriormente sirven como sugerencia para
identificar el procedimiento aritmético que permite
calcular el valor del término 100° sin sumar los 100
primeros numeros. Los estudiantes Unicamente
pueden deducir esto si comprenden la relacion
matematica implicita entre la posicion de un término
y su valor. La expresion aritmética utilizada
representa la regla general para el célculo de un
término cualquiera, pero expresada con valores
numéricos.

Finalidad

Estrategia 1. (3.F) Comprender la relacion
matematica implicita entre la posicion de un término
y su valor y generalizar verbalmente dicha relacion.
Estrategia 2. (3.F) Comprender la relacion
matematica implicita entre la posicion de un término
y su valor, e identificar la relacion funcional para
aprender a generalizar.

Esfuerzo
cognitivo

Estrategia 1. (3.E) Su resolucion con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Los estudiantes necesitan
comprender la estructura matematica de la secuencia
para deducir la expresion verbal que indica que el
valor del término 100° se obtiene sumando los 100
primeros nameros.

Estrategia (3.E) Su resolucién con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Los estudiantes necesitan
comprender la estructura matematica de la secuencia
para deducir y aplicar la expresion aritmética que
permite calcular el valor del término 100° sin sumar
los 100 primeros nUmeros.

Contenidos
implicitos

Estrategia 1. (3.C) Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la relacion implicita
existente entre el numero triangular y su posicion
para deducir la generalizacion verbal.

Estrategia 2. (3.C) Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la relacion implicita
existente entre el nimero triangular y su posiciéon
para deducir la relacion funcional.

Explicaciones

Estrategia 1-2. (1.X) El enunciado no pide dar
explicaciones.
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Nivel
de Tipo Categorias Caracteristicas
D. C.

Estrategia 1. (3.R) Para resolver el problema, los
estudiantes deben establecer conexiones entre las
representaciones aritméticas y geométricas de los
términos anteriores, con el fin de deducir la relacién
matematica subyacente a la secuencia. Se suelen
utilizar las representaciones aritmética o verbal
indicando mediante texto que se trata de suma los
Representacion 100 primeros numeros (sin llegar a obtener un
de la solucion resultado ni una férmula algebraica).
Estrategia 2. (3.R) Para resolver el problema, los
estudiantes deben establecer conexiones entre las
representaciones aritméticas y geométricas de los
términos anteriores, con el fin de deducir la relacion
matematica subyacente a la secuencia. Se utiliza la
representacion aritmeética para expresar la relacion
funcional y el valor del término 100°.

Tabla 25. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 3 de la
actividad de patrones geométricos.

A diferencia de las cuestiones anteriores, observamos que esta cuestion no pide
que los estudiantes justifiquen su resultado, por lo que la caracteristica de la
categoria de explicaciones no se corresponde al nivel algoritmos con
conexiones. El analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva no sélo permite
detectar el nivel de complejidad, sino que sirve como apoyo para mejorar el
disefio de las actividades, indicando aquellas caracteristicas que no coinciden

con el nivel de demanda cognitiva de la cuestion.

5.1.1.4 Cuestidn 4. Calculo del término general

Por altimo, la cuarta cuestion (Figura 32) pide expresar de forma algebraica (para
n) la férmula de célculo de los nimeros triangulares, obteniéndose asi el término
general. Esto requiere explorar las relaciones matematicas implicitas en la
secuencia, Yy utilizar una generalizacion algebraica para expresar un
procedimiento que permita calcular cualquier término de la secuencia a partir de

Su posicion.

4. ¢Y sifuera la figura que ocupa la posicion n?

Figura 32. Cuestion 4 de la actividad de patrones geométricos.

El analisis detallado de esta cuestion esta reflejado en la Tabla 26, donde
presentamos las seis categorias con sus caracteristicas.
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Nivel
de Tipo Categorias
D. C.

Caracteristicas

Procedimiento
de resolucion

(4.P) Se resuelve obteniendo la generalizacion para
el término n-ésimo, lo cual requiere un pensamiento
complejo y no algoritmico. El enunciado no sugiere
ninguna forma de obtener el término general.
Requiere que los estudiantes analicen los casos
concretos y examinen posibles restricciones para
obtener una formula general para el calculo de
cualquier nimero triangular.

(4.F) Explorar, comprender y enunciar la relacion
general entre la posicion de un término y su valor,
con el fin de obtener una expresion algebraica del
namero triangular general.

(4.E) Su resolucibn con éxito requiere un
considerable esfuerzo cognitivo. Se requiere un
razonamiento abstracto mediante el que los
estudiantes deben tomar decisiones sobre qué
elementos componen la descripcion general de los
nameros triangulares y qué papel desempefian,
para obtener una relacion algebraica que los
represente.

Finalidad
=
Ne)
% Q
o S
g g
£ =
o) = Esfuerzo
@ ‘@ cognitivo
S <
— N
5 =
o ©
g2
L )
. (@)]
< o
£ .
= Contenidos
@  implicitos
'_ p

(4.C) Los estudiantes tienen que acceder a
conocimientos de algebra y a la experiencia
obtenida con los casos concretos (inmediato,
préximo y lejano) y usarlos adecuadamente durante
la construccion de la expresion algebraica del
namero triangular general.

Explicaciones

(4.X) Las explicaciones dadas se basan en la
formulacion y justificacion de una expresion
algebraica del término general que haga referencia
a la relacion implicita existente entre la posicién de
un namero triangular cualquiera y su valor.

Representacion
de la solucion

(4.R) Se utiliza una expresion algebraica que
represente un numero triangular cualquiera y
sintetice la relacién entre la posicion un ndmero
triangular y su valor.

Tabla 26. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 4 de la
actividad de patrones geométricos.

5.1.1.5 Anadlisis tedrico completo de la actividad

Para analizar la evolucion del nivel tedrico de demanda cognitiva de la actividad

de patrones geométricos, hemos tomado las respuestas de un estudiante medio,

capaz de contestar correctamente todas las cuestiones. Podemos identificar dos

trayectorias distintas, que muestran la evolucion del nivel de demanda cognitiva

de la actividad y que se diferencian en la estrategia de resolucion escogida para

resolver la cuestion 2, ya que, a pesar de que en la cuestion 3 encontramos dos
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estrategias de resolucién diferentes, ambas tienen el mismo nivel de demanda
cognitiva, por lo que no influiran en la trayectoria. En la Tabla 27 mostramos las
dos trayectorias tedricas. El eje vertical representa los cuatro niveles de
demanda cognitiva (memorizacion, algoritmos sin conexiones, algoritmos con
conexiones y hacer matematicas) y el eje horizontal hace referencia a las cuatro

cuestiones de la actividad de patrones geométricos.

Trayectoria tedrica 1

En la Figura 33 observamos la
trayectoria de resolucion de
aguellos estudiantes que resuelven
la cuestion 2 dibujando el 20°
namero triangular y contando el
namero de elementos que lo
forman (algoritmos sin conexiones).
Para resolver las siguientes
cuestiones  correctamente, los
estudiantes tienen que aumentar el Cuestiones
nivel de demanda cognitiva.

1 2 3 4

Niveles de Demanda Cognitiva

Figura 33. Trayectoria tedrica 1 de la actividad
de patrones geométricos.

Trayectoria tedrica 2

En la Figura 34 observamos la
trayectoria de resolucibn de
aquellos estudiantes que resuelven
la cuestion 2 identificando la
relacibn matematica y sumando los
20 primeros numeros (algoritmos
con conexiones).

1 2 3 4

Niveles de Demanda Cognitiva

Cuestiones

Figura 34. Trayectoria tedrica 2 de la actividad
de patrones geomeétricos.

Tabla 27. Analisis teérico completo de la actividad de patrones geométricos.

Podemos observar que, en ambas trayectorias, se produce un incremento del
nivel de demanda cognitiva. Esta evolucion del nivel de demanda cognitiva
muestra que la actividad es adecuada para atender las necesidades de
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estudiantes con diferentes capacidades mateméticas, permitiendo
implementarla en un aula ordinaria, ya que los primeros apartados pueden ser
resueltos con un nivel medio de demanda cognitiva, y dandoles la oportunidad a

los estudiantes talentosos de emplear un nivel alto de demanda cognitiva.

5.1.2 Andlisis de respuestas de los estudiantes

Tras el andlisis teorico de la actividad, en esta seccion vamos a mostrar un
analisis de las respuestas dadas por los estudiantes, donde encontramos
algunas estrategias de respuesta diferentes de las consideradas en el analisis
tedrico. Ademas, este analisis permite comprobar las diferentes estrategias de

resolucién utilizadas entre los grupos de estudiantes (ordinarios y talentosos).

Para el analisis de las respuestas de los estudiantes, hemos comenzado
identificando los diferentes tipos de estrategias de resolucion surgidos en nuestra
experimentacion, haciendo uso de las descripciones del modelo de demanda
cognitiva particularizado para tareas de patrones geométricos (Tabla 16). Una
vez identificadas las diferentes estrategias utilizadas, hemos analizado su nivel

de demanda cognitiva.

En la Tabla 28 describimos las estrategias de resolucion utilizadas por los
estudiantes para resolver la actividad de patrones geométricos analizada,
especificando de qué tipo son segun la clasificacion propuesta en el marco
tedrico (seccion 3.4) y la abreviatura que utilizaremos para hacer referencia a
dicha estrategia de manera abreviada a lo largo del analisis de respuestas. En
esta tabla no incluimos un ejemplo de cada tipo de estrategia de resolucién, ya
gue todos ellos apareceran a lo largo del analisis de respuestas que mostramos

seguidamente.
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ABREVIATURA DESCRIPCION DE LA ESTRATEGIA DE RESOLUCION
- Dibujo y Conteo. Los estudiantes dibujan la figura
DibujoyConteo : - . ;
correspondiente al numero triangular pedido y cuentan la
(Recuento)

cantidad de elementos que lo forman.

DibujoyConteolncorrect
(Recuento)

Dibujo y Conteo Incorrecto. Los estudiantes dibujan la
figura correspondiente al ndamero triangular pedido y
cuentan la cantidad de elementos que lo forman, pero
cometen errores al dibujar la figura o al contar el nUmero
de puntos que la forman.

RelAritRecursiva
(Proceso recursivo)

Relacion  Aritmética Recursiva. Los estudiantes
identifican la relacion aritmética recursiva que les permite
calcular un término a partir del término anterior, sumando
al anterior la posicién del término desconocido.

SumaNumNa
(Relacion matematica)

Suma Numeros Naturales. Los estudiantes identifican
que se trata de sumar los nimeros naturales desde 1
hasta la posicion del término pedido y obtienen un
resultado correcto realizando las operaciones aritméticas.

SumaNumNatincorrect
(Relacion matematica)

Suma Numeros Naturales Incorrecta. Los estudiantes
identifican que se trata de sumar los nUmeros naturales
desde 1 hasta la posicion del término pedido, pero
cometen errores realizando las operaciones aritméticas.

SumaParejasNum
(Relacién funcional)

Suma Parejas Numeros. Los estudiantes encuentran una
estrategia que permite obtener el resultado de la suma de
los numeros naturales sin realizar dicha operacion
aritmética. Observan que, al emparejar los niUmeros de la
forma 0-20, 1-19, 2-18, etc., exceptuando el 10 que queda
desparejado, el resultado de cada suma es 20,
obteniendo 10 veces el mismo resultado. En definitiva, 10
veces 20 mas el 10 que queda desparejado suman 210.

AproxReglaGeneral
(Relacién funcional)

Aproximacion Regla General. Los estudiantes
encuentran una estrategia que permite obtener el
resultado de la suma de los numeros naturales sin
realizar dicha operacion aritmética. Observan que, se
trata de multiplicar la posicion del término por un nimero
que va incrementando 0.5 y comprueban el resultado
realizando las sumas. A pesar de que no identifican que
dicho factor corresponde a la posicion del término mas
una unidad dividido entre dos, los estudiantes se
aproximan a la regla general.

RelVerb
(Generalizacién verbal)

Relacién Verbal. Los estudiantes expresan verbalmente
gue se trata de sumar los n primeros nimeros naturales,
pero no son capaces de obtener una férmula general.

ReglaGeneral
(Generalizacién

Regla General. Los estudiantes obtienen una regla
general que permite calcular cualquier término dada su

algebraica) posicién.

RepitReglaGeneral Repiten Regla General. Los estudiantes obtienen la

(Generalizacién expresion algebraica antes de lo previsto y se limitan a

algebraica) repetir la regla general expresada en la cuestion anterior.

Aleat Aleatoria. Los_ es_tgdiantes dan respuestas aleatorias
incorrectas no justificadas.

NC No Contestan. Los estudiantes dejan la actividad en

blanco.

Tabla 28. Estrategias de resolucion de la actividad de patrones geométricos.
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Este andlisis permite observar la riqueza de respuestas reales, ya que no todas
estas estrategias de resolucion fueron contempladas en el analisis tedrico. El
analisis tedrico considera las resoluciones tipicas de un estudiante medio que
avanza en la comprension de la relacion matematica implicita a medida que va
resolviendo las sucesivas cuestiones de la actividad. Por esta razon, en el
analisis tedrico no se consideran estrategias erroneas (DibujoyConteolncorrect,
SumaNumNatincorrect, Aleat o NC), infrecuentes (RelAritRecursiva,
SumaParejasNum o AproxReglaGeneral) o que suponen un avance en la
comprension de la relacién matematica implicita mas rapido o lento de lo normal

(RepitReglaGeneral).
5.1.2.1 Cuestién 1

En la primera cuestion, los estudiantes deben calcular el término quinto de la
secuencia de los nameros triangulares. El enunciado de la actividad proporciona
las figuras de los cuatro primeros términos, y lo estudiantes deben obtener el

namero de puntos que forman el término siguiente.

Para resolver esta cuestién identificamos dos estrategias diferentes ambas

propias del nivel algoritmos sin conexiones:

e Dibujo y conteo. (Recuento). Los estudiantes dibujaron la figura quinta y
contaron el numero de puntos que la forman. Mientras que el 77,8% de
los estudiantes del grupo ordinario opto por esta estrategia, Unicamente
el 28,6% de los estudiantes talentosos hizo uso de ella.

e Relacion aritmética recursiva. (Proceso recursivo). Los estudiantes
sumaron 5 unidades al nimero de puntos de la cuarta figura para obtener
el quinto término. Mientras que el 71,4% de los estudiantes talentosos
opté por esta estrategia, Unicamente el 22,2% de los estudiantes del

grupo ordinario hizo uso de ella.

En la Tabla 29 podemos ver el analisis de las dos estrategias correctas utilizadas

para resolver la cuestion 1.
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Descripcion

Caracteristicas

DibujoyConteo

Los estudiantes dibujan el término quinto de la
secuencia de los numeros triangulares y
cuentan el numero de elementos que lo
forman.

IES4:
ACTIVIDAD: NUMEROS TRIANGULARES

Aqui ves una secuencia de
segunda tiene 3 puntos,

figuras. La primera figura tiene 1 punta, la
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Figura 35. Cuestion 1. Ejemplo de respuesta

DibujoyConteo.
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Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve aplicando una
estrategia aditiva que es evidente
por el contexto del enunciado: los
estudiantes calculan el valor del
término 5° dibujando dicho
término y contando el numero de
elementos que lo forman. Las
figuras del enunciado sirven como
instrucciones para construir el
siguiente triangulo y contar su
cantidad de puntos.

2.F. Obtener respuestas
correctas, pero sin necesidad de
comprender la relacion

matematica subyacente en la
secuencia. Los  estudiantes
pueden obtener el namero
correcto de elementos del término
5° dibujando, sin necesidad de
comprender la relacion
matematica entre el valor del
término y su posicion (suma de los
5 primeros nimeros naturales).
2.E. Su resolucibn con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo
limitado. Existe poca ambigiuedad
sobre cémo resolver la actividad,
ya que al tratarse del término 5° la
representacion resulta sencilla y
los datos del enunciado muestran
con claridad como  debe
continuarse la secuencia.

2.C. Existe una conexion implicita
entre la estructura de la
secuencia, basada en la relacion
visual o0 geométrica y el algoritmo
de resolucion. Los estudiantes
pueden dibujar el término 5° y
contar el nidmero de elementos
que los forman sin necesidad de
comprender la relacion
matematica entre el valor del
término y su posicion.

2.X. Las explicaciones dadas se
enfocan Unicamente a describir la
estrategia empleada.

2.R. Se utiliza la representacion
geométrica para obtener el
resultado y la aritmética para dar
la respuesta final.
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Descripcion

Caracteristicas

RelAritRecursiva

Los estudiantes identifican la relacion aritmética
recursiva que les permite calcular el quinto
término sumando 5 unidades al término anterior.

IES11: _
ACTIVIDAD: NUMEROS TRIANGULARES

-Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, l2
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Figura 36. Cuestion 1. Ejemplo de respuesta
RelAritRecursiva.
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Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve aplicando una
estrategia aditiva que es evidente
por el contexto del enunciado: los
estudiantes calculan el término 5° a
partir del término anterior (le suman
5 unidades). Las figuras del
enunciado sirven como datos para
deducir la diferencia entre dos
términos consecutivos.

2.F. Obtener una respuesta
correcta, pero sin necesidad de
comprender la relacion matematica
subyacente en la secuencia. Los
estudiantes pueden obtener el
namero de elementos del término 5°
sumando 5 unidades al término
anterior, sin necesidad de
comprender la relacion matematica
entre el valor de un término y su
posicion (suma de los 5 primeros
nameros naturales).

2.E. Su resolucibn con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo
limitado. Existe poca ambigtiedad
sobre como resolver la actividad, ya
que al tratarse del término 5°, su
célculo resulta sencillo a partir del
término anterior.

2.C. Existe una conexién implicita
entre la estructura de la secuencia,
basada en la relacion visual o
geométrica, y el algoritmo de
resolucion. Los estudiantes pueden
calcular el término 5° sumando 5
unidades al término anterior sin
necesidad de comprender la
relacion matematica entre el valor
de un término y su posicion.

2.X. Las explicaciones dadas se
enfocan unicamente a describir la
estrategia empleada.

2.R. Se utiliza la representacion
aritmética tanto para el célculo
como para dar la respuesta final.

Tabla 29. Analisis de las respuestas correctas a la cuestion 1 de la actividad de
patrones geomeétricos.
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Tras realizar el andlisis de las respuestas de los estudiantes a la primera cuestion

podemos concluir:

Todos los estudiantes respondieron correctamente la primera cuestion.
Utilizaron dos estrategias diferentes (recuento y proceso iterativo) para
resolver la primera cuestion, ambas propias del nivel algoritmos sin
conexiones.

Podemos identificar diferencias en las estrategias escogidas por los
estudiantes de la clase ordinaria y los estudiantes del grupo talentoso.
Mientras que la mayoria de los estudiantes de la clase ordinaria (77,8%)
optaron por dibujar la figura quinta y contar el nimero de puntos
(recuento), estrategia considerada en el analisis tedrico (Tabla 23), la
mayoria de los estudiantes talentosos (71,4%) optd calcular el resultado
utilizando el término anterior sin hacer uso de la representaciéon

geomeétrica (proceso iterativo).

5.1.2.2 Cuestion 2

A diferencia de la primera cuestion, no todos los estudiantes fueron capaces de

obtener un resultado correcto al calcular el nimero de puntos que forman la

figura 202. Podemos identificar cuatro estrategias correctas, con diferente nivel

de demanda cognitiva:

Dibujo y conteo. (Recuento). Los estudiantes dibujaron el término 20° de
la secuencia de los nameros triangulares y contaron sus elementos,
estrategia propia del nivel algoritmos sin conexiones. Mientras el 29,6%
de los estudiantes de la clase ordinaria opt0 por utilizar esta estrategia,
ninguno de los estudiantes talentosos hizo uso de ella para resolver la
cuestidon 2. No obstante, Unicamente la mitad de los estudiantes del grupo
ordinario que aplicaron esta estrategia obtuvieron un resultado correcto.

Suma de los 20 primeros numeros naturales. (Relacion matematica). Los
estudiantes identificaron la relacion aritmética consistente en sumar los
20 primeros numeros, sin necesidad de realizar el dibujo, haciendo uso
del nivel algoritmos con conexiones. El 71% de los estudiantes talentosos
y el 29,6% del grupo ordinario hicieron uso de esta estrategia para

resolver la cuestion 2. No obstante, la mitad de los estudiantes del grupo
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ordinario que llevaron a cabo esta estrategia, cometieron errores al
realizar la suma.

e Suma de parejas numeros. (Relacién funcional). Una de las parejas del
grupo ordinario encontré una estrategia para obtener el resultado de la
suma de los 20 primeros numeros sin realizar operacion aritmética.
Observaron que, al emparejar los numeros de la forma 0-20, 1-19, 2-18,
etc., exceptuando el 10 que queda desparejado, el resultado de cada
suma es 20, obteniendo 10 veces el mismo resultado. En definitiva, 10
veces 20 mas el 10 que queda desparejado suman 210. Los estudiantes
fueron capaces de establecer relaciones para hallar un algoritmo que les
permitiera obtener el resultado de una manera 6ptima, utilizando el nivel
de algoritmos con conexiones.

e Aproximacion a la regla general. (Relacion funcional). Por dltimo, una de
las parejas de los estudiantes talentosos encontré una aproximacion
aritmética de la regla general. Los estudiantes observaron que se puede
multiplicar la posicion del término por un nimero que se incrementa en
0.5 al aplicarlo al siguiente término. Para obtener esta aproximacion los
estudiantes establecieron relaciones para encontrar una estrategia éptima

haciendo uso del nivel algoritmos con conexiones.

En la Tabla 30 podemos ver el analisis de estas cuatro estrategias correctas
utilizadas para resolver la cuestion 2. Para evitar repeticiones, cuando la
descripcion de alguna caracteristica sea la misma que la de una estrategia
de resolucion analizada anteriormente, no redactaremos de nuevo dicha
caracteristica, indicando la estrategia de resolucion anterior y la tabla en la
gue se encuentra su descripcion. Por ejemplo, la estrategia consistente en
dibujar el término 20° de la secuencia de los nameros triangulares y contar
su numero de elementos (DibujoyConteo) es la misma que la utilizada para
el término 5°, con las variaciones causadas por el cambio de posicion del
término requerido, por ello, algunas caracteristicas, como las
correspondientes a explicaciones y representacion de la solucion (2.X 'y 2.R)

son las mismas en el analisis de la estrategia anterior.
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Descripcion

Caracteristicas

DibujoyConteo
Los estudiantes dibujan el término 20° de la
secuencia de los nimeros triangulares y cuentan
sus elementos.
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Figura 37. Cuestion 2. Ejemplo de respuesta
DibujoyConteo.

@ Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

o
o
o
o
o
o

O Memorizacion

Finalidad

Conten. impl.
Explicaciones

Esfuerzo cogn.
Repres. de sol.

Proced. de sol.

Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve aplicando
una estrategia aditiva que es
evidente por el contexto del
enunciado. Los estudiantes
calculan el valor del término
20° dibujando dicho término
y contando sus elementos.

2.F. Obtener una respuesta
correcta, dibujando el
término 20° y contando el
namero de elementos que lo
forman, pero sin necesidad
de comprender la relacién
entre el valor del término y
su posicion (suma de los 20

primeros nameros
naturales).

2.E. Su resolucion con éxito
requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe

poca ambigiiedad sobre
como resolver la actividad,
ya que se utiliza la misma
estrategia que en la cuestion
anterior (término inmediato).
2.C. Existe una conexion
implicita entre la estructura
aditiva de la secuencia,
basada en la relacion visual
0 geométrica y el algoritmo
de resolucion. Los
estudiantes pueden dibujar
el término 20° y contar el
namero de elementos que lo
forman sin necesidad de
comprender la relacién
matematica entre el valor
del término y su posicién.
2.X. DibujoyConteo, Tabla
29.

2.R. DibujoyConteo,
Tabla 29.
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Los estudiantes identifican que se trata de
sumar los 20 primeros numeros naturales y
obtienen un resultado correcto realizando las
operaciones aritméticas.

AVASTS:
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Figura 38. Cuestion 2. Ejemplo de respuesta
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Nivel Algoritmos con conexiones

Descripcion Caracteristicas
3.P. Se resuelve aplicando una
SumaNumNat estrategia funcional, utilizando

una expresion aritmética para

calcular el valor del término
(suma de los 20 primeros
nameros naturales). Los

estudiantes Unicamente pueden
deducir y utilizar dicha expresién
si comprenden la relacién
matematica implicita entre la
posicion de un término y su valor.
Los términos obtenidos
anteriormente en la actividad
sirven como sugerencia para
deducir la relacion matematica

implicita.
3.F. Comprender la relacion
matematica implicita entre la

posicion de un término y su valor,
para aprender a generalizar.

3.E. Su resoluciébn con éxito
requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Los estudiantes utilizan
una expresion aritmética para
calcular el valor del término
requerido, pero, para identificar
dicha expresion, es necesario
comprender la estructura
matematica de la secuencia.

3.C. Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la
relacién implicita existente entre
el nimero triangular y su posicion
para deducir qué operacion
aritmética utilizar en la resolucién
(sumar los 20 primeros nameros
naturales).

1.X. No dan explicaciones sobre
cémo se ha obtenido el resultado,
a pesar de que el enunciado lo
pide.

3.R. Se suelen utilizar las
representaciones geomeétrica y
aritmética. Para resolver el
problema, los estudiantes deben
establecer conexiones entre
ambas representaciones, con el
fin de deducir la relacién
matematica subyacente a la
secuencia.
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Descripcion Caracteristicas
3.P. Se resuelve aplicando una
SumaParejasNum estrategia funcional consistente

Los estudiantes observan que, al emparejar los
numeros de la forma 0-20, 1-19, 2-18, etc.,
exceptuando el 10 que queda desparejado, el
resultado de cada suma es 20, obteniendo 10
veces el mismo resultado. En definitiva, 10
veces 20 mas el 10 que queda desparejado
suman 210.

IESG:

2. ¢Sabes el niimero de puntos de la figura de la 202 posicién? ¢En qué

te fijas?

0 - 29 il [olid

- : :

2 — 18 O que el _prindpe y o
3 o~ )FoSiineiial Penﬂ#m_ forman_el _{lhmo
BUBBNNRSG & s v o sajuncfe con
T S e e el ’(JQ'\VI'EL'\/VLE v asi
6 — 14 :
F 3

il PRSI

Figura 39. Cuestion 2. Ejemplo de respuesta

SumaParejasNum.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [ @ @ B 0

H Alg. sin conexiones i

] Memorizacion
-— e} - -— (%] -—
o &8 & 9o 9 ©o
w o o E = 7]
@ = & = Q2 w
T £ o & g ©
s iz Y 0 9O w
7] o ¥ = 9
Qo 5 [ o -
o - O X o
st 17, (&) w Q
a w [~

Nivel Algoritmos con conexiones

en emparejar los numeros de la
forma 0-20, 1-19, 2-18, etc.,
exceptuando el 10 que queda
desparejado, y observando que
el resultado de cada suma es 20,
obteniendo 10 veces el mismo
resultado. En definitiva, 10 veces
20 més el 10 que queda
desparejado suman 210. Los
estudiantes Unicamente pueden
deducir y utilizar dicho algoritmo
explorando los datos obtenidos y
comprendiendo las relaciones
entre ellos.

3.F. Comprender la relacion
matematica implicita entre la
posicion de un término y su valor,
e identificar la relacion funcional
para aprender a generalizar.

3.E. Su resolucion con éxito
requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Los  estudiantes

utilizan una expresion aritmética
para calcular el valor del término
requerido, pero, para identificar
la  relaciébn  funcional es
necesario explorar los datos
obtenidos y comprender las
relaciones entre ellos.

3.C. Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la
relacion implicita existente entre
el numero triangular y su
posicion para deducir la relacion
funcional.

2.X. Dan explicaciones que se
enfocan a describir el algoritmo
empleado.

3.R. SumaNumNat, Tabla 30.
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Descripcion

Caracteristicas

AproxReglaGeneral

Los estudiantes encuentran una estrategia que
permite obtener el resultado de la suma de los
20 primeros numeros haturales sin realizar
dicha operacion aritmética. Observan que se
trata de multiplicar la posicion del término por un
namero que va incrementando 0.5 vy
comprueban el resultado realizando las sumas.

AVAST1:
2. ¢Sabes el numero de puntos de a figura de la 202 posicién? ¢En qué
te fijas? 210 6
Le figue 60 El numbeo por 25 3.5
TV 0
(ade numbere cobiends ole) 6 orode 0.5 &\ 35,

o

S B V-

Figura 40. Cuestion 2. Ejempl6 dé_'reépUééta'
AproxReglaGeneral.

E Hacer

matematicas
@ Alg. con

conexiones
B Alg. sin

conexiones

O

Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos con conexiones

3.P. Se resuelve aplicando una
estrategia funcional consistente
en multiplicar la posicion del
término, 20, por 10.5 (numero que
obtienen sabiendo que en el caso
de 6 es 3.5 e incrementan 0.5 por
cada término). Los estudiantes
Gnicamente pueden deducir y

utilizar dicho  algoritmo  si
establecen relaciones entre los
resultados obtenidos en los
términos anteriores para

encontrar una estrategia optima
gue evite realizar la suma de los
20 primeros numeros.

3.F. SumaParejasNum, Tabla 30.
3.E. SumaParejasNum, Tabla 30.
3.C. SumaParejasNum, Tabla 30.
3.X. Las explicaciones dadas
hacen referencia a la relacion
entre el valor del término 20° y su
posicién en la secuencia.

3.R. SumaNumNat, Tabla 30.

Tabla 30. Analisis de las respuestas correctas a la cuestion 2 de la actividad de
patrones geomeétricos.

Cabe destacar que el 18,5% de los estudiantes de la clase ordinaria no contesté
a esta pregunta. Ademas, el 44,4% de estos estudiantes obtuvo un resultado
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errdneo por problemas en los calculos aritméticos, a pesar de utilizar estrategias
correctas. El concepto de demanda cognitiva hace referencia al nivel de
pensamiento requerido por los estudiantes para resolver con éxito una tarea
matematica, por esta razon, en el analisis de respuestas no asignamos ningun
nivel de demanda cognitiva a las estrategias de resolucién incorrectas. En la

Tabla 31 mostramos las respuestas incorrectas a la cuestion 2:

Descripcion
IESA4:
DibujoyConteolncorrec DL T e T
¢ T 2:-éSabes el numero de puntos de |a figura de la 202 posicién? EENqué

. . te fijas? - R R
Cometen errores al dibujar la =

figura 202 o al contar el
namero de puntos que la
forman. Los estudiantes no
identifican  la  estructura
matematica implicita ni la
estructura geométrica
explicita.

Figura 41. Cuestion 2. Ejemplo de respuesta
DibujoyConteolncorrect.

IESI:
20
& p
SHsTRea] 20
53 b
any> b
S 76
S R
SumaNumNatincorrect . ////,//'/C
Cometen errores al sumar los ‘M e 4 ‘@E j\@é
20  primeros  numeros L Ta S ﬁ——gﬁﬁf
naturales. el estudiante Los R LY L el o
estudiantes comprenden : TOr = o # ’[;? f_ :
relacion funcional : f\ "/lz? R -
¥ ~ /“4_—@\_/
subyacente, pero cometen W ! Lo 7
errores operatorios. £ | ﬁ_f
L2 INEES +
rf B 186
i e
W &
‘/l e e RERa
SITAL 2
R q-70 A

Figura 42. Cuestion 2. Ejemplo de respuesta
SumaNumNatincorrect.
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Descripcion

Aleatoria
Algunos estudiantes dan respuestas aleatorias incorrectas no justificadas.

NC. No contestan.

Tabla 31. Analisis de las respuestas incorrectas a la cuestion 2 de la actividad

de patrones geométricos.

En conclusién, al analizar las respuestas de los estudiantes al responder la

segunda cuestidon nos encontramos ante las siguientes situaciones:
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Al incrementar la complejidad de la cuestion, las diferencias entre el grupo
ordinario y los estudiantes talentosos son mas notorias. Mientras todos
los estudiantes talentosos fueron capaces de responder correctamente la
segunda cuestion, anicamente el 37% del grupo ordinario dio un resultado
correcto, utilizando estrategias aditivas (14,8%) y funcionales (22,2%).
Ademas, todos los estudiantes talentosos identificaron la relacion entre el
término y su numero de elementos (suma de los 20 primeros niumeros
naturales). Sin embargo, unicamente el 37% de los estudiantes del grupo
ordinario identificé dicha relacion, y algunos de ellos (14,8%) cometieron
errores al obtener el resultado. El 29,6% de este grupo continud utilizando
la estrategia basada en la representacion grafica de la figura 202, el 18,5%
se limitd a no contestar y el 14,8% respondié de manera aleatoria.

Por otra parte, al realizar el analisis de respuestas, hemos encontrado dos
estrategias de un nivel de demanda cognitiva superior al esperado, cada
una de ellas procedente de uno de los grupos que participaron en la
experimentacion (de Avast y del IES). Esto confirma la importancia de
tener en cuenta el analisis de respuestas a la hora de evaluar el nivel de
demanda cognitiva de una tarea. Ademas, este hecho nos hace
plantearnos la posibilidad de utilizar problemas de patrones geométricos
para identificar estudiantes con mayores capacidades dentro de un grupo

ordinario.
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5.1.2.3 Cuestion 3

En la tercera cuestion, los estudiantes deben calcular el nUmero de puntos que

forman la figura 1002, un término lejano. El porcentaje de estudiantes que no

contestaron crece de forma notable en esta cuestion (42,8% de los estudiantes

talentosos y 77,8% del grupo ordinario). Ademas, distinguimos tres estrategias

correctas utilizadas por los estudiantes para resolver la cuestion.

Relacion verbal. (Generalizacion verbal). Los estudiantes indicaron que
se trata de sumar los 100 primeros nameros sin realizar la operacion
correspondiente u operando con errores (28,6% de los estudiantes
talentosos y 14,8% del grupo ordinario). Esta estrategia corresponde al
nivel algoritmos con conexiones.

Suma de parejas numeros. (Relacion funcional). La pareja de estudiantes
del grupo ordinario (IES6) que habia resuelto la cuestion anterior
emparejando los numeros, utilizé esta misma estrategia para obtener la
suma de los 100 primeros numeros naturales, usando de nuevo el nivel
de algoritmos con conexiones.

Regla general (Generalizacion algebraica). La pareja de estudiantes
talentosos que habia obtenido una aproximaciéon aritmética de la regla
general (AVAST1), identificé la regla general, la expresé algebraicamente
y la aplicé para resolver el caso concreto de 100, utilizando un nivel

superior de lo esperado, hacer matematicas.

En la Tabla 32 podemos ver el andlisis de las estrategias correctas utilizadas

para resolver la cuestion 3.
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Descripcion

Caracteristicas

SumaNumNat

Los estudiantes identifican que se trata de
sumar los 100 primeros nimeros naturales e
indican la suma, pero sin realizar dicha
operacion.

IES10:

3. ¢Hay alguna férmula que nos permita obtener la cantidad de puntos
de la figura que estd en una posicién determinada? Por ejemplo para
Ia figura 100.

R, Simondo_ oo VOT G meres, rreag

St ICO& TEARE NI AG 145 AT T34 Gz s A | G0AES vEEL

FAL RE1 B4R BIAT2N &L+ 3O PN ARA T 264 ¥5 1 ERMREARLY
[ 304 £ ST A SE 4 BAHENA BB E24GAL L0 SO SETSITTEASE 1
B4 SITETA SLAGOTARCATE N AN 4 aras (34 L 4 ok BB T e
?th*r B242AEAADNG 22+ 274 T + 20+ 2004 223+ 22424420+ AR A7y lo Aos A 43

424+ He vy QrB+7 4G aHr g3 4
4, ¢Y si fuera la figura que ocupa la posicidn n?

Flgura 43. Cuestion 3. Ejemplo de respuesta
SumaNumNat.

@ Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [ [ [ m

l Alg. sin conexiones

O Memorizacion

(|

(I
= T L N
°c & £ o ¢ ©
w o E = "
v = & = .g o
T £ o & g ©
- i ¥ o 9O «
v ) L — ()]
g S € o =
) = o x Q
- 172} (] w [J]
o w o

Nivel Algoritmos con conexiones

3.P. SumaNumNat, Tabla 30.
3.F. SumaNumNat, Tabla 30.
3.E. SumaNumNat, Tabla 30.
3.C. SumaNumNat, Tabla 30.
1.X. No dan explicaciones sobre
como se ha obtenido el
resultado, ya que el enunciado
no lo pide.

3.R. SumaNumNat, Tabla 30.
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Descripcion Caracteristicas
3.P. SumaParejasNum,
SumaParejasNum Tabla 30.

Los estudiantes utilizan la estrategia consistente en
obtener el resultado de la suma de los 100 primeros
nameros nhaturales sin realizar dicha operacion
aritmética. Observan que, al emparejar los nUmeros de
la forma 0-100, 1-99, 2-98, etc., exceptuando el 50 que
gueda desparejado, el resultado de cada suma es 100,
obteniendo 50 veces el mismo resultado. En definitiva,
50 veces 100 mas el 50 que queda desparejado suman
5050. Los estudiantes no alcanzan un razonamiento
complejo (hacer mateméticas), ya que no son capaces
de abstraer y generalizar la relacién entre los nimeros
de la pareja, probablemente porque no son capaces de
usar lenguaje algebraico.

IESG:

3. ¢Hay alguna férmula que nos permita obtener la cantidad de puntos
de 1a figura que esta en una posicién determinada? Por ejemplo, para

la figura 100.
[ \Crrm vla  es v el Pr“wr N
ef p.‘-‘p]i“f},'r]'\ﬂ ér;b’mar- el _uvlme N e ro L es deert
el e, Py con bedss pefe el vie cvohe vno
V___.e’.._ ‘M’,nJ”“M»,,La‘)?\, VL S
Golce 1T -€1 ZiFG 3-89 W54 g0
1-9— 2 - 88— 2235—32-68 4 1-S8—— — oo
2-93  3-87 2%%7  2%_(7 43-cy 050
TV 29% 34 ¢ o
Y= g5 25FS —re—U4-56
PR ks
T it
FE e 2831 —3F=f3—UHb—sl——
;5'/;2 =87 25-F1 ﬁgqf_gf 4153 S AN
-1l i 30-76 i e
~go—1de =50 Ho- &g g-si
Lt T L e d
Figura 44. Cuestion 3. Ejemplo de respuesta
SumaParejasNum.
E Hacer matematicas
@ Alg. con conexiones B EEE m
l Alg. sin conexiones O
O Memorizacion
—_ T —— [ —
o ® &£ © 9 o
a2 3§ E S 2
@ = o = .g o
- 9 £ ® °
T = [ %]
Q () 2 = [
(5] =1 [= Q. S
o - O X Qo
- 172} (@] w [J]
o w [

Nivel Algoritmos con conexiones

3.F. SumaParejasNum,
Tabla 30.

3.E. SumaParejasNum,
Tabla 30.

3.C. SumaParejasNum,
Tabla 30.

2.X. A pesar de que el
enunciado no lo pide, dan
explicaciones que se
enfocan a describir el
algoritmo empleado.

3.R. SumaNumNat,
Tabla 30.
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Descripcion

Caracteristicas

ReglaGeneral

Los estudiantes observan que multiplicar por
0.5 equivale a dividir entre dos y que siempre
multiplican el namero de la figura por su
siguiente. Utilizando el lenguaje algebraico,
formalizan dicho resultado y obtienen la regla
general que permite calcular cualquier
término dada su posicién. Por Ultimo, aplican
la regla general para calcular el término 100°.

AVASTL:

éHay alguna férmula que nos permita obtener la cantidad de puntes ¢z l2
figura que esté en una posicién determinada? Por ejemplo, para la figura
100. éY para la n-sima?

(m )J

[Co - [th] Z)_EE’C/’

Figura 45. Cuestion 3. Ejemplo de respuesta
ReglaGeneral.

@ Hacer matemdticas [ @ @ B B B

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones

O Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones
Repres. de sol.

Nivel Hacer matematicas

4.P. Se resuelve obteniendo la
generalizacion para el término n-
ésimo, que requiere un
pensamiento complejo y no
algoritmico. El enunciado no
sugiere ninguna forma de obtener
el término general. Los
estudiantes deben analizar los
casos concretos y examinar
posibles restricciones para
obtener una formula general para
el calculo de cualquier término de
la secuencia.

4.F. Explorar, comprender vy
enunciar la relacion general entre
la posicion de un término y su
valor, con el fin de obtener la
expresion del término general.
4.E. Su resolucibn con éxito
requiere un considerable
esfuerzo cognitivo. Se requiere un
razonamiento abstracto mediante
el que los estudiantes deben
tomar decisiones sobre qué
elementos deben representarse
en el término general y qué papel
desempefian, para obtener una
relacion algebraica que permita
calcular el término general.

4.C. Los estudiantes tienen que
acceder a conocimientos de
algebra y a la experiencia

obtenida en las cuestiones
resueltas antes y usarlos
adecuadamente durante la

construccion de la expresion
algebraica del namero triangular
general.

4.X. A pesar de que el enunciado
no lo pide, los estudiantes dan
explicaciones orales basadas en
la formulacion de la expresion del
término general que hace
referencia a la relacion implicita
existente entre la posicion de un
término cualquiera y su valor.
4.R. Se utiliza la representacion
algebraica para expresar una
relacién capaz de calcular el valor
del término general.

Tabla 32. Analisis de las respuestas correctas a la cuestion 3 de la actividad de
patrones geomeétricos.
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Como hemos comentado anteriormente, un alto porcentaje de los estudiantes de
ambos grupos no contestaron la cuestion 3. Ademas, encontramos algunos
estudiantes que trataron de calcular la suma de los 100 primeros numeros, pero
cometieron errores realizando las operaciones aritméticas. Al igual que en la
cuestién 2, algunos estudiantes contestaron de manera aleatoria dando un
resultado no justificado. En la Tabla 33 mostramos algunos ejemplos de las

respuestas incorrectas a la cuestion 3:

Descripcion
IES12:
| 3. i{Hay alguna formula que nos permita obtener la cantidad de puntos
PRAE | de la figura que esta en una posicién determinada? Por ejemplo, para
la figura 100‘. 3 *1:(25)3
Aoo NGRS SEEN
e A (
ML %EL,, 2 0F s T2 4
adg Ly Lk v 3439
¥ as RSl O SRR T e e
SumaNumNatincorrect T zaw o LR e ;}jﬁfﬁ?‘ S
B AR C ; _ St
Cometen errores al sumar | —yt<  auws [T S ot 62
. , . T oAt B L i} i
los 100 primeros numeros e v e el o
TR R G BB LY
naturales. I 1285 « 59 993yg T
Figura 46. Cuestion 3. Ejemplo de respuesta
SumaNumNatlncorrect.

Aleatoria
Algunos estudiantes dan respuestas aleatorias incorrectas no justificadas.
NC. No contestan.

Tabla 33. Analisis de las respuestas incorrectas a la cuestién 3 de la actividad
de patrones geométricos.

En definitiva, al analizar las respuestas correctas de los estudiantes al responder

la cuestion 3 encontramos los siguientes casos:

e Estudiantes (28,6% de los estudiantes talentosos y 14,8% del grupo
ordinario) que utilizan estrategias funcionales basadas en expresar o
tratar de calcular la suma de los 100 primeros numeros (generalizacion
verbal o relaciéon matematica).

e Una pareja de estudiantes (7,4% del grupo ordinario) que utilizan
estrategias funcionales basadas en la obtencion de un método algoritmico
para calcular el resultado de la suma de los 100 nimeros sin realizar dicha

operacion (relacion funcional).
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Una pareja de estudiantes (28,6% de los estudiantes talentosos) que
obtienen una expresion algebraica de la regla general, estrategia de un
nivel superior al esperado (generalizacion algebraica). Esta respuesta
muestra como, dentro del grupo de estudiantes talentosos, podemos

encontrar algunos con mayores capacidades.

5.1.2.4 Cuestion 4

Por ultimo, la cuarta cuestion pide a los estudiantes que obtengan una formula

general que permita calcular el numero de puntos que forman la figura n-ésima.

Esta cuestion fue resuelta por un porcentaje pequefio de estudiantes (57,2% del

grupo talentoso y 7,4% del grupo ordinario). Entre las resoluciones obtenidas,

analizadas en la Tabla 34, podemos diferenciar tres maneras distintas de actuar:
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Relacion verbal. (Generalizacion verbal). Los estudiantes expresaron de
manera general que se trata de sumar los n primeros nimeros naturales,
haciendo uso del nivel de algoritmos con conexiones. El 28,6% de los
estudiantes talentosos identifico la relacion entre el valor de un término y
su posicién, pero no fue capaz de encontrar la férmula general que
permitiera obtener cualquier término.

Regla general (Generalizacién algebraica). La pareja de estudiantes
(IES6) del grupo ordinario que habia encontrado un método para calcular
la suma de los nimeros naturales sin realizar dicha operacion fue capaz
de generalizar dicho método y expresarlo en forma de regla general
algebraica, haciendo uso del nivel hacer matematicas.

Repeticion de la regla general. (Generalizacion algebraica). Los
estudiantes talentosos (AVAST1) que habian obtenido en la cuestion 2 la
férmula algebraica haciendo uso del nivel hacer matematicas, se limitaron
a repetirla escribiendo, como variable independiente, la letra "n" en vez de
la "x". En este caso, su respuesta ya no requiere un nivel alto de
complejidad, ya que se trata de repetir el resultado dado previamente, por
lo que la complejidad de la cuestion disminuye al nivel de memaorizacion.
No obstante, el uso del lenguaje algebraico para dar la respuesta provoca
que las caracteristicas correspondientes a explicaciones y representacion

de la solucién sean propias del nivel hacer matematicas.
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Descripcion Caracteristicas
3.P. Se resuelve expresando
RelVerb verbalmente el algoritmo general

Los estudiantes expresan verbalmente que se
trata de sumar los n primeros nameros
naturales, pero no son capaces de obtener
una formula general.

AVAST3:

¢Hay alguna férmula Que nos permita obtener Ia cantidad de puntos de la
figura que estd en una posicidn determinada? Por ejemplo, para la figura

100. &Y para la n-sima?
N2 Mod
N ?m

%&M?f\“

Figura 47. Cuestion 4. Ejemplo de respuesta
RelVerb.

E Hacer matematicas

@ Alg.conconexiones 1 m I @ @

H Alg. sin conexiones

] Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos con conexiones

consistente en sumar los n
primeros numeros nhaturales.
Para poder aplicar este
algoritmo, es necesario que los
estudiantes establezcan
relaciones entre los resultados
obtenidos, para identificar la
relacion entre el término y su
posicion.

3.F. Expresar verbalmente el
algoritmo general con el objetivo
de que tenga una comprension
mas profunda de la relacion
implicita existente entre la
posicion de un término y su
namero de elementos.

3.E. Su resoluciéon con éxito
requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Los estudiantes
expresan de manera verbal la
relacién general, para identificar
dicha expresion, es necesario
comprender la estructura
matematica de la secuencia.
3.C. Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la
relacibn entre la posicion del
término y su valor.

3.X. El enunciado no pide
explicitamente explicaciones.
Las explicaciones dadas hacen
referencia a la relacion entre las
representaciones geométrica y
aritmética, utlizando  casos
concretos (posiciones
particulares de la secuencia).
3.R. Se utiliza la representacion
verbal. Para resolver el
problema, los estudiantes deben
establecer conexiones entre la
representacion geométrica y
aritmética utilizando la relacion
entre la posicion de un término y
Su numero de elementos.
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Descripcion

Caracteristicas

ReglaGeneral

Los estudiantes observan que se trata de
multiplicar el resultado de las sumas que
equivale al numero de términos, por la
cantidad de parejas (la mitad del nimero de
términos) y sumar a este resultado el término
de en medio que queda desparejado.
Utilizando el lenguaje algebraico, formalizan
dicho resultado y obtienen la regla general que
permite calcular cualquier término dada su
posicion y la expresan algebraicamente.

IES6:

0o B

Figura 48. Cuestion 4. Ejemplo de respuesta
ReglaGeneral.

@ Hacermatemdticas [ [ I B B B

@ Alg. con conexiones

l Alg. sin conexiones

O Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones
Repres. de sol.

Nivel Hacer matemaéticas

4.P. ReglaGeneral, Tabla 32.
4.F. ReglaGeneral, Tabla 32.
4.E. ReglaGeneral, Tabla 32.
4.C. ReglaGeneral, Tabla 32.
4.X. ReglaGeneral, Tabla 32.
4.R. ReglaGeneral, Tabla 32.
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Descripcion

Caracteristicas

RepitReglaGeneral

Los estudiantes observan que la variable “x”
representa el nUmero de términos y se limitan
a repetir la formula obtenida en la cuestién 3
escribiendo, como variable independiente, la
letra "n" en vez de la "x".

AVASTL:

Figura 49. Cuestion 4. Ejemplo de respuesta
RepitRelGeneral.

E Hacer matematicas e

@ Alg. con conexiones

l Alg. sin conexiones

8 Memoriadn ;@ @@

-— © - — wn —
o &8 & o 9 ©o
w o o E = "
v = o = 2 w
S £ 9 ¢ &8 °
T it & 9 O 4
Q o ¥ 3§ ¢
Q 3 [ [-% sl
[e] - O X o
- 7] (&) L Q
a w <

Nivel Memorizacion

1.P. Se resuelve repitiendo la
férmula obtenida en la cuestion 3
escribiendo, como  variable
independiente, la letra "n" en vez
de la "x".

1.F. Reproducir la
previamente encontrada.
1.E. Su resolucibn con éxito
apenas requiere esfuerzo
cognitivo. Suponen la
reproduccion practicamente
exacta de una expresion
algebraica utilizada previamente.
1.C. No establecen nuevas
conexiones.

4.X. ReglaGeneral, Tabla 32.
4.R. ReglaGeneral, Tabla 32.

formula

Tabla 34. Analisis de las respuestas correctas a la cuestion 4 de la actividad de
patrones geomeétricos.
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En definitiva, al analizar las respuestas correctas de los estudiantes al responder

la cuarta cuestidon nos encontramos con los siguientes resultados:

Mientras el 57,2% de los estudiantes talentosos fue capaz de dar una
respuesta correcta a la cuestion 4, Unicamente una pareja del grupo
ordinario (7,4% del grupo ordinario) dio un resultado correcto.

El 28,6% de los estudiantes talentosos expresd de manera general la
relacion consistente en sumar los n primeros numeros naturales, aunque
no obtuvo la formula algebraica para calcular cualquier término de la
secuencia (generalizacion verbal). A pesar de que algunos de los
estudiantes del grupo ordinario (14,8% del grupo ordinario) habian
identificado dicha relacion en la cuestion 3, no fueron capaces de dar una
respuesta verbal generalizada.

Una pareja del grupo ordinario (7,4% del grupo ordinario) obtuvo la
férmula general algebraica, evidenciando la diversidad de capacidades
dentro de un aula ordinaria.

Una pareja de los estudiantes talentosos (28,6% de los estudiantes
talentosos) hall6 la formula algebraica en la cuestion anterior, por lo que
esta vez se limitaron a repetir la respuesta utilizada previamente,
disminuyendo el nivel de demanda cognitiva necesario para responder y
dando valor al andlisis de respuestas de los estudiantes como

metodologia para identificar diferentes grados de talento matematico.

5.2 Geometria plana

La actividad propuesta de geometria plana se compone de tres cuestiones, en

las cuales el nivel de complejidad va incrementando conforme los estudiantes

avanzan, con el objetivo de que lleguen a deducir y comprender la férmula que

permite calcular el nimero de diagonales de cualquier poligono. Para alcanzar

dicho objetivo, los estudiantes comenzaran utilizando de manera directa el

concepto de diagonal en poligonos sencillos (del triangulo al pentagono). Una

vez realizado el primer contacto, la segunda cuestion pretende que los

estudiantes identifiquen la relacién entre el nimero de lados y el nimero de

diagonales desde un unico vértice, observando y organizando los datos de
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poligonos concretos (del triAngulo al octdgono). En la tercera cuestion, los
estudiantes deben repetir el proceso de la cuestion anterior, pero esta vez deben
identificar la relacion entre el numero de lados y el numero total de diagonales
de un poligono, y aplicarla para calcular el nUmero de diagonales de un poligono
de 20 lados. Por ultimo, los estudiantes deberan deducir una férmula que permita

calcular el numero total de diagonales del poligono.

A continuacion mostramos el andlisis teodrico de dicha actividad y el analisis

obtenido a partir de las respuestas de los estudiantes.

5.2.1 Analisis teorico de la actividad

Para realizar un analisis teorico de la actividad, como hemos explicado en la
seccion de metodologia (seccién 4.3.1), a cada cuestion de la actividad le hemos
asignado una caracteristica de cada una de las seis categorias (procedimiento
de resolucion, finalidad, esfuerzo cognitivo, contenidos implicitos, explicaciones
y representacion de la solucién) que conforman cada nivel de demanda cognitiva,
haciendo uso de las descripciones del modelo de demanda cognitiva
particularizado para tareas de geometria plana (Tabla 17). Estas caracteristicas
nos han permitido identificar a qué nivel de demanda cognitiva pertenece cada

cuestion de la actividad.

A continuacién mostramos las tablas donde se refleja el analisis del nivel de
demanda cognitiva de cada cuestion de la actividad. Presentamos cada
categoria con la caracteristica asociada y el nivel de demanda cognitiva al que

pertenece la cuestion.

5.2.1.1 Cuestion 1. Numero de diagonales de casos concretos

sencillos

La primera cuestion (Figura 50) pide calcular el nimero de diagonales desde un
vértice de poligonos sencillos (cuadrilatero, pentagono y triangulo). La actividad
recuerda la definicién de “diagonal” e incorpora las figuras de los tres poligonos.
La estrategia de resolucion esperada para resolver esta cuestion consiste en
dibujar las diagonales sobre las figuras, utilizando el nivel algoritmos sin

conexiones. Existe una diferencia en el aparatado 1c frente a los dos anteriores
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(1a, 1b), ya que, a diferencia de los dos primeros, en el 1c la actividad pide alguna
justificacion. Esta diferencia se puede apreciar en el analisis tedrico de la
cuestion (Tabla 35), donde podemos comprobar como, en la categoria de
explicaciones, es necesario diferenciar los apartados la y 1b del 1c, pues

alcanzan niveles de demanda cognitiva diferentes.

La diagonal de un poligono es un segmento que une dos vértices no consecutivos.

1. Dibuja una diagonal en cada uno de los poligonos siguientes:

- -
CUADRILATERO .
PENTAGONO

a) ¢ Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del cuadrilatero? ¢ Todos

los vértices tienen el mismo ndimero de diagonales?

b) ¢ Cuantas diagonales se pueden trazar desde un veértice del pentdgono? ¢ Todos

los vértices tienen el mismo nimero de diagonales?

¢) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del
triangulo? ¢Todos los vértices tienen el mismo numero de

diagonales? ¢ Por qué?

Figura 50. Cuestion 1 de la actividad de geometria plana.
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Nivel Caracteristicas
de Categoria
D. C. Apartados 1a, 1b, 1c

(2.P) Se resuelven siguiendo una serie de pasos o

instrucciones indicadas expresamente en el
Procedimiento  enunciado (incluida la definicibn de diagonal). Los
de resolucién estudiantes dibujan las diagonales tal como pide el
enunciado, siguiendo las instrucciones de la
definicion.
(2.F) Obtener un resultado correcto para unos casos
concretos, pero sin necesidad de desarrollar la
comprension matematica del concepto de diagonal
ni de la relacion entre el numero de lados y de
diagonales de los poligonos. Los estudiantes pueden
resolverla correctamente sin necesidad de
comprender la relacion entre el numero de
diagonales por vértice y el nimero de lados.
(2.E) Su resolucion con éxito requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe poca ambigiiedad sobre lo
que se debe hacer, ya que el propio enunciado guia
al estudiante a dibujar las diagonales y contar el
namero de diagonales.
(2.C) Existe conexion implicita entre el nUmero de
Contenidos diagonales por vértice y el nimero de lados. Sin
implicitos embargo, los estudiantes no necesitan percatarse de
esa relacion para resolver correctamente la cuestion.
Apartados la, 1b. (1.X) El enunciado no pide dar
explicaciones.
Apartado 1c. (2.X) Las explicaciones dadas hacen
referencia a la imposibilidad de trazar las diagonales
desde un vértice debido a la falta de vértices no
consecutivos. Se trata de una explicacion que hace
referencia al procedimiento de resolucién utilizado,
sin verbalizar conscientemente la relacion que existe
entre el nimero de diagonales y el numero de
vértices de un poligono.
(2.R) Durante su resolucién, se utliza la
representacion geomeétrica, ya que resulta mas
sencilla para resolver el problema. Para expresar el
resultado se utiliza la representacion aritmética a
partir del conteo.

Finalidad

Esfuerzo
cognitivo

2. Algoritmos Sin Conexiones

Explicaciones

Representacion
de la solucion

Tabla 35. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 1 de la
actividad de geometria plana.

5.2.1.2 Cuestion 2. Numero de diagonales de casos concretos

intermedios

La cuestion 2 (Figura 51) se divide en dos apartados, 2a y 2b, cada uno de ellos
con diferente nivel de demanda cognitiva. Por esta razén, la Tabla 36 esta

formada por dos columnas, donde mostramos de manera diferenciada el analisis
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tedrico de los dos apartados. El apartado 2a pide calcular el niumero de
diagonales desde un vértice de algunos poligonos concretos (del triangulo al
octégono) de los cuales, se aporta una figura como ejemplo. El apartado 2b
pregunta por la relacion existente entre el niumero de lados y el nUmero de

diagonales de un poligono.

ko (Applet 7.2) Observa los poligonos. Responde a las siguientes preguntas.

4oL

TRIANGULO CUADRILATERO PENTAGONO HEXAGONO HEPTAGONO

a) En cada uno de poligonos, traza todas las diagonales desde el vértice
sefialado. Modifica la forma de los poligonos manejando el vértice y

comprueba la cantidad de diagonales. Rellena la siguiente tabla:

N.° DIAGONALES

i o
POLIGONO N.° DE LADOS DESDE UN VERTICE

TRIANGULO
CUADRILATERO
PENTAGONO
HEXAGONO
HEPTAGONO

b) ¢Qué relacion existe entre el nimero de lados y el nimero de

diagonales desde un vértice? ¢Por qué?

Figura 51. Cuestion 2 de la actividad de geometria plana.

Al analizar la cuestion 2 observamos que, el nivel de demanda cognitiva del
apartado 2a sera diferente dependiendo de la estrategia de resolucién esperada.
Consideramos dos estrategias de resolucion diferentes:

e Estrategia 1. Los estudiantes dibujan las diagonales desde el vértice
sefalado en las figuras y realizando un conteo. Esta estrategia puede

emplearse sin que los estudiantes identifiquen la relacion general entre el
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namero de lados y el nimero de diagonales por vértice (algoritmos sin
conexiones).

e Estrategia 2. Los estudiantes identifican la relacion implicita existente
entre el nimero de diagonales por vértice y el nimero de lados del
poligono en los primeros casos y la usan para calcular los demas valores
de la tabla sin recurrir a las representaciones geométricas (algoritmos con

conexiones).

No obstante, independientemente de la estrategia escogida por los estudiantes,
el apartado 2a no pide ninguna justificacion, por lo que la categoria de
explicaciones es del nivel de demanda cognitiva inferior. El andlisis tedrico no
solo nos permite determinar el nivel de demanda cognitiva de las actividades
sino también identificar aquellas debilidades que tienen los enunciados de las

actividades para poder corregirlas y mejorarlas.

A diferencia del apartado 2a, en el que encontramos dos estrategias de
resolucién con diferente nivel de demanda cognitiva, el apartado 2b requiere que
el estudiante comprenda la relacién implicita existente entre el nimero de lados
y el numero de diagonales de un poligono, y la verbalice. Este ultimo requisito
no habia sido necesario hasta el momento, por lo que, independientemente de
si los estudiantes han calculado el apartado anterior haciendo uso de la relacion
implicita existente, es necesaria una estrategia de resolucion propia del nivel
algoritmos con conexiones para describir en qué consiste dicha relacion. La

Tabla 36 muestra el analisis completo de ambos apartados.
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Nivel de
D. C.

Caracteristicas

Apartado 2a

Apartado 2b

2-3. Algoritmos Sin / Con Conexiones

Procedimiento de resoluciéon

Estrategia 1. (2.P) Se resuelve
dibujando las diagonales en las
figuras y contando el nimero de
diagonales de cada caso. El
enunciado indica explicitamente el
algoritmo que se debe usar. La
resolucion es algoritmica (dibujar
y cortar).

Estrategia 2. (3.P) Se resuelve
completando la tabla  sin
necesidad de dibujar las
diagonales de todos los poligonos.
Los estudiantes identifican y
comprenden la relacién entre el
namero de diagonales y el nimero
de lados y completan la tabla
haciendo uso de la relacion
aritmética existente.

(3.P) Se resuelve identificando vy
expresando la relacion implicita
existente entre el nimero de lados
y el nimero de diagonales de un
poligono a partir de la tabla
completada en el apartado anterior.
A pesar de que aquellos
estudiantes que hayan resuelto el
apartado 2a haciendo uso de la
estrategia 2 ya se han percatado de
dicha relacion, ahora deben ser
capaces de verbalizarla.

Finalidad

Estrategia 1. (2.F) Completar la
tabla de manera correcta
mediante el dibujo y conteo de las
diagonales, sin necesidad de
identificar la relacion implicita
existente, con el Unico objetivo de
encontrar un resultado correcto.
Estrategia 2. (3.F) Completar la
tabla sin necesidad de hacer uso
de la representacion geométrica e
iniciar la comprension de la
relacion entre el nimero de lados
y el numero de diagonales desde
cada vértice. Los estudiantes
observan que se debe restar tres
unidades, que corresponden a los
tres vértices a los que no se puede
unir la diagonal al trazarla desde
un vértice concreto.

(3.F) Descubrir, expresar y justificar
la relacién general entre el nimero
de lados y el niumero de diagonales
por cada vértice observando casos
concretos, con el objetivo de
profundizar en la comprensién del
algoritmo general para el calculo del
namero total de diagonales. Los
estudiantes observan que se debe
restar tres unidades, que
corresponden a los tres vértices a
los que no se puede unir la diagonal
al trazarla desde un vértice
concreto.
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Nivel de
D. C.

Caracteristicas

Apartado 2a

Apartado 2b

Esfuerzo cognitivo

Estrategia 1. (2.E) Su resolucion
con éxito requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe poca
ambigiedad sobre qué hacer y
cémo hacerlo  (dibujar las
diagonales que salen de un vértice
y contarlas).

Estrategia 2. (3.E) Su resolucion
con éxito requiere cierto esfuerzo
cognitivo. Los estudiantes deben
comprender y deducir la relacién
entre el numero de lados y el de
diagonales de un poligono, y
aplicar dicha relacién en la tabla.

(3.E) Su resolucion con éxito
requiere cierto esfuerzo cognitivo,
ya que no existe un algoritmo que
seguir para responderla. Los
estudiantes deben prestar atencion
a los datos de la tabla para
encontrar la relacion general,
aplicarla, verbalizarla y justificarla.

Contenidos implicitos

Estrategia 1. (2.C) Los estudiantes
no necesitan percatarse de la
propiedad geométrica implicita (la
relacién entre nimero de lados y
diagonales por vértice) para llegar
a la respuesta correcta.

Estrategia 2. (3.C) Los estudiantes
necesitan considerar
conscientemente la relacion entre
el numero de lados y las
diagonales por vértice.

(3.C) Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la
relacién entre el nimero de lados y
el de diagonales por vértice.

Explicaciones

Estrategia 1y 2. (1.X) El enunciado
no pide dar explicaciones.

(83.X) Las explicaciones dadas
hacen referencia a la relacion entre
el nimero de lados y el de
diagonales y a los valores de la
tabla.

Representacion de la solucion

Estrategia 1. (2.R) Durante su
resolucion, se utiliza la
representacion geométrica, ya
que resulta mas sencilla para
resolver el problema. Para
expresar el resultado se utiliza la
representacion aritmética a partir
del conteo.

Estrategia 2. (3.R) Para expresar
el resultado se utliza la
representacion aritmética,
obtenida a partir de la conexion
entre los resultados de la
representacion geométrica y la
representacion tabular.

(3.R) Para expresar el resultado se
utiliza la representacion verbal,
pero al justificar el resultado se
establecen relaciones entre la
representacion geométrica y la
aritmética (observando que se trata
de restar tres unidades).

Tabla 36. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 2 de la
actividad de geometria plana.
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5.2.1.3 Cuestion 3. Numero de diagonales de casos concretos
lejanos o casos generales

La cuestion 3 (Figura 52) esta dividida en tres apartados. La cuestion 3a pide
calcular el el numero total de diagonales de los poligonos vistos en el apartado
anterior (del triangulo al octdégono), la cuestién 3b el nimero de diagonales
totales de un poligono de 20 lados y, por ultimo, la cuestidon 3c, el nimero de

diagonales totales de un poligono general.

3. (Applet 7.2) Dibuja y calcula el numero total de diagonales de cada
poligono:
a) Completa la siguiente tabla:

N.°
VERTICE

TRIANGULO

CUADRILATERO

PENTAGONO

HEXAGONO

HEPTAGONO

OCTOGONO

b) Calcula el numero total de diagonales de un poligono de 20 lados.

c) ¢Cbomo podrias, sin dibujar, calcular el nimero total de diagonales

de cualquier poligono teniendo en cuenta su numero de lados?

Figura 52. Cuestion 3 de la actividad de geometria plana.

Como ocurria en el caso anterior, el apartado 3a puede ser completado con
diferente nivel de demanda cognitiva dependiendo de la estrategia esperada:

e Estrategia 1. Los estudiantes dibujan las diagonales sobre los poligonos
y cuentan el nimero de diagonales dibujadas para dar su respuesta, sin
necesidad de comprender la relacion implicita existente entre el nUmero
total de diagonales y el numero de lados. Estrategia propia del nivel

algoritmos sin conexiones.
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e Estrategia 2. Los estudiantes emplean la relacion aritmética para
completar la tabla, haciendo uso de una estrategia de nivel algoritmos con

conexiones.

El andlisis completo de este primer apartado se encuentra reflejado en la Tabla
37.

Nivel Categoria Caracteristicas
de

D.C. Apartado 3a

Estrategia 1. (2.P) Se resuelve representando las diagonales
en las figuras y contando el nimero de diagonales de cada
caso. El enunciado indica explicitamente el algoritmo que se
debe usar. La resolucion es algoritmica (dibujar y contar).
Estrategia 2. (3.P) Se resuelve identificando en los primeros
casos de la tabla la relacion aritmética existente entre el
namero de diagonales y el numero de lados y completando los
restantes casos de la tabla sin necesidad de representar las
diagonales del resto de figuras, aplicando dicha relacién.
Estrategia 1. (2.F) Completar la tabla de manera correcta
mediante el dibujo y conteo de las diagonales, sin necesidad
de identificar la relacion implicita existente, con el Unico
objetivo de encontrar un resultado correcto.

Estrategia 2. (3.F) Completar la tabla haciendo uso de la
relacion aritmética existente entre ambas columnas. De esta
manera los estudiantes inician la comprensién de la relacion
entre el nimero de lados y el nimero total de diagonales.
Estrategia 1. (2.E) Su resolucion con éxito requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe poca ambigiedad sobre como dibujar
las diagonales y calcular el nimero total de diagonales de cada
poligono a través del conteo.

Estrategia 2. (3.E) Su resolucion con éxito requiere cierto
esfuerzo cognitivo, ya que no existe un algoritmo que seguir
para responderla. Los estudiantes deben prestar atencion a los
datos de la tabla para encontrar la relacién general, aplicarla,
verbalizarla y justificarla.

Estrategia 1. (2.C) Los estudiantes no necesitan percatarse de
la propiedad geométrica implicita (la relacién entre nimero de
lados y el numero total de diagonales) para llegar a la respuesta
correcta.

Estrategia 2. (3.C) Los estudiantes necesita considerar
conscientemente la relacion entre el nimero de lados y el
namero total de diagonales para encontrar la relacién
aritmética y completar la tabla.

Procedimiento de
resoluciéon

Finalidad

Esfuerzo cognitivo

2-3. Algoritmos Sin / Con Conexiones

Contenidos
implicitos

Estrategia 1 y 2. (1.X) El enunciado no pide dar explicaciones.

Explica
ciones
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Nivel Categoria Caracteristicas

Dd_ (é_ Apartado 3a
9 Estrategia 1. (2.R) Durante su resolucion, se utiliza la
c representacion geomeétrica, ya que resulta mas sencilla para
2 S resolver el problema. Para expresar el resultado se utiliza la
8 s representacion aritmética a partir del conteo.
§ § Estrategia 2. (3.R) Para expresar el resultado se utiliza la
0 representacion aritmética, obtenida a partir de la conexién
S entre los resultados de la representacibn geométrica y la
@

representacion tabular.

Tabla 37. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de la cuestion 3a de
la actividad de geometria plana.

Para el poligono de 20 lados (apartado 3b), de manera analoga, podriamos

pensar que los estudiantes pueden dibujar un poligono de 20 lados y todas sus

diagonales. No obstante, dicha representacién resulta muy costosa, por lo que,

para resolver el apartado, los estudiantes deberan descubrir y comprender la

relacion aritmética existente entre el numero de lados de un poligono y su

namero de diagonales, utilizando una estrategia de resolucién propia del nivel

algoritmos con conexiones. Por ultimo, en 3c, la obtencién de una férmula

general requiere pensamiento abstracto y complejo propio del nivel hacer

matematicas. El analisis teorico de estos dos apartados, 3b y 3c, esta reflejado
en la Tabla 38.

Nivel
de
D. C.

Categorias

Caracteristicas

Apartado 3b

Apartado 3c

4. Hacer matematicas

Procedimiento de resoluciéon

(3.P) Se resuelve
identificando en los primeros
casos de la tabla la relacion
aritmética existente entre el
namero total de diagonales
y el nimero de lados y
aplicando dicha relacion
para obtener un resultado
para el poligono de 20
lados.

(4.P) Se resuelve obteniendo la
generalizacibn para cualquier
poligono, lo cual requiere un
pensamiento complejo y no
algoritmico. El enunciado no
sugiere ninguna forma de
resolucion.

No es algoritmica. Los estudiantes
deben analizar las relaciones
obtenidas hasta el momento y los
datos recogidos para poder
obtener una férmula general.
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Nivel
de
D.C

Categorias

Caracteristicas

Apartado 3b

Apartado 3c

Finalidad

(38.F) Utilizar las relaciones
aritméticas para calcular el
namero total de diagonales de
un caso concreto, de manera
que los estudiantes descubran
la relacion implicita existente
entre el nudmero total de
diagonales y el numero de
lados.

(4.F) Analizar, comprender y
enunciar la relacion general
entre el numero de lados y el
namero total de diagonales, de
manera que lleguen a obtener la
férmula general para el célculo
del nimero total de diagonales.

Esfuerzo cognitivo

(3.E) Su resolucién con éxito
requiere cierto esfuerzo
cognitivo y atencion, ya que los
estudiantes deben ser capaces
de encontrar la solucion
generalizando las relaciones
implicitas en los datos de la
tabla.

(4.E) Su resolucion con éxito
requiere un considerable
esfuerzo cognitivo, ya que los
estudiantes no solo deben ser
capaces de comprender la
relacion implicita existente, sino
que deben saber verbalizarla de
manera general y abstracta.

Contenidos
implicitos

(3.0) Los estudiantes
necesitan considerar
conscientemente la relacion
entre el nimero de lados y el

namero total de diagonales.

(4.C) Los estudiantes deben
recurrir a su experiencia en la
cuestion 3b para expresar en
lenguaje verbal una formula
general.

Explicaciones

(1.X) No se dan explicaciones.

(4.X) Las explicaciones dadas
hacen referencia a la relacion
general que permite obtener el
namero total de diagonales a
partir del nimero de lados de
cualquier poligono.

Representacion de la solucién

(83.R) Para expresar el
resultado se utiliza la
representacion aritmética,

obtenida a partir de la conexién
entre los resultados de la
representacion geométrica y la
representacion tabular. A pesar
de que algunos estudiantes
tratan de hacer uso de la
representacion geométrica,
esta no les lleva a una solucion
correcta, ya que la
representacion del numero
total de diagonales de un
poligono de 20 lados y su
conteo les resulta costoso.

(4.R) La resolucion se basa en
la representacion verbal y/o en
la algebraica de la formula de

calculo del ndmero de
diagonales de wun poligono
cualquiera.

Tabla 38. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de las cuestiones 3b y
3c de la actividad de geometria plana.
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5.2.1.4 Andlisis tedérico completo de la actividad

Una vez realizado un analisis detallado de cada una de las cuestiones, podemos
observar la variacion del nivel de demanda cognitiva de la actividad conforme
esta avanza. Para analizar la evolucion tedrica del nivel de demanda cognitiva,
tomaremos las respuestas de un estudiante medio, capaz de contestar
correctamente todas las cuestiones. En la Tabla 39 mostramos las cuatro
trayectorias posibles en funcion de las estrategias escogidas en las cuestiones
2ay 3a.

Podemos observar que, a pesar de existir diferentes trayectorias segun las
estrategias escogidas, en todas ellas se produce una tendencia creciente del
nivel de demanda cognitiva. Esta evolucion del nivel de demanda cognitiva
facilita la atencion de las necesidades de estudiantes con diferentes capacidades
matematicas, permitiendo implementar la actividad en un aula ordinaria, ya que
los primeros apartados pueden ser resueltos con diferente nivel de demanda
cognitiva, sin embargo, los estudiantes deben terminar resolviendo el apartado

3c con un nivel alto de demanda cognitiva (hacer mateméticas).

En la Figura 53 observamos la
trayectoria de resolucion de aquellos Trayectoria tedrica 1
estudiantes que resuelven la cuestion
2a dibujando las diagonales desde un
vértice y realizando un conteo, /
procedimiento que repiten en la 3

cuestion 3a, dibujando el nimero total /\/

de diagonales y resolviendo ambas 2

cuestiones con el nivel de algoritmos

sin conexiones.

En este caso observamos que, a pesar la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
de que los estudiantes alcanzan el Cuestiones

nivel de algoritmos con conexiones en
la cuestion 2b, su nivel de demanda
cognitiva disminuye en la cuestion 3a.

Niveles de Demanda
Cognitiva

Figura 53. Evolucion del nivel de demanda
cognitiva de la trayectoria tedrica 1.
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En la Figura 54 observamos la
trayectoria de resolucion de aquellos
estudiantes que identifican relacion
implicita existente entre el nUmero de
lados y el ndmero de diagonales
desde un vértice, y resuelven la
cuestion 2a haciendo uso del nivel de
algoritmos con conexiones.

Sin  embargo, no identifican la
relacién entre el nimero de lados y
el numero total de diagonales, por lo
gue utlizan la representacion
geométrica en la cuestibn 3a,
disminuyendo el nivel de demanda
cognitiva al nivel de algoritmos sin
conexiones.

Trayectoria tedrica 2
4 /
2

la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

Cognitiva

Niveles de Demanda

Figura 54. Evolucion del nivel de demanda
cognitiva de la trayectoria tedrica 2.

En la Figura 55 observamos la
trayectoria de resolucion de aquellos
estudiantes que resuelven la cuestion
2a dibujando las diagonales desde un
vértice (algoritmos sin conexiones),
pero resuelven las cuestiones 2b y 3a
estableciendo relaciones entre el
ndamero de lados de un poligono y el
namero de diagonales (desde un
vértice y totales), resolviendo estas
cuestiones con el nivel algoritmos con
conexiones. En este caso, el nivel de
demanda cognitiva experimenta un
crecimiento a lo largo de toda la
actividad.

Trayectoria tedrica 3

Niveles de Demanda
Cognitiva

2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

la 1b 1c

Figura 55. Evolucion del nivel de demanda
cognitiva de la trayectoria tedrica 3.

En la Figura 56 observamos la
trayectoria de resolucion de aquellos
estudiantes que resuelven las
cuestiones 2a y 3a identificando las
relaciones directamente, sin hacer uso
de la representacion de las diagonales,
resolviendo las dos cuestiones con el
nivel de algoritmos con conexiones.
Aligual que en el caso anterior, en este
caso el nivel de demanda cognitiva
experimenta un crecimiento a lo largo
de toda la actividad.

Trayectoria tedrica 4
4 /

la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

Niveles de Demanda
Cognitiva

Figura 56. Evolucion del nivel de demanda
cognitiva de la trayectoria tedrica 4.

Tabla 39. Analisis tedrico completo de la actividad de geometria plana.
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5.2.2 Analisis de respuestas de los estudiantes

A pesar de que el andlisis tedrico nos permite describir la complejidad de la
actividad, al observar las respuestas de los estudiantes hemos podido
comprobar que la misma actividad puede ser resuelta correctamente haciendo

uso de diferentes niveles de demanda cognitiva.

Para el analisis de las respuestas de los estudiantes, hemos comenzado
identificando los diferentes tipos de estrategias de resolucion utilizados en
nuestra experimentacion y les hemos asignado un cadigo (Tabla 40), con el fin
de facilitar una vision global de los resultados obtenidos. Una vez conocidas las
diferentes estrategias utilizadas, hemos analizado el nivel de demanda cognitiva
de estas, asignandoles una caracteristica de cada una de las seis categorias que
conforman los niveles de demanda cognitiva (procedimiento de resolucion,
finalidad, esfuerzo cognitivo, contenidos implicitos, explicaciones vy
representacion de la solucién), haciendo uso de las descripciones del modelo de

demanda cognitiva particularizado para tareas de geometria plana (Tabla 17).

En la Tabla 40 describimos las estrategias de resolucién utilizadas durante
nuestra experimentacion, organizadas en cuatro bloques en funcion de la accién
gue desempefian (representan las diagonales, justifican la respuesta, identifican
la relacién implicita o responden de manera incorrecta) y ordenadas de mejor a
peor en relacion a la calidad de la respuesta. Ademas, la tabla presenta las
abreviaturas que utilizamos para hacer referencia a cada estrategia de manera
abreviada. En esta tabla no incluimos un ejemplo de cada tipo de estrategia de
resoluciodn, ya que todos ellos apareceran a lo largo del analisis de respuestas

gue mostramos seguidamente.
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ABREVIATURA DESCRIPCION DE LA ESTRATEGIA DE RESOLUCION

Representacion Correcta. Utilizan la representacion geométrica
para contestar a la pregunta. Dibujan correctamente las
diagonales sobre el poligono, haciendo un uso correcto de la
definicion de diagonal.

RepresentCorrect

No Representacién. No utilizan la representacion geométrica
para contestar la pregunta. No dibujan las diagonales sobre los
NoRepr poligonos, bien porque no es posible (caso del triangulo) o bien
porque utilizan una relacion para obtener el resultado (relacion
aritmética o general).

Representacion  Incorrecta. Utilizan la  representacion
geométrica para contestar a la pregunta. Cometen errores al
dibujar, bien por no comprender la definicién o por no seguir un
orden, lo cual les lleva a realizar un conteo erroneo.

Representincorrect

Justificacion Suficiente. Justifican la respuesta relacionando el

JustificSuf namero de lados y el nUmero de diagonales de un poligono.

Justificacion Insuficiente. Los estudiantes tratan de responder a
la pregunta de "porqué", pero su justificacion no muestra la
relacion entre el nimero de lados y el numero de diagonales de
un poligono.

Justificlnsuf

No Justificacién. Los estudiantes responden correctamente,
NoJustific pero, a pesar de que la cuestion lo pide de manera explicita, no
justifican su respuesta.

No Relacion. No identifican la relacion implicita existente entre
NoRel el nimero de lados y el numero de diagonales. Respuesta no
evaluable.

Relaciéon Aritmética. Identifican la relacion aritmética que
permite calcular el nimero de diagonales (desde un unico

RelArit - . .
vértice o totales) a partir del nimero de lados, pero no son
capaces de llegar a la abstraccion de la relacién general.
RelVerb Relacion Verbal. Identifican y expresan la relacién verbal entre

el nimero de lados y el nimero de diagonales de un poligono.

Relacion Algebraica. Identifican y expresan la relacién
RelAlg algebraica entre el nimero de lados y el nUmero de diagonales
de un poligono.

Incorrecta. Dan un resultado incorrecto. No comprenden el

Incorrect enunciado y contestan de manera aleatoria. Respuesta no
evaluable.
NC No Contestan. Los estudiantes dejan la actividad en blanco.

Tabla 40. Cédigo de estrategias de resolucion de la actividad geometria plana.

Al analizar las respuestas de los estudiantes, estas estrategias a menudo
aparecen combinadas de diferentes maneras. Por ejemplo, un par de

estudiantes pueden comenzar utilizando la representacibn geométrica
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correctamente, dibujando el numero de diagonales de un poligono y realizando
el conteo (RepresentCorrect) y, a partir de estos datos, identificar la relacion
aritmética (RelArit). En estos casos representaremos la estrategia de resolucion

como RepresentCorrect- RelArit.

A continuacion mostramos un analisis detallado de las respuestas dadas por los
estudiantes y del nivel de demanda cognitiva necesario para lograrlas. Hemos
analizado una a una cada cuestion de la actividad de geometria plana,

describiendo todas las respuestas diferentes obtenidas para cada una.

En las siguientes tablas (Tablas 41-52), presentamos las diferentes estrategias
de resolucion obtenidas en cada cuestion (su abreviatura y descripcion), un
ejemplo de respuestay el analisis del nivel de demanda cognitiva, especificando

las caracteristicas asignadas de cada una las seis categorias.
5.2.2.1 Cuestion 1

En la primera cuestion observamos que, aunque han utilizado diferentes
estrategias de resolucion, todas las que permiten obtener una respuesta correcta
estan consideraras del nivel algoritmos sin conexiones. Para analizar las
respuestas de esta cuestion vamos a diferenciar las estrategias de resolucion
utilizadas para los apartados 1la y 1b, con las llevadas a cabo para resolver el
apartado 1c, ya que como vimos en el analisis tedrico (Tabla 35) existen algunas
ligeras diferencias entre estos apartados.

En la Tabla 41 podemos ver el analisis de los apartados 1a y 1b, los casos del
cuadrilatero y el pentagono. Todos los estudiantes que respondieron
correctamente utilizaron la misma estrategia de resolucion, haciendo uso de la

representacion grafica.
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Descripcion Caracteristicas
2.P. Se resuelven siguiendo una
RepresentCorrect serie de pasos 0 instrucciones

Los estudiantes utilizan la representacion
geométrica correcta. Dibujan las diagonales
desde cada vértice para comprobar que desde
todos se pueden trazar el mismo numero de
diagonales y realizan el conteo para obtener el
resultado correcto.

AVAST1:

Una diagonal de un poligono es un segmento que une dos vértices no
consecutivos.

1. Dibuja una diagonal en cada uno de los poligonos siguientes:

CURDRILATERD

PENTAGONO

a) {Cudntas diagonales se pueden trazar desde un vértice del
cuadrildtero? ¢Todos los vértices tienen el mismo nlmero de
diagonales?

Respuesta: .

a) éCuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del
pentdgono? {Todos los vértices tienem el mismo nimero de
diagonales?

Respuesta: <,

W

Figura 57. Cuestiones 1a-1b. Ejemplo de
respuesta RepresentCorrect.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

0
0
0
0
m

] Memorizacion

Proced. de sol.
Finalidad
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones[]
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos sin conexiones

indicadas expresamente en el
enunciado (incluida la definicion
de diagonal). Los estudiantes
dibujan las diagonales tal como
pide el enunciado, siguiendo las
instrucciones de la definicion.

2.F. Obtener un resultado correcto
para unos casos concretos, sin
necesidad de desarrollar la
comprension  matematica  del
concepto de diagonal ni de la
relacion entre el nimero de lados
y de diagonales de los poligonos.
Los estudiantes pueden resolverla
correctamente sin necesidad de
comprender la relacion entre el
namero de diagonales por vértice
y el nimero de lados.

2.E. Su resolucion con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo
limitado. Existe poca ambiguedad
sobre lo que se debe hacer, ya
gue los estudiantes Unicamente
dibujan las diagonales siguiendo
las instrucciones dadas y cuentan
el nimero de diagonales.

2.C. Existe conexion implicita
entre el nimero de diagonales por
vértice y el numero de lados. Sin
embargo, los estudiantes no
necesitan percatarse de esa
relacion para resolver
correctamente la cuestion.

1.X. El enunciado no pide dar
explicaciones.

2.R. Durante su resolucion, se
utiliza la representacion
geométrica, ya que resulta mas
sencilla para resolver el problema.
Para expresar el resultado se
utiliza la representacion aritmética
a partir del conteo.

Tabla 41. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a las cuestiones lay
1b de la actividad de geometria plana.

199



Clara Benedicto Baldonado

El apartado 1c, el caso del tridngulo, pide una justificacion de la respuesta, lo

cual ha inducido a tres estrategias de resolucion distintas en funcion de la

justificacion que aportan (ninguna justificacion, una justificacion insuficiente o la

justificacion requerida por enunciado). Estas diferencias varian el nivel de

demanda cognitiva de la categoria de explicaciones.

Descripcion

Caracteristicas

NoRepr-NoJust

No se utiliza la representacion geométrica
debido a que el triangulo no tiene ninguna
diagonal, por lo que resulta imposible
dibujarlas. Los estudiantes responden
correctamente a la pregunta, pero no justifican
su resultado.

5EP1: Cero.

AVAST3: Ninguna

NoRepr-NoJust.

Figura 58. Cuestion 1c. Ejemplos de respuestas

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

O
0
0
0
O

O Memorizacion

Finalidad
Explicaciones[]

Conten. impl.

Esfuerzo cogn.
Repres. de sol.

Proced. de sol.

Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve siguiendo una
serie de pasos o0 instrucciones
indicadas expresamente en el
enunciado (incluida la definicién
de diagonal). Los estudiantes
tratan de dibujar las diagonales
desde un vértice del triangulo
siguiendo las instrucciones de la
definicion, pero comprueban que
no se puede trazar ninguna.

2.F. Obtener un resultado
correcto para el caso concreto del
tridngulo, sin  necesidad de
desarrollar la comprension
matematica del concepto de
diagonal ni de la relacién entre el
namero de lados y de diagonales
de los poligonos. Los estudiantes
pueden resolverla correctamente
sin necesidad de comprender la
relacion entre el numero de
diagonales por vértice y el nimero
de lados.

2.E. Su resolucibn con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo
limitado. Existe poca ambigtedad
sobre lo que se debe hacer, ya
gue los estudiantes Unicamente
tratan de dibujar las diagonales
siguiendo las instrucciones dadas
y observan que no se puede
trazar ninguna.

2.C. Existe conexion implicita
entre el nUmero de diagonales por
vértice y el numero de lados. Sin

embargo, los estudiantes no
necesitan percatarse de esa
relacion para resolver

correctamente la cuestion.

1.X. No dan explicaciones, a
pesar de que el enunciado si las
pide.

2.R. Para expresar el resultado se
utiliza la representacion aritmética
0 verbal.
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Descripcion

Caracteristicas

NoRepr-Justinsuf.

No se utiliza la representacibn geométrica
debido a que el triangulo no tiene ninguna
diagonal, por lo que resulta imposible dibujarlas.
Los estudiantes responden correctamente a la
pregunta, pero justifican su respuesta de
manera insuficiente, no establecen relaciones
entre los lados y las diagonales del poligono, se
limitan a explicar que en este caso no es posible
trazar diagonales.

5EP4: Ninguna porque para hacer
diagonales tenemos que tener 4 lados.

5EP6: Ninguna diagonal. Si, para todos los
vértices igual, pero para tener una diagonal
0 mas tiene que tener mas de tres lados

Figura 59. Cuestion 1c. Ejemplos de respuestas
NoRepr-Justinsuf.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

o
o
o
o
m

O Memorizacion

m

L
- P = 0
5 8 & & 9 O
"2 §d EG§
325 o C %3
. £ Q € ©
-Ul.l.hgi_)g
] g = o =
- nw O w Q
o w o

Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
2.F. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
2.E. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
2.C. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
1.X. Los estudiantes dan una
justificacion que no aporta
informacion relevante. No hacen
referencia a la imposibilidad de
trazar las diagonales desde un
vértice debido a la falta de
vértices no consecutivos.

2.R. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
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Descripcion

Caracteristicas

NoRepr-JustSuf.

No se utiliza la representacion geométrica
debido a que el triangulo no tiene ninguna
diagonal, por lo que resulta imposible
dibujarlas. Los estudiantes responden
correctamente a la pregunta y justifican su
respuesta estableciendo relaciones
geomeétricas entre los lados y las diagonales del
poligono.

AVASTL1: 0, porque si unes los puntos,
obtienes los lados.

IES13: Ninguna. Todos los vértices se
tocan y no tienen espacio para trazar una
diagonal.

IES14: Ninguna. Desde todos los vértices
no se puede trazar ninguna diagonal
porque al tener solo tres vértices no
pueden atravesar por en medio para ir a
otro vértice.

Figura 60. Cuestion 1c. Ejemplos de
respuestas NoRepr-JustSuf.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

.
.
.
.
.
.

O Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. NoRepr-NoJust, Tabla 42.

2.F. NoRepr-NoJust, Tabla 42.

2.E. NoRepr-NoJust, Tabla 42.

2.C. NoRepr-NoJust, Tabla 42.

2.X. Las explicaciones dadas hacen
referencia a la imposibilidad de
trazar las diagonales desde un
vértice debido a la falta de vértices
no consecutivos. Se trata de una
explicacién que hace referencia al
procedimiento de resolucion
utilizado, sin verbalizar
conscientemente la relacion que
existe entre el niumero de diagonales
y el nimero de vértices de un
poligono.

2.R. NoRepr-NoJust, Tabla 42.

Tabla 42. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la cuestion 1c de la
actividad de geometria plana.

Ademas de estas resoluciones encontramos otras resoluciones que dan

respuestas incorrectas a la actividad, asi como estudiantes que no dan ninguna

respuesta. A estas respuestas no les asignaremos ningun nivel de demanda

cognitiva.
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Descripcion

Incorrect
Dan
comprenden el enunciado y contestan de | 5EP2: Cuadrildtero, 2 diagonales.
manera  aleatoria. Respuesta no | Pentagono, 2 diagonales.

evaluable.

un resultado incorrecto. No

Figura 61. Cuestiones l1a-1b. Ejemplo
de respuesta Incorrect.

NC. No contestan.

Tabla 43. Analisis de las respuestas incorrectas obtenidas a la cuestion 1 de la

actividad de geometria plana.

En resumen, tras realizar el analisis de las respuestas de los estudiantes a la

primera cuestién, podemos concluir:

A pesar de que el nivel de demanda cognitiva de los apartados lay 1b es
de algoritmos sin conexiones, los porcentajes de estudiantes que
resolvieron correctamente estos apartados en cada grupo permiten intuir
las diferencias existentes entre estos grupos. Mientras el grupo completo
de estudiantes talentosos (estudiantes de 6° de Educacion Primaria y 1°
de ESO) resolvieron correctamente estos apartados, Unicamente el 53,3%
del grupo de 5° de Educacién Primaria y el 54,5% del grupo de 1° ESO
obtuvieron una respuesta correcta.

Todos los estudiantes que resolvieron correctamente los apartados lay
1b utilizaron la misma estrategia, la descrita en el andlisis teorico (Tabla
35), correspondiente al nivel algoritmos sin conexiones. Los estudiantes
optaron por dibujar las diagonales sobre los poligonos y realizar el conteo
del niamero de diagonales por vértice.

Todos los estudiantes del grupo talentoso y de 5° de Educacion Primaria
resolvieron el apartado 1c. Sin embargo, el 27,3% de los estudiantes de
1° de ESO no dio ninguna solucion.

A pesar de que todos los estudiantes que resolvieron el apartado 1c
hicieron uso del nivel algoritmos sin conexiones, podemos diferenciar tres
estrategias de resolucion en funcién del nivel de razonamiento utilizado
para justificar su resultado: aquellos que no lo justifican (53% del grupo
de 5° de Educacion Primaria, 46,7% del grupo de 1° ESO y 42,9% del

grupo talentoso), los que dan una justificacion insuficiente (46,7% del
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grupo de 5° de Educacion Primaria 'y 14,2% del grupo talentoso) y los que
se basan en la imposibilidad de trazar las diagonales desde un vértice
debido a la falta de vértices no consecutivos (25,4% del grupo de 1° de
ESO y 42,9% del grupo talentoso). El tipo de razonamiento utilizado por
los estudiantes nos permite identificar diferencias en el nivel de las
respuestas de los estudiantes de los diferentes grupos. Podemos
observar que, cuando aumenta el nivel de demanda cognitiva requerido
por la respuesta, disminuye el porcentaje de estudiantes que responde
correctamente. Mientras ninguno de los estudiantes de Educacion
Primaria es capaz de dar una respuesta justificada, en el grupo talentoso

casi la mitad de los estudiantes razonan el resultado obtenido.
5.2.2.2 Cuestion 2

En contraste con la cuestidbn anterior, en esta encontramos estrategias de
resolucién con diferente nivel de demanda cognitiva. La eleccion de una
estrategia u otra influird a la hora de alcanzar la solucién de la tercera cuestion.
Ademas, al igual que ocurria antes, al analizar las respuestas hemos descubierto
algunas estrategias que no fueron consideradas en el analisis tedrico (seccion
5.2.1). Esto demuestra de nuevo la importancia del analisis de respuestas para

determinar el nivel de demanda cognitiva de los estudiantes.

Para realizar el andlisis de respuestas, distinguiremos entre los apartados 2a y
2Db, tal y como ocurria en el analisis teorico. En lo que respecta al apartado 2a,
podemos diferenciar tres procedimientos de resolucion diferentes. Ademas, a
pesar de que la actividad no requeria explicaciones, las grabaciones de audio
nos han aportado informacién sobre los razonamientos que se utilizaron para
completar los datos y justificar su procedimiento, lo cual nos ha ayudado a
detectar con mayor precision el nivel de demanda cognitiva de las categorias de
explicaciones y representacion de la solucion. A continuacién, mostramos las
tres estrategias de resoluciéon utilizadas por los estudiantes para resolver el

apartado 2a.
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Descripcion

Caracteristicas

RepresentCorrect

Los estudiantes utilizan la representacion
geométrica correcta. Dibujan las diagonales desde
cada vértice para comprobar que desde todos se
pueden trazar el mismo numero de diagonales y
realizan el conteo para obtener el resultado
correcto.

AVASTS:

2. (Applet 7.2) Observa los poligonos. Responde a las siguientes preguntas.

AN G A

TRINOLO CURBRIATERD Feshgong HEgone werThaohg

a) En cada uno de poligonos, traza todas las diagonales desde el
vértice sefialado. Madifica la forma de los poligonos manejando el
vértice y comprueba la cantidad de diagonales, Rellena la siguiente
tabla:

PoLiGONO N° DE LADOS EEs"Jé‘ﬁ?."\?effxce
TRIANGULO 3 O

QUADRILATERO 4 41

PENTAGONO 5 2

HEXAGONO ‘ z

HEPTAGONO 3 4

Figura 62. Cuestibn 2a. Ejemplo de respuesta

RepresentCorrect.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

o
o
o
o
0

] Memorizacion

Proced. de sol.
Finalidad
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones[]
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. RepresentCorrect,
Tabla 41.
2.F. RepresentCorrect,
Tabla 41.
2.E. RepresentCorrect,
Tabla 41.
2.C. RepresentCorrect,
Tabla 41.
1.X. RepresentCorrect,
Tabla 41.
2.R. RepresentCorrect,
Tabla 41.
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Descripcion

Caracteristicas

NoRepr-RelArit

No utilizan la representacion geométrica.
Haciendo uso de los resultados obtenidos en la
primera cuestion, rellenan los primeros
apartados de la tabla y, sin recurrir a la
representacion del resto de poligonos,
completan la tabla, observando que se trata de
ir afladiendo una diagonal cada vez. A pesar de
gue observan la relacion aritmética entre los
datos, no identifican la relacion subyacente
entre los elementos utilizados.

5EP1: [grabacion de audio]
Hexagono 3, heptagono 4... A
cada uno le pones uno mas.

Figura 63. Cuestion 2a. Ejemplo de respuesta
NoRepr-RelArit.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

® Alg.sinconexiones g o W W B B

] Memorizacion
— © - — (%] p—
c & & o ¢ ©
[ - o £ = ]
@ = & = .g o
T £ o & g ©
s i Y o 9 »
Q o ¥ 35 ¢
§ 2525
o Y O W o
a w [

Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve siguiendo una
serie de pasos o instrucciones
indicadas implicitamente por los
datos de los primeros casos
introducidos en la tabla. Los
estudiantes identifican la relacion
aritmética, observando que se
trata de afadir una unidad por
cada fila, pero no identifican la
relacion entre el nimero de lados
y el de diagonales de un poligono.
2.F. RepresentCorrect, Tabla 41.
2.E. Su resolucion con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo
limitado. Existe poca ambiguedad
sobre lo que se debe hacer, ya que
los estudiantes Gnicamente
completan la tabla afiadiendo una
unidad en cada fila, pero sin
necesidad de comprender la
relacion entre el nimero de lados
y el nimero de diagonales del
poligono.

2.C. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
2.X. Los estudiantes proporcionan
de manera oral explicaciones que
se enfocan Unicamente a describir
el algoritmo empleado,
consistente en sumar una unidad
conforme el numero de lados
aumenta. A pesar de que el
enunciado no pide explicaciones,
las grabaciones de audio
proporcionan esta informacion. No
se pide que identifiquen ni
expliguen la relacion entre el
namero de lados y el nimero de
diagonales.

2.R. Se utiliza la representacién
aritmética tanto para resolver la
cuestibon como para expresar el
resultado. Se establecen
relaciones entre los datos
numeéricos presentes en la tabla,
pero no se conecta con la
representacion geométrica.
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Descripcion

Caracteristicas

NoRepr-RelVerb

No utilizan la representacibn geomeétrica.
Haciendo uso de los resultados obtenidos en la
primera cuestion y con los primeros datos
introducidos en la tabla, identifican y expresan
verbalmente, la relaciéon entre el nimero de
lados y el numero de diagonales por vértice y
completan la tabla haciendo uso de esta
relacion.

5EP3: [grabacion de audio] Hay una
diferencia de tres, porque siempre hay
dos que no se pueden hacer.

Figura 64. Cuestion 2a. Ejemplo de respuesta
NoRepr-RelVerb.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [} [ @ @

B Alg. sin conexiones H R

O Memorizacion
p— © - -— (%] p—
o & & o 9 ©
“ B o E § ¢
(] c_; Qo = g (]
T ¢ o & g ©
s i Y 0o 9 v
Q o ¥ = 9
S 3 § £ o
o % O W o
a w o

Nivel Algoritmos con conexiones

3.P. Se resuelve completando la
tabla sin necesidad de dibujar las
diagonales de todos los poligonos.
Los estudiantes identifican vy
comprenden la relacién entre el
namero de diagonales y el nimero
de lados y completan la tabla
haciendo uso de Ila relacion
aritmética existente.

3.F. Completar la tabla sin
necesidad de hacer uso de la
representacion geomeétrica e iniciar
la comprension de la relacién entre
el nimero de lados y el numero de
diagonales desde cada veértice. Los
estudiantes observan que se debe
restar tres unidades, que
corresponden a los tres vértices a
los que no se puede unir la
diagonal al trazarla desde un
vértice concreto.

3.E. Su resolucion con éxito
requiere cierto esfuerzo cognitivo.
Los estudiantes deben comprender
y deducir la relacion aritmética
entre el nimero de lados y el de
diagonales de un poligono, y
aplicar dicha relacion en la tabla.
3.C. Los estudiantes necesitan
considerar conscientemente la
relacion entre el nimero de lados y
las diagonales por vértice.

2.X. Los estudiantes proporcionan
de manera oral explicaciones
basadas en la descripcion el
algoritmo empleado, consistente
en restar tres unidades. El
enunciado no pide explicaciones,
pero las grabaciones de audio
proporcionan esta informacion. Los
estudiantes muestran indicios de
comprender la relacion implicita,
pero su justificacion es insuficiente.
2.R. Para expresar el resultado se
utiliza la representacion aritmética.
No se establecen relaciones entre
la representacion geométrica y la
aritmética al justificar el resultado.
No explican que las tres unidades
corresponden a los tres vértices
consecutivos.

Tabla 44. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la cuestion 2a de la
actividad de geometria plana.
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Al analizar el apartado 2b, observamos tres estrategias diferentes, que se

distinguen entre ellas por el grado de comprension que tienen los estudiantes

sobre la relacion entre el numero de lados y el numero de diagonales.

Descripcion

Caracteristicas

RelArit-NoJust

Identifican la relacion aritmética entre el numero
de lados y el numero de diagonales desde un
vértice, pero no justifican el porqué de dicha
relacion a pesar de que el enunciado lo
especifique. Esto no nos permite afirmar que los
estudiantes comprendan la relacién implicita, lo
gue nos hace pensar que su respuesta esti
basada unicamente en los datos numéricos.

5EP1: La diferencia entre el nimero de
lados y diagonales siempre es 3.

AVAST3: Son el nimero de lados menos 3.

Figura 65. Cuestion 2b. Ejemplos de respuestas
RelArit-NoJust.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

W Alg.sinconexiones g3 @ W B B
O Memorizacién
p— e} - — (7] —
c & § o 9 ©
w T o £ c ]
@ = o = .g o
T £ o & g ©
s i Y o0 9 v
7] v ¥ = 9
S 3 § £ o
o % O W o
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Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve siguiendo una
serie de pasos o instrucciones
indicadas implicitamente por los
datos de los casos introducidos en
la tabla. Los estudiantes identifican
la relacion aritmética entre las
columnas correspondientes a el
namero de lados y el de
diagonales, observando que se
trata de restar tres unidades, pero
no comprenden dicha relacion.

2.F. Completar la tabla de manera
correcta mediante la relaciéon
aritmética consistente en restar tres
unidades, sin necesidad de
comprender dicha relacion, con el
Gnico objetivo de encontrar un
resultado correcto.

2.E. Su resolucion con éxito
requiere un esfuerzo cognitivo
limitado. Existe poca ambigiedad
sobre lo que se debe hacer, ya que
los estudiantes Gnicamente
observan los datos numéricos de la
tabla e identifican la relacion
aritmética sencilla basada en restar
tres unidades.

2.C. NoRepr-NoJust, Tabla 42.
2.X. Los estudiantes proporcionan
de manera oral explicaciones que
se enfocan unicamente a describir
el algoritmo empleado consistente
en restar unidades entre las
columnas correspondientes  al
namero de lados y al nimero de
diagonales. El enunciado no pide
explicaciones, pero las
grabaciones de audio proporcionan
esta informacion.

2.R. Se utiliza la representacion
aritmética tanto para resolver la
cuestion como para expresar el
resultado. Se establecen
relaciones entre los  datos
numéericos presentes en la tabla,
pero no se conecta con la
representacion geométrica.
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Descripcion

Caracteristicas

RelVerb-Justinsuf

Los estudiantes identifican y expresan
verbalmente la relacién entre el nimero de
lados y el de diagonales, pero no dan una
justificacion suficiente. Tratan de responder a
la pregunta de "por qué" pero su justificacion
no muestra relaciones entre la propiedad
geomeétrica que se esta aprendiendo (nimero
de diagonales desde un vértice) y el nimero
de lados del poligono.

5EP3: Hay una diferencia de tres, porque
siempre hay dos que no se pueden hacer.

IES8: El numero de diagonales desde un
vértice es el mismo numero de lados menos
tres. Porque de todos los vértices que tiene
la figura hay tres que no los puedes hacer.

Figura 66. Cuestion 2b. Ejemplos de
respuestas RelVerb-Justinsuf.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [ [ [ @

l Alg. sin conexiones

O Memorizacion

O
0

Finalidad
Explicaciones

Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Repres. de sol.

Proced. de sol.

Nivel Algoritmos con conexiones

3.P. Se resuelve identificando y
expresando  verbalmente la
relaciéon implicita existente entre
el nimero de lados y el nimero de
diagonales de un poligono a partir
de la tabla completada en el
apartado anterior.

3.F. Descubrir, expresar y
justificar la relacion general entre
el nimero de lados y el nimero de
diagonales por cada vértice
observando casos concretos, con
el objetivo de profundizar en la
comprension del algoritmo
general para el calculo del
namero total de diagonales. Los
estudiantes observan que se
debe restar tres unidades, que
corresponden a los tres vértices a
los que no se puede unir la
diagonal al trazarla desde un
vértice concreto.

3.E. Su resolucion con éxito
requiere cierto esfuerzo cognitivo,
ya que no existe un algoritmo que
seguir para responderla. Los
estudiantes deben prestar
atencion a los datos de la tabla
para encontrar la relacion general,
aplicarla, verbalizarla y
justificarla.

3.C. NoRepr-RelVerb, Tabla 44.
2.X. NoRepr-RelVerb, Tabla 44.
2.R. Para expresar el resultado se
utiliza la representacién verbal.
No se establecen relaciones entre
la representacion geométrica y la
aritmética al justificar el resultado.
Los estudiantes no hacen
mencioén a que las tres unidades
gue se restan corresponden a los
tres vértices a los que no puede
trazarse diagonales.
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Descripcion Caracteristicas
3.P. RelVerb-Justinsuf, Tabla 45.
RelVerb-JustSuf 3.F. RelVerb-Justinsuf, Tabla 45.

Identifican y expresan verbalmente la relacion | 3.E. RelVerb-Justinsuf, Tabla 45.
implicita existente entre el nimero de lados y el | 3.C. NoRepr-RelVerb, Tabla 44.
namero de diagonales por vértice y justifican su | 3.X. Las explicaciones dadas
respuesta conectado la  representacion | hacen referencia a la relacion entre
aritmética y geométrica considerando los | el numero de lados y el de
elementos que subyacen a los algoritmos. diagonales y a los valores de la
tabla.

AVAST1: El nimero de lados menos tres, || 3.R. Para expresar el resultado se
porque dos de los vértices estan unidos y || utiliza la representacion verbal,
forman la raya de fuera [lado] y el propio || pero al justificar el resultado se
vértice tampoco cuenta. establecen relaciones entre la
representacion geométrica y la
5EP4: Se le resta 3 lados, porque no se || aritmética (observando que se
pueden hacer diagonales desde dos de los || trata de restar tres unidades).
lados [vértices] ni desde el mismo.

Figura 67. Cuestion 2b. Ejemplos de
respuestas RelVerb-JustSuf.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [ [ @ @ B

H Alg. sin conexiones

O Memorizacion
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Nivel Algoritmos con conexiones

Tabla 45. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la cuestion 2b de la
actividad de geometria plana.

Ademas de estas resoluciones, encontramos algunos estudiantes que no
contestan a esta pregunta o dan una respuesta incorrecta, como es el caso de
aguellos que no identifican correctamente la relacion entre el nUmero de lados y

el nimero de diagonales de un vértice.
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Descripcién

NoRel iguales.
No identifican la relacién implicita existente

entre el nimero de lados y el nimero de _
diagonales desde cada vértice. IES13: Una, porque aumenta.

AVASTS: 3=0, 4=1, 5=2, 6=3, 7=4,
8=5.

IES10: Ninguna porque nho son

Figura 68. Cuestion 2b. Ejemplos de
respuestas NoRel.

NC No contestan.

Tabla 46. Analisis de las respuestas incorrectas obtenidas a la cuestién 2b de

la actividad de geometria plana.

En conclusién, al analizar las respuestas correctas de los estudiantes al

responder la segunda cuestion nos encontramos ante las siguientes situaciones:

Todos los estudiantes del grupo talentoso y de 5° de Educacién Primaria
resolvieron el apartado 2a. Sin embargo, el 27,3% de los estudiantes de
1° de ESO no dio ninguna solucion.

En el apartado 2a, encontramos tres estrategias diferentes, aunque
anicamente dos de ellas fueron consideradas en el analisis tedrico (Tabla
36). Las dos primeras estrategias corresponden al nivel algoritmos sin
conexiones, bien sea cuando los estudiantes completan la tabla dibujando
las diagonales y realizando el conteo, o cuando identifican la relacién
aritmética entre las filas de la tabla, observando que cada fila aumenta
una unidad. Por su parte, la tercera estrategia es propia del nivel
algoritmos con conexiones, ya que en este caso los estudiantes identifican
y comprenden la relacién entre el nimero de lados y el de diagonales. No
obstante, son incapaces de justificar correctamente dicha relacion.

Un resultado sorprendente que nos llama la atencién es que todos los
estudiantes del grupo de 1° de ESO y del grupo talentoso resolvieron el
apartado 2a haciendo uso de la representacion de las diagonales desde
un vértice. Es en el grupo de Educacion Primaria donde encontramos
estudiantes que no hacen uso del dibujo para completar la tabla (26,6%

del grupo de 5° de Educacion Primaria).
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No todos los estudiantes fueron capaces de resolver correctamente el
apartado 2b. El 14,2% del grupo talentoso, el 13,3% del grupo de 5° de
Educaciéon Primaria y 41,8% del grupo de 1° de ESO no contestaron o
dieron una respuesta incorrecta.

En el apartado 2b hemos observado tres estrategias distintas. La primera
de ellas corresponde al nivel algoritmos sin conexiones y hace referencia
a aquellos casos en la que los estudiantes identifican la relacion aritmética
entre las columnas, pero no comprenden la relacion entre el numero de
diagonales y el nimero de lados (46,7% del grupo de 5° de Educacion
Primaria, 32,7% del grupo de 1° de ESO, 42,9% del grupo talentoso). Las
otras dos estrategias son de un nivel superior, algoritmos con conexiones,
ya que esta vez los estudiantes si que comprenden dicha relacion, pero
diferenciaremos entre aquellos que la justifican de manera insuficiente
(26,7% del grupo de 5° de Educacion Primaria 'y 18,2% del grupo de 1° de
ESO) y los que son capaces de relacionar los elementos matematicos
implicados para argumentar su resultado (13,3% grupo de 5° de
Educaciéon Primaria, 7,3% del grupo de 1° de ESO y 42,9% del grupo
talentoso). Esta Ultima estrategia es la que esta plasmada en el analisis
tedrico (Tabla 36).

Al igual que ocurria con la primera cuestion, observamos que, a pesar de
la disparidad de resultados obtenidos en el grupo talentoso, es en este
grupo donde encontramos un porcentaje mayor de respuestas en las que
se hace uso de un nivel de razonamiento superior. No obstante, cabe
sefalar que las diferencias encontradas en el grupo talentoso son
causadas debido a que no todos los estudiantes de este grupo

destacaban en matematicas.

5.2.2.3 Cuestion 3

En esta ultima cuestion, podemos identificar distintas estrategias de resolucion

con diferente nivel de demanda cognitiva, algunas de ellas influenciadas por las

estrategias escogidas en la cuestidon 2. El analisis de respuestas de la tercera

cuestion esta dividido en tres partes que corresponden a sus apartados (3a, 3b

y 3¢).
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En el apartado 3a, al completar la tabla, como ocurria en los casos anteriores,
podremos diferenciar entre aquellos que hacen uso de la representacion
geomeétrica y los que son capaces de deducir los resultados a partir de los

primeros casos.

Descripcion Caracteristicas
2.P. RepresentCorrect, Tabla
RepresentCorrect 44,
Los estudiantes utilizan la representacion 2.F. RepresentCorrect, Tabla
geométrica correcta. Dibujan todas las 44,
diagonales sobre cada uno de los poligonos de 2.E. RepresentCorrect, Tabla
la cuestion 2 y, a partir de estos realizan el 44,
conteo y completan la tabla. 2.C. RepresentCorrect, Tabla
44,
AVASTS: 1.X. RepresentCorrect, Tabla
B 44,

.? 2. (Applet 7.2) Observa los poligonos. Responde a las siguientes preguntas.

2.R. RepresentCorrect, Tabla

AV E B |

UAOULD. PenAoowo  wesdoowa  HEPTABoWo

3. (applet 7.2) Dibuja y calcula el nimero de diagonales totales de cada
poligono:

N° DIAGONALES

PoLiGoNo |ipc, | DESDE UN DIAGONALES
TRIANGULO 3 O ®)
?U-ADRILATERO 4 A 2
PENTAGONO < 7 <
HEXAGONO ¢ 3 a
HEPTAGONO 3 ¢ 14
OCTOGONO 3 5 10
Figura 69. Cuestion 3a. Ejemplo de respuesta
RepresentCorrect.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones
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Nivel Algoritmos sin conexiones
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Utilizan las

Identifican la relacion aritmética existente entre el
namero de lados y el niumero total de diagonales.
operaciones
correspondientes para calcular el niamero total de
diagonales y completar la tabla.

aritméticas

5EP1:

octagono 32...
[comienza multiplicando

[grabacion de audio] Cuadrado 2,
pentagono 10, hexagono 18, heptadgono 24,

el

diagonales por cada vértice por el nimero de
lados, pero se da cuenta de su error]

Hay algunas diagonales que ya son
mismas, el pentagono no tiene 10 diagonales
totales sino 5. Hay que escribir la mitad, porque
hay dos diagonales que son la misma.

numero de

las

Dibuixa i calcula el nombre de diagonals totals de cada poligon

N° DE N° DE DI

e AGONALS | N° TOTAL DE |
L COSTATS | DES D'UN VERTEX | DIAGONALS |
| TRIANGLE B o o |
| QUADRILATER o 3 Z ﬂ{
pgumspljl_ _%_ B e e.&;__g_‘
I' HEXAGON (4 LY Ll
| HEPTAGON 7 “ 27|
Locréeon 3 S BE G|

RelArit.

Figura 70. Cuestion 3a. Ejemplo de respuesta

@ Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [ [

H Alg. sin conexiones

O Memorizacidn

Proced. de sol.

Finalidad

Esfuerzo cogn.

Explicaciones

Conten. impl.
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos con conexiones

Descripcion Caracteristicas
3.P. NoRepr-RelVerb, Tabla
RelArit 44.

3.F. Completar la tabla sin
necesidad de hacer uso de la
representacion geométrica e
iniciar la comprension de la
relacion entre el numero de
lados y el numero de
diagonales  desde cada
vértice. estudiantes
observan que se debe
multiplicar el numero de
diagonales por cada vértice
por el nimero lados y luego
dividir dicho resultado entre
dos para no contar dos veces
cada diagonal.

3.E. NoRepr-RelVerb, Tabla
44,
3.C.

Los

Los estudiantes
necesitan considerar
conscientemente la relaciéon

entre el nUmero de lados vy el
namero total diagonales.

2.X. Los estudiantes
proporcionan de manera oral
explicaciones basadas en la

descripcion  del algoritmo
empleado, consistente en
multiplicar el numero de

diagonales de cada vértice
por el numero lados y luego
dividir dicho resultado entre 2
para no contar dos veces cada
diagonal. El enunciado no
pide explicaciones, pero las
grabaciones de audio
proporcionan esta
informacion. Los estudiantes
muestran indicios de
comprender la relacion, pero
implicita su justificaciébn es
insuficiente.

3.R. Para expresar el
resultado se utliza la
representacion aritmetica,
obtenida a partir de la

conexién entre los resultados
de la representacion
geométrica y la
representacion tabular.

Tabla 47. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la cuestion 3a de la
actividad de geometria plana.

214




Experimentacion

Ademas, podemos encontrar algunos estudiantes que no han utilizado dichas
estrategias de manera correcta (46,7% del grupo de Educacion Primaria'y 25,4%
del grupo de 1° de ESO), ya sea por falta de comprension de la definicion de
diagonal o por carencias en la capacidad de explorar resultados y obtener
relaciones generales, por lo que han obtenido resultados erréneos.

Descripcion

Representincorret IES13:
Utilizan la representacion geomeétrica
para calcular el nimero total de | &} % (piet7.2)Obsera elspoions. Reshon a es seghents pregunies:
diagonales de manera incorrecta. D .
Comente errores, al dibujar debido a que A Lﬁ ‘y\ BN %
no comprenden la definicién de diagonal ~— \, ) \

y completan la tabla de manera

incorrecta. ¢) Dibuixa i calcula el nombre de diagenals totals de cada poligon.
|poutoon | NoDE, o | NeDE DIAcONALS e ToTaL F
TRIANGLE 3 )] ‘A T
QUADRILATER | 4 A .
PENTAGON 3 z Y
HEXAGON e 3 2
HEPTAGON 2 | 4 &
|0cT6GON N ) 14

Figura 71. Cuestiones 3a. Ejemplo de
respuesta Representincorrect.

NoRel. IES20:
No identifican la relacién implicita
existente entre el nUmero de lados vy el
ndmero total de diagonales. Completan la | |eoicon —|NoDE | N° DE DIAGONALS | No TOTAL DE
tabla sin hacer uso de la representacion | inee

de las diagonales, haciendo uso de una | [quaoriarer
relacion incorrecta. A partir del nimero PENTAGON
total de diagonales del cuadrado van HEXAGON
afadiendo uno como ocurria con el HEPTAGON
namero de diagonales por vértice. 0CTAGON

¢} Dibuixa i calcula el nombre de diagonals totals de cada poligon.
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Figura 72. Cuestiones 3a. Ejemplo de
respuesta NoRel.

Tabla 48. Analisis de las respuestas incorrectas obtenidas a la cuestion 3a de
la actividad de geometria plana.

En lo que respecta al apartado 3b, este Unicamente fue planteado a los
estudiantes de 5° de Educaciéon Primaria, por lo que solo podemos clasificar las

respuestas de estos estudiantes. De este grupo, el 40% de los estudiantes
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identificd la relacién correcta en el apartado 2a y la aplicé para resolver este

apartado.

Descripcion

Caracteristicas

RelArit

Identifican la relacion aritmética entre el nimero
de lados y el nUmero total de diagonales. Utilizan
dicha relacion para obtener las diagonales del
poligono de 20 lados

5EP1: [grabacion de audio] Multiplicamos
el nimero de lados por las diagonales
desde un vértice, 17-20=340 y después lo
dividimos entre 2, 170 diagonales totales.

Figura 73. Cuestion 3b. Ejemplos de
respuestas RelArit.

E Hacer matematicas

E Alg. con conexiones N o

l Alg. sin conexiones B

] Memorizacion
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c & § o ¢ ©
“ B g E § ¢
@ = o = .g o
T £ 0o & g ©
s i Y o 9O »
Q o B = 9
§ 2525
o Y O W o
a w (4

Nivel Algoritmos con conexiones

3.P. Se resuelve identificando en los
primeros casos de la tabla la
relacion aritmética existente entre el
namero total de diagonales y el
namero de lados y aplicando dicha
relacion para obtener un resultado
para el poligono de 20 lados.

3.F. Utilizar las relaciones
aritméticas para calcular el nimero
total de diagonales de un caso
concreto, de manera que los
estudiantes descubran la relacion
implicita existente entre el namero
total de diagonales y el nimero de
lados.

3.E. NoRepr-RelVerb, Tabla 44.
3.C. RelArit, Tabla 47.

2.X. RelArit, Tabla 47.

3.R. RelArit, Tabla 47.

Tabla 49. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la cuestion 3b de la
actividad de geometria plana.
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Sin embargo, no todos fueron capaces de identificar una relacién correcta que
les permitiera obtener el resultado, algunos estudiantes o no contestaron a la
pregunta (26,7% de los estudiantes) o lo hicieron de manera incorrecta (33,3%

de los estudiantes).

Descripcion

NoRel-Incorret

No identifican la relacién implicita existente
entre el nimero de lados y el nimero de | SEP2: 17

diagonales. Utilizan una relacion incorrecta y | [En vez de responder al numero

dan un resultado erréneo. total de diagonales contestan al
namero de diagonales por
vértice].

Figura 74. Cuestiones 3b.
Ejemplo de respuesta
NoRel-Incorrect.

NC No contestan.

Tabla 50. Analisis de las respuestas incorrectas obtenidas a la cuestion 3b de
la actividad de geometria plana.

En el apartado 3c, a la hora de identificar la relacion entre el nUmero de lados y
el nimero total de diagonales, podemos diferenciar distintas estrategias en
funcion de si identifican correctamente la relacién, si justifican su origen y si la
expresan de manera algebraica o haciendo uso del lenguaje verbal. El tipo de
razonamiento utilizado para justificar la respuesta es uno de los aspectos que
permiten discriminar las respuestas segun el grupo de estudiantes al que
pertenece. Mientras el 86,7% del grupo de estudiantes de Educacién Primaria
no dio ninguna justificacion, el 47,2% de los estudiantes del 1° de ESO ultilizé
una justificacion verbal y el 85,7% del grupo talentoso optd por utilizar una

expresion algebraica que simbolizara la regla general.
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Descripcion

Caracteristicas

RelVerb-NoJust

relacion.

Identifican la relacién entre el nimero de lados y
el nimero de diagonales y la expresan mediante
el lenguaje verbal pero no justifican dicha

divide entre dos.

5EP1: Se multiplica el nUmero de lados por las
diagonales desde un vértice y después se

Figura 75. Cuestion 3c. Ejemplos de
respuestas RelVerb-NoJust.

@ Hacer matematicas Bm .

@ Alg. con conexiones

l Alg. sin conexiones

] Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones

Repres. de sol.

Nivel Hacer matematicas

4.P. No es algoritmica. Los
estudiantes deben analizar las
relaciones obtenidas hasta el
momento y los datos recogidos
para poder obtener una formula
general.

4.F. Analizar, comprender y
enunciar la relacién general entre
el nimero de lados y el numero
total de diagonales, de manera
gue lleguen a obtener la formula
general para el calculo del nimero
total de diagonales. Los
estudiantes observan que se debe
restar tres unidades, que
corresponden a los tres vértices a
los que no se puede unir la
diagonal al trazarla desde un
vértice concreto.

4.E. Su resolucibn con éxito
requiere un considerable esfuerzo
cognitivo, ya que los estudiantes
no solo deben ser capaces de
comprender la relacion implicita
existente, sino que deben saber
verbalizarla de manera general.
4.C. Los estudiantes deben
recurrir a su experiencia en las
cuestiones 3a y 3b para expresar
en lenguaje verbal una férmula
general.

2.X. Dan explicaciones basadas
en la propia relacion general que
describe el algoritmo utilizado
para calcular el niamero total de
diagonales.

4.R. La resolucién se basa en la
representacion verbal de la
férmula de calculo del numero de
diagonales de un poligono
cualquiera.
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Descripcion Caracteristicas
4.P. RelVerb-NoJust, Tabla 51.
RelAlg-NoJust 4.F. RelVerb-NoJust, Tabla 51.

Identifican la relacion algebraica entre el nimero 4.E. Su resoluciébn con éxito
de lados y el ndmero de diagonales y la requiere un considerable
expresan mediante el lenguaje algebraico, pero esfuerzo cognitivo, ya que los

no justifican dicha relacion. estudiantes no solo deben ser
capaces de comprender la
AVAST2: n*(n-3)/2 relacion implicita existente, sino

que deben saber expresarla de

AVASTS3: n° lados *(n° lados — 3)/2 manera general con lenguaje

algebraico.
i ~ - 4.C. Los estudiantes deben
Figura 76. Cuestion 3c. Ejemplos de recurrir a su experiencia en las
respuestas RelAlg-NoJust. cuestiones 3a y 3b para

expresar en lenguaje algebraico

una formula general.

2.X. RelVerb-NoJust, Tabla 51.
@ Hacer matemdticas [ [ I B B 4.R. Laresolucion se basa en la
representacion algebraica de la

@ Alg. con conexiones formula de célculo del nimero
. . de diagonales de un poligono

B Alg. sin conexiones 0 cualquiera
O Memorizacion

-_ T c = - I—

2 8 » 2 ¢ 39

25 %= 3 8

. £ 9 £ ® .

T @ = g 2 &

8 5§ 2 5

e % S8 & 3

a L oc

Nivel Hacer matematicas
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Descripcion

Caracteristicas

RelVerb-JustSuf

Ademas de identificar la relacién y expresarla
mediante lenguaje verbal, justifican la férmula
obtenida a partir de la propiedad geométrica
subyacente.

IES4: Tienes que multiplicar el nimero
de lados por el nimero de diagonales
gue salen de un vértice y dividirlo entre
dos. El nUmero de diagonales totales no
se corresponde con el numero de lados
de un poligono multiplicado por el
namero de diagonales desde cada
vértice porque si lo hiciésemos asi
estariamos calculando el doble de
diagonales, ya que, si hacemos una
diagonal desde un vértice al otro, del otro

Figura 77. Cuestion 3c. Ejemplo de
respuesta RelVerb-Just.

@ Hacer matemdticas [ [ I B B B

@ Alg. con conexiones

H Alg. sin conexiones

O Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.
Explicaciones
Repres. de sol.

Nivel Hacer matemaéticas

4.P. RelVerb-NoJust, Tabla 51.

4.F. RelVerb-NoJust, Tabla 51.

4.E. RelVerb-NoJust, Tabla 51.

4.C. RelVerb-NoJust, Tabla 51.

4.X. Las explicaciones dadas
hacen referencia a la relacion
general que permite obtener el
namero total de diagonales a
partir del nimero de lados de
cualquier poligono.

4 R. RelVerb-NoJust, Tabla 51.
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Descripcion

Caracteristicas

RelAlg-JustSuf
Ademas de identificar la relacién y expresarla
mediante lenguaje algebraico justifican
férmula obtenida a partir de la propiedad
geomeétrica subyacente.

es n*(n-3)/2.

AVAST1: Dividimos Lados-(lados -
3)/2, porque de arriba sale uno
hacia abajo y de abajo sale uno
hacia arriba, asi que esta repetido,
es el mismo. Entonces la formula

la

Figura 78. Cuestion 3c. Ejemplo de respuesta

RelAlg-Just.

O

Hacer matematicas B

@ Alg. con conexiones

Alg. sin conexiones

Memorizacion

Finalidad

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.
Conten. impl.

Explicaciones

Repres. de sol.

Nivel Hacer matemaéticas

4.P. RelVerb-NoJust, Tabla 51.
4.F. RelVerb-NoJust, Tabla 51.
4.E. RelAlg-NoJust, Tabla 51.
4.C. RelAlg-NoJust, Tabla 51.
4.X. RelVerb-Jus, Tabla 51.
4.R. RelAlg-NoJust, Tabla 51.

Tabla 51. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la cuestion 3c de la
actividad de geometria plana.

También encontramos estudiantes que identifican una relacion erronea, dando

un resultado incorrecto.
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Descripcion

NoRel-Incorret

Utilizan una relacion incorrecta, no
comprueban que no es cierta y dan un
resultado erréneo.

IES9: Multiplicando el nimero de
lados por el nimero de diagonales
gue sale de cada vértice.

Figura 79. Cuestiones 3c. Ejemplo
de respuesta NoRel-
Incorrect.

Tabla 52. Analisis de las respuestas incorrectas obtenidas a la cuestion 3c de

la actividad de geometria plana.

Al analizar las respuestas correctas de los estudiantes al responder la tercera

cuestidon, nos encontramos ante las siguientes posibilidades:
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Mientras todos los estudiantes del grupo talentos resolvieron
correctamente el apartado 3a, el 46,7% del grupo de 5° de Educacion
Primaria y 52,7% del grupo de 1° de ESO no contestaron o dieron una
respuesta incorrecta. Al resolver el apartado 3a encontramos dos
estrategias diferentes. La primera de ellas, correspondiente al nivel
algoritmos sin conexiones, consiste en dibujar el numero total de
diagonales de cada poligono y realizar el conteo para completar la tabla.
La segunda es de un nivel superior, algoritmos con conexiones, y requiere
gue los estudiantes identifiquen la relacion aritmética entre el nimero de
lados y el nUmero total de diagonales y complete la tabla sin hacer uso de
la representacion geométrica de las diagonales. Ambas estrategias de
resolucién, con alguna variacion, corresponden a las vistas en el andlisis
tedrico (Tabla 37). Ademas, cabe afiadir que todos los estudiantes que
resolvieron correctamente el apartado 3a de los grupos ordinarios (53,3%
del grupo de 5° de Educacion Primaria y 47,3% del grupo de 1° de ESO)
optaron por la representacion de las diagonales y el conteo, mientras que
la mayoria de los estudiantes del grupo talentoso (85,7% de los
estudiantes) optaron por la segunda opcion.

El apartado 3b Unicamente fue propuesto a los estudiantes de 5° de
Educacion Primaria. Entre sus resoluciones Unicamente hemos
encontrado una estrategia de resolucidon correcta, propia del nivel

algoritmos con conexiones, que requiere la identificacion de la relacion
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aritmética entre el nimero de lados y el nimero total de diagonales y el
uso de esta relacion para obtener el resultado correcto para el poligono
de 20 lados, y que fue llevada a cabo por el 40% de los estudiantes de
este grupo.

e Para el apartado 3c obtenemos cuatro estrategias diferentes, pero todas
ellas del nivel hacer matematicas. Estas cuatro estrategias se diferencian
entre ellas en dos aspectos: la forma de expresar la relacion general
(lenguaje verbal o algebraico) y la forma de justificar dicha relacion (sin
utilizar ninguna justificacion o explicando el papel de los términos que
intervienen). El uso de una estrategia u otra varia mucho en funcién del
grupo al que pertenecen los estudiantes. El 86,7% de los estudiantes de
Educacién Primaria no dio una respuesta a este apartado, y los pocos que
lo hicieron expresaron la relacion verbal sin aportar una justificacion de su
origen. El 47,2% de los estudiantes de 1° de la ESO dio una respuesta
correcta a este apartado, haciendo todos ellos uso de la relacién verbal
(18,1% sin justificar dicha relacion y 29,1% razonando el origen de dicha
expresion). El 85,7% de los estudiantes talentosos resolvié correctamente
el apartado haciendo uso de una expresion algebraica, aunque

Unicamente el 14,3% justificd dicha expresion.

5.3 Visualizacion

Para la experimentacion de visualizacién, implementamos cuatro tipos de
actividades, todas resueltas utilizando el software Cubos y Cubos (Hoyos,
Aristizabal y Acosta, 2015), dibujando o interpretando las proyecciones
ortogonales (ordinarias o codificadas) de un modulo multicubo (el software y las
actividades estan descritos en las secciones 4.1.3.1 y 4.1.3.2). El objetivo de
estas actividades es que los estudiantes desarrollen algunas habilidades de
visualizacion, comprendiendo la definicion de las proyecciones ortogonales
(superior, frontal y derecha) y estableciendo conexiones entre la informacion

conocida y el objetivo de la actividad.

A continuacién, presentamos el doble andlisis de las actividades. Primeramente,

un analisis tedrico, donde determinamos el nivel de demanda cognitiva de cada
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uno de los cuatro tipos de actividad segun su enunciado y, seguidamente, un
analisis del nivel de demanda cognitiva de las respuestas dadas por los

estudiantes.

5.3.1 Analisis teorico de las actividades

En esta seccion presentamos un analisis teérico de los cuatro tipos de

actividades, diferenciando entre:

e Actividades de tipos 1 y 2. Consisten en el dibujo de las proyecciones
ortogonales (ordinarias o codificadas) de un sélido.
e Actividades de tipos 3 y 4. Consisten en la construccion de un sdlido a

partir de sus proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas).

Al igual que en los dos contextos matematicos vistos anteriormente, hemos
asignado a cada tipo de actividad seis caracteristicas, una por cada categoria
(procedimiento de resolucion, finalidad, esfuerzo cognitivo, contenidos implicitos,
explicaciones y representacion de la solucién), haciendo uso de las
descripciones particularizadas para tareas de proyecciones ortogonales (Tabla
18).

5.3.1.1 Actividades de tipos 1y 2. Dibujo de las proyecciones
ortogonales (ordinarias o codificadas) de un sdlido

En las actividades de tipos 1 y 2, el software proporciona un sdlido (Figura 80) y

los estudiantes deben dibujar sus proyecciones ortogonales ordinarias (tipo 1) o
codificadas (tipo 2) en una cuadricula.
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Tipo 1. Dibuja en la pantalla las | Tipo 2. Dibuja en la pantalla las
proyecciones ortogonales ordinarias del | proyecciones ortogonales codificadas
solido: del sdlido:

N o —csce: B S a@@ﬂ‘

. |

| iy
Q] e

Figura 80. Actividades de tipos 1y 2 de proyecciones ortogonales. Dibujo de las

proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas) de un sdlido.

El nivel de demanda cognitiva de estas actividades puede variar en funcion de la

estrategia de resolucion esperada por un estudiante medio. A la hora de resolver

estas actividades, podemos encontrar dos estrategias de resolucion diferentes:

Estrategia 1. Los estudiantes mueven el sélido para colocarlo de manera
que puedan observar de frente, “una a una”, cada proyeccion ortogonal y
copiar la imagen o contar el nUmero de cubos que hay en cada fila. Esta
estrategia de resolucion es propia del nivel algoritmos sin conexiones, ya
gue se basa en seguir unos pasos o instrucciones sin necesidad de hacer
un uso significativo de las habilidades de visualizacion.

Estrategia 2. Los estudiantes mantienen el solido en una o varias
posiciones fijas, es decir, no mueven el sélido para hacer los sucesivos
dibujos de las proyecciones. Esta estrategia de resolucion es propia del
nivel algoritmos con conexiones. Los estudiantes emplean las habilidades
de reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones en el espacio
identificando relaciones entre cubos o entre filas de cubos (delante,
detrds, encima, etc. o paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea
estableciendo relaciones con ellos mismos (observadores) o con otros
cubos. Ademas, utilizan las habilidades de conservacion de la percepcion
y memoria visual recordando aquellos cubos que estaban a la vista pero

gue ya no se ven desde la posicion fija en la que se encuentra el sélido.
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A continuacion, en la Tabla 53, mostramos el andlisis detallado de estos dos
tipos de actividades, diferenciando las dos estrategias de resolucion y su nivel

de demanda cognitiva.

Nivel
de  Categoria Caracteristicas
D. C.

Estrategia 1. (2.P) Se resuelve siguiendo una serie de
pasos sencillos e intuitivos, basados en el movimiento y
observacion del sélido. Los estudiantes sitian el sélido
en diferentes posiciones que facilitan la identificacion de
las proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas).
Es un algoritmo simple que los estudiantes pueden
seguir sin hacer un uso significativo de las habilidades
de visualizacion.
Procedimiento  Estrategia 2. (3.P) Se resuelve dibujando Ilas
de resolucién proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas)
manteniendo el sélido en una o varias posiciones fijas.
No se trata de una posicion cualquiera, los estudiantes
deben decidir qué posicion les permite visualizar las tres
proyecciones ortogonales. Los estudiantes necesitan
utilizar algunas  habilidades de visualizacion
(reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio, conservacion de la percepcion y memoria
visual).
Estrategia 1. (2.F) Obtener respuestas correctas sin
necesidad de hacer un uso significativo de las
habilidades de visualizacion (p. €j., estudiantes mueven
el sélido para colocarlo de manera que puedan observar
de frente, “una a una”, cada proyeccién ortogonal y
copiar la imagen o contar el nUmero de cubos que hay
en cada fila).
Estrategia 2. (3.F) ldentificar y utilizar las relaciones
espaciales y de posicién entre cubos o entre filas de
cubos (delante, detrds, encima, etc. o paralelas,
perpendiculares, etc.), ya sea estableciendo relaciones
con ellos mismos (observadores) o con otros cubos,
recordando aquellos cubos que estaban a la vista pero
gue ya no se ven en dicha posicién.
Estrategia 1. (2.E) Su resolucion con éxito requiere un
esfuerzo cognitivo limitado. Existe poca ambigledad
sobre qué hacer y como hacerlo, ya que los estudiantes
se limitan a mover el sélido, situandolo en una posicion
Esfuerzo adecuada, para determinar cada proyeccion.
cognitivo Estrategia 2. (3.E) Su resolucion con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Es necesario utilizar algunas
habilidades de visualizacibn (reconocimiento de
relaciones espaciales y posiciones en el espacio,
conservacion de la percepcién y memoria visual).

Finalidad

2/3. Algoritmos Sin / Con conexiones
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Nivel
de  Categoria Caracteristicas
D. C.

Estrategia 1. (2.C) Se emplean las habilidades de
visualizacibn para mover el sélido a posiciones
especificas, utilizando la definicibn de las tres
proyecciones ortogonales (superior, frontal y derecha).
Estrategia 2. (3.C) Los estudiantes necesitan identificar
y utilizar las relaciones espaciales y de posicién entre
Contenidos cubos o entre filas de cubos (delante, detras, encima,
implicitos etc. o paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea
estableciendo  relaciones con ellos  mismos
(observadores) o con otros cubos (reconocimiento de
relaciones espaciales y posiciones en el espacio), a la
vez que recuerdan aquellos cubos que estaban a la vista
pero que ya no se ven en dicha posicion (conservacion
de la percepcién y memoria visual).
Estrategia 1 y 2. (1.X) El enunciado no pide dar
explicaciones.
Estrategia 1. (2.R) Para dibujar las proyecciones
ortogonales ordinarias, se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones. Para las proyecciones
ortogonales codificadas, se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones combinada con la
representacion aritmética de las cantidades de cubos.
Estrategia 2. (3.R) Para dibujar las proyecciones
ortogonales ordinarias, se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones. Para las proyecciones
ortogonales codificadas, se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones combinada con la
representacion aritmética de las cantidades de cubos.
Para resolver correctamente el problema, los
estudiantes deben establecer conexiones entre la
representacion geométrica del sélido conocido y la
representacion geométrica de sus proyecciones
ortogonales.

Explicaciones

Representacion
de la solucion

Tabla 53. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de las actividades de
los tipos 1y 2 de proyecciones ortogonales.

5.3.1.2 Actividades de tipos 3 y 4. Construccion de un sdlido a
partir de sus proyecciones ortogonales (ordinarias o

codificadas)

En las actividades de los tipos 3 y 4 (Figura 81), el software proporciona las

proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas) de un sélido y los

estudiantes deben construir dicho sélido.
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Sus

Tipo 3. Construye un sdlido a partir de | Tipo 4. Construye un solido a partir de sus

codificadas.

proyecciones ortogonales | proyecciones ortogonales ordinarias.

-]

SN —cece N

Figura 81. Actividades de tipos 3 y 4 de proyecciones ortogonales. Construccién de un

sélido a partir de sus proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas).

Estas actividades suponen un incremento del nivel de demanda cognitiva

respecto de los anteriores, ya que ninguna de ellas puede ser resuelta mediante

un procedimiento sencillo. Para resolver correctamente estas actividades, es

necesario que los estudiantes utilicen habilidades de visualizacién. No obstante,

las actividades pueden ser resueltas haciendo uso de diferente nivel de demanda

cognitiva dependiendo de la estrategia escogida. A la hora de resolver estas

actividades, podemos esperar dos estrategias de resolucion diferentes de

resolutor medio:

228

Estrategia 1. Los estudiantes aplican un algoritmo general basado en un
uso secuencial de las proyecciones ortogonales. Construyen el solido a
partir de una determinada proyeccion, lo modifican para ajustarlo a otra
proyeccién, vuelven a mirar la primera proyeccion utilizada, verificando
gue sigue correcto y, si es necesario, lo arreglan, asi sucesivamente hasta
gue comprueban que el sélido se ajusta a las tres proyecciones. Esta
estrategia de resolucion es propia del nivel algoritmos con conexiones.
Los estudiantes emplean las habilidades de reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el espacio identificando relaciones entre
diferentes partes de las proyecciones ortogonales conocidas o del médulo
en construccion (filas, columnas o cubos/cuadrados).

Estrategia 2. Los estudiantes construyen el solido utilizando las tres
proyecciones ortogonales de manera simultanea. Esta estrategia de

resolucion es propia del nivel hacer matematicas. Los estudiantes
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En

emplean las habilidades de relaciones espaciales y reconocimiento de
posiciones en el espacio identificando relaciones entre diferentes partes
de las proyecciones ortogonales conocidas o del modulo en construccion

(filas, columnas o cubos/cuadrados).

la Tabla 54, mostramos el analisis detallado de estos dos tipos de

actividades, diferenciando las dos estrategias de resolucion y su nivel de

demanda cognitiva.

Nivel

de

Categoria Caracteristicas

D. C.

3/4. Algoritmos Con conexiones/ Hacer matematicas

Estrategia 1. (3.P) Se resuelve aplicando un algoritmo
general basado en un uso secuencial de las
proyecciones ortogonales. No se trata de una secuencia
Unica de pasos, los estudiantes deben decidir como
seguir (p. €j., deben decidir a qué proyeccion prestar
atencion en cada momento). Los estudiantes construyen
el sélido a partir de una determinada proyeccion, lo
modifican para ajustarlo a otra proyeccién, vuelven a
mirar la primera proyeccion utilizada, verificando que
sigue correcto y, si es necesario, lo arreglan, asi
sucesivamente hasta que comprueban que el sélido se
ajusta a las tres proyecciones. Los estudiantes
necesitan utilizar las habilidades de reconocimiento de
relaciones espaciales y posiciones en el espacio.
Estrategia 2. (4.P) Se resuelve aplicando una estrategia
de resolucién compleja y no algoritmica. Los estudiantes
construyen el solido explorando relaciones entre
diferentes partes de las proyecciones ortogonales
conocidas o del médulo en construccion, (p. ej., los
estudiantes construyen el sdlido por filas, considerando
simultdneamente las tres proyecciones ortogonales
dadas). Requiere que los estudiantes analicen la
actividad y hagan uso de las habilidades de
reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio.
Estrategia 1. (3.F) Usar relaciones entre diferentes
partes de las proyecciones ortogonales conocidas o del
moédulo  en  construccion  (filas, columnas o
cubos/cuadrados), utilizando las habilidades de
reconocimiento de relaciones espaciales y de
Finalidad posiciones en el espacio.
Estrategia 2. (4.F) Explorar y comprender las relaciones
entre diferentes partes de las proyecciones ortogonales
conocidas o del mddulo en construccidn (filas, columnas
0 cubos/cuadrados), aplicando la informacién de las tres
proyecciones ortogonales de manera simultanea.

Procedimiento
de resolucion
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Nivel
de  Categoria Caracteristicas
D. C.

Estrategia 1. (3.E) Su resolucion con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Es necesario utilizar las
habilidades de reconocimiento de relaciones espaciales
y posiciones en el espacio.
Estrategia 2. (4.E) Su resolucion con éxito requiere un
Esfuerzo considerable esfuerzo cognitivo: No existe un Unico
cognitivo método de resolucién. Las formas de resolucién no son
facilmente predecibles. Requieren examinar y utilizar
relaciones entre diferentes partes de las proyecciones
ortogonales conocidas o del modulo en construccion,
aplicando dicha informacién de manera correcta para la
construccion del solido.
Estrategia 1. (3.C) Los estudiantes necesitan considerar
relaciones entre diferentes partes de las tres
proyecciones ortogonales conocidas (filas, columnas o
cuadrados) y del médulo en construccion (lineas de

cubos).
Contenidos Estrategia 2. (4.C) Los estudiantes tienen que
implicitos comprender y coordinar las relaciones entre diferentes

partes de las proyecciones ortogonales conocidas (filas,
columnas o cuadrados) y del médulo en construccion
(lineas de cubos), empleando las habilidades de
reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio.
Estrategia 1 y 2. (1.X) El enunciado no pide dar
explicaciones.
Estrategia 1. (3.R) Se utiliza la representacion
geométrica del sdlido construido. Para resolver
correctamente el problema, los estudiantes deben
Representacion establecer conexiones entre la representacion
de la solucion geométrica del sdlido construido y la representacion
geomeétrica de sus proyecciones ortogonales.
Estrategia 2. (4.R) Se utiliza la representacion
geométrica del sélido construido.

Explicaciones

Tabla 54. Analisis tedrico del nivel de demanda cognitiva de las actividades de
tipos 3 y 4 de proyecciones ortogonales.

5.3.1.3 Anadlisis tedrico del conjunto de actividades

Una vez conocido el nivel teérico de demanda cognitiva de los cuatro tipos de
actividades de visualizacion, podemos analizar la evolucién del nivel de
demanda cognitiva del tipo 1 al tipo 4. Podemos observar que, partiendo del
analisis de respuestas de un estudiante medio, capaz de resolver correctamente
todas las actividades, la resolucion de cada tipo de actividad es independiente
del resto, por lo que el uso de una estrategia en cierto momento no va a

determinar qué estrategia de resolucion se utilizara mas adelante. Este hecho
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provoca que existan tantas trayectorias posibles como el nUmero combinaciones
de las estrategias de resolucion explicadas en las secciones anteriores. No
obstante, cabe destacar que, a pesar de existir diferentes trayectorias segun las
estrategias escogidas, en todas ellas se produce un crecimiento del nivel de
demanda cognitiva. Esta evolucion creciente del nivel de demanda cognitiva
define esta actividad como una actividad apropiada para ser implementada en
una clase ordinaria y satisfacer las necesidades de aprendizaje de los

estudiantes talentosos.

5.3.2 Andlisis de respuestas de los estudiantes

En esta seccidon vamos a mostrar un analisis de las respuestas obtenidas por los
estudiantes. Para ello, hemos identificado los diferentes tipos de respuestas que
hemos obtenido en nuestra experimentacion y hemos analizado su nivel de
demanda cognitiva haciendo uso de las descripciones particularizadas para
tareas de proyecciones ortogonales (Tabla 18). En la Tabla 55 describimos las
estrategias de resolucién observadas durante nuestra experimentacion y las
abreviaturas que utilizaremos a lo largo del analisis de respuestas para hacer
referencia a dichas estrategias de manera abreviada. En esta tabla no incluimos
un ejemplo de cada tipo de estrategia de resolucion, ya que todos ellos
apareceran a lo largo del analisis de respuestas que mostramos seguidamente.

ABREVIATURA DESCRIPCION RESPUESTA

Copia. Los estudiantes copian las imagenes de las proyecciones
ortogonales ordinarias dadas por el software. No utilizan las
definiciones de las proyecciones ortogonales (superior, frontal y
derecha).

Movimiento del sélido. Los estudiantes mueven el solido para
colocarlo de manera que puedan observar de frente, “una a una”,
cada proyeccion ortogonal y copiar la imagen de la pantalla.
Utilizan las habilidades de visualizacion para mover el sélido a
posiciones especificas, usando la definicion de las tres
proyecciones ortogonales (superior, frontal y derecha).

Posicidn fija del sdélido. Los estudiantes mantienen el sélido en una
posicion fija para dibujar sus proyecciones ortogonales ordinarias.
Necesitan identificar y utilizar las relaciones espaciales y de
posicion entre cubos o entre filas de cubos (delante, detras,
encima, etc. o paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea
estableciendo relaciones con ellos mismos (observadores) o con
otros cubos (reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones
en el espacio), a la vez que recuerdan aquellos cubos que estaban

Copia

Mov

PosFija
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ABREVIATURA

DESCRIPCION RESPUESTA

a la vista pero que ya no se ven en dicha posicién (conservacion
de la percepcién y memoria visual).

MovCont

Movimiento del sélido y conteo del nimero de cubos que lo forman.
Los estudiantes mueven el sélido todas las veces que se
consideren necesarias para contar el numero de cubos por fila en
cada proyeccion ortogonal. Utilizan las habilidades de visualizacion
para mover el sélido a posiciones especificas, usando la definicion
de las tres proyecciones ortogonales (superior, frontal y derecha).

PosFijaCont

Posicion fija del sélido y conteo del nimero de cubos que lo forman.
Los estudiantes mantienen el sélido en varias posiciones fijas para
dibujar sus proyecciones ortogonales codificadas. Necesitan
identificar y utilizar las relaciones espaciales y de posicion entre
cubos o entre filas de cubos (delante, detras, encima, etc. o
paralelas, perpendiculares, etc.), ya sea estableciendo relaciones
con ellos mismos (observadores) o con otros cubos
(reconocimiento de relaciones espaciales y posiciones en el
espacio), a la vez que recuerdan aquellos cubos que estaban a la
vista pero que ya no se ven en dicha posicion (conservacion de la
percepcion y memoria visual).

CompProyecc

Construccion del sélido comparando las proyecciones. Los
estudiantes construyen el sdélido a partir de una determinada
proyeccion, lo modifican para ajustarlo a otra proyeccion, vuelven
a mirar la primera proyeccion utilizada, verificando que sigue
correcto y, si es necesario, lo arreglan, asi sucesivamente hasta
gue comprueban que el sélido se ajusta a las tres proyecciones.
Necesitan identificar relaciones entre diferentes partes de las
proyecciones ortogonales conocidas (filas, columnas o cuadrados)
y del médulo en construccién (lineas de cubos), utilizando las
habilidades de reconocimiento de relaciones espaciales y
posiciones en el espacio.

AnaProyecc

Andlisis de las tres proyecciones para construir el sdélido. Los
estudiantes construyen el sélido explorando las tres proyecciones
ortogonales (superior, frontal y derecha) simultdneamente.
Necesitan identificar relaciones entre diferentes partes de las
proyecciones ortogonales conocidas (filas, columnas o cuadrados)
y del médulo en construccién (lineas de cubos), utilizando las
habilidades de reconocimiento de relaciones espaciales y
posiciones en el espacio.

Tabla 55. Cédigo de respuestas de los cuatros tipos de actividades de

proyecciones ortogonales.

5.3.2.1 Actividad de tipo 1 (dibujo de las proyecciones
ortogonales ordinarias)

El 90% de los estudiantes resolvié correctamente la actividad de tipo 1. Podemos

diferenciar tres estrategias de resolucion correctas: el 15% de los estudiantes

copié la imagen de las proyecciones ortogonales que ofrecia el software

(memorizacion), el 32,5% de los estudiantes dibujé las proyecciones ortogonales
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ordinarias moviendo el sélido para observar de frente, “una a una”, cada

proyeccion ortogonal, copiando la imagen (algoritmos sin conexiones) y el 42,5%

de los estudiantes dibujo las proyecciones ortogonales ordinarias manteniendo

el soélido en una posicion fija (algoritmos con conexiones).

tedrico, puesto que no se esperaba que los estudiantes
hicieran uso de dicha funcién.

AVASTG6:
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Figura 82. Estrategia de resolucion Copia.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

H Alg. sin conexiones

O Memorizacion |

Proced. de sol. I:::I
Finalidad I:I
Esfuerzo cogn. I:::I
Conten. impl. I:I
Explicaciones I:::I
Repres. de sol. I:I

Nivel Memorizacion

Descripcion Caracteristicas

1.P. Se resuelve copiando
Copia. las imégenes tomadas
Los estudiantes investigan las posibilidades que oferta el | directamente de la
software, descubriendo una opcién en la que el este | pantalla.
proporciona  automaticamente las  proyecciones | 1.F. Reproducir o copiar
ortogonales ordinarias del solido (superior, frontal y | imagenes tomadas
derecha). Estos estudiantes se limitan colorear la | directamente de la
cuadricula copiando la imagen de las proyecciones | pantalla.
ortogonales. 1.E. Su resolucion con
Esta estrategia no esta considerada dentro del andlisis | éxito apenas requiere

esfuerzo cognitivo. No son
ambiguas, suponen la
reproduccion exacta de las
imagenes proporcionadas
por el software.

1.C. No requiere hacer un

uso significativo de
ninguna  habilidad de
visualizacion.

1.X. No se dan
explicaciones.

1.R. Se usa la
representacion geométrica
de las  proyecciones

ortogonales ordinarias.
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Los estudiantes aprovechan las ventajas del software 3-
dimensional y mueven los sélidos, colocando estos en
una posicién adecuada para visualizar las proyecciones
ortogonales ordinarias. Una vez colocadas en la posicion
correcta, haciendo uso de la definicion correcta de las
proyecciones (superior, frontal y lateral derecha), se
limitan a copiar estas y a colorear la cuadricula.

AVAST10:

Figura 83. Estrategia de resolucion Mov

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones

B Alg. sin conexiones |

0
0
0
.
O

O Memorizacion

Finalidad
Explicaciones[]

Proced. de sol.
Esfuerzo cogn.

Conten. impl.
Repres. de sol.

Nivel Algoritmos sin conexiones

Descripcion Caracteristicas
2.P. Se resuelve siguiendo
Mov una serie de pasos

sencillos e intuitivos,
basados en el movimiento
y observacién del sdlido.
Los estudiantes sitian el
sélido en diferentes
posiciones que facilitan la
identificacion de las
proyecciones ortogonales
ordinarias. Es un algoritmo
simple que los estudiantes
pueden seguir sin hacer un
uso significativo de las
habilidades de
visualizacion.

2.F. Obtener respuestas
correctas sin necesidad de
hacer un uso significativo
de las habilidades de
visualizacion. Los
estudiantes mueven el
sélido para colocarlo de
manera que  puedan
observar de frente, “una a
una”, cada proyeccion
ortogonal y copian la
imagen.

2.E. Su resolucion con
éxito requiere un esfuerzo
cognitivo limitado. Existe
poca ambigledad sobre
qué hacer y como hacerlo,
ya que los estudiantes se
limitan a mover el sélido,
situandolo en una posiciéon
adecuada, para determinar
cada proyeccion.

2.C. Los estudiantes
emplean las habilidades
de visualizacion para
mover el solido a
posiciones especificas,
utilizando la definicién de
las tres  proyecciones
ortogonales ordinarias.
1.X. No se dan
explicaciones.

2.R. Se utiliza la
representacion geométrica
de las proyecciones
ortogonales ordinarias.
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Descripcidn Caracteristicas

3.P. Se resuelve dibujando las
PosFija proyecciones ortogonales
Los estudiantes son capaces de visualizar las | manteniendo el soélido en una

tres proyecciones ortogonales manteniendo el
sélido en una posicion fija. Sitdan el sélido en
una posicidn que les permita visualizar todas
las proyecciones y no mueven el solido para
hacer los sucesivos dibujos de las
proyecciones.

AVAST1:

Figura 84. Estrategia de resolucion PosFija.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones BEED m
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Nivel Algoritmos con conexiones

posicion fija. No se trata de una
posicion cualquiera, los estudiantes

deben decidir qué posicion les
permite visualizar las tres
proyecciones  ortogonales. Los

estudiantes necesitan utilizar algunas
habilidades de visualizacion
(reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el
espacio, conservacion de la
percepcion y memoria visual).

3.F. Identificar y utilizar las relaciones
espaciales y de posicion entre cubos
o entre filas de cubos (delante,
detras, encima, etc. o paralelas,
perpendiculares, etc.), ya sea
estableciendo relaciones con ellos
mismos (observadores) o con otros
cubos, recordando aquellos cubos
gue estaban a la vista pero que ya no
se ven en dicha posicién.

3.E. Su resolucion con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Es
necesario utilizar algunas habilidades
de visualizacion (reconocimiento de
relaciones espaciales y posiciones
en el espacio, conservacion de la
percepcion y memoria visual).

3.C. Los estudiantes necesitan
identificar y utilizar las relaciones
espaciales y de posicion entre cubos
o entre filas de cubos (delante,
detrds, encima, etc. o paralelas,
perpendiculares, etc.), ya sea
estableciendo relaciones con ellos
mismos (observadores) o con otros
cubos, a la vez que recuerdan
aquellos cubos que estaban a la vista
pero que ya no se ven en dicha
posicion.

1.X. No se dan explicaciones.

3.R. Se utliza la representacion
geométrica de las proyecciones
ortogonales ordinarias. Los
estudiantes deben establecer
conexiones entre la representacion
geométrica del solido conocido y la
de sus proyecciones ortogonales.

Tabla 56. Analisis de las respuestas correctas obtenidas a la actividad de tipo 1
de la tarea de proyecciones ortogonales.
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Ademas de estas resoluciones correctas, el 10% de los estudiantes dio una
respuesta incorrecta. Los estudiantes movieron el sdlido, pero utilizaron de
manera erronea la definicion de las proyecciones, situando mal el solido y

obteniendo una respuesta incorrecta. Podemos distinguir dos tipos de error:

Descripcion

AVAST11:
ConfProyecc Los estudiantes cometen errores al
identificar la cara del moédulo que tienen que
representar, dibujando una proyeccion ortogonal
diferente a la pedida.

Figura 85. Estrategia
incorrecta. Confusion
proyeccion frontal y lateral.

AVAST20:

Posinc

Los estudiantes cometen errores al dibujar la proyeccion
ortogonal superior, ya que utilizan una posicion
incorrecta del sélido para copiar la imagen. No sittan la
flecha hacia la derecha.

Figura 86. Estrategia de
resolucion incorrecta.
Posicion incorrecta del
sélido.

Tabla 57. Analisis de las respuestas incorrectas obtenidas en la actividad de
tipo 1 de proyecciones ortogonales.

5.3.2.2 Actividad de tipo 2 (dibujo de las proyecciones

ortogonales codificadas)

El 90% de los estudiantes resolvid correctamente las actividades de tipo 2
utilizando estrategias de resolucion similares a las actividades de tipo 1. No
obstante, los estudiantes no utilizaron la estrategia de Copia, ya que cuando el
software sitla automaticamente el modulo para mostrar una proyeccion
ortogonal, no es posible ver cuantos cubos hay en cada linea de la proyeccion.
Podemos diferenciar dos estrategias de resolucion correctas: el 47,5% de los
estudiantes dibujo las proyecciones ortogonales codificadas moviendo el sélido
y contando la cantidad de cubos que habia en cada fila (algoritmos sin
conexiones) y el 42,5% de los estudiantes dibujo las proyecciones ortogonales
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codificadas manteniendo el sélido en unas pocas posiciones fijas (algoritmos con

conexiones).

Descripcion

Caracteristicas

MovCont

Los estudiantes mueven el sélido todas las veces que
consideran necesarias para contar el nimero de cubos
por fila en cada proyeccion ortogonal. En este caso, el
sélido no se sita en una Unica posicion a partir de la
cual se copia la representacion, sino que es necesario
moverlo varias veces para realizar todos los recuentos
de cubos.

@ Hacer matematicas

E Alg. con conexiones

l Alg. sin conexiones |

o
.
.
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O Memorizacion o
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Nivel Algoritmos sin conexiones

2.P. Se resuelve siguiendo
una serie de pasos sencillos
e intuitivos, basados en el
movimiento y observacion
del sdlido. Los estudiantes
sitian el solido en diferentes
posiciones que facilitan la
identificacion de las
proyecciones  ortogonales
codificadas. Es un algoritmo
simple que los estudiantes
pueden seguir sin hacer un
uso significativo de las
habilidades de visualizacion.
2.F. Obtener respuestas
correctas sin necesidad de
hacer un uso significativo de
las habilidades de
visualizacion. Los
estudiantes  mueven el
solido para colocarlo de
manera que puedan
observar y contar el nUmero
de cubos que hay en cada
fila.

2.E. Mov, Tabla 56.

2.C. Mov, Tabla 56.

1.X. Mov, Tabla 56.

2.R. Se utiliza la
representacion geométrica
de las proyecciones
ortogonales combinada con
la representacion aritmética
de las cantidades de cubos.
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Descripcion Caracteristicas
3.P. Se resuelve dibujando las
PosFijaCont proyecciones ortogonales

Los estudiantes mantienen el sélido en unas pocas
posiciones fijas para dibujar sus proyecciones
ortogonales codificadas.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [ [ [ @ m

l Alg. sin conexiones

O Memorizacion

Finalidad
Explicaciones[]

Conten. impl.

Esfuerzo cogn.
Repres. de sol.

Proced. de sol.

Nivel Algoritmos con conexiones

manteniendo el sélido en varias
posiciones fijas. No se trata de
posiciones cualesquiera, los
estudiantes deben decidir qué
posiciones les permiten
visualizar las  proyecciones
ortogonales y contar el numero
de cubos. Los estudiantes
necesitan utilizar algunas
habilidades de visualizacion
(reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el
espacio, conservacion de la
percepcién y memoria visual).
3.F. PosFija, Tabla 56.

3.E. PosFija, Tabla 56.

3.C. PosFija, Tabla 56.

1.X. PosFija, Tabla 56.

3.R. Se utiliza la representacion
geométrica de las proyecciones
ortogonales combinada con la
representacion aritmética de las
cantidades de cubos. Para
resolver correctamente el
problema, los estudiantes deben
establecer conexiones entre la
representacion geométrica del
sélido conocido y la
representacion geométrica de
Sus proyecciones ortogonales.

Tabla 58. Analisis de las respuestas correctas en la actividad de tipo 2 de la
tarea de proyecciones ortogonales.

5.3.2.3 Actividad de tipo 3 (construccion de un solido a partir de

sus proyecciones ortogonales codificadas)

El 60% de los estudiantes resolvio correctamente la actividad de tipo 3. Ademas,

anicamente uno de ellos utilizé una estrategia diferente al resto, para la que

empled un nivel de demanda cognitiva superior a sus compafieros. Este

estudiante construyd el solido por filas, considerando las tres proyecciones

ortogonales de manera simultanea (hacer matematicas). Los demas estudiantes

construyeron el sélido a partir de una determinada proyeccion y fueron

modificAndolo hasta verificar las tres proyecciones (algoritmos con conexiones).
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Descripcion Caracteristicas
3.P. Se resuelve aplicando un
CompProyecc algoritmo general basado en un uso

Los estudiantes comienzan construyendo el
sélido a partir de los datos de una determinada

proyeccion, y a partir de este sdélido,
comprueban el resto de proyecciones,
realizando las modificaciones oportunas
teniendo en cuenta que no deje de cumplir las
proyecciones ortogonales revisadas
anteriormente.
B Hacer matematicas
@ Alg. con conexiones BB o
H Alg. sin conexiones
O Memorizacion !
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Nivel Algoritmos con conexiones

secuencial de las proyecciones
ortogonales. No se trata de una
secuencia Unica de pasos, los
estudiantes deben decidir como
seguir (p. €j., deben decidir a qué
proyeccion prestar atencion en cada
momento). Los estudiantes
construyen el solido a partir de una
determinada proyeccion, lo
modifican para ajustarlo a otra
proyeccion, vuelven a mirar la
primera proyeccion utilizada,
verificando que sigue correcto vy, si
es necesario, lo arreglan, asi
sucesivamente hasta que
comprueban que el solido se ajusta

a las tres proyecciones. Los
estudiantes necesitan utilizar las
habilidades de relaciones

espaciales y reconocimiento de
posiciones en el espacio.

3.F. Usar relaciones entre diferentes
partes de las proyecciones
ortogonales conocidas o del médulo
en construccion (filas, columnas o
cubos/cuadrados), utilizando las
habilidades de reconocimiento de
relaciones  espaciales y de
posiciones en el espacio.

3.E. Su resolucién con éxito requiere
cierto esfuerzo cognitivo. Es
necesario utilizar las habilidades de
reconocimiento de relaciones
espaciales y posiciones en el

espacio.

3.C. Los estudiantes necesitan
considerar relaciones entre
diferentes partes de las

proyecciones ortogonales conocidas
(filas, columnas o cuadrados) y del
modulo en construccion (lineas de
cubos).

1.X. No se dan explicaciones.

3.R. Se utiliza la representacion
geométrica del solido construido.

Para resolver correctamente el
problema, los estudiantes deben
establecer conexiones entre la

representacion  geométrica  del
sélido construido y la representacion
geométrica de sus proyecciones
ortogonales.
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considerando  simultaneamente las
proyecciones ortogonales dadas

ejemplo de esta estrategia de resolucion.

Los estudiantes construyen el sélido por filas,

tres

En las Figuras 87, 88, 89 y 90 se muestra un

E Hacer matematicas Bm . B

@ Alg. con conexiones

l Alg. sin conexiones

] Memorizacion 0
— T =
o 8 S o ¢ O°
w T g E § @
] 't—; oS = 92 o
© £ o & g ©
s iz Y o 9 u
7] 0o B = 9
S S € 9o =
o [+ (] x Q
e nw O w [J]
a w [«'4

Nivel Hacer matematicas

Descripcion Caracteristicas
4.P. Se resuelve aplicando una
AnaProyecc estrategia de resolucion compleja y

no algoritmica. Los estudiantes
construyen el sdlido explorando
relaciones entre diferentes partes de
las proyecciones ortogonales
conocidas o del moédulo en
construccion. Requiere que los
estudiantes analicen la actividad y
hagan uso de las habilidades de
reconocimiento  de relaciones
espaciales y posiciones en el
espacio.

4.F. Explorar y comprender las
relaciones entre las partes (filas,
columnas o cuadrados) de las tres
proyecciones ortogonales
conocidas, utilizando las tres de
manera simultanea.

4.E. Suresolucion con éxito requiere
un considerable esfuerzo cognitivo:
No existe un unico método de
resolucion. Las formas de resolucion
no son féacilmente predecibles.
Requieren examinar vy utilizar
relaciones entre diferentes partes de
las proyecciones ortogonales
conocidas o del moédulo en
construccion,  aplicando  dicha
informacion de manera correcta
para la construccion del sélido.

4.C. Los estudiantes tienen que
comprender 'y coordinar las
relaciones entre diferentes partes de
las proyecciones ortogonales
conocidas (filas, columnas o
cuadrados) y del médulo en
construccion (lineas de cubos),
empleando las habilidades de
reconocimiento  de  relaciones
espaciales y posiciones en el
espacio para la construccion del
solido.

1.X. No se dan explicaciones.

4.R. Se utliza la representacion
geomeétrica del sélido construido.
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AVASTA4:

a lateral derec

Figura 87. Actividad de tipo 3: Construir un sélido correspondiente a estas proyecciones

ortogonales codificadas.

1° Observando la proyeccion
frontal, construye todas las filas
completas, las filas con 5
cubos.

Figura 88. Estrategia de resolucion
CompProyecc. Paso 1.

20 Observando las
proyecciones frontal y lateral
derecha, detecta que la altura
maxima del soélido es de 4
cubos. Utilizando la proyeccion
superior completa el sélido con
las filas de 4 cubos.

Figura 89. Estrategia de resolucion
CompProyecc. Paso 2.

3° Comprueba, mirando las
proyecciones superior y lateral
derecha, que todas las filas con
4 cubos de altura ya estan
completas y construye las filas
con 3 cubos observando la
proyeccion superior.

Figura 90. Estrategia de resolucion
CompProyecc. Paso 3.

Tabla 59. Analisis de las respuestas correctas obtenidas en la actividad de tipo
3 de la tarea de proyecciones ortogonales.

241




Clara Benedicto Baldonado

Ademas de estas resoluciones correctas, algunos estudiantes comenzaron
construyendo el solido observando una de las proyecciones ortogonales.
Siguieron la construccion observando las otras proyecciones, pero olvidaron
volver a comprobar la primera proyeccion, por lo que no tuvieron en cuenta que
deben verificarse las tres proyecciones simultdneamente y obtuvieron un modulo

incorrecto.

5.3.2.4 Actividad de tipo 4 (construccion de un solido a partir de
sus proyecciones ortogonales ordinarias)

Por dltimo, la actividad de tipo 4 Gnicamente fue resuelta correctamente por el

37,5% de los estudiantes. La mayoria de los estudiantes iniciaron la construccion
del sélido observando una Unica proyeccion y, a partir de este solido, fueron
modificandolo, quitando o afiadiendo cubos para que se cumplieran las tres
proyecciones simultdaneamente (algoritmos con conexiones). Un estudiante
construyd el solido considerando desde el principio las tres proyecciones

simultdneamente (hacer matematicas).

Descripcion Caracteristicas
3.P. PosFija, Tabla 56.
CompProyecc 3.F. PosFija, Tabla 56.

Los estudiantes construyen el sélido a partir de una | 3.E. PosFija, Tabla 56.
determinada proyeccion, lo modifican para ajustarlo a | 3.C. PosFija, Tabla 56.
otra proyeccion, vuelven a mirar la primera proyeccién | 1.X. PosFija, Tabla 56.
utilizada, verificando que sigue correcto y, si es | 3.R. PosFija, Tabla 56.
necesario, lo arreglan. Asi, siguen hasta que
comprueban que el solido se ajusta a las tres
proyecciones.

E Hacer matematicas

@ Alg. con conexiones [} [ [

H Alg. sin conexiones

O
L

O Memorizacion

Finalidad
Esfuerzo..
Repres. de..

Proced. de..
Explicaciones[]

Conten. impl.

Nivel Algoritmos con conexiones
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Descripcion Caracteristicas
4.P. AnaProyecc, Tabla 59.
AnaProyecc 4.F. AnaProyecc, Tabla 59.

Los estudiantes analizan todas las proyecciones al
mismo  tiempo. Los estudiantes comienzan
construyendo las filas completas de cubos y utilizan las
tres proyecciones ortogonales al mismo tiempo para ir
eliminando los cubos sobrantes.

En las Figuras 91, 92, 93 y 94 se muestra un ejemplo
de esta estrategia de resolucion.

@ Hacer matematicas [ I I @ B
@ Alg. con conexiones
H Alg. sin conexiones
O Memorizacion n
4 - O & v @
T 8 8§ 2T
5 = S$ € 9 ¢
¥ ©® & o o
8 £ L O @ o
S & w L o
a 5 <
x
[¥¥)

Nivel Hacer matematicas

4.E. AnaProyecc, Tabla 59.
4.C. AnaProyecc, Tabla 59.
1.X. AnaProyecc, Tabla 59.
4.R. AnaProyecc, Tabla 59.

AVASTA4:

ara frontal

Cara superior

Cara laterd derecha

Figura 91. Actividad tipo 4 de proyecciones ortogonales: Construir un sélido
correspondiente a estas proyecciones ortogonales ordinarias.

1° Comprueba las tres
proyecciones ortogonales e
identifica que las tres
proyecciones aceptan la
primera fila completa.

Figura 92. Estrategia de resolucion CompProyecc.
Paso 1.
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2° Observando las tres
proyecciones al mismo
tiempo, construye la primera
capa, comprobando qué
cubos encajan en las tres
proyecciones.

Figura 93. Estrategia de resolucion CompProyecc.
Paso 2.

3° Repite el mismo
procedimiento para las
capas 22, 32 y 42 Una vez
construido, observa que
existe mas de una solucion
posible, ya que se pueden
construir varios solidos con
dichas proyecciones.

Figura 94. Estrategia de resolucion CompProyecc.
Paso 3.

Tabla 60. Analisis de las respuestas correctas obtenidas en la actividad de tipo

4 de la tarea de proyecciones ortogonales.

Ademas de estas dos estrategias correctas, algunos estudiantes olvidaron que

el sélido debe cumplir todas las proyecciones simultaneamente, sin alcanzar una

respuesta correcta.

El doble analisis que hemos realizado de las actividades de visualizacion (teérico
y de respuesta de estudiantes) demuestra la importancia de considerar las
respuestas de los estudiantes para determinar el nivel de demanda cognitiva de
una actividad, ya que en cada tipo de actividad hemos encontrado varias
estrategias correctas con diferente nivel de demanda cognitiva. Las diferentes
resoluciones encontradas nos han permitido identificar varias trayectorias de

resolucién en funcién del nivel de demanda cognitiva con el que se ha resuelto

la secuencia de actividades, que presentaremos en la seccion 6.3.
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6. Resultados de la experimentacion

En el analisis de respuestas presentado en el capitulo 5, hemos podido
comprobar las diferentes estrategias de resolucion utilizadas por los estudiantes
para resolver cada cuestion, y el nivel de demanda cognitiva de cada una de
ellas. En el presente capitulo, nos centraremos en observar la evolucion del nivel
de demanda cognitiva de los estudiantes a lo largo de la resolucién de las
actividades completas, ofreciendo una vision global de los resultados obtenidos
en cada uno de los experimentos. Para ello, distinguiremos las diferentes
trayectorias de resolucion de los estudiantes segun el nivel de las estrategias
escogidas en cada cuestion, prestando atencion a las diferencias observadas
entre los distintos grupos de estudiantes.

En las secciones 6.1, 6.2 y 6.3, describimos las diferentes trayectorias de
resolucidon encontradas para cada uno de los contextos (pre-algebra, geometria
planay visualizacion). Las graficas de las trayectorias muestran en el eje vertical
el nivel de demanda cognitiva (memorizacion, algoritmos sin conexiones,
algoritmos con conexiones y hacer matematicas) utilizado para resolver cada
cuestion (eje horizontal). No es posible asignar ningan nivel de demanda
cognitiva a las estrategias de resolucion incorrectas o a los estudiantes que no
responden a las cuestiones. Para representar estos casos, hemos afadido el
codigo 0 en el eje vertical de las graficas. Debajo de cada gréafica, hemos incluido
una tabla que informa de la cantidad de estudiantes (absoluta y porcentual) de
la muestra que resolvié la tarea siguiendo esa trayectoria. El andlisis de la
evolucion del nivel de demanda cognitiva de los estudiantes a lo largo de la
resolucién completa de las actividades permite comprobar las diferencias entre
los grupos de estudiantes cuando el nivel de complejidad de la actividad

aumenta.
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6.1 Pre-algebra

Al realizar un andlisis de la evolucién del nivel de demanda cognitiva de los

estudiantes al resolver la actividad completa de patrones geométricos, hemos

encontrado siete trayectorias diferentes, cada una de ella exclusiva de un grupo

de estudiantes (ordinario o talentosos):

246

La primera trayectoria, y la de menor nivel, se observa Unicamente en el
grupo ordinario (63% de los estudiantes de este grupo). Estos estudiantes
se limitan a contestar la primera cuestion utilizando una estrategia aditiva
(recuento o proceso iterativo), por lo que en su grafica se puede apreciar
como comienzan utilizando el nivel de algoritmos sin conexiones, pero a
partir de la segunda cuestion no tienen ningun nivel de demanda cognitiva
asignado.

La segunda y tercera trayectorias se caracterizan porque, en ambas,
Gnicamente se contestan las dos primeras cuestiones, descendiendo el
nivel de demanda cognitiva a cero en las cuestiones 3 y 4. La segunda
trayectoria corresponde a los estudiantes (14,8% del grupo ordinario) que
contestan correctamente las dos primeras cuestiones, utilizando para
ambas una estrategia aditiva (recuento), propia del nivel de algoritmos sin
conexiones. Sin embargo, los estudiantes que siguen la tercera
trayectoria (42,8% del grupo talentoso), utilizan una estrategia funcional
para resolver la segunda cuestion (relacion matematica), propia del nivel
algoritmos con conexiones.

En la cuarta trayectoria, los estudiantes (14,8% del grupo ordinario) son
capaces de responder las tres primeras cuestiones, utilizando una
estrategia funcional del nivel de algoritmos con conexiones para contestar
las cuestiones 2 y 3. No obstante, estos estudiantes no obtienen el término
general, por lo que la ultima cuestién no tiene ningun nivel de demanda
cognitiva.

Por dltimo, las tres dltimas trayectorias corresponden a aquéllos
estudiantes que completan la actividad. Sin embargo, las diferencias entre
estas tres son significativas: en la quinta trayectoria, los estudiantes

(28,6% del grupo talentoso) aumentan el nivel de demanda cognitiva
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progresivamente, utilizando una estrategia funcional (generalizacion

verbal) en la dltima cuestion, con el nivel de algoritmos con conexiones;

en la sexta trayectoria, los estudiantes (7,4% del grupo ordinario), van

aumentando poco a poco el nivel de demanda cognitiva hasta alcanzar el

nivel hacer matematicas utilizando una generalizacion algebraica en la

Gltima cuestion; por ultimo, en la séptima estrategia, los estudiantes

(28,6% del grupo talentoso), alcanzan el nivel hacer matematicas antes

de lo previsto, terminando con el nivel de memorizacion.

6.1.1 Trayectoria 1

Los estudiantes soélo resolvieron
correctamente la primera cuestion.
Para obtener el término 5°, hicieron
uso tanto de la estrategia de dibujo
de la figura 52 y conteo del nimero
de elementos que la forman (48,1%
de los estudiantes), como del
célculo del término a partir del
término anterior (14,8% de los
estudiantes). Ambas son
estrategias aditivas propias del
nivel algoritmos sin conexiones.

Sin embargo, estos estudiantes no
fueron capaces de obtener un
resultado correcto para el término
20: el 18% no contestd a la
cuestion 2, el 15% cometio errores
en el dibujo y conteo de la figura
2028, el 15% cometid errores en la
suma aritmética de los 20 primeros
nameros y el 15% aplic6 una

relacién aleatoria incorrecta.

Niveles de Demanda

Trayectoria 1

a
g3
=
Q:Q 2 \
(=]
(]

l \

0

1 2 3 4
Cuestiones

Figura 95. Trayectoria 1 de patrones
geomeétricos.

AVAST 0 0%
IES 17 63%

247



Clara Benedicto Baldonado

Esta primera estrategia muestra como todos los estudiantes fueron capaces de
obtener el término inmediato, pero al incrementar la complejidad, los resultados

empeoran notoriamente en el grupo ordinario.

6.1.2 Trayectoria 2

Los estudiantes respondieron _
. Trayectoria 2
correctamente las dos primeras

1]
cuestiones.  Utilizaron  una € 5
. .. E o
estrategia aditiva para ambas gz
2 E 2
cuestiones, pues dibujaron las EB X \
i a a g \
figuras 5% y 202 y contaron su Z )
namero de elementos ! 2 3 4
. ) . . Cuestiones
(algoritmos sin conexiones). Sin
embargo, estos estudiantes no Figura 96. Trayectoria 2 de patrones
contestaron las cuestiones 3 y geometricos.
4, o
AVAST 0 0%
IES 4 14,8%
6.1.3 Trayectoria 3
Los estudiantes resolvieron la )
. Trayectoria 3
cuestion 2 calculando la suma de
) 4
los 20 primeros numeros 5
Ew
naturales, identificando la & Z 5
o S
.z - sy . =T}
relacion aritmética existente entre E S
o
S o
el valor del término 20° y su Z
posicion (algoritmos con ! 2 3 4
) ) Cuestiones
conexiones). Sin embargo, estos
estudiantes no contestaron las Figura 97. Trayectoria 3 de patrones

. eomeétricos.
cuestiones 3y 4. 9

AVAST 3 42,8%
IES 0 0%
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6.1.4 Trayectoria 4

Los estudiantes contestaron las tres
primeras cuestiones. Para resolver
la cuestion 3, identificaron la
matemética entre el
100° y su

indicando o realizando con errores,

relacion
término posicion,
la suma de los 100 primeros
nameros (algoritmos con
conexiones). Sin embargo, no

contestaron la cuestion 4.

6.1.5 Trayectoria 5

Los estudiantes resolvieron

correctamente las cuatro

cuestiones. Para resolver las
cuestiones 3 y 4, identificaron la
relacion entre el valor del término y
sSu posicion, observando que se
trata de sumar los primeros
numeros hasta la posicion del
término, y expresaron verbalmente
relacion

esta (algoritmos con

conexiones). Sin embargo, no
fueron capaces de obtener una
formula algebraica que permita

calcular dicho resultado.

Trayectoria 4

[
=
& 3
5 2 _/ \
v =
a
.22
° 2 \
Qo1
o \
=
= 0
1 2 3 4
Cuestiones

Figura 98. Trayectoria 4 de patrones
geomeétricos.

AVAST 0 0%
IES 4 14,8%

Trayectoria 5

Cognitiva

Niveles de Demanda

1 2 3 4

Cuestiones

Figura 99. Trayectoria 5 de patrones
geomeétricos.

AVAST 2 28,6%
IES 0 0%
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6.1.6 Trayectoria 6

Los estudiantes resolvieron
correctamente las cuatro
cuestiones. Para resolver la

cuestion 4 obtuvieron la férmula
algebraica que permite calcular
cualquier término dada su posicion.
Los estudiantes fueron
aumentando el nivel de demanda
cognitiva progresivamente,

alcanzando el nivel de hacer

matematicas en la ultima cuestion.

6.1.7 Trayectoria 7

Los estudiantes obtuvieron la
formula algebraica antes de lo
pedido, pues expresaron
algebraicamente el término general
para contestar la tercera cuestion,
alcanzando el nivel de hacer
matematicas antes de lo previsto.
Esto provoco, que el nivel de
demanda cognitiva disminuyera en
la dltima cuestion hasta el nivel de
memorizacibn, ya que los
estudiantes se limitaron a utilizar la

respuesta de la cuestion anterior.
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Trayectoria 6

Cognitiva
¥

Niveles de Demanda

1 2 3 4

Cuestiones

Figura 100. Trayectoria 6 de patrones
geométricos.

AVAST 0 0%
IES 2 7,4%

Trayectoria 7

Cognitiva

Niveles de Demanda

1 2 3 4
Cuestiones

Figura 101. Trayectoria 7 de patrones
geomeétricos.

AVAST 2 28,6%
IES 0 0%
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Tras el analisis completo de la actividad de patrones geométricos y las

trayectorias de resoluciéon de los estudiantes, podemos observar:

e La primera cuestion es apta para todos los estudiantes, pero, conforme la
actividad avanza, el nivel de demanda cognitiva aumenta y el nimero de
estudiantes capaces de resolver correctamente las cuestiones disminuye.

e Podemos observar diferencias entre los primeros apartados (concretos) y
los ultimos (abstractos) y entre los resultados de los estudiantes ordinarios
y talentosos en estos dos bloques. Mientras mas de la mitad de los
estudiantes talentosos respondié correctamente a todas las cuestiones,
Gnicamente un pequefio porcentaje de estudiantes del grupo ordinario
fueron capaces de contestar correctamente a las preguntas referentes a
los términos lejano (14,8%) y general (7,4%).

e Encontramos diferencias notorias entre los estudiantes del grupo
talentoso. Una de las causas principales de este resultado es que no todos
ellos destacaban en matematicas, a pesar de que todos habian sido
identificados como superdotados por haber superado los tests oficiales de
identificacion.

e Uno de los miembros de la pareja de estudiantes del grupo ordinario que
alcanzé el nivel de hacer matematicas, obtuvo una alta puntuacion en el
test de inteligencia realizado en el centro. Estos resultados muestran la
presencia de estudiantes con altas capacidades en las aulas ordinarias y
la importancia de identificarlos y atender sus necesidades.

e Los estudiantes del grupo talentoso que alcanzaron el nivel de hacer
matematicas fueron posteriormente seleccionados para participar en el
proyecto Estalmat® (Estimulo de Talento Matematico). La seleccién de
estos estudiantes en este programa confirma su talento matematico y la
validez del andlisis de respuestas mediante los niveles de demanda

cognitiva.

3 Estalmat es un proyecto de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales que
trata de detectar, orientar y estimular de manera continuada, a lo largo de dos cursos, el talento
matematico excepcional de estudiantes de 12-13 afios. Consisten en talleres de 3 horas de
duracion que se realizan los sabados por la mafiana.
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6.2 Geometria plana

En esta seccidn, presentamos las graficas de las trayectorias de resolucion de la
actividad de geometria plana, representando en el eje vertical el nivel de
demanda cognitiva y en el eje horizontal el apartado de cada cuestion. Ademas,
como ya hemos comentado al comienzo del capitulo, hemos afadido el codigo
0 en el eje vertical de las graficas para hacer referencia a las estrategias de
resolucion incorrectas o0 a los estudiantes que no respondieron a las cuestiones.
Debajo de cada grafica, hemos incluido una tabla que informa de la cantidad de
estudiantes (absoluta y porcentual) de la muestra que resolvio la tarea siguiendo

esa trayectoria.

Al analizar el proceso de resolucion de la actividad completa de geometria plana,
hemos encontrado una gran variedad de trayectorias. Para facilitar la
comprension de los resultados obtenidos, hemos dividido las trayectorias en
funcion de los apartados resueltos correctamente, especificando en cada uno de
estos casos las diferentes trayectorias segun las estrategias escogidas y su nivel
de demanda cognitiva. Hay que sefialar que el apartado 3b Unicamente fue
planteado a los estudiantes de 5° de Educacion Primaria, por lo que, en algunas
graficas, este apartado no toma ningun valor de los niveles de demanda

cognitiva.

e EIl 26% del total de estudiantes, todos ellos procedentes de los grupos
ordinarios no respondié correctamente ningun apartado.

e El 9% del total de estudiantes Unicamente resolvid correctamente las
preguntas que se apoyaban en la representacion gréafica (1a, 1b,1c, 2ay
3a), dibujando las diagonales y realizando el conteo. Estos estudiantes no
establecieron relaciones entre los diferentes elementos geomeétricos que
intervenian en las cuestiones.

e EI 15,6% del total de estudiantes contesté unicamente las dos primeras
cuestiones. Estos estudiantes no resolvieron las cuestiones
correspondientes al nimero total de diagonales.

e EI5,2% del total de estudiantes, todos ellos procedentes del grupo 5° de
Educacion de Primaria, identificd la relacion aritmética existente entre el

numero de lados y el nUmero total de diagonales, y resolvié correctamente
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los casos concretos aplicando dicha relacién. Sin embargo, estos
estudiantes no fueron capaces de expresar la relacion verbal o algebraica.
e EIl44,2% de todos los estudiantes fue capaz de resolver correctamente la

actividad completa.

6.2.1 Trayectoria 1

Los estudiantes no respondieron )
o Trayectoria 1
correctamente ningun apartado. %é’ .
©
El apartado 3b Unicamente se Eo 3
oE -
planteé a los estudiantes de 5° de S §n 1
. L 3©
Educacion Primaria. g 0
= la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

Figura 102. Trayectoria 1 de geometria
plana.

5EP 5 33,5%
AVAST 0 0%
IES 15 27,1%

6.2.2 Trayectoria 2

Los estudiantes Unicamente resolvieron aquellos apartados que podian ser
resueltos mediante el dibujo de las diagonales y el conteo del nimero de estas
(1a, 1b, 1c, 2a'y 3a). Podemos distinguir dos situaciones diferentes dependiendo
de si contestan correctamente el apartado 3a, obteniendo el nimero correcto de

diagonales totales de un poligono o cometiendo errores al dibujarlas o contarlas.
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6.2.2.1 Trayectoria 2.1

Los estudiantes contestaron las )
Trayectoria 2.1

cuestiones 1la, 1b, 1c y 2a dibujando

las diagonales desde un vértice y € o3
L >
, . . Qs 2
contando su numero (algoritmos sin = N\
© 1) \
. . M)
conexiones) pero cometieron errores < - 0
> la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
al dibujar el numero total de = Cuestiones

diagonales de algunos poligonos, y

Figura 103. Trayectoria 2.1 de geometria
no fueron capaces de responder

plana.
correctamente al apartado 3a.
Ademas, no dieron una justificacion SEP 2 13,3%
para el caso del triangulo, o dieron AVAST 0 0%

una justificacion insuficiente. IES 4 7,3%

El apartado 3b unicamente se planted
a los estudiantes de 5° de Educacion

Primaria.

6.2.2.2 Trayectoria 2.2

Los estudiantes se limitaron a )
Trayectoria 2.2

resolver los apartados que se

3 4
apoyaban en dibujos (1a, 1b, 1c, 2ay é o 3
[T
. . all= 2
3a), pero, a diferencia del grupo © §° 1 \v/
anterior, representaron las diagonales 8 © 0 -
> la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
totales de los poligonos y = Cuestiones
completaron la tabla correctamente
(algoritmos sin conexiones). Los Figura 104. Trayectoria 2.2 de
9 ' geometria plana.
estudiantes no contestaron el
apartado 2b, referente a la relacién SEP 0 0%
implicita existente entre el nimero de AVAST 1 14.2%
diagonales por vértice y el nimero de IES 0 0%

lados.
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Resultados de la experimentacion

6.2.3 Trayectoria 3

Los estudiantes solo resolvieron correctamente las cuestiones 1 y 2. Podemos

distinguir dos trayectorias, dependiendo de si identificaron la relacion numérica

entre los datos de la tabla o si comprendieron y expresaron verbalmente la

relacion entre el nUmero de lados y el de diagonales por vértice.

6.2.3.1 Trayectoria 3.1

Los estudiantes identificaron,
observando los datos de la tabla, la
relacion numérica entre las columnas
referentes al numero de lados y el
numero de diagonales por vértice,
Esto

(algoritmos sin  conexiones).

estudiantes no comprendieron la
relacion geométrica existente entre el
numero de diagonales por vértice y el
namero de lados de un poligono.

El apartado 3b Unicamente se plante6
a los estudiantes de 5° de Educacion

Primaria.
6.2.3.2 Trayectoria 3.2

Los estudiantes comprendieron vy
expresaron verbalmente la relacion
implicita existente entre el nUmero de
lados y numero de diagonales por
vértice para resolver el apartado 2b
(algoritmos con conexiones), pero no
representaron correctamente el
namero total de diagonales y no
resolvieron correctamente la cuestion

3.

Trayectoria 3.1

e———
\

la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

O L N W B

Niveles de Demanda
Cognitiva

Figura 105. Trayectoria 3.1 de
geometria plana.

SEP 2 13,3%
AVAST 0 0%
IES 8 14,6%

Trayectoria 3.2

_/\\

\
la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c

Cuestiones

Cognitiva
O R, N W b

Niveles de Demanda

Figura 106. Trayectoria 3.2 de geometria

plana.
5EP 0 0%
AVAST 0 0%
IES 2 3,6%
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6.2.4 Trayectoria 4

Los estudiantes identificaron y aplicaron la relacion aritmética existente entre

el numero de lados y el numero total de diagonales para resolver los apartados

3a y 3b. Sin embargo,

no fueron capaces de expresar,

verbal o

algebraicamente, dicha relacion (apartado 3c). Podemos distinguir dos

trayectorias segun la estrategia utilizada para resolver el apartado 2b.

6.2.4.1 Trayectoria 4.1

Los estudiantes resolvieron el
apartado 2b identificando la relacion
aritmética entre el numero de lados y
el numero de diagonales por vértice
la tabla

observando los datos de

(algoritmos sin conexiones).

6.2.4.2 Trayectoria 4.2

Los estudiantes resolvieron el

apartado 2b comprendiendo vy
expresando verbalmente la relacién
geométrica existente entre el nimero
de lados y el numero de diagonales
vértice (algoritmos

por con

conexiones).
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Trayectoria 4.1

3 4

& 3

€E o yd \
o > 2

g 52 \
3 & \
- la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
>

= Cuestiones

Figura 107. Trayectoria 4.1 de geometria

plana.
5EP 2 13,3%
AVAST 0 0%
IES 0 0%

Trayectoria 4.2

yd \\
la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

Cognitiva
O R N W b

Niveles de Demanda

Figura 108. Trayectoria 4.2 de geometria

plana.
5EP 2 13,3%
AVAST 0 0%
IES 0 0%



Resultados de la experimentacion

6.2.5 Trayectoria 5

Los estudiantes resolvieron correctamente la actividad completa. Podemos

diferenciar distintas trayectorias:

6.2.5.1 Trayectoria 5.1

Los estudiantes utilizaron la
representacion grafica para calcular
todos los casos concretos
(diagonales por vértice y total de
diagonales), utilizando el nivel de
algoritmos sin conexiones. Ademas,
en el apartado 2b, estos estudiantes
obtuvieron la relacion numérica entre
el numero de lados y el niumero de
diagonales por vértice observando
los datos de la tabla (algoritmos sin
conexiones). Finalmente,
identificaron 'y expresaron de
manera verbal la relacién general
entre el nimero de lados y el nimero
total de diagonales, alcanzando el
nivel de hacer matematicas en el

apartado 3c.

Trayectoria 5.1

Cognitiva

O 2 NW A
I

la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c

Niveles de Demanda

Cuestiones

Figura 109. Trayectoria 5.1 de geometria

plana.

5EP 0 0%
AVAST 0 0%
IES 14 25,5%
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6.2.5.2 Trayectoria 5.2

Los estudiantes utilizaron la
representacion grafica para resolver
todos los casos concretos (diagonales
por vértice y total de diagonales), con
el nivel de algoritmos sin conexiones.
Sin embargo, estos estudiantes fueron
capaces de verbalizar y justificar la
relacion implicita existente entre
nimero de lados y numero de
diagonales por vértice, resolviendo el
apartado 2b con el nivel de algoritmos
con conexiones. Finalmente
alcanzaron el nivel hacer matematicas,
expresando verbalmente la relacion

general.
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Niveles de Demanda

Cognitiva

Trayectoria 5.2

O P NW A
I

1la

1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

Figura 110. Trayectoria 5.2
de geometria plana.

5EP

0 0%

AVAST 0 0%

IES

12 21,9%



Resultados de la experimentacion

6.2.5.3 Trayectoria 5.3

Los estudiantes utilizaron la
representacion grafica para completar
los casos concretos referentes al
namero de diagonales por vértice
(algoritmos sin conexiones). En el
apartado 2b, estos estudiantes
identificaron la relacion numérica
entre el niumero de diagonales por
vértice y el numero de lados
observando los datos de la tabla
(algoritmos sin  conexiones). Sin
embargo, para calcular el nimero total
de diagonales de poligonos concretos
(apartados 3a y 3b), los estudiantes
identificaron y aplicaron la relacion
aritmética sin necesidad de dibujar
todas las diagonales de cada poligono
(algoritmos con conexiones).
Finalmente, expresaron dicha relacion
de manera verbal (sin justificacién),
alcanzando el nivel de hacer

matematicas.

Niveles de Demanda

Trayectoria 5.3

O 2 NW s
I

Cognitiva

1la

1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c
Cuestiones

Figura 111. Trayectoria 5.3 de
geometria plana.

5EP

2 13,3%

AVAST 0 0%

IES

0 0%
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6.2.5.4 Trayectoria 5.4

Los estudiantes utilizaron las mismas
estrategias que las mencionadas en
la trayectoria 5.3, con la excepcion de
gue a estos estudiantes no se les
planteod la cuestion 3b.

6.2.5.5 Trayectoria 5.5

Los estudiantes resolvieron las
cuestiones 1a, 1b, 1cy 2a, referentes
al nimero de diagonales por vértice,
representado las diagonales.
Identificaron la relacion verbal entre
el numero de lados y el numero de
diagonales por vértice para resolver
el apartado 2b. Ademas, completaron
la tabla del apartado 3a calculando el
numero total de diagonales sin utilizar
la representacion (algoritmos con
conexiones). Finalmente, expresaron
de maneral algebraica la regla
general para el calculo del numero
total de diagonales, alcanzando el
nivel hacer mateméticas. Ademas,
uno de los estudiantes justifico de
razonada la

manera expresion

algebraica obtenida.
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Niveles de Demanda

Cognitiva

O P NW A

Trayectoria 5.4

la 1b 1c 2a 2b 3a 3b 3c

Cuestiones

Figura 112. Trayectoria 5.4 de

geometria plana.

5EP 0 0%
AVAST 3 42,9%
IES 0 0%

Niveles de Demanda

Cognitiva

O P NW A

Trayectoria 5.5

la 1b 1c 2a 2b 3a 3b
Cuestiones

3c

Figura 113. Trayectoria 5.4 de

geometria plana.

5EP 0 0%
AVAST 3 42,9%
IES 0 0%




Resultados de la experimentacion

Tras el analisis completo de la actividad de geometria planay las trayectorias de

resolucion de los estudiantes podemos observar:

El 26% de los estudiantes (todos ellos procedentes del grupo ordinario)
no fue capaz de resolver correctamente ninguna cuestion. Este resultado
nos llama la atencion, especialmente en esta actividad, dado que trata
contenidos incluidos en el curriculo y los primeros apartados se asemejan
a las actividades presentadas en el libro de texto. Esto muestra el bajo
nivel que tienen los estudiantes de las clases ordinarias en el area de la
geometria.

Mientras la mayoria de los estudiantes talentoso completaron
correctamente la actividad (85,8% de los estudiantes), de los grupos
ordinarios Unicamente lo consiguié el 21,9% del grupo de 1°de ESO y el
13,3% del grupo de 5° de Educacién Primaria.

Podemos identificar diferencias notorias entre los estudiantes del grupo
talentoso. Una de las causas principales de este resultado es que no todos
ellos destacaban en matematicas, a pesar de que todos habian sido
identificados como superdotados por haber superado los tests oficiales de
identificacion.

Los estudiantes del grupo talentoso que siguieron la trayectoria 5.5,
demostrando mayor nivel durante la resolucidon de la actividad, fueron
posteriormente seleccionados para participar en el proyecto Estalmat
(Estimulo de Talento Matematico). La seleccion de estos estudiantes en
este programa confirma su talento matematico y la validez del andlisis de

respuestas mediante los niveles de demanda cognitiva.
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6.3 Visualizacion

En esta seccidn, presentamos las graficas de las trayectorias de resolucion del
conjunto de actividades de visualizacion, representando en el eje vertical el nivel
de demanda cognitiva y en el eje horizontal el tipo de actividad. Al igual que en
los contextos anteriores, hemos afiadido el codigo O en el eje vertical de las
graficas para hacer referencia a las estrategias de resolucion incorrectas o a los
estudiantes que no respondieron a las cuestiones. También hemos incluido una
tabla que informa de la cantidad de estudiantes (absoluta y porcentual) de la

muestra que resolvio la tarea siguiendo esa trayectoria.

A diferencia de los dos contextos anteriores, el experimento de visualizacién
anicamente se llevd a cabo con estudiantes talentosos. Por esta razén, en este
caso no podemos realizar comparaciones entre los estudiantes procedentes de
un grupo ordinario y los del grupo talentoso. Sin embargo, los resultados
obtenidos nos permiten observar que también existen diferencias en el nivel de
demanda cognitiva empleado por diferentes estudiantes talentosos al resolver

los mismos problemas.

Al analizar la evolucion del nivel de demanda cognitiva de los estudiantes al
resolver la secuencia de las cuatro actividades de proyecciones ortogonales,

hemos identificado las siguientes trayectorias:

e El 10% de los estudiantes no resolvié correctamente ninguna de las
actividades.

e El 30% de los estudiantes Unicamente resolvio correctamente las
actividades consistentes en el dibujo de las proyecciones ortogonales
(ordinarias o codificadas). Entre estos, podemos diferenciar dos
trayectorias en funcion de la estrategia utilizada para resolver la actividad
de tipo 1 (dibujo de las proyecciones ordinarias).

e EIl 22,5% de los estudiantes resolvio correctamente las actividades de
tipos 1, 2 y 3. Todos ellos utilizaron la misma estrategia para resolver la
actividad de tipo 3, pero podemos diferenciar dos tipos de trayectorias en
funcién de la estrategia utilizada para resolver las actividades de tipos 1y
2.
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Resultados de la experimentacion

e Por dultimo, el 37,5% de los estudiantes resolvid correctamente la
secuencia completa de actividades, pudiendo observar dos trayectorias
diferentes.

6.3.1 Trayectoria 1

Los estudiantes no resolvieron )
_ Trayectoria 1
correctamente ninguna de las

1]
- 4
actividades.  Estos  estudiantes E L3
. . - T2 2
cometieron errores al identificar la S .
. ] 2,
cara del moédulo que tenian que g0°
o 1 2 3 4
representar, dibujando una = Tipo de actividad
proyeccion ortogonal diferente a la
. . Figura 114. Trayectoria 1 de
pedida e interpretaron de manera proyecciones ortogonales.
incorrecta la informacion de las
proyecciones al construir los sélidos. AVAST 4 10%

6.3.2 Trayectoria 2

El 30% de los estudiantes resolvié correctamente las actividades de tipos 1y 2,
pero fueron incapaces de construir correctamente los sélidos a partir de sus
proyecciones ortogonales (ordinarias o codificadas), ya que, al construir un
sélido, verificaron unicamente la informacion de una proyeccion, sin asegurarse
de que el sdlido construido cumpliera las tres proyecciones simultaneamente.
Podemos distinguir dos trayectorias de resolucion dependiendo de la estrategia

utilizada para resolver la actividad de tipo 1.
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6.3.2.1 Trayectoria 2.1
Los estudiantes dibujaron las
proyecciones ortogonales ordinarias
(actividad tipo 1) copiando
directamente las imagenes de las
proyecciones que el software
ofrecia (memorizacién). Puesto que
dicha estrategia no es valida para
dibujar las proyecciones
ortogonales codificadas (actividad
tipo 2), los estudiantes utilizaron la
rotacibon del solido para la
observacion y conteo del nimero de

cubos (algoritmos sin conexiones).

6.3.2.2 Trayectoria 2.2
Los estudiantes

actividades de tipo 1y 2 moviendo los
sélidos y situandolos en posiciones
apropiadas para poder obtener las

proyecciones ortogonales (algoritmos

sin conexiones).
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resolvieron las

Niveles de Demanda

Niveles de Demanda

Cognitiva

Trayectoria 2.1

= N\,

S P NW s

N

1 2 3 4
Tipo de actividad

Figura 115. Trayectoria 2.1. de
proyecciones ortogonales.

AVAST 6 15%

Trayectoria 2.2

Cognitiva
o = NW s

[y

2 3 4
Tipo de actividad

Figura 116. Trayectoria 2.2 de
proyecciones ortogonales.

AVAST 6 15%



Resultados de la experimentacion

6.3.3 Trayectoria 3

El 22,5% de los estudiantes resolvié correctamente las actividades de tipos 1, 2
y 3, pero fueron incapaces de resolver la actividad de tipo 4. En la actividad de
tipo 3, los estudiantes construyeron el solido a partir de una determinada
proyeccioén, y fueron modificandolo hasta comprobar que el solido se ajustaba a

las tres proyecciones.

Podemos distinguir dos trayectorias de resolucion dependiendo de la estrategia

utilizada para resolver la actividad de tipo 2.

6.3.3.1 Trayectoria 3.1

Los estudiantes resolvieron las Trayectoria 3.1

actividades de tipo 1 y 2 moviendo el s .,

. _ L &
sélido y situandolo en la posicion Eg

as 2 —
apropiada para poder obtener las 2 EQ 1
. . S0 0 -

proyecciones ortogonales (algoritmos %E 1 5 3 4
sin conexiones). Para la actividad de = Tipo de actividad
tipo 3, construyeron el sdélido a partir _ _

» . ) Figura 117. Trayectoria 3.1 de
una proyeccion y modificaron dicho proyecciones ortogonales.
sélido hasta verificar las tres
proyecciones (algoritmos con AVAST 7 17,5%
conexiones).

6.3.3.2 Trayectoria 3.2
Los estudiantes dibujaron las Trayectoria 3.2
proyecciones del sélido (ordinarias o £
=
codificadas) manteniendo el solido en E g 3
axs 2
una o0 varias posiciones fijas 2 EQ 1
. . a9 0 -
(algoritmos con conexiones). En la @ 1 5 3 4
actividad de tipo 3, construyeron el = Tipo de actividad
sélido a partir una proyeccion y _ _
. ) . Figura 118. Trayectoria 3.2 de
modificaron dicho sélido hasta proyecciones ortogonales.

verificar las tres proyecciones

(algoritmos con conexiones). AVAST 2 5%
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6.3.4 Trayectoria 4

El 37,5% de los estudiantes resolvidé correctamente la actividad completa. De
entre estos estudiantes, cabe destacar que un estudiante siguié una trayectoria

diferente al resto (Trayectoria 4.2), alcanzando el nivel de hacer mateméticas.

6.3.4.1 Trayectoria 4.1

Los estudiantes dibujaron las Trayectoria 4.1

proyecciones ortogonales T g,

(ordinarias 0 codificadas) § g i —

manteniendo el solido en una o § §n1

varias posiciones fijas (algoritmos § "o 1 2 3 4
con conexiones). Estos Tipo de actividad

estudiantes construyeron el sélido , _

Figura 119. Trayectoria 4.1 de
a partir de una determinada proyecciones ortogonales.
proyeccion y fueron modificandolo
- AVAST 14 35%
hasta comprobar que el sélido se
ajustaba a las tres proyecciones

(algoritmos con conexiones).

6.3.4.2 Trayectoria 4.2

Un  estudiante  dibuj6 las Trayectoria 4.2

proyecciones ortogonales

(4]
2 4 —
1]

ordinarias 0 codificadas Eg3 —
o= 2

manteniendo el soélido en una s &1

. .. , 390
posicion fija (algoritmos con E 1 ) 3 4
. , , = . .
conexiones). Ademas, construyo Tipo de actividad

el solido utilizando las tres _ _
Figura 120. Trayectoria 4.2 de

proyecciones ortogonales proyecciones ortogonales.
(ordinarias o codificadas) de

0
manera simultanea (hacer AVAST 1 2,5%

matematicas).
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Tras el andlisis completo del conjunto de actividades de proyecciones
ortogonales y las trayectorias de resolucion de los estudiantes, podemos

observar:

e Unicamente el 10% de los estudiantes no fue capaz de resolver ningun
tipo de actividad.

e EI37,5% de los estudiantes resolvié correctamente la secuencia completa
de actividades, pese a que trata contenidos que no se exigen en el
curriculo oficial.

e Para la construccion de sdlidos a partir de sus proyecciones ortogonales
(codificadas u ordinarias), encontramos dos estrategias de resolucion. No
obstante, exceptuando de un estudiante que hizo uso del nivel hacer
matematicas, el resto de estudiantes utilizaron una estrategia del nivel
algoritmos con conexiones.

e Podemos identificar diferencias notorias entre los estudiantes del grupo
talentoso. Una de las causas principales de este resultado es que no todos
ellos destacaban en matematicas, a pesar de que todos ellos habian
superado los tests de identificacion de superdotacion.

e El estudiante que llevo a cabo una trayectoria de nivel superior
(Trayectoria 4.2), alcanzado el nivel de hacer matematicas, fue
posteriormente seleccionado para participar en el proyecto Estalmat, o
cual confirma su talento matematico y da validez al analisis de respuestas
mediante los niveles de demanda cognitiva.

e Consideramos que seria interesante repetir este experimento con
estudiantes de un grupo ordinario para poder identificar las diferencias
entre ambos grupos. Esta parte de la investigacion queda pendiente para

un futuro.
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7. Conclusiones

La investigacion presentada en esta memoria pretende profundizar en el disefio
de tareas matematicas adecuadas para la atencion de la diversidad de
estudiantes talentosos. Las tareas disefiadas se han basado en los ambitos de

pre-algebra, geometria plana y visualizacién.

Para llevar a cabo esta investigaciéon, comenzamos reformulando el modelo de
demanda cognitiva propuesto por Smith y Stein (1998) con el fin de facilitar su
uso al analizar tareas matematicas de diferentes tipos (seccion 3.3). A
continuacion, particularizamos las caracteristicas de dicho modelo para el
analisis de tareas de tres contextos matematicos concretos: pre-algebra,
geometria plana y visualizacién (seccién 4.2). Esto nos permitié evaluar el nivel
de demanda cognitiva tedrico de las tareas propuestas para cada experimento,
seflalando el grado de complejidad requerido para su resolucion (secciones
5.1.1, 5.2.1, 5.3.1). Las respuestas obtenidas tras implementar las tareas en
grupos ordinarios y con estudiantes con talento matematico, nos permitieron
analizar el nivel de demanda cognitiva de las respuestas, contrastando las
estrategias de resolucion utilizadas por los diferentes grupos de estudiantes en
funcién de sus capacidades (secciones 5.1.2, 5.2.2, 5.3.2). En el capitulo 6,

resumimos los resultados obtenidos en los tres experimentos de la investigacion.

Por ultimo, en este capitulo vamos a formular las conclusiones principales que
se derivan de los resultados del analisis de los tres experimentos, que dan
respuesta a los objetivos especificos de investigacion planteados en el capitulo
1. También presentamos las aportaciones realizadas por este estudio,
seflalamos las limitaciones de este trabajo y planteamos algunas de las

perspectivas futuras de la investigacion.
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El objetivo general que motivd esta investigacibn era proporcionar una
herramienta que permita al profesorado de matematicas disefiar buenas
practicas docentes para el desarrollo de las habilidades de estudiantes con

diferentes capacidades matematicas en un aula inclusiva.

Este objetivo general se ha concretado en cuatro objetivos especificos. En las
secciones siguientes recordamos cada uno de ellos y detallamos el grado y el

modo en el que se han satisfecho.

7.1 Reformulacion del modelo de demanda
cognitiva

El primer objetivo especifico de esta investigacion es reformular y estructurar el
modelo de la demanda cognitiva de Smith y Stein para adecuarlo a cualquier

contexto de las matematicas escolares.

La reformulacién del modelo de demanda cognitiva fue un proceso ciclico que
consisti6 en varias fases, detalladas en la seccion 3.3. Inicialmente,
comenzamos utilizando el modelo original de demanda cognitiva (Smith y Stein,
1998), para realizar un analisis teodrico de nuestras tareas. Pero, dados las
particularidades de nuestras tareas, encontramos algunas dificultades al
clasificarlas. Con el objetivo de solucionar dichas dificultades, exploramos
detalladamente cada una de las caracteristicas definitorias de los niveles de
demanda cognitiva, determinando aquellos aspectos que diferenciaban un nivel
de otro. Esto nos permitié organizar las caracteristicas de cada nivel en seis
categorias (procedimiento de resolucion, finalidad, esfuerzo cognitivo,
contenidos matematicos, explicaciones y representacion de la solucion) y
redactar nuevas caracteristicas, necesarias para completar las definiciones de

los niveles.

La organizacion de las caracteristicas de los niveles de demanda cognitiva en
categorias ha sido una de las principales aportaciones de esta investigacion en
lo que respecta a la aplicabilidad del modelo, ya que facilita su uso para el disefio
y analisis de una amplia variedad de tareas matemaéticas y ofrece a profesores e

investigadores una herramienta Gtil para la seleccion de tareas en funcién de su
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grado de complejidad y para la evaluacion de las respuestas de los estudiantes,

en especial de los de aaccmm.

7.2 Particularizacion de las caracteristicas de los
niveles de demanda cognitiva

El segundo objetivo especifico de esta investigacidbn es particularizar las

caracteristicas del modelo reformulado a diversos tipos de actividades concretas.

La particularizacion del modelo de demanda cognitiva a los tres contextos
matematicos de nuestra investigacion (pre-algebra, geometria plana y
visualizacion) también fue un proceso ciclico, detallado en la seccion 4.2. Al
empezar a aplicar el modelo general modificado de demanda cognitiva al analisis
de nuestras actividades, observamos que algunas caracteristicas resultaban
demasiado generales. Para facilitar nuestro analisis, decidimos especificar
aguellas caracteristicas que eran demasiado genéricas. Pese a que ha sido
necesario hacer particularizaciones de todas las descripciones de las categorias,
las referentes al procedimiento de resolucion, los contenidos matematicos
implicitos y la representacion de la solucion son las que han requerido un mayor

esfuerzo de adaptacion.

La particularizacion del modelo a los tres contextos matematicos (pre-algebra,
geometria planay visualizacion) facilita el uso del modelo para este tipo de tareas
concretas. No obstante, cabe sefialar las diferencias existentes entre las tres
particularizaciones. Debido a que las actividades de patrones geométricos
suelen seguir siempre la misma estructura, la particularizacion del modelo a este
contexto resulta muy provechosa. Sin embargo, las actividades de visualizacion
y, especialmente, de geometria pueden ser muy variadas, por lo que hemos
particularizado el modelo a un tipo de tareas muy concretas, siendo conscientes
de la necesidad de hacerlo asi a pesar de la limitacion que ello supone. Por esta
razon, consideramos que la particularizacion del modelo al contexto de patrones
geométricos es la mayor aportacién en lo que corresponde a este objetivo. No
obstante, la particularizacion a los problemas de proyecciones ortogonales
también resulta interesante, ya que se trata de un contexto bastante utilizado por

los profesores que quieren ayudar a desarrollar las habilidades de visualizacion
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de sus alumnos. Ademas, la particularizacién a los problemas de geometria se
basa en contenidos curriculares que a menudo se ensefian de una manera
memoristica, por lo que el uso del modelo de demanda cognitiva en este contexto
muestra la riqueza que estos problemas pueden ofrecer en una clase con

estudiantes de aaccmm.

Podemos concluir que la particularizaciéon del modelo de demanda cognitiva es
de ayuda para el analisis de tareas concretas, pero resulta complejo adaptarlo a
ciertos contextos matematicos generales. Por esta razon, consideramos mas
apropiado, en algunos casos, la particularizacion del modelo a actividades
concretas. Dado que el modelo de demanda cognitiva modificado es una
herramienta eficaz para el analisis de tareas matematicas, creemos que la
particularizacion del modelo a actividades concretas puede realizarla el docente,
con el fin de explorar con detalle las caracteristicas de las actividades propuestas

y conocer mejor el grado de complejidad de estas.

7.3 Evaluacion del nivel de demanda cognitiva de
actividades

El tercer objetivo especifico de esta investigacion es evaluar el nivel de demanda
cognitiva de las actividades disefiadas en nuestros experimentos mediante un
doble analisis, tedrico y de respuestas, que permita identificar diferentes grados

de talento en los estudiantes.

Hasta el momento, de acuerdo con la literatura consultada, los investigadores
s6lo habian utilizado el modelo de demanda cognitiva para analizar los
enunciados de las actividades, identificando un unico nivel para cada actividad,
basandose en el andlisis de las respuestas tipicas esperadas por un estudiante
medio del curso en el que se plantea esa actividad. En esta tesis doctoral,
aportamos una nueva propuesta metodoldgica para el analisis de tareas,
consistente en la realizacion de un doble analisis del nivel de demanda cognitiva,

tedrico y de respuestas reales de estudiantes.

Primeramente, realizamos un analisis teorico del nivel de demanda cognitiva de
las tareas propuestas, basandonos en las respuestas esperadas por un resolutor
medio (secciones 5.1.1, 5.2.1, 5.3.1). Esto nos permitio valorar el grado de
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complejidad que requeria la resolucion de las tres actividades propuestas para
dicho resolutor. Este analisis permite tener una valoracion inicial de la evolucién
del nivel de demanda cognitiva de las actividades, valorando si las tareas
propuestas son apropiadas para ser implementadas. Ademas, el modelo de
demanda cognitiva modificado nos ha permitido observar cdmo, en algunos

casos, el disefio de las actividades podia ser mejorado.

Al analizar las respuestas de los estudiantes a las actividades de los tres
contextos en los que hemos experimentado, encontramos diferentes estrategias
de resolucion con distintos niveles de demanda cognitiva para una misma
actividad (secciones 5.1.2, 5.2.2, 5.3.2). De esta manera, el andlisis de
respuestas de los estudiantes completa el analisis tedrico, aportando nueva
informacion rica y valiosa para mejorar la identificacion del nivel de demanda
cognitiva de la actividad. Ademas, el analisis de respuestas de los estudiantes
nos ha permitido detectar estudiantes con diferentes capacidades matematicas,

en funcion del nivel de demanda cognitiva de sus estrategias de resolucion.

El doble andlisis del nivel de demanda cognitiva es una de las aportaciones
importantes de esta tesis. Esta incorporacion proporciona una herramienta mas
completa para el disefio de actividades que desarrollen las habilidades de
estudiantes con diferentes capacidades. Por una parte, el analisis tedrico permite
valorar el disefio de la tarea, mejorando los detalles, comprobando si se trata de
una actividad apropiada para atender la diversidad de capacidades existente en
un aula, especialmente si hay estudiantes con altas capacidades. Por otra parte,
el analisis de respuestas de los estudiantes permite complementar la informacion
obtenida tras el analisis tedrico e identificar el potencial de los estudiantes en
funcién del nivel de demanda cognitiva de sus respuestas, distinguiendo

estudiantes con diferentes capacidades, en particular con aaccmm.
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7.4 Valoracion de las actividades diseiiadas para
atender las necesidades educativas de
estudiantes con diferentes capacidades, en
particular de altas capacidades

El cuarto objetivo especifico de esta investigacion es valorar las actividades
disefiadas para atender las necesidades educativas de estudiantes con

diferentes capacidades matematicas, en particular de aaccmm.

Ademas de la intencion investigadora, el procedimiento que hemos desarrollado
para disefar y analizar actividades matematicas ha constituido una metodologia
gue podemos considerar adecuada para la atencion educativa de los estudiantes
con talento matematico. Para valorar las actividades utilizadas, la
experimentacion se llevd a cabo con estudiantes ordinarios y estudiantes
talentosos, pertenecientes a AVAST. Observando los resultados obtenidos al
analizar las respuestas de estos estudiantes en los tres experimentos (capitulo

6), podemos concluir:

e Hemos podido observar diferencias en la evolucién del nivel de demanda
cognitiva entre ambos grupos de estudiantes. Pese a que la mayoria de
estudiantes de ambos grupos fueron capaces de resolver las cuestiones
iniciales, que requerian un nivel de demanda cognitiva inferior (algoritmos
sin conexiones), Unicamente una pequefa parte del grupo ordinario y la
mayor parte del grupo talentoso fueron capaces de completar las
actividades alcanzando los niveles superiores (algoritmos con conexiones
o0 hacer matematicas). Esto manifiesta la posibilidad de plantear dichas
actividades en grupos ordinarios, donde una parte de los estudiantes
pueda alcanzar los contenidos minimos, al mismo tiempo que se les
proporciona recursos enriguecedores a los estudiantes con mayores
capacidades.

e En ambos grupos (ordinario y talentoso), podemos apreciar cOmo una
pequefia parte de los estudiantes utilizé estrategias complejas de un nivel
de demanda cognitiva superior al esperado. Cabe sefalar que los
estudiantes del grupo ordinario que destacaron en nuestras actividades

obtuvieron una alta puntuacién en el test de inteligencia realizado en el
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centro. Por su parte, los estudiantes del grupo talentoso que mostraron
mayor nivel durante la resolucion de la actividad fueron posteriormente
seleccionados para participar en el proyecto Estalmat (Estimulo de
Talento Matemético). Esto muestra la utilidad de estas actividades para
identificar a los estudiantes talentosos.

e Hemos detectado como una pequefia parte del grupo talentoso tuvo
dificultades cuando el nivel de demanda cognitiva de las actividades
incrementd. Estos resultados se han repetido en los tres experimentos, lo
cual consideramos es debido a que, a pesar de que todos los estudiantes
del grupo talentoso habian pasado unas pruebas de seleccién de
superdotacién, no todos ellos destacaban en matematicas.

e Hemos obtenido respuestas de algunos estudiantes del grupo talentoso
que alcanzaron el nivel hacer matematicas antes de lo esperado. Esto
provoco que el nivel de demanda cognitiva de su trayectoria de resolucion
disminuyera al final del proceso, debido a que los estudiantes obtuvieron
la respuesta antes de lo previsto y en las ultimas cuestiones se limitaron
a repetir los resultados obtenidos previamente. Esto indica las diferencias
existentes entre los estudiantes del grupo talentoso, ya que, entre los que
alcanzaron el nivel de hacer matematicas, no todos siguieron el mismo

procedimiento de resolucion.

Podemos concluir que, pese a la complejidad que suponia la resolucién completa
de las tareas, requiriendo en todos los casos del uso de un nivel alto de demanda
cognitiva, un porcentaje importante de estudiantes talentosos fue capaz de
resolver correctamente las tareas completas. Esto muestra el potencial de las
actividades que hemos disefiado y experimentado para desarrollar las
habilidades de estudiantes con talento matemético, creando situaciones
complejas, que suponen un reto para los estudiantes y que favorecen el
desarrollo de los estudiantes talentosos. El modelo de demanda cognitiva no solo
es una interesante herramienta de investigacion, sino también una herramienta
gue permite disefiar buenas practicas docentes, identificando el potencial de las
actividades para atender las necesidades educativas de los estudiantes con

talento matematico.
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7.5 Aportaciones de este estudio

El modelo de demanda cognitiva de Smith y Stein ya era considerado como
instrumento de relevancia para valoracion de actividades. Asi, el NCTM (2014)
afirma que este modelo es un recurso adecuado para identificar tareas de alta
demanda cognitiva que promuevan el razonamiento y la resolucion de problemas

para alcanzar un aprendizaje efectivo de las matematicas.

En este estudio hemos presentado una interpretacion original e innovadora del
modelo de demanda cognitiva de Smith y Stein (1998). Hemos desarrollado sus
caracteristicas teoricas y lo hemos particularizado a varios contextos de las
matematicas escolares de Educacion Primaria y ESO. De esta manera,
proporcionamos a profesores de matematicas e investigadores en educacion
matematica, una herramienta util para elaborar tareas matematicas en un aula
inclusiva, donde se atiendan las necesidades educativas de estudiantes
talentosos. Esta herramienta permite disefiar actividades que incrementen poco
a poco el grado de complejidad, comenzando con el trabajo de los contenidos
minimos y progresando hasta alcanzar un nivel alto de demanda cognitiva. De
esta manera, las tareas pueden ser implementadas en un aula ordinaria, a la vez
gue crean situaciones problematicas que permitan a los estudiantes con altas

capacidades desarrollar sus habilidades.

En este estudio también hemos presentado ejemplos en los que mostramos
como aplicar el modelo de demanda cognitiva modificado al analisis de
respuestas de estudiantes. Hasta donde conocemos, se trata de una aplicacion
original de los niveles de demanda cognitiva. Los resultados obtenidos tras
implementar las tareas disefladas con diferentes grupos de estudiantes
muestran claras diferencias en las respuestas obtenidas por los estudiantes
identificados con talento. Las cuestiones de un alto nivel de demanda cognitiva
proporcionaron a estos estudiantes una oportunidad para desarrollar su
razonamiento matematico y enriquecer sus conocimientos. Ademas, el analisis
de las respuestas a nuestras tareas nos ha permitido detectar estudiantes dentro

del grupo ordinario con mayores capacidades matematicas.
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7.6 Limitaciones

La principal limitacion de este trabajo es el tamafio de la muestra, en particular
del grupo de estudiantes con aaccmm, y el hecho de tratarse de una muestra de
conveniencia. Los resultados expuestos en la investigacion se refieren a un
grupo reducido concreto de estudiantes con los se trabajé en el experimento. Los
sujetos fueron elegidos por su pertenencia a los talleres de matematicas que
organizaba la asociacion AVAST, lo cual garantiza su condicion de

sobredotacion, pero no necesariamente de alta capacidad matematica.

Por otra parte, dado las dificultades encontradas al tratar de implementar varias
sesiones basadas en contenidos que no forman parte del curriculo escolar oficial
durante el horario lectivo, asi como la posibilidad de contar en los centros de
ensefianza a los que teniamos acceso con ordenadores capacitados para llevar
a cabo la experimentacion de visualizacidon, este experimento Unicamente pudo
realizarse con estudiantes talentosos. La falta de respuestas a las tareas de
proyecciones ortogonales de estudiantes ordinarios supone una limitacion para

el estudio comparativo de las respuestas de estudiantes segun sus capacidades.

Por dltimo, cabe sefialar, que los resultados obtenidos a partir del experimento
estan condicionados por el tipo de actividades propuestas y el disefio de las
sesiones. Somos conscientes de que el experimento puede haberse visto
condicionado por otras variables ajenas al mismo. Algunos ejemplos de estas
son: los contenidos que los estudiantes pudiesen conocer, pese a no estar
incluidos en el curriculo oficial, la actitud de estudiantes con poca predisposicion
a manifestar sus argumentaciones, el efecto de estar condicionados por estar
siendo observados, la influencia de los investigadores en las respuestas de los

estudiantes, etc.

7.7 Perspectivas futuras

Tras finalizar la investigacion y realizar un analisis retrospectivo de la misma,

consideramos algunos aspectos que podemos mejorar y ampliar.

Por una parte, para corroborar que el modelo de demanda cognitiva permite al

profesorado disefiar buenas practicas docentes, seria interesante realizar un
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estudio con profesores, donde estos tuvieran que utilizar el modelo de demanda
cognitiva modificado para el disefio y analisis de sus tareas y la evaluacion de

las respuestas de sus alumnos.

Por otra parte, consideramos necesario completar la investigacion con nuevos
ciclos de disefo, experimentacion y andlisis, utilizando otro tipo de actividades
que desarrollen otras habilidades consideradas propias de los estudiantes con
talento matematico. Ademas, nuestra investigacion ha estado centrada en
estudiantes de edades entre 10 y 13 afios, pero seria importante realizar una
investigacién con estudiantes de otras edades comprobando como afecta esto
al modelo de demanda cognitiva. Con estas nuevas experimentaciones se
pretende completar y mejorar la investigacion realizada, aprendiendo de los
errores cometidos, mejorando el disefio de tareas y tratando de ampliar la

muestra de estudiantes con talento matematico.
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ANEXO 1. Actividades de patrones

geomeétricos

1.1 Actividad 1. Numeros triangulares

Aqui ves una secuencia de figuras. La primera figura tiene 1 punto, la segunda

tiene 3 puntos, ....

00O
O00O0

1. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 52 posicion? ¢En qué te
fijas?

2. ¢Sabes el numero de puntos de la figura de la 202 posicion? ¢En qué te
fijas?

3. ¢Hay alguna férmula que nos permita obtener la cantidad de puntos de la
figura que esta en una posicién determinada? Por ejemplo, para la figura
100.

4. ¢Y sifuera la figura que ocupa la posicion n?
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ANEXO 1

1.2 Actividad 2. Suma de los numeros impares

La abuela de Marta esta tejiendo una manta de patchwork con cuadrados de

colores para su cumpleanos. Ha decidido utilizar diferentes colores formando L

con los cuadrados del mismo color.

Cuando la manta esté formada por 5 cuadrados pequefios en cada lado:

P wbd P

¢, Cuantos cuadrados hay en total en la manta?

¢,Cuantos colores diferentes habra utilizado?

¢ Cuantos cuadrados habra de cada color?

¢, Qué relacion podemos observar entre los nimeros de cuadrados de

cada color?

Recordando lo visto anteriormente,

© N o O

¢ Serias capaz de calcular la suma de los primeros 20 nUmeros impares?
¢ Y de los n primeros nimeros impares?
¢ Sabrias calcular la suma de los 100 primeros nameros pares?

¢Y de los n primeros nameros pares?
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1.3 Actividad 3. Super cubo

Actividad basada en S.E.M.C.V. AL-KHWARIZMI Revista de problemes de
Matematiques Num.75 Junio 2014-11-05 con modificaciones.

Consideramos un cubo formado por cubos pequefios de manera que cada arista

esta formada por 3 cubos.

3

1. ¢Cuéantos cubos pequeiios hay en total?

2. Vamos a utilizar diagonales en este cubo que unen vértices opuestos del
cubo, por lo que no estan en una misma cara. Por ejemplo, la diagonal
que une los vértices destacados en la figura. ¢ Cuantos cubos pequefios
hay en una diagonal que va de un vértice a otro?

3. ¢Sabrias calcular el nUmero de cubos pequefios que forman el cubo
grande al quitarle los que se encuentran en las cuatro diagonales? Explica
como lo calculas.

4. Y sienvez de 3 cubos en cada arista hubiera 5 cubos? ¢Y 77

5. ¢Y sienvez de 3 cubos en cada arista hubiera 27?

6. ¢Sabrias calcular cuantos cubos habria en un cubo con n cubos pequefios
en cada arista (n impar) si le quitamos los que se encuentran en las cuatro

diagonales?
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1.4 Actividad 4. jJugamos a los bolos!

Un grupo de amigos hemos decidido jugar a los bolos. Pero como nos cuesta
tirar al suelo varios bolos de una sola tirada, queremos que estos vayan

aumentando poco a poco. Hemos decidido que aumenten del siguiente modo:

O QO QOO
00 000 QOO0

1° 20 30
a) ¢ Cuantos bolos habra colocados la 5° vez que tiremos? ¢Qué haces para

saberlo?
b) ¢ Cuantos bolos habra colocados la 12° vez que tiremos? ¢ Cdmo lo sabes?

c) Como estamos aburridos, vamos a pasar mucho tiempo jugando. ¢Sabrias
algun modo de calcular cuantos bolos tendremos colocados cuando hagamos

la tirada 65? ¢ Coémo lo sabes?
d) ¢Y sien latirada n?

e) Si hay 31 bolos preparados ¢de qué numero de tirada se trata? ¢Cémo lo

sabes?

f) Si hay 44 bolos preparados, ¢de qué numero de tirada se trata? ¢Como lo

sabes?
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1.5 Actividad 5. jCumpleaiios feliz!

Este sdbado, Maria va a realizar una comida con sus amigos y familiares para
celebrar que ha cumplido 12 afios. Para ello, quiere calcular cuantas mesas y

sillas le haran falta. Quiere sentarlos del siguiente modo:

1 mesa 2 mesas 3 mesas

Pero Maria tiene un problema: no sabe cuantos invitados acudiran a su fiesta.
¢Podrias ayudarle a calcular cuantos invitados cabran en funcion de cuantas

mesas coloque?

a) ¢Cuantos invitados cabran con 6 mesas? ¢ Cémo lo sabes?

b) ¢Cuéantos invitados cabran con 15 mesas? ¢Como lo sabes?

c) ¢Sabrias algun modo de calcular cuantos invitados cabran con 50 mesas?
¢, Como lo sabes?

d) ¢Y enn mesas?

e) Sihay 22 invitados, ¢cuantas mesas habra? ¢ Coémo lo sabes?

f) Sihay 35 invitados, ¢ cuantas mesas habra? ¢ Como lo sabes?
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1.6 Actividad 6. Piscina

Queremos construir una piscina en el huerto de la abuela, pero no nos

ponemos de acuerdo con sus medidas. Asi pues, hemos realizado un esquema

para contar cuantas baldosas necesitaremos en funcion del tamafo escogido:

00O
QOO

Tamafio 1

Q0Q0 QOO0
O O O O

QQQO O O
Q00000

Tamafo 3

Tamano 2

a) ¢Cuantas baldosas necesitaremos para el tamafio 5? ¢ Como lo sabes?

b) ¢Cuéantas baldosas necesitaremos para el tamafio 12? ;Cémo lo sabes?

c) ¢Sabrias algun modo de calcular cuantas baldosas necesitaremos para

el tamafio 60? ¢ COmo lo sabes?

d) ¢Cuantas baldosas habria para el tamafio de n?

e) Sihay 31 baldosas, ¢,qué tamafio sera? ¢ Cémo lo sabes?

f) Sihay 42 baldosas, ¢ qué tamafio serd? ¢ Como lo sabes?
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1.7 Actividad 7. Escalera

Un grupo de amigos estaba jugando al baloncesto, cuando, sin querer, han
lanzado el balén demasiado alto y ha ido a parar al tejado. Para bajarlo, van a
construir una escalera con madera, pero desconocen cuantos escalones

necesitaran.

a) ¢Cuantos trozos madera necesitaran para 4 escalones? ¢ Cémo lo sabes?

b) ¢Cuantos trozos madera necesitaran para 10 escalones? ¢Como lo
sabes?

c) ¢Sabrias algun modo de calcular cuantos trozos madera necesitaran para
45 escalones? ¢ Como lo sabes?

d) ¢Sabrias calcular cuantos trozos de madera se necesitard para n
escalones?

e) Si hay 26trozos de madera, ¢cuantos escalones tendra? ¢Como lo
sabes?

f) Si hay 39trozos de madera, ¢cuantos escalones tendra? ¢Como lo

sabes?

307






ANEXO 1

1.8 Actividad 8. Pared

Maria y Marta estan construyendo una pequefa pared alrededor de su jardin:

L | | L1 1 1 |

Tamarfo 1 Tamario 2 Tamarfo 3

a) ¢Cuantos ladrillos necesitaran para construir una pared de tamafo5?
¢, Como lo sabes?

b) ¢Cuéantos ladrillos necesitaran para construir una pared de tamafio 11?
¢, Como lo sabes?

c) ¢Sabrias algin modo de calcular cuantos ladrillos necesitaran para
construir una pared de tamafo 50? ¢Cémo lo sabes?

d) ¢Sabria algun modo de calcular cuantos ladrillos necesitaran para
construir una pared de tamafio n?

e) Sihay 38 ladrillos, ¢, qué tamafio habran construido? ¢ Cémo lo sabes?

f) Si hay 45 ladrillos, ¢ qué tamafo habran construido? ¢ Cémo lo sabes?
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1.9 Actividad 9. Cuadrados

Ana esta jugando con sus piezas de construccion a formar todos los cuadrados

posibles con los cuadraditos que dispone.

L]

Cuadrado 1 Cuadrado 2 Cuadrado 3

a) ¢Cuantos cuadraditos necesitara para el cuadrado 5? ¢ Como lo sabes?

b) ¢Cuantos cuadraditos necesitara para el cuadrado 10? ¢ Como lo sabes?

c) ¢Sabrias algun modo de calcular cuantos cuadraditos necesitara para el
cuadrado 35? ¢;Como lo sabes?

d) ¢Sabrias algin modo de calcular cuantos cuadraditos necesitara para el
cuadrado n?

e) Sitiene 30 cuadraditos, ¢ qué cuadrado podra hacer? ¢ Cémo lo sabes?

f) Sitiene 49 cuadraditos, ¢,qué cuadrado podra hacer? ¢ Como lo sabes?
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1.10 Actividad 10. Grieta

En el patio de nuestro colegio se ha formado una grieta que crece poco a poco.

A su alrededor dibujamos cuadrados de la misma medida para poder saber

cuanto ha aumentado.

f)

Dia 1 Dia 2 Dia 3

¢, Cuantos cuadrados necesitaremos para medir el tamafio de la grieta el
dia 5? ¢ Como lo sabes?

¢,Cuantos cuadrados necesitaremos para medir el tamafio de la grieta el
dia 11? ¢ Como lo sabes?

¢ Sabrias algun modo de calcular cuantos cuadrados necesitaremos para
medir el tamafio de la grieta el dia 25? ¢ Como lo sabes?

¢, Sabrias algun modo de calcular cuantos cuadrados necesitaremos para
medir el tamafio de la grieta el dia n?

Si hemos necesitado 70 cuadrados, ¢ cuantos dias tiene la grieta? ¢ Cémo
lo sabes?

Si hemos necesitado 128 cuadrados, ¢cuantos dias tiene la grieta?

¢, Como lo sabes?
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1.11 Actividad 11. Araina

En clase tenemos una arafla como mascota. En la esquina superior de su terrario

esta construyendo una telarafia. Cada dia construye un fragmento siguiendo el

siguiente patrén:

Dia 3
Dia 1 Dia 2 |

Cada una de las rayas representa un hilo diferente.

a)
b)
c)

d)

f)

¢,Cuantos hilos habra colocado en la telarafia el dia 5? ¢ Cémo lo sabes?
¢, Cuantos hilos habra colocado en la telarafia el dia 10? ¢ Cémo lo sabes?
¢ Sabrias algun modo de calcular cuantos hilos habra colocado en la
telarafa el dia 30? ¢, Cémo lo sabes?

¢, Sabrias algun modo de calcular cuantos hilos habra colocado en la
telerafa el dia n?

Si la telarafia esta formada por 50 hilos, ¢, cuantos dias ha necesitado para
hacerla? ¢ Como lo sabes?

Si la telarafia esta formada por 90 hilos, ¢,cuantos dias ha necesitado para

hacerla? ¢ Cémo lo sabes?
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ANEXO 2. Actividades de geometria

plana

2.1 Actividad 1. Desigualdad triangular

1.- Conociendo la medida de los lados, trazar los triangulos que sean
posibles utilizando material escolar (regla y lapiz).

2.- Comprobar como deben ser las medidas de los lados de un
tridngulo para que sea posible dibujarlo. (Desigualdad triangular)

OBJETIVOS

1.- Utilizando regla y papel, trata de dibujar triangulos con las siguientes medidas
de sus lados:

a=2cm, b=4cm y c=7cm;

a=3cm, b=4cm, y c=7cm;

a=5cm, b=6cm y c=7cm;

¢, Se pueden dibujar todos? ¢ Por qué?

2.- (Applet 1.1) Moviendo los puntos y variando la longitud de los lados,

trata de representar los triangulos del ejercicio anterior.
Observando la suma de los lados b y ¢ (lado verde y azul), ¢ Qué condicion deben

cumplir la suma de los dos lados del triangulo para que se pueda construir?

LADO a + | TERCER SE PUEDE/ NO SE
LADO b LADO PUEDE CONSTRUIR

.

317



Clara Benedicto Baldonado

»3.- (Applet 1.2) Moviendo los puntos y variando la longitud de los lados trata

de representar los siguientes triangulos.

3cm, 4cm, 8cm; 5cm, 2cm, 2cm; 1cm, 6¢cm, 3cm;

=

¢, Se pueden construir estos triangulos? ¢ Por qué?

e 2cm, 3cm, 5cm; 6cm, 4cm, 2cm; 3cm, 7cm, 4cm;

2. ¢Se pueden construir estos triangulos? ¢ Por qué?

e 4cm, 5cm, 8cm; 5cm, 3cm, 4 cm; 6cm, 7cm, 3cm;

3. ¢Se pueden construir estos triangulos? ¢ Por qué?
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2.2 Actividad 2. Construccion de triangulos

1.-Trazar un tridngulo isésceles conociendo uno de los lados iguales.
OBJETIVOS | 2.- Trazar un triangulo isésceles conociendo el lado desigual.
3.- Trazar un triangulo rectangulo conociendo uno de sus catetos.

=<5 1.- (Applet 2) Un avidn debe realizar un aterrizaje forzoso en el aeropuerto
mas cercano. El piloto sabe que debe aterrizar en la PISTA 3, pero desconoce
en qué punto exacto, Unicamente sabe que el punto de aterrizaje forma un
triangulo isdsceles con las dos torres de control. Encuentra el punto o los puntos

donde debe aterrizar el avion si:

a) El segmento que une las dos torres es uno de los lados iguales del triangulo

isésceles.
b) El segmento que une las dos torres es el lado diferente del tridngulo isosceles.

2.- Encuentra el punto de aterrizaje si el triangulo fuese rectangulo. ¢Existe un

anico punto? Tomando el lado dado como uno de los lados que forman 90°.

PISTA3

TORRE 1 TORRE 2
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2.3 Actividad 3. Suma de los angulos interiores
de un poligono convexo

OBJETIVOS

1.-Trazar triangulos, medir sus angulos y obtener la suma de sus
angulos.

2.-Obtener la suma de los angulos de un triangulo dada la medida
de cada uno de los angulos de varios triangulos.

3.- Comprobar la suma de los angulos de un triAngulo observando
tres copias de un mismo triangulo unidas por los vértices, de manera
que los tres &ngulos del tridngulo estén unidos.

4.- Comprobar la suma de los angulos de un triangulo colocando los
tres Angulos consecutivos.

5.- Comprobar la suma de los angulos interiores de un tridngulo
trazando una recta paralela a uno de sus lados.

6.- Demostrar que la suma de los angulos interiores de un triangulo
es 180° trazando una recta paralela a uno de sus lados.

7.- Calcular la suma de los angulos interiores de un cuadrilatero,
dividiendo el poligono en tridngulos mediante el trazado de la
diagonal desde un solo vértice.

8.- Calcular la suma de los angulos interiores de un pentagono,
dividiendo el poligono en triangulos mediante el trazado de las
diagonales desde un solo vértice.

9.- Calcular la suma de los angulos interiores para poligonos de 3,
4,5, 6y 7 lados ayudandose de dibujos.

10.- Deducir la suma de los &ngulos interiores para un poligono de
20 lados.

11.- Encontrar una férmula general para el calculo de la suma de los
angulos interiores de un poligono de n lados.

A pesar de no expresarse explicitamente, tomaremos en todos los siguientes

apartados poligonos convexos.

1.- ¢ Cuanto mide la suma de los angulos interiores de un triangulo? ¢ Se cumple

para todos los triangulos? Justifica tu respuesta.
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2.- (Applet 3.1) Mide los tres angulos de un tridngulo utilizando el applet de
Geogebra. ¢Cuanto vale su suma? ¢Se cumple para todos los triangulos?
Prueba con diversos triangulos

Suma de los angulos interiores del triangulo = 39.86° + 69.87° + 70.27° = 180

»3.- (Applet 3.2) Tenemos un triangulo, hacemos copias y las colocamos
como ves en el dibujo. Observa los puntos donde puedes ver los tres angulos
del triangulo, uno al lado de otro (son consecutivos). Se puede ver cuanto mide

la suma de los tres angulos interiores del triangulo. ¢ Cuanto mide?

Modifica el triAngulo y mira lo que sucede con otros triangulos. ¢Qué resultado
sale?

322



ANEXO 2

24.- (Applet 3.3) Copiamos los tres angulos del triangulo, de manera que
sean consecutivos (ver dibujo). ¢ Cuanto mide su suma? Prueba con distintos

triangulos.

5.- (Applet 3.4) Otra forma de ver cuanto mide la suma de los tres angulos
de un triangulo es trazando una recta paralela a uno de los lados del triAngulo

(ver dibujo).
a) ¢ Qué puedes observar en los dos angulos rojos y los dos angulos verdes?

b) ¢ Cuanto mide la suma de los tres angulos coloreados que tienen un vértice

comun? Prueba con distintos triangulos.

c) ¢ Cuanto mide la suma de los angulos interiores de un triangulo?
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6.- Por lo que has estado viendo, la suma de los angulos interiores de un triangulo
es 180°. Sin usar el transportador, explica por qué sucede eso con la ayuda de
estas figuras, utilizando el método visto anteriormente que se basaba en el

trazado de una linea paralela a un lado.

7.- Responde a las siguientes preguntas:
a) Traza una diagonal en un cuadrilatero ¢ En cuantos triangulos queda dividido?

b) Recordando el valor de la suma de los angulos interiores de un triangulo,

¢cuanto medird la suma de los angulos interiores de un cuadrilatero?

8.- Responde a las siguientes preguntas:

a) Traza las diagonales desde un solo vértice de un pentagono. Prueba con

diferentes pentagonos. ¢ En cuantos triangulos quedan divididos?

b) Recordando el valor de la suma de los angulos interiores de un triangulo,

¢,Cuanto medira la suma de los angulos interiores de un pentdgono?
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=+ 9.- (Applet 3.5) Observando las figuras, completa la tabla donde consideres
el nimero de triangulos en el que se divide cada poligono al trazar las diagonales

desde un vértice y el numero de lados del poligono.

a) Una vez conocido el nimero de triangulos, completa la tabla calculando la

suma de los angulos interiores de cada uno de estos poligonos.

NUMERO NUMERO SUMA ANGULOS

POLIGONO LADOS TRIANGULOS INTERIORES

TRIANGULO

CUADRILATERO

PENTAGONO
HEXAGONO
HEPTAGONO

P. DE 20 LADOS

P. DE N LADOS

b) Observando la tabla, ¢ podrias decir en cuantos triangulos se puede dividir un
poligono de 20 lados trazando las diagonales desde un vértice? ¢Cuanto

medira la suma de sus angulos interiores? Justifica tu respuesta.

c) Si se tratara de un poligono general de n lados, ¢podrias decir en cuantos
triangulos se puede dividir el poligono trazando las diagonales desde un

vértice? ¢ Cuanto medira la suma de sus angulos? Justifica tu respuesta.
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2.4 Actividad 4. Triangulos equilateros

1.-Tratar de representar triangulos equiladteros rectangulos,
obtusangulos y acutangulos.

2.-Caracterizar los angulos de un triangulo equilatero.

3.-Partiendo de un tridngulo con todos sus lados iguales, comprobar
gue sus angulos también son iguales.

4.-Partiendo de un triangulo con todos sus angulos iguales, comprobar
OBJETIVOS | que sus tres lados también son iguales.

5.- Calcular la medida de los angulos de un triangulo con todos sus
lados iguales y justificar haciendo uso del valor de la suma de los
angulos interiores de un triangulo.

6.- Clasificar los triAngulos equilateros atendiendo al valor de sus
angulos (rectangulo, acutangulo u obtusangulo) y justificar haciendo
uso del valor de la suma de los &ngulos interiores de un triangulo.

1. (Applet 4.1) Moviendo los vertices forma diferentes triangulos.
a) ¢, Se puede formar un triangulo equilatero rectangulo?
b) ¢ Se puede formar un triangulo equilatero obtusangulo?

c) ¢, Se puede formar un triangulo equilatero acutangulo?

d) ¢ Qué puedes decir del triangulo equilatero respecto a sus angulos?

. 2. (Applet 4.2) Dado un triangulo equilatero (recuerda que tiene sus tres
lados iguales), varia la medida de sus angulos y responde a las siguientes

preguntas:
a) ¢, Se puede formar un triangulo equilatero rectangulo? Justifica tu respuesta.
b) ¢ Se puede formar un triangulo equilatero obtusangulo? Justifica tu respuesta.

c) ¢, Se puede formar un triangulo equilatero acutangulo? Justifica tu respuesta.
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d) ¢ Qué puedes decir de los angulos de un triangulo equilatero?

ﬁ3 (Applet 4.3) Tenemos un triangulo con dos angulos iguales, trata de

formar un tridngulo con los tres angulos iguales variando la longitud de los lados.

a) ¢ Cuantos triangulos diferentes puedes crear con los tres angulos iguales?

Justifica tu respuesta.

b) ¢ Cuanto mide cada angulo de esos triangulos? ¢ Siempre miden lo mismo?

Justifica tu respuesta.
Recuerda que la suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°.
c) ¢ Qué tienen en particular los lados de esos triangulos?

d) ¢ Qué puedes decir de ese triangulo?
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4. Recordando que la suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°.

Responde justificadamente las siguientes preguntas.

a) ¢, Se puede formar un triangulo equilatero rectangulo? Justifica tu respuesta.
b) ¢ Se puede formar un triangulo equilatero obtusangulo? Justifica tu respuesta.
c) ¢ Se puede formar un triangulo equilatero acutangulo? Justifica tu respuesta.

d) Completa la tabla indicando Sl en el caso de que haya triangulos equilateros

de ese tipo, y NO si no los hay.

ACUTANGULO | RECTANGULO | OBTUSANGULO

EQUILATERO

e) Completa:
Todos los triangulos eqUIlAtEros SON .......ovvee e e e
Sus angulos miden............ccoveiieiiineenns

(Escribe el nombre de un tipo de triangulo atendiendo al valor de sus angulos:

acutangulo, rectangulo u obtusangulo)
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2.5 Actividad 5. Propiedades de paralelogramos

1.-Describir todas las propiedades comunes de la familia de los
cuadrados.

2.- Describir todas las propiedades comunes de la familia de los
rectangulos.

3.- Describir todas las propiedades comunes de la familia de los
rombos.

4.- Describir todas las propiedades comunes al cuadrado y al
rectangulo.

5.- Describir todas las propiedades comunes a los cuadrados, pero
NO a los rectangulos.

6.- Describir todas las propiedades comunes a los rectangulos, pero
NO a los cuadrados.

7.- Establecer una relacién de inclusiébn entre el cuadrado y el
rectangulo.

8.- Describir todas las propiedades comunes al cuadrado y al rombo.
9.- Describir todas las propiedades comunes a los cuadrados, pero
NO a los rombos.

10.- Describir todas las propiedades comunes a los rombos, pero NO
a los cuadrados.

11.- Establecer una relacion de inclusion entre el cuadrado y el rombo.

OBJETIVOS

; 1 (Applet 5.1) Observando el cuadrado escribe las propiedades que
cumplen todos los cuadrados. Prueba con diferentes cuadrados variando la

longitud de sus lados.

a) Medida de sus lados.

b) Medida de sus angulos.
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c) Medida de sus diagonales.

d) Angulos de sus diagonales.

e) Numero de ejes de simetria y tipo de angulo que forman.

,; 2.- (Applet 5.2) Observando el rectangulo escribe las propiedades que
&

cumplen todos los rectangulos. Prueba con diferentes rectangulos variando la
longitud de sus lados.

a) Medida de sus lados.
b) Medida de sus angulos.
c) Medida de sus diagonales.

d) Angulos de sus diagonales.

e) Numero de ejes de simetria y tipo de angulo que forman.

todos los rombos. Prueba con diferentes rombos variando la longitud de sus
diagonales.
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a) Medida de sus lados.

b) Medida de sus angulos.

c) Medida de sus diagonales.
d) Angulos de sus diagonales.

e) Numero de ejes de simetria y tipo de angulo que forman.

4.- Recordando los ejercicios anteriores:
a) Escribe todas las propiedades comunes al cuadrado y al rectangulo.

b) Escribe las propiedades que conozcas que tienen todos los cuadrados, pero
NO todos los rectangulos. (O sea, puede que algunos rectangulos si las

tengan, pero no todos)

c) Escribe todas las propiedades que conozcas que tienen todos los rectangulos,
pero NO las tienen todos los cuadrados. (O sea, puede que algunos

cuadrados si las tengan, pero no todos)

d) ¢Todos los cuadrados cumplen las condiciones que hace falta para ser
rectangulo? ¢ Todos los rectangulos cumplen las condiciones que hace falta
para ser cuadrado? Justifica tus respuestas.

5.- Recordando los ejercicios anteriores:
a) Escribe todas las propiedades comunes al cuadrado y al rombo.

b) Escribe todas las propiedades que conozcas que tienen todos los cuadrados,
pero NO las tienen todos rombos. (O sea, puede que algunos rombos si las

tengan, pero no todos)

c) Escribe todas las propiedades que conozcas que tienen todos los rombos,
pero NO las tienen todos los cuadrados. (O sea, puede que algunos

cuadrados si las tengan, pero no todos)

d) ¢Todos los cuadrados cumplen las condiciones que hace falta para ser
rombo? ¢ Todos los rombos cumplen las condiciones que hace falta para ser
cuadrado? Justifica tus respuestas.
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2.6 Actividad 6. Propiedades del rombo

1.- Recordar en el punto donde se cortan las diagonales de un rombo.
2.- Recordar el angulo que forman las diagonales del rombo.

3.- Dibujar un rombo conociendo dos de sus vértices y la recta donde
se encuentra otro de ellos.

OBJETIVOS

v (Applet 6) En un pequefio pueblo entre las montafias, un legendario
aventurero cansado y al borde de la muerte ha enterrado un tesoro. En el plano
qgue ha dejado, solamente esta sefialado un arbol y una farola. También ha
anotado que el arbol, la farola y el punto donde esta enterrado el tesoro, son tres
vértices de un rombo. Sabemos que uno de los vértices esta sobre la pista

rectilinea azul celeste.

a) Si el tesoro se encuentra sobre la pista rectilinea, ¢Ddénde habria que
cavar para encontrar el tesoro?

b) ¢Y siel tesoro se encuentra en el otro vértice del rombo?
Recuerda las propiedades del rombo para resolver el problema.

c) ¢En qué punto se cortan las diagonales del rombo?

d) ¢Qué angulo forman las diagonales del rombo?
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2.7 Actividad 7. Diagonales de un poligono

1.- Dibujar una diagonal en un cuadrilatero y en un pentagono.

2.- Calcular el numero de diagonales desde un vértice en un
cuadrilatero y un pentagono.

3.- Comprobar que el numero de diagonales desde cada vértice es el
mismo.

4.- Calcular el numero de diagonales desde un vértice de un triangulo.
5.- Trazar las diagonales desde un vértice de diferentes poligonos
ayudandose de un dibuijo.

6.- Deducir en numero de diagonales desde un vértice de un poligono
de 20 lados (sin ayuda de un dibujo)

7.- Deducir la relacion existente entre en niumero de lados del poligono
y el numero de diagonales desde uno de sus vértices.

8.- Calcular el numero de diagonales totales de diferentes poligonos
(se pueden ayudar de dibujos).

9.- Relacionar el numero de diagonales totales con el nimero de
vértices y el nimero de diagonales desde cada vértice.

10.- Deducir el nimero de diagonales totales de un poligono de 20
lados (sin ayuda de un dibujo).

11.- Establecer una regla general para el calculo del nimero de
diagonales de cualquier poligono convexo.

OBJETIVOS

La diagonal de un poligono es el segmento que une dos vertices no

consecutivos.

1. Dibuja una diagonal en cada uno de los poligonos siguientes:

- -
CUADRILATERO .
PENTAGOND

a) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del cuadrilatero?

¢, Todos los vértices tienen el mismo numero de diagonales?

b) ¢Cuéantas diagonales se pueden trazar desde un vértice del pentagono?

¢, Todos los vértices tienen el mismo numero de diagonales?
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c) ¢Cuantas diagonales se pueden trazar desde un vértice
del triangulo? ¢Todos los vértices tienen el mismo

namero de diagonales? ¢ Por qué?

., 2. (Applet 7.2) Observa los poligonos. Responde a las siguientes preguntas.

Ao

TRIANGULO CUADRILATERO PENTAGONO HEXAGONO HEPTAGONO

a) En cada uno de poligonos, traza todas las diagonales desde el vértice
sefialado. Modifica la forma de los poligonos manejando el vértice y

comprueba la cantidad de diagonales. Rellena la siguiente tabla:

N.° DIAGONALES DESDE

. o )
POLIGONO N.° DE LADOS UN VERTICE

TRIANGULO
CUADRILATERO
PENTAGONO
HEXAGONO
HEPTAGONO

b) ¢Qué relacion existe entre el niumero de lados y el nimero de diagonales

desde un veértice? ¢Por qué?

3. (Applet 7.2) Dibuja y calcula el numero total de diagonales de cada
poligono:

a) Completa la siguiente tabla:

N.° DE N.° DIAGONALES N.° TOTAL DE

POLIGONG LADOS | DESDE UN VERTICE | DIAGONALES

TRIANGULO
CUADRILATERO
PENTAGONO
HEXAGONO
HEPTAGONO
OCTOGONO
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b) Calcula el numero total de diagonales de un poligono de 20 lados.

c) ¢Como podrias, sin dibujar, calcular el niumero total de diagonales de

cualquier poligono teniendo en cuenta su numero de lados?
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2.8 Actividad 8. Poligonos regulares (angulo
central)

1.- Recordar la necesidad de que tanto los lados como los angulos de
un poligono regular han de ser iguales.

2.- Calcular el angulo central de poligonos regulares ayudandose de
dibujos.

3.- Deducir el angulo central de un poligono regular de 20 lados sin la
ayuda de dibujos.

4.- Deducir la relacion existente entre el nUmero de lados de un
poligono regular y su &ngulo central.

5.- Comprobar si ocurre lo mismo en poligonos no regulares y
justificar.

OBJETIVOS

Un poligono regular es un poligono con todos sus lados y todos sus angulos

iguales.

,1.- (Applet 8.1) Observa las figuras del cuadrado, rombo y rectangulo y

LK

contesta a las siguientes preguntas:

kR

RECTANGULO

42

CUADRADO ROMBO

a) ¢ Como tienen los lados el cuadrado y el rombo? ¢Son los dos poligonos

regulares? Justifica tu respuesta.

b) ¢Como tienen los angulos el cuadrado y el rectangulo? ¢Son los dos

poligonos regulares? Justifica tu respuesta.
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El angulo central de un poligono regular tiene el vértice en el centro del poligono

y sus lados pasan por dos vértices consecutivos.

508 2.- (Applet 8.2)* El poligono de centro O es un poligono regular, mueve el
valor del deslizador para modificar el valor de los lados y observa como varia el

valor del angulo central.

4Miranda, R. (2013) http://www.geometriadinamica.cl
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a) Rellena la siguiente tabla.

NUMERO DE LADOS

ANGULO CENTRAL

b) Recuerda que una circunferencia completa mide 360°, ¢como podemos

calcular el angulo central de un poligono regular si tiene 20 lados?

c) ¢ Como calcularemos el angulo central de un poligono regular de n lados?

Justifica tu respuesta.

d) ¢ Se cumple también para poligonos no regulares? Justifica tu respuesta.
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ANEXO 2

2.9 Actividad 9. Simetrias

OBJETIVOS

1.- Calcular el nimero de ejes de simetria de un triangulo equilatero y
un tridngulo isosceles.

2.- Calcular el nimero de ejes de simetria de un cuadrado y de un
paralelogramo no rectangulo.

3.-Calcular el numero de ejes de simetria de diferentes poligonos
regulares dependiendo de su numero de lados.

4.-Comprobar por donde cortan los ejes de simetria de los poligonos
regular al poligono dependiendo de su nimero de lados (con la ayuda
de dibujos).

5.-Deducir el numero de ejes de simetria y su posicion de poligonos
regulares de 20 y 21 lados (sin la ayuda de dibujos).

6.- Deducir la una regla general para el calculo del numero de ejes de
simetria de un poligono regular.

7.- Deducir por donde cortaran los ejes de simetria al poligono regular
dependiendo si el numero de lados es par o impar.

e

gy GRS

@ﬂl (Applet 9.1) Moviendo el punto rojo, calcula los ejes de simetria de un

triangulo is6sceles y de un triangulo equilatero.

TRIANGULO EQUILATERO TRIANGULO ISOSCELES
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Y& . . . , ]
:@52 (Applet 9.2)° Moviendo el punto rojo, calcula los ejes de simetria de un

cuadrado y un paralelogramo cualquiera.

CUADRADO PARALELOGRAMO

%3 (Applet 9.3) Moviendo el punto rojo, calcula los ejes de simetria de un

pentagono regular, de un hexagono regular y de un heptagono regular.

PENTAGONO REGULAR A
HEXAGONO REGULAR HEPTAGONO REGULAR

5 Mentrard, D. (2013) http://dmentrard.free.fr
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ANEXO 2

a) Rellena la siguiente tabla.

POLIGONOS
REGULARES

NUMERO DE
LADOS

NUMERO DE EJES
DE SIMETRIA

¢POR DONDE

CORTAN LOS
EJES AL

POLIGONO?

TRIANGULO
EQUILATERO

CUADRADO

PENTAGONO
REGULAR

HEXAGONO
REGULAR

HEPTAGONO
REGULAR

b) ¢Podrias deducir cuantos ejes de simetria tendra un poligono regular de

20 lados? ¢ Y de 217? Justifica tu respuesta.

c) ¢ Por donde cortaran los ejes de simetria del poligono regular de 20 lados

al poligono? ¢Y los de 217

d) ¢Cuantos ejes de simetria tendra un poligono de n lados? Justifica tu

respuesta.

e) Si el numero de lados es par, ¢ por donde cortaran los ejes de simetria al

poligono? (Y si es impar?
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ANEXO 3. Actividades de proyecciones

ortogonales

3.1 Actividad 1. Dibujo de las proyecciones
ortogonales ordinarias de un sdlido

Dibuja en la pantalla las proyecciones ortogonales ordinarias de los sélidos:
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UBOS | CLBOS

L

wBos | CLB0S

uBos | CLUBOS
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ANEXO 3

3.2 Actividad 2. Dibujo de las proyecciones
ortogonales codificadas de un sdlido

Dibuja en la pantalla las proyecciones ortogonales codificadas de los soélidos:

CUBDS | CUBOS
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uUBOs | CUBOS |
L
#decubitos 14 1|5 ]

& Cubos y cubos

uBOS | CUBOS |
=2
Hdecublos 19 LI
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ANEXO 3

3.3 Actividad 3. Construccion de un sdlido a
partir de sus proyecciones ortogonales
codificadas

Construye los solidos a partir de sus proyecciones ortogonales codificadas.
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&5 Cubos y cubos - a8 x

uBos | CUBOS
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ANEXO 3

3.4 Actividad 4. Construccion de un sdlido a
partir de sus proyecciones ortogonales
ordinarias

Construye los solidos a partir de sus proyecciones ortogonales ordinarias.

K Cubos y cubos. — a x

CUBOS | CUBOS

=2

Helecubitos ()
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[UB0S | CUBOS

o

&5 Cubosy cubos - 8 x
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