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Sur les repéres symétriques lorentziens

Bartolomé CoLL et Juan Antonio MoRALES

Résumé — Définition et propriétes des repéres symétriques. Caractérisation des variétés admettant
des repéres symétrigues naturels.

On the lorentzian symmetric frames

Abstract — Definition and properties of the symmeiric frames. Characterization of the manifolds
admitting holonomic symmetric frames. :

1. Dans le but de transcrire a4 I'espace-temps de la Relativité certaines situations
physiques d’intérét, nous introduisons et étudions le concept de repéte symétrique.

Un repére symétrique est ici, par définition, un repére tel que ses vecteurs sont
métriquement indiscernables (modules égaux, produits scalaires mutuels égaux). Existe-il
de tels référentiels en métrique non elliptique ? Nous montrons qu'il en existe seulement
st la métrique est lorentzienne, et obtenons alors le groupe maximal des transformations
- qui les relient.

Nous considérons ensuite les repéres symétriques naturels (associés a des cartes locales).
Notre résultat fondamental est que de tels reférentiels existent dans fous les espace-temps
qui admettent une synchronisation ombilicale conformément plate. Comme cela est le
cas pour la plupart des univers cosmologiques, on peut penser que les coordonnées
symétriques associées & ces repéres joueront un réle intéressant en Cosmologie.

2. Nous dirons que p vecteurs sont métriquement permutables si leurs modules, ainsi
que leurs produits scalaires mutuels, sont égaux. Un repére symétrique est un repére de
vecteurs métriguement permutables.

Pour analyser le nombre maximal de vecteurs permutables admis par une métrique,
nous supposerons d’abord que la métrique considérée admet, au moins, un repére
symétrique. En dimension m=n+1, soit {§,}%_, ce repére, et soit {@4}7_, son
co-repére dual algébrique : @* (&5} =55 =5, la métrique g=g,, ©* ® @ s'écrit alors.:
(1) gap=(2—p) _BAB+B1A 1y
ot a=g (s Ea)y VA, P=g (s, Ep), VB#A et 1, est le m-uple de 1’s.

A partir de (1) on peut montrer, par récurrence sur I'expression reliant entre eux deux
mineurs principaux consécutifs, le lemme suivant :

LeMME. — Le mineur principal d’ordre k+1 de g5, peut s écrire :
@ Ay =(a+kB)(a—P).
Une conséquence directe importante est le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — g5 est réguliére 5i, et seulement si, on g
(3 D=(a+np)(e—Pp)#0.
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De (2) et (3), et moyennant les théorémes de signature de Jacobi et de Gundelfinger,
on déduit [sg{x) désignant le signe de x] :

Tutorgme 1. — En dimension m=n+1, la signature ¢ des métriques admettani un
repére symétrique est donnée par :
(4 o=sgla+np)+nsg(ax—p).

D’oti 'on déduit, en particulier :

CoROLLAIRE. — Les seules métrigues non elliptiques admettant des repéres symétrigues
sont les métriques lorentziennes.

En fait, il résulte de (4) que la métrique g est elliptique (resp. lorentzienne) si, et
seulement si, D >0 (resp. D <0).

Nous avons supposé jusquici que la métrique admet un repére symétrique. A partir
des résultats ainsi obtenus, et en les appliguant & des sous-variétés linéaires convenable-
ment choisies pour une métrique générale de type (p, q), p+g=m, p—g=0, on peut
montrer :

THEOREME 2. — Le nombre maximal N de vecteurs métriguement permutables admis
par une métrique de type (p, q) est donné par .
(5) N=max{p, q}+1.

Notons que, 3 dimension égale, ce sont les métriques elliptiques celles qui admettent le
plus grand N : les vecteurs correspondant sont les N=m+1 rayons d'un (m+1)-¢dre
régulier. '

3. La matrice inverse g*® de g, est de la forme

(6) g =(—v) 3474 v 1A 1P
on 14=3*1,, et p et v sont donnés par :
(7) p=D"t{a+(r—-1)B}, v=-D7'B.

1l en résulte :

PROPOSITION. — Le dual algébrigue d’un repére symétrique est un repére symétrigue.

Soit & un vecteur arbitraire. On appelle cone métrique d’axe (la direction définie par)
£, le lieu géométrique des directions formant avec & un angle constant. Il est aisé de voir
que le cone métrique qui contient les m directions définies par les vecteurs d’un repére
symétrique {&,} est unique, son axe E étant donné par £=14E,. Soit @=1 4 ©* laxe
du céne correspondant au dual algébrique {©*} de {£,}. On a alors :

ProposiTioN. — Laxe di dual algébrique d'un repére symétrique est le dual métrique de
son axe.

Cest-a-dire ®@=g(£). En outre, en appliquant {4) au cas lorentzien, il resulte
sgg (€, £)= —sgo, d’ou il s’ensuit :

PROPOSITION. — En métrique lorentzienne de dimension m>2, Paxe d'un repére symé-

trique est une direction nécessairement temporelle.

4. T est clair que Pensemble des transformations reliant les repéres symetriques est un
sous-groupe de GL(m, R). Pour I'obtenir, le résultat suivant est utile :

LeMME. — La projection d'un repére symétrique sur U'hyperplan orthogonal d son axe,
constitue un ensemble de m=n+1 vecteurs métriquement permutables pour la métrique
elliptique n-dimensionnelle induite sur I'hyperplan.
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Dénotons par &y les projetés orthogonalement 4 & des m vecteurs &,. Sur Ihyperplan
II, orthogonal & &, les vecteurs &, constituent, comme nous Iavons déja indiqué, les
. rayons d’'un m-édre régulier. Ainsi, les seules transformations de 1 L qui maintiennent le
caractére métriguement permutable des m vecteurs £ sont les rotations et les dilatations.
Ces derniéres, &4 =a £y, correspondent, dans Iespace complet, a des transformations du
type E,=ak,+bE, etil en résulte :

TutorEME 3. — Toute transformation entre repéres symétrigues est le produit dune
transformation orthogonale, d'une dilatation et & une transformation du type
' = A1
(8) &A:§A+71R§Rs A0

Les transformations orthogonales ne laissent pas invariant, en général, 'axe d*un repére
symétrique, mais respectent, tout comme les dilatations, le caractére causal de ses vectenrs.
Les dilatations et les transformations du type (8) laissent invariant I'axe, ces dernitres
pouvant encore modifier fe caractére causal des vecteurs du repére. '

La transformation (8) est réguliere, Il suffit pour le vdir de noter que son expression
matricielle A} est de la forme (1) :

=(h+mm 18y +(A—1)m P11

En lui appliquant alors la relation (2) pour k=n il résulte det A2 =A.
Sous une telle transformation, les composantes a, f de la metnque g.p sont reliées
aux composanies «, f§ de g, par

a—o=B—p= l(at+nB) A2—=1.
m

5. D’aprés le corollaire du théoréme 1, en chaque point d’une variété lorentzienne on
peut construire des repéres symétriques, mais les champs de repéres cotrespondant dans
un ouvert seront, en général, non holonomes. Nous allons caractériser ici les variétés
lorentzicnnes particuliéres qui admettent des champs de reperes symétrigues naturels (ou
holonomes) c’est-d-dire, pouvant étre obtenus comme les repéres naturels associés &
certaines cartes locales. Dans ce but, I'analyse des propriétés de Paxe est primordiale; en
effet, il est aisé d’établir que :

ProrosiTion. — L'axe d’'un repére syméirigue naturel est une direction intégrable et de
distorsion nulle.

Le langage « cinématique » de cette proposition admet, en termes de la synchronisation
(feuilletage spatial de codimension 1) associée au caractére intégrable de T'axe, la trans-
cription équivalente suivante :

PROPOSITION. — Pour qu'il existe des repéres symétriques naturels sur une variété
loventzienne, il faut qu’elle admette une synchronisation ombilicale.

Pour compiéter ce résultat avec une condition suffisante il est convenable d’associer, 4
chaque repére symétrique {&, }i_,, un repére auxiliaire orthonormé {{,, {,}*_, dont
Pun des vecteurs est dans la direction de I'axe du repére symétrique. On peut montrer
que, 4 une conformité et une rotation spatiale prés, un tel repére est nécessairement de
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la forme :
1
Co= }T 1® &r
(9 ° .
A, 1
La= E(‘tm Y E‘a Fsr)

ol Ay =_ /n+1—A. Un calcul direct fournit, comme seuls produits scalaires non nuls :
g((;o, Co)=°5+nﬁ= g((:as Qa)=(]'.-—ﬁ

d’ol I'on peut tirer :

1
o= —{g@o, §0)+Hg((;_.,, Ca)}
(10) n+1

1
B= R—H{g(ﬁo, Lo)—8 (e L )

De (9) il résulte que si le repére {&,} est naturel, il en est de méme du repére {Z, 1.
Dans ces conditions, en dénotant par { x*} un systéme de coordonnées locales attaché 4
ce dernier ({,=4,), la métrique g s’Cerit :

g=g e L)dx" ®dx+Y g((, L)dx* ®@dx".

A Taide de P'inverse de (9), des relations (10) et de résultats connus, on obtient finalement
le théoréme suivant :

TutorEME 4. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une variété lorentzienne
admette un repére symétrique naturel est qu’il existe localement une synchronisation ombili-
cale conformément plate.

Cette caractérisation nous permet d’affirmer que des espace-temps tels que ceux de
Robertson-Walker ou de Schwarzschild admettent des repéres symétriques naturels. Ces
deux cas jouissent, en outre, d'une importante particularité: les composantes de la
métrique par rapport & ces repéres somt des fonctions symétriques des coordonnées; e
groupe P (permutations de m éléments) d'invariance considéré, que nous avons ici
supposé initialement agir sur Pespace tangent & la variété, agit ainsi sur la variété elle-
méme. Mais cette situation sera examinée ailleurs.
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