A. Fabbri i M.A. Lledo

Mecanica ll. Esquema del curs

0

Antecedent
La mecanica newtoniana
(Galileu i Newton):
lleis del moviment formulades
en els sistemes inercials.

3

Relativitat especial (Einstein):
veurem que el principi de
relativitat combinat amb la

constancia de la velocitat de la

llum en el buit mescla espai i
temps, i en discutirem les

consequencies fisiques.

Formulacio lagrangiana (Euler,
Lagrange, Hamilton i Jacobi):
tractarem l'espai de
configuracio, les coordenades, les
velocitats generalitzades i
arribarem a les eq. d’Euler-
Lagrange, que valen en tots els
sistemes de coordenades.

2

Formulacio hamiltoniana:
emprarem l'espai de fases per a
arribar a les eq. de Hamilton;
discutirem els parentesis de
Poisson i el canvi de coord.
(transformacions canoniques) en
'espai de fases.
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0. Principis fonamentals de la mecanica
newtoniana

Va ser desenvolupada per Galileu i Newton en els segles XVI i XVII.

Consisteix en tres lleis del moviment (i una per a la gravetat): les
particules son punts i les forces es representen amb vectors, per
exemple F' = ma.

No és elegant, enfosqueix caracteristiques de la dinamica i no és clara
la relacio amb la mecanica quantica.

En aquesta assignatura presentarem un nou formalisme, que és la
base de tota la fisica moderna (electromagnetisme, relativitat general,
model estandard, teoria de cordes...).
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Mecanica d’una particula puntual de massa m
(exemple: la Terra respecte al Sol)

t
trajectoria

z(t)

® Amb un sistema de coordenades representem el seu vector posicié Z(t)

L dr
® Laseua velocitat s = ., el moment p = mu i

lacceleracié a= % — d°E
- dt dt? °

Nota: representem el vector de posicid amb & ,7, ila velocitat amb u, v.
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Les lleis del moviment valen en els sistemes inercials

trajectoria d’una particula lliure

® Primera llei: quan no hi ha forces externes, les particules segueixen
linies rectes.

velocitat
constant
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Hi ha infinits sistemes inercials

Per a passar d’un sistema inercial $ a un altre §’ podem fer aquestes transformacions:

o — / = ’ o o ’
® Rotacions 7 = O7,on O és una matriu 3 X 3 i té tres
parametres independents (rotacions respecte als eixos X, Y, z).

. . — / — - \
® Translacions espacials 7' = T + C, tres parametres (Cy, Cy, Cz).

=/

® Boosts o transformacioé de Galileu: 7" =7+ %t amb U constant
(els dos sistemes es mouen amb velocitat constant I'un respecte a
I'altre), tres parametres.

/

® Translacio temporal ¢t = ¢t + ¢, un parametre.

El conjunt d’aquestes transformacions es denomina grup de Galileu.
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Segona llei

® Quan hi ha forces externes F' = ma o, millor, F(7,7) =p
(les dues definicions son equivalents quan m és constant).

., — — — dE -
® Introduccié del momentangular L =7 X p ,— =7Fx F =1

S

moment de la forca

Son equacions diferencials de segon ordre. Hi ha teoremes
generals que ens donen la trajectoria 7(¢) si coneixem |la
posicio i velocitat en linstant inicial 7(ty), (o) -
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Lleis de conservacio

—

® Si F =0 delasegona llei resulta que el moment es conserva p = const

. —_ — ’7 -
® Si 77 = 0, per exemple, F' és paralelaa 7, el moment angular es
conserva [, = const.

definicio de forca central

Veurem que aquestes lleis de conservacio estan relacionades
amb les simetries del grup de Galileu.
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Energia

’ o . N e ™m -
® Comencen amb 'energia cinetica 7T = 57?2 = g
m

® La variacio temporal entre un punt (71(¢1)) i un altre (72 (¢2)) de la
trajectoria €s

—

/Tz Treball de la forca
T

—

dr'- F' al llarg de la trajectoria

2 dT [ dF 4
T(tz)—T(tl):/ th:/ dtd—r~F:

ty 1
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Forca conservativa

e Un tipus especial de forca F' = F'(7) es diu conservativa quan el
treball no depen del cami considerat; nomeés del punt inicial i del final.
Exemples: forga gravitacional i forga electrostatica.

® En aquest cas, podem escriure F = —VV(7)i [ dit- F = V() — V(73)

® Resultaque T'(to) —T'(t1) = =V (ra) + V(7).

—> Lenergiatotal £ =T + V és conservada.
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Exemples

® Oscil fador harmonic (en una dimensio): F = —kz, V.= —- L2
\ o, o mx vl
b no es conserva, el moment angular no esta definiti E = >t 5
es conservada.
® Oscil lador harmonic esmorteit ' = —kx — vy (terme de friccio)

F no és conservativa, E no és conservada.

® Particula de massa m en un camp gravitacional generat per una massa
M molt meés gran o GMm, m

7

/. %

Vector normalitzat al

.

— V4 — 7 . . nd
P no és conservat, I’ és conservativa i parallelaa 7 : E=T+V, L es conserven.

V- - GMm /

T
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Sistemes de particules

® Considerem un conjunt de particules amb masses m; i vectors
[ LI 4 _*
posicio T; .

Af
® Per a cada partl'cula F; = _j% | sumant ZFi — Z Fi; + ZFiemt _ [ext
=1 1,9

/,

Y Fij=) (Fij+F;)=0
i,j

i<

tercera llei: accio i reaccio
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® Definim la massa total M = ) m; i el centre de masses R = ZMZ ;

o 1=1
® Resultaque MR = F°"* (és com si tota la massa estiguera
concentrada en el centre de masses).

® El moment total P = Zﬁi satisfa P = F¢*tj es conserva si F%t = ()

z g
- = - - .« N dL — — " = ext
® El momentangular total L=) L:=) 7 xp;satisfa ' = ;(m — 75) X Fyj + 17

i es conservasi F;; ésparalilelaar; —7; i7" =0.
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N
L'energia cinetica total és 1" = Zmz—' ’

z—l -
Utllltzant la definici6 del centre de masses, escrivim 7; = R+ 75

. M =
I T — 7 R 1 I _R2 Z_Q'
Z m + 7“ ) 2 T3 Z it — ener'gla cinetica interna

Com en el cas d’'una particula 7T(t;) — T(t:) = /dﬁ-ﬁ““ +Z/dﬁ . F;

Quan F¢% F;; son conservatives F =T + V es conserva.

\

energia potencial total
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Exemple

Atraccio gravitacional entre dos cossos amb masses 721 7712 :

® Moment lineal total, moment angular total i £/ = 71"+ V es conserven

my ., ma -, Gmimo
T=—'r12+—r2,V=—_, —
2 2 71 — T3]
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. Espai de configuracio Q

e Es el conjunt de punts en I'espai fisic (]R3) on es troba la particula. Si
no hi la limitacions al moviment (lligams o lligadures), Q = R?

Exemple: particula obligada
a moure’s en una superficie
corba: aquesta superficie
és el seu espai de configuracio.
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Exemple (lligadura holonoma)

® Petita esfera que es mou sense friccio en un cercle (filferro) vertical de radi r.

. , , z , N
® N = N,Z+ N,z es laforga que el filferro excerceix sobre I'esfera. |

® [ — —mgs és laforca de gravetat. /

® N és perpendicular a la velocitat de I'esfera (no hi ha fregament) \
N-% = Ngi+ Nyj=0
® |’esfera esta obligada a moure’s en el cercle (lligadura).

mx = Ny
mz = N, —mg
Nyx+ N,z=0

x4+ 2% =1°

Equacions del moviment

Espai de configuracio
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(%(a}2 + %) + mgz) =0

d
dt
® Resolem la lligadura utilitzant coordenades polars z = rcosf,z = rsinf

® |a condicio de no fregament la podem reescriure aixi: mzE +mzzZ +mgz =0
i emprant coordenades polars

70 sin 0(0? cos @ + O sin ) + 70 cos O(—02 sin O + 6 cos @) + gh cosf = 0

0 = —gcosé’
r

Diem que el sistema té un grau de llibertat i que la seua coordenada generalitzada és 6.

El nombre de coordenades generalitzades correspon als graus de llibertat: en aquest cas Q = S*
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Exemple (solid rigid)

® Considerem un sistema de n particules puntuals amb vectors
o« o 7 = . \ . - - 7 .
posicio 7; on les distancies |75 — 7| = ¢i; son constants (lligadures).

® El sistema te 6 graus de llibertat, que son les coordenades de tres
punts no col lineals menys els tres lligams:

7] — 2| = c12, |71 — T3| = c13, |F2 — T3] = ca3
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® Fins ara hem considerat lligadures que son relacions del
tipus f*(7,) =0, =1,..,n;a=1,..., N entre les coordenades

generalitzades (es denominen lligadures holonomes).

® Hi ha lligadures mes complicades (7, ’F’a) — () que depenen
tambe de les velocitats (no holonomes).
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Lligadura no holonoma

—

® Un disc vertical de radi a roda sense lliscar en un pla horitzontal.
® El pla del disc canvia amb el temps pero queda sempre vertical.

* R=R,T+ R,y + aZz és el vector posicié del centre del disc, i
escrivim 7p = R+ 7.

.y . 5, L
® La condicié rodar sense lliscar |R + 7|g=0 = 0 implica que la
velocitat del centre del disc és V = \/Rg +R2=af ique

{ R, = af cos ¢
R, = absin ¢
Les coord. generalitzades son R., R;, 0,4 i la lligadura, que involucra coord.

i velocitats, no permet eliminar-ne una en funcio de les altres.
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Nota

® Hi ha lligadures aparentment no holonomes que pero no ho son.

® Considerem un sistema descrit per les coordenades generalitzades

q1;---y4n ilalligadura A;(q,t)¢; + B(q,t) =0
. . . .y F
Si existeix una funcié F'(q,1) tal que M:(q. ) _ A;, 8— = B, aleshores
dF oq* ot

tenim =0 i F'(q,t) = const, que és una lligadura holonoma.
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Consideracions generals

® Una lligadura holonoma fa(#,t) =0,a=1,..,3N —n pot ser
resolta en termes de coord. generalitzades ¢‘,2 = 1,..,n on 2 = zq1, .., qn)
es diu que el sistema té 7 graus de llibertat.

® No hi ha una teoria general per a resoldre una lligadura no
holonoma: pot ser una relacio del tipus g(z?, &4, t) =0 o tambe
una desigualtat (per exemple z2 + 32 + 22 > R?).

® Com que les eq. de Newton son de segon ordre, per a cada
coordenada tenim dues condicions inicials (posicio i velocitat): una
lligadura, holonoma o no, restringeix els seus valors.

® |’espai de les possibles condicions inicials és I'espai de fase P, que ens
permet definir el nombre de graus de llibertat del sistema.
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Formulacio lagrangiana

® |a formulacio lagrangiana de la mecanica es fa usant coordenades
generalitzades, completament arbitraries: podem usar les que millor
s’adapten a la geometria de I'espai de configuracio.

® No cal introduir-hi forces de lligadura.

® Es una formulacio més geometrica i economica. El tractament de les
simetries és mes directe.
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Tractament heuristic

Considerem una particula (p. ex., en un camp gravitatori) que
comenca el moviment en un punt i 'acaba en un altre.

Calculem I’energia cinetica que té en cada punt, sostraiem |'energia
potencial i integrem en el temps: veurem que per a la trajectoria
fisica, aquesta quantitat €s un minim.

’ . t2 m (lil" 2 ’ ’ . ’ .

Per a una particula lliure dt—(—-)" €s minim per a una linia recta
. Y, ' o, o\ ’

(per a qualsevol altra trajectoria, sent el valor mitja de v? més gran

que el valor mitja de v al quadrat,/dtT e€s mes gran).

: : : @ m da, , ,
En un camp gravitatori, la quantitat dt[g(a) — mgz|és més
. o . t
petita per a una trajectoria que passa molt de temps prop del punt

mes alt,on T — V es minim (que és el que passa per a la sol. fisica).
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® Tenim un problema matematic mes dificil i nou: la quantitat (que es
denomina accio) S :l dt[T(t) — V()] produeix un nombre per a cada
. . N\ . . l ’ .
possible trajectoria i hem de calcular la corba que fa .S minima.

® Es similar al problema de calcular el minim d’una funcié d’una
variable, pero matematicament es diferent. En lloc de la variable,
tenim una funcio (trajectoria); i en lloc de la funcio un funcional (5),
buscarem un extrem del funcional (punt on la derivada és zero).

PRINCIPI DE MINIMA ACCIO DE HAMILTON

® En lloc de calcul ordinari, parlem de calcul variacional.
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Un poc meés formal

® |’espai de configuracio Q esta parametritzat per les coordenades
generalitzades q',...,4" onm és el nombre de graus de llibertat.

® Considerem I'espai I' de totes les possibles trajectories”’ en Q, que
son corbes parametritzades pel temps t: (t) = (Y () .oy Y™ (1))

® Un funcional ¢ associa a cada corba”y un nombre real: ¢ : I' — R

® Exemple: el funcional longitud ¢[y] = /f |d5(t) /t dtr/(F1(1))2 + .. + (37 (t))2
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Un altre pas

e Un funcional és diferenciable si, considerant una petita modificacid h(t)

a la nostra corba vy : @[y + h| — ¢[y] = F|vy,h] + R[y,h] on F' és una
funcio lineal en h (F[~ Aihy + Aoha] = M F[y, b +/\2Fh ho] ) i R és
d’ordre h? (|n|, | | < ¢ implica que |R| << €%).

® Diem diu que F[v, h] és el diferencial de ¢ en el punt (corba) 7 : F[y, h] = 6¢[v, h]
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Continuem

e Considerem la funci6 L:R"™ = R {7 yna corba en R"
Definim el funcional S/ =/ dtL(y'(t), 7' (t), t)-

to

: OL ;. “SL d, oL

e Tenim que 85[y,h] = / et + gt = [ (5 = SR + [T
to 6”]’1 to 5'}’ dt 6,\1

on hem integrat per parts

® Direm que la corba 7y és un extrem del funcional (diferenciable) S si §S[y,h] =0

® A meés, a mes, considerem corbes amb extrems fixats
( m(to) = r2(to),m(t1) = v2(t1) => h(te) = h(ty) =0 ).

® Amb aquesta condicio, la corba v és un extrem de g si

0L d 0L

Sy dt oy T
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Exemple (funcional longitud)

tl tl
e Considerem el funcional longitud ¢[7] = /t dtL = /t dt[(7*(2))2 + .. + (3"(t))*]M/?
5L . ’ _0 oL B ,'71 B
e Com que 5 = 0,en el extrem de ¢ tenim que Pi = 57 = (s 4 (gayzyiz — Ot

® Si parametritzem la corba amb un altre parametre 7,on t =t(7),
veiem que ¢ pren la mateixa forma que la de dalt amb la substitucié t — 7

® Utilitzem aquesta llibertat (invariancia sota reparametritzacio) per a
prendre v! = 7, aleshores:

= : = const, p; = 7,i — ) 1 no__ dﬁ/’i
P1= 100y my21172 . O P = T2 my211/2 - const # 1L,y =
(V)2 4.+ (v)?] (V)2 4.+ ()2

dr

La solucié (1" = const. ) ens diu que la corba de longitud minima és una recta.
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Lagrangia

® Considerem un sistema de particules amb coord. cartesianes (24,73, 23),a = 1,.., N.

Suposem que hi ha lligadures i que el nombre de coordenades
independents, o graus de llibertat, es n.

® [’espai de configuracio esta descrit per les coord. generalitzades ¢=¢,i=1,...,n

iz, = 74(q), 25 = 23(9), 5 = 74(q) -

® Suposem que les forces que actuen sobre el sistema (amb I'excepcio
de les de lligadura) deriven d’un potencial V' = V(q,1).

N
® L’energia cinética del sistema és 7= 5" ((¢4(a:)* + (43(¢.9))* + (#3(¢,0))*) = T(a, ),
que podem escriure en termes de céord. i velocitats generalitzades.

® Definim el lagrangia del sistema de la manera seguent:

L(q,q,t)=T -V
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Principi de Hamilton i equacions d’Euler-Lagrange

® [’evolucio del sistema fisic entre els instants de temps toi tllés una
corba que es un punt estacionari de 'accio funcional s(v) =/ dtL(q'(t), ¢ (t), t)
: . : to
amb extrems fixats ( ¢'(to) = q5,9'(t1) = a1 ).
L : s . pr .~ OL d oL
® Segons aquest principi, §S = 0 i la trajectoria fisica satisfa — — —(=—=) =0
0t dt dq
® Hi ha una generalitzacio del principi de minima accio en la mecanica
quantica deguda a Feynman: les particules segueixen totes les

trajectories possibles amb una probabilitat donada per .S .

Equacions d’Euler-Lagrange (E-L)
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Comparacio amb la formulacio newtoniana

a a

N
® Sense lligadures, utilitzem coord. cartesianes, 7= % ((@2)° + (22)° + (i9)%)

a=1

o ;[ = —(‘))V = F! es la forga que actua sobre la particula a.
Ty e

° % (;L> —m.it = Fi:les eq. E-L son equivalents a les de Newton.
a Ty,
® En presencia de lligadures f(z*,t) =0 ,i continuant amb coord.
cartesianes, podem emprar una versio del teorema dels

multiplicadors de Lagrange i buscar un extrem del funcional

-~

(3|
S = / dt (L(z,z,t) + A\ fo(z,t)) dt
t
“ oV . .0f°
+ \° /

i i
ozt ozt

Szt — meit = —
Les eq. modificades per les lligadures son {
IAN* = f*=0

forces de lligadura
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Exemple: particula que es mou en una

circumferencia des de la perspectiva lagrangiana
Z

e

® Utilitzem coordenades polars, z =rcosf,z =rsinf ,on 6 €s la
coordenada generalitzada.

. . . . \ . m . € W C m 9 Ac . . . o
® Escrivim I'energia cinetica 7 = 3(;1;2 + %) = Erzez i 'energia potencial V =mgz = mgrsin6

o EI Iagrangié es I = %7‘292 — mgrsinf i I’eq. E-L

L d 6L, d . op i 9
E_%(@)_ mgr cos dt(mr 0) = 0 = Tcos@
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Altres consideracions

® La formulacio lagrangiana permet generalitzar a sistemes que no es
descriuen amb un potencial del tipusV =V (q,t) . Podem considerar un
lagrangia de 'estil L =7 — v on V/ depen de coord.i velocitats
generalitzades. Un exemple és una particula en un camp electromagnetic
\ T — - - . . “{." .
en que L = 2 - qp(7,t) + g'v cA(Tt) . E=-Vo- 1% qb_) potencial escalar
2 C LY A potencial vectorial
. B=VxA oL
® Si L no depen d’una coordenada generalitzada, les eq. E-L impliquen que pi = 57
és constant i diem que ¢‘ és una coordenada ciclica. |

moment conjugat
o generalitzat
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Exemple (forga central) .t

X_.,

x = sin 6 cos @,
® Considerem com a coord. generalitzades les coord. esferiques {y = rsinfsin o,

z =rcosf
® Els vectors unitaris (i ortogonals) son (7 = z + yy + 22)

T or Uy
- = U, = — = sinf cos oI + sin @ sin @y + cos b2, i
r or ¥
. 1 or A P T
g = — == = cos B cos T + cos @ sin py — sin 62, ug
r 00
. 1 or . .
Uy = = — SIN YT -+ COS YY

rsinf dyp

: , 5 0%, 0¥, 0% . .. . o
La velocitat es 7= —7+ —0 + ——¢ = i, + rfig + rsin 0o,
or 00 O

i podem escriure el lagrangia (V = V (r))

L=T-V = %(7"2 +726% + r?sin? 0p%) — V (r)
. . oL : .
L no depen de ¥, perque p, = 5o = mr? sin® 0 = constant
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2
Py B oV
mr3 sin” @ or
2

- - cos 0/ d o
® |les eq. E-L que queden son PpCoST 4 ()= 0. pp=mrl

mr2sin® @  dt
® Podem considerar un sistema de referencia en que les eq. se
simplifiquen. Com que el moment angular es conserva, podem triar
leix y paral el a I , cosa que implica que el moviment es produeix en
el pla(z,z) ique =0,

—m# + mr? + = (),

: : .« s : C o OV d -
® Amb aquesta simplificacio, obtenim p, = 0 i mi =mr6® — ——, pg = —(mr°0) =0

que podem obtenir del lagrangia L = %(7’“2 +726%) = V(r) = L|,=o
0L

4 V4 o o 2 "
® Ara, 0 és una coordenada ciclica i Po = i 0 = constant
- ., . py OV .
® Ens queda una unica equacio "7 ~ w3 or queespot derivar del
mr ~ A Pa

es el potencial efectiu.

lagrangia , =
2mr

M ‘

En general, es veu tambe en les nostres quantitats conservades que el

—

moment angular L = m7 x ¥ = mr?0a, — mr®sinfpa, €S conserva.

Tuesday, 19 May 20



Exemple: equacions de les geodesiques

® Escrivim el lagrangia i les eq. del moviment d’una particula
que es mou en una subvarietat (superficie) de R™: 2% = Fe(¢!,...,¢"),a=1,...,m

® Exemples: z' =¢', 2> = A¢' + B que és I'eq. d’'una recta en el pla real
(un grau de llibertat); z' =¢', 2* = ¢*, 2° = Aq' + B¢® que és I'eq. d’un

pla enR? (dos graus de llibertat).
m o drt = 0xt Oz Hz°

. o\ ’ _E car? CL: L "L . o o 7 o Z
El lagrangia es L = Z(a: ) on i =— gt Per substitucio, L = Z Z o gl !

alzjl

® Definim la métrica de la subvarietat g;,(q) Z ~, matriu

simetrica, i tenim a=1

Z i1 (4
,7=1

aq 8(11

producte intern dels
vectors tangents
a la subvarietat
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Utilitzem la convencio que dos
indexs repetits se sumen

e Escrivim les eq.E-L: °% = m En grid = mgad’ | o =T i i = S0 g
q q s ki ki 5(1 2lj:1 8qk dh
. OGik . .; . 10g;
e Obtenim —“¢'¢* ' Yitq =0
Oq? 2 Oq e d'd’ =

“i .9 7 . N . . 4 o : . ; 1 -
e Com que ¢ ¢’ és simeétric en el canvi dels dos indexs, podem escriure %cj’q] - %(%g;f +‘i§;ﬁ>qw

e Multipliquem per la inversa (g=')"*on (97") *gri = 6;

. ., 0
® Per a escriure el resultat final emprem la convencio o = 0;

fil + (9—1)”c (09ik + 0igjk — Okgij) §'¢’ =0

1
2

Equacio de la geodesica
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Eq. E-L i canvi de coordenades

Les eq. E-L valen en tots els sistemes de coordenades.

La rao es que les eq. E-L es dedueixen a partir del principi de
minima accio, que es refereix a camins (trajectories) i no a
coordenades.

- 1 a — =
Considerem el canvi ¢" = ¢"(za,t),0n o= —" = 57 as 5 (hem

considerat la p055|b|I|tat d’'una dependencia explicita en el temps),i la
A A
seua inversa z* = 24(g,,t) amb x4 = %", 277 (que

L oA 90, "
existeiX si det(% ) # 0 ).
Q(z

Considerem ara [(z%,34) amb z* =z%(q,,t) iescrivim les eq. E-L
fent el canvi de coordenades: ¢L _ 9L 9z 6L  9%z" ., ‘92"7‘4)

oL oL 0wt 54, 524 0q, | 567 Dg,00,"  Otda,
0¢a 024 Ogq
Obtenim d 0L, _ d oL Oz® oL (&% . 0%\ _OL jper tant
dt * 6qa dt 624" 0q,  6x4 8q0,8qb 8qa(9t 5qa

d (6L 0L aa;A_O
dt \ oz4 oz | Oq,
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Exemple (sistema de coordenades en rotacio

jj2_|_y2_|_2':2

.

® Considerem una particula lliure amb lagrangia L = E;Q,F= (z,9,2).

® Descrivim el seu moviment respecte a un sistema en rotacio, per

. = Y
exemple amb velocitat angular & = (0,0,w) respecte a l'eix 2. Yy’

® El vector posicié en el nou sistema 7 = (z/,4/,2'),on z =2"i,en el pla
perpendicular, z = 2/ coswt — ¢’ sinwt, y = y' coswt + &’ sinwt .

® En termes de les noves coordenades:

L= —wy)? + (@ +wa')+ 2% = D + @ x 7P = T 242 @ x )+ @x ) (@ x 7))

2 2 /
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Escrivim les eq. E-L en components, per exemple:

JAZ/(—(,UZQJ/) i g/(w2y/)

oL ./ /

: = mw + Wx .. )
o (’y , ) = mi’ — 2mwy — mw?z’ =0
i (557) =m(@ —wy')

l

que correspon al component z de m[r'+25x 7' +@ x (@ x7')] =0

x7")

&l

5L -/ — ] e oo ey
sz, = mi ' +mwx " utilitzant 7 (.

® En forma vectorial
i @x7) - @x7)=@ -d)F 7')— (@ -7')&-7') obtenim
5L
57!

—e

= —m(@x7")+m((@- ' (@ TN&) = —m(@ x 7)) —m@ x (& x7')

il

W)

forca de Coriolis forga centrifuga

=7 (@ x7)
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Tractament de les simetries

® En general, el lagrangia d’un sistema fisic L(q, q, t) depén de totes
les coordenades i velocitats generalitzades ¢°, ¢',i=1,...,n,

® Qué passa quan L' no depén d’una (o més) coordenades o velocitats
generalitzades!

e Comencem amb el segon cas (L no depén de totes les ¢*), i amb un
exemple.
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Exemple: L(¢,4) no depén de ¢

e Considerem el component 1 de les equacions E-L :_’l - (‘1_‘; (2_’1) 0= :_[l -0
q : q q

® Aquesta equacid concerneix només g i G ; ¢ no hi apareix.

® Diem que la coordenada q" no es propaga perque no hi ha una eq.
d’evolucid del tipus ¢' = F(q, ¢,t).

® Aquesta equacio es una lligadura, tambe dita lligam o vincle.
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d (6L(q,4,t)\ OL _ 6L .4
i\ o ) e sgPoel T
Més en general, podem reescriure les eq. E-L en la forma L q q 9709
0°L .5  0°L 6L
il t s 72 =0
5GP oq™ 0tog>  6q™
. . .-B 62L / o o L
® E| terme que multiplica @, hap = 5385 ©S denomina hessia del lagrangia
® Si hi ha un vector v”(q,q) tal que hasv’(2,4) =0 diem que v” és
un mode zero.
6% L 6%L §L
: B : B -3 a _
° - ha : —— =0
Projectant les eq. E-L sobre v~ obtenim hqpv” + [6qﬁ(5qaq + 52640 840 v

® Aquesta eq. és del tipus W(q,§) = 0 icorrespon a una lligadura.

® Inversament,si h,z no té mode zero (i det h,z # 0) €l lagrangia es
denomina no degenerat o regular.
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Aplicacio al funcional longitud

" L 5 (@) 9 @
L _ .39 o\ 7 hz R : —
En aquest cas L=, | ;q , €l hessia es hi; 64°4i oG (L) L L3

¢ P9
L~ 13 "

Projectant sobre el vector ¢ obtenim h;;j¢’ =
perqué ¢’¢’ = L?.
La consequencia es que hi ha una variable espuria i que 'espai de

configuracio té dimension — 1.

Sabem de que es tracta: és la invariancia sota reparametritzacio ¢ = ¢(7) .
Si ¢ = dit >0, podem identiﬁgar ¢ =niL=q +3 ¢2)/2 depén
nomes cfle les n — 1 variables ¢* i =2, .. n. =2
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Moment conjugat (o canonic) i moment mecanic

. I 4 . [ dL [ .
® |a hem vist que una coordenada ciclica ¢"(o siga s =0) implica 5T
I'existencia d’'una constant del moviment: el moment conjugat px = 5k = const.
, . m -,
® Exemple |:per a una partlgLuIa en un camp de forces conservatiu L = E:cz -V
el moment conjugat p; = = = ma' coincideix amb el moment mecanic.
m - q -
® Exemple ll: per a una partchuIa en un camp electromagnetic L = 5 & —ap+ T A
el moment conjugat p, = = = — mit + £4° no coincideix amb el moment
Tt C

mecanic.

® |es coordenades cicliques son un exemple de lagrangia amb una
simetria ¢" — ¢' + a" (aquesta transformacio no canvia el lagrangia)
i com a consequencia tenim una constant del moviment ().
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Una altra constant del moviment apareix si L no depen explicitament del
temps, o siga L = L(q,q): % = 0= hi ha una simetria t — t + const.

t no és una coordenada; €s un parametre (mentre que, com veurem, en
relativitat especial ¢ és una coordenada com les z° i és més oportu
emprar un altre temps que es denomina temps propi).

; OL
Podem construir la quantitat H = pi¢' — L = ¢' — — L(q,q), ckue es d|u

5 0
hamiltonia, la derivada de la qual és g i 0L + i (5]“ - —(1 =0.

) —
¢ 5 dt J 0 )
Per tant, H és una constant del moviment. 7 q\/q/E%.E-L
(GG) — 500" =0
En general, per a un lagrangia no degenerat, hi ha 2n constants del

moviment que corresponen a les 2n condicions inicials.

Cada constant del moviment arbitraria ha de ser funcio de les
condicions inicials.
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Teorema de Noether

® Una analisi més sistematica de la relacio entre simetries i constants del
moviment es fa emprant el teorema de Noether.

tl tl
® Recordem el diferencial de I'accio funcional S = / dtL = 68 = dtsL,
onsr = (oL _ i(éL) 5q' + d 5—L5q sense la restriccio d¢'(to) =2 6q*(t1) = 0
og*  dt oq? dt \ 0¢q

® Considerem variacions que no son necessariament zero en els
extrems, en partlcular variacions (€ parametre infinitesimal) del

tipus ¢° = ¢' +9.¢" = ¢’ +ef’(q,q,t)

® Diem que el lagrangia és quasiinvariant respecte a la transformacio si la
variacio és una derivada total d’'una funcio €F(q,q,t) respecte

: 5L d oL . d (6L . . dF(q,q,t)
al temps, o siga _ i i) _
P &% &L (5(1 dt 54 )) %’ + ( _5((,) Tt

® Diem que la transformacio es una simetria (infinitesimal) del
lagrangia.

® Considerant ara nomes trajectories fisiques que satisfan les eq. E-L,

. L . ’ .
tenim que g—f — F és una constant del moviment.
q’&
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Translacions espacials

® El cas d'una coordenada ciclica ¢’ correspon al cas en qué el lagrangia
és invariant sota ¢’ — ¢’ + ¢

® Utilitzant la notacio del teorema de Noether, 66qi —ed7 i F=0

, : . oL . y
® |a quantitat conservada és el moment conjugat: F(Seq" = p;i0”7 =p;
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Translacions temporals

5eq" = q'(t + €) — ¢'(t) = ¢'e + O(€?)

Per a una translacio temporal t — ¢ + € : »
P 0eg" = ¢*(t+€) — ¢'(t) = G'e + O(€®)

Suposem que el lagrangia no depen explicitament del temps L = L(q, q)
(5(5 5L dL
Aixo implica que 6.L = —¢'e+ —G'e=€— = F =L
. L ,
La quantitat conservada es el hamiltonia qu —L=H
q
: . m N

Per a una particula en un camp de forces conservatiu L = —22 — V(%)
resulta que (‘;L i [ = maidt — gV = Paigi oy €s I'enérgia total

T’ 2 2

del sistema.
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= rcos @
Yy = rsinf

Rotacions

x' = rcos(f + ¢)

y' = rsin(6 + €)

® Considerem primer rotacions respecte a |’eix £, que afecten nomes
les coordenades .,y .
/ .
X' = X COS€ — YSINE,

® La relacio entre (x i (z2',9y) és :
(2:9) i (@.y) {y':ycose-i—a:sme

® Pera e< 1,2’ ~xz—ye,y ~y+z€,0 siga .z =2’ — 2= —ey,0.y = ex
® Considerem un potencial invariant sota aquesta transformacio V = V(r, 2)

® lavariacio del lagrangia L =T -V és §.L =m(idc+30y)=0=F =0

® |a quantitat conservada és 15_1’_56332' _m :'0ext = m (2(—y) + yz) = L?

€ 0" € -

component z del moment angular

L =mi x 7 =mi&(yz — yz) — mi(z3 — iz) + m2(zy — yI)
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. . . 1 .2 .3
® (Generalitzem al cas de rotacions al voltant dels tres eixos Z,Y,2 =2 ,T ,T

® Una rotacio infinitesimal respecte a un eix qualsevol ¥ = 1,2,3 es

kij ,
pot escriure en la forma &z’ = —¢) 2/ = —e27 [en que € i es un
o o \ . r]= 123 ’ .
tensor antisimétric en els tres indexs amb €'** =1 (simbol de Levi-
Civita). Per a una rotacio al voltant de @ = a"éx: 572' = a*6ka' = —akec*a7 = ec*iakal = e(@ x 7’
® En el cas £ = 3 (considerat abans): ' = —ee®122 = —ey, 622 = —ee®?'a! = ex, 2% = —ee®¥ 2T = 0

® Considerem un potencial invariant sota les tres rotacions VvV = vV (r)
® La variacié del lagrangia és s+L = o%(> 5 ' ') = mitoFit = mit(—ee®i) =0=> F =0

(5k T __ 1 _kij

® |a quantitat conservada és 1 oL —miteFpl — mekitpipt — [k

€ dxt €
1=1
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Composicio de rotacions

® Considerem dues rotacions infinitesimals, 'una amb parametre € i
'altra amb parametre A .

® Component les dues rotacions d,(5cz) = dy(—ee"™/a’) = —ee"/ 5327 = A" /™™ = eA(z"0" — 2'0")
on hem fet servir la relacio ¢k7emli — gitghkm _ gim gkl

® Component ara a la inversa 6%(84z") = eA(z'6"F — 2*6*)

® Considerant ara la diferencia entre les dues operacions (el

commutador) , ‘
Fisicament, si tenim invariancia

rotacional respecte a dos eixos

l sk kgl1,.t kgil _ lgiky _ _ lkmgm i ) .
[030¢ — d¢d)\]z" = eA(z™d z°0") = —e""oN.w independents, també en tenim
respecte a un tercer eix
independent.

rotacio infinitesimal amb parametre ¢ )
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® Més en general, considerem dues transformacions ¢"(¢) = Ui(g) = ¢' + eX'(q) + €S*(g) + O(¢*)
i ¢' (q) =Vi(a) = ¢' +AY'(q) + €R'(q) + O(€”) .

® |La composicio ¢* (¢'(gq)) desenvolupada fins al segon ordre
7 N7 ot . p - / - . . P . 5Yl . P -
es ¢ (¢'(q)) =q" +AY'(¢)+ M NR'(q) ~ q¢" +eX" + AY" + €S + Xe 7 X7+ MR,
que no té un unic parametre infinitesimal.

s X"

® El mateix passa per ag¢' (¢"(q)) ~ ¢ + €X' + A\Y" + 25" + Ae 7

Y7 + AR,

. : s g aytr . X' .\ _, ,
® Pero la combinacio ¢ (¢'(a) —¢" (¢"(a) ~ €A (aqj X! =~ 53 YJ) si que és una

transformacio infinitesimal amb un Unic parametre €A .
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1 1 i _ 1
® A partir de les dues transformacions infinitesimals 94" = €X"(q),9X¢" = AY"(q)

Y’ X’ .
definim l'operacio parentesi de Lie [d¢,d3]d’ _GA(X}W - Y7 g7 = dea(q")
que defineix una nova transformacio infinitesimal.
e El paréntesi de Lie és bilineal [ad1, 2] = a[d1, d2] , antisimétric [01,02] = —[d2, 01]

i satisfa la identitat de Jacobi([d1, 2], d3] + [[03, 01], d2] + [[d2, d3],61] = 0.

® Qualsevol operacio que satisfaga aquestes propietats es denomina
algebra de Lie.

® Per a cada conjunt (grup) de transformacions de simetria (grup de
Lie) hi ha una algebra associada que conté molta informacio sobre el

grup.

® Hem vist I'dlgebra de Lie de les rotacions infinitesimals [6¢, 0] = —€**d%,
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Transformacio de Galileu o boost °

® A banda de les translacions espacials, temporals i les rotacions, hem
vist tambeé els boosts, que son transformacions en sistemes que es

mouen amb velocitat constant U: 7' = 7 + ¥t (en el temps t =0
0=0) .

o 7 o m - o o o .
® Considerem una particula lliure, L = o7 ?,i un boost infinitesimal
amb U = €l , U vector arbitrari unitari: §.7 = etd, 0.7 = €l

e \ 14 o0 . * * d
® El lagrangia és quasiinvariant: §.L = m7é7 = e— (m7-4) = F = m7 - 4

dt
: . 16L o |
® |a quantitat conservada es - "= _ F = miiuit — maiut = mu' (@it — z%)

€ 01"

® Amb ¢ arbitrari hi ha tres constants del moviment: 7 — 3%t = 2%,i=1,2,3

La particula es mou amb velocitat constant.
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Dilatacions

® Considerem transformacions d’escala (dilatacions): del temps ' = e*t, A > 0,
a nivell infinitesimal dxt =t —t =X+ 0()\’) i de I'espai 7'(t') = e*7(e’t)
a nivell infinitesimal 0,7 = 7'(t') — 7(t) = A(aF + 7t) + O(A?)

Canvi intrinsec de 77« — 2 causa del canvi en el temps
o P / . m - d ,mi?t 1. -
er a una P&I’thUla lliure = 57‘ — 0L = mid\7 = /\mr(ar + 7t + 7") = /\d ( 5 ) + Am(a + 5)
1 , .. : 2t
® Quan a = —3 L és quasiinvariantamb F = 2 =Lt

® Pel| teorema de Noether, la quantitat conservada es

1 0L xt m ... m
Aéaszx_F mx(—;—i—xt)—?a: t—f
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El vector de Runge-Lenz

Considerem una particula sotmesa al potencial gravitacional (o

‘. - k
electrostatic) L = %FZ + k>0

L és invariant sota translacions temporals (és a dir L = L(7,7) =
I’energia total es conserva) i sota rotacions (el moment angular es
conserva).

Hi ha una altra simetria, propia del potencial gravitacional (i no de
qualsevol potencial central), que ens dona noves quantitats
conservades.

Podem actuar de dues maneres:
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l

, — r k —
F' éscentral (F = F(r)z, F(r)=-=)" L es conserva
r r

!

~
E
—

d L
® 1. Considerem E(ﬁx Ly=pxL=m

® En components 7 x (7 x 7) = €7Fxd Fmyls™ = o' (7- ) — & (72)
d A F) (- For d

o Pertant, 57> D) =m= (7 () ~#7%) = -mF()r? (; -T7) = —mE@r?

T - 7""——(1(r ) =rr /

2 dt d —o d a
® En el nostre cas (potenC|aI g(rawtaaonal) tenim que —(ﬁx L) = mk— (f)
-

i per tant, 4 — 5 x I — mk_ €S conserva.

e

Vector de Runge-Lenz
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2. Aplicant el teorema de Noether, considerem la transformacié segiient:

o = e (a'ak — 20'ak + (7 )07

c cick o1 k i i o - -k — Ak
L és quasiinvariant: 0L =mi'sa’ — e Szt = em ((7‘ P& —2(r P)z* + (7 7‘”)1:‘”)
k
|ﬂ€3 ((7‘ 7_"):1: — (T ”F).’L‘ ) = 6— <m((r 7_"):1; —_ (7‘ 7:‘)2:1\’) . ﬁx ): €
La quantitat conservada es C* = L :;L skt — F* = ma! (xiik — 2i'zk + (7 7&')5ik)
€ o0x’
L 2 s, 2 k
—m((r-'r_")a:k—(r-'f"):v ) |7:-| k
- - - k - - k k k
=m((r-f'):1: _ (7P ) rE
ConSidel’ant ara AF = (p’ E)k — m—k:l:k on (px L) = m2Fi giedlimgly™ = Tn2((7;'" 7").1‘" - (f’ 1"')1‘”)

obtenim A* = —mC*

dF*
dt

Tuesday, 19 May 20



—

- L = T, . = - =
® A=pxL-km_ ésperpendiculara L (A-L=0).

e Aixo implica que, donat L, A esta situat en el pla perpendicular i,
per tant, ens dona dues quantitats conservades independents.

® Amésamés,lanormade A és A A=mim((7 77+ (7 127 7) = 29 7)) 4 4

((7-7)? — 7))
| com que L% = m2ek i ik elmaglym — m?(272 — (7. 7)?) podem reescriure

T
22
— 2k —’ k
A2 = 2L HmL m2k2 = 2mL2(Tr =5y L m2k? = 2mEL? + m2k?
T T
/ / N

energia total F

Com que A? es pot expressar en termes de E'i L , ens
queda una unica quantitat conservada independent.
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Vegem ara com podem resoldre el problema de Kepler usant el
vector de Runge-Lenz.

—

Ambdds vectors, A i F(vector posicio del planeta), estan situats en

el pla perpendicular aL. Siga 6 I angle entre ells.

A=px L - km. (FxL)=L-(Fxp)=L?
/ mk

Tenim 7- A =rAcosf = L> _Tkr, és a dir ~ = 3 (1 +ecos)on
hem definit 'excentricitat e = —(<1).

En particular pera 6 =0 rés minim (periheli) - 7 i A alineats -
i 0=m (i A antialineats) correspon a l'afeli (r maX|m)
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2. Formulacio hamiltoniana

® Hem vist que en la formulacio lagrangiana, un sistema fisic esta descrit
per coordenades ¢' i velocitats ¢' generalitzades.

® |aidea de Hamilton és descriure el sistema utilitzant coordenades ¢°

. . oL
i els seus moments conjugats p; = 50 -

® Per a passar d'un conjunt de variables a I'altre, matematicament, es fa
una operacio que es denomina transformada de Legendre.
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—b(po)

Exemple

® Siga f(z) una funcié amb derivada segona positiva f”(z) >0 .

® El pendent p = f'(z) es diferent per a cada punt. Per tant, podem
invertir aquesta relacio i calcular £ com a funcio de P : & = z(p).

® De la mateixa manera, podem calcular el valor de f en cada punt on
la derivada ésp. I i P son variables alternatives.

® La corba tangent en un punt zg és ¥y = pox — b(po).
Com que f(z0) = pozo — b(po) , b(po) = poxo — f(o).

® El mateix podem fer per a cada punt i, aixi, obtenim el conjunt de
totes les rectes tangents y = px — b(p) = b(p) = px — f(x).

Coneixer b(p) o f(z) és equivalent; b(p) e€s la transformada de Legendre de f(z).
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Propietats de la transformada de Legendre

® Es involutiva, és a dir aplicant-la dues vegades s’obté la funcié orig{}lgal:

considerem Iaftransf. de Legend;‘e de b(p) : 5(8)1= ps - l;(p), on 5=
d . a dr df ax

FOm que p~= Iz , tenim que s = @(pb{, —f)==z +p% — dz dp —J/\‘ .

l, per tant, b(z) = pz — b(p) = f(x). =P

Els extrems de la funcio f es poden calcular també en termes de la

[} ) L] 1 L]
variable pi de la transformada de Legendre b(p): siga po= @ zo |
. df d(px — b) d(pzr —b), dp dz
escrivim ~L| = lpe = . Per tant, = (€s

|pn dr o CE |In

dp

equivalent a "(7“; - "ﬁ,,“ ~0.
P
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Transformades de Legendre en fisica

® En general, per a una funcio de diverses variables, podem fer una
transformada de Legendre en una, en alguna o en totes  entropia

temperatura ;ress'o /v/‘volum

® En termodinémica,a rtir de |£nergia interna U =U(S,V)
[primer principi dU = dS PdV'] podem definir:

oU
- _energla lliure de Helmholtz F(TWW)=U-TS, T = ﬁlvzconst. Transformada de Legendre en S
oU
- _entalpla H(S,P)=U + PV, P = — o |s=const. Transformada de Legendre en V'
- _’energia lliure de GIbbS G(T,P) =U + PV —TS. Transformada de Legendre en S, V

Les parelles (S,7) i (P,V) son variables alternatives/conjugades.
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Transicio al hamiltonia

® El lagrangia d’un sistema fisic amb 7 graus de llibertat depen de 2n
variables ¢*,¢",i = 1,..,n . El temps t és un parametre.

® Considerem una transformada de Legendre en les ¢’ i definim les noves
variables p, = °H9-49) ' que sén els moments conjugats.

1

® Aquest canvi de variable es pot fer sempre si el lagrangia no és singular. *

® |a transf. de Legendre en les g > " pig* — L(qg, 4, t) = H(q, p,t) € denomina
hamiltonia. i=1

b 3
Tambe es pot fer amb lagrangians singulars amb un procediment més complicat.
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Eq. del moviment en les noves variables

OH . OH . .y A
Calculem 75 i3, apartir dela deﬁn|C|?L(cIe{1)f | tenint en compte
. . ! . . . 4,49,
ue ¢4 =4(q,p,t) es calcula invertint »= —5; .
. { ..
OH _ 9 (i 1y_giyp 08 _OLO# _ .
: opi  Opi T TV ap 0 Opi 2 oy
Obtenim {8” o 00 oL oo =T
8(1: aqr J 51 P Joa i aqz . 8(1" .aq! aqa = — (}i )
Usemarales eq. E-L -~ =~ (=) =p iarribema 4 " que son
. ' dt 4 .
les eq. de Hamilton. oG ~ P

Son un sistema de 2n equacions diferencials de primer ordre i son
equivalents a les eq. E-L, que son un sistema de n eq. dif. de segon
ordre.
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® Hem vist que les eq. E-L s'obtenen a partir del principi de
Hamilton 45 = 6(/ dtL(q,q,t)) = 0

to

® Per la propietat dels extrems de la transformada de Legendre, podem
expressar el principi de Hamilton en termes del hamiltonia

05 =9 (/tl dt(p;q" — H(q, p, t))) =0

to

principi de Hamilton modificat
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Principi de Hamilton modificat

® Recordem que, en la seua versio original, estem calculant un diferencial
’ . . . . 2 %) ’ .
en I'espai de corbes i que les variacions de 9¢°,9¢° no sén independents,
puix que 64" = %&f :
t
! 1 .2 aH aH
e Considerant la variacié 95 = [ dt[opiq" + pidg" — 9 . opi] |

. . to N\ . Sy
integrant per parts (pidd' = %(mq’é) -pidq' ) i la usual restriccio dq(to) = dq(t;) = 0

5qi —

woo o bH'. ., OH ?.
5 = [ dtiond’ — inda’ — 5 o0 — 5 opi + pdg'l
f,(_) q pl \:0
OH ., OH
0S =0« =q', =— = —Di
Opi aq*
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® En el principi de Hamilton modificat no necessitem que les
variacions 0p; estiguen fixades en els extrems.

® |es eq.de Hamilton son 2n eq. dif. de primer ordre i necessitem 2n
condicions inicials: ¢*(t9),¢"(t1),7 = 1,...,n.

® Podem fixar pi(to),pi(t1) nomes si aquests valors son compatibles amb
I’dnica solucio de les eq. de Hamilton amb condicions als extrems

qi(to), qi(tl),i =1,....,n
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En la formulacio hamiltoniana, coordenades i moments son
quantitats del mateix tipus, independents entre si: son

coordenades en un espai de dimensio 2n (I'espai de configuracio Q te
dimensio n) que es denomina espai de fases P .

P és I'espai dels punts (¢',p:) € R*" en qué el nostre sistema pot
estar; es pot definir tambée com I'espai de les possibles condicions
inicials (o 'espai de les trajectories fisiques).

En termes de P no hi ha diferencia entre lligadures holonomes i no
holonomes.

A mes a mes, estan permesos canvis de coordenades en P que
mescleng i p, cosa que ens permet més llibertat a 'hora de resoldre
el sistema.
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Exemple: particula en una forga central
des de la formulacio hamiltoniana

o\ 7 m : m , .« g N ‘ .« .
® Ellagrangia és L= 57— V(r)= 5 ( +r%6° +r’sin® 05%) - V()
e F I - —5—L—m7'“ —5—L—mr29 —5—L—mr2sin29'
S moments conjugats son pr = o =mipy = 5 = P =55 = &
® ¥ es ciclicaperal 8—L=0 i 2ixo implica que 2% - 2 pii—1)=-2% ¢
P ’ 899 ’ P C| B ~ Jo Diq = B =

i, per tant, ¥ és ciclica també per a H.

no depenen de ¢

® El hamiltonia és H = PrT +P09 + P — L = 21)772n N 2717?7'2 + 27nxrfz"in2 7, +Vi(r)
® Les eq.de Hamilton sén . = _%_I: _ m% (pg N Sii%g) _ f;_‘:
OH  p; cosf
P07 7790 T mr? sind g
o =5 =
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Py és una constant del moviment, i ja hem vist que, com que el
moviment és en el pla perpendicular a I (que es conserva), triant per

exemple L paral lel a ¥, ¢ = 0 idénticament i p, =0,

Dj oV
Pr="mrs ~ or X
Amb aquesta eleccio, les eq. de Hamilton son - i es

2 Po = 0
deriven a partir del hamiltonia # = m|, _, = 21% + 5 5+ V()
mr

Ara, @ és ciclica per a H i aixo implica que pyp = const. =1 — (Toment angu|§lr
iy = —XZ+ 2T

. 14 . /4 . o 7 . . l2 l

AixI, tenim una unica equacio no trivial p, = , equivalent a la

J
que s’obte en el formalisme lagrangia i que s oBte ddel hamiltonia.

2
. o2 2
H = Hlpy=1 = 5~ + Vess(r), Vess(r) = 2mr?

2m l

potencial efectiu

+ V(r)
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Hamiltonia per a una particula
en un camp electromagnetic

® |a hem vist que el lagrangia s’escriu en termes del potencial escalar ¢
i del vectorial A: L= —¢¢+ -7 A . El moment conjugat no

.

L . c 5L .
coincideix amb el moment lineal 7= %= = mi+ 24,

or C

. : 1 q - :
Invertint 7 - (p CA) obtenim HGF.5) = 7— L =
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Parentesi de Poisson

® Es una operacio que té un paper molt important en la mecanica
hamiltoniana i que associa a}:arelles de funcions /i 9 en I'espai de
f | . {f(}zz((') (')g_(')g(')f):(')f(')g_(')g(')f ,
ases la quantitat {59} =2 (55, ~ 8400 ) = 94 9p; ~ 84 0p; » QUE €S €NCAra
una funcié en 'espai de fases.

® Ultilitat: per a escriure les eq. de Hamilton, calcular les constants del
moviment i definir transf. apropiades en 'espai de fases (transf.
canoniques).

® Propietats: bilineal {af + bh, g} = a{f, g} + b{h, g}, antisimetric {f ¢} = —{g, f} ,
satisfa la identitat de Jacobi {f,{g,h}} + {h. {f,9}} + {9.{h. f}.,} =0 i la regla
de Leibniz {f-g,h} = {f, h}g+ f{g, h} .

Hem comentat ja que una operacio que satisfa les primeres tres propietats defineix una algebra
de Lie; mentre que quan la quarta també val, parlem d'algebra de Poisson.
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® Utilitzant-les, podem reescriure les eq. de Hamilton -

. OH : d¢" OH OH 0q -0H OH
b= — l. H == - - : — 623 =
T op; ¢ HJ ZJ: (5(13 op; 0@ Opj) Op;  Opi
« OH o . o Opi oOH OH (9pi - 8_H ii _ oH
Pbi = aq' ={pi, H} = Z (8qj p; dg apj) — dq’ 0 dq'
t
=0

J

® Una altra utilitat consisteix en la identificacio de les constants del
moviment. Per a una funcié f = f(¢,p,t) podem calcular-ne la derivada

respecte al temps ﬂ = f= % + g—f;. ‘;f Usem Ies eq.
de Hamilton i obtenlm 4 _of , Of 0H _ of oH _ +{f. H} -

dt ot  0q* Op; ()p.,- dq’ ()t

® Per tant, una funcio f definida en I'espai de fases (que es denomina

tambe observable classic) €s una constant del moviment si ‘;f +{f,H} =0 .

® Com a aplicacio, si el hamiltonia H no depen explicitament del

temps -2 (4 my-0~ H és una constant del moviment.
A (

|

=0
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® Podem demostrar que si f, gson constants del moviment, també {f, g}
ho és. Per a provar-ho emprem la identitat de Jacobi

GUhar = s lhar + (U B = {2 gy + {7, %) = 0
/ / \ \

=0 —_
P ae1n2y A o) - (0. H). ) 0

/

{{f.H}, 9} +{f.{9,H}}

Podem dir que 'espai de les constants del moviment és una
subalgebra de I'algebra de Poisson de tots els observables.
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Constants del moviment i transformacions de simetria

® Veurem mes endavant que una transformacio (canonica)

infinitesimal en I'espai de fases 9:4" = €f*(¢,p, 1), 0cpi = €gi(q, p; t) Perfﬁnuc?z ;'luf';e(‘fz'?)

s'escriu a partir d'una (unica excepte per una constant) funcio |
;. 0G G ¢ oG oG

generatriu G :f* = oY= " og = = e{¢', G}, 0p; = 5 = e{pi, G} = 6.h = e{h, G}

® A meés,si G és una constant del moviment, J. és una

. : : : : : dA
transformacio de simetria, en el sentit que ja sabem: Se(pig* — H(q,p)) = e
® Es una versio del teorema de Noether invers: cada constant del quasi invariancia
moviment genera una transf. de simetria infinitesimal. (o invariancia si A = 0)
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® |algebra de les constants del moviment (amb el parentesi de
Poisson) és igual a I'algebra de les simetries infinitesimals

(commutador-parentesi de Lie) que generen. /5ih— {h, f1}

Ve 0xh = {h, fo}

® Si f1i f2 son dos generadors de simetries infinitesimals d;, 43 ",

aleshores { f1, f2} genera la transformacio infinitesimal de simetria [§}, §%]
(paréntesi de Lie o commutador). Es a dir:

[561753\% = eM{f1, f2}, h}
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Algebra de les constants del moviment
de la particula lliure

o \ ’ m 6L s e
® Ellagrangia es L = 57*2 , el momept copjugat p; = - =md' i el
p _p? oz
hamiltonia H = p;i' — L ="— — Z—
m 2m 2m

® |es constants del moviment son (vegeu el teorema de Noether en la
formulacio lagrangiana) H, 5, L=7xp, K =7 — Bt

m
/ r \ \
translacio temporal | :

rotacions

., . transf. de Galileu o boosts
translacio espacial
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® Calculem els parentesis de Poisson

Eicmekac _ 5ik5ma 5ia5mk: cilekcb _ _5ik5bl + 5ib5kl
: OL'OL*  OL' oLk -
{Lz,Lk} — 52° B _ Poe O _ 6u:mpmekacxa _ ¢ileyl kcb \ (Szkp 74 2t pk +6zkp P — pix
(& C
_ ikj jlm. 1. _ _ikjrj
="' py, =€ L
Ll’ — lhll’I)' [k . (kablupb pm

/

té la mateixa forma del parentesi de Lie (commutador)
de dues rotacions infinitesimals
=0
{Li,pk} — aL' apk . oL 6pk — i€ pm(skc _ zkmpm
0zx¢ Op.  Ope 0x° 0

b i a son indexs repetits. Usar I'un

i i ! o l'altre és equivalent
{ i,pk} _ {:L‘i B pzt s } OK" Opy. B OK" Opy. _ gicgke — gik

dz¢ Op.  Ope Ox° / \
kab ap
{ K'\Lk} _ OKiOLF 9K OLF . t

t : . .
__ gic _kac,.a ic keb _ kai_.a kza kais, . .a ay __ kaigpra
5 ch_apcaa:c—de T+ 0" —€"Ppp = €M + —€""py = € (x —Ep)—e K

m

: OK*OH OK'OH - OH OH
Kt HY = . — jic v gic
K" H oz¢ Op.  Op. Ox° 0 Op. m(s Oxe

Pi
m

3H
('3pc

T

Tuesday, 19 May 20



® A més, podem comprovar, utilitzant els paréntesis de Poisson, que L. 7 K
son constants del moviment

(LF H) — a(e"’;;a:“m) gi B 8(6"’(‘;2“1)») gii _ 6kcbpb% _o
d;tk_ag: {L’“’H}—O/_O ':0
S0 - i o
W _ O 4 (e HY = 0 L,
1
dK* _ 0K +{K Hy=-2 42—

dt Ot m m
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Algebra de les constants del moviment
per al potencial gravitacional

® Per a una partlcula en el potencial central v = -~ les quantltats

. 7
conservades son H = Qp— _k JLF E=1,2,3, A% = MmplLm — km— k=1,23
T r T

I\

energia total Mmoment angular  vector de Runge-Lenz

Constants del moviment:

=0 =0
dLk oLk 7/
= e TUHHE=0
k k
dj 8(34 +{AF H} =0
L t}o \:0

Parentesi de Poisson diferent de zero:
{Lk,Lr} _ ekanfm7 {Lk,Ar} _ EkrmAm,{Ar,Am} _ _2mH€krmLm.
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Transformacions canoniques

® Hem vist que un avantatge del formalisme lagrangia €s que les
equacions E-L tenen la mateixa forma quan es fa una transf. general
de coordenades en |'espai de configuracions (per senzillesa, sense
dependenua temporal epr|C|ta) ¢ = Q'(q) ilainversa Q' — ¢'(Q),
b —>Q7’— 0Q*(4) 2 Q2_> MQQ
am o ¢ ] =55 ¢

® En les noves coordenades, el lagrangia és— L'(Q,Q,t) = L(q(Q),dQ,Q),t)
i per les eq. E-L ¢ (éq ) TP < (‘”) - (;’(;

5q' 5Q

® Recordem que I'espai de configuracio esta parametritzat per les
coordenades generalitzades, i que el canvi en les velocitats es induit
pel de les coordenades.
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® |’avantatge de la formulacio hamiltoniana respecte a la lagrangiana es
que no hi ha diferencia conceptual entre coordenades i moments
conjugats: tots dos son coordenades en I'espai de fases.

® Els?iqque utilitzem no son els més generals possible5° podem fer
canvi de coordenades: transformacions del tipus ¢',pi = F%(¢,p), . =1,...,2n
amb la condicio que la matriu del canvi de coordenades (a,F oF7,
. . dg* " Op;
tinga determinant # 0.

® En general, en les noves coordenades, les eq. del moviment no han de
tenir la forma de les eq. de Hamilton. on

aH

o« 7’ /-
aF o OF I OF _{F(, -

® |es eq. del moviment son
dt oq* Ip;
perd no esta garantit que les o es puguen dividir en coordenades i
moments, ex. F' = Q", F**" = P',i=1,..,n ni que existisca una funcié K(Q,P,t)

fent el paper de nou hamiltonia, és a dlr, o= (FoHy o O = K p = 9K

oP;’ ToQt

Les transf. en I'espai de fases amb aquesta propietat
es denominen transformacions canoniques.
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Exemple

oQ' ..

® Les transf. generals de coordenades en I'espai de configuracié ¢' — Q'(q),Q" = g7 ¢
son un cas particular de transformacions canoniques.

® Prenem L'(Q,Q,t)i considerem una transformacié de Legendre en

leSQ.i:K(Pant):PiQi_L,(QaPat)aQi: P; =

oK . 0K

OP,” ' AQ:

e Comparem amb la transf. de Legendre de les ¢*: H = p;¢* — L

® Tenimque P,=— =

5L 8L 0 9’

Q1 P aQi T IQi

Conclusio: K(Q(q), P(p,q),t) = H(q,p,t)

Py(q,p) | K=PQ L' =

Tuesday, 19 May 20



Transf. canoniques i principi de Hamilton modificat

e Considerem una transf. canonica (¢, p:) = (Q", P;).
En els dos conjunts de coordenades, el principi de Hamilton modificat
és S = 5/dt (pz-(ji — H(g,p,t)) =0,65" = 6/dt (PiQi — K(P,Q, t)) =0

® |'equivalencia dels dos conjunts de les eq. de Hamilton implica que |a
diferencia § — S’ és com a maxim un terme de contorn: § — §’ = / dtd_F ;
to

. . : : : dt
i el fet que aixo valga per a cada instant de temps implica que

dF

F' es denomina funcio generatriu de la transf. canonica,
i ]a podem veure com una funcio d’una parella
qualsevol de les coordenades ¢,p,Q, P.
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Casos de particular interes

0Q Q'
Perque el canvi de coordenades siga invertible, la matriu ("‘V o )

apP;, 9P,
I 1 H o ap;
ha de tenir el determinant diferent de zero. N

Considerem casos on nomes un dels blocs principals és no trivial:

1 0Q" ,
” : (Q",pi) son bones coordenades en I'espai de fases perque
aq’ aqQ- ’ . s N .
(.-,‘3., ;Qj té determinant # 0, encara que la transf. no és canonica.
0 oY

d

® Prenem F = F(Q,p) i escrivim pig' = %(piqi) - piq*

L d OF ., aF, OF
= —piq' — PiQ' — H(q,p,t) + K(Q, P,t) = —(F — piq’) = - Q + o Pt o
dt ‘ /8, ot

F —piq" = F' = F redefinici6 irrellevant
i com que aquesta equacio val per a totes les corbes,(Q'(t),pi(t))

.. OF OF OF
pi(—¢"'— —) +

Qz( Pz__) H+K—-—=0
—0 =T S N \/—zo
Tuesday, 19 May 20

) ,Q(t),p:(t) sOn arbitraris i

Ip; 0Q" ot




® Obtenim

qi — gF : ——— Amb aquesta equacié obtenim Q' = Q'(q, p)

P1
P _ gF —— Agquesta equacid i la de dalt ens donen P* = P*(q,p)

( T Qz 9
K — H { %]Z . «—— Nou hamiltonia
Exemple:
Qi — _qz
F = szz =7 Pz — —Pi

Tuesday, 19 May 20



2 0Q

" op; : (¢, Q) sén bones coordenades en I'espai de fases
perque (‘,’(j ,2,) té determinant # 0 .

q? Jdp

o [ procedlment es similar al d’abans. Con5|derem F=F(qQ)i

escrivim pigi — PO — H + K = a—Fq an o a—F .Per a qualsevol ¢*, Q"
aixo implica que
gé’; = p; —_— Amb aquesta equacié obtenim @ = Q(q,p)
ggﬁ _P, Aquesta equacio i la de dalt ens donen P = P(q, p)
K — H + %1: Nou hamiltonia
Exemple: Q" =p;,
F(g,Q)=¢'Q" = ¢ =-P,

K =H(-PQ).
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3 OP;

° det 9 #0: (P,P) sén bones coordenades en | espai de fases perque ("3’ gs’;)
té determinant # 0

: ] d 1 . 1 i d 1 . 1 i 1

| escrivim  —p;¢' + P,Q" — H + K = ap Lit 5 Pit o
. Coa P Ip; ot
Per a qualsevol p;, P, aixo implica que
OF  _ _ g Amb aquest i6 obtenim P = P(q,p)
oo, = 4 —_— questa equacié obteni = P(q,p
gg — Qz —— Aquesta equacio i la de dalt ens donen Q = Q(q,p)
K — H + %_f «—— Nou hamiltonia
Exemple: —¢ =5
F(p,P)=piPi= (Q =p;
K = H(—P, Q)
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4 5 0

: (¢, P) sén bones coordenades en I'espai de fases perque(d_a )_PL)

dq? op;
te determlnant 70 .
d R , .
® Considerem F =F(q,P),-PQ"= d—(PiQ") +PQ.FF =F+PQ'=F
: ‘) d | DA OF or . oF
| escrivim p;¢* + PQ ~H+K = aq +3p bt 5
Per a qualsevol ¢*,P; aixo implica que
gcf; = D; Amb aquesta equacié obtenim P = P(q,p)
OF  _ QZ —— Aquesta equacié i la de dalt ens donen @ = Q(g,p)
O P;
K — H %1; —— Nou hamiltonia
Exemple: i = 175
F(q, P) — qui = QZ — qi : —— transformacio unitat

K(Q,P) =H(Q,P).

Nota: no cal dir que els casos considerats no son els unics. El procediment és el
mateix. Es a dir, escrivim les eq. de les transformacions en termes d’una funcio
generatriu, funcio de les variables apropiades.

Tuesday, 19 May 20



Transformacions canoniques i parentesi de Poisson

f=f(a,p),9=9(q,p)

e Considerem una transformacio canonica (¢:») = (@, P) i dues '
funcions/f, g en 'espai de fases. Podem escriure f, g en termes deq, P
obé f(Q.P)=f(q(Q,P),p(Q,P)),q(Q,P)=g(qQ,P),p(Q,P)) iels
paréntesis de Poisson en termes de (¢,p) i de (Q,P) .

® Demostrarem que ({fag}(bp)/ — {f/agl}Q,P -
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® Calculem, fent el canvi de variables,

= ﬂd_q] 99 9p; dg 0¢’  dg Op;
dqi OP. \apj P, = 50 00 * op; 30°
/ / / /
{f,,g,}Q b= af" dg af" Og .
’ P 0Qc OP. OP. Q¢
_af 0q' of Op; \ ;
Eiat LA
_0f 99 (0¢" 04 _Oq" 04\ , Of dg 99 of dg 99 of dg
= 0q' 0g3 \9Q< 0P, 0P.dQ°) " aq op, ¢'p; dp; 9g3 PP Op; Op;
{qiaqj}Q,P ; .
¢, ¢’ }o,p = 0=1{pi,pj}q.pP

Per a provar la nostra
identitat, es suficient que:

14" pj}o.p =0" = —{pi, ' }q.p -
aquesta propietat val en les coord. ¢, p
({¢", ¢ Yap = {Pispi} = 0,{¢", i }a.p = 67)

Veurem que aixo ocorre nomes si la transf. és canonica
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t1
S—S’:/ dtd—F
t

P

0

. . dF
° \ ° ° 3 .Z 7/
® Considerem una transf. canonica. Escrivim pi¢° — Q" — H + K = —
: . ., | 90" . 0 9F OF .
i ho considerem tot com a funcio degq, p: p;¢é — P, 0Q" o 4 99 pi) —H+ K = oF | OF i
dq’ Jp; ot Og¢?

er ¢’,p, arbitrari.
P j

0Q* __ OF
Pi — Piger = 57
= { _p o _ OF
P"apj op;
K =H+ %

Si coneixem F',aquest és un sistema d’equacions per a Q i P.Pero perqué
Fexistisca, Qi P han de satisfer unes relacions d’integrabilitat que es
calculen considerant les derivades encreuades corresponents:

O*F _ _9’F oP, 9Q' | 9P 9Q"  _
0q?0q* — 0qk0qI 8q7 9qF T 0qF dg7 T V7
O°F  _ _O°F 0P; 0Q° _ 0P 0Q"  _
Op;Opr, ~  OprOp; <:> Opr Op;  Op; Opr ’
O°F O°F oP; 0Q" | oP; 0Q°  _ 5ik

0q70pr ~ Oprdql 97 Opr. ~ Op* 0¢’

Aquestes eq. no estan encara en la forma que desitgem.

oF .

+ P

dp;
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Aix Dy, Czk Bik

® Considerem la matriu del canvi de coordenades M — (A B) B Z%Xam

siga J la matriu 2n x2n J = (_OH g) : C D

dq k apk.

® Podem escriure el sistema de les relacions d'integrabilitat de la manera

seguent:
MTJM - J — Una matriu d’aquest tipus
5Q° op / ~— ) es denomina matriu simpléctica
dqi  0gq’ \ aP; aP;
oQ" 9P; aq* Opx
9p;  Opj 29 _99
g~ Ipk
q" oq" A B
.y -1 _ [ 80%F 8P, | —
Multiplicant per la dretaamb M ™" = | 9% O (C’ D’)
oQ*k 0Py,
obtenim
( T _ v P, __ Opi
T _ ny — Opi
T, 1 AT ¢T\ /0 I\ (0 I\ /A B AV =D & 5 = 5h
st e (5 G)(%)-( D B (570 KR
T an 8qt
\B" =-B" © 5 =—3h

Tuesday, 19 May 20



® Substituint I'Gltim resultat en les nostres condicions d'integrabilitat:

Op; Opk Opr. Op; o B

ani sz' Q) c’)PJz ) — {pjapk:}Q,P =0
9q~ 0g; 8¢’ 8¢ __ ¢ B

~oqiop, T aqiop {gj,ar}o,p =0
Op; Oq dq" Op; o k ’ _ skj
0Q* OP; 0Q* OP; _ {q )pj }Q,P — 5

Conclusio: una transformacio és canonica
si i nomes si conserva els parentesis de Poisson.
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Transformacions canoniques infinitesimals

® Ara podem provar la formula que hem emprat ja abans.
Considerem una transf. infinitesimal Q' = ¢" +€f*(q,p,t), P; = pi + €9i(q, p, )

® Hem vist que perque una transf. siga canonica, la seua aplicacio
tangent M (matriu de les derivades del canvi de coord.) és una
matriu simplectica: M7 J = JM !
of'  oft
® Per a una transformacio infinitesimal p7 =14+ ¢5,0n 5= (c?u* <'.>m>,

dg; dg;
dq* Ipi

I+ eST)T=JI+eS) ' ~JI—-€S) < STT+IS=0
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® Obtenim

k 7 7
off ogr | \ =1 0 I 0 39; g%
q k

Opi Opi
99k 4 99i _
qu | 3qk
of" , 9gi _ __ _0G
& oq* ' Opr 0 N 9k = dqF
Ogr oft _ 0 fk: _ 0G
Op; aqk o Opk
off _ of _
op; Opk

(5 és la funcid generatriu de la transformacio canonica infinitesimal.

Per a una funcio qualsevol fen I'espai de fases:§ f = a—f.éqi + of op; = {f,G}

dq* Opi
\ oG /aG

=€ = —€——

Ipi daq'
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Transformacions canoniques infinitesimals
i teorema de Noether en la formulacio hamiltoniana

® Considerem el principi de Hamilton modificat. Hem vist que una transf.
le dG

canonica infinitesimal amb parametre € es 6.¢" = e —, 6pr = e .
Opi dg*

® Aquesta transformacio es una simetria (infinitesimal) del sistema fisic si
I'accio funcional s :/ dt(p:¢' — H(g,p)) €S quasiinvariant, €s a dir,

t 0

. dA
(P — H(q,p)) = €~
de(Pid (q,p)) €

en qué A és una funcid en I'espai de fases i possiblement del temps.
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® Calculem 9.5 sobre una corba arbitraria (no necessariament una

trajectoria fisica)
dG oG
api _€d_qi
orr I, om |

Je(pzqz o H(Qapa )) - (Sespzqz +pz(56qz g(seq - a_p_depz -

LN

e d(p, 6¢q') — Pideq’
\ /
oG
fapi
__G(BG.i+8G.)+ 0G OH 0G OH +ei( _BG)_
o " op "V T \ogi op;  opiog’ " “dt i op
S~~~ -~
dG '80 '
dat ot {G,H}
dG 0G d oG
= —¢(— — 1)+ €{G, H -
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® Per tant, el sistema és quasiinvariant sota la transf. considerada si

oG d oG dA
— +{G,H —(—G + p; = €——
(G TG HD +eg (=G +pigr) =€
oG
Notem que en general —- +{G, [/} depén de ¢,p,? inode ¢,p.
Per tant, no pot ser una derivada total respecte al temps.
Per tant G es una transf. de simetria si %G +{G,H} =0
t , :
oG dG :
Substituint ara les eq. del moviment — + {G,H} = — = 0= G constant del moviment.

ot dt

Aquest és el teorema de Noether en la formulacio hamiltoniana.
D’altra banda, siG és una constant del moviment, la transf. canonica
generada per §.f = ¢{f,G} €s una transformacio de simetria.

Teorema de Noether invers
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Teorema de Liouville

® Quan considerem un nombre molt gran de particules, es
practicament impossible saber les condicions inicials i les trajectories
de cadascuna.

® |La mecanica estadistica fa prediccions sobre el comportament mitja
de les propietats del sistema (p. e., energia) considerant conjunts de
sistemes proxims que ocupen un cert volum R de I'espai de fases.

® En la practica, donada una funcié £(q,p) en I'espai de fases, es tracta

de calcular integrals del tipus / dq'..dq"dp,..dp, F(q,p) .
R

® Fem ara una transf.canonica (¢*,p;) — (Q, P;). Lelement de volum es
transforma amb - (3_?; 3_,%), es a dir 4Q'..dQ dP,..dP, = (detM)dq"..dq"dp; ..dp,, -

dq dp
® Sabem que M satisfa /7 7p7 = 7 on j— O]I EI)) . Considerant el
determinant i el fet que j.; 7 — 1,tenim que det(M)? = 1.

Considerarem transf.amb detM =1
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® Considerem ara el volum d’una regio D; en 'espai de fases
parametritzat per(q,p) ,u1 = / dq'..dq"dp;..dp,, i el volum v2 de la
.7 D
corresponent regidé D, en termes de (Q,P) :

Vo :/ dQ'..dQ™dP,..dP, :/ (det]\/[)dql..dq”dpl..dpn = vq!
D;_) Dl

Conclusio: el volum d’una regio en 'espai de fases

no canvia sota una transf. canonica (teorema de Liouville).

Aplicacio: la transf. que genera I'evolucio temporal, la
podem veure com una transf. canonica sobre les
trajectories fisiques. La transf. actua de la manera seguent:

(q(t),p(t)) — (Q(%), P(t)) = (q(t +€),p(t +¢€))
-

~ q(t) + ge ~ p(t) + pe
v

/) OH
B {q. H} = {p, H}

dp dq

- A= 12)
Al i, - Rt =)
- l{u l(lf ’“:I

Pel teorema de Liouville, el volum d’una regio en
I'espai de fases no canvia amb el temps.
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Variables accio-angle (exemple)

® Com a exemple de funcié generatriu d'una transf. canonica de
tipus 2),o0 siga F = F(q,Q), considerem el hamiltonia de I'oscil lador
. L 2 2 2 X
harmonic1D : #="

B mwq k
- 2m 2 m

w=4{/—
p =2 — _muwgtanQ ens dona la relacié Q = Q(p,q)
q

tan Q = {P _ BF _ mwg® 1 — ens donen la relaciop = P(p, q)
- 0Q T 2 cos?Q@Q

mwaq®

® Prenem F=-

® |nve rtint p = —V2PmwcosQtan@Q = —v2Pmwsin Q obtenim:
q9 =~ mw tan Q - \/ % cos Q

dq O dq O
Q.P {%p}Q,P — q p q P

0Q 0P OPJQ
(—1/ 7271—]; sin Q) (— VQZ\/m?w sin @) — (4/ miu 25? cos Q)(—V2PmwcosQ) =1

(a més de {¢.9}o.r =0={p,p}q.r)

Conservacio dels parentesis de Poisson
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: .. p? mw?q? :
® En les variables originals H = — + 5 les eq. de Hamilton

, . 2m i
sén {p =—%; = —mw’q, que tenen com a solucions |4 = Acosw(i —to),

i =% =2 , p = —mwAsinw(t —tp).

® Com que I'energia es conserva, les orbites (trajectories) en I'espai de
fases son el Jlipses.

2 2.2 2 A2
b + Md g const.(= e
2m 2 2

) <
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B En les noves coordenades, el nou hamiltonia és molt mes
. — »- 2 . ,2 — /4 ’ . . .
senzill K = Pwsin®Q + Pwcos®Q =wP () és ciclica. Les eq. de Hamilton i

i 4 P =-2% _ (0= P =const., = es denomina variable accio
les solucions son ) { 5Q , 1
Q =L =w=Q=wl—1) (també I) ies pot calcular P = o ]{pdq
. . . 2P
® Si es compara amb les solucions originals de ¢;P , A=/~ |

area en |'espai de
® Com que el moviment en I'espai de fases és fitat,Q €s una variable de fases d’una orbita

tipus angle (es diu també ¥ ). Les variables (Q, P) = (¢,I)es denominen
variables d’accio angle.

® Per a un sistema amb 7, graus de llibertat que es pot escriure amb K = K(I, .., I,,)
. V4 . . . 24 a]{
diem que es un sistema integrable (1 = const..i =1,..,n; Q" = 2 = wi = const. - Qi = wi(t — to)).
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Teoria de Hamilton-Jacobi

® Un exemple de funcié generatriu del tipus 4), és a dir F' = F(q, P,t),
s’empra en la teoria de Hamilton-Jacobi.

® En aquest cas considerem tambe una dependencia explicita en el

temps.
pi = 31'T
o 7 o V4 . ,ql
® Les eq.de la transformacio per a aquest tipus de F'son (@' = 2%
K =H+9%
® |a idea és arribar a un conjunt de noves coordenades (@, p)tal que k=1 + ‘fo =0
és a dir (que es denomina i, ¢ o S, funcio principal de Hamilton).
eq. de Hamilton
. 0S 0S
Hq", —,t)+ —=0 e
0q* ot {Q ~op - LN (Q), P)
b= QT T son (2n)

Equacio de Hamilton-Jacobi dependent del temps,

eq. a derivades parcials amb solucio
S =S(q",...q" ay,..,an,t)

.. .
constants d’integracio independents (poden ser els P;)

constants
del moviment
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® En aquest context, el problema de calcular les solucions de les eq. del
moviment originals es trasllada a calcular la funcio generatriu S

especial.

® Quan I'energia total es conserva, podem separar la dependencia en el

temps escrivint

S =W(q,P) - Bt = H(d', ‘?j) —E

/ \

eq. de Hamilton - Jacobi
independent del temps

funcio caracteristica de Hamilton

Exemple: per a una particula lliure en 1D:

‘ 1 oW oW
H=2_ o ( ) =E, W=vV2mEz, p=— =V2mE

- 2m 2m * Ox ox
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Ultims comentaris

® Calculem la derivada respecte al temps de la funcio principal de

. _ i das 9§ ., 0§ i
Hamilton S =5(¢"ai,1):22 = 224+ =2 —p¢' — m~ L, on hem emprat I'eq.

at dq* ot
. )S
del moviment H + (m =0

t
® Per tant, la funcio principal de Hamilton és igual a la accio S =/ dn(p;¢' — H)

. \ . 7 e fU
calculada sobre les trajectories fisiques.

® En mecanica quantica, un sistema fisic esta descrit per una funcio
d’ona ) que satisfa una eq. dif. de segon ordre —dita de Schrodinger—
que en el cas en que E es conserva i, per senzillesa,en 1p es

. 2 2./,
del tipus _ " 4% oy = By
2m dz?

® ; (constant de Planck) és un parametre molt petit i desenvolupat en

’ordre dominant; la solucio és is
~ Eeh ce :
Y T funci6 principal de Hamilton
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Per comparacio:

velocitat del so: ¢s ~ 3 x 10°m/s

velocitat 3. Relativitat especial

d’escapament
de laTerra: vy ~ 3 x 10*m/s

® |La mecanica classica tal com ’lhem estudiada no val en condicions
extremes: a gran velocitats (de lI'ordre de la velocitat de la
llum v < ¢=3x10°km/s) és modificada per la relativitat especial, i a
petites escales es modificada per la mecanica quantica.

® Per a construir la teoria de la relativitat especial hem de tenir en
compte dos fets que, aparentment, estan en contradiccio: el principi
de la relativitat (les lleis de la fisica son les mateixes en tots els
sistemes de referencia inercials) i el fet (experimental) que la
velocitat de la llum en el buit és la mateixa en tots els sistemes
inercials.
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Historia de la velocitat de la llum

® En [676,astronom Remer mostra que la llum no es propaga
instantaniament: el periode de I'orbita d'lo (lluna de Jupiter) canvia si
la Terra es mou cap a Jupiter o se n’allunya.

® A mitjan 1800, Maxwell va descriure la llum com unes oscil 1acions
del camp electromagnetic que es propaguen a traves de I'eter (medi
natural que semblava natural suposar que existia, aixi com el so i les
onades del mar es propaguen a traves de laire i de 'aigua).

® Els cientifics pensaven que la llum no es podia propagar en el buit i
que 'eter era la substancia que permetia el transport de les ones
electromagnetiques. Es creia que les eq. de Maxwell eren valides
només respecte a l'eter.
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® En 1881, Michelson i Morley fan un experiment per a
determinar el moviment relatiu de la Terra respecte a I’eter. Si la Terra
es mou amb velocitat v al llarg de l'eix Z , el temps 73 que necessita
la llum per a anar i tornar d'un punt A a un punt B amb distancia L és

L L 2cL
T =22
cC—v cH+v cc —v

Ty =Ta+1T7 =

L

— PN

El raig de llum ix de A en el temps ¢ =0 5
i en el temps t4 arriba a B, el qual, respecte A () B
a I'eter, ha recorregut una distancia vta:
L La tornada és mes rapida perque
cta=L+vig>ta=—— A es mou cap al raig:
L

ctpr = L —vltp — tp =
c+v
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Y1 ¢C " vt
® Considerem ara la propagaao en direccio perpendicular:
anada i tornada ara son temps iguals T, = 2t = C;ZL = L ct
/ N
Cal tenir en compte que per al raig v
queixde Aat = 0,en el temps { el punt C
ha recorregut, en direccio z , la distancia v
. y i, pel teorema de Pitagores,
=l — 3 - (\1 : (ct)? = L? + (vt)? = t = —
\ / ' : C _ espills
Per tant, T, # T, /
L objectiu de Michelson i Morley era mesurar la
diferencia 7, — 7, amb un experiment d’interferencia: .?72 B
La llum arriba a una lent A que la divideix en dos feixos font de llum
perpendiculars, i dos espills (B i C),a una distancia L de A, que |ent

la fan tornar a A: com que 7T # Ty, hi haura interferencia.
M.i M. no van trobar res!

Final de 1800: Lorentz, que va partir de la hipotesi que I'eter no es mou (sistema de referencia
absolut), es va acostar a la solucié mostrant que les eq. de Maxwell tenen una simetria
(que ara en diem transformacions de Lorentz) i que si per alguna rao (per a la la qual va

intentar trobar una explicacio mecanica) les distancies en la direccio de la
velocitat es contrauen en un factor,/1 =32 = \/1 -2/ ,058iga L, = L,\/1 - 32 =T, =T,.
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Einstein 1905

® |’eter no existeix i les transformacions de Lorentz son una propietat
de |’eSPaitemPS o siga, produeixen I'efecte de contracio de les longituds

® | a velocitat de la llum és la mateixa en tots els sistemes de referencia
inercials.

Es facil veure que en mecanica classica aixo no pot ser.
Considerem dos sistemes S i S’ que es mouen amb velocitat v

(per senzillesa al llarg de I'eix z ) 'un respecte a laltre: S g
En S, un raig de llum té trajectoriac = S ~
! —
Si imposem que el mateix val en S, . — % , (%
i usem les transf. de Galileu (boosts) 0 o'l
x
(o) Y /
r =x—vt Y
/ /
Yy = X xr — vt
2 =z l t
r
(¢ =1 — temps absolut
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Transformacions de Lorentz

® Cal modificar les transf. de Galileu. En general (considerem

N

només les coordenades no trivials ;1) [ = f(a,1)
t' =g(x,t)

® La primera llei, de la inercia, ens diu que, sense forces externes, una
particula es mou en linia recta en els dos sistemes, o siga la transf. ha

’

de ser lineal J#' =z +ast
\t’ = 3T + aut
® |'origen O'de S’descriu,respecte a S,laliniarecta z =vt<« z’' =0,

o siga 2’ =~(x —vt),y = v(v) i, des del punt de vista de S/, 0 descriu \

Aixo implica z = (2’ + vt’). Notem que ~(v) = v(-v) g =—-vt' oz=0
o A . | .y, / invariancia per rotacions. en aquest regim
ra, Imposem que valguen p — ¢t | ' =ct' 4 pot dependre nomeés env? valen les transf.
, de Galileu
v(z' +vt') = ct Y(z —vt) = ct /
' =ct I r=ct ;
1 v
Yet+v)t'=ct  Alc—v)t=ct' =y = = ~yge 1+ O((_z)
/ T2

quan v > ¢, €s imaginari!
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® Ens queda determinar t’' = asz + a4t . Haviem arribat a =z = (2’ + vt')
i per substitucio 2’ = y(z — vt) = z = y(y(z — vt) + vt') & z(1 — ¥?) + y*vt = yot’

’U2

v
—6—2’72.’1,‘ + Y2t =qut’ @t =(t — 6—2:1:)

Hem obtingut les transformacions de Lorentz (o boosts de Lorentz):

' =~v(x— vt) r =z’ + ot
y =y y =Yy

2! 2 7 2 2’

t/ Y(t — ) t =t + 5%2')

En relativitat, el temps és relatiu Principi de relativitat
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Diagrames espaitemporals

® Els diagrames espaitemporals son molt utils per a il lustrar la fisica
relativista.

® Notem que les transf. de Lorentz son meés simetriques si les escrivim
en termes dex ict :

, -
¥ =(r-— %(Ct)) En el context relativista,
y = espai i temps, interrelacionats,
y ¢t ¢ €s denomina espaitemps de
2 =2 . .
Minkowski
-
et =y(ct — 2x)
Representem x en I'eix horitzontal i ¢t en el vertical.
£
v<e
Un raig de llum segueix una recta a 45 graus i la z = ct

trajectoria d’una particula P, o linia de mon
(d’univers) es una corba amb pendent > 45° (

Tuesday, 19 May 20



® En I'espaitemps (ct,z) tracem els eixos corresponents al

. / ’ . ] 7 . / V4 Y S _ v
sistema S’ . L eixct,ésadir,z’ =0 ,éslaliniarecta z= E(Ct)
° ° ’ ° 7 ’U
i 'eix2’,ésadint =0,és ct=-z: [ N~

C .
ct / ct = E:1:
Ct, T =ct <1 v
"2’ =t N>

el fet que els dos eixos siguen simetrics respecte a la diagonal reflecteix
la propietat que la velocitat de la llum és la mateixa
en els dos sistemes.

Aquest diagrama es util per a discutir el problema de la simultaneitat:

En S,P, iP> son simultanis, és a dir, la separacio entre ells és només espacial, ct és el mateix.

!/ . ’
ct P; Ps P, "’ .-*P, En S les linies de simultaneitat son
° o o. oooooo .o o o o o* ¢ / vv 'Ly
ct’ = vy(ct — —x) = const. — ¢t = —x + const.
c c

!
paral leles a I'eix &

. . / .. .
P, iP, tenen valors diferents dect’ :no sén simultanis en S’ !
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Causalitat

® Dos observadors poden estar en desacord sobre 'ordenament
temporal de dos esdeveniments fins a un cert punt.

’. . . ()
® Els pendents de les linies de simultaneitat en S’ (ct’ = const.),z , NO
poden ser mes de 45 graus (és a dir, pendent < 1).

® Aixo significa que si considerem el con de llum futur d’'un punt P

"~

ct ct \ con de llum futur de P:
posem P = O \/ conjunts dels punts (esdeveniments)
. ¢ P als quals una trajectoria fisica
"*._ passant per P pot arribar en el futur

O _ .P T T con de llum passat de P

per a qualsevol punt R fora del con de llum de P (i amb ¢z > tr(=0)) podem
sempre construir un nou sistema (ct’,z’) tal que ty <t»(=0), o siga

'ordinament temporal entre P i R no esta fixat; aixo no es possible amb Q,

que resta dins del con de llum futur de P: en qualsevol sistema(ct’,z’) t, > tp(=0)

; { la causalitat e€s preservada: si un esdeveniment resta dins del con
de llum futur d'un altre, el mateix passa en qualsevol altre sistema.
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Dilatacio temporal

® Considerem un rellotge estacionari en 'origen O’ de §’ que fa tic cada
interval temporal T, és a dir, considerem els dos esdeveniments,

y s ;o . . I ,
en S, (ct'=0,a"=0)i (ct' =cT,z" = 0). 'interval temporal en S és 77 > T :

Transformant el (ct = (! r=0) (ct = v,z = yoT) é s’ha produit una dilatacio temporal
. — A = Uy b = ¥ =Ly = . .
sistema S: (en un sistema en moviment, el
temps avan¢a meés lentament)

Una manera tradicional de veure I'efecte de dilatacio temporal és
considerar un tren en moviment amb velocitat V.

Considerem la llum d’'una bombeta en el sostre del tren:
si h és la distancia entre el terra del vago i el sostre, en el
sistema en moviment del tren (S’) la llum arriba al terra en el
temps ¢’ = ’(’ , mentre que respecte a I'andana () el punt
d’arribada es desplaga, en el temps t, una distancia vt i

(ct)) =h*+ (vt)’ =t = h = ~t’

2
c 1—%‘;
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® |’efecte de la dilatacio temporal té un paper crucial per a particules
inestables amb un factor ¥ molt gran: viuen mes en el sistema del
laboratori (on v és gran) respecte al seu sistema en repos.

® Els muons (versio inestable dels electrons amb massa mes gran) es
desintegren en un electro i un parell de neutrins en un temps
caracteristic t, =2x107°% s

® Els muons son creats quan els raigs cosmics arriben a 'atmosfera, i
d’alla arriben a la Terra, on son detectats després d’un cert temps t =7 x 107° s > ¢
Per que no han desaparegut durant el viatge, ja que ¢ > ¢; !

® Aixo es possible perque els muons viatgen a v ~ 0.99¢c amb v ~ 10,
Per I'efecte de dilatacio temporal, en el sistema del laboratori el
temps de vida (mitjana) €s ¢, =~t, =2x107° s > t !
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La paradoxa dels bessons

® Considerem dos bessons, A i B. B empren un viatge a gran velocitat (o
siga, v amb un 7y gran) d’anada (fins al punt de maxima distancia P) i
tornada. S és el sistema de referencia de A.

dilatacio temporal

ot temps de A temps de B
I 2T
2T Al final del viatge ¢t = 2T = t' = — < 2T.
Y
y )N P Conclusio: a la tornada, el besso B és meés jove que A
B
X

Pero, a causa del principi de la relativitat, les mateixes
conclusions haurien de valdre respecte al sistema $’ de B amb
conclusio oposada: el més jove hauria de ser A... com pot ser?

Tuesday, 19 May 20



® En realitat, la situacio no es simetrica i el principi de relativitat no s’hi
pot aplicar. El sistema de referencia de B no és inercial, perque quan
arriba a la distancia maxima, punt P, ha de desaccelerar i accelerar en
direccio oposada.

® Podem emprar sistemes (aproximadament) inercials diferents per al
viatge d'anada (§’) i de tornada (S”), imaginant que en aquests trams
la velocitat és (més o menys) constant.
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Viatge d’anada
En el sistema §, el punt P de distancia maxima

ct' correspon a(c7,vT) i en §,
ct A

]

utilitzant les transf. de Lorentz, (c(y - )T = (77

C

Considerem la linia de simultaneitat de A.
Segons A, quan B arribaa P, AésenY.
Considerem ara la linia de simultaneitat de B.
Segons B, quan B arribaa P, A es en X.

. : : T ¢TI’ T
X esta caracteritzat per 2 =0 ict' =cI"=c— =a' =T ct= ol
f ' B

Fins ara la situacio es simetrica: ,
T T T

I 4 ’ . 1 / . ’ . ’
per a A,B és més jove (T4 =TT =—=T") i,per a B, el meés jove es A (T =7",Ta = — = 72)
’ A(y 4
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Viatge de tornada:

~
[ )

ct Considerem ara un viatger C (sistema $”’) que sincronitza el seu
rellotge amb Ben P ( ¢/ =T" =T/~ ) i que viatja cap a A
(arav — —wv , la velocitat és oposada respecte al viatge d’anada).

Il o
ct” .

En el sistema S, C té una trajectoria (z—v7) +v(t=T) =z +vt - 20T =04 2" =0

| a transformacio entre Si S’ es:
T ¢

x =v((z —vT)+v(t—T))
c(t" =T") =~(c(t-T)+ 2(z—oT))

Considerem la linia de simultaneitat de C.
Segons C, quan ell és en P, /24 eés en Z, caracteritzat per

- T
a:=0,t"=T’:>t:T(1+Z—2)=2T—(1_ Z_Q)TZQT_W_2

. ,U‘2 T

mentre que a l'arribada: z =0,t =27 = ¢” ;’T' (1= Z)T=2_=2T"
g /
o \/\ 1
-y . . . T T
ampoc aci hi ha problema amb el principi de relativitat: per a A el viatge de C dura?” = o< T
(C es meés jove que A), mentre que, segons C, el viatge per a A ha durat £2 — % < T

Tuesday, 19 May 20



® Combinem ara les dues analisis i considerem el viatge d’anada i
tornada de B.

Ara tenim els ingredients per a resoldre la paradoxa.

Quan B arriba a P, B pensa que A es en X, mentre
que si decideix tornar, en el temps de la deceleracio
i acceleracio A passa de X a Z,

AR

= - t =27 —

v

1 )
2

, . 1 v
es a dir, ha passat un temps At = 2(1 — ?)T — 2T§

El sistema de B es no inercial i
no hi val el principi de relativitat. \/
Aixo fa que per a A haja passat un

temps 21" i per a B un temps 277 — 21 < 9T 'envelliment de A és real
Y

Veurem que aquest mateix resultat es pot obtenir emprant
el principi d’equivalencia: 'acceleracio és equivalent a un camp
gravitatori (§ = —a) que canvia la marxa dels rellotges de A i B.
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Contraccio de les longituds

Lorentz va afirmar que I'absencia de qualsevol efecte d’interferencia
en I'experiment de Michelson i Morely implica que les longituds en la
direccio del moviment es contrauen.

Ara podem veure aquest efecte usant les transf. de Lorentz.

Considerem un objecte estacionari en el sistema §’ de longitud L’: si
posem un extrem de 'objecte en l'origen O' = (ct’ = 0,2’ = 0), I'altre
extrem ha d’estar situat en (ct' =0,2' = L") .

LI
N

/
ct
t/ —= (0 és una linia de simultaneitat en §’
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® Considerem ara el punt de vista de 'observador en $:

{

-
ct

= (2’ + 2(ct) (ct =0,2=0) (ct = -yL' &=L
=7(ct’ + 52') I C

Els extrems (ct’'=0,2" =0) j(ct'=0,2"=L')
no son simultanis en S.
Per a mesurar la longitud de I'objecte en §, necessitem

coneixer la posicio dels extrems al mateix temps t.
El primer extrem és en(z = 0,ct = 0) , i, per al segon,

ct! =-2L,

Aixo implica que I'objecte,
vist des de §, té una longitud — < L'

/ |

Contraccio de les longituds
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Addicio de les velocitats

® Podem arribar rapidament a la formula relativista de I'addicio de les
velocitats.

® Considerem una particula que te, respecte al sistema §’, velocitat
(constant) u' . Com és la seua velocitat U respectea S ?

® En el limit newtonia, segons les transf. de Galileu, ©v = v’ + v.

® En §’ la particula segueix la trajectoria z’ = u/t i, utilitzant la transf.

de Lorentz,
T ' + ot uw + v

U = — = 7(, v ’) — -~ _>u’v/c'2<<l u, “+ v

t '+ z7) 1+ %

Si | cicula t& o — i de | - principi de constancia
i la particula te u” = ¢ (raig de llum)=-u = c de la velocitat de la llum

En general,si |u'| < ¢, |v|] < ¢= |u| < c :siuna particula té velocitat < ¢ en un
sistema inercial, el mateix ha de valdre en tots els sistemes inercials.
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’'interval invariant

® Hem vist que temps, simultaneitat i longitud son relatius. Malgrat
aixo, hi una quantitat (mesura) en la qual tots els observadors, situats
en qualsevol sistema inercial, estan d’acord: es l'interval invariant.

® Considerem per exemple nomes una coordenada espacial x. En el
sistema S, dos esdeveniments P, P,,amb coordenades P, = (ct, 1), P> = (cta, z2)
estan separats At =t, —t, en el temps ti Az =z, — z, en l'espai x.

® Definim l'interval invariant com la mesura seguent de la distancia
entre els dos punts: As?2 = 2A¢2 — Az2. En el sistema §

As"? = EAt? — Ax'? = +*(cAt — EAZIZ)Z — v (Ax — gcAt)2
c c

2 2
= A (1 - 0_2) — Az?y?(1 - U—Z) = AAt? — Az = As? |
c c

Incloent-hi també les altres coordenades espacials As? = c?At? — AF?

Tuesday, 19 May 20



® [’espaitemps de la relativitat €s, com a conjunt, R*. Amb la definicio
de mesura de distancia As? es denomina espaitemps de Minkowski.

® La definicid de As?permet observar que les distancies es mesuren
de forma diferent respecte a I'espai euclidia
(on As? = Az? + Ay? + Az?). Com que en Minkowski As? conté també
el temps, diem que tenim 3+1| dimensions.

dimensionS/ \\ dimensio
.o
de 'espai temporal

® En relativitat general (teoria relativista de la gravitacio) s’usa la
versio infinitesimal de linterval ds? = ¢?dt? — dz? — dy? — dz? .
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Linterval invariant, que no es definit positiu, permet caracteritzar la distancia
entres dos punts (esdeveniments) de manera independent de I'observador.

0O

® Dos esdeveniments que satisfan As® >0 sén time-like
separated (separacié temporal). ?At? — Az? > 0 significa que la
separacio €s mes gran en el temps que en l'espai: 'un es dins del con de P
llum futur de laltre.

® Dos esdeveniments que satisfan As* <0 es denominen space-like R
o 7 . 14 . .
separated (separacio espacial). Estan mes separats en |'espai que en el
temps. Es quan els dos observadors poden no estar P
d’acord sobre 'ordenament temporal entre els dos punts

S
® Dos esdeveniments en que As? = 0 son light-like separated (separacio

|um|'nica). En I'espai euclidia As® =0 significa que els dos punts coincideixen; aci no:
en Minkowski, dos punts amb As® = ¢?At? — A7 = 0 estan conectats per a un raig de llum P

Linterval invariant és la mesura de distancies invariant sota
transf. de Lorentz: la podem tambe definir com la propietat de I'espaitemps
que defineix la transf. de Lorentz.
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Espaitemps de Minkowski

® Considerem l'origen de S i indiquem les coordenades d’'un =X
N

esdeveniment P amb el quadrivector X" = (ct,z,y,2), 1 =.0,1,2,3
temps
® L’interval invariant entre I'origen i el punt P, 'escrivim com un
producte intern (escalar) X -X = XTnX = X#5,, X"

\ notacio matricial, s’hi empra sempre
la convencid: indexs repetits, indexs sumats

1 0 0 0
1 iy = 0 -1 0 0
amatriv-m=149 o -1 0 es denomina métrica de Minkowski.
00 0 -~ El producte X - X = > — #* escalar
es la distancia entre I'origen i el punt P.
Si:
X-X>0= X" es un vector temPOFa| (time'like) Es dins del con de llum de I'origen
X -X<0= X" es un vector espacial (space-like) Es fora del con de llum de l'origen
X - X=0= X" és un vector luminic (Ilght—llke) Es sobre el con de llum de I'origen
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® |es transf. de Lorentz es poden pensar com unes matrius 4x4 que transformen
les coordenades del sistema S en les del sistema §": X' = AX < X'* = A¥ X"

® |es transf. de Lorentz deixen el producte intern invariant:  XxX’'. X' = X .- X = ATpA =15

= XTATnAX
La matriu 4 X 4 A té 16 components independents. La relaciéo A"nA =17,

simetrica, ens dona |10 condicions. En total, A té 16-10 = 6 components
independents: 3 son rotacions i 3 son boosts.

matrius 3x3
. I 4 . . 1 O o 7
Les rotacions son matrius del tipus \o R7 :aquesta transformacio ' 0 ¢
modifica nomes les coordenades espacials. La condicio A"jA =5 = RTR=1= (o 1 o)
‘ 0 0 1
'’ . i "’1 —(—’} 0O 0
Els boosts de Lorentz, per exemple al llarg de I'eix x,son — |-%y ~+ 0 0
] . . . 0 0 1 0
i el mateix podem fer respecte dels eixos y i z. 0 o0 0 1

Hi ha 3 rotacions independents i 3 boosts independents: 3+3= 6.Totes aquestes transf.
formen el grup de Lorentz, que es denomina O(1,3) . Del determinant deA”;A = n = (detA)? =1
Les transf.amb detA =1 (= SO(1,3)) que preserven la direccio del temps es denominen

ortocrones.
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® Podem obtenir la llei d’addicio de les velocitats en el llenguatge
matricial.

® Considerem la part 2x2 del boost de Lorentz en l'eix x: A = (_17 _757>
Component dues boosts )

v _v2
AlvOA(vo) = 71 e 11 72 )
( 1) (2) (—%‘"71 71 —%72 Y2
_ (’7172(1 + H252)  —(F+ %)7172)
—(B 4+ 2)y172 1172(1 + B32)

Per a verificar la llei d’addicio de les velocitats, es a dir,

A(v1)A(ve) = A (M) — ( “r’,(v’) —%7(,0,)) o = vl—+vv2

1+ w2 — L) ) 1+ =22
1 1 V] V2 . 1
ve v 2 (1 + cs ) o 1_11'2
g g 7
hem de verificar que: (24 %2) =1 v
C

1
02 c o | _v2 ¢
A/ 7

La notacio que emprem per als boosts €s bastant complicada.Vegem-ne una de millor.
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Comencem amb les rotacions. La matriu 2x2 que
descriu la rotacio d’angle® en un pla es R =
i component dues rotacions

cosfl; sinf, ) ( cosfly  sin 92)

—sinf; cosb, —sinfy cos by

cosf sin (9)

—sinf cos@

R(6:)R(62) = (

[ cos B cos by — sin @ sin by cos 6 sin 05 + sin 07 cos 65
— cos #1 sinfly — sin @y cosfy — sin #, sin @y + cos 0, cos O,

[ cos(61+02) sin(6; +62)\
- (— sin(6, + 62) cos(61 +602)) k(6 +0,)

Aquesta relacio mostra per que hem parametritzat les rotacions amb un angle.

V1 + V9

V1V
I+ up

Per als boosts tenim A(vi)A(vy) = A ( ) , que es mes complicada.

. . v .
En comptes de ¥, definim la rapidesa¢ com a v = coshp = T, = sinh

[ coshpy  —sinhy, coshs  —sinh s
Resulta que A(p1)A(p2) = (— sinhp;  cosh ) <— sinh s  cosh o

cosh 1 cosh 9 + sinh ) sinh s,  — cosh ¢ sinh @9 — sinh ¢, cosh s
— cosh ¢ sinh @9 — sinh ¢, cosh s  sinh ¢ sinh 5 + cosh ¢ cosh 4

cosh(p1 +¢2)  —sinh(p; + 902))
(_ sinh(p1 + ¢2)  cosh(p1 + ¥2) (p1 + ¢2)
Aquesta relacio mostra millor la relacio entre rotacions i boosts.
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Mecanica relativista

® Passem ara a considerar el moviment de les particules, per a
generalitzar les lleis estudiades en la mecanica newtoniana al cas
relativista, i que valguen en tots els sistemes inercials.

® Comencem definint els ingredients que necessitem per a definir
aquestes lleis: velocitat, moment i acceleracio.

dZ (1)

® En la teoria de Newton utilitzem, per posicio i velocitat, Z(t),d = =

Podem fer el mateix en relativitat, pero hi ha una manera millor de
parametritzar la posicio.

Tuesday, 19 May 20




Trajectoria i temps propi

® Recordem que, en la teoria de Newton, el temps es absolut, mentre
que en la teoria de la relativitat el temps depen de I'observador.

® Considerem una particula en repos en l'origen del sistema §’ (7' = 0) =
En aquest sistema, I'interval invariant entre dos punts en la linia de
mon de la particula és As? = ¢2At?, és a dir, €s proporcional al quadrat
de At.Com que As? és invariant sota transf. de Lorentz, aquesta
igualtat val sempre.

® Definim, per tant, el temps propi 7 de la particula com el temps en el
sistema en que la particula esta en repos, de manera que en qualsevol

. As
sistema: An = — = VAg2

® El temps propi ens permet parametritzar la trajectoria d’una particula
de manera independent dels observadors.
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® Considerem una trajectoria generica, no necessariament en linia
recta. Des de S, parametritzem la seua linia d’univers (trajectoria)
com a Z(n),t(n). En el llenguatge dels quadrivectors, escrivim X*(n) = (ct(n), Z(n))

® Per a calcular el temps propi de la particula al llarg d’'una trajectoria
generica, considerem un segment petit (infinitesimal).

dz?
dn = \/(It2 - — dt di
¢t ..
- — = w) 1Integrem T=/dn=/
= (1{,\/1 — (d_l)zlz — dtr/] 1 — ﬁ dn ’7( ) g 'y(u(t))

dXH dt dz

dT] - (Cd—’f]’ E) - ’)I(Ca ’lL)

Definim ara la quadrivelocitat U+ =

La comoditat d’aquesta definicio €s que, com que 7} es invariant de
Lorentz, les quadrivelocitats U*,U"* en dos sistemes (inercials) qualssevol
estan relacionades de la mateixa manera que x* Xx'*, és a dir
Ut =ANU" U =AU

seria mes complicada sota Lorentz, encara que la diferencia és només un factor?y

—

dz

Una definicio i =
dt
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® De la mateixa manera que per aX ,U-U és invariant: U-U=U"-U",

® Considerem una particula en repos en el sistema S’: X'* = (¢n, 0)
El seu quadrivector velocitat (quadrivelocitat) és U'* = (¢,0) = U’ - U’ = ¢?
Aquest resultat val en qualsevol sistema: U* = (¢, @), U - U = 4*(c* — u?) = ¢*!
. : L dzr
® En mecanica newtoniana u = - té tres components
independents. U* aparentment en te 4, pero l'invariant U -U = ¢?

redueix també en aquest cas el nombre de components independents a 3.
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® Considerem un cas de transf. de Lorentz un poc mes complicat,
on U,V no estan ambdues en la mateixa direccio.

® Una particula es mou en el pla (x,y) i siga & I'angle entre U i I'eix x.
En el llenguatge tridimensional @ = (ucosa,usina,0)i en el
quadridimensional U* = ~,(c¢,ucos o, usina,0) .

® Considerem ara una transf. de Lorentz a un sistema S’ que es Yo

mou amb velocitat ¢ en I'eix x respecte a S i caracteritzat per: A= | ¢"

= UM =AD" =

[

0

\ 0

— Yy,
Yo
0

0

O = O O

_—0 O O

Yu

[ ¢ )
U COS
U SIN

\ 0 )

Yu

VU COS X

Y (1l — 755
Yo (U cos @ — v)
U SIn o

0

)
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® En el nou S|stema S, Ia particula tindra velocitat u 'diferent de U |
angle o’ entre 4’ i 2 diferent de «v. Per tant

dividint la component | per la component O:

. (1 — LuSgsQ) ’ / UCOSK — UV a llei d’'addici6 de les
c CYv . U CoOsa = i ireccic
; p e 1 VU COS velocitats en la direccio x
[ u' cos Yo (u Cos @ — v ) i — T o2
. , /
0 0 Yo (wcosa — v)

recordem el resultat de la pagina anterior dividint el component 2 pel component |

Aplicacio: aberracio estel lar (canvi aparent de la posicio de les estreles
en el cel a causa del moviment de la Terra al voltant del Sol).

En el sistema S, el pla de l'orbita

- — 5 /
ccosa/ = (£PAT o cosa = Lieee
de la Terra al voltant del Sol és (x,z) i tano!  — o sin o ~Sina = (c— v cosa) sin /22
(x,y) és el de la posicio de l'estrella ' Yo(ccos a—v) ¢
i de la seua llum. Siga vla component o sin c—v o
: = tan — = = tan — .
de la velocitat de la Terra en x (que 2 1l4cosa c+v 2
varia amb el temps) i emprem les | , ‘
fomules de dalt amb o — o/ — ¢ (¢ posicio de l'estrella si la Terra estiguera en repos,

o posicié aparent que, com ¥ , depén del temps.
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Quadrimoment

massa en repos de la particula

/

® El quadrimoment el definim aixi: P* = mU" = (mey, m~i) : és la
quantitat conservada en el context relativista.

® |es seues components espacials generalitzen el trimoment Prei = mYU ~u«1 mu
i quan u — ¢ = |p] — oo :la conservacio del moment implica que per
a una particula amb massa no podem arribara © = cC .La
quantitat m7y es pot interpretar com una massa relativista: my —, . +oc .
Es a dir, res no pot viatjar a una velocitat més gran que
la de la llum.

constant energia Cl.nf?tlca
/ . " no relativista
mu”

2

mc 1 2
~uee —(me® +
¢

® Considerem la component temporal P°: P°=
Com que aquesta quantitat també es conserva;
identifiquem P° = % = E = cP’ = myc® —yye
(ambdues, massa i energia cinetica, contribueixen a I'energia de la
particula; i quan la particula esta en repos E = mc?).

] — u?
(‘.2
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moment relativista
E / o
® Escrivint P¥ = (?’ﬁ) podem reescriure £ com a funcié de P en

comptes dey(u) . generalitzacidde mc?
incloent-hi I'’energia cinetica

® En el sistema en repos P* = (me,0) = P’ - P’ :E%DQ = m?c? i com que
aquesta quantitat és invariant relativista P?> = —- — * = m*c®* = E? = m*¢" + p°c
C

2

® En mecanica newtoniana usem la conservacio de I'’energia i suposem,
implicitament, que la massa es conserva.Aci la conservacio de
’energia conte massa i energia, i res no ens assegura que totes dues
es conserven per separat —> la massa pot convertir-se en energia
cinetica (i a 'inreves).
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Nota: extensio al cas relativista de I'accio d’una particula lliure

j?ij:i

® Si busquem la invariancia sota transf. de Lorentz, el candidat natural per —
’ o7 7 9. . 2 2 II:EI
a l'accio és l'interval o temps propi Srei = —mc [ ds = —mc* [ dyp = —mc® [ dty/1 - —;

* ;C 1y Spey ~ —mc? /dt(l e ) = /dt(—m02 + %azzazz)

C

® Les eq.E-L esdevenen (‘;L ;lt (‘SL> __4
Tt

— 0 / lagrangia no relativista

\Pz'

P és Ia quantitat conservada per la invariancia sota translacions espacials

constant irrellevant

Pel teorema

de Noether:
E = pii* — Lye; = mc®y quantitat conservada per invariancia sota

translacions temporals
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Particules amb massa nul 1a

® Per a particules amb massa nul1a P. P = 0 = el quadrimoment és nul
i té la direccio d’un raig de llum.

® | 'existencia d'una velocitat limit, v = ¢, esta relacionada amb
I'existencia de particules de massa nul ‘la: les particules de la llum, els
fotons, tenen massa nul la i es propaguen a la velocitat de la llum
(com tambe els gravitons, particules associades a ones de gravetat).

vector unitari

Totes les particules massives es propaguena v < c. e
en la direccio
E2 del moviment de la
® PP_(0= = 2 =0+ E?> = p?c? i podem escriure Pt = Z(l’ﬁ) particula

La mecanica quantica ens diu que I'energia d’una particula de
massa nul 1a és proporcional a la frequencia de I'ona associada £ = hw

|

constant de Planck
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Aplicacio: efecte Doppler relativista

El podem tractar de dues maneres independents:

, : Dos fronts consecutius son
1. (més tradicional) Considerem ct S
( ) . . emesos amb distancia temporal T =
una font de llum situada en l'orige i , , 1
. , "er,00=B P\ .~ lafreqiencia de 'ona emesa és w =
O(Z=0) del sistema S. 0,0)=A |51
per senzillesa 1D €T

: . A 0,0 . .
En un sistema en moviment §’: (0,0) | per a un receptor situat en
B = (ycT, —vyT) Pori , f
/ origenz’ =0, el segon front
ct'  =y(ct — Tx) arriba despres d’un cert temps
recordem que § v g_ Y
' =v(x— Zct) P=c
n!x’]’_+_
si el receptor se n'allunya 8> 0,w' <w
2. Emprant la component 0 de la transf. de Lorentz: (desplagamentpcap al roig) i i acosta
/ 8 <0, >w (desplagament cap al blau)
E E v E |1—v/c
P//JJ:A,UJPI/:_:_ 1__:_ . _ . . ,
v . . ol C) . \/1 o/ i amb F = hw obtenim la mateixa formula.
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Quadriacceleracio

dU*
® Definim la quadrlacceleracm Al = o .Com que U? = ¢?, derivant L wry=2v-4=0.

dn
Es a dir, U i A sén perpendiculars (en el sentit de Minkowski).

. L, du
® En §,siguen 4, d(= ) la velocitat i 'acceleracié d’'una particula.
Cal tenir en compte que dt _ v, U* = (ey,7E) = A* = y(c¥, 5 + 7a), ¥ )

dn dt

e Considerem ara que en S, en el temps t/, | artlcula esta
q P ng d,

instantaniament en repos: @'l = 0,7l = 1, i = 0,8 = —2|r = A™ = (0,d").

® Tornant ara al sistema S amb una transf. de Lorentz (1D) i
comparant amb l'expressio de dalt.

\ u U,/ \ — U,/
! ( Y ) = A= (g c’y) (0,) B <,YCC,L) - C',y C/a
Yu + ya -y 7 a Ya Yu +vya =a
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Aplicacio: trajectoria amb acceleracio propia constant

a
v
De ¢ d ( 1 ) U 1 u beent a ,
o CY = C = = —a — a
(‘2 ‘ du 1 C daﬁ u/c
® En el cas a = const la podem integrar; a't = /dt T :</ - =ctanz =c =

((1!)2 ——‘l"J a't

)2,|el factor 7—\/1+( )?

C

a't. o u.. u

® Elevant al quadrat (%)2=(7) (1= = ()= Ty (2

® Podem integrar també I'’equacio de la trajectoria
x(t) és una
hiperbola i z = *ct

son les dues asimptotes

dx a't c? a't ..
a'—/—dt—(/dt . = —/14+(—)% 54100 Lct
TR

UV=C

= —ct’

La particula te sempre u < ¢ i nhomes asimptoticament U = C .
A mes, 'observador accelerat no pot rebre informacio/senyals
mes enlla de la linia z = ¢t , que es denomina horitzo de Rindler.
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® Calculem ara la relacio entre el temps t i el temps propi de
'observador accelerat

7)=/£=/ /d1——smh —@——Slllhan
) Y \/1+(at \ C

= sinh

i considerem aquesta tra]ectorla en el context de la paradoxa dels bessons.

ct . B és I'observador accelerat (no inercial),amb temps 7;
/ i A 'observador inercial ( z = const. ),amb temps t.
. punt final
_.F > 1
o’ €T
e punt inicial SR . . a'dt a'n, a'dn
Per a una variacio infinitesimal — = (cosh —)— = dt > d,

integrant del punt inicial al punt final

/ /

a aimf; a,,'r ’ ’ .
% (tin — tin) = sinh —" _ginh “" B és més jove.
C C C
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Extensio de la segona llei de Newton

recordem que p* — (E,ﬁ)
C

° Intente\escrlure I’extensio relativista de la segona llei.
= F* = (F°, F) en qué F" és la quadriforca.

dn

~ dp dp - dp =

® Pel que fa a la part espacial, es defineix F = vf = dz = d_zt) =~f = d_f = f
0
® Considerant la part temporal: F° = df Z(if /
dEn . en el regim no relativista,
® Amb aquestes definicions: f» — _/% ~f) és la segona llei de Newton.
C

Podem derivar una relacio (familiar) entre el canvi d’energia i el
treball fet emprant la constancia del quadrat del quadrimoment P2 = m?2¢? :

d dP° dp dE -
P-P)=2P'— —2p 2my*(— — @ - f) =0
dn( ) dn pdn ‘\ Y E( a )
0 —_— - —0:. o

( PO) 7P = L= mey,p = mi
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Forca de Lorentz

dP" . x . .
® |es eq. i F" s’'usen molt poc perque en el regim relativista les

forces conegudes ja no valen,amb I'excepcio de la forga
electromagnetica.

® Considerem la forga de Lodr_entz per a una particula amb carrega g en
N e D —_ (s — g o o .
un camp electromagneétic — = g¢(E + _xB)=[ iintentem escriure-la

, dt
usant quadrivectors.

. ’ — = . = ?‘L'I‘("
® Heu de trobar un F* la part espacial del qual és F =~f i ' l l
reescrivim la forca de Lorentz en la forma Z—p — 7% = ~vg(E+ 2 x B) = L(UE + v x B)
i c c
dP* ~ydE ~_ = ™
® Pel que fa a la part temporal, F’ = — = 1 =Ja.f="qa B
i c at & &

C bi | 0 FE; E5 Es
ombinant la Pal”t d P* _ gF,LIL/UVjF/uIL/ _ El 0 B3 _B2 . {dpl) _ (gﬂ,(z E-:,

cq - =
espacial i temporal ™ 4y ¢ Ey -Bs 0 B B Gfrmi s ik ok
— . El 1jK ~, '_}B ;

/ B, B, _B 0 L(eYE" + €7 yu )

tensor del camp electromagnetic
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Processos en fisica de particules

PH

dn

® Quan no actuen forces externes,
conserven.

= (0 = energia i moment es

® En la descripcio de la col lisio (i altres processos) de particules, en el
sistema del centre de masses la part espacial del quadrimoment total
s’anul 1a, mentre que, normalment, en el sistema del laboratori una de
les particules esta en repos.

® Habitualment desconeixem el moment P* de (almenys) una de les
particules. Buscarem una equacio del tipus P* = ... i considerarem el
seu quadrat P? = m?2¢? = ...
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Desintegracio d’una particula
® Una particula en repos, amb massa en repos ™1, es desintegra en
dues particules amb masses en repos m2, m3 .

® Per la conservacio del quadrimoment total 7' = P}’ + P i considerant
la component 0 en el sistema en repos de la particula 1

la desintegracio
es possible si

2

Ey =myc?® = Ey 4+ E3 = \/m%c*" - 15%(:2 + m%c4 + 13?;(32 > 7712(:2 + mgc® = mi = Mo + M3

Exemple: desintegracio del Higgs en dos fotons h — 27

El Higgs te massa coneguda, i els fotons tenen massa nul 1a:

E, .. . B, . B, o .
Py = (==0n), Py = = (L,9), Py = —=(1,9)

- - -

Suposem que coneixemFE}, E, . Quant val 'angle de difusio 0 ?

Escrivim Pf;’/:P#_Pf:;‘?Ozo_l_miCQ_QPh,Pfy:miCZ_Q( h27——7\ﬁh|cose) que déna @
C C
quadrat '

~ M
> (T
-

h 2.2
2 — "Ih(

= \,'
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Col lisio de particules

® Considerem dues particules (amb la mateixa massa en repos)
que col lideixen, en el sistema del centre de masses.

1 7 L ph T
2 P+ Py = P; + Py
abans de la col lisi6 després de la col ‘lisio
Posem I'eix x en la direccié de P1,P2 = —P1: P{ = (mey,mv,0,0), P§ = (mey, —mvy, 0,0)
Després de la col lisio: P} = (mey, mvycos @, mvysind,0), Py = (mcey, —mu~y cos @, —muv7ysin 6, 0)
(v es conserva, només / 3
anvia de direccio, En el sistema del laboratori, 9
es energies finals son . . 1 ¢
sempre iguals) on (per exemple) 2 esta en repos: =~ —&;" SRREEE
4
. . . 2v .
Per la llei d’addicié de les velocitats v} = - =, P" = (mey',m~y'7',0,0), P} = (me,0,0,0)
14 %
2
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Considerem una transf. de Lorentz des del sistema del centre de masses:

pu
13 dividint la component y
er la component x
Y Y 00 mcy mey? + my2 2 cos @ mey" P P
P = oy v 00 mu-y 0989 _ muy? + muvy cos 6 _ mv”’,7',', cosd | _ tang = - sinO' B tailg
0 0O 1 0 mu-y sin 6 mu-y sin @ mv"'~" sin ¢ y(1 4 cosf) Y
0 0 0 1 0 0 0
v v? 1"
7 ¢ 00 mey mc'y - m'y cos 6 ey sin @ tan 9’7‘
pii _ vy v 00 —mvycosd | _ muy? — mvfy cosf | _ | mv""y" cosa | TYT TS Tcost) T
4 0 0 1 0 —muvy sin —muysin @ — | mv""y" sina
0 0O 0 1 0 0 0
|
P}

Exemple: difusioc Compton d’un foto per un electro (sistema del laboratori)

E/ E//
Pl'=—(1,1,0,0), P}’ = (mc,0,0,0), P = —(1,cos ¢,sin ¢, 0), P}' = (mey"', m~y""v"" cos a, m~""v"" sin e, 0)
c

c
quadrat 2P = Py) - P

Escrivint Pj = (P{'— PY)+ Py = Lom2c® = m2e + 2m(E’' — E") — ‘(1 — cos @)
E'E" h

(1—cosg)=AA=\"— XN = —(1—cos ) —2P; - Py

‘ mc

2 El EII

obtenim m(E — E") =

longitud d’ona

el canvi d’energia del foto E’ — E” esta relacionat F = he , h constant de Planck, A ) ]
Compton de I'electro

amb el canvi de color de la llum longitud d’ona de la llum
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Creacio d’una particula

® Aixi com la massa es pot convertir en energia cinetica, 'energia
cinetica es pot convertir en massa a traves de la creacio de noves

particules: €s més o menys la manera de descobrir noves particules
en la natura.

Considerem la col lisié de dues particules de massam ; després tenim una nova particula de massalM :

Pl'+ Py =P} + P+ P!, P? =m?c®i=1,..,4; P2 = M?c?

En el sistema del centre de masses (p1,p2 en direccid x) P} = (mcy, myv,0,0), P)' = (mey, —mAv,0,0)

Es + Ey + E5)?
:>(P1+P2)2:(2m07>2:(P3+P4+P5)2:( : cé 3

Es+FEy+Es -
=(———7-—7,0)

c

Com que E34 = /m2ct + 52 ,¢2 > mc?, Es = / M2c + p2¢2 > Mc?
q . D3 4 D5

Per a crear una particula cal una energia
cinetica minima per particula inicial

Mc?
T = ymc® — me® =

M
:>4m2722(2m—|—M)2(:>721—|—2—
m
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En el sistema del laboratori
(on per exemple 2 esta en repos) P’ = (m~y'c,my'v’,0,0), Py’ = (mc,0,0,0)
= (P, + Py)? =2m2c* + 2m2c?y = (Ps + Py + Ps)? > ¢*(4m® + 4mM + M?)

"~

invariant de Lorentz

VAN 2M n M? Es més dificil crear una particula en el sistema del
T = m 9m2 laboratori. L'energia cinetica minima per particula inicial es
M?c? . Mc?

m 2

2 .2

P

Pera M>m=1T~"-
m

T = ~'mc* — me? = 2Mc? +

— €s quadratic
en M, mentre que en el sistema del
centre de masses és lineal.

En els acceleradors (com en 'LHC) es consideren dos feixos (per exemple, de
protons) que col lideixen en lloc d’un feix i un blanc en repos.
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Complement: extensio de la teoria
de la relativitat a sistemes no inercials

® Hem vist que la relativitat especial val en els sistemes inercials.
Lesfor¢ d’Einstein, despres de 1905, va ser construir una fisica
realment relativista, és a dir, valida en tots els sistemes de referencia.

® Podem eliminar un moviment uniforme (v constant) amb una transf.
de Lorentz (canvi de sistema inercial), pero no ho podem fer amb un
moviment accelerat, que queda (fins ara) com a moviment absolut.

® La clau per a eliminar-lo es la gravitacio (a traves del principi
d’equivalencia) i, per a descriure la gravitacio, necessitem la
geometria.
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Principi d’equivalencia

® Considerem I'exemple d’un ascensor en caiguda lliure des d’un
gratacel

Deixem caure dos objectes1,2 en I'ascensor.

1 2
o0 .
? Respecte a un observador extern, els dos objectes
cauen (quasi) amb la mateixa acceleracio perque |
GM ara < 107"
27 L RF mge s om—m
mi—— = —mgVep = —— = ——V¢ i Mg —Mi _10-8
dt ) dt m; ~~ myg .
/ \ GM, _,
- - massa gravitacional (pes, p2 e
massa inercial & (P Eovios

Y relacionat amb la gravetat)
(resisténcia d’un cos a una (final de 1800)

forca que intenta accelerar-lo)

Einstein assumeix que 1M; = MMy i aixo té com consequencia que els dos
objectes i I'ascensor cauen amb la mateixa acceleracio.

Diem que I'ascensor és un sistema (localment)
é inercial perque per a un observador, en aquest
sistema hi ha nomeés un moviment rectilini uniforme.
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® Alternativament, podem considerar un ascensor que puja cap amunt
amb acceleracio constant g des d’un sistema inercial.

Els dos objectes 1,2 a l'interior cauen cap al terra de 'ascensor.

Tenim dues descripcions, ambdues valides:

g l (] . \ . I 4 \ o ] . AN

a) Observador extern: la llei d’inercia no és valida a l'interior perque
'ascensor té un moviment absolut (accelerat).1,2 estan en repos
respecte a I'observador, es el terra de I'ascensor que es mou cap al, 2.

® -
[ N
I

b) Observador intern:1,2 cauen perque hi ha un camp gravitatori uniforme.

Per a b), en el regim no relativista (petites velocitats), I'eq. del moviment és

d*Ty g altres f
m = —m altres r1orces
dt? g
i, considerant la relacio entre les coordenades de b) i de a),
— 2 =
— Ty =Tp + it = m 772 = altres forces

exemple senzill que mostra que
la transf. entre un sistema inercial
i no inercial és no lineal
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® Un possible desafiament al principi d’equivalencia es refereix a la
propagacio de la llum. Per exemple, un raig de llum que travessa
horitzontalment el nostre ascensor.

7| | -
a) Observador extern: el raig de llum segueix una linia
2) recta horitzontal en el seu sistema, pero no en l'ascensor.
..r.‘;.-...;...-ll.
b . I 4 N\ . [ ] ’
) b) Observador intern: la llum no té pes (regim no relativista), no es

afectada pel camp gravitatori i la seua trajectoria és rectilinia ... ??

/

Pero no és aixi: per la relativitat
especial E = mc? i la trajectoria és corba.

Aquest efecte s’ha comprovat durant els eclipsis solars (Eddington 1919):

AI
A — \& Les estrelles A i B semblen mes lluny
® , .
B — (A’, B’) del que ho son en realitat.
Bl —"“ Sol
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® Amb el principi d’equivalencia cau la il lusio del moviment absolut,
perque el podem eliminar amb un camp gravitatori => per a

construir una fisica realment relativista, cal resoldre el problema de la
gravitacio.

Relativitat especial + gravitacio = relativitat general #+ Newton

| |

gravetat de Newton per

Mecanica n nian r v C . :
ecanica newtoniana per v < camps gravitatoris febles

En I'espaitemps de Minkowski (relativitat especial), les distancies
es mesuren amb el tensor metric de Minkowski

1 0 0 O : .
0 -1 0 0 que té entrades constants (diem que es tracta
=10 0 -1 0 d'una geometria pseudoeuclidiana). Aixo no
/ 60 0 -l és veritat per a observadors no inercials.

element de linia ds® = 7, dz"dz”, 2" = (ct, T)
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molt petit molt gran

~ /7

® Considerem un disc molt gran en rapida rotacio i dos cercles: A;, As

wf A2 circumferencies dels cercles radis dels cercles
As  Rs

a) Per a un observador inercial extern, == = ===
A Ry
b) Considerem dos observadors accelerats, I'un en Ay i I'altre en As.
b1 és quasi inercial, i, per tant, mesura 4/ ~ A,, R} ~ R;.
bs té gran velocitat: per la contraccio de les longituds A; < A2 mentre

by, bz poden sempre dir que que R) = R, (mesura en direccio perpendicular al moviment)
aquests efectes son deguts Al /
a un camp gravitatori — 2 £ 772
(principi d’equivalencia) Al Ry

A més a mes, el rellotge de b, és ~ rellotge inercial,
mentre que el de b2 va més lentament.
—> els dos rellotges no van al mateix ritme.

= La geometria 9ur de I'espaitemps d’un sistema no inercial €s no minkowskiana i 9uv 7 7w

/

tensor metric
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Tornem a les geodesiques
d2§a
dn?

® Podem emprar el principi d’equivalencia per a escriure I'equacio del
moviment d’una particula en un camp gravitatori.

§=£%x) = =0,0=0,1,2,3

® En cada punt podem escollir un sistema de coordenades (en realitat
son infinits, via transf. de Lorentz) localment inercial (el nostre petit
ascensor) on val (localment) la relativitat especial.

2
® Nomenem aquestes coordenades ¢* = ¢%(z) = S = 0,a=0,1,2,3.

d772 \
/ Eq. del moviment

Per a cada punt x hi ha un conjunt en un sistema inercial
diferent de coordenades
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® La transformacio de coordenades al sistema del laboratori (on hi ha

oex oge
un camp gravitatori) és ¢* = ¢%(z),on 73 _‘c'):v’\( z), a,A=0,1,2,3

la transformacio de coordenades és no lineal

2 o
dd§2 =0 en el sistema del laboratori.

C . , . e ¢~ 0¢* , da?
La trajectoria de la particula és £%(z(n)) = - o (z) i’

Reescrivim ara

¢ d (f)ga *) B ( d a;ga) dz>  9E™ d?z
- & =

(z) + :
dn? oxA dn d'r)’a.’c"‘ dn  Oz* dn? oge P . 82&0 da? dp .
Pee dgv oz* dn? = Oz 0zv dn dn
dzAozv dn
7
Multipliquem ara per la matriu inversa del canvi de coordenades g% :
ozt O d?x? N dzt 9*¢* dx¥ dzP 0 = dza:“ 82:“ 0%¢>  dx? da¥ _ 0
OE> Oz dn? O~ 9xPoxv dn dn 8{“ Oz oxv dn dn
SH és clar que aquest terme és degut al camp gravitatori;

A

quan no n’hi ha, el canvi de coordenades és lineal i aquest terme és zero.
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® Vegem ara la connexio amb la geometria.

Linterval invariant (element de linia) en el sistema localment inercial és el de Minkowski
ds® = NopdE*dEP .

Considerem ara el canvi de coordenades al sistema
del laboratori directament en I'’element de linia

o€ oEP
2 __ ) pvs v
ds® = Nap oy (z)dx oy (z)dx
i definim el tensor metric i 'element de linia en el sistema del laboratori
(:1:) _ 73 (.’13) 855 (a:) ds? — (Jt)da:“dafu clarament, el tensor metric és diferent
Guv = Tlap Ok OV y 45 = Juv del de Minkowski, i depén del punt x
oxrH 8250 | R connexio de
Es pot demostrar que Y 5(9 DE(Ongva + Ovgra — Oagrv) =T,  Levi-Civita
d? o+ d:EA dxr? 'equacio del moviment per a una
— 5 + F‘)j:z/ = () particula en un camp gravitatori
d'l] d77 d77 = equacio de les geodesiques
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Resolem I'equacio de les geodesiques

® Considerem ara el limit no relativista (1) de I'equacio de les
geodesiques en |'aproximacio de camp gravitatori feble (2).

Recordem I'equacio de les geodesiques i la connexio de Levi-Civita.

d?z* dz™ dx? (g~ 1)re
s =0, IS, = 0 av O aX — aa v
R R v 5 (Orgav + 9ugar — Dagrv)

, . .. dt V2
1. En el limit no relativista dn = - = dt\[1 — 5 v dt

- dzH : dt da‘:’dt) . 9)
— = (¢, o c,

| aleshores d7] d77 dt dn vk

da? dx dx® dx®
el | RS ~ 'K ~ *TH

D’aci AV d77 dn \OO d77 dn 00

regla de la suma per a), v, pero només\ = v = 0 donen contribucié diferent de zero
d?zH
= e’ Thy ~ 0

dn?
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2. En I'aproximacié de camp gravitatori feble, la métrica
(corbada) de I'espaitemps difereix poc de la de Minkowski.

gMV B ny,l/ + h,’“/, Ih‘llvl/l << 1

Muv té entrades constants; les seues derivades son zero.A meés a mes,
considerem un camp gravitatori estacionari ( 9uv no depen del temps)
1

—1\pao —1\pa —1\pa P n =1
g g O(h)
( ) (00900 + 00900 — Oagoo) = —( ) adoo ~ — () Jahoo

2 / 2 / 2

camp gravitatori estacionari o(n+ h) = 0Oh

Ho
= oo =

Combinant les aproximacions 1i 2 obtenim

d233”‘ (32 po 8h00

—_ —1 —
dn? 2(77 ) Ox™ 0
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® En les aproximacions no relativistes i de camp gravitatori estacionari
feble hem obtingut

d? M B é(n_l)ﬂaahoo — 0
dn? 2 0x™

Son 4 equacions: ,
(n~)°* té entrada # 0 només peraca =0

Part temporal 1 =0 ; pero (camp gravitatori estacionari)dphgo = 0

Part espacial p=1,71=1,2,3 — (') té entrada # () només per acxx = i

i ()" =1
!
n =1

d?zt : Ohoo d*z c? -

— —(n71)! i 0 — =——-Vhgy
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Comparacio amb la gravetat de Newton

d2 = C2 .
Comparem ara (z° = ct) — = ——= Vhgo
dt 2 20 2GM
. = hoo ~ 2 e
amb la llei de la gravetat de Newton Fol —Vo¢

/

€s una quantitat molt petita,
per a laTerra ~107?i per al Sol ~ 107°

Podem resumir el que hem trobat dient que, en el limit de camp
gravitatori feble, la geometria (corbada) de I'espaitemps te la forma

B _>(\1
a

dt’+ part espacial

ds® ~ c*(1 + —f

o —
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Aplicacio: efecte Doppler gravitatori

® Considerem dos observadors, 'un (1) situat en la superficie de la
Terra i laltre (2 en un punt meés alt

Tenim que ¢1 < ¢2

o\

ri T2

Considerem un foto emes amb frequencia w1 per 1 i
rebut en 2. Quina frequencia ha de tenir el foto en 2 ?

Emprem el principi d’equivalencia, la conservacio de I'energia i la mecanica quantica:

C2Am1 -1- ¢1Am1 -+ C2Am2 -}- ¢2Am2 =0

\/ \ / } :>w1(1+ﬁ) Wo (1+¢2) =¢1—¢2<0
hwz

2

— IS TRV
c Wo =— W1 ~ W1 —- W1
(1+ %) c?

desplacament cap al roig
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Acabem tornant per ultima vegada
a la paradoxa dels bessons

® |'efecte Doppler gravitatori és degut al fet que els rellotges en dos A
punts diferents d'un camp gravitatori no van al mateix ritme = At ~ (1+ C—f)Atz
Retornem, aixi, a la paradoxa dels bessons.

En la fase de desacceleracio i acceleracio de B prop de P €s com si

L : : . 2v
actuara, per al principi d’equivalencia, un camp gravitatori amb acceleracio g = At
A P Referint-nos a 'exemple de la pagina precedent,B és 1iA és 2. duralié
B A d’aquest proceés
—> el rellotge de B es retarda, respecte al de A, per un factor —2¢
distancia entre C
AiBenP
Ara, Ao _gdip _ 2vvT j com que aquesta fase dura un temps At
c? c? At c?
2
—> la diferéncia entre els dos rellotges és 2_ngt _ Z%T
At c c

que correspon a la quantitat calculada ja (de manera diferent)!
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