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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es caracterizar, a través de relaciones
entre sus invariantes, propiedades geométricas de superficies inmersas en
R™*2. Los invariantes de una superficie seran conceptos que sélo dependen
del punto sobre la superficie. De manera que si consideramos una condicion
geométrica que so6lo dependa del punto sobre la superficie, debera haber una
condiciéon en términos de sus invariantes.

En el estudio clasico de superficies en el espacio euclideo de tres dimen-
siones, se definian los invariantes escalares de la curvatura de Gauss y
la curvatura media. Se obtenia que ambos invariantes determinaban el
invariante geométrico de las curvaturas principales, esto es, el intervalo de
variacion de la curvatura de los campos tangentes unitarios sobre la super-
ficie. Nos proponemos seguir el mismo esquema realizado por otros autores
para el caso general de una superficie.

El punto de partida de esta linea de investigacion se puede poner en
el articulo de J. A. Little, [20]. En dicho trabajo, se definen por primera
vez invariantes escalares para superficies inmersas en el espacio euclideo de
cuatro dimensiones. El papel de los invariantes escalares propuestos en este
articulo es resumir toda la informaciéon de la geometria de una superficie.

El invariante geométrico principal de una superficie es la elipse de cur-
vatura. Este concepto sélo depende del punto sobre la superficie, esto es,
permanece invariante bajo movimientos rigidos o reparametrizaciones. La
elipse de curvatura es el concepto andlogo al de las curvaturas principales y
surge otra vez al considerar las curvaturas de la superficie en la de direccion
de un campos tangente unitario. En la situaciéon general, tenemos n direccio-
nes normales linealmente independientes y por lo tanto n componentes que
estudiar. El aumento de la complejidad de la situaciéon nos lleva a necesitar
un nimero mayor de invariantes escalares. Con el objetivo de reducir la in-
formacion, veremos qué magnitudes escalares, necesarias y suficientes para
determinar la elipse de curvatura, han sido propuestos por otros autores. A
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su vez, tendremos que buscar como describir las magnitudes. Esto sera a
partir de las formas fundamentales.

Las formas fundamentales contienen toda la informacion necesaria sobre
la geometria de la superficie y de su elipse de curvatura. Como en el caso de
superficies en el espacio euclideo de tres dimensiones, tenemos dos formas
fundamentales. La primera forma fundamental es la restricciéon del producto
escalar ambiente al plano tangente. De esta forma, la primera forma funda-
mental contiene la informacion de la métrica del plano tangente. La segunda
forma fundamental asigna, a cada par de vectores tangentes, la proyeccion
de la variacion con respecto a una direcciéon de un campo tangente que tenga
la otra direccion en el punto. Asi, la segunda forma fundamental contiene la
informacion de la variacién de los planos tangentes.

La elipse de curvatura coincide con la imagen de la segunda forma funda-
mental sobre el circulo de vectores tangentes unitarios. Ademas, se puede ver
que si se determina esta imagen, se determina la accién de la segunda forma
fundamental sobre cualquier par de vectores tangentes al ser una aplicacion
lineal. Para describir las magnitudes que definen la elipse de curvatura se
utilizaran los coeficientes de las formas fundamentales.

Cuando trabajamos con una superficie en el espacio euclideo de cuatro
dimensiones, Little describe las generalizaciones de la curvatura de Gauss y la
curvatura media, ademas de dos nuevos invariantes: la curvatura normal y
la resultante. Estos cuatro invariantes resultan ser suficientes para describir
la elipse de curvatura en este caso, ver [20]. Esta lista de invariantes puede ser
generalizada para superficies en R"2 pero no resulta ser una lista completa
que determine la elipse de curvatura.

Para determinar la elipse de curvatura en el caso de una superficie inmer-
sa en R™*2 utilizaremos el trabajo desarrollado por A. Montesinos, [24]. En
este articulo se desarrolla una teoria general de invariantes, aplicada sobre
superficies inmersas. Sorprendentemente, s6lo necesitaremos un nuevo inva-
riante escalar para tener una lista de funciones escalares que determinen la
elipse de curvatura. Esto se debe a que la complejidad de la elipse de curva-
tura no aumenta ya que puede expresarse siempre a partir de tres vectores
normales.

Para demostrar que una lista de invariantes es suficiente para determinar
la elipse de curvatura, necesitamos saber qué condiciones consiguen determi-
nar una elipse, teniendo en cuenta rotaciones o simetrias. Esto es equivalente
a no tener en cuenta la elecciéon de la base ortonormal para el espacio nor-
mal. Estas posibilidades constituyen una clase de equivalencia y veremos que
se necesitan tres pardmetros para determinar una clase. Consideraremos el
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vector centro (el vector definido entre el origen y el centro de la elipse),
la forma de la elipse y la posicion relativa de los semi-ejes con res-
pecto al vector centro. Veremos que con estos tres datos, tendremos definida
una clase de equivalencia que corresponderd a la elipse de curvatura de una
superficie inmersa.

Unos valores escalares que definen los parametros escogidos de la elipse
de curvatura seran la longitud de su vector centro (el vector definido
entre el origen y el centro de la conica), la longitud de sus semi-ejes y los
angulos entre los semi-ejes y su centro. Estos angulos son los que determinan
la posicion relativa entre el centro y los semi-ejes. Para hallar férmulas en
términos de los coeficientes de las formas fundamentales, se describen los
vectores que determinan la elipse de curvatura a partir de una referencia
local. Se toma el caso de una parametrizacion isoterma y luego se proponen
las expresiones generales que coincidan para este caso. Al ser magnitudes
invariantes, tendremos las férmulas generales en términos de los coeficientes
de las formas fundamentales. Este trabajo fue realizado por Little en el caso
de n = 2.

Esta lista de invariantes escalares definen la elipse de curvatura y estan
relacionados con las dos listas de invariantes escalares que hemos comentado.
La lista de invariantes generalizados para superficies inmersas en R"*2, a
partir del trabajo de Little, es suficiente cuando n = 2. Sin embargo, en
el caso general determina todo menos la posicion relativa de los semi-ejes.
En cambio, la segunda lista de invariantes, aquella definida en el trabajo
de Montesinos, siempre determinara las condiciones geométricas necesarias
para describir la elipse de curvatura.

Mientras los invariantes de Little se definen a partir de 2-formas y otras
construcciones algebraicas, los invariantes de Montesinos se definen a partir
de medidas escalares de la elipse de curvatura. De esta forma, los invarian-
tes de Little tienen una expresion conocida en términos de los coeficientes
de las formas fundamentales asociados y los invariantes de Montesinos son
directamente invariantes respecto la eleccion de la referencia local.

El primer objetivo de este trabajo sera encontrar la relaciéon, necesaria,
entre ambos conjuntos de invariantes. De esta manera, tendremos la ventaja
de usar la lista que se adapta mejor al problema en cuestion. Dependiendo de
la propiedad geométrica que estudiemos, optaremos por un conjunto u otro.
Por ejemplo, para estudiar la condiciéon ya caracterizada de semiumbilicidad,
esto es, el colapso de la elipse en un segmento, usamos los invariantes de
Little. Por contra, si trabajamos en un espacio de dimensién mayor a cuatro,
optaremos por los invariantes de Montesinos.



v

Bajo la perspectiva de trabajar con los invariantes escalares, se ha conse-
guido desarrollar distintos resultados que relacionan algunas de las diferen-
tes propiedades geométricas con condiciones analiticas para los invariantes.
Estas seran condiciones de dependencia funcional entre los invariantes. Es
similar a la caracterizaciéon de curvas espaciales contenidas en una esfera o
la caracterizacion de hélices generalizadas. Se han estudiado, entre otros,
por Romero-Fuster, Sanchez-Bringas, Soares Ruas y colaboradores (ver por
ejemplo [31], [25] v [26]), conceptos como la umbilicidad, la existencia de li-
neas asintoticas ortogonales, el contacto entre superficies, las singularidades,
etc.

De manera paralela, desarrollamos la teoria de los invariantes para super-
ficies inmersas en espacios de Lorentz. En este marco de trabajo, se tienen
dos tipos de superficies espaciales y temporales. En las espaciales, el plano
tangente mantiene una norma euclidea y el espacio normal adquiere una
norma lorentziana. De esta manera, es la segunda forma fundamental la
que tiene nuevas caracteristicas. En las superficies temporales, el plano tan-
gente adquiere el nuevo tipo de norma y el espacio normal mantiene una
norma euclidea. Los trabajos [14] o [30] son ejemplos de como se trabaja
con invariantes de superficies temporales. Entre todas las posibilidades he-
mos decidido centrarnos en las superficies espaciales inmersas en espacios
de Lorentz de dimensién cuatro. Dejamos asi los demas casos para estudios
futuros.

De la misma manera que en el caso euclideo, la manera de trabajar sera a
partir de la elipse de curvatura. Al ser la métrica del plano normal lorentzia-
na, la clase de equivalencia en este caso serd bajo rotaciones lorentzianas.
Aunque tengamos esta diferencia visual, la forma de determinar la clase de
equivalencia serd la misma: consideraremos el vector centro (el vector defi-
nido entre el origen y el centro de la elipse), la longitud de cada semi-eje
y la posicion relativa de los semi-ejes con respecto al vector centro. Sabien-
do que los invariantes de Little determinaban estos invariantes geométricos,
cuando el espacio normal tiene dimension dos, generalizaremos su lista de
invariantes. Esto se habia llevado a cabo en trabajos anteriores, ver [6].

Aportamos en esta tesis un nuevo planteamiento que diferencia nues-
tro trabajo de los anteriores. En este marco, podemos ver en los traba-
jos [15], [6], 9], [27] v [32], como se suele utilizar una base de vectores de
tipo luz para el plano normal. Esto habia llevado a expresiones para los inva-
riantes muy diferentes de las anélogas del caso euclideo. Proponemos en esta
tesis el uso de una base espacial /temporal para el plano normal. Es cierto
que este planteamiento tiene sus desventajas ya que tenemos que estable-



cer un orden a la base normal para mantener el tipo de cada vector. Sin
embargo, conseguiremos la ventaja de utilizar expresiones familiares para
los invariantes escalares. Aunque no sea una aportacion significativa para la
teoria, si que aporta facilidad para utilizar argumentaciones analogas al caso
euclideo para el nuevo marco de trabajo.

Veremos que, gracias a esta ventaja, vamos a poder encontrar un re-
sultado anélogo de los hallados en el caso euclideo, que introduciremos mas
adelante. Ademés, dejaremos abiertas las posibilidades de buscar otros resul-
tados analogos como por ejemplo, resultados de compatibilidad (condiciones
de Mainardi-Codazzi), umbilicidad, existencia de lineas asintoticas, etc.

Una vez que definimos los invariantes con los que trabajamos, estudiare-
mos principalmente dos propiedades geométricas para superficies inmersas:

1. Superficies esféricas: cuando la imagen de la inmersién esti conte-
nida en una esfera.

2. Superficies helicoidales: cuando los angulos entre los planos tan-
gentes y un plano fijo sean constantes.

Estas propiedades tienen su interpretacion dependiendo si trabajamos con
superficies inmersas en el espacio euclideo o en el espacio lorentziano.

Si la imagen de la inmersion estad contenida en una esfera del espacio
ambiente, en general serd una superficie esférica. En el caso lorentziano se
podra diferenciar si la esfera es en realidad un hiperboloide temporal, un
hiperboloide espacial o un cono de luz. En ambos casos partiremos de la
misma condicién: la diferencia entre un punto fijo y la inmersién tiene norma
constante.

Si consideramos las superficies que tengan dngulos constantes entre sus
planos tangentes y un plano fijo, lo llamaremos una superficie helicoidal. En
el caso euclideo, los d4ngulos que trabajaremos seran los &ngulos de Jordan,
definidos, en general, entre dos subespacios vectoriales. En el caso del espacio
ambiente de cuatro dimensiones, serdn dos dngulos asociados a cada par de
planos. En cambio, en el caso lorentziano, tendremos un angulo complejo.
La parte real e imaginaria de este valor se pueden interpretar como las
rotaciones necesarias, una euclidea y otra lorentziana, para llevar un plano
al otro plano.

En menor medida, ofrecemos caracterizaciones alternativas a conceptos
conocidos como la umbilicidad o demostraciones nuevas para condiciones
conocidas como la superconformidad. Todo resultado que se demuestre sera
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necesario en las pruebas posteriores de caracterizacién de las propiedades
geométricas comentadas.

En nuestros nuevos resultados buscamos emular, de alguna forma, las ca-
racterizaciones clasicas para curvas en el espacio euclideo. Como por ejemplo,
caracterizar una curva dentro de una esfera mediante una condicién sobre sus
invariantes curvatura y torsion, o establecer el llamado teorema de Lancret,
que caracteriza las hélices generalizadas. Una vez que fijamos una propiedad
geométrica, estudiaremos qué condiciones necesarias se cumplen para los in-
variantes escalares. Algunas serdn ya conocidas, pero encontraremos nuevas
relaciones entre los invariantes que nos ayuden a proporcionar resultados de
condiciones suficientes no descritos previamente.

De esta forma, el primer articulo que comentamos serd una caracteriza-
cion de superficies esféricas en espacios de cuatro dimensiones. Formalmente,
decimos que una superficie es esférica cuando la imagen de la inmersion es-
ta contenida en una esfera del espacio euclideo de dimension cuatro. Para
este tipo de inmersiones se habia encontrado con anterioridad la condicién
necesaria de semiumbilicidad. Esta condicién se refiere a que la elipse de
curvatura colapsa en un segmento y se caracteriza mediante los invarian-
tes escalares con la condicion de nulidad de la curvatura normal. Se conocia,
ademas, que existen inmersiones semiumbilicas que no eran esféricas, con di-
ferentes ejemplos. Mostramos que, de hecho, se tiene una segunda condicion
necesaria, una condicién que incluye los demés invariantes. Esta condicion
recuerda a la caracterizacion de curvas espaciales sobre esferas en el espacio
euclideo de dimension tres.

Tras encontrar esta segunda condicién necesaria analitica sobre los in-
variantes de superficies esféricas, empezamos a ver si en realidad tenemos
condiciones suficientes. El objetivo serda asegurar la esfericidad de una in-
mersion a partir de ambas condiciones sobre los invariantes escalares. Lo
que encontramos es que, bajo dos supuestos anadidos que eliminan casos
patologicos, las condiciones si son suficientes para determinar si la superficie
es esférica o no. En la demostracion se busca determinar la elipse de curva-
tura mediante los coeficientes de las formas fundamentales, y para ello, se
utilizan las diferentes condiciones analiticas. Los tltimos coeficientes estaréan
determinados mientras se cumplan las dos condiciones adicionales.

Las condiciones anadidas son para la curvatura de Gauss y la resultan-
te. Estas condiciones asumen que no se tomen ciertos valores constantes
que dependen del radio. Posteriormente, realizaremos un estudio de estas
condiciones y si bajo los valores constantes se puede asegurar que la inmer-
sion es esférica o no. En esta discusion, veremos construcciones de ejemplos
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de superficies esféricas y no esféricas con determinados valores constantes
en los invariantes. Estos valores seran aquellos que habiamos descartado en
nuestras condiciones adicionales.

También describimos las condiciones necesarias para superficies esféricas
inmersas en espacios de dimension superior. Las condiciones halladas son una
version generalizada que incluyen los casos de dimension menor, pero otra
vez veremos que no bastan para un resultado de condiciones suficientes. Por
eso, estudiaremos a través de ejemplos como funciona la condicion necesaria
y por qué no es suficiente.

Este problema lo llevaremos a superficies esféricas en espacios de Lorentz.
Primero, tendremos que recordar la métrica en este espacio y ver las posibili-
dades de los radios de las esferas. En este caso, tendremos diferentes tipos de
hiperplanos o conos donde esta contenida la imagen de una superficie dada.
Gracias al planteamiento desarrollado para el estudio de las segundas formas
fundamentales en este caso, tenemos la posibilidad de emular los argumentos
utilizados en el caso previo.

Habrédn mas diferencias cuando consideremos una esfera de radio cero,
pero nuestra base de vectores espacial/temporal permitird un argumento
similar. Esta ventaja es la que ya habiamos adelantado al comentar el plan-
teamiento diferente a la hora de estudiar el plano normal. Este resultado es
nuestro ejemplo basico de como podemos obtener resultados andlogos con
argumentos similares al caso euclideo. Ademés, veremos las ecuaciones de
compatibilidad asociadas a superficies en el espacio de Lorentz de dimension
cuatro. No llegamos a demostrar que estas ecuaciones son suficientes para
determinar una inmersion desde sus coeficientes, dado que es un resultado
que no usaremos, pero lo dejamos planteado para su estudio en el futuro.

La siguiente condicion geométrica que se estudia en esta tesis es cuando
los planos tangentes de una superficie inmersa tienen &dngulos de Jordan
constantes respecto a un plano fijo. Recordemos que en el caso concreto del
espacio euclideo de cuatro dimensiones tenemos dos angulos de Jordan entre
cada plano tangente y un plano fijo. Relacionamos cada plano tangente y
el plano fijo con sus bivectores asociados. Dentro del algebra exterior de
bivectores, se puede representar cada plano mediante un bivector unitario y
descomponible. Los dngulos que se pueden definir para dos bivectores seran
puestos en relacion con los dngulos de Jordan entre los planos.

Nuestro objetivo inicial era desarrollar ejemplos explicitos de estas su-
perficies. Para este tipo de superficies se conocia la existencia, pero ningtn
ejemplo explicito para un par cualquiera de angulos dados. El trabajo mas
completo de este tema es el realizado por P. Bayard, A. J. Di Scala, O. O.
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Castro y G. Ruiz-Hernandez, [3|. En este trabajo se constituye un resultado
de existencia mediante la reduccion del problema a un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales donde las incégnitas son dos funciones
que determinan la inmersion. En este caso se considera que la inmersiéon sea
de tipo gréfica. La complejidad de este sistema no permite encontrar una
solucion directa.

El sistema de ecuaciones diferenciales surge al fijar los d&ngulos de Jordan
constantes para los planos tangentes de una inmersion. Equivalentemente, se
fija que unas coordenadas de los bivectores asociados sean constantes. Una
vez que podamos relacionar la condicion de angulos de Jordan constantes
sobre los bivectores, se describe el bivector a través de una referencia local y
se busca qué condiciones analiticas se estan imponiendo sobre los coeficientes
de las formas fundamentales.

De esta forma, la diferencia principal con el trabajo anterior es que no
s6lo buscamos la existencia de estas superficies, sino que ademas buscamos
como determinarlas. En vez de trabajar con una inmersion de tipo gréfica,
trabajaremos con una inmersion general, descrita por una referencia local.
Hallaremos cudl sistema de ecuaciones diferenciales tienen que cumplir los
coeficientes de las formas fundamentales. Asi, pasamos a tener que resolver
un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden
que serd més sencillo. Parte de la complejidad se lleva al problema anadido de
encontrar una referencia local compatible con el planteamiento. Este sistema
matricial de ecuaciones de primer orden también resulta tener un método
conocido de resolucion.

De forma usual, el problema de resolver el sistema de ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales de primer orden serd equivalente a resolver
una ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden. Esta ecua-
cion de segundo orden serd de tipo hiperbdlica, con solucion conocida bajo
ciertas condiciones admisibles. Hemos comentado que para la ecuacién que
encontramos existe una resolucién conocida, pero lo que es mas, esta ecua-
cion es del tipo llamado ecuacién de Klein-Gordon. En la version que
tenemos, se utiliza el método de resolucion de ecuaciones diferenciales hiper-
bdlicas de Riemann y podremos generar todas las soluciones posibles. Por lo
tanto, podemos generar cualquier superficie inmersa con angulos de Jordan
constantes.

Nuestro resultado general de caracterizacion de superficies inmersas con
angulos de Jordan constantes se basa en las soluciones de esta ecuacion dife-
rencial hiperbolica. Los coeficientes de una inmersion con dngulos de Jordan
constantes deberan cumplir la ecuaciéon hiperbolica. Reciprocamente, unas
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soluciones que cumplan la ecuacion hiperboélica podran ser los coeficientes
de la primera forma fundamental de una inmersién con angulos de Jordan
constantes. La demostracion seré la conclusion del estudio de los coeficientes
cuando se tiene esta condicion junto con la resolucion obtenida mediante el
método de Riemann.

El resultado teorico aporta la existencia de estas superficies, algo que ya
era conocido, pero los pasos necesarios para aplicar el teorema nos llevan a
una inmersion explicita para cada par de angulos. De esta forma, podemos
empezar a estudiar qué condiciones analiticas cumplen los invariantes.

Una vez que tenemos una representacion de todas las superficies con an-
gulos de Jordan constantes, mediante soluciones de una ecuacion diferencial,
miraremos un tipo sencillo de soluciones. Estas soluciones seran de variables
separadas. Este supuesto nos llevara a la soluciéon directa de la ecuacion
diferencial con constantes de integracion. Estas constantes determinan los
angulos de Jordan que tendra la superficie. Ademas, bajo esta condicion,
la ratio entre dos invariantes, el cuadrado de la curvatura media y la resul-
tante, resultard una constante que depende de los dngulos. De esta forma,
encontramos una subfamilia de superficies con angulos de Jordan constan-
tes que tiene la condicién analitica de una ratio constante entre invariantes.
Esta condicion, que recuerda al teorema de Lancret, sera suficiente para
caracterizar estas superficies dentro de esta familia.

Esta subfamilia no s6lo aporta una variedad amplia de ejemplos expli-
citos para cualquier par de adngulos de Jordan, sino que ademas tiene la
propiedad geométrica de estar compuesta por espirales logaritmicas. Vere-
mos estas propiedades a través de una inmersiéon explicita representativa de
cada superficie.

Al igual que para las superficies esféricas, llevamos el problema de las
superficies con angulos de Jordan constantes al ambiente lorentziano. FEn
este caso, lo que se define es un 4dngulo complejo en el cual su parte real e
imaginaria tienen relacién con las rotaciones necesarias para llevar un plano
al otro plano. Para estudiar esta condicién, nos apoyaremos en el trabajo
realizado por P. Bayard, [2], en donde se describe la aplicacion de Gauss
asociada a una superficie espacial mediante cuaterniones.

Al igual que en el caso euclideo, buscamos interpretar el &ngulo comple-
jo mediante los bivectores asociados a cada plano tangente. La idea bésica
serd relacionar primero los vectores con los cuaterniones para después in-
terpretar el producto exterior como producto de cuaterniones. Haremos uso
del algebra de Clifford para interpretar esta operacion. El siguiente paso se-
ra relacionar un cuaternion a cada posible bivector. Esta identificacion nos



permite escribir la aplicacién de Gauss como un cuaternion que depende de
la variable complexificada de la superficie. En el trabajo original de P. Ba-
yard se llega a una representacion de la superficie a partir de un cuaternion,
que se relaciona con la aplicacion de Gauss, dada una métrica para el plano
tangente.

Con esta representacion, la imposicion de la condicion de angulo com-
plejo constante resultard natural. Veremos que serd equivalente a que cierta
componente del cuaternion variable que asociamos a la aplicacion de Gauss
sea constante. De esta manera, tenemos directamente un teorema de re-
presentacion para estas superficies, donde la condicion de angulo complejo
constante volvera a traducirse en un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de primer orden, analogo al caso euclideo.

De la misma manera, resolveremos el sistema de ecuaciones diferencia-
les en derivadas parciales de primer orden mediante una equivalencia con
una ecuacion de segundo orden hiperbolica y el método de Riemann. Escri-
biremos un resultado que caracteriza cada superficie con angulo complejo
constante mediante una solucién a la ecuacion diferencial.

También desarrollaremos lo necesario para convertir las soluciones en
inmersiones explicitas con una base del plano tangente y del plano normal
adaptada a la teoria. Mostraremos los cdlculos mas importantes entre los
cuaterniones que definen la base de cada plano.

Una vez que tenemos una representacion de todas las superficies con
angulo complejo constante mediante soluciones de una ecuaciéon diferencial,
miraremos otra vez las soluciones en variables separadas. En esta ocasion,
las superficies asociadas a estas soluciones tendran la condiciéon geométrica
anadida de pertenecer a una esfera lorentziana. Buscaremos una forma de
obtener una inmersion representativa de cada superficie en esta subfamilia
utilizando la base del plano tangente y normal. La variedad de casos que
tenemos seran: si la inmersiéon esta contenida en un hiperboloide espacial,
un hiperboloide temporal o un cono de luz. Esto se traducira en un espectro
amplio de ejemplos para las inmersiones. Del mismo modo que en el caso
euclideo, tendremos unas condiciones iniciales que determinaran el angulo
complejo constante.

Para resumir, hemos trabajado para llevar el estudio de los invariantes al
estudio de la caracterizacion de propiedades geométricas. Se consigue unos
fundamentos, gracias en gran parte al trabajo anterior de otros autores,
que permiten describir los invariantes en términos de los coeficientes y asi
traducir propiedades sobre los invariantes a propiedades sobre los coeficientes
de las formas fundamentales.
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Las condiciones geométricas nos han llevado a condiciones analiticas so-
bre los coeficientes. En algunas ocasiones son condiciones que implican va-
rios invariantes y en otras ocasiones son condiciones diferenciales sobre los
coeficientes de la primera forma fundamental. Estas condiciones generan di-
rectamente un resultado de existencia, pero han sido estudiadas, mediante
ejemplos, para buscar propiedades suficientes sobre los invariantes. De esta
forma, hemos caracterizado familias de superficies y aportado una inmersion
representativa para cada posibilidad.

En conclusion, nuestro trabajo ha cumplido parte de nuestros objeti-
vos iniciales. Las aportaciones de diferentes autores, junto con las nuestras,
consiguen caracterizar propiedades geométricas. Ademas, tenemos las posi-
bilidades de continuar el trabajo mediante la biisqueda de resultados analo-
gos para superficies inmersas en espacios euclideos o espacios lorentzianos
de dimension mayor a cuatro. En el caso lorentziano, tenemos, ademas, la
posibilidad de estudiar las superficies temporales. El objetivo futuro mas
ambicioso serd estudiar los conceptos fisicos definidos para superficies en
espacios euclideos o lorentzianos. Al depender sélo del punto de la superfi-
cie debe haber una traducciéon a condiciones sobre los invariantes y se puede
caracterizar de la misma forma que hemos realizado con los casos estudiados.
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Capitulo 1

Invariantes locales para

inmersiones de superficies en
R’I”H—Q

Nuestro trabajo comienza con los resultados del articulo de Little, [20], en el
que los invariantes locales de una inmersién en R* se consideran emulando
las ideas del estudio clasico de superficies en R3. En la teoria de geometria
diferencial clasica, la curvatura de Gauss y la curvatura media son los dos
invariantes definidos a través de la aplicacion de Gauss y de su diferencial,
la aplicacion de Weingarten. Para superficies inmersas en R*, ademas de
los invariantes analogos a la curvatura de Gauss y a la curvatura media,
aparecen dos nuevos: la curvatura normal y una funcion, A, obtenida como
la resultante de dos polinomios que se definen con los coeficentes de las
formas fundamentales. Estos cuatro invariantes son usualmente conocidos
como los invariantes escalares de Little (ver [20]).

Los invariantes escalares locales de Little y sus consecuencias en tér-
minos de caracterizaciones geométricas han sido estudiados, entre otros,
por Romero-Fuster, Sanchez-Bringas, Soares Ruas y colaboradores (ver por
ejemplo [31], [25] ¥ [26]). Algunas de las cuestiones que se tratan en esos tra-
bajos son: umbilicidad, existencia de lineas asintoticas ortogonales, contacto
entre superficies, singularidades, etc.

Recientemente, en el articulo de Montesinos, [24], se propone una manera
de encontrar invariantes de superficies inmersas en el espacio euclideo, R"+2,
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de cualquier dimensiéon mayor o igual a 4. Se desarrolla una teoria general
de invariantes sobre las segundas formas fundamentales, pero sin recurrir
a una base particular del espacio normal. Aplicando este método, el autor
determina una familia de cinco invariantes independientes en el caso general,
que se reducen a cuatro en el caso de n = 2, esto es R*, aunque no son
exactamente los mismos que los definidos por Little.

La estructura de este capitulo es:

e Definimos los invariantes locales de Little en su generalizacion para su-
perficies inmersas en el espacio euclideo de cualquier dimension mayor
o igual a cuatro.

e Recordamos las formulas de los invariantes de Little en términos de
los coeficientes de las formas fundamentales en la base asociada a la
inmersion.

e Definimos los invariantes locales de Montesinos.

e Comparamos ambos conjuntos de invariantes encontrando las relacio-
nes entre los miembros de cada conjunto.

e Destacamos distintos resultados que simplificardn futuros estudios.

1.1 Invariantes generalizados de Little para su-
perficies inmersas en R""2

A lo largo de este trabajo vamos a suponer que tenemos una superficie, M,
inmersa en R"*2. Utilizaremos las definiciones de: aplicacion diferenciable,
atlas, variedad diferenciable, inmersion, diferencial, espacio tangente, isome-
tria y reparametrizacion que se pueden encontrar en [11].

Como nuestro trabajo serd a nivel local, consideraremos que la variedad,
M, esta cubierta mediante una carta u(U) = M, donde U C R2 Para
simplificar, identificaremos la superficie con su inmersion, esto es, M = x(U).
Los puntos en U seran representados por sus coordenadas (u, v), de forma que
para un punto (u,,v,) € U tenemos un punto en la imagen de la inmersion
xX(up, vp) = p. De forma usual, denotamos al espacio tangente de M en p
por T,M ,y por N,M el complemento ortogonal de T,M en R"*2 De esta
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forma, T, M sera el espacio lineal generado por {x,,x,}, por lo tanto, de
dimension 2 y N,M serd de dimension n.

M —2 ,pnt2

R2D U

Figura 1.1: Esquema de parametrizacion local de una superficie, M, inmersa
en R"*? mediante ¢ y parametrizada por u.

Curvatura de Gauss y curvatura normal para superficies
inmersas en R""2

Vamos a ir definiendo los invariantes de Little generalizados para superficies
inmersas en R"*2 uno a uno. Ademés, los pondremos en relaciéon con los
invariantes geométricos que nos ayudaran a definir un nuevo invariante en
el caso general.

Partiendo de un punto p € M y denotando m = n + 2, consideramos
una base local {e1(p), ..., en(p)}, respetando la orientacion candnica de R™,
y adaptada a la inmersion. Esto es, {e1(p),e2(p)} es base ortonormal de
T,M y {es(p), ..., em(p)} es base ortonormal de N,M. Podemos extender,
al menos a un subconjunto abierto p € V C U, estos vectores a campos
vectoriales, {eq, ...,e,}, de forma que {ej, es} sea referencia ortonormal del
fibrado tangente, TM, y {es,...,e,} sea referencia ortonormal del fibrado
normal, NM. Teniendo en cuenta otra vez que nuestro trabajo es local,
consideraremos V' = U. Estos campos vectoriales unitarios y ortonormales
los llamaremos nuestra referencia local.

Definicion 1.1.1. Dada una parametrizacion local de una superficie in-
mersa en R"2 x, denotaremos por {wi,ws} a las 1-formas definidas en U

mediante
wz(gu) = <Xu>€i>7

para cada ¢ =1,2.
Wi(&;) = <X’U7€i>7
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Nota 1. Como {x,,X,} forman una base del plano tangente en M se tiene
que

<Xu7 61> <XU7 €1>

<XU7 €2> <XU7 €2>

w1(0y) wi(0y) _
u)g(au) wg((?v)

y por lo tanto, {w,ws} son base de las 1-formas definidas en U.

#0,

Definicion 1.1.2. La segunda forma fundamental de M serd la aplicacion
bilineal y simétrica dada por

II: TM xTM — NM

(VW) II(V,W)z(VVW)L,

donde V es la conerion de Levi-Civita de R™2, 1 es la proyeccién sobre el
espacio normal y W es la escritura de W en la base local.

Nota 2. Comprobemos que esta aplicacion es realmente bilineal y simétrica.
Como la conexion de Levi-Civita es lineal en el primer argumento, basta
comprobar que es simétrica. Es bien conocido que esta conexién lineal cumple

VW — ViV = [V, W].

Al ser el corchete de Lie una aplicacién cerrada sobre campos vectoriales
tangentes, se tiene que

I(V,W) = II(W,V) = (VyW)" — (Vi V)" = ([V,W])" =0,
e implica que la segunda forma fundamental es simétrica.

Definicion 1.1.3. Dada un parametrizacion local de una superficie inmer-
sa, x, definimos las 1-formas de conexion definidas en U mediante

wij(au) = <vxuei7€j>7 ..
para cada par 1,5 =1,....m.

wij(&,) = <vxv€i> €j>7

Consideramos ahora dos campos vectoriales tangentes sobre M, V y W,
v denotamos la inversa de la diferencial de x por (dx)™' = dx~!, de
forma que

dx'(V)=V y dx Y(W)=W,
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donde dx! : TM — TU cumple que
dx '(x,) =0, v dx'(x,)=0,.
Podemos descomponer la segunda forma fundamental mediante
IV, W) = (wi(W)wiz(V) + wa(W)was(V))es

NI

+ (w1 (W) wim (V) 4 wa (W )wam (V) em.
Definicion 1.1.4. Las funciones a;, b;, c; que cumplen

Wi = awy + biws, wo; = bwy + ciwa, 1=3,...,m,

se llaman coeficientes de la sequnda forma fundamental asociados a la refe-
rencia {e1, e, €3,...,€m}.

Nota 3. En la definiciéon estamos asumiendo que coinciden dos coeficientes,
veamos que es cierto. Se tiene que

b, = Wu(dX_l(eQ)) = (Ve,e1,6) = (Ve e9,6;) = w2i(dx_1(€1)) = b;,

1

donde estamos usando que (V,,es)™ = (Ve,e1)T y que sii = 3,...,m, enton-

ces e; € NM.

Como hemos comentado previamente, los invariantes vendran definidos
a través de las 1-formas de conexion que dependen de la referencia local es-
cogida. Sin embargo, veremos que en realidad dependen de la superficie, al
comprobar que no varian si se calculan partiendo de una referencia local dis-
tinta para una misma superficie. Para ello, utilizaremos formas cuadraticas
auxiliares, aunque usaremos las definiciones clésicas de las curvaturas.

Definicion 1.1.5. Con la notacion anterior, la curvatura de Gauss se
define como la funcion escalar, K, tal que

dw12 =-K w1 N\ Wa.

La curvatura normal se define como la funcion escalar, ky, tal que

Z dw,-j = —k’N w1 /\CUQ.

2<i<j<m
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Para comprobar que son invariantes, vamos primero a calcular sus expre-
siones en los coeficientes, y después veremos su equivalencia con las trazas
de ciertas formas cuadraticas.

Utilizando la definicion de derivada exterior, se tiene que

dw;j(Ou, O0y) = Ouwij(0y) — Ouwij(Ou) — wis([Ou, o))
= 0u(Vx,€,€j) — 0y(Vx,€:,€;)
= (Vx,Vx,€i,¢) + (Vx,€i, Vx,€))
—(Vx,Vx.€i,e;) — (Vx,€i, Vx,€j)
= (Vx.€i, Vx,e;) — (Vx.€i, Vx,€;).

Si escribimos

( m
V. = E (Vx, €1, er)er = E Wik (O ek,
k=1
m
Vi, €1 = g (Vx, €1, €e)ex = g wik(0y ) er,
L k=1

conl =1,...,m, tenemos que

bgs

dwij(auv av) = ik(av)wjk (OU) - Wik(au)wjk’(av)

B
Il
—

\E

_Wzk(a )wkj (8u) + wik((%)wkj(av)

B
Il
—

\E

(wik’ A wk‘j) (aua av)

B
Il
—

Con lo que

dwij (0, 00) = (Wit A wiy) (Dus D). (1.1)
k=1

Si aplicamos esta igualdad para encontrar las expresiones de los invariantes



1.1 Invariantes generalizados de Little para superficies inmersas en R"*2 7

propuestos, nos quedara
m
dwiz = E Wik A W2
k=1
m

= —(aiwl + biw2) A (biwl + Ciwg)

=3
m
k=

ol

(CLZ‘Ci - b?) w1 VAN Wwa.

w

De forma usual, se denota K; = (a;c; — b?) con lo que la curvatura de Gauss

se escribe
m
K = E K;.
k=3

Anéalogamente para la curvatura normal, se tendra que

2<i<j<m 2<i<j<m
2

== E E Wik N wkj
2<i<j<m k=1

= E (w,-l A Wiy + wio A COQj)
2<i<j<m

= — E (wli N wlj + way; A ng)
2<i<j<m

= - E ((ajw1 + biws) A (ajwy + bjws)
2<i<j<m

+(biw1 + CZ‘CL)Q) A (bjwl + Cj(UQ))

= — Z (CLz’bj — bl-aj + biCj — cibj)wl VAN wWa.

2<i<j<m
De forma usual, se escribe la curvatura normal como

ky = Z (a; — ¢;)b; — (aj — ¢;)b;.

2<i<g<m

En principio la definiciéon de las curvaturas parece depender de la refe-
rencia local escogida. En realidad estas expresiones s6lo dependen del punto
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de la superficie inmersa. Se ha demostrado este resultado en la literatura
comparando las expresiones para dos referencias distintas, como se realiza
en |17], o comparando las medidas escalares de la elipse de curvatura,
como realiza Little de forma original. El invariante geométrico de la segunda
forma fundamental sera la elipse de curvatura que estudiaremos a partir de
la siguiente seccion.

Dado que la segunda lista de invariantes dependera directamente de la
elipse de curvatura, la manera mas natural de ver que las curvaturas son
invariante a través de la relacion entre las listas. Ein cambio, los siguientes
invariantes de la lista de Little estan definidos de forma que se puede concluir
facilmente que no dependen de la referencia local.

Estudio de la elipse de curvatura para superficies inmer-
sas en R"+2

Si continuamos estudiando los invariantes de Little para superficies inmersas
en R"2, tenemos que ver el invariante geométrico clasico de las superficies
inmersas: la elipse de curvatura.

Al ser la segunda forma fundamental una aplicacion lineal, queda de-
terminada por la elipse de curvatura. De esta forma, los invariantes que
definimos tienen siempre una relaciéon con cantidades asociadas a la elipse.
Por ejemplo, veremos que la curvatura de Gauss y la curvatura normal, que
va hemos definido, son equivalentes a determinar los semi-ejes de la elipse
de curvatura.

Los invariantes que nos quedan por definir tienen una relaciéon maés direc-
ta con la elipse de curvatura. Aun asi, remarcamos que cualquier invariante
escalar que se defina tiene que poder relacionarse con un valor escalar de-
pendiente de la elipse y de la primera forma fundamental.

Definicion 1.1.6. Para cada punto p € M, definimos la aplicacion
ny,: SYp) — N,M
vo= () = (Y(0)7,

donde S'(p) C T,M denota a la circunferencia unitaria en el plano tangente
enp € M,~:1— M es una curva parametrizada por la longitud de arco de
forma que v(0) = p, v (0) = v y L es la proyeccion ortogonal sobre el plano
normal.
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Comprobemos que esta definicion no depende de la eleccion de v. Sea
N € NM, se tiene que

(Va7 (8); N(©))]s=0 = =(+/(0), Vo) N [p) = — (v, VulNp).
Por ello, si V € TM tal que V(p) = v, entonces

mp(v) = IV, V)|,

por lo tanto, 7, no depende de la curva. Ademés, definimos n: S' C TM —
N M mediante
n(V) = (VyV)* =1LV, V).

Si t(¢) = cos ¢’ er + sm‘§ e; es un vector tangente unitario cualquiera con

¢ €R, se tlene que la imagen de S* por 7, es una elipse:
g Tlp

n(t@) = (Vugt(9)"

— ;(ai cos? % + 2b; cos % sing + ¢; sin? g)ei

— Z (% cos” % + %(1 — sin? g)

+b;sing + % sin? £ + (1 — cos® %))ei

= 2 ;_ —l—ai;cicosgb—i-bisinqb)e
" a; —

— 1 Z bZ

( >+(; 5 )cos¢+<z 6>sm¢
= H+ Bcos¢+ Csing,

(1.2)
donde

a; + ¢ mai—cZ i

H= iy B = i C= bzz

Vemos que la imagen de S' por 7, es en realidad una elipse de centro
H y definida por los vectores B y C. Estos vectores no son necesariamente
sus semi-ejes ni tienen que compartir el mismo plano que H, ver figura 1.2.
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Figura 1.2: Posicion general de la elipse en el espacio generado por {H, B, C'}.

Dada cualquier elipse, sus invariantes geométricos escalares, salvo cam-
bios en la eleccion de la base ortonormal, son la longitud de su vector
centro (el vector definido entre el origen y el centro), la longitud de sus
semi-ejes y la posicién relativa de los semi-ejes con respecto a su cen-
tro. Junto con los invariantes escalares ya conocidos, la curvatura de Gauss
y la curvatura normal, se buscan funciones escalares que determinen estos
invariantes geométricos.

Nota 4. Veremos, en la seccion 1.5, que la lista de invariantes de Little
consigue determinar dichos invariantes geométricos en el caso n = 2, pero
que es insuficiente para el caso general. Por ahora, nos centramos en ver
como se definen los invariantes de Little generalizados restantes.

Definicion 1.1.7. Llamaremos vector de curvatura media al vector de-
finido por el centro de la elipse y llamaremos curvatura media a su norma
al cuadrado. Denotaremos por H al vector de curvatura media y por |H|* a
la curvatura media.

Nota 5. Dado que la curvatura media esté directamente definida a partir de
un invariante geométrico de la elipse de curvatura, la distancia del origen de
la elipse al origen de coordenadas, no depende de la referencia local escogida.

Para determinar la posicion relativa entre los semi-ejes y el centro, defi-
niremos la funcion A que es el dltimo de los invariantes clasicos. Veremos,
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en la secciéon 1.5, como este invariante completa la determinacion de la elipse
en caso n = 2.

Definiremos este invariante directamente desde las formas cuadraticas
auxiliares

Qij = <VX',62‘> A <VX'7€j> TMxTM — COO<M),

donde 2 < i < 7 < m, X es un vector tangente y C>(M) es el conjunto de
funciones C* definidas en M. Cada 2-forma @);; se descompone en términos
de wy A wy de forma que tenemos

Qi (Y, Z) = Sij(X) (w1 A ws) (Y, Z).

Para encontrar las expresiones para estas funciones, escribimos
X = wi(X)er +wa(X)ey de forma que

(V- e) = wi(X)wii + wa(X)wai,
por lo tanto,

<VXy, €i> VAN <VXZ, 6j> =

Concluimos que
Sii(X) = (aibj — bia;)(wi(X))? + (aic; — ciaz)wi (X )wa(X)
+(bz'cj — cibj)(wQ(X))g.

Recordemos que para una forma cuadrética con p = 2, es decir, si

b
S(z,y) = ax® + bry + cy® = (x,y) <Z z) (gj) ,
2

Y

se define su determinante como

det S =

Nl Q
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Definicion 1.1.8. Dada la notacion anterior, se define la resultante, de-
notada por A, como

a;C; — Cia;
aib~ — biaj B ]

A = Z det Si; = Z aicj-—ciaj 2

2<i<j<m 2<i<i<m 9 bicj - Cibj

Nota 6. Dada su definiciéon como el determinante de una forma cuadréatica,
tenemos que es invariante al igual que lo era la curvatura media.

Proposicion 1.1.9. La resultante se puede escribir como

a; 2[), C; 0

. 1 CLj 2bj Cj 0
A= ) Z< 410 @ 2b; o

sregsm O CL]' 26] Cj

La demostracion de esta igualdad y el nombre de resultante tienen su
origen en la teorfa de discriminantes y resultantes de polinomios. Se puede
ver un anélisis profundo de este tema en [16], concretamente en el capitulo 12
donde se estudian polinomios homogéneos en varias variables y la resultante
entre ellos. Si utilizamos la féormula de Sylvester, entonces la resultante de los
polinomios a;z%+2b;xy + c;y* y a;x* + 2bjzy + ¢;y* coincide con la expresion
del determinante

a; 2bz C; 0
aj 2b] Cj 0
0 a 2b; ¢l
0 a; 2b; ¢

De esta forma, conseguimos ambas expresiones en la definicion de A. En el
mismo capitulo se menciona que cuando A = 0 los polinomios tienen una
raiz comiin. En nuestro caso significa que el origen de coordenadas pertenece
a la elipse.

Todas las expresiones vistas coinciden con las definiciones de Little,
ver [20], en el caso n = 2. Como habiamos comentado, Little interpreta
la relacion entre los invariantes escalares y los invariantes geométricos de la
imagen de la elipse de curvatura. Veremos en la seccién 1.5 un estudio de
coémo este invariante influye en la posiciéon del centro de la elipse incluyendo
parte de los resultados de Little, pero utilizando los primeros resultados de
nuestro trabajo.
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1.2 Férmulas para los invariantes en términos
de los coeficientes de las formas fundamen-
tales en la base asociada a la inmersion

En la seccidon anterior, hemos introducido expresiones para los invariantes
generalizados de Little en términos de una referencia local ortonormal. Lo
que buscamos en esta seccién es calcular nuevas expresiones en términos de
una inmersion particular dada, pero utilizando como base del plano tangente
las derivadas parciales de la inmersion.

Los coeficientes de la primera forma fundamental

Recordemos que trabajamos con una superficie inmersa mediante x : U —
R™"2 con sus derivadas parciales {x,,X,} que son una base del espacio
tangente. Los coeficientes de la primera forma fundamental son las
funciones definidas por

E = <Xu,Xu>, F = <Xuaxv> y G = <XU,X1,>.

Todas las formulas para los invariantes que veremos tienen una escritura
més sencilla bajo una condicién sobre los coeficientes.

Definicion 1.2.1. Una inmersion es llamada 1soterma si E = G y F = 0.

Esta condicion no es restrictiva, al menos a nivel local, gracias al siguiente
resultado.

Teorema 1.2.2. Sea x : U — R""2 una inmersion. Para cada punto p € U,
existe un subconjunto abierto V-C U y un cambio de variable o : V — U tal
que'y = X 0 es isoterma.

Utilizaremos este resultando cada vez que requiramos una reparametri-
zacion isoterma. Para este resultado clisico podemos ver una demostracion
en [7, pagina 15] o en |29, pagina 31].
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Las segundas formas fundamentales

Denotamos por {Ny,..., N,} una base ortonormal del espacio normal. An-
tes tenfamos la segunda forma fundamental, I1, en la definicion 1.1.2, ahora
vamos a definir la proyecciones de la segunda forma fundamental con res-
pecto a la base del espacio normal. Para cada i € {1,2,...,n}, la segunda

forma fundamental asociada al i-ésimo vector de la base normal es la
aplicacion n; : TM x TM — C*(M), dada por

donde X e Y son vectores tangentes. Ademas, para cada i € {1,2,...,n},
los coeficientes de la segunda forma fundamental asociada a la pa-
rametrizacion y al i-ésimo vector de la base normal son

0i(Xu, Xu) = (Xuu, Ni) = €,

’r/i(xu»xv) = <X1w’Ni> = fi7

ni(xmxv) = <vaa Nz> = G-

Denotemos por A la matriz n x 3 de todos los coeficientes asociados a cada
vector de la base del normal, es decir,

€1 f1 g1
e2 fa g
A: .2 .2 .2
en fn 9n

Los coeficientes de la primera forma fundamental, junto con la matriz A,
seran suficientes para escribir formulas para los invariantes. Para facilitar la
notacién, vamos a introducir las siguientes notaciones.

e Dados i < j € {1,2,...,n}, denotamos por M,; la matriz 3 x 3 dada

por
E F G
Mij =le fi 9] (1-3)
e fi 9
e Sea S3(n) la familia de subconjuntos ordenados de {1,2,...,n} de tres

elementos. Para cada trio {i, 42,13} € S3(n), (i1 < iz < i3) denotamos
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por A; ., la submatriz de A dada por las filas i, is, i3, es decir,

€iy fil iy
Ai1i2i3 =\ & fi2 iy | - (14)
€3 fis Jis

Lista de féormulas para los invariantes locales de Little
Vamos a escribir las formulas para los invariantes locales de Little en su
version general para superficies inmersas.

Proposicion 1.2.3. 1. La norma al cuadrado del vector curvatura me-

dia:
1 Eg; — 2F f; + Ge;
H 2 H2 i i i
N N e ]
2. La curvatura de Gauss:
eigi — f?
K = K; = —_
Z Z O

8. El cuadrado de la curvatura normal:

> My

1<i<j<n

(EG — F2)3

Esta expresion permite ver la curvatura normal como la norma al cua-
drado del vector cuyas coordenadas, en la base candnica, son los de-

terminantes de todas las matrices M;;, con un factor de (;2)3
EG—F?2)2

B =

4. La resultante:
5= s 3 S
1<i<j<n

donde A;; es la resultante de los polinomios P(z,y) = ex? + 2fiwy +
qiy? para los casos |l =i yl = j, es decir

e 2fi g O
e 2f; g5 0
Big = 0 e 2fi gi|

0 6]' 2f] gj
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1.3 La familia de invariantes de Montesinos pa-
ra superficies en R""?

Desde otro punto de vista, el trabajo de Montesinos, ver [24], aplica la teoria
general de invariantes para obtener los que aparecen en este &mbito. De esta
forma, para inmersiones de superficies, se llega a determinar los invariantes
geométricos de la elipse de curvatura a partir de cinco invariantes escalares.
Ademaés, se encuentran expresiones en términos de los vectores que definen

la elipse H, By C.

Para empezar, definimos los siguientes vectores normales auxiliares

b1 = II(617€1),
bg = 11(62762)7
by = Il(ey,es) = I(eq, ),

donde {ej, €2} son una referencia ortonormal del fibrado tangente y IT es la
segunda forma fundamental.

Notese que, en general, by, by y b3 no forman una base ortonormal del
espacio normal, ni siquiera generan todo el espacio normal, pero vamos a
ver que si definen el subespacio que contiene el plano de la elipse. Utilizando
el mismo tipo de manipulaciones que usdbamos en las secciones anteriores,
pero con la nueva notacién, tenemos que la elipse de curvatura sera

n(o) = (t(¢) t(¢))
o o

cos & 5 €1 —i—sm— €2,COS 5 €1 —i—sm2 62)

(1.5)
s22 II (e, e1) + sin® £ II (e, €2) + sin ¢ II (e, €2)

I
by + sin? % by + sin ¢ b3,

MI@ oS-

donde hemos usado la bilinealidad de la segunda forma fundamental. Para
esta notacion, obtenemos otra vez tres vectores que definen la elipse de
curvatura

n(¢) = cos® £ by +sin® 2 by +sing b
= (1+cos¢g) &+ (1—cosg) 2 +sing b
= L(by + by) + “2(by — by) + sin ¢ by
= H+cos¢p B+sing C.
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Remarcamos que esta expresion toma la misma forma que la Ec. (1.2), pero
los vectores H, By C estan en funciéon de los b;. De esta manera, cualquier
valor escalar descrito por H, B y C, que sea independiente de cambios del
angulo ¢, serdn invariantes escalares.

Ya habiamos comentado que las curvaturas definidas por Little se pue-
den poner en relacién con medidas de la elipse de curvatura. La diferencia
con la lista de invariantes de Montesinos serd que ahora estan directamente
definidos utilizando los productos escalares

hh = (H,H), bb =(B,B), cc =(C,C),
hb =(H,B), hc =(H,C), bc =(B,C).
Aunque los vectores B y C, que definen la elipse de curvatura, no son en
general sus semi-ejes, si que los determinan. Definiremos un conjunto de

invariantes escalares a partir de { H, B, C'} a la vez que veremos como deter-
minan la elipse.

(1.6)

Un ejemplo sencillo de como podemos trabajar con By C' es el cilculo de
las longitudes de los semi-ejes. Los semi-ejes de la elipse de curvatura estén

dados por aquellos valores de ¢ donde (n(¢) — H,n'(¢)) = 0, n(¢) definida
en la Ec. (1.5). Esto es, aquellos valores de ¢ que cumplen

(cos¢ B +sing C,—sin¢ B+ cos¢ C) =0,
o equivalentemente

— bb
bc cos 2¢ + «

sin 2¢ = 0.
Las soluciones son

bb — cc in2¢ = + 2be
V(bb — cc)? + 4bc?’ V(bb — cc)? + 4bc?’

donde debemos tomar simultaneamente signo positivo o negativo. La longi-
tud para cualquier radio de la elipse es

(n(¢) — H,n(¢p) — H) = (cos¢ B+sing C,cos¢p B+sing C)
= cos? ¢ bb + sin? ¢ cc + 2bcsin ¢ cos ¢
oo (4 + 845 -)
+sin? ¢ (%Jr %+% — %) + 2bcsin ¢ cos ¢
_ bb—i—cc+ bb — cc
2 2

cos2¢ = =+

cos 2¢ + besin 2¢.
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El calculo directo nos lleva a que las longitudes de los semi-ejes son

Ey| = \/g (bb+cc+ \/(bb—cc)2—|—4b02>,

B, = \/g (bb +ec—/(Bb—co + 4bc2).
Con estas igualdades, se demuestra directamente que

|ij‘2 + |Em‘2 =bb + CC,

(bb + cc)? — ((bb — cc)* + 4bc?)
4

Concluimos que bb+cc y bb cc—bc? son invariantes que determinan la longitud
de los semi-ejes. Equivalentemente, determinan la forma de la elipse.

‘EM|2‘Em‘2 = = bb cc — be®.

Para determinar la posicién de la elipse respecto al centro tenemos que
estudiar los invariantes, respecto cambios de base, de la matriz

hh hb hc
Vu=1hb bb be
hc be cc

Sus invariantes seran sus trazas de orden 1 (la traza usual), orden 2 (la suma
de los determinantes de los menores principales de orden 2) y orden 3 (su
determinante), es decir

tr(Vas) = hh + bb + cc,
que podemos separar en las funciones escalares hh y en bb + cc,
tro(Var) = hh bb — hb* + bb cc — be* + cc hh — he?
=|H x B>+ |B x C]*>+|H x C|?,

que a su vez podemos separar en |H x B>+ |H x C|*> yen |B x C]*, y
finalmente

tI‘g(VM> = det(VM).

Este determinante se puede entender como el volumen del paralelepipedo
generado por H, By C.

Sin repetir valores, tenemos cinco invariantes que determinan la elipse
de curvatura.
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Definicion 1.3.1. (Ver [24], pdgina 138, sequndo pardgrafo) El conjunto
de invariantes escalares que definen la elipse de curvatura es:

1. Iy = hh, la norma al cuadrado del vector curvatura media, H,
2. Iy = bb+ cc, la suma de las longitudes al cuadrado de los semi-ejes,

3. I3 = bb cc — bc?, el producto de las longitudes al cuadrado de los semi-
ejes,

4. Iy = hb* + he?, equivalente a |H|?(|B)*+|C|?) — (|H x B]*+ |H x C|?),

5. Is = det(Viy), donde Vi, es la matriz

hh hb hc
Vi=1|hb bb bc]|,
he be cc

equivalente al volumen del paralelepipedo generado por H, B y C.

Veremos la relaciéon completa entre estos invariantes y los de Little ge-
neralizados, aunque ya podemos ver que, por ejemplo, |H|? = I;.

Notese que si estamos en el caso n = 2, entonces I5 = 0, por lo que en
las relaciones entre los conjuntos de invariantes soélo estaran implicados los
cuatro primeros. Mas adelante se verd qué condiciones implican que I5 sea
nulo.

1.4 Las relaciones entre los conjuntos de inva-
riantes

A partir de esta secciéon comienza el trabajo original desarrollado para la
tesis.

Comenzamos con la determinacion de la relacion entre ambos conjuntos
de invariantes: los de Little y los de Montesinos.

Proposicion 1.4.1. La relacion entre ambas listas de invariantes viene dada
por las siguientes igualdades
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1 |HP =1,
2. K=1,— I,
3. k]Qv - 4]3,

4. A = [3 -+ [4 - 11]2.
Ademds, las relaciones reciprocas son

1. I = |H|%
2. I, =|H?-K,

3 Iy = "

4

2
b L= A=+ [ HP(H|? - K).

Cabe destacar que las relaciones |H|> = I}, K = I, — I, y ki = 413
ya estan presentes en el articulo de Little (en el caso n = 2). Asimismo, la
cuarta relacion puede ser parcialmente deducida de los resultados de Little
(s6lo en el caso A > 0).

Ademas, al demostrar este resultado en el caso general, tenemos la rela-
cion entre los invariantes de Little y la elipse de curvatura. De esta forma,
tenemos una nueva demostracion del caracter invariante de las curvaturas
de Gauss y la curvatura normal.

Demostracion: La demostracion se realizard empezando por buscar las
expresiones de los términos que definen los invariantes I; de Montesinos.
Realizaremos una simplificaciéon de las expresiones asumiendo que la inmer-
sion es isoterma (F = Gy F' = 0) y asi compararlas con las expresiones de
Little en este caso.

Mediante el método de Gram—Schmidt aplicado a la base del plano tan-
gente, {X,,X,}, obtenemos los vectores
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De esta forma, calculamos los coeficientes para esta base de la segunda forma
fundamental, II, y tenemos

by =10t ) = Zez i
by = 1II(ta,15) —EZgZ i

by = TI(t,15) = EZfz

;

\

Veamos las componentes de los vectores H, By C,

H = @:%Z(ei‘i‘gi)]\fia
=1
B = k1N (e, —g)N, (1.8)

2 E 7 gl

n

C = b3=1) fiN.
=1

Ahora calculamos los productos escalares que describen los invariantes
I; definidos en las Ecs. (1.6),

( n

hh =255 (ei+9:)
=1

bb = ﬁZ(ei—gif,
i=1

1 n
= T fi27
cc 52 ;

; (1.9)
hh =1 Y (eF—g7),

=1
he =55 (ei+g)fi

=1

n

be = 2E12 Z( i — 9i) fi-

\ =1
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Con estas expresiones vamos a comprobar las igualdades del enunciado:

1. Se cumple directamente por las definiciones de ambos invariantes,
|H|? = hh = I,.

2. Para comprobar la segunda ecuacion, vamos a desarrollar I5. Tenemos

que
1 & ) )
]2 = bb—i‘CC—E(g (ez’_gi) +4fz>

=1
1 " ) )
= — (ei+g) —4giei+4fi>
(2
1 n ) 1 n )
= E;(eﬂr!ﬁ) _ﬁ;(giei_fi)
= [1—K

3. Vamos a desarrollar I3 y asi encontrar la formula de Little para la
curvatura normal. Se tiene que

Is = bbcc— bc?

() )

- Z(ei_gi) fi> (Z (ej_gj)fj>)

—2(ei — gi) fi(ej — gj) fj)-

Verifiquemos que cada término del sumatorio es igual a |M;;]?. Tene-
mos que

\My|? = E%(fig; — figi +eif; — i f:)
= E*((gj —e))fi — (9: — &) [)°
= E? ((gj - ej)inQ - 2(9j - ej)fi(gi - ei)fj + (gi — 61‘)2fj2) .
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Juntando ambas expresiones,
Is = bb cc — bc?

1 ~ My
:'ﬂﬁ( 2

1<i<j<n

1 - 1
- m( > |Mij|2> :L—Lk?\,.

1<i<j<n

4. Para comprobar la cuarta expresion del enunciado, calculamos I3 +
I, — I, I, por partes. Se tiene que

[1[2 = hh(bb+00)

= 161E4 (Z(ei + gi)2> <Z(€j —9)° + 4; ff)

i=1 j=1
1 . 1 2 2 2 2
= 1z 2. g (it a) (e —g)" + (e +9))" (e — 9
1<i<j<n

+4 (e +g:)° f2+4(ej+95)° )
1 i 1 2 2\ 2 2 r2
+4E2 - (4 (ei g,) + (ez +gz) fz )

y tenemos

Iy = hb*+he?

1 B 1 2 2 - 1 2 2
= E<<;§(ez_gz)> <j 5(%-%))

1 - 1 2 2\ 2 2,2
+4E2 1<4 (62- gi) +(61—|—gz) fl )
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por lo tanto,

n

1 1
Litls—hLly = > (3(ef =g —g))

1<i<j<n
+2(ei + gi)(ej + g;) fi
+(ej — 95)2 17 — 2(ej — g;) filei — 9i) [
+(e; — gi)ijQ - (i(ei + g:)*(ej — g;)?
+ile;+g5)%(ei — gi)* + (ei + )2 f}
+ (ej +95)%f7))
1 n
- 4_ Z (4¢;fifi9i — 4eiffg: — €397 — 4e; [Py,
+4e; fif;9; + 2eie;9i9; — €97)
1 n
= A
<j<
O

El quinto invariante, dado que es nulo si n = 2, no tiene analogo como
generalizacion de un invariante de Little. Ofrecemos una fé6rmula, Teorema
1.4.2, en términos de los coeficientes de las formas fundamentales para fa-
cilitar su célculo en futuras ocasiones. Ademas, esta demostraciéon sigue las
ideas basicas de las pruebas de las formulas para los invariantes de Little
comparando distintas referencias, como se puede ver en [17].

Teorema 1.4.2. El invariante I5 se puede escribir mediante los coeficientes
de las formas fundamentales de la siguiente forma:

1
f=—«——— E A i 2, 1.10
5 4(EG_F2)3 R | 123| ( )
{i1,i2,i3}€53(n)

Esto es, salvo un factor de TF?)" I5 es la norma al cuadrado del vector
cuyas componentes son los determznantes de todas las submatrices 3 x 3 de
A. Por lo tanto, Is = 0 si y sdlo si el rango de A es menor que 3.

Demostracion: Esta demostracion se realizara en dos pasos:
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1. Demostraremos que la expresion de la derecha en la Ec. (1.10) es real-
mente invariante respecto a cambios de pardmetros.

2. Demostraremos que la expresion coincide con la definicién de I5 al
desarrollarse en el caso de una parametrizaciéon isoterma.

Empecemos viendo que la expresion es invariante bajo una reparametriza-
cion genérica. Si x es la superficie inmersa, sea h = (hq, he) un cambio de
parametros de forma que tenemos

xX(u,v) := x(hi(u,v), ho(u,v)).

Usaremos la notacion usual para denotar los coeficientes de x y usaremos
E.F, G,¢&, fi, g; para denotar los coeficientes de X. Los célculos directos
muestran que los coeficientes de la primera forma fundamental de X se es-
criben en términos de los coeficientes de x de la siguiente manera

Ej }? _ hlu h2u E F hlu hlv
F G N hlv h2’u F G hQu h2v '

EG - FQ = (hluhgv - hlvhgu)2(EG - FQ)
= (Jac(h))*(EG — F?).

Notese que

Anéalogamente, los coeficientes de la segunda forma fundamental se relacio-
nan de la siguiente manera

(é_i fz) _ (hlu hZu) (ei fz) (hlu hlv)
fi gi hiw haw) \fi 9i) \hou hav)’
donde i € {1,...,n}.

Ademas, la matriz A asociada a X se relaciona con la matriz asociada a
x de la siguiente manera
A=A.RT,
donde
h?, 2h1,hoy h2,
R := hluhlv (hlthu + hluh/2v) h?uhQU
h?, 2h1,hay, h3,
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El calculo directo muestra que
’R| = h?uhgv - 3h%uhlvh2uh%v + 3h1uh%vh%uh20 - h?vhgu

= (h'luh2v - hlvh2u)3
= (Jac(h))?,

y con ello se tiene que

|RJ? 1

(EG — F2p ~ (EG — F2)3°

De esta forma, tenemos que la expresion de la derecha en la Ec. (1.10)
asociada a la inmersion X seréd

Z |Ai1i2i3 |2

{i1,42,i3}€853(n) 1
—_ _ _ _ _ A
AEG - F2))? 4(EG - F?)p > |
{i1,i2,i3}€S3(n)

S LU Y
EG — )y

{i1,i2,i3}€S3(n)

1 2
= A(EG - F2) Z | Aiyigis |-

{i1,i2,i3}€S3(n)

'RT|2

111213

Concluimos que la expresion es invariante bajo cambio de parametros.

Para el segundo paso, supongamos que trabajamos con una inmersion
isoterma. La relacién a comprobar sera

1 2
]5 = E Z |Ai1i2is| :

{i1,i2,i3}€S3(n)
Recordemos la definicion de I5. Teniamos

Is = det (Vi) = —cc hb* 4 2bc hb hc — bb he® — hh be® + bb cc hh.

Aplicando las expresiones de los productos escalares en términos de los co-
eficientes, las Ecs. (1.9), tenemos
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i (Z( g»f) @(e?—g?)) (émg»f
_@ i(ei—gif il(ewgi)fi)Q
_161EG izn;(eﬁgiy izn;(ei—gi)fi>2
+161E6 Zzn;(ei_gi)Z Zf> (2 €z+gi)2>
N 16E6Z o~ 1 (€} — g (ei — g7)

+2(ei — gi) file3 — g3)(er + gr) f

—(ei + i) file; — 95)* (ex + gr) fi
—(ei — gi) file; + 95)*(ex — gr) fi
+f2(e; — g5)%(er + 9r)?)

- 16E6 (_fz‘2(ej - gj)(ej + gj)(ek — gr)(ex + gx)
i,j,k=1

+2(e; — gi) file; — g;)(ej + g;)(ex + gr) fi

—(ei +gi) fi(e; — g5)(ej + gj)(ex + g) fx
—(es — gi) filej + ;)% (ex — gi) fi

+1i(e; — g5)(ex + g1)?) -

Con un calculo directo del determinante al cuadrado de la matriz

o N2

ei—9 fi ety
e;—9; fi e+gi|,
— 9 Jx €kt gk
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vemos que coincide con los términos del sumatorio. Se aprecia ademaés, que
es igual al determinante de 2|A;;x|. Por lo tanto,

I R
T6E° > (2|Aijk|)2:m > Al

i,j,k:l 'L,],kzl

[5:

O

Este tltimo invariante, I5, nos ayuda a discernir si la superficie esté
propiamente inmersa en un R"*? con n > 2. Notese que Is = 0 no
implica que pueda estar inmersa en R"*2 con n < 3 (de hecho veremos un
contraejemplo), pero si podemos decir que si Is5 # 0 entonces no puede
estar inmersa en R"*2 con n < 2.

Para una comprobacién mas directa de la nulidad de este invariante
tenemos este resultado.

Lema 1.4.3. I5 = 0 s1 y solo st Xy, Xy, Xyu, Xuw Y Xoo S0n linealmente de-
pendientes.

Demostracién: Supongamos que 5 = 0, entonces el rango de la matriz

er fi ¢
e

A - .2 fj2 9‘2
en fn On

tiene que ser a lo sumo 2. Por lo tanto, como mucho, dos filas de A son
linealmente independientes. Reordenando la base normal si fuese necesario,
podemos asumir que son, a lo sumo, las dos primeras filas. Como las demas
filas seran combinacion lineal de las primeras, se tiene para cada i =3,...,n
que

(€, fir 9i) = Ni(er, fi, 1) + pilea, fa, g2).

O equivalentemente

<qu7Ni> = >\i<xuu7Nl> +Mi<xuuaN2>7
<XuvaNi> = )\i<XuvaN1> +ﬂi<xumN2>7
<vaaNi> = )\i<va7N1> +Mi<XUUaN2>-
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Reescrito de forma mas compacta
(Xuu, Ni = AiN1 — piNa) =0,
(Xuvy Ni = AiNy — i No) =0,
(Xpw, Ni = MilNT — piNg) = 0.

La familia de vectores {N; — A\; N1 — 11; Na }_ 5 es linealmente independiente,
por lo tanto, genera un subespacio (n—2)-dimensional de R"™2. Entonces, su
complemento ortogonal es 4-dimensional. Si la familia de los cinco vectores
{Xu, Xv, Xuu, Xuvs Xou } pertenece al complemento ortogonal, entonces deben
ser linealmente dependientes.

Reciprocamente, supongamos que {X,, Xy, Xuu; Xup, Xyy } SON linealmente
dependientes. Como {x,,x,} son linealmente independientes (x es una in-
mersion), podemos suponer que uno de los otros tres vectores, {Xuu, Xuv, Xow '+
es combinacion lineal de los demés. Realizando un cambio de parametros si
es necesario, podemos asumir que x,, es combinacion lineal de los otros 4
vectores, lo que implica que

Xypp = Xy + bxv + Xyu + quv,
para ciertas funciones a,b,c y d. Para cada i = 1,...,n, tenemos que
gi=ce+d fi

Esto implica que las columnas de A son linealmente dependientes, por lo
tanto, su rango es a lo sumo 2.

OJ

Como habiamos mencionado, si una superficie estd inmersa en R* enton-
ces Is = 0. Veamos con un ejemplo que el reciproco no es cierto.

Ejemplo 1.4.4. Un contraejemplo a la afirmacion:

Si Is = 0 entonces la superficie pertenece a un subespacio 4-dimensional
afin R*.

Consideremos la superficie inmersa en R® dada por

2

u? v
x(u,v) = u,v,?,—

2,u3+2}3>, (u,v) € R%
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Como x,, = 0 se tiene que det (X, Xy, Xuu, Xup, Xpw) = 0, por lo tanto, Is = 0.
Sin embargo, la imagen de x no puede estar inmersa en un subespacio 4-
dimensional afin dado que x(0,0) es el origen y el determinante de la matriz
de los siguientes vectores

det (x(1,0),x(2,0),x(0,1),x(0,2),x(0,3)) = —6 # 0.

Al ser distinto de cero significa que la matriz es de rango completo y tenemos
una familia de 5 vectores linealmente independientes.

Notese que el 2-jet de esta inmersion si pertenece a un subespacio 4-
dimensional afin R*.

1.5 Particularidades del caso n =2

Como hemos ido comentando, Little introduce en [20] varias ideas que rela-
cionan los invariantes escalares con los invariantes geométricos de la elipse.
Veamos primero qué resultados se mencionan y veremos posteriormente co-
mo se pueden demostrar.

Proposicion 1.5.1. Dada la notacion anterior, si Ey y E,, son los semi-
ejes de la elipse, se tiene que

1. |kn| = 2| En| |Enl.
2. |H)? — K = |Ex|> + | Enl?.

3. 51 A =0 el origen pertenece a la elipse, si A > 0 el origen estd en el
interior de la elipse y A < 0 el origen estd fuera de la elipse.

Las dos primeras afirmaciones estan completamente demostradas por
Little, en el caso n = 2, y coinciden con las relaciones (2) y (3) de la Prop.
1.4.1. Para la tercera afirmacion so6lo se discuten los casos A =0y A <0,
intuyendo la situacion en el caso A > 0, pero sin llegar a confirmar si este
invariante esti realmente determinando la posiciéon del centro en relaciéon
con la elipse.

Para resolver este vacio, utilizaremos directamente la relacion (4) de la
Prop. 1.4.1. Si utilizamos ademas la definicién de los invariantes [;, se tiene
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que
A= Ii+1,— L1,

= [BxCP+|HP(BP +|CP])
—(JH x B]* + |H x C|*) — [H]*(|B]* + |C|?)
= |[BxC|>—(|H x B]*+ |H x C]?).

De esta forma, vemos que A es la diferencia entre el area del paralelogramo
generado por B y C'y la suma de las areas de los paralelogramos generados
por H y B o C. Como la posicion del origen respecto a la elipse es un
invariante geométrico, podemos suponer que la inmersion cumple que B =
E,, y C = E);. Bajo esta suposicion, tenemos que

= |ExP|En|? — (|H x En|? + |H x Eyp]?). (1.11)

Para entender el significado de esta diferencia primero debemos ver el si-
guiente resultado general para elipses.

Proposicion 1.5.2. Dada un punto del plano x = (x,y) y una elipse cen-
trada en el origen con semi-ejes E,, y Eyy, se tiene que

1. Si |Ey|?|En)? > |x X E,|? + |x x Eyf|?, entonces x estd en el interior
de la elipse.

2. Si|Ey2|Em|? = |x X En)? + |x x Ey|?, entonces x estd en la elipse.

3. Si |Ey|?|En|? < |x X En|? + |x X Ey|?, entonces X estd en el exterior
de la elipse.

Demostraciéon: Asumimos, sin pérdida de generalidad, que E,, = (a,0)
y Ey = (0,0). La ecuacion de la elipse sera entonces

LU2 y2
l=—+5 (1.12)

y tenemos las siguientes condiciones:

2 2

1. Sil > —+ 72 entonces x esta en el interior de la elipse.
22

2. Si 1= — + 75, entonces x estd en la elipse.

b2’
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2 2

3.511< —< + =L entonces x estd en el exterior de la elipse.
a

Por otro lado, la Ec. (1.12) es equivalente a
202 = b + a%y?,
con lo que tenemos
1. Si a?b? > b?22 + a®y?, entonces x esté en el interior de la elipse.
2. Si a?b?® = b%2% 4 a®y?, entonces x esta en la elipse.

3. Si a?b?® < b2x% + a®y?, entonces x est4 en el exterior de la elipse.

Sabemos que a?b? = |Ey/|?|E,|? v se tiene que
x % Enl* = (lally)® = a®y* v |xx En|* = ([blJz])* = b?2”.

De esta forma, se concluyen las condiciones del enunciado.
OJ

En nuestra situacion general, tenemos una elipse de centro H y estamos
determinando la posicién del origen de coordenadas. Esto es equivalente a
considerar la elipse centrada en el origen de coordenadas y determinar la
posicion del vector H. Por ejemplo, si A > 0, se tiene que

0 < |Ex|?|Enl> — (|H x E,|* + |H x Ey]?),
equivalentemente
|EytP|Enl? > (|H X Eq|* +|H x Ex?),

lo que significa que H estaria en el interior de la elipse desplazada, por lo
tanto, el origen de coordenadas estd en el interior de la elipse de centro H.

Analogamente, se argumentaria para los demas casos y podemos ver una
representacion grafica en la figura 1.3.

Desde la Ec. (1.11), podemos concluir ademas
[Exl?(| Bl — [HI?) < A < |En*(|Eu|* — |HI?).

Ademas, en el caso de una elipse degenerada se tiene que |E,,[*> = 0y
directamente que A < 0.
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Figura 1.3: Configuraciones segin el signo de A.

1.6 Inmersiones superconformes

Veamos como los invariantes /; ayudan a entender un resultado clasico de
las inmersiones superconformes. Estas inmersiones se definen como aquellas
cuya elipse de curvatura es, en todo punto, una circunferencia, esto es, que
la longitud de los semi-ejes de la elipse de curvatura sea la misma, ver [10].

Si recordamos la expresion de las longitudes de los semi-ejes, en términos
de los productos escalares de H, By C, la Ec. (1.7), se tiene que

VI + V-4, \/12 VIZ 4L, —413 (119

Sabiendo que ambas expresiones son valores reales no negativos, tenemos
directamente la siguiente condicién

0 < I2—4ls.

Escrita mediante los invariantes de Little con las ecuaciones de la Prop. 1.4.1,
se obtiene k%, < (|H|> — K)?. Tomando raices cuadradas (ambos elementos
son no negativos) se tiene que

ky < |H)? - K, (1.14)
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que es conocida como la desigualdad de Chen—Willmore, ver [8].

Mediante este argumento, se ve claramente que la igualdad en las longi-
tudes de los semi-ejes es equivalente a una igualdad entre ky y |H|*— K. Esta
equivalencia habia sido probada en [10] con distinto argumento. Recogemos
este resultado en la siguiente proposicion.

. . . . . g 12
Proposicién 1.6.1. Una inmersion es superconforme si y sélo si I3 = .
Equivalentemente, si y sélo si |ky| = |H|* — K.

Demostracién: La expresion de la longitud de los semi-ejes, Ecs. (1.13),
muestra que la elipse es una circunferencia si solo si I3 — 413 = 0. Usando
las equivalencias entre los invariantes de la Prop. 1.4.1, esta igualdad es
equivalente a |ky| = |H|* — K.

1.7 Base adaptada a una superficie inmersa en
R"*2, con n > 2

Hemos visto en la demostracion del Lema 1.4.3 que, si se eligen correc-
tamente, so6lo tres segundas formas fundamentales asociadas son no nulas.
Esto se debe a que la elipse de curvatura esta en el subespacio generado por
{Xuus Xuw, Xup }- El subespacio de R"? generado por {Xu, Xy, Xuu, Xuvs Xvv }5
al que denotamos por T2M, siempre es en cada punto, a lo sumo, un espacio
vectorial de dimensiéon 5. La definicion de TPQM es el subespacio que apro-
xima la superficie hasta un segundo orden, al igual que para T,,M es aquel
plano que aproxima la superficie en p € M = x(U).

En general, siempre podemos descomponer el espacio ambiente R"*2 me-
diante
Rn—i—Q — TQM D (T2M>L
Nota 7. Notese que si n = 3, esto es, en el caso R, y si Is # 0, entonces

{Xu, Xu, Xuus Xuvs Xou} son linealmente independientes, esto es, R® = T?M.

Definicion 1.7.1. Dada una base ortonormal {ti,t2, N1, ..., N,,} de R"™2,
diremos que estd adaptada hasta orden 2 a una inmersion, X, si {t;,t2} es
base ortonormal de TM 1y {t1,ts, N1, No, N3} es base ortonormal de T*M.
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Aunque el resultado que vamos a mostrar a continuacion es la implicacion
trivial de trabajar con una base adaptada, queremos remarcarlo para dejar
ver cudl era nuestra motivacion practica detras de este concepto.

Proposicion 1.7.2. Sea {ti,ts, N1, ..., N} una base adaptada hasta orden
2 a x, entonces los coeficientes de las sequndas formas fundamentales aso-
ciadas a los vectores normales con v > 3 cumplen

e;=fi=9i=0.

Nuestra eleccion usual para las bases del plano tangente y normal va a
ser una base adaptada. Podemos ver, en la siguiente nota, la forma préctica
de conseguir una eleccién de vectores cumpliendo esta propiedad.

Nota 8. Supongamos que tenemos una superficie inmersa en R"*2 con I5 # 0.
Si aplicamos el proceso de Gram—Schmidt a la familia de vectores de deriva-
das parciales {X,, Xy, Xuu, Xuv, Xy } podemos obtener una familia ortonormal
{T1, T3, N1, Ny, N3} donde los dos primeros son base del plano tangente. Si
la completamos con {Ny, ..., N,,} para obtener una base ortonormal del es-
pacio ambiente R"™2, observamos que son nulos los coeficientes e;, fi v ¢;
correspondientes a 4 < ¢ < n. Esto nos daria una matriz de coeficientes
asociados

€1 f1 g1
ea fo g0
es f3 g3
A=10 0 0
0O 0 0

Ademas, las expresiones para los invariantes I3 e 5 quedan reducidas a

_ My + [Mys|? + | Mo

po Al
A(EG — F?)3 ’

s T 4(EG — F?)3

1.8 Superficies inmersas umbilicales en R*

En el estudio de superficies en R3, se definian los puntos umbilicos cuando
las curvaturas principales coincidian. Para superficies en R*, dado que la
segunda forma fundamental es més compleja, tenemos distintos tipos de
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ky =0 ky=0=A
C (o) C 1(e)
B B
H H
Semiumbilico Punto de inflexion

by =0=Ay |[HE =K

(@) kv=0=A=|H?=K

H n(¢)
H

Umbilico Umbilico plano

Figura 1.4: Casos para la elipse de curvatura.

umbilicidad cuando se generaliza este concepto. Un buen estudio, de donde
se pueden extraer estas definiciones, es el trabajo [26] realizado por S. M.
Moraes y M. C. Romero-Fuster.

Definicion 1.8.1. Un punto de una inmersion X se dice que es:

Semiumbilico, si la elipse de curvatura degenera a un segmento.

Punto de inflexidn, si la elipse de curvatura degenera a un segmento
radial.

- Umbilico, si la elipse de curvatura degenera a un punto.

- Umbilico plano, si la elipse de curvatura degenera al origen de coor-
denadas.

Si todos los puntos de un abierto cumplen una de las condiciones, se dird
que la inmersion cumple esa condicion en el abierto.

Utilizando los invariantes I; podemos caracterizar el tipo de un punto.
Sabemos que I3 es el producto de las longitudes de los semi-ejes, por lo
tanto, la elipse degenera en un segmento o un punto si y s6lo si I3 = 0.
Ademas I es la suma de las longitudes, por lo tanto, la elipse degenera en
un punto si y sélo si I = 0. Para el caso de segmento radial utilizamos los
invariantes de Little. En particular, sabemos que la elipse se apoya en el
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origen de coordenadas si A = 0. Podemos ver una representacion de cada
situacion en la figura 1.4.

En resumen, se tienen las siguientes caracterizaciones de estos tipos de
puntos mediante los invariantes:
semiumbilico < I3=0, & ky=0.
punto de inflexion < =0, I,=5LL, & ky=0=A.
umbilico < Ib=0 I3=0, I,=0,
& |HP=K, ky=0, A=0.
umbilicoplano s I =L =L=0,=0& |[H?P=K =ky=A=0.

Una situacion de interés para nuestro trabajo serd K = ky = 0 que en
términos de invariantes de Montesinos es [y = Iy y I3 = 0.

Proposicion 1.8.2. Dado un punto semiumbilico donde E es el inico semi-
eje no nulo, entonces la elipse de curvatura cumple Iy = Iy (equivalente a
K =0) siysdlo si H+ E es ortogonal a H— E.

Demostracion: Utilizando las definiciones de los invariantes de Monte-
sinos asumiendo que B =0y C = E, se tiene que

0=15 —L=|H-|E]
por lo tanto |H|? = |E|%. De esta forma,

(H+E,H—-E)=|H?-|E|*=0.
O

A medida que se van anulando los invariantes, se disminuyen las posi-
bilidades para la inmersion. Vamos a ver en qué influye si la resultante es
nula.

Proposicién 1.8.3. Sea x : U — R* una inmersion isoterma semiumbilica
en U. Si la familia {Xy, Xy, Xyu, Xuu — Xpu} €S linealmente independiente,
entonces A # 0.
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Demostracion: Si suponemos que los vectores {Xy, Xy, Xyu, Xuu — Xow |
son linealmente independientes, entonces existe un tinico vector, Ny, solucién
para el sistema

<Xua N1> = 07
<Xv7 N1> = 07
<qu — Xopvs N1> = 07 (115)
<Xu1u N1> =—F.
Por lo tanto, tenemos que e; = g1 = —FE. Completando la base del espacio
normal, se tiene que
E o E
-F fi —F
B2 — €2 fa g _ (e2 — g2)2f7
N 4FA 4E2

Como estamos suponiendo que la inmersion es semiumbilica, es decir, ky =
0, se tiene que es = g2 0 f1 = 0.

Si fuese es = go, entonces x,,, — Xy, seria ortogonal a la vez a Ny y a Ny,
por lo tanto seria un vector tangente en contradiccién con la hipotesis.

Si fi = 0, calculamos la expresion de A y se tiene

_4f22 + (e2 — g2)?

A= A2 ’

que es no nula ya que ey # gs.
O

El resultado equivalente a esta proposicién es que si A = 0 entonces
{Xu, Xus Xyu, Xuy — Xow } son linealmente dependientes. Es esta version la que
usaremos para estudiar cudndo una inmersién no esta propiamente inmersa
en R*. Este hecho no esta explicitamente escrito en [20] pero se deduce de
la demostracion del teorema 1.3 en la pagina 271.

Proposicion 1.8.4. Sea x : U — R* una inmersion umbilica en U (|H|* =
K yky=0=A), entonces existe una inmersion de x(U) en R3.

Nota 9. Mediante esta proposicion, si tenemos una inmersion umbilica po-
demos considerar que realmente estamos con una inmersion clasica en el
espacio euclideo que cumple |H|?* = K.
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Demostracién: Utilizando la proposicion anterior, tenemos que la hi-
potesis implica que {Xy, Xy, Xyu, Xuy — Xpu} son linealmente dependientes.
Definimos Ny como el vector unitario ortogonal a {Xu, Xy, Xy, Xuu — Xy }-
Este vector es normal a la superficie y los coeficientes de su segunda forma
asociada son ey = gy = 0.

Si completamos la base normal y calculamos ky, A y |H|* — K, tenemos
que

e1—g1)°f3 A:_€191f22 HP?— K = (e1—g1)® fi+ 13

(
N = E+ 12 T 2

Para que todos sean nulos a la vez, debe cumplirse que f1 = fo=0ye; = ¢
pudiendo ser éstos nulos o no.

Para concluir el argumento recurriremos a la prueba del Teorema 1.3
en |20, pag. 271|. Si las segundas formas fundamentales son nulas, entonces
la inmersion es un plano, y, si los inicos coeficientes no nulos s6lo son e; = gy
entonces existe una inmersion de x(U) en R3.
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Capitulo 2

Caracterizacion de superficies
esféricas inmersas en R"T2

A lo largo de este capitulo, vamos a estudiar las condiciones necesarias sobre
los invariantes locales de una inmersion para que la imagen de ésta pueda
estar contenida en una esfera del espacio ambiente. Este tipo de inmersiones
las llamaremos esféricas, aunque también se han llamado hiperesféricas en
la literatura, por ejemplo en [21].

Definicion 2.0.1. Diremos que una superficie inmersa es esférica si existe
una esfera en el espacio ambiente de radio R y centro p tal que contiene a su
imagen. A su vez, diremos que la inmersion es esféricas de radio R y centro

p-

Como se vera, hemos encontrado condiciones suficientes y necesarias para
el caso R* y las condiciones necesarias para el caso general. La estructura de
este capitulo es:

e Exponemos las condiciones necesarias de una superficie esférica en R*.

e Estudiamos, si anadiendo condiciones, tenemos suficientes para asegu-
rar que una superficie es esférica en R*.

e Deducimos las condiciones necesarias de una superficie esférica en
R™+2,

41
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2.1 Inmersiones esféricas en R*

Las inmersiones esféricas ya habian sido estudiadas y se conocia que la cur-
vatura normal de este tipo de inmersion es nula, ver por ejemplo [31]. Dado
que no era una propiedad que caracterizaba las superficies esféricas, se defi-
nio6 aquellas superficies con curvatura normal nula como semiumbilicas, ver
seccion 1.8, que si caracterizaban el hecho de que la elipse de curvatura de-
generaba en un segmento. Si queremos caracterizar las inmersiones esféricas,
necesitamos otra condicion entre los invariantes de la inmersion.

Condiciones necesarias en R*

Proposicién 2.1.1. Dada una inmersion, x : U — R*, esférica de radio R
entonces

k=0 y R’A+|HP?=K. (2.1)

Demostracién: Para la primera condicion hay diversas demostraciones
en la literatura. De todas formas, para completar este trabajo vamos a ana-
dir una demostracién con las mismas ideas que usaremos para obtener la
segunda condicion.

Podemos considerar que el centro de la esfera es el origen de coordenadas.
Como es de radio R, tenemos que |x|? = R?. Al derivar se tiene que (x,,Xx) =
(xy,x) = 0. Por ello, podemos tomar un primer vector normal como Ny = %
para la base del fibrado normal. Sea entonces N, un vector normal que

completa la base ortonormal del fibrado normal. Con esta base, se tiene que

(Xyu, X) = —(Xy,Xy) = —F,
<XUU7X> = _<XU7X1L> = —F, (22)
(KXo, X) = — (%X, %,) = —G.

De esta forma, e; = ;If, fi= ;,%F Yo = %. Con esta informacion, se tiene
que | M| =0, y por lo tanto ky = 0.

Supongamos ahora que ademas, la inmersion es isoterma, utilizando si es
necesario, la reparametrizacion que existe gracias al Teorema 1.2.2. De esta
forma, las expresiones en la Prop. 1.2.3 de la curvatura media, la curvatura
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de Gauss y de la resultante son en este caso
HE - 1 1 [Eg —2Ff,+Gey\’
 OR2 4 EG — F?
_ 1l et 2
R 4\ FE
_ 1 e+ gi+2eg
R A2 ’
1 ewgo— f3 ©9: = Jy
K=mt"m
1 0 1 0
o2 2fa g2 0
E 0o 1 0 1
0 €9 2f2 go 26292 — € 4f
R2A — 2 — 2
44 4E2
Vemos claramente que R?A + |H|> = K
OJ

Nota 10. Si suponemos que A = 0 entonces |H|? =
es el caso degenerado donde la elipse de curvatura colapsa en un punto, con-
dicion llamada inmersion umbilica en la seccion 1.8. Veremos mas adelante

que esta condicién implica que puede estar inmersa en R3.

K, que junto con ky =0

En el siguiente ejemplo veremos que las Ecs. (2.1) son independientes

mediante una inmersion que sé6lo cumple ky = 0.
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Ejemplo 2.1.2. Consideremos la inmersion x : R? — R* la dada por

1
5(1 + u? + v?)

x(u,v) =

(4v2u(ub — 9u*(1 + v?) — 5u?(3 + 6v° + v*)
+5(9 + 9v? + 3v* + %)),
—43/20(5(9 + 9u? + 3u* + ub) — 5(3 + 6u® + ut)v?
—9(1 + u?)vt 4 0°),
10v/2(—13 — 2u® + 50 + 6u'v? — 205 + u?(5 + 60%(6 + v?))),
60v2(u — v)(u+v)(3 4+ u + v?)).

Podemos ver esta inmersion en el ejemplo 8.1 de [21], en donde se consigue
establecer ciertas condiciones a los invariantes gracias a una representacion
de tipo Weierstrass. En este caso, se ha impuesto la condiciéon ky = 0.

Como la primera coordenada es una funcién no acotada, no puede ser
una inmersion esférica. Si calculamos los coeficientes de la primera forma
fundamental, tenemos que

32m?
E=———=0G F=0
(1 + u? 4 v?)? ’ ’

donde m = 9 + ub + 9v? + 3v! + ¢ + 3u (1 + v?) + 3u?(3 + 602 + v*).

Por lo tanto, tenemos una inmersion isoterma no esférica. Ademas sus
invariantes, distintos de la curvatura normal, son

1 81(1 2 2)4
HE = o, A= SRRV
18m2 64mS
K = yveory (4u'? + 8102 + u'?(33 + 6v%) + 3ud(42 4 3v? — 4v*)
m

+u®(234 + 720% — 138v* — 280v°)+
6ut(1 + v?)(36 — 9v? — 21v* — 20°)
+0%(216 + 234v% + 126v* + 3305 + 40°)

+3u?(27 + 54v? + Sdv? + 2400 + 308 + 2019)) .
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K—|H*
A

Con estas expresiones podemos comprobar que no es constante.

Condiciones suficientes en R*

En este apartado vamos a demostrar que uniendo las condiciones necesarias,
Ecs. (2.1), junto con otras dos condiciones mas, se tienen condiciones sufi-
cientes. La idea principal de nuestra demostracion es mostrar que existe un
vector normal unitario, que denotaremos por Ny, paralelo a la inmersion x,
que reescalaremos y trasladaremos para que coincida con la inmersion.

Recurriremos a las siguientes igualdades para una inmersion isoterma x:

(XuyXu)u  Fu (Xy, Xp)u

<Xuaxuu> = T - 7 = T = <X’07Xuv>7
(O8] v/U EU Uy u/v
(Xp, Xop) = KX)o _ Bo - KwXu)y (Xas X
2 2 (2.3)
<Xuaxvv> = _<Xu’U7XU> = _7’11’
E,
<Xvaxuu> - _<XUU7XU> = _?

Proposicién 2.1.3. Sea U un subconjunto abierto y conezo de R?, y sea
x : U — R* una inmersion semiumbilica con A(u,v) # 0 para todo (u,v) €
U. Supongamos que existe un nimero real positivo, R, tal que K(u,v) # %
para todo (u,v) € U y tal que

RPA+|H? =K. (2.4)

Entonces, la inmersion x es esférica.

Demostraciéon: Recordemos que, gracias al Teorema 1.2.2, podemos
considerar que x es isoterma.

Comprobemos que podemos suponer que el vector X,, — X, 0 el vector
X, tiene componente normal no nula. Si no fuese asi, los coeficientes de
las segundas formas fundamentales asociadas a cualquier base del fibrado
normal serian e; = g; y f; = 0. Esto implica directamente que

€1 0 €1 0
. 1 ()] 0 €9 0
CA4EG-F22|0 e 0 ¢
0 €92 0 €9

A — 0,
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en contradiccién con nuestra hipotesis.

Veamos que ademaés, podemos suponer que es el vector x,, — X,, el que
tiene componente normal no nula. De no ser asi, seria el vector x,, el que
tiene que tener componente normal no nula. Pero ahora, podriamos tomar
la reparametrizacion

( ) u+v v—u
uU,v) =X
y ) 2 ) 2 )

que sigue siendo isoterma y verifica y,, — Yoo = Xup- Con esto concluimos
que podemos suponer que X,, — X,, tiene componente normal no nula.

Ahora bien, podemos definir N; como uno de los vectores normales, uni-
tarios y ortogonales a X, — Xy, l0o que implica que sus coeficientes asociados
cumplen e; = ¢g;. Ademas, cualquier vector Ny que tomemos para completar
una base ortonormal, tiene que cumplir que ey # g5, dado que x,,, —X,, tiene
componente normal no nula. Con estas condiciones calculamos la curvatura
normal y se tiene que

fen = (e — 92)2f12'
4FE?
Como por hipétesis se cumple ky = 0 y tenemos e; # go, entonces necesa-
riamente f; = 0.

Ahora, si calculamos la resultante

(e —g2)? +ASS
A7_g]_ 4E4 )

al ser no nula, tenemos que g; # 0 y recordemos que e; = ¢g;.
Definamos el vector normal no necesariamente unitario, Ny, mediante

- E
Nl - - Nl-
€1

Se verifica
<qu7N1> = <X’UU7N1> =L y <Xuv7]\71> =0.

Esto es equivalente a
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Si utilizamos esta informacion para calcular el resto de invariantes, se tiene
que

o L (et
|N1|2 4 E? ’

1 €292 — f3

_ (e2—g2)* + 43

B AE2|N, )2

Estas expresiones llevan directamente a
IN|?PA + |H]> = K.

Si comparamos con la Ec. (2.4), al ser A(u,v) # 0 para todo (u,v) € U, se
puede concluir que

o _ K- |H]?
N|= — =R.
M=
Ademés, la curvatura de Gauss se reduce a
1 _r£2
K=t @n-J (2.5)

R? E?

que al ser K(u,v) # % para todo (u,v) € U, tenemos la informacion adi-
cional de eygy # f3.

Nuestro objetivo sera mostrar que un movimiento rigido de R*, en reali-
dad una traslacion, lleva N7 a x, es decir que se tiene

Nlu =Xy Y va = Xy- (26)

Si calculamos las componentes tangenciales y en N; de cada vector, tenemos
que

<X1L7N1u> - _<qu7 N1> - E7 <Xua va) - _<XUU7N1> - 07
<XU7N1U> - _<Xuv7N1> - 07 <Xva va) - _<Xv1)7N1> - Ea
<N17N1u> = 07 <N17N1v> = O,

donde hemos usado que N; es un vector normal con norma constante. De
esta forma, el vector diferencia, Ny, — x,, tiene las siguientes componentes
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nulas: A .
<XU7 Nlu - Xu> = <Xua N1u> - <XuaXu> -

<XU7N1U - Xu> = <XU7N1u> - <Xvaxu> =
<N17N1u - Xu> = <N17N1u> - <N1>Xu> = 0.

Anéalogamente para el vector diferencia, Ny, — x,, se realiza el mismo argu-
mento.

Para concluir lo que queremos, las Ecs. (2.6), necesitamos comprobar
que las ultimas componentes de los vectores diferencia son también nulas,
o equivalentemente (NQ,NM> =0 = (No,X,) ¥y (NQ,NM) =0 = (Ng,x,).
Partiendo de la ortogonalidad de N vy N, tenemos que

<N17N2u> :_<N17J7N2>7
<N17N2v> :_<N1U7N2>-

Por lo que basta demostrar que (]\71, No,) =0= <]\71, Noy).
Si consideramos {X,, Xy, N1/|Ni| = —Ny, No} como base ortogonal de
R*, dado que e; = g1 = ﬁ vy f1 = 0, conseguimos las siguientes expresiones
1
para las derivadas de x:

E, E, N,
wuw T AU T Ao U_E/\— N7
X QEX 2EX |N1|2 + €2V
E, E,
Xypy = ﬁxu+ﬁxv+f2N27
W T A Au g U_EA— N7
X QEX +2EX ]N1\2+g2 2

donde se han utilizado las Ecs. (2.3).

De la igualdad de los productos escalares

{(Xo0)us Nl) = {(Xuv)o; N1>a

obtenemos la siguiente ecuacion de compatibilidad en términos de (N, No,)
y <N17 N2v>:

B, . -
7 +92<N17N2u> - Eu =

By

D) +f2<N17N2v>7
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o equivalentemente,
92 (N1, Nau) = fo( N1, Nyy) = 0.
De forma anéloga, desde
(Xuw)os N1 = ((Xuo)us V1)

llegamos a la siguiente ecuaciéon de compatibilidad:

E, . -
- + €2<N17 N2v> - Ev =

Ny, Noy,
2 <17 2>7

o equivalentemente,

_f2<N17N2U> + 62<N17N2’U> =0.

Ambas ecuaciones podemos escribirlas como un sistema lineal homogéneo
con (N1, No,) v (Ny, Ny,) como incognitas

{ 92<N17N2u>_f2<]\:[1aN2v> =0,
— f2(N1, Nay) + ea(Ny, Nop) =0,

cuyo determinante es e3go— f2. Recordamos que la condicion de K (u, v) # %
junto con la Ec. (2.5) nos llevaba a que esgy — f2 # 0. Por ello concluimos

que la tnica solucién a este sistema lineal homogéneo es la trivial, es decir,
(N1, Noy) = 0y (Ny, Np,) = 0.

Hemos comprobado que son nulas las componentes tangenciales y nor-
males de los vectores diferencia Nm —X, ¥ NM X,, por lo tanto Nm =X,y
Nl = x,. Como U es conexo, se tiene que X = ]\71 +d donde d es un vector
constante, o equivalentemente, la imagen de x estd incluida en la esfera de
centro d y radio R.

OJ

El enunciado de la Prop. 2.1.3 no es el reciproco completo de la Prop.
2.1.1. Hemos anadido las hipotesis de A(u,v) # 0y K(u,v) # 77 que se
consideran en diferentes pasos de la demostracion. Para completar nuestro
trabajo, vamos a estudiar qué pasa en los casos donde no se cumplen las
hipotesis adicionales.
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Inmersiones esféricas con A = 0.

Para estudiar esta condicion haremos uso de nuestros resultados para inmer-
siones umbilicas en R* que introdujimos en la secciéon 1.8.

Corolario 2.1.4. Sea x : U — R* una inmersion esférica, entonces los
stquientes enunciados son equivalentes:

1. A =0.
2. La inmersion es umbilica.

3. Eziste una inmersion de x(U) en una esfera de R3.

Demostracién: Por los argumentos de la seccion 1.8, se tiene que ser
umbilica es equivalente a las condiciones ky =0, A=0y |H]*> = K.

Si suponemos A = 0, utilizando las condiciones necesarias de esfericidad
de la Prop. 2.1.1 que eran ky = 0y R?A+|H|* = K, se tiene para este caso
que |H|* = K. Se concluye que 1 implica 2.

Si suponemos que es umbilica, tenemos directamente que A = 0, esto
es, que 2 implica 1. Ademas, usando la Prop. 1.8.4 tenemos que existe una
inmersion de x(U) en R3, esto es, que 2 implica 3.

Para la ultima implicacién, si tenemos que es posible que esté inmersa
en R3, entonces esta contenida en un espacio de dimensién 3 de R*. De esta
forma, podemos elegir la base del fibrado normal de manera que N, sea
ortogonal al espacio donde estd la inmersion, esto es, e = fo = g9 = 0,
implicando directamente que A = 0.

OJ

Hemos visto que la condiciéon de esfericidad para inmersiones con A = 0
es equivalente a considerar superficies inmersas en R3. Ademas, esta con-
dicion general en R? pasa a ser la caracterizacion clasica de esfericidad, es

decir, una inmersion es esférica de radio R si y solosi |H|? = K = 7.

Inmersiones esféricas con K = z; en R™.
En el caso A = 0, podemos asumir que nuestra inmersiéon tiene su imagen

en R?, en cuyo caso la condicion necesaria se reduce a |H|? = K = 5. Sin
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embargo, veremos que la condicion K = R2 no soélo se cumple si A = 0.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos la siguiente inmersion esférica de radio 1,
x:U — R con U=Rx]—7/4,m/4] y definida por

1
V14 u?

El calculo directo de sus invariantes muestra que son

x(u,v) = (u, cos(v), sin(v) cos(v), sin?(v)).

(1 + u?) cos?(v) (5 — cos(2v))?
* 2(3 — cos(2v))? ’

(1 + u?) cos?(v) (5 — cos(2v))?
2(3 — cos(2v))? ’

[H|* =1

A= —

por lo que tenemos
A+ |H)? =

Ademas del ejemplo anterior, hemos conseguido construir un ejemplo de
una inmersién no esférica que veriﬁca que existe una constante positiva, R,
tal que R°A+ |H|* = K = 7 v A(u,v) # 0 para todo (u,v) € U. Este
nuevo ejemplo estd basado en el método conocido para la construccion de
superficies de revolucién en R? con curvatura de Gauss constante.

Ejemplo 2.1.6. Sea la inmersion x : U — R* con U = |0, y[ X R, dada
por

x(u,v) = (x1(u), xo(u), cos(u) cos(v), cos(u) sin(v)),

U omt/2 cost (¢ —e—t
)= [ S wb= [
o cos(t) cos(t
y el valor ug es la primera raiz positiva de cos®(t) = e™'. Aproximadamente
se tiene ug ~ 0.48.

donde

Es una inmersion regular ya que el determinante de sus coeficientes de
la primera forma fundamental es

EG — F? = cos?(u) > 0,
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dado que trabajamos en U = |0, ug[ x R. Ademas, el calculo directo de los
invariantes locales muestra que

(cos(u) — 4sin(u))?

|H? =1- 2(8 — e%(3 + 4 cos(2u) + cos(4u)))’

K=1, ky=0 A=1—]|H]

Para comprobar que es una superficie no esférica, vamos a trabajar por
reduccion al absurdo. Si fuese esférica deberia existir un punto en el espacio
d = (dy, ds, ds, dy) tal que |x —d|? es constante. Calculamos directamente la
derivada parcial de esta expresion con respecto a v y tenemos

0= (Jx—d|*), = 2cos(u)(dscos(v) — dssin(v)).

Dado que cos(u) no se anula en U y que las funciones trigonométricas cos(v)
y sin(v) son linealmente independientes, se deberia cumplir que ds y d4 sean
nulos. Si calculamos la otra derivada parcial, tenemos que

0 =(x—dJ),
= 2((1(u) = di)2y(u) + (w2(u) — da)x5(u) — cos(u) sin(u))

= 2(xq(u)x) (u) + xo(u)ah(u) — cos(u) sin(u) — dya) (u) — dazhy(u)).

Para ver que {z(u)z}(u) + z2(u)xh(u) — cos(u) sin(u), 2} (u), 25 (u)} no son
funciones linealmente dependientes en todo punto, calculamos el Wrons-
kiano que denotamos por W (u). Podemos comprobar que no se anula en
algin punto de ]0,ug[, por ejemplo, en u = 0.1 se tiene que aproximada-
mente 17(0.1) ~ 0.11 > 0. De esta forma, sabemos que estas funciones son
linealmente independientes al menos en un subconjunto abierto de U.

Asi, concluimos que no pueden existir constantes dy y dy que verifiquen
2y
(|x —d| )u =0

en el subconjunto abierto dado de U. Lo que implica que x no puede ser
esférica al menos en ese subconjunto abierto.

Con ambos ejemplos pertenecientes a este subcaso, vemos que las con-
diciones necesarias no son suficientes para caracterizar las inmersiones es-
féricas. Es decir, que existen inmersiones que cumplen simultdneamente las
condiciones ky =0, RPA + |H? = K = 45 y A(u,v) # 0 que son esféricas
y otras que no son esféricas.
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2.2 Inmersiones esféricas en R"*?, con n > 2

En el caso general encontramos una condiciéon necesaria, que por si sola no
permite encontrar un resultado reciproco. Veamos como es esta condicion en
el caso general.

Proposicién 2.2.1. Sea x : U — R"*2, con n > 2, una inmersién esférica
y supongamos que Is(u,v) # 0 para todo (u,v) € U, entonces

kX 2

B nlbor (27)

donde p(x) es la proyeccion de x en T?M.

Nota 11. Recordemos, seccion 1.7, que T?M es el espacio generado por
{Xuy Xuy Xuu, Xy, Xpp b Y cOMo méximo es de dimension 5.

Demostraciéon: Para la demostracion, supondremos que tenemos una
inmersion x : R? — R"*?2 incluida en una esfera centrada en el origen. Si es
necesario, se realizaria una traslacion.

Por un lado, como I5 # 0, tenemos por el Lema 1.4.3 que T?M tiene
dimension 5 y que los vectores {X,, Xy, Xuyu, Xuv, Xpp } SO0 linealmente inde-
pendientes. Por otro lado, como x es esférica, tenemos que |[x|*> = R? y, por
lo tanto,

(x4, x) = 0 = (x,,X). (2.8)

Tomando las derivadas parciales en Ec. (2.8), se tiene que
(X, X) = — (X, Xy) = —F.

Analogamente, < X, X >= —F y < X, X >= —G.

Como {Xy, Xy, Xuu, Xuv, Xpu} €S base de T?M, podemos determinar un
vector no necesariamente unitario, N € T2M, que cumpla las siguientes
cinco condiciones:

(
(
(Xuu, N) = (Xu, X) = (Xuw, p(X)), (2.9)
(
(
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Observamos que N cumple las mismas condiciones que p(x), lo que implica
que ambos vectores coinciden.

Ahora elegimos una base, {t1,t2, N1, Na, N3}, adaptada a la inmersion
donde N; = N/|N|. Esta base tiene por coeficientes

e[N|=—E, AIN|=-F y g|N|=-G.
Los invariantes locales de Montesinos, Ecs. (1.10), seran

_ M + [Mys|? + | Mos|?

Aja3)?
ey A v

b "G - Py

(2.10)

Utilizando las expresiones que tenemos para los coeficientes, se verifica
que

et i ¢ —1/|[N] 0 0
Apps=1es fo g | = 0 1 0] Mas.
es f3 g3 0 0 1
Por lo tanto
|Avas| = —[Mas|/IN| 'y [Mia] =0 = |Msl.

Utilizando esta informacion junto con las Ecs. (2.10), se tiene que

2 r M+ [Mys]? 4 [ Mas|”  [ApsP NP 5
B =ty = e = = 4BINT

O

Notese que para el caso n = 3, la imagen de x est4 en una esfera S*(R) C
R®. Recordando la nota 7 (en la seccion 1.7), tenemos que la dimension de
T?M es al menos 5, es decir, T?M = R® y por lo tanto p(x) = x. De esta
forma, la expresion Ec. (2.7) queda simplemente como

k’2
il = -[5R27

donde R es el radio de la esfera.

En los casos n > 3, aunque |x| sea constante, |p(x)| no tiene que serlo
necesariamente. Veamos un ejemplo sencillo.



2.3 Resumen de resultados 55

Ejemplo 2.2.2. Consideramos una inmersion esférica de radio 4, x : U —
R®, definida por

x(u,v) = (cos(u), sin(u), cos(v),sin(v), vVu + v,vV2 — u — v),

donde U = {(u,v) e R?: 0 <u+wvy0<2—u—uv} Elcalculo directo nos
da

Iy k% 4B+ v+ 2u(—14v) —2v +0?)
Is 45 5+ 3u®+ 6u(—1+v) — 6v + 302

= p(x)[*.

Resumimos esta posibilidad en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.3. Sea x : U — R, una inmersion esférica y supongamos

2
que Is(u,v) # 0 para todo (u,v) € U, entonces kl—’sv es constante.

2.3 Resumen de resultados

Para resumir los resultados en esta seccion, tenemos la siguiente tabla de
condiciones necesarias:

Condiciones necesarias

Esfericidad en R* (Prop. 2.1.1) = ky=0 y R:A+|HP?=K.

Esfericidad en R® (Cor. 2.2.3) = % es constante.

Esfericidad en R"™, n>3 = % = I;|p(z)|?.
(Prop. 2.2.1)

Anadimos, ademas, la siguiente tabla de los posibles subcasos en R*:
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Posibles condiciones

A

A(u,v) nunca se anula

Y~

Condiciones suficientes,
ademés puede ser
inmersa en R3

(Cor. 2.1.4)

Existen ejemplos
esféricos y
no esféricos

(Ejs. 2.1.5 y 2.1.6)

K(u,v)

para todo (u,v) € U

No es esférica

(Aplicando Prop. 2.1.1)

Condiciones suficientes

(Prop. 2.1.3)




Capitulo 3

Superficies inmersas en R* cuyos
planos tangentes definen angulos
constantes con un plano fijo

El objetivo del capitulo anterior era caracterizar las superficies esféricas, de
las que se conocian bastantes ejemplos. En contraste, un objetivo de este
capitulo sera hallar ejemplos generales para las superficies de dngulos de
Jordan constantes o helicoidales. Dichas superficies se entienden como
la generalizacion de las hélices generalizadas clasicas en R3, aquellas curvas
cuyo vector tangente forma siempre el mismo angulo con una direccién fija-
da. Recordemos que estas curvas estan caracterizadas mediante el llamado
teorema de Lancret.

Teorema (Teorema de Lancret). Una curva en R no plana es una hélice
sty solo si el cociente entre su torsion y su curvatura es constante.

Para llevar la nociéon de hélice generalizada a superficies, hay que tener
en cuenta que en lugar de una recta tangente tenemos un plano tangente.
De esta forma, se utilizan los angulos de Jordan definidos en general entre
subespacios vectoriales de cualquier dimensién. Para subespacios de dimen-
sion 2 en R*, estamos hablando de dos angulos de Jordan, los que se forman
entre los planos tangentes y un plano fijado.

Estas superficies se habfan estudiado en [3], donde se demuestra la exis-
tencia de una superficie inmersa en R* para cualquier par de angulos de

57
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Jordan dados. La demostracion dada en [3| se basa en buscar qué condicio-
nes tiene que cumplir una inmersion del tipo grafica, es decir,

X(uv 1}) = (u,v, f(uv v),g(u,v)),

para tener dngulos constantes con respecto un plano fijo. Esto se traduce
en condiciones sobre f v ¢ en forma de ecuaciones en derivadas parciales.
Aplicando teoremas de existencia de soluciones para esas ecuaciones, se con-
cluye que deben existir tales funciones y por ello existe tal inmersion. Esta
demostracion no permite construir ejemplos explicitos, ya que la solucion
explicita de las ecuaciones en derivadas parciales que aparecen dificilmente
es posible. S6lo se conocen ejemplos en los casos donde uno o ambos dngulos
son nulos o 7.

El objetivo de este capitulo es encontrar ejemplos explicitos de superficies
con dngulos 0 < ¢; < ¢ < 7, ademads de conseguir una caracterizacion de las
superficies con dngulos de Jordan constantes en términos de los invariantes
locales. A su vez, vamos a estudiar como se comportan los invariantes para
esta familia, y si es posible, demostrar un resultado similar al de Lancret:
una caracterizaciéon de una familia de superficies de angulos constantes en
términos de los invariantes locales.

La estructura de este capitulo es:

e Vemos coémo se definen los dngulos de Jordan entre dos planos y su
interpretacién en términos de los bivectores asociados a los planos.

e Estudiamos la familia de superficies con K = 0 = ky que incluye a la
familia de 4ngulos constantes.

e Anadimos la condicion de angulos constantes a la familia anterior para
encontrar un resultado general que describa cada inmersion con angu-
los constantes.

e Imponemos una condiciéon adicional en términos de los invariantes que
nos lleva a una descripcion total y explicita de una subfamilia de su-
perficies inmersas con dngulos constantes arbitrarios.
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3.1 Angulos de Jordan y superficies helicoida-
les

Como ya hemos comentado, los angulos de Jordan estdn definidos entre
subespacios vectoriales de dimensiones arbitrarias. Vamos a utilizar la defi-
nicion dada en [28| adaptada a nuestro caso de subespacios de dimension 2.
Se denotara por Gry s a la Grassmaniana de todos los subespacios vectoriales
de dimension 2 en R*.

Definicion 3.1.1. Dados dos planos, P, R € Gras, con dos bases ortonor-
males {p1,p2} C P y {r1,m2} C R, consideramos la matriz

A = (<P17T1> <p177“2>)7

<]92,7“1> <]92,7“2>

donde { , ) es el producto escalar usual en R*. Denotamos por \; > Xy
los valores singulares de la matriz A, esto es, los autovalores de la matriz
VATA. Los dngulos principales o dngulos de Jordan entre P y R serdn
aquellos valores 0 < ¢1 < ¢ < 7 tal que cos(¢;) = N, 1 =1,2.

Nota 12. La definicion no depende de la eleccion de la base.

Con esta definicion podemos presentar formalmente nuestro objeto de
estudio para este capitulo, ver [3, Def. 2.6].

Definicion 3.1.2. Sea ¥ una superficie inmersa en R* y sea II C R* un
subespacio vectorial de dimension 2. Diremos que X es una superficie he-
licoidal o que tiene dngulos principales constantes o dngulos de Jor-
dan constantes con respecto a 11, si los dngulos principales entre el plano
tangente Tp3 y I no dependen de la eleccion del punto p € 3.

Angulos de Jordan mediante bivectores

Como vamos a trabajar con el espacio de planos de R*, surge, de forma natu-
ral, la idea de utilizar la asociaciéon entre planos y bivectores. Los bivectores
son una parte de los elementos del &lgebra exterior definida sobre los ten-
sores, denotada por AR*. Este espacio vectorial es el cociente del anillo de
los tensores, (T(R*), +,®), bajo el ideal I formado por los elementos x ® ,
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es decir, el ideal formado por los elementos que se pueden expresar como el
producto tensorial de un vector por si mismo.

Si tomamos, por ejemplo, la base canonica del espacio, {€], €, €3, €4},
entonces una base de los tensores covariantes seran los elementos duales
{(e1)*, (e2)*, (€3)*, (€4)*}. Utilizamos esta notacion para distinguirlos de los
coeficientes de las segundas formas fundamentales asociadas.

El espacio de bivectores, denotado por A2R*, es el subespacio vectorial
de AR* formado por los (2,0)-tensores antisimétricos. Cualquier elemento
de este subespacio puede expresarse como una combinacion lineal de los
elementos de una base. Si tomamos {€; A €;}, con 1 < i < j < 4, como la
base de AR*, entonces un elemento, 7, se puede escribir como

no= 3 @) (E))E A e,

Ademas, dado que A?R* es un espacio vectorial, podemos definir el producto
escalar entre dos bivectores. Si tenemos dos bivectores, n y v, dados por

4 4
=Y, a&AEG y v= ) by &AE,
1,7 =1 1,7 =1
i< j 1<]

entonces
(n,v) = Z aij bij.
1,7 =1
1<
Si ahora consideramos un 2-plano, II, podemos asociarlo con el conjunto
de bivectores, {v, A Wa}acr, tal que el par {v,,w,} es una base de II. De
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forma usual, tomaremos como representante del conjunto un bivector, voAwy,
tal que {vg, wo} es base ortonormal de TI.

Denotaremos el siguiente subconjunto de bivectores unitarios

Q={neNR":(nn) =1 nAn=0}

La segunda condicion, n A = 0, es también llamada descomponibilidad
e implica que el bivector se puede escribir como el producto exterior de dos
vectores.

Lema 3.1.3. Sea n un bivector tal que (n,n) = 1,nA\n =0, entonces ezisten
dos vectores n1 y 1o de forma que n; A ny = 1.

Con la métrica heredada de los bivectores, vamos a definir &ngulos entre
los elementos de () para luego ver su relacion con los angulos de Jordan.

Definicion 3.1.4. Sean dos bivectores unitarios y descomponibles, p1 A
p2, 71 ATy € Q, definimos el dngulo entre los bivectores como el valor
0 € [0,7/2] tal que

cos(0) = [{p1 A p2,71 AT2)].

Andlogamente, se define el dngulo ortogonal entre los bivectores como
el valor 0+ € [0,7/2] tal que

cos(01) = |{p1 A pa, 73 A14)l,

donde {ry,ry, 3,74} forman una base ortonomal de R*.

Trabajar con estos dngulos es equivalente a trabajar con los angulos de
Jordan, como vemos en el siguiente resultado.

Lema 3.1.5 (Ver [18, Teorema 5|). Sean 0 y 0+ los dngulos entre los bi-
vectores asociados a dos planos P y R. Sean ¢ y ¢o los dngulos de Jordan
entre los mismos planos. Los pares de dngulos estdn relacionados mediante
las expresiones

cos(f) = cos(p1) cos(dy) y  cos(8L) = sin(¢y) sin(¢s).

De esta forma, buscar el conjunto de planos con un mismo par de angulos
de Jordan con respecto a un plano fijado serd equivalente a buscar el conjunto
de bivectores con un mismo par de angulos con respecto un bivector fijado,
ya que ambos pares de dngulos estan relacionados por el Lema 3.1.5.
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3.2 Inmersiones con curvatura de Gauss y cur-
vatura normal nulas

Antes de estudiar las superficies helicoidales, es ttil estudiar una familia
més general: las inmersiones con las condiciones usualmente conocidas como
métrica plana y fibrado normal plano. Esto no es mas que aquellas inmersio-
nes que cumplen K = 0 = ky. Esta demostrado en [13] que las superficies
helicoidales cumplen estas dos condiciones. Trabajar primero en la familia
méas general, nos permitird utilizar resultados que incluyen las superficies
inmersas en R* cuyos planos tangentes definen dngulos constantes con un
plano fijo.

Vamos a empezar con el hecho conocido, ver por ejemplo [33], de que
existe un campo vectorial unitario normal a la superficie, que ademas es
paralelo en el fibrado normal, es decir, que los campos resultantes al derivar
respecto a los pardmetros de la superficie son tangentes. Los campos que
cumplen esta condicién son usualmente llamados secciones especiales. Si
se utilizan secciones especiales, se dan ciertas relaciones entre los coeficientes
de las formas fundamentales.

Proposicion 3.2.1. Dada una inmersion, X, que cumple K = 0 = ky,
entonces existe una base del fibrado normal {N, N} tal que los coeficientes
de las sequndas formas fundamentales verifican

fi = cos(w)ey + sin(w)es,
fo =sin(w)e; — cos(w)es, (3.1)
[ = €1,
92 = €9,
para una funcion diferenciable w. Ademds, se tiene que
E=el+e5=G y F=(e—e3)cos(w)+ 2eiepsin(w). (3.2)

Nota 13. Todas estas relaciones entre coeficientes estan demostradas, con
diferente notacion, en [13].

Demostracién: Supongamos que N es una seccion especial de una in-
mersion con K = 0 = ky. Tenemos una base del fibrado normal {N, N},
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donde N es un complemento ortonormal de N en el fibrado normal. Se de-
muestra en [13, pag. 12| que se cumplen las siguientes propiedades:

<Nu7Nu> =1= <N’U7NU>7 <Nu>Nv> = COS(UJ),
(N, Ny) = 0= (N,,, N,), (N, Ny) = sin(w) = (N, M), (3.3)
<NuaNU> =1= <Nvan>v <Nu>Nv> = —COS(W),

para una funcion diferenciable con continuidad w tal que w,, = 0.

Partiendo de este resultado, supongamos que tenemos una inmersion,
x : U — R*, con angulos principales constantes respecto a un plano fijado
y por lo tanto K = 0 = ky. Sean N y N dos secciones especiales que
forman una base ortonormal del fibrado normal y que cumplen las Ecs.
(3.3). Estas ecuaciones implican que tanto {Nu,Nu} como {NU,NU} son
bases ortonormales del plano tangente, relacionadas por

N, cos(w)  sin(w) N,
=1 A (3.4)
N, sin(w) —cos(w)/) \ IV,
Notese que esta matriz es idempotente, o lo que es lo mismo, es su propia
inversa.

Para escribir las derivadas utilizando estas bases, tenemos, por ejemplo,
que
<XU’ Nu> = ((Xua N))u - <qu, Nu> == 0 — €61 = —e€;.

Si realizamos los calculos andlogos para el resto de los productos escalares,

se tiene que
Xu _ €1 €2 Nu
Xy fl f2 Nu 7
y para la otra base, se tiene

)= 5 (%)
() ()= ) () o5

Esto implica que
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De esta forma, obtenemos las siguientes relaciones

G = ) () o)

Equivalentemente, multiplicando por la matriz en la Ec. (3.4), se consigue

(62 (o) sy (B ),

con lo que tenemos las siguientes ecuaciones:

fi = cos(w)e; + sin(w)ey,
fo =sin(w)e; — cos(w)es,
g1 = cos(w)fi + sin(w) fo = ey,
go = sin(w)fi — cos(w)fo = e,

que implican las igualdades en Ecs. (3.1). Concluimos que s6lo dos de los seis
coeficientes e;, fi, g;, @ = 1,2, son independientes. Elegimos que lo sean e; y
es. Ademas, gracias a las ECS. (3.5), podemos expresar los coeficientes de la
primera forma fundamental en términos de e; y es de la siguiente forma

E = (xy,xy) = 6% + 6%,
F = {(xu,X,) = e1f1 + eafa = (€3 — €3) cos(w) + 2e;eq sin(w),
G =(XuX)=gitgi=clte3=FE.

que implica las igualdades en Ecs. (3.2)

3.3 Inmersiones con angulos de Jordan cons-
tantes

En esta secciéon vamos a utilizar los resultados de la seccién anterior pa-
ra encontrar parametrizaciones explicitas con angulos de Jordan constantes
arbitrarios. La idea principal sera interpretar esta condicién como ecuacio-
nes en derivadas parciales en los coeficientes de las formas fundamentales
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que hemos tomado como independientes. Para ello necesitaremos cambiar
el planteamiento de la seccion anterior. En vez de utilizar {N,, N,, N, N}
Xu

como base del espacio, utilizaremos la base {2, 2= N, N}. Resumimos en

[xu|? |xv ‘.’

la siguiente proposicion las propiedades que conseguiremos con este cambio.

Proposicién 3.3.1. Dada ¥ una superficie inmersa en R* con K =0 = ky,
entonces, existe una parametrizacion, X, junto a una base del fibrado normal,
{N1, Na}, tal que los coeficientes de las formas fundamentales verifican

e1=2VE, F=0, g =2VG,
er=fi=0=fa=gi, (N, No)=—L2 (N, Ny) = <.

er

Demostracién: Denotemos por X la inmersion que cumple las condi-
ciones de la seccién anterior junto con las secciones especiales asociadas
denotadas por { N, N}. Ahora consideramos la siguiente reparametrizacion

x(u,v) = X(u + v,u — v).
Empecemos a comprobar que ésta es la parametrizacion que necesitamos.

Vamos a calcular los coeficientes de sus formas fundamentales, para ello
tenemos que sus derivadas parciales son

por lo tanto, los coeficientes de su primera forma fundamental son

E =E+2F+G=2FE+F)=4(cos(t)é; +sin(t)é,)*,
F =E-G=0, (3.6)
G =FE—-2F+G=2E—F)=4(—sin(t)é; + cos(t)é)’,

con t = & y donde se han usado las Ecs. (3.2).

Para calcular los coeficientes de las segundas formas fundamentales aso-
ciadas, vamos a elegir, N y Ny, vectores distintos de N y N, definidos por

Ny = cos(t)N +sin(t)N,

Ny = —sin(t)N + cos(t)N.
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Serad esta combinacion de reparametrizacion y vectores normales lo que nos
va a dar las relaciones que buscamos. Por ejemplo, el calculo de e; es

€1

(Xus N1) = (Rag + 2%ap + Kag, cos(t)N + sin(t)N)
cos(t)(ér + 2f1 + §1) + sin(t)(és + 2f> + G2)
2 (cos()(ér + 1) + sin(t)(@ + f2))
2 (cos(t)(é1 + cos(w)é; + sin(w)és)

+sin(t)(ég + sin(w)é; — cos(w)és))
2 ((cos(t) + cos(t) cos(w) + sin(t) sin(w))é;
+(sin(t) 4 cos(t) sin(w) — sin(t) cos(w))és)
2 ((cos(t) + cos(w — t))é; + (sin(t) + sin(w — t))és)
4 (cos(t)é; + sin(t)és)

2VE,

donde se han usado las Ecs. (3.1). Analogamente se obtiene f; = g1 = e3 =

fo=0y g =2VG.

Notese que, aunque estamos llegando a las propiedades que nos haran
falta, si perdemos una propiedad con estos cambios. Con esta base del fibra-
do normal, { Ny, N>}, no estamos trabajando con secciones especiales. Para
comprobarlo, podemos ver que

(Nl)u

(N1>v

o (— sin (%) N + cos (% N) + cos (%) N, + sin (%) N,

-+ s (5) N, sin (5) N

A

2

~

)
(

wo (— sin (£) N + cos (£) N) +cos (£) N, +sin (£) N,
(

Ny + cos (£) N, +sin (£) N,

Se concluye que

<N1U7N2> :Wu/27 <N1U7N2> :wv/2~

Asi vemos que las derivadas de cada N;, 1 = 1, 2, tienen componente normal
no nula y por lo tanto no son secciones especiales. Concluimos, utilizando



3.3 Inmersiones con angulos de Jordan constantes 67

las Ecs. (3.6) vy las expresiones de e; y go, que nuestra lista de coeficientes

cumple

e2 g2
E=-2 F=0 G=2
47 b 47

62:f1:O:f2:91; <N1uaN2> :wu/2> <N1’U7N2> :Wv/z-

Ademas, las expresiones de los invariantes son

|2 Tr(g) A = 4

~gP? g’

|H (3.7)

E F
donde g = <F G) v |g]* = det(g).

Si comparamos los resultados obtenidos hasta el momento con nuestro
enunciado, nos queda relacionar las derivadas parciales de w con e; y go. Para
encontrar la relacion entre las derivadas de w con ey y go, buscaremos las
ecuaciones de compatibilidad del fibrado ortonormal {t, 3, N1, No} donde

; Xy 2 y Xy 2
VE e “ VG 92 !
Miraremos que las coordenadas de las derivadas mixtas de orden 2 de cada
elemento coincidan usando los dos posibles ordenes de derivacion.

Para ello, primero vemos las expresiones de las primeras derivadas de
cada vector en términos de la base. Por ejemplo, para calcular las compo-
nentes de t1,, como ¢; es unitario, tenemos que (ty,,,t;) = 0. Para la segunda
componente usamos que

2 2 uUU u v
(t)usts) = <(—xu) ,—xv>—4<x——%xu,x—>.
el u 92 €1 €1 g2

Dado que (x,,x,) = F =0, se tiene que

Xuu — Cly_ Xo s
t U?t = 4 - _Xu7 - = XU/UJX'U Y
(ewte) = 4% = D, 2 = 2 ()

Ademas, (xy,x,) = 0 implica que (Xyy, X,) = —(Xy, Xyp)- Tenemos también
que B, = (X4, Xu)o = 2(Xy,Xu), por lo tanto (X,.,,x,) = —%Ev. De esta
forma, llegamos a
2 2
<(t1)u7t2> = __Ev 1

€192 €192 g2 .

|
|
/L
)
=
~
o~
N2
<
|
|
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Para la tercera coordenada, se obtiene que

(t1)u, N1) = 2<M—2—%“Xu,N1>

€1
= l<xuuuN1> = 261 = 27

y para la tiltima coordenada, llegamos a
2

2
<t1u7N2> = _<qu7N2> = —€y =
€1 €1

Se calcula analogamente para cada elemento de la base y tenemos las
expresiones

1y t t

0 —%” 2 0
t2u B % O O O Z52 _A t2
Ny, -2 0 0 % N, Ny |7
Na, 00 =% 0/ N, N,

(3.8)

t1, 131 t

0 = 0 0
t?v B _962_1u 0 0 2 t2 _ g t2
Ni, | 0 0 = Ny | N
Ny, 0 =2 =% 0/ N N,

De forma usual, podemos escribir las condiciones de compatibilidad en forma
matricial

B, — A, =[A, B].

El calculo directo muestra que las tinicas entradas no nulas de la matriz
diferencia B, — A, estan en la posicion (1,2) y en su simétrica (2,1). Para
la otra matriz, [A, B], las inicas entradas no nulas estan en la antidiagonal.
Asi, se obtienen las condiciones

para la entrada (1,2) de la igualdad, y para la antidiagonal

o 292u o 2611}
Wy = ——, Wy = .
€1 g2
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O

Hasta este punto, s6lo hemos escrito las condiciones de la parametrizacion
dada en [13] mediante nuestra notacion. Ahora vamos a estudiar la condicion
de angulos constantes sabiendo estas relaciones entre los coeficientes de las
formas fundamentales.

Proposicién 3.3.2. Dada Y una superficie inmersa en R* con dngulos de
Jordan constantes, 0 < ¢1 < ¢ < 7, con respecto a un plano fijo, entonces
existe una parametrizacion, X, junto a una base del fibrado normal, { Ny, N2},

tal que los coeficientes de las formas fundamentales verifican

61:2@, F=0, g2:2\/§,
es = fi=0=fo =g, <N1U,N2):—& <N1”’N2>:%U’

er?

(3.9)

donde los coeficientes E y G cumplen el sistema de ecuaciones en derivadas

parciales
(\/F)v = Cl\/@; (3 10)
(@), =cn/E. |
—__2sin@by) 0 2sn(61)
con = cos(2¢1)—cos(2¢2) ye2= COS(2¢1)_C02(2¢2) ’

Demostracién: Sabemos que una superficie inmersa en R* con angulos
de Jordan constantes con respecto a un plano fijo cumple que K =0 = ky.
Sean x y {N1, N} la parametrizacion y la base del fibrado normal dados
por la proposicion anterior.

Supongamos que el plano fijo, respecto del cual la inmersion tiene angulos
de Jordan constantes, es el plano generado por los dos primeros vectores de
la base canonica, €; y &, de R*. De no ser este plano con el que se tienen
los 4ngulos constantes, se realizaria un movimiento rigido a la inmersion.

Del mismo modo que usamos los vectores {t1,ts, N1, No} como base de
R*, usamos para A’R* la base de bivectores

{t1 Nta,t1 A Ny, t1 A Na,to A Ny, to A Noy Ny A No}.
Entonces, el bivector €; A €5 se puede escribir en esta base como

51/\52 = a1t1 At2+a2t1AN1 —|—a3t1 /\N2+a4t2/\N1 +a5t2/\N2+a6N1 /\NQ,
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donde en principio cada a; es una funciéon desconocida. Como los planos
tangentes forman angulos constantes con el plano generado por los vectores
{€1, €}, el lema 3.1.5 implica que

{ a; = <€1 A 52, tl N t2> = COS(¢1) COS<¢2),
g = <€1 VAN 52, N1 N N2> = Sin(¢1) Sin(ng).

Ambas funciones son valores constantes dado que ¢, y ¢ son constantes.
Tomando las derivadas en a; = (€1 A €3, t1 A ta) y usando las Ecs. (3.8), se
tiene que

{ 0 = <€1 VAN 52, (tl N tg)u> == —2a4,

0 = <€1 VAN 52, (tl N t2)v> = 20,3.

Por lo tanto ag = 0 = ay4. Si tomamos las derivadas en ag = (€1 A€y, Ny AN3),
se llegaria al mismo resultado.

Para calcular las ultimas coordenadas, sabemos que (€] A€, € Aés) =1
y (€1 A\ éy) A (€1 A éy) =0, o lo que es lo mismo

{ 1 = (€1 A&, A&y = cos?(¢y) cos? (o) + sin?(¢y) sin?(¢y) + a2 + a2,
0 = (€1 ANéy) A(e1 N éy) = cos(pr)cos(pa)sin(ep)sin(ps) — asas.

Este sistema de ecuaciones cuadraticas tiene por solucion

as = £sin(¢q) cos(¢s), a5 = £ cos(¢py) sin(gs).

Asi se concluye que cada funcién a;,7 = 1,2,...,6, es en realidad una
constante y escribimos

€1 N\ €y = cos(¢py) cos(pa)t Aty £ sin(¢y) cos(pa)t; A Ny
+ COS(¢1) Sin(¢2)t2 A NQ -+ Sin(¢1) sin(¢2)N1 A NQ.

Ahora, si calculamos las derivadas de €] A €,, utilizando cuando es necesario
las Ecs. (3.8), se tiene que

(ELNéEr)y = <92u sin(¢1) cos(¢2)  e1y cos(¢1) sin(¢a) + 2COS(¢1)COS(¢2)> t A Ny

€1 g2

€1 92

+ <92u005(¢1)sin(¢2) _ eiwsin(¢i)cos(da) 2sin(¢;) Sin(¢2)> ty A NY.
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La otra derivada, (€1 Aé,),, nos da andlogamente las mismas dos condiciones

g2u cos(¢1) sin(d2)  e1ysin(di)cos(pa) 9 Sin(¢1) Sin(¢2) -0

€1 92

gou sin(¢1) cos(g2) el cos(¢1) sin(¢p2) + 2COS(¢1) COS(¢2) -0

€1 92

que son equivalentes a

g2u _ €lv =2
e1 tan(¢1) g2 tan(¢2) ’

gautan(di) _ eivtan(da) _ —9
el g2 '

Obtenemos asi las siguientes ecuaciones en derivadas parciales

€1v

92u
donde, después de manipulaciones trigonométricas, las constantes se pueden
escribir como

tan(¢2)(1+tan2(é1)) -

tan(p1) (tan(¢2)—tan(¢1)) I2 — €192

tan(¢2) (1+tan(¢1) tan(p2))
tan(¢z2)—tan(¢1)

2
2

€1 = G264,

O 2sin(26) O 2sin(26y)
“a= cos(2¢1) — cos(2¢2) yoes cos(2¢1) — cos(2¢2)

Estas expresiones demuestran el resultado al ser equivalentes a las Ecs. (3.10)
utilizando las Ecs. (3.9).

O

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden, las Ecs.
(3.10), es equivalente a la siguiente ecuacion en derivadas parciales hiperbo-
lica de segundo orden

(VE),, = aeVE, (3.11)

de donde obtendriamos G de la ecuaciéon (vV'E), = ¢;v/G. Es bien conocido
que este tipo de ecuacién en derivadas parciales se resuelve utilizando el
método de Riemann, ver [19] por ejemplo, cuando se tiene una condicion
inicial apropiada. En el siguiente teorema vemos como cualquier soluciéon de
Ec. (3.11) determina una inmersion y reciprocamente, cualquier inmersion
determina una solucion.



72 Capitulo 3: Caracterizacién de superficies de angulos constantes en R4

Teorema 3.3.3. Sean 0 < ¢1 < ¢y < 7 dos dngulos arbitrarios.

1. Sea U un abierto en R? y sea f : U — R una solucion de la ecuacion

for = sin(2¢1) sin(2¢s)
. (cos(2¢1) — cos(2¢2))?
tal que f no se anule en U. Entonces, existe una inmersionx : U — R4

con dngulos de Jordan ¢, y ¢o respecto a un plano fijo tal que su
coeficiente de la primera forma fundamental E = (x,,x,) es igual a

1.

f

2. Reciprocamente, siy : V — R* es una superficie inmersa con dngulos
de Jordan ¢1 y ¢o respecto a un plano fijo, entonces para cada punto
p € V, existe una reparametrizacion, X, definida en un subconjunto
abierto, U, donde p € U C V C R2, tal que los coeficientes de la
primera forma fundamental E y G satisfacen las Ecs. (3.10).

3.4 Caracterizacion de la subfamilia de inmer-

siones con angulos de Jordan constantes y
. |H*
con ratio —x- constante

De todas las superficies inmersas con angulos de Jordan constantes, cen-
tramos nuestro interés en mostrar una caracterizacion de una familia con
una condicién geométrica especifica. La familia de coeficientes asociados se
correspondera con los que cumplen la condicion analitica vVE = A\WG. Si
estudiamos esta condicion con el sistema general, las Ecs. (3.10), obtenemos
un sistema mas sencillo dado por

{ (\/E)U :Cl)\\/E,
)\(\/E)u :CQ\/E,

. . 2
cuyas soluciones son directamente vV E = pe“?** X% donde p es la constante
de integracion.

(3.12)

El célculo directo, usando las Ecs. (3.7), muestra que estas soluciones
implican que la curvatura media y la resultante se escriben como

14 A2 4
HP = — 2y A (3.13)

— )\2601)\1)4»%11, _)\262(01)\1}4*%114) .
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De esta forma, tenemos el siguiente cociente

H|* 1422
A ( 2 ) '
Encontramos que se cumple de forma necesaria que el cociente % es con-
tante. Veamos en el siguiente resultado que esta condicion geométrica sobre

la superficie inmersa es equivalente a la condicion analitica sobre los coefi-
cientes.

Proposicion 3.4.1. Dada una superficie inmersa con dngulos de Jordan

. . H|4
constantes ¢1 y ¢ respecto a un plano fijo, y con cociente % constante,

entonces existe una parametrizacion, x, tal que
x| = VE = pet? 3
donde
2sin(2¢,) 2sin(2¢,)
c1 = Ccy =
" cos(261) — cos(2¢,) Y 27 cos(2¢) — cos(2¢)’

y p es un factor de escala.

Nota 14. La aparicién de una constante sin determinar como un factor de
escala es natural dado que, si una inmersion tiene angulos constantes con

respecto a un plano, entonces cualquier homotecia tiene los mismos angulos

|H]*

~~ No se ve afectado

con el mismo plano. De la misma forma, el cociente
por este tipo de transformaciones.

Demostracién: Primero, sea X una parametrizaciéon cumpliendo las pro-
piedades de la Prop. 3.3.1 de la superficie inmersa dada. La expresion de la
ratio de los invariantes no nulos, usando las Ecs. (3.7), es

|H* (E+G? 1 E G

-+ — + —.

A 4EG 2 4G AFE
Por lo tanto, % es constante si y solo si % + % es constante. Equivalente-
mente, si y sélo si % es constante. Podemos asumir que vE = AWVG. Por la

Prop. 3.3.2, E'y G tienen que verificar las Ecs. (3.10). Llegamos al sistema
de ecuaciones (3.12), cuya solucion es vV E = pe** T3 con p un valor real.

Ademas, dado que hemos visto en las Ecs. (3.13) que las expresiones
de los invariantes son independientes de p, se concluye que se trata de un
factor de escala. No influye en la geometria de la inmersién. Sélo influye en
la distancia relativa al origen.
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O

3.5 Expresiones explicitas para las superficies

. . |H*
Inmersas con ratio =~ constante

Nuestro interés en la familia que hemos caracterizado en la seccién anterior
se basa en dos hechos:
.., L. . . .. H|4
e La condicién geométrica que determina la familia, % constante, nos
recuerda a la condiciéon sobre las hélices generalizadas caracterizadas
por el teorema de Lancret.

e Al reducir el conjunto de soluciones nos encontramos con la posibilidad
de dar una inmersiéon para cada elemento de la subfamilia.

En esta seccion vamos a ver la descripciéon explicita que tenemos para esta
familia. En concreto, daremos una inmersién para cada elemento de la familia

de superficies de angulos de Jordan constantes respecto a un plano fijo y
H|*

ratio constante ‘T = —1. Aunque todo este desarrollo se puede realizar

para una ratio arbitraria, para evitar notaciones demasiado confusas vamos
. . H|4

a considerar que A = 1, esto es, que la ratio % = —1.

Dada una solucién explicita para las Ecs. (3.10), la inmersion surgira

Xy

utilizando que t; = \);_UE yta = J5. Calcularemos la parametrizacién como

la solucion del sistema

Xy = \/Etla

Xy = \/@tg.
Para utilizar esta idea, necesitamos una expresiéon explicita de una base
{t1,t2, N1, No} que cumpla las condiciones de las Ecs. (3.8). Utilizando la
Prop 3.3.2, se tiene que % =c =%y —962—1“ = ¢y = %, dejando las
matrices en las Ecs. (3.8) de la forma

0 —c1 2 0 0 ¢ 0 0
e 0 0 o0 = 0 0 2

A=12 0 0wl P70 0 0 & (3.14)
0 0 ¢ 0 0 -2 —¢ 0

Con estas matrices tenemos que encontrar la expresion explicita de una base.
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Lema 3.5.1. Sea la matriz escrita por bloques

([ diag(cos(¢1), — cos(¢2)) Mg antidiag(sin(¢y), sin(¢q))Me

— \antidiag(sin(¢y),sin(¢1))Ms  diag(cos(¢z), — cos(¢1)) Mo )’
donde

diag(dy, dy) = (O d2> antidiag(dy, ds) = (6?2 6101) ,

( sin(¢1) Sln(¢2)> ( cos(¢1) COS(¢2))
—sin(¢py) sin(¢q) —cos(¢a) cos(¢r)
Ms = \/sm (¢1)2+sin(p2)2 y Me = \/COS(¢1)2+COS(¢2)2

Una base, {t1,ts, N1, No}, que cumple las condiciones de las Ecs. (3.8), en
el caso de las matrices de las Ecs. (3.14), con condicion inicial My es

) (i
ta(u,v) | o (0,
Ny(uo) | =M | el |
No(u,v) p'(6-)
donde «(s) = (cos(s),sin(s),0,0), B(s) = (0,0, cos(s),sin(s)) y
0. (u, v) = U+ v U—v

Sn(ga + 01)  sin(ds — 01)

Nota 15. Lo méas complicado de este enunciado es como se escribe My, la
condicion inicial. Esto se debe a que hemos buscado simplificar al maximo
la parte variable de las expresiones de la base, dejando asi una escritura
compleja en la parte constante.

Demostracion: Se puede comprobar de forma directa que estos vectores

verifican las Ecs. (3.8). Por ejemplo, comprobemos que (t1,,t2) = —ci. Si
M denota la i-ésima fila de My, se tiene que
@<9+) Oé<9+)
"(04) o/'(04)
ti(u,v) = M} o' (04 , to(u,v) = M2 +
1(u,v) 0 B(6-) y 2(u,v) 0 B(6)
B(6-) p(6-)
De esta forma se obtiene que

RN o oy (5
1| —« u ol qf 0 o' (04
b = My 5’(9_+)au(9_+) _MO( J) Bo-) |’

—B(0-)0u(6-) B'(6-)
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donde DZ = antidiag(9,(0+), —0,(0+)). Por lo tanto, se tiene

oy (i) (560}
<t1ua t2> = MOI < [Ol]t Du> gl((eej)) /g/((@ej)) (M(?y

(5 o

cos(en) sin?(61) cos(92)u(62)
sin?(61) + sin?()

 cos(n) sin () cos(¢)ul02)
sin®(¢1) + sin®(¢2)

+COS2(¢1) sin(¢r) sin(¢2)u(0-)
cos?(¢1) + cos?(¢2)

+COSQ(¢2) sin(¢1) sin(¢2) 0y (0-)
cos®(¢1) + cos?(¢2)

= —cos(¢1) cos(¢2)0,(0) + sin(¢1) sin(¢2)9,(6+)

= —cos(61) cos(6n) stra + mis )

. . 1 1
+sin(¢y) sin(¢s) (Sin(¢>2+¢>1) N Sin(¢2*¢1)) ’
Después de las manipulaciones trigonométricas adecuadas, se consigue que

2sin(¢9)
cos(2¢1) — cos(2¢s)

De la misma forma, se comprueba para cada elemento de las Ecs. (3.8).

(try, to) = —

= —C1.

Nos falta comprobar la condicion inicial. Se tiene que 6,.(0,0) = 0y
6_(0,0) =0, con lo que directamente se llega a

t1(0,0) a(0)

600 | @]
N(0,0) | = Mo | goy | T Mol = Mo,
N»(0,0) £'(0)

donde I es la matriz identidad.
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O

Con este resultado y el Teorema 3.3.3, podemos dar una parametrizacion
para cada superficie inmersa de esta subfamilia de superficies con angulos
de Jordan constantes.

Proposicion 3.5.2. Dada una superficie inmersa con dngulos de Jordan
tantes, igual ti tante WL = _1, ent
constantes, iguales a ¢1 y ¢2, y con ratio constante R~ = —1, entonces se

puede reparametrizar de forma local mediante

x(u,v) = petutBy (a (cos (ﬂ) ,sin <E> ,0, 0) +b (0’ 0, cos <E>  sin <E)>>
a a b b
(3.15)
de forma que x(0,0) = p(a,0,b,0) y donde las constantes son

. . 24/ cos?(¢p1)+cos?(p2)
A= \/cos2(61) + cos?(d) sin(n) sin(y), a = 2V GUreorles)

; : 24/sin?(¢1)+sin? (¢
B = /sin®(4y) + sin®(62) cos(d1) cos(¢a), b= T O

y p es un factor de escala libre.

Demostraciéon: Como siempre, vamos a buscar que la inmersién tenga
angulos de Jordan constantes con respecto al plano generado por los dos
primeros vectores canoénicos de R*. Asumimos ademaés, que esta parametri-
zacion, denotada por x, cumple las propiedades de la Prop. 3.3.2. Lo que es
mas, gracias a la Prop. 3.4.1, podemos asumir que

|Xu|2 _ \/E _ 601U+C2U _ \/5

De esta forma, la parametrizaciéon x es la soluciéon de

X, = peclv+62u tla
X, = peclv+02u t27
X(O, O) = T,

para alguna condicién inicial zy. Elijamos la condicién inicial
zo = p(a,0,b,0).
La resolucion usual de este sistema nos da

x(u, v) = pe" T (aa(6) + bB(0-)) -
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Ahora, sea 0~ la funcion vectorial dada por

= (it o o) (1)

Esta funcion esta construida para verificar que se tiene 6, (071 (u,v)) =u y
6_(60="(u,v)) = v. Si consideramosa la reparametrizacion dada por la funcion
anterior, es decir, y(u,v) = x(07(u,v)), se tiene que

g 2oos(91) Sin(¢>2);v cos(¢2) sin(¢1) +ep X cos(¢2) Sin<¢1);v cos(¢1) sin(g)

y(u,v) = pe
(ac(u) + bB(v))
= pet* B (aa(u) + bB(v)).

Para acabar, consideramos la reparametrizacion dada por F(u,v) = y(%, 2).
De esta forma, tenemos que

Pl = o (2) 433,

que coincide con la expresion en la Ec. (3.15).

Figura 3.1: Condicién geométrica de las espirales logaritmicas: el angulo
entre el vector posicion de la curva y la recta tangente es constante.

Nota 16. Denotemos por 72 a la proyeccion en R* sobre las dos prime-
ras coordenadas y 7(®% a la proyeccion sobre las dos tltimas coordenadas.
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Si consideramos las curvas v,(u) = 71 (x(u,t)) y 05(v) = 7@ (x(s,v)),

tenemos
Y (u) = K(B,t)et (a cos (%) ,asin (%)) ,

55(v) = K(A, s)eP? (beos (2),bsin (),

donde K(x,y) = pe*. Estas curvas son espirales logaritmicas que cum-
plen la condiciéon geométrica de que forman un mismo &dngulo con cualquier
recta radial. Vemos una representacion de esta condiciéon en la figura 3.1.

Ademaés, mientras que las componentes de las curvas coordenadas x(u, t)
y X(s,v) son espirales logaritmicas (en las respectivas componentes estudia-
das), las otras componentes son simplemente un multiplo constante de la
parte exponencial e,
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Capitulo 4

Invariantes locales para

inmersiones de tipo espacial en
RI,S

Como hemos mencionado en el resumen, en esta tesis hemos buscado utilizar
nuestros métodos e ideas en dos marcos diferentes: espacio ambiente euclideo
y espacio ambiente lorentziano. En los primeros tres capitulos hemos traba-
jado con espacios euclideos y, a partir de este capitulo, entramos a trabajar
con superficies inmersas en el espacio 4-dimensional de Lorentz.

Todo este bloque (capitulos 4, 5y 6) lo hemos estructurado para que sea
paralelo al bloque anterior.

Para el primer capitulo de este bloque, la estructura es:

e Repasamos la métrica lorentziana y el tipo de los vectores.
e Estudiamos los invariantes de Little en este contexto.

e Conseguimos las formulas generales para los invariantes en términos
de los coeficientes asociados a la inmersion.

Ademaés, queremos anadir que éste no es el primer estudio completo de los
invariantes locales en este contexto. En [15] se puede encontrar una extension
de las definiciones de puntos umbilicales para superficies espaciales en R!3
y en [6] se puede encontrar un estudio de la completitud algebraica de los
cuatro invariantes utilizados hasta el momento.

81
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En los articulos mencionados, se ha usado siempre una base de vectores
normales de tipo luz. A parte de los trabajos citados previamente, podriamos
afladir las referencias |9], |27] o [32]. Este enfoque parece el mas apropiado
para mantener una base normal sin necesidad de preocuparse del signo de
la norma de los vectores normales.

Sin embargo, lo que aportaremos en este apartado es un nuevo enfoque
para la base normal. Gracias al enfoque distinto que veremos en este capi-
tulo, conseguiremos encontrar resultados andlogos a anteriores capitulos de
esta tesis. Las expresiones que encontraremos, aunque deberemos determi-
nar un orden para la base de vectores normales y tenerlo presente, seran
lo suficientemente similares para que los argumentos sean familiares a los
desarrollados en los anteriores capitulos.

4.1 Conceptos basicos de R!3

Empecemos con la definicién de la métrica lorentziana que usaremos en este
trabajo.

Definicion 4.1.1. Se define el espacio de Lorentz, RY3, como el espacio
vectorial R* junto con la métrica

(X,¥) = —xoYo + T11 + T2y + T3Ys,

donde x = (g, r1,%2,23) €y = (Yo, Y1, Y2, Yy3). De esta forma, el cuadrado
de la norma de un vector serd

x> = (x,x) = —af + 2] + x5 + 23,

Veamos el resto de las propiedades de esta métrica.

Proposicion 4.1.2. Las propiedades de esta métrica son:

o Simetria; (x,y) = (y,x) para todo x,y € R3.

o R-linealidad; {ax +y,z) = a(x,y) + (z,y) para todo x,y,z € R y
a € R.

e No degenerada; si (x,y) =0 para todoy € RY3, entonces x = 0.
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Recordemos que cada una de las posibilidades para el signo de la norma
cuadrada de un vector se corresponde con el llamado tipo del vector.

Definicion 4.1.3. Se define el tipo de un vector de la siguiente forma:

o Si|x|?> >0, x es de tipo espacial.
o Si|x|> <0, x es de tipo temporal.

o Si|x|>=0, x es de tipo luz o nulo.

Diremos que un subespacio vectorial es de tipo espacial si el tipo de todos
los vectores distintos al origen del subespacio es espacial, mientras que un
subespacio vectorial es de tipo temporal si contiene al menos un vector tem-
poral.

Obsérvese que existen vectores no nulos para los cuales se tiene que |x|* <
0 o que |x|* = 0. Ademas, los vectores unitarios seran aquellos tal que
|x|? = +1.

Nota 17. Aunque es posible denotar la norma de los vectores como valores en
R para vectores espaciales y en iR para vectores temporales, en este trabajo
vamos a considerar siempre la norma al cuadrado.

Dado que el plano tangente y el plano normal de una superficie en un
punto son planos complementarios, es Gtil conocer los siguientes resultados.

Proposicién 4.1.4. En el espacio R, si dos planos son complementarios,
entonces uno de ellos es de tipo espacial y el otro es de tipo temporal.

Proposicién 4.1.5. Dado un plano temporal en R, cualquier base or-
tonormal de vectores (en particular vectores unitarios) se compone de un
vector espacial y otro temporal.

La clasificacién usual de superficies inmersas en R considera cuando
el tipo del plano tangente es el mismo independientemente del punto de la
superficie. En este trabajo, nos centramos en las superficies inmersas espa-
ciales, es decir, aquellas cuyo plano tangente es siempre de tipo espacial y,
por lo tanto, el plano normal es de tipo temporal. Para este caso, tendremos
que estudiar nuevas posibilidades para los vectores normales, de forma que
tendremos que hacer un nuevo estudio de la segunda forma fundamental.
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Si fuésemos a trabajar con superficies temporales, el tipo del plano tan-
gente seria siempre temporal independientemente del punto de la superficie.
En este marco el trabajo se focalizaria en estudiar como se comporta la pri-
mera forma fundamental. En cambio, en este trabajo vamos a focalizarnos en
la segunda forma fundamental. Ejemplos de trabajos para estas superficies
podrian ser [14] o [30],

Definicion 4.1.6. Sea M una superficie inmersa en RY3, diremos que es
una superficie inmersa espacial si el tipo del plano tangente es espacial
independientemente del punto de la superficie. O equivalentemente, si la mé-
trica, {-,-), del espacio ambiente induce una métrica euclidea en cada plano
tangente.

De forma general, podemos considerar que tenemos en cada punto p € M
la escision del espacio
R = N,M & T,M,

donde el tipo de los planos son temporal y espacial, respectivamente.

4.2 Invariantes escalares locales para superfi-
cies inmersas en R3

Partiendo de un punto p € M, consideramos una base local de R!3,
{eo(p), e1(p), e2(p), e3(p)}, que respeta la orientacion de R y estd adapta-
da a la inmersion. Dado el tipo de los planos tangente y normal, se adapta
la referencia de manera que {eo(p),e1(p)} es base ortonormal de N,M, con
lea(p)|?> < 0y {e2(p),es3(p)} es base ortonormal de T, M. Podemos extender,
al menos a un subconjunto abierto V' C U, estos vectores a campos vec-
toriales, {eg, €1, €2, e3}, de forma que {ep,e;} es base ortonormal de NM y
{ea, e3} es base ortonormal de T'M. Teniendo en cuenta otra vez que nuestro
trabajo es local, consideraremos V' = U. Al igual que en el caso euclideo lla-
maremos a la familia de estos campos vectoriales unitarios y ortonormales
como referencia local.

Definicion 4.2.1. Denotaremos por {wq, w3} a las 1-formas definidas en U

mediante
wz(gu) = <Xu>€i>7

para cada 1= 2,3.
Wi(&;) = <X’U7€i>7
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Como {x,,x,} forman una base del plano tangente en M, se tiene que

[0%)) (8u) (%) (Gv)
w3(0y) w3 (0y)

<XU762> <X1,, >7é0’

€2
<Xua 63> <XU7 €3>

y por lo tanto, {ws, w3} son base de las 1-formas definidas en U.

Se define la segunda forma fundamental de manera analoga al caso eu-
clideo.

Definicion 4.2.2. La sequnda forma fundamental de M serd la aplicacion
bilineal y simétrica dada por

I1: TMxTM — NM
(V,W) = ILV,W) = (VyW)",

donde V es la conexion de Levi-Civita de R y L es la proyeccion sobre el
espacto normal.

Recordemos que cada campo tangente V' € T'M podemos descomponerlo
como V = X, + v3%, 0 como V = wy(dx H(V))es + ws(dx 1 (V))es, donde

dx™': TM — TU,

de forma que
dx Yx,) =0, v dx'(x,)=0,.

Esta descomposicion nos lleva a definir las siguientes 1-formas.

Definicion 4.2.3. Definimos las 1-formas de conexion definidas en U me-
diante

para cada par i,5 =0,...,3.

{wij(au) = (Vx,€€)),
wij(ay) = <vx1,ei76j>7

A partir de estas definiciones, vemos que tenemos las siguientes propie-
dades:

w; =0 paracada ©¢=0,..,3,

wij = —wj; Ppara cada par 1,5 =0,..,3.
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Ademas, si dx }(V) = V y dx 1(W) = W, podemos escribir la segunda
forma fundamental como

IV, W) = (VvW,ep)eo + (Vv W, er)er

= (W (W){(Vvey, eq) +ws(W)(Vyes, eo))eo

+(w2 (W) (Vves, er) +ws(W)(Vyes, er))er

= (WQ(W)LUQU(V) + Ldg(W)WgQ(V))GO

+<WQ(W)WQ1 (V) + W3<W)w31 (V))@l

Observamos que sbélo aparecen cuatro 1-formas de conexién para escribir la
segunda forma fundamental. Estas, a su vez, pueden ser escritas mediante la
base de 1-formas {wq,ws}. Las funciones asociadas a esta descomposicion se-
ran los coeficientes que usaremos para escribir las formulas de los invariantes
de Little.

Definicion 4.2.4. Las funciones a, b, c, e, f,g que cumplen
woo = awy +bws, wa = ews + fws,
(4.1)
wyo = bwy + w3, wy = fws+ gws,

se llaman coeficientes de la sequnda forma fundamental asociada a la refe-
rencia {eg,e1, €2, €3}.

Nota 18. En la definicién, estamos asumiendo que se repiten coeficientes
para diferentes 1-formas de conexion. Veamos que es cierto. Se tiene que

b= WQO(dX_l(e?))) = <ve3627 €0> = <V€2€37 €0> = w03<dx_1(62)) =0,

donde estamos usando que (V. e2)t = (V,e3)t. Andlogamente se argumen-
ta para f.

La curvatura de Gauss y la curvatura normal

Veamos las definiciones de las curvaturas en este contexto.

Definicion 4.2.5. Con la notacion anterior, la curvatura de Gauss se
define como la funcion escalar, K, tal que

dwgg =-K wa N\ W3.
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La curvatura normal se define como la funcion escalar, ky, tal que
dw01 = —k’N wWa N ws.

Vamos a encontrar las expresiones de K y ky en términos de los coefi-
cientes de la segunda forma fundamental. Aunque los calculos son analogos
al caso euclideo, veremos doénde interviene el caricter temporal del vector
€9.

Nota 19. Notese que para la base {eg, e1, €2, €3}, un vector z se puede escribir
cOmo

r=—(x,e0)e0 + (r,e1)e; + (z,e9)es + (x, €3)€;3.
Utilizando la definicion de derivada exterior, se tiene que
dwij(Oy, Oy) =  Ouwij(0y) — Opwij(Ou) — wij([Ou, Ou))
= 0,(Va,ei,e;) — 0,(Va,ei,€;)
= (Va,Va,ei,e)) +(Va,ei, Vo,e))
—(Va,Va,ei,e;) — (Va,ei, Va,e€))
= (Va,ei, Vo,ej) — (Va,ei, Va,e;).

Si escribimos

3 3
Va.er = —(Va,er, eo)eo + Z<V8uel> ex)er = —wio(Oy)eo + Zwlk(au)ek
=1 k=1
y
3 3
Vaer = —(Vo,er, eo)eo + > (Va,er, ex)er = —wio(0)eo + _ win(dy)ex,
k=1 =1

con [ = 2,3, tenemos que

dwij(aua 81)) = _in(av)ij(au) + in(Gu)ij(av)

= —wio(0y)wjo(0u) + wio(Ou)wjo(0y)
Z _Wik(av)wkj (8u) + Wik(au)wkj (@,)

= — (wio Awoy) (0, B0) + Y (Wit A wiy) (Du, D)

k=1



88 Capitulo 4: Invariantes locales para inmersiones de tipo espacial en R3

Con lo que

3

dwij = —Wjo VAN Woj + E Wik N\ Wk -
k=1

Si aplicamos esta igualdad para encontrar las expresiones de los invariantes
propuestos, nos quedaria

3

dwas = —wap A woz + E wap A\ W3
k=1
= —wyo A Wp3z + wa1 A wi3

= (an + b(,U3) A (bWQ + CWL;) — (60)2 + fW3) N (fUJQ + gw3)
= —(—(ac—b*) + (eg — f?)) w2 A ws.

Se calcula analogamente para dwy; y se obtiene

K=—(ac=0)+(eg—f*) v ky=(a—cf—(e—gh)

Al igual que en el caso euclideo, la demostracion de que estas funciones
son invariantes lo realizaremos encontrando unas relaciones con magnitudes
escalares de la elipse de curvatura. En concreto, esto serd la Prop. 4.2.7

La curvatura media

De forma totalmente analoga al capitulo 1, se escribe la elipse de curvatura
como

n(V) =V, V). (4.2)
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Tomando la parametrizaciéon de todos los vectores unitarios en el plano tan-

gente, t(¢) = cos% ey + sin% es, se obtiene la expresion

n(@) = (Vust(@)*

2 - -2
= (acos %+2bcos%sm§+csm %)60

+(ecos® £ 4 2f cos £sin £ + gsin® %)el
= (%cos? £+ 4(1—sin®*2) +bsing + £sin® £ + £(1 — cos? £)) ey
+ ($cos? 2 + £(1—sin? 2) + fsing + £sin® £ + £(1 — cos® £)) e
= (44 %cosd+bsing) eg+ (52 + SLcosg+ fsing) e
= (‘ITJ“CeO + #61) + (%eo + %61) cos ¢ + (beg + feq)sin ¢
= H+ Bcos¢+ Csing.

Las expresiones de H, B y C seran

a-+c e+ a—c e —
H = 9 €+ 29617 B= €+ 961 y C:b€0+f€1. (43)

El vector H es el vector curvatura media y su norma sera la curvatura
media.

Definicion 4.2.6. La curvatura media es la norma del vector curvatura
media, esto es

—(a+c)? + (e—i—g)z.

[H[* =
1

Nota 20. Al ser una definicion directamente de una magnitud escalar de la
elipse de curvatura, es un invariante bajo cambios en la referencia local.

Nota 21. Aunque los conceptos son anéalogos al caso euclideo, recordemos
que el tipo de rotaciones que estamos considerando, aquellas que dejan in-
variantes las distancias, son rotaciones lorentzianas. En la figura 4.1 vemos
como va cambiando la posiciéon de los puntos, pero la norma del vector H
es siempre la misma.
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n(o)

Figura 4.1: Rotaciones lorentzianas sobre una elipse euclidea.

La relaciéon entre las curvaturas y la elipse de curvatura

Veamos como podemos expresar la curvatura de Gauss y la curvatura normal
a partir de H, B y C, similar a la Prop. 1.4.1.

Proposicién 4.2.7. Dados los vectores { H, B, C'} definidos en las Ecs. (4.3)
se tiene que

kx

K=[H=(BF+ICP) v -

= |BF*IC]* = (B,C)". (4.4)
Ademds, si K # |H|?, la elipse de curvatura degenera en un segmento si y
solo st ky = 0.

Nota 22. Las expresiones que estamos relacionando son invariantes escalares
de la elipse de curvatura. El primero es la diferencia entre la norma del vector
centro y la suma de las normas de los semi-ejes, mientras que el segundo es
un multiplo del area hiperbélica entre los semi-ejes de la elipse.

Demostracién: Utilizando la Ec. (4.3), calculamos todas las expresiones
que se encuentran en las igualdades a demostrar. Se tiene

—(a+c)*+ (e +g)?

|H]? = 7
4

‘B’2 :—(G—C>2+(6—g)2
4 b

cF =¥+,

(B,C) :—<“;C>b+(e;9) f.
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Por un lado, llegamos a

H]P = (BP +|cp) = —4rSHerg)

= —ac+eg+b* — f?

— —(ac— 1)+ (eg — f)

Por otro lado, se tiene

BEICE - (B,C)? = (‘(“‘C) t(e=9) )(—b2+f2>

kN
-
Ahora bien, si K # |H|? al menos B o C' es no nulo o de tipo luz. Si ky =0
entonces |B|?|C]? = (B, C)? y esto implica que existe A € R tal que B = \C'
con B # 00 C = AB con C # 0, equivalentemente, la elipse de curvatura
degenera a un segmento.

O

Gracias a este resultado, tenemos que las curvaturas son invariantes res-
pecto cambios en la referencia local, ya que son en realidad medidas escalares
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invariantes de la elipse. De la misma forma, sabemos que un punto es se-
miumbilico, la elipse colapsa a un segmento, si tenemos que K # |H|* y
kny = K = 0. Esta caracterizacion serd utilizada en la Prop. 4.3.4.

La resultante

El dltimo invariante, la resultante, se define mediante el determinante de la
forma cuadratica S asociada a @), definida por

Q= (Vx,e) AV, er): TM xTM — C®(M).

Definicion 4.2.8. Dada la notacion anterior, se define la resultante, de-
notada por A, como

af — be ag — ce
A=detS=—|gg_ce 2 |

5 bg — cf
Nota 23. Dada su definiciéon como el determinante de una forma cuadréatica,

tenemos que es invariante bajo cambios en la referencia local.

Proposicion 4.2.9. La resultante es equivalente a

a 26 ¢ O

_—lle 2f ¢g O
A_TO a 2b c|’
0 e 2f g

Demostracién: En esta ocasion, podemos hallar la igualdad mediante
el calculo directo de ambos determinantes.

OJ

4.3 Lista de féormulas para los invariantes loca-
les

Dado que estamos introduciendo un nuevo planteamiento para los vectores
normales, vamos a considerar un paso previo. Partiremos de las definicio-
nes de los invariantes, pero se asumira que tenemos una parametrizacion
isoterma. Mas adelante veremos la lista de formulas generales.



4.3 Lista de formulas para los invariantes locales 93

Nota 24. Recordemos que en el caso euclideo tenemos el Teorema 1.2.2 que
nos permite asumir que trabajamos con una parametrizaciéon isoterma. Si
miramos las demostraciones clasicas en |7, pagina 15| o en |29, pagina 31|,
podemos observar que la tinica métrica que se utiliza es la del plano tangente.
Una de las ventajas de trabajar con superficies espaciales es la posibilidad
de aplicar la misma demostracion para este resultado y asi trabajar con una
parametrizacién isoterma.

Foérmulas para los invariantes en términos de los coefi-
cientes de las formas fundamentales en el caso de una
parametrizacion isoterma

Supongamos que X es una parametrizacion isoterma. Consideramos la refe-
rencia local dada por

X, X
{N2>N17 \/_%7 \/_UE} )
donde N; y N; son dos campos normales con | Ny —1. Si, por ejemplo,
utilizamos esta referencia local, el primer coeficiente asociado es

> =

(&
7N2> = Ez

Xy, 1 Vi x,
a = <V Xy =

Ve VR VE

Anéalogamente se obtienen los demas y se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.1. Bajo la hipdtesis de inmersion isoterma, los coeficientes

X, X
asociados a la referencia { Ny, N1, —=, —=} se escriben como
f { 2 1 \/F E}
a =2 b :é c =2
E’ E’ E’ (4.5)
B S
E’ E’ E

Si utilizamos estas expresiones con las formulas obtenidas previamente,
se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 4.3.2. Bajo la hipotesis de inmersion isoterma, con la refe-
= —=1}, las formulas de los invariantes son

VEVE

rencia local { Ny, Ny,

er 2fi g1 O

|H|2 _ (61 + 91)2 - (62 + 92)2 A — __1 €9 2f2 g2 0
4 ’ 440 e 2fi g1’
0 e 2fy go
E 0 E|
er fi ¢
_ eigr — f1 — (eaga — f3) 5 |62 J2 g2
= o2 oM E T

Con este paso previo, llegaremos a las formulas generales en el siguiente
apartado.

4.3.1 Foérmulas para los invariantes en términos de los
coeficientes de las formas fundamentales

Una vez que tenemos las formulas para los invariantes en el caso isoterma,
veamos las férmulas en el caso general.

Proposicion 4.3.3. Las expresiones de los invariantes locales en términos
de los coeficientes de las formas fundamentales son

(e1G = 2/1F + g1 E)? — (€3G — 2fsF + g2 E)?

HP? =
I HEG — F?) ’
K — 6191—f12—(€292—f22)
EG — F? ’
) er. 2fi g1 O (4'6)
E F G e 2fa g2 O
e1 fi o 0 e 2fi ¢
2 e f2 92 A 0 e 2f g
NTEG-F23 Y ST T 4EG-F

donde estamos suponiendo que Ny es de tipo espacial y Ny es de tipo temporal
(es decir [N1|? =1 = —|Ny|?).
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Nota 25. Un detalle importante en estas formulas es el tipo que suponemos
para los vectores N7 y Ny. Recordemos que los giros lorentzianos no cambian
el tipo de un vector, de forma que podemos dotar de un orden a la base
ortonormal del plano normal segiin el tipo de cada vector.

Desde otra perspectiva, se podria considerar una base de vectores de
tipo luz, como se puede encontrar en [5]. Las formulas para los invariantes,
concretamente |5, Lema 2.5, no necesitan un orden en los vectores de la base,
basta que sean dos vectores normales nulos independientes. Sin embargo,
las expresiones no son reconocibles a sus analogas en el caso euclideo. Por
ejemplo, la curvatura media pasa de ser una suma de coordenadas a un
producto de coordenadas.

Demostracién: Supongamos que tenemos las expresiones en las Ecs.
(4.6) para una parametrizacion x.

Si consideramos una reparametrizacion dada por un cambio de variable
genérico, X(u, v) = x(hy(u,v), ha(u, v)), obtenemos la siguiente relacion entre
los coeficientes de las parametrizaciones

E F\  (hi ho\ (E F\ (hiu hiy
F G B hlv h2v F G hQu h2v '

EG — F2 = (hluhQU - hlvh2u>2(EG - Fz)
= (Jac(h))*(EG — F?).

Notese que

Obtenemos, ademas, las relaciones andlogas para los coeficientes de las se-
gundas formas fundamentales:

é_i ﬁ _ hlu h2u €; fz hlu hlv
fi Gi hiv haw) \fi 9i) \hou hav)’
con i € {1,2}. El célculo directo muestra que, si utilizamos las relaciones

entre los coeficientes, las expresiones en las Ecs. (4.6) para la parametrizacion
X coinciden con las expresiones para X.

Si consideramos una rotacion lorentziana de la base normal, esto es

Ny = cosh(#)N; + sinh(8) N, y Ny = sinh(#) Ny + cosh(#) Ny,
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se obtiene que
é1 = cosh(f)e; + sinh(f)ey, éy = sinh(f)e; + cosh(f)es,
fi = cosh(B)fi 4 sinh(0) fo, fo = sinh(0)f, + cosh(f) fa,
g1 = cosh(f)g; + sinh(0)ga, g2 = sinh(#)g; + cosh()gs.

El calculo directo muestra que, si utilizamos las relaciones entre los coefi-
cientes, las expresiones en las Ecs. (4.6) para la base rotada coinciden con
las expresiones para la otra base.

Con ambas transformaciones estudiadas, concluimos que son expresiones
invariantes. Ademas, se puede comprobar de forma directa que estas expre-
siones coinciden con las vistas en el caso de una parametrizacién isoterma
en la Prop. 4.3.2.

4.3.2 Inmersiones semiumbilicas en R13

Para acabar este capitulo, veremos que se sigue cumpliendo la Prop. 1.8.2
en el contexto lorentziano. Se definen de forma analoga los conceptos de um-
bilicidad y semiumbilicidad. El siguiente resultado se utilizard més adelante
en el capitulo 6.

Proposicion 4.3.4. Dado un punto semiumbilico con K # |H|* donde E
es el 1unico semi-eje no nulo, entonces la inmersion cumple K =0 si y solo
st H+ E es ortogonal a H — E.

Demostraciéon: Podemos asumir sin pérdida de generalidad que B =0
y C' = E. Se tiene que

(H+E,H—E)=|HP - |E? =K =0,

donde hemos usado las Ecs. (4.4).



Capitulo 5

Caracterizacion de superficies
esféricas inmersas en R1?

Aligual que en el caso euclideo, la condicion de superficie esférica en espacios
de Lorentz es conocida pero no se ha estudiado mediante los invariantes. Si
que se ha trabajado con hipersuperficies con frontera esférica, ver [1], pero
no se ha publicado un trabajo que conozcamos en detalle sobre superficies
esféricas.

Supongamos que queremos rellenar este vacio con los resultados analogos
al capitulo 2, una opcién seria mediante la extension usual de los invariantes
de Little en este contexto. En ese caso, tendriamos que usar una base de vec-
tores normales de tipo luz o nulos. En comparacién con nuestro argumento
en el caso euclideo, no podriamos tomar la propia inmersién como un vector
normal de la referencia local. La busqueda de condiciones necesarias para
los invariantes serda un nuevo argumento que se aleja del objetivo de obtener
un resultado anélogo.

Por otro lado, tenemos la opcion de utilizar el trabajo del capitulo 4. De
esta forma, la base normal admite vectores no nulos si mantenemos el orden
establecido entre el vector espacial y el temporal. Ademas, las expresiones
similares de los invariantes al caso euclideo permiten argumentaciones para-
lelas. Siempre debemos mantener el orden de los vectores normales, pero de
esta forma se podrian llevar resultados conocidos de superficies euclideas a
superficies lorentzianas.

Aplicaremos la teorfa del capitulo 4 en nuestro trabajo original de carac-

97
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terizacion de superficies esféricas, pero de la misma manera se pueden en-
contrar resultados analogos a los ya conocidos sobre umbilicidad, existencia
de lineas asintoticas ortogonales, contacto entre superficies, singularidades,
etc.

Mostraremos que con este planteamiento, los argumentos tienen que en-
focarse en el orden de la base normal, pero pueden ser bastante similares.

Al igual que en el capitulo anterior, tenemos una organizacion paralela
al capitulo 2. Recordemos la definiciéon de superficies esféricas del capitulo
2.

Definicion (Definicion 2.0.1). Diremos que una superficie inmersa es esfé-
rica st eriste una esfera en el espacio ambiente de radio R y centro p tal que
contiene a la imagen de la inmersion. A su vez, diremos que la inmersion
es de radio R y centro p.

Vemos que lo dnico que necesitamos adaptar es en realidad la defini-
cion de esfera del espacio ambiente. En este caso, recordando la definicion
4.1.1 de la métrica, tendremos tres tipos de esferas: de radio positivo, de
radio negativo y de radio nulo. Las llamaremos hiperboloides espaciales,
hiperboloides temporales y conos de luz.

H(p,R)= {xeRY:|x—p/*=R}

= {xeRM:
(w1 = p1)? + (w2 — p2)? + (23 — p3)* + (v — pa)® = R}.
Si R > 0 serd un hiperboloide espacial (de una hoja), si R < 0 serd un

hiperboloide temporal (de doble hoja) y si R = 0 serd un cono de luz.

Dado que las esferas del espacio ambiente son hiperboloides o conos, las
llamaremos superficies esféricas o hiperbolicas o conos segin el caso.

La estructura de este capitulo es:

e Demostramos las condiciones necesarias que cumplen los invariantes.

e Demostramos que ciertas condiciones sobre los invariantes son suficien-
tes para determinar que la imagen de una inmersion esta en una esfera
del espacio ambiente.
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5.1 Condiciones necesarias

Veamos que las condiciones necesarias se escriben de la misma manera que
en el caso euclideo.

Proposicién 5.1.1. Sea x una superficie inmersa en RY? esférica de radio
R, entonces
ky =0 y RA+ K = |H|*.

Nota 26. Las condiciones se parecen a las del caso euclideo, pero en el caso
lorentziano, R, puede ser positivo, negativo o nulo.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el
centro es el origen de coordenadas. Como |x|? es constante, se tiene que

(x4, x) =0 = (x,,X).

Por lo tanto, x es un vector normal, que puede ser de tipo espacial, temporal
o de luz, dependiendo del signo de |x|*.

Supongamos que x es de tipo espacial, es decir, R = r? = |x|? > 0 con
r € RT. Podemos elegir nuestro vector normal espacial unitario dado por
N; = %. Completamos la base ortonormal del plano normal con un vector
temporal unitario, Ny. Los coeficientes de la segunda forma fundamental,
relativos a N7, cumplen que

X —(Xy, X E
€1 = <quaN1> = <qu7 _> = M )
r r r
analogamente se obtiene f; = —g y g1 = —%. El célculo directo de los

invariantes, utilizando estas expresiones, nos lleva a
kv=0 vy  RA+|HP =K,
que son las condiciones del enunciado.

Supongamos que x es de tipo temporal, es decir R = —r? = |[x|> < 0
con r € R*. Podemos elegir nuestro vector normal temporal unitario dado
por Ny = *. Completamos la base ortonormal del plano normal con un vec-
tor espacial unitario ;. Los coeficientes de la segunda forma fundamental,
relativos a N, cumplen que

x (X, Xu) E
r Y

= uu;N = RXuwy, 7)== —— = —
er = (s ) = (i 3 = =2
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analogamente se obtiene f, = —% Yy 92 = —% El calculo directo de los
invariantes, utilizando estas expresiones, nos lleva a

ky =0 v RA+ |H? = K,

llegando a las condiciones del enunciado.

Supongamos que x es de tipo luz, es decir |[x|* = 0. Para una base
ortonormal del plano normal, { Ny, N2}, podemos escribir

X = <X, N1>N1 — <X, N2>N2.
Como [x|? = 0, se tiene que
0= <X7 N1>2 - <X7 N2>2a

por lo tanto, (x, N1) = A = e(x, Ny) donde ¢ = +1 y A € R. De esta forma,
se llega a
x = AN + €Ny).

Esta relacion entre los vectores nos lleva a la siguiente relacion entre los
coeficientes

Aer + €ea) = (Xyu, A(N7 + €N2)) = MKy, X) = —A(Xy, Xy) = —AE.

Analogamente se tendria f; +€fy = —F y g1 + €95 = —G. El célculo directo
de los invariantes, utilizando las relaciones halladas entre los coeficientes,
nos lleva a

kn =0 y K =|HP,

que son las condiciones generales en el caso R = 0.

5.2 Ecuaciones de compatibilidad

En esta seccién, desarrollamos una serie de ecuaciones con el tinico propo-
sito de usarlas en la demostraciéon de las condiciones necesarias. Buscamos
unas ecuaciones de compatibilidad, analogas al caso euclideo, para los
coeficientes en el caso lorentziano.
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Proposicion 5.2.1. Dada una superficie inmersa mediante una parame-
trizacion isoterma, X, entonces, para cualquier base ortonormal del plano

normal, { N1, No}, donde |[N{|?> =1 = —|Ny|* se cumplen las siguientes con-
diciones
_E”(Zl; 9 + €1 = fiu = fo{N1u, No) — €2(N1y, Na), (5.1)
—w—l—@u—ﬁu:fﬂ]\]wa]\@ — e1 (N1, Na), (5.2)
_EU(€21; o) — fio + 91u = f2{N1o, N2) — ga(Niu, Na), (5-3)
_E—u@;];r 92) _ fao + gou = f1{N1y, No) — g1(Nyu, N3). (5.4)

Ademds, se cumplen las siguientes formulas alternativas para la curvatura
de Gauss y la curvatura normal
1 (Eg + E?

K==
E

<N1ua N2>U - <N1v7 N2>u
5 .

E

Demostracion: Partimos de nuestra parametrizacion isoterma x. Con-

. o Xy X
sideramos la base ortogonal (no unitaria) {E", EU, Ny, NQ} con [N\2=1=
—|Ny|%. Si escribimos las segundas derivadas de la inmersion y las derivadas
de los vectores tangentes de la base en términos de la propia base, se tiene

que

E, E,

Xuuw = ﬁxu - ﬁxv + €1N1 - 62N27
E, B,

Xyy = ﬁxu+ﬁxv+lel_f2N2a
_Eu Ev

Xpp = ﬁxu+ﬁxv+glNI — g2 o,

Ny = %, — D (N NN, (5.5)

u E U E UV Uy )

va — _Tflxu - %X’U - <N1v7N2>N2;
—e

NQu - ?qu - %XU - <N1u; N2>N17

NQU = _fféxu_g_ng_ <N1U>N2>N1'
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Hemos llamado a las ecuaciones del enunciado ecuaciones de compatibili-
dad porque las obtenemos al comparar las derivadas mixtas de los vectores
anteriores. Por ejemplo, deben coincidir las componentes de (x,,), con las
componentes de (X, ), cuando se calculan desde las expresiones anteriores.
Equivalentemente, la diferencia debe ser nula. Estudiando la componente

X’U . .
proporcional en ¥l de la diferencia, se llega a que

Xy Ez + Eg - E(Euu + Evv)
0= <(qu)v - (Xm})ua E> - 9 f2

donde K es la curvatura de Gauss y se ha utilizado la expresion en el caso
isoterma de la Prop. 4.3.2. De esta componente, obtenemos una férmula
alternativa para la curvatura de Gauss:

B4+ E2—E(E.+E,) _1(E3+E3_

— EK,

K

o - (Bt (Eme)).
Aplicando el mismo razonamiento a cada componente de todas las dife-
rencias, y eliminando duplicidades, obtenemos de forma directa las demaés
relaciones del enunciado
| S— (N1u,N2)v—(N1v,N2)u
N B )

_Ev(?];—gl) +ew = fiu = foNiu, Na) — ea(Niy, Na),

_EU(BQ?_QQ) + €2y — fou = f1<N1uaN2> - 61<N1U7N2>’
_Eu(SIEJrgl) — fiv+ g1 = fa{N1y, N2) — g2(Niw, No),

_Eu(f‘2«2E+92) _ f2v + go, = f1<N1v,N2> - 91<N1ua N2>'
0

Estas ecuaciones son otro ejemplo de un resultado bien conocido en
el caso euclideo que el trabajo del capitulo 4 consigue traducir a un for-
mato analogo. Estas ecuaciones son las equivalentes a las ecuaciones de
Mainardi—Codazzi del estudio clasico de superficies en R3. De la misma
forma, estas condiciones determinan las condiciones necesarias y suficientes
para que unos coeficientes dados sean compatibles con una inmersion. Dado
que no utilizaremos el resultado de existencia de inmersion a partir de los
coeficientes, no tenemos la necesidad de incluirlo en este trabajo, pero podria
ser otro ejemplo de las ventajas que introduce el capitulo 4.
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5.3 Condiciones suficientes

Veamos que las condiciones suficientes, que hemos encontrado, son las espe-
radas y que ademas podemos usar una argumentacion analoga que resultara
familiar.

Proposicién 5.3.1. Sea U un subconjunto abierto conezo de R? y sea X :
U — RY3 una inmersion semiumbilica con A(u,v) # 0 para todo (u,v) € U.
Supongamos que existe un numero real, R, tal que se cumple

RA + |H)? = K, (5.6)

donde se tiene R # 0 y K(u,v) # }% o se tiene R = 0 y K(u,v) # 1,
para todo (u,v) € U. Entonces, la imagen de la inmersion X estd en un
hiperboloide espacial st R > 0, estd en un hiperboloide temporal st R < 0 o

estd en un cono de luz si R =0.

Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad, podemos considerar que la
inmersién X es isoterma, ver nota 24 en la secciéon 4.3.

Como tenemos que A # 0, los vectores X,, — X, V Xy N0 pueden ser
vectores tangentes al mismo tiempo. Si lo fueran, entonces se tendria e; = g;
y f; = 0 para ambos ¢ = 1,2 lo implica que A = 0.

Comprobemos que podemos considerar que X,, — X,, €s el que tiene
componente normal no nula. En el caso contrario, Cunando componente
normal no nula serfa x,,, podemos tomar la siguiente reparametrizacion
y(u,v) = x(¥2, =4) que sigue siendo isoterma y verifica que y,, — Yoo =
Xyw, €8 decir, Yy, — Yo tendria componente normal no nula.

A diferencia del caso euclideo, tenemos distintas posibilidades de tipo
para el vector (X, — Xu,) ', que podra ser temporal, espacial o de luz. Dado
que definiremos una base del plano normal a partir del vector (Xu, — Xu)™",
necesitamos separar cada caso. Si es temporal existe un vector normal espa-
cial ortogonal, si es espacial existe un vector normal temporal ortogonal y
si es de tipo luz veremos que es proporcional a la suma de los elementos de
una base normal.
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Caso x,, — X, es de tipo temporal o espacial

Si asumimos que X, — X,, es temporal (resp. espacial) entonces existe un
vector normal ortogonal, unitario y de tipo espacial, N; (resp. Nj), que
tomaremos como el vector espacial de la base normal. Esto implica que
er = g1 (resp. es = go). Dado que x,, — x,, tiene componente normal,
completando la base normal con Ny (resp. Np), se debe tener que ey # ¢
(resp. e1 # ¢1). De esta manera, la formula de la curvatura normal se queda

reducida a
(e2 — g2)* f7
42 ’

respectivamente en el caso espacial tendremos

(e1—g1)%f3
4F?2 '

B =

B =

Dado que suponemos que k% = 0 y tenemos que ey # gy (resp. e; # 1),
entonces f; = 0 (resp. fo = 0). Con esto, la resultante nos da

(€2 — g2)* +4f3
4F4 ’

A =g

respectivamente en el caso espacial tendremos

(e1—g1)* +4fF

Al no anularse implica que e; = g; # 0 (resp. e; = go # 0). Definamos el
vector normal, Ny (resp. Ny), que serd nuestro candidato a vector esférico
paralelo a la inmersion, mediante

- E
Nl - - N17

€1

respectivamente en el caso espacial tendremos

Se verifica que

<qu7]\71> = _E> <Xuv7N1> =0 y <XU’U7N1> = _E7
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respectivamente en el caso espacial tendremos
<qu7N2> = _E7 <XuvaN2> =0 y <XU’U7N2> = —F.

Esto es equivalente a ey = g1 = ﬁ y f1 =0 (resp. ea = go = "le y fa =0).
Veamos cémo quedan los invariantes no nulos

|H|2 _ Al _(62“‘52)27 K — Al _5292;f22
| V1|2 4E | V1|2 b
v A = (e2 — g2)® +4f3
AE?2|N, |2

respectivamente en el caso espacial tendremos

H? :(€1+91)2_ 1 K :€1gl—f12_ 1
AE? | a2’ E? | N2
v A = (1 —q1)” +4f]
AE?IN,2

El calculo directo muestra |Ni[?A + |[H|? = K (resp. |No?A + |H|? = K).
Si comparamos con nuestra hipotesis la Ec. (5.6), teniendo en cuenta que
A(u,v) # 0, se obtiene que |[Ny|2 = R (resp. |Na|2 = R). De esta manera, la
curvatura de Gauss se reduce a

1 _ €292 — f 2
K=— 5.7
R (5.7)
respectivamente en el caso espacial tendremos
€191 — f1 1
K = e 5.8
TR (5.8)
Nuestro objetivo es demostrar que se tiene que
Niu=%y 7 Nip=xy, (5.9)

respectivamente en el caso espacial queremos demostrar

Now=%Xy v Nay=x,. (5.10)
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Para ello, utilizaremos la base ortogonal del espacio {Na, Nl,xu,xv} (res-
pectivamente {NQ, N1, Xy, X, }). La eleccion del vector N nos proporciona
directamente que

<Xu7 Nku> - _<qu7 Nk> - Eu <XU7N]€U> - _<Xume> - 07
<XvaNk:u> = _<XU’U7NI€> = 07 <XU7N/<IU> = _<Xm)7Nk> = E7
(Ny, Niw) =0, (Ny, Niw) =0,

donde k = 1 (resp. k = 2). Para las dltimas igualdades hemos usado que |V, |
(resp. |N3|) es constante. Las componentes del vector diferencia, Ni, — Xy,
en los primeros elementos de la base son

(Xu, Nku —Xy) = (X, Nk:u> — (Xu, %) =0,
(%o, Nku —Xy) = (X, Nku> — (X, Xy) =0,
<Nk7 Nku —X,) = <Nk7 Nku> - <Nk,Xu> =0,
donde k =1 (resp. k = 2). De forma anéloga se tendria para Nkv — X,.

Para llegar a las Ecs. (5.9), nos falta demostrar que también se anula en
la tltima coordenada. Esto es, demostrar que (Ny, N,) = 0 = (Ny,x,) ¥
(Ns, N1v> =0 = (Ns,x,). Dado que N, y N3 son ortogonales, se tiene

<N17N2u> :_<NIU7N2>7
<N1>N2v> :_<N1U7N2>-

Por lo tanto, s6lo tenemos que demostrar que (]\71, Noy) =0 = (]\71, Noy).

Respectivamente en el caso espacial, queremos demostrar que se tiene
<N1, N2u> =0= <N1,Xu> <N1,N2U> =0= <N1,XU> Dado que N1 y N2 sSon
ortogonales, se tiene

<N1u7N2> :_<N17N2u>7
<va7N2> :_<N17N2’U>-

Por lo tanto, solo tenemos que demostrar que (Ny,, N2> =0 = (Ny,, N2>.

Gracias a la Prop. 5.2.1, con los coeficientes e; = g1 = _—If y f1 =0 (resp.
e2=gs="7y f»=0),laEc. (5.1) y la Ec. (5.3) se escriben como

{ 92<J\Af1,N2u>—f2<]\:71,N2v> =0,
— f2(N1, Nay) + ea(Ny, Nop) =0,
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respectivamente en el caso espacial

{ gl(Nlaj\:f21t>_f1<N17]Y2v> :Oa
—f1(N1, Noy) + e1(N1, Ny,) = 0.

Tenemos un sistema linear homogéneo en las incognitas (]\71,]\72“> y
(N1, Noy), con determinante epgy — f2. Sabiendo que K (u,v) # +. la Ec.
(5.7) implica entonces que eags — fa # 0 para todo (u,v) € U. Concluimos
que la dnica solucion del sistema es la trivial <N1, Noy) =0y <N1, Ny,) = 0.
Con ello, se obtiene que Nm X, Y Nh, X, tienen todas sus componentes
nulas. Asi, llegamos a las Ecs. (5.9).

Respectivamente en el caso espacial, tenemos un sistema linear homo-
géneo en las incognitas (N17N2u> y <N17N2v> con determinante e;g; — f7.
Sabiendo que K (u,v) # _R}, la Ec. (5.8) implica entonces que ejg; — fZ # 0
para todo (u,v) € U. Concluimos que la tnica solucién del sistema es la
trivial <N1u,N2) =0y (N, N2> = 0. Con ello, se obtiene que Ny, — X, y
Na, —X, tienen todas sus componentes nulas. Asi, llegamos a las Ecs. (5.10).

Con esto acabamos este caso dado que si Nlu =X,V Nh, = x, (resp.
Nzu =X,y lev = X,), al ser U conexo, se tiene que x = N1 + d (resp.
x = Ny+ d), donde d es un vector constante. Asi, la imagen de la inmersion
estd contenida en un hiperboloide temporal (resp. espacial) de centro d y
radio R.

Caso x,, — X,, es de tipo luz

Si asumimos que X,, — Xy, es de tipo luz, entonces para cualquier base
ortonormal del plano normal { Ny, No} verificando |Ni|? = 1 = —|No|?, se
tendra que x,, — X,, es proporcional a Ny + Ny 0 a N; — N,. Esto se debe
a que soélo existen dos direcciones independientes de tipo luz.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que es proporcional a Ny +
Ns. De esta manera, se tiene que

0= <qu - vale + N2> - (61 + 62) - (.gl +92)7

concluyendo que e; 4+ e5 = g1 + go. Con esta condicion, el célculo directo de
la curvatura normal nos muestra que

— 92)°(f1 + f2)?
42 '

ke
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Dado que suponemos que k;]?\, = 0 y tenemos que ey # g, al ser X, — X, de
tipo luz, entonces f; + fo = 0. Esta otra condicion junto con la anterior nos
lleva a que la resultante es

A (9 0 (e2 = ) +453)
4F4 ’

que al no anularse implica que e; + es = g; + g2 # 0. Definamos el vector
normal, N, que serd nuestro candidato a vector esférico equivalente a la

inmersion, mediante
- N; + N.
N=_-F g
€1+ es
Se verifica que

~

<XUU7N> - <X’UU7N> =—-F y <X1w7N> =0
equivalente a
erte=—E=g+g v fi+f=0.

Veamos como quedan los otros invariantes

ez + g
E

ez + go

|H|* =1+ K=1+ (5.11)

El calculo directo muestra que |H|? =

se tiene que

K. Nuestro objetivo es demostrar que

No=%x, v N,=x,. (5.12)
Para ello, utilizarerr}os la base ortogonal del espacio {Ns, N1,x,,x,}. La
eleccion del vector N nos proporciona directamente que

<Xu7]\7u> = _<Xum~]\7> = E7 <Xu>Nv> = _<Xuv7N> = 07

~ A~ ~ A

<Xv7Nu> - —<XM,,N> =0, <XU7N'U> = _<X”U'U7N> = L.

Las componentes del vector diferencia N, — x,,, en los elementos tangentes
de la base, son

<Xu»]\7u - Xu> - <XuaNu> - <quxu> = U,

A~

<XU7Nu - Xu> = <XU7Nu> - <Xvaxu> =

De forma anéaloga, se tendria para N, — x,.
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Para llegar a las Ecs. (5.12), nos falta demostrar que también se anula
en las coordenadas normales. Esto es equivalente a demostrar que

(Ni,N) =0=(Ny, N,y y (Ni,N,) =0=(Ny, N,).
Dado que N=N; + Ny, se tiene

<N17]\:[u> = <N17N2u>7 <N27]\:[u> = <N2aN1u>>
<N17NU> - <N17N2v>7 <N27Nv> - <N27N1v>~

Gracias a la Prop. 5.2.1, con los coeficientes e; + e = —FE = g1 + g2 ¥
fi+ fo=0,1a Ec. (5.1) y la Ec. (5.3) se escriben como
0 622+ g2 —f, e
62 ng Eu 627.} - f2u
0 2F _f2 €2+ L Ev o €y — f2u
€2+ g2 0 9 —fo (N1, Na) 9ou — J2v
622*E92 <N1v7 N2> 9ou — f2v
°F 0 gp+E —f

Tenemos un sistema linear homogéneo en las incognitas (Ny,, No) v (N1, No)
con determinante —*(es + g2)?. Sabiendo que K(u,v) # 1, la Ec. (5.11)
implica entonces que e; + g2 # 0 para todo (u,v) € U. Concluimos que la
unica soluciéon del sistema viene dada por

2E u v 2E v "
(N No) = 0, (Noyy No) =0, B, = 220 —F) p  2B(Cou = Jou)

€2 + g2 ! €2 + g2
Con ello tenemos las Ecs. (5.12) al tener que Nu —X, ¥y Nv — X, tienen todas
sus componentes nulas.

Con esto acabamos este caso dado que si Nlu =X,V ]\Afh, = X,, al ser
U conexo, se tiene que X = N + d, donde d es un vector constante. Asi, la
imagen de la inmersion esta contenida en una hoja de luz desplazada por d
(esfera de radio 0 y centro d).

OJ

5.4 Ejemplos de superficies esféricas en R'?

Dado que este tipo concreto de superficies no han sido caracterizadas, no se
encuentran ejemplos de parametrizaciones esféricas inmersas en R'3 en la
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literatura. Aunque son sencillos, hemos anadido en este trabajo un ejemplo
para cada tipo posible del vector. Como antes, utilizaremos la base canénica
de R'? donde la primera coordenada es la temporal.

Ejemplo 5.4.1. Consideremos la inmersion x : R x (—n/4,7/4) — R'3
dada por

x(u,v) = (sinh(u) sin(v), cosh(u) sin(v), sin(u) cos(v), cos(u) cos(v)).

Se tiene que |x|*> = 1, por lo que la imagen de la inmersion est4 en un
hiperboloide espacial. Los coeficientes de la primera forma fundamental
asociados a esta parametrizaciéon son

E = cos(2v), F =0, G=1.
Consideramos la base normal dada por
N, =x,
Ny = (cosh(u) cos(v), sinh(u) cos(v),
1
eos(20)
Los coeficientes de las segundas formas fundamentales asociadas son
-1

ev=—FE, fi=—-F g=-G, e=0, fi=—Fr—, g=0
cos(v)

cos(u) sin(v), — sin(u) sin(v))

Por lo tanto, usando las formulas de las Ecs. (4.6), los invariantes son

1 1
H?=1 kn = K=1+—— A= —p—.
=l ’ v=0, i cos?(2v)’ cos?(2v)

Se puede comprobar la condicidén necesaria
ky =0 y (DA+|H|? =K.
Ejemplo 5.4.2. Consideremos la inmersion x : R? — RY3 dada por
x(u,v) = (cosh(u),sinh(u), sin(v), cos(v)).

Se tiene que |x|? = 0, por lo que la imagen de la inmersion esta en un cono
de luz. Los coeficientes de la primera forma fundamental asociados a esta
parametrizacién son
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Consideramos la base normal dada por
N; = (cosh(u) sinh(v), sinh(u), cosh(u) sin(v), cosh(u) cos(v)),
Ny = (cosh(u), cosh(u) sinh(u), sinh(u) sin(v), sinh(u) cos(v)).
Los coeficientes de las segundas formas fundamentales asociadas son
ey = —sinh(u), f1 =0, ¢ = —cosh(u),
ey = —cosh(u), fo=0, go= —sinh(u).
Por lo tanto, usando las formulas de las Ecs. (4.6), los invariantes son

1
|H|> =0, kn =0, K =0, A:Z.

Se puede comprobar la condicién necesaria
kv=0 y (0)A+|H]?=K.

Ejemplo 5.4.3. Consideremos la inmersion x : R x (—n/4,7/4) — R!3
dada por

x(u,v) = (cosh(u) cosh(v), sinh(u) cosh(v), sin(u) sinh(v), cos(u) sinh(v)).

Se tiene que |x|> = —1, por lo que la imagen de la inmersién est4 en un
hiperboloide temporal. Los coeficientes de la primera forma fundamental
asociados a esta parametrizaciéon son

E = cosh(2v), F =0, G=1.
Consideramos la base normal dada por
N; = (sinh(u) sinh(v), cosh(u) sinh(v),

1
— cos(u) cosh(v), sin(u) cosh(v)) ——,
(u) comh(). sinfu)cosh (1)) ————
N2 = X.
Los coeficientes de las segundas formas fundamentales asociadas son
-1
e1=0, fi=—F——, a1=0, ea=-FE, fo=-F g¢g=-G.
cos(v)

Por lo tanto, usando las formulas de las Ecs. (4.6), los invariantes son
1 1

H|? = —1, kn =0, K=-1—-—0—, A= ——.
&l N cosh(2v) cos?(2v)

Se puede comprobar la condicién necesaria

ky=0 y (-DA+|H? =K.
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Capitulo 6

Caracterizacion de superficies de
angulos constantes en R

Aunque el estudio de las superficies esféricas en el espacio de Lorentz 4-
dimensional es realmente paralelo a nuestro estudio en el caso euclideo, no
ocurre lo mismo con las superficies de angulos constantes. En el caso euclideo
podiamos apoyarnos en [13]|, donde se realizaba un estudio de una familia
de superficies mas grande. En este caso, nos apoyaremos en el estudio mas
general sobre superficies espaciales en R'? realizado por Pierre Bayard en |2].
En este trabajo, utilizando la estructura de cuaterniones, se demuestra un
teorema de representacion en el estilo de la representacion de Weierstrass de
una superficie inmersa mediante su aplicacion de Gauss y unas componentes
compatibles del vector curvatura media. Veremos que se traducira en que las
funciones componentes cumplan ciertas condiciones de compatibilidad.

A lo largo de este capitulo, definiremos lo necesario para entender el re-
sultado de representacion, estudiaremos cémo influye la condiciéon de angulos
constantes en la aplicacion de Gauss y llegaremos a reducir el problema de las
componentes compatibles a una ecuacion diferencial hiperbélica de segundo
orden.

La estructura de este capitulo es:

e Definimos la aplicacion de Clifford entre cuaterniones, vectores y su
extension a bivectores.

e Consideramos la condicién de angulos constantes sobre la aplicacion

113
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de Gauss de la superficie inmersa.

e Enunciamos el teorema de representacion y su reescritura a un proble-
ma de derivadas parciales.

e Estudiamos los invariantes locales.

e Caracterizamos distintas subfamilias incluyendo ejemplos.

6.1 La aplicacién de Clifford sobre vectores

Vamos a ver la descripcion de la aplicacion de Clifford sobre RY3 usando
los cuaterniones complejos. Véanse las referencias [2] y [12] para hallar mas
detalles. Sea H® el espacio de cuaterniones complejos definidos por

H = {go1 + @11 + 2J + 3K, 0,1, 2,93 € C},
donde I, J, K cumplen que
I’=J=K?=-1, 1J=—-JI =K.

Del mismo modo, definimos H®(2) como el conjunto de matrices 2 x 2 con
entradas en HC. El 4lgebra de Clifford viene dada por los elementos de la

forma
a b C
C’l(l,3)—{<g a), a,b e H },

donde si € = qol + 11 + q2J + 3K es un elemento de HC, entonces

~

E=ql+ql +¢@J +GK.

Esta algebra, con el producto usual de matrices, se descompone en dos sub-

conjuntos
. a 0 C ~ C
Cl0(1,3)—{(oa),a€H}_H,

llamado el conjunto de elementos pares, y

011(1,3):{(2 g) aEHC}zHC,

llamado el conjunto de elementos impares.
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Definicion 6.1.1. Definimos la aplicacion de Clifford entre los vectores
de RY3 y el subconjunto de los elementos impares del dlgebra de Clifford,
Cli(1,3), mediante

R1,3 N Cll(LS)
(l’ xr1,T 33') — 0 1x01+x1]+x2]+x3[(
0,41, 42,43 _i$01+$1]+$2J—|—$3K 0
(6.1)

Ademds, mediante esta aplicacion identificamos RY con el subconjunto de
HC donde la primera coordenada es imaginaria pura y las demds son reales.

Con esta aplicacion podremos interpretar el producto exterior como pro-
ducto de matrices, de forma que el producto exterior de dos vectores, ele-
mentos impares, nos dara un elemento par. El problema surgird cuando las
coordenadas del cuarternion asociado sean complejas. Por ello, tenemos que
dar una interpretacion a las posibles coordenadas complejas que tendran los
bivectores. Esto es, si & = (x1, 29, x3,24) € ¥ = (Y1, Y2, Y3, Ya), entonces

TANY (11’01 + a1l + 20 + l’gK) . (—iﬂ?ol + 21l + x5J + LL’3K)
= (zoyo — T1Y1 — Toy2 — w3y3)1
+(x2ys — w32 + i(T0y1 — T1Y0)) 1
+(3y1 — 21y3 + i(zoy2 — T2y0))J
+(21y2 — Ton +i(xoys — 23y0)) K.

Veremos en la siguiente seccion cémo relacionamos este elemento resultante
con el bivector z A .

6.2 Una estructura compleja para los bivecto-
res y su identificacién con los productos de
vectores mediante la aplicaciéon de Clifford

Trabajamos con los bivectores utilizando la misma notacion para el conjunto
de bivectores unitarios y descomponibles

Q={neNR": (n,n)=1, nAn=0}.

Para encontrar una identificacion entre los productos obtenidos median-
te la aplicacion de Clifford y los bivectores necesitamos dos pasos: definir
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una unidad compleja sobre los bivectores, obteniendo un espacio vectorial
de dimensién 3, y considerar el subespacio vectorial de dimensiéon 3 de cua-
terniones imaginarios, esto es, sélo con componentes no nulas en /,.J o K.

La unidad imaginaria en las componentes la interpretaremos mediante el
operador de Hodge.

Definicion 6.2.1. Definimos el operador de Hodge sobre los bivectores,
%1 ARV — A2RY?
mediante

(e, ') =n Ao, (6.2)
para todo n,n € A’RL3,

Si {eg, €1, e2,e3} es la base canonica de R'3 el calculo del operador de
Hodge sobre la base de bivectores es

= 61/\62/\60/\63:

1
= e NesNegNheg= 1 =

1

1

= 60/\61/\62/\63:

( ) )
(( ) )
(x(eg Nep),eg Nea) = ez ANep Aeg Aey =
{x( ) )
(x( ) )
( ) )

x(eg Negy),egr Neg) = egNegNep Nes= —1 = (ez3Ney, el Nes),

(x(eg Neg),eg Nea) = egNesNegNea= 1 = (ej Ney,e1 Aey),
con lo que

x(ep A eg) = ez Neg, *(ea Aes)=er A e, x(es A ep) = es A eg,

x(eg Nep) =ex Nes, *(egANex) =e3Nep vy *x(egAeg)=er Aes.

Se puede ver que *?> = —idy2p1s. Esto nos lleva a denotar por i := * la

unidad compleja que damos al espacio de los bivectores.

Con esta unidad compleja, podemos elegir como base compleja de A2R3
los elementos

E1:€2/\€3, E2:€3/\€1, Egzel/\eg.

Asi, conseguimos escribir todo bivector como una combinacién lineal de
{E1, Es, E3} con coeficientes en C. Una métrica asociada a esta estructura
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vendria dada por la siguiente operacion, H : A2R!3 x A2RY3 — C, definida
por

H(n,n') = () —inAn. (6.3)
Se puede comprobar que H(E;, E;) = §;; para cada i,7 = 1,2,3. Ademas,
para cada n € A’2R'3 se tiene

n= ZH(mEj)Ej'

J=1

Como H(n,n) = 1 siy solosi (n,n) =1y nAn =0, la circunferencia
unitaria para la métrica H resulta coincidir con Q, es decir

Q={neN°R": H(n,n) =1}

Por otra parte, mediante la aplicacion de Clifford podemos transformar
el producto exterior entre dos vectores a un producto entre sus matrices de
elementos impares asociadas. Tenemos que

(0 i1 (0T (0 J (0 K
©“=\1 0) A7\1r o) 27\J o) BT\Kk o)

Utilizando el producto matricial, tenemos la representacion de bivectores
como los elementos pares usando la base

0 J\/0 K JK 0 I 0
El_e?Aei”_(J o) (K 0)_(0 JK)_<0 1>—I7
0 K\ /(0 I J 0
E2:€3/\61:(K O)(I O)Z(O J):J’
01\ /[0 J K 0
E3:61/\62:([ O)(J 0>:(0 K)ZK

De esta manera, a cada bivector le podemos hacer corresponder un elemento
en Cly(1,3), es decir, la aplicacion de Clifford llevard a los bivectores de R'3
al subconjunto de los elementos pares. A cada bivector en A2R!'3 de la forma

TogegNep+x1 egNeg+ Ty egNes+ Tz ep Ney+ x4 €1 ANes+ 25 €3 N\ es,
le asociamos el elemento en Cly(1,3)

(.I‘g — ll’o)] — (I4 + ll’g)J + (l’4 — lIg)K 0
0 (IL‘g + L’E())I - (.I'4 - IJZQ)J + (l’4 + 1x3)K '
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Gracias a esta aplicacion y la identificacion entre Cly(1,3) y HC, asociamos
a cada bivector un elemento de los cuaterniones imaginarios

NRY ={Z\1 + ZoJ + Z3K € HE 1 (71, Z2, Z3) € C*} = Sm HF,

que es el subespacio generado sélo por I, J y K. Esto implica que podemos
identificar Q con

{Z\ I+ ZyJ + ZsK : Z} + 72+ 72 =1}
Tenemos una fibraciéon de
St :={Z01+ Zi1 + ZoJ + Z3sK : Z5+ 77 + 75 + 75 = 1},
mediante la proyeccion

T:S: — Si (6.4)
g — q'Ig.

Si consideramos los elementos de S con la forma cos A1+ sin A I, se tiene
que

m((cosA1+sinAI)g)= q '(cosAl+sinAI) ' (cosAl+sinAl)q
“Hcos Al —sin AI)I(cos A1 +sin AT)q
“Hcos AT +sin Al)(cos Al +sin AT)q

g =n(q)

Dado que la multiplicacion de elementos de St por la izquierda sobre un
elemento de S} no varia la imagen del elemento por la proyeccion, su fibra
principal serd

St = {cosAl+sinAI, AcC} C S,

actuando por multiplicacion a la izquierda en SE. De esta forma, una curva
compleja g : C — S% se llamaréa horizontal si ¢'g~! pertenece a CJ & CK.

6.3 Plano tangente de Q

En esta seccion vamos a ver céomo podemos caracterizar los elementos del
plano tangente de Q mediante H.
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Proposicion 6.3.1. Sea p € O, entonce el plano tangente en p serd
T,0={¢ € Im H: H(p,) = 0},

donde estamos usando la identificacion entre A’RY3 y Im HC.

Demostraciéon: Sea ~(t) una curva en Q de forma que (0) = p. De
esta forma, se tiene 7/(0) = £ € T,Q. Al ser una curva de puntos en Q, se
tiene que

H(y(t),~(t) = 1.

Esto es una funcion escalar en el parametro ¢t y podemos calcular su derivada.
Llegamos a que se debe cumplir

H(~(t),7'(t)) = 0.

Esto debe ser cierto para t = 0 y se tiene

H(p, &) = 0.

Dado que hemos partido de una curva que pase por p arbitraria, esta condi-
cion se cumple para cualquier vector tangente en p.

Esta caracterizacion sera utilizada en las demostraciones futuras.

6.4 Definicién de angulo complejo entre bivec-
tores

Definicion 6.4.1. Sean p,q € Q dos planos espaciales orientados de R13.
El angulo complejo entre p y q es el numero complejo b € C tal que

H(p,q) = cos,

donde H estaba definida en (6.3). El dngulo es unico salvo el signo y la
adicion de 277 dado que cos : C — C es sobreyectiva y cosy) = cos)’ si y
solo sip = £ + 2km, k € Z.
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Ya podemos dar la definicion de superficie con d&ngulo complejo constante
en este contexto.

Definicion 6.4.2. Sea ¥ una superficie inmersa en RY3 y sea II C R* un
subespacio lineal de dimension 2. Diremos que Y tiene dngulo complejo
constante con respecto a 11, si el dngulo complejo entre los bivectores aso-
ctados a II y a los espacios tangentes TpX no depende de la eleccion del
punto p € 2.

Aunque estudiaremos todas las posibilidades, el caso mas interesante sera
cuando 1 tenga parte real e imaginaria no nula. Por ahora, separamos el caso
en el que ¢ = 0.

Proposicién 6.4.3. Sean p,q € Q dos planos espaciales orientados de R
y sea ¥ € C el dngulo complejo entre p y q. Tenemos las siguientes afirma-
clones:

1. Si ¢ # 0 7], entonces existe V € T,Q tal que H(V.V) =1y

q=costY p+siny V. (6.5)

2. Si =0 [n], entonces existe £ € T,Q tal que H(E,€) =0y
q==xp+E, (6.6)

donde el signo es positivo si ¢ = 0 [27] y negativo si ¢ = 7w [27].

Demostraciéon: Tenemos que H(p,q) = cosy y, como p € Q, H(p,p) =
1. El bivector £ := ¢ — cos® p cumple que

H(p,§) = H(p,q) — cos¢ H(p,p) =0,
es decir, que & pertenece a
T,0={¢ € TmH": H(p,¢) = 0}.

Tenemos dos posibilidades:
Caso 1: H(,€) # 0, que es equivalente a

H(q,q) + cos*¢ H(p,p) —2costp H(p,q) # 0,
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que implica que cos®t # 1 dado que H(p,p) = H(q,q) = 1y H(p,q) =
cos 1, por lo tanto, se tiene 1 # 0 [r].

Sea v € C cumpliendo que 72 = H (&, €), entonces como vy # 0 podemos
definir el bivector V' = £/~ que cumple

HV,V)=1 'y g=costpp+~ V.

Como tenfamos que H(p,p) = H(q,q) = 1y H(p,V) = 0, se deduce que
1 = cos?1 + 2, es decir, v = Zsiney. Cambiando V por —V si fuese
necesario, podemos suponer que vy = sin y se cumple la Ec. (6.5).

Caso 2: H({, &) = 0, que es equivalente a v = 0 [r]. Por lo tanto,
E=q—epcone=1si1=0[2n]ye=—1si1 = [27], que implica la Ec.
(6.6).

OJ

Nota 27. Veamos ahora qué implica el caso v = 0 [7]. Sip = p1 Ap2y
E=1t Nty € T,Q con H(,€) =0, entonces, por un lado

O:H<§,€): <t1/\t2,t1/\t2>—itl/\tg/\tl/\tg:O:> <t1/\t2,t1/\t2> :O,

por lo tanto, algtin ¢; es de tipo luz. Supongamos que es t, = L. Por otro
lado, por ser tangente (¢ € T,Q < H(&,p) = 0), se tiene que
(Bt AL, prAp2) —iti ALAp1Apa =0 (1AL, p1Aps) = 0= ti ALApi Apa,

por lo que L debe ser normal a p; v po, a la vez que t; es combinacion de p;
y po. Esto es, p y ¢ pertenecen a un mismo hiperplano de R%? generado por
p1, b2y L.

Concluimos que si p es constante, entonces ¢, el posible plano tangente
de una superficie inmersa con angulo complejo constante, so6lo puede variar

entre las dos posibilidades dadas por los vectores de luz independientes. Esto
es, una superficie degenerada a un plano constante.

Por todo lo anterior, de forma general vamos a suponer que ¢ # 0 [r].
Interpretaciéon del dngulo complejo en términos de dos
angulos reales

Veamos una interpretacion geométrica a través de una descomposicion del
angulo complejo en valores reales. Sean otra vez p,q € Q con un angulo
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complejo ¢ # 0 [r]. Si usamos la Prop. 6.4.3, entonces existe V' € T,,Q tal
que HV,V)=1y
q=cosy p+siny V.

Si tenemos en cuenta la Ec. (6.3), entonces las condiciones V' € T,Q y
H(V,V) = 1implican que V es de la forma uAv para dos vectores espaciales
u y v pertenecientes a p y a pt, esto es, p=uAut y pt = v Avt (donde ut
v v1 son respectivamente espacial y temporal). Si escribimos 1) = 11 + ity
y usamos las formulas

cost = cosy coshpy — isin; sinh 1)y,
siny = siny cosh 1y + icos )y sinh g,

obtenemos que

q = costhuAu-+siny uAv
= (coshby u + sinh )y v1) A (costpy ut — siny; v). (6.7)

Esto implica que el plano ¢ esta generado por los vectores ortogonales uni-
tarios cos; ut — sint; v y coshiy u + sinhp, vt. Estos vectores estan
determinados por una rotaciéon euclidea de angulo ¥, en el plano espacial
generado por u’ y v, y por una rotacion lorentziana de angulo v, en el plano

temporal generado por vy vt.

Nota 28. El caso donde el angulo ¢ # 0 [r] entre los planos p y ¢ es un
nimero real (esto es 1o = 0) es equivalente a que exista un hiperplano
espacial conteniendo ambos p y ¢. Si usamos la Ec. (6.7), este hiperplano es
p @ Ro. En el caso de que 1 es un ntimero imaginario puro (esto es ¢, = 0),
entonces es equivalente a que exista hiperplano temporal conteniendo ambos
p vy q (este hiperplano es p ® Rot). Esto limitara las posibilidades para una
superficie con angulo real o imaginario puro, como veremos maéas tarde al
clasificar las superficies de estos subcasos.

6.5 La aplicacion de Gauss de una superficie
espacial inmersa

Consideremos una superficie inmersa, M, en R, Recordemos que la aplica-
cion de Gauss, G, relaciona cada punto de la superficie con el plano tangente
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en ese punto. Podemos identificar la aplicacion de Gauss de M con la apli-
cacion
G: M— Q< 3mH"

r—  G(x) =uy Aug,
donde {uy,us} es una base ortonormal de T, M orientada positivamente.

Definimos el producto vectorial de dos vectores cuaternionicos &, €
Sm H® mediante

Ex €= (66 ~€8) € ImEC

También definimos el producto mixto de tres vectores &,&, ¢ € Sm H
mediante

£.€,¢"=H(Ex (") € C
El producto mixto es una forma de volumen compleja en Im HE, es
decir, una aplicacién en valores complejos, C-linear y antisimétrica con res-

pecto a los tres argumentos. Este producto determina una forma de area
compleja wo en Q mediante

we,(§,€') = [€,&,pl,

para todo p € Q y todo £, & € T,Q. Notese que wg,(£,§') = 0 si y solo si §
y & son linealmente dependientes sobre C.

Aunque ya era conocido que los invariantes de una superficie con dngulo
complejo constante cumplen que K = kxy = 0, vamos a recordar el resultado
que se plantea en [2]. De esta forma, veremos la relacion entre el pull-back
de la aplicaciéon de Gauss y la forma de area wq.

Proposiciéon 6.5.1 (Prop. 6.3, [2]). Si K y kx denotan la curvatura de
Gauss y la curvatura normal de M respectivamente, se tiene que

G*CUQ = (K + lkN) Whr, (68)

donde wys es la forma de drea de M. En particular, K = ky =0 enxg € M
sty sdlo si el espacio lineal dG,, (T, M) estd contenido en una linea compleja
en Tg(IO)Q‘

En la demostracion de este resultado se utilizan expresiones alternativas
de la diferencial de la aplicacion de Gauss en términos de operaciones sobre
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HC. Desde la definicion del pull-back, se reescribe en términos de operacio-
nes con los cuarterniones adecuados que se separa en una suma. Utilizando
resultados desarrollados en [2], se llega a la expresion final.

En el mismo articulo se utiliza el siguiente argumento aplicando este
resultado. El objetivo sera asegurarnos que podemos considerar que la pa-
rametrizacion es isoterma. Lo incluimos para mantener la maxima cohesion
con el trabajo publicado.

Podemos aplicar este resultado, suponiendo que G : M — Q es una
aplicacion regular (dG, es inyectiva en todo punto x de M), entonces se
tiene que G*wg, = wo(dG,,dG,) = 0, para cada z € M. Esto implica que
Qm(dG,) es una linea compleja en T,y Q vy podemos definir

Ju :=dG, (i dG,(u)),
para todo u € T, M. Esto es, J es una estructura compleja en M tal que
dG,(Ju) =1dG,(u),

para todo x € M y todo u € T, M.

Veamos que M no puede ser compacta. Para demostrarlo, supongamos
que lo sea. De esta manera, tenemos definida globalmente una aplicaciéon de
Gauss G = G114+ Gy J +G3K. Como (M, J) es una superficie Riemanniana,
cada componente G, Gy y G3 son funciones holomérfas.

Las componentes también estan definidas de forma global y, por el teore-
ma de Liouville, al ser un dominio compacto tienen que ser constantes. Esto
implica que G es constante, es decir, que M es un plano.

Para concluir que podemos considerar una parametrizacion isoterma, de-
bemos anadir la condicién de que M es simplemente conexa. Dado que nues-
tro trabajo es local, esta condicién no es restrictiva.

De esta manera, la variable complexificada z de la superficie esta en
un dominio abierto complejo. Por el Teorema de uniformaciéon de Riemann,
(M,J) es conforme a un conjunto abierto C y por lo tanto admite una
parametrizaciéon conforme a los ejes, es decir, podemos suponer que z =
T+ 1iy.

Por la Prop. 6.4.3 y la Nota 27, si ¢» = 0 [n] entonces la superficie M,
si es conexa, pertenece a un hiperplano py @ L donde L es una de las dos
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lineas nulas normales a py. Reciprocamente, si una superficie esta contenida
en py @ L entonces tiene angulo complejo constante ¢ = 0 [r].

En el caso que ¢ # 0 [r], la imagen de la aplicacion de Gauss esta
contenida en un circulo complejo, en Q, de centro py y radio cost. Esto
implica que G es de la forma

G = cosv py +siny V, (6.9)
donde V' : M — T,,Q es una funcién tal que H(V, V) = 1.

El primer teorema de representacion que veremos nos permitira la deter-
minacion de la inmersion a partir de la aplicacion de Gauss. Pero antes de
ver este resultado, mostramos un ejemplo sencillo de una superficie inmersa
con angulo complejo constante que no habia sido descrito anteriormente.

Primer ejemplo de superficie con 4ngulo complejo cons-
tante

El objetivo de esta seccion es introducir un nuevo ejemplo de una inmersion
de tipo luz con angulo complejo constante y arbitrario con respecto a un
plano fijo. Tenemos la inmersion F(z,y) : R? — R definida por

F(z,y) = ™% (cosh(z), sinh(x), cos(y), sin(y)) (6.10)
donde a,b € R. Los vectores que forman una base del plano tangente son

F, = e % (qcosh(x)+ sinh(z), cosh(x) + asinh(z), acos(y), asin(y)),

F, = —e“ % (bcosh(x),bsinh(z),bcos(y) + sin(y), — cos(y) + bsin(y)) .
Los coeficientes de la primera forma fundamental son
E=¢t —q vy F=0.

Comprobamos que es espacial ya que EG — F? > 0. El calculo directo
muestra que la aplicacion de Gauss es

F,NF,

|F, ANF,|

= (a+1ib)E; — (cosh z + (a + ib) sinh 2) Fy

G(z) =

+i((a + ib) cosh z + sinh 2) E5.
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Veamos ahora que el angulo complejo, 1, entre los planos tangentes y el
plano asociado a E; es constante. En efecto, se tiene que

cos := H(G(z), Ey) = a + ib.
Notese que |F|?> = 0, es decir, que la imagen de la inmersiéon pertenece al
cono de luz que pasa por el origen.
Consideramos vectores normales
N1 = (0,a,bcosh(z)sin(y) — cos(y)(asinh(z) + cosh(z)),
—sin(y)(asinh(x) + bcosh(z) ctg(y) + cosh(z))),
Ny = (2cosh(z) ((1 4 a® + b?) cosh(z) + 2asinh(z)) ,
(1 + a® + b?) sinh(2z) + 2a cosh(2z),
2 (cosh(z) ((a* + b*) cos(y) + bsin(y)) + asinh(z) cos(y)) ,
2sin(y) (cosh(z) (a® + b* — betg(y)) + asinh(x))).

El calculo de la expresion para el vector curvatura media H, definida en Ec.
(4.3), nos da:

Ny + Ny

H = e % ((a® +b* + 1) cosh(z) + 2asinh(z)) 5

Vemos que es de tipo luz al ser |H|? = 0.

6.6 Teoremas de representaciéon

A partir de ahora, vamos a suponer que la aplicacion de Gauss, cuya imagen
esta contenida en una circunferencia como en la Ec. (6.9), esta parametrizada
por

2z 2z
G(z) =cosy I +siny J < cos | — + sin | — I, 2eC. (6.11
() v 4 { (81111/1) sin ¢ ( )
Esto es que suponemos que forma el &ngulo constante 1) con el plano asociado
a I. Esta condicion no es restrictiva dado que podemos considerar un mo-
vimiento rigido para la superficie inmersa. Vemos que esta parametrizacion
cumple que

H(G'(2),G'(2)) =4 paratodo ze€eC,
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donde G'(z) indica la derivada de la aplicacion de Gauss bajo el parametro z.
Dado que G(z) € S, utilizaremos la fibracion de Sg — S2 que introdujimos
en la Ec. (6.4) y su distribucion horizontal.

Nota 29. Se puede observar que también estamos anadiendo la hipotesis
de que la aplicacion de Gauss sea regular. Parte de nuestros resultados se
podrian aplicar en casos con singularidades, pero siguiendo el espiritu local
de este trabajo, consideramos que no hay singularidades en el abierto donde
se define la inmersion.

Lema 6.6.1. La funcion g : C — S} definida por

g(z) = —COS% sin (ztan f) 1+cos% cos (ztan %) I (6.12)

2
—i—sin% cos (z ctg %) J — sin% sin (zctg %) K,

es un levantamiento horizontal de la funcion G de la Ec. (6.11). Se tiene
que H(g',g') =1y
¢'g7' = cos fJ + sin BK, (6.13)
donde
B = —2zctg. (6.14)

Ademds, cualquier levantamiento horizontal de G es necesariamente de la
forma g, := ag para una constante a = cos(A)1+sin(A)I, A € C, y se tiene
que

g.9. " = cos B, + sin B, K,

donde B, = B + 2A.

Demostraciéon: Comprobemos todas las afirmaciones del lema. Se tiene
que

g'(z) = —sin¥ cos(ztan¥)1—sin¥ sin(ztan¥)

2 2
— COS% sin (z ctg %) J — COS% coS (z ctg %) K.
Si calculamos H(¢'(z2), ¢'(2)), se tiene que

H(g'(2),d(z) = (sin% cos(ztan %))2 + (sin £ sin (2 tan %))2

+ (COS% sin (z ctg %))2 + (COS% coS (z ctg %))2
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Para la siguiente afirmacion, primero vemos que

gz =g(z) = — cos% sin (z tan %) 11— cos% cos (z tan %) I

—sin% CoS (z cot %) J + Sin% sin (zcot %) K.

Se tiene que

g9z = (- Sin% cos (z tan %) 1-— Sin% sin (2 tan %) I

—COS% sin (zctg %) J —cos¥ cos (zctg %) K)

2
(cos% sin (z tan %) 1— COS% cos (z tan %) I

— sin% cos (z cot %) J + sin% sin (z cot %) K)
= cosf3J +sin K,
donde g = —2z ctgy. Contamos, en efecto, con un levantamiento horizontal.

La afirmacion final viene implicada por la caracterizacion de la fibra
principal que habiamos visto para la proyeccion definida mediante ¢~ 'Ig.

O

Veamos el primer teorema de representacion en términos de las com-
ponentes del vector curvatura media y la funcion g : C — S%, que es un
levantamiento horizontal de G.

Teorema 6.6.2 (Corolario 5 en [2]). Sea U C C un subconjunto abierto
stmplemente conexo. Si hg,hy : U — R son dos funciones reales tal que los
campos vectoriales ay, a € T'(TU) definidos por

oy = ihgcos + hysinf,

Qg = 1ihgsin S — hqcosf,
donde B : C — C cumplen las Ecs. (6.13)-(6.14), son linealmente indepen-

dientes en todo punto de U y se cumple [a1,as] = 0 (considerados como
campos vectoriales reales), entonces con

€ =g HwiJ +wK) 7, (6.15)

donde wi,wy : TU — R son las formas duales de oy, a0 € T'(TU), se tiene
que

F:/g: U—RY,
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define una superficie inmersa espacial con dngulo complejo constante 1. Re-
ciprocamente, salvo un movimiento rigido, dada una superficie inmersa es-
pacial con dngulo complejo constante Y y aplicacion de Gauss reqular se debe
poder escribir de forma local en esta forma.

En [2], como parte de la demostracion, se comprueba que las funciones
reales hg y hy son, de hecho, las componentes del vector curvatura media
de la superficie. Ademés, la base del plano normal es paralela y los campos
vectoriales {1, as} son una base paralela del plano tangente. Incluso se tiene
que estas bases estan orientadas positivamente.

Nota 30. Si consideramos una constante a € S%, sabemos que la funcion
go = ga : C — S también cumple la Ec. (6.13), para el mismo § que g. Si
consideramos, ademaés, las mismas componentes hg y h; al utilizar el Teorema
6.6.2, las formas asociadas a cada levantamiento, §, y &4, , estan relacionadas
mediante &, = a~'¢,a. Esto implica que las inmersiones asociadas, [&; y
[ &, son congruentes, es decir, que coinciden salvo un movimiento rigido
que depende del valor de a.

6.6.1 Teorema de representaciéon en términos de la mé-
trica

Vamos a reescribir el teorema de representacién anterior buscando que de-
penda directamente de los coeficientes de la métrica. Concretamente, in-
terpretaremos las componentes del vector curvatura media y la condicion
[aq, ag] = 0 en términos de los coeficientes de la primera forma fundamen-
tal.

Determinacion de la métrica

Con la misma notacion del Teorema 6.6.2, tenemos los campos {a1,as} en
funcion de S. Si separamos = u + iv en parte real e imaginaria, el calculo
directo muestra

a1 = (hgsinh(v) + hy cosh(v)) sinu + i(hg cosh(v) + hy sinh(v)) cos u,

ay = —(hgsinh(v) + hy cosh(v)) cos u + i(hg cosh(v) + hy sinh(v)) sin u,
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0 escritos como campos reales
a; = (hosinh(v) + hy cosh(v)) sinu F, + (hg cosh(v) + hq sinh(v)) cosu F,,
as = —(hgsinh(v) + hy cosh(v)) cosuF, + (ho cosh(v) + hy sinh(v)) sinu F,,.

Dado que estamos suponiendo que a; y s forman una base ortonormal del
plano tangente, se tiene que

F F,

0 <al’ﬁ> <041>’F—y|>
F, F,
<a27 m> <a27 |F_y|>

(hosinh(v) + hy cosh(v))sinu (kg cosh(v) + hy sinh(v)) cosu

—(hg sinh(v) + hy cosh(v)) cosu  (hg cosh(v) + hq sinh(v)) sinu

= (hgsinh(v) + h; cosh(v)

(
(

(ho cosh(v) + hy sinh(v))(sin? u + cos? u)
= (hgsinh(v) + h; cosh(v) )

)
)(ho cosh(v) + hy sinh(v)).

Por lo tanto, podemos definir 1 y v como

1 1
— = hgsinh(v) + hy cosh(v) 'y — = hgcosh(v) + hy sinh(v). (6.16)
1 v

De esta forma, podemos escribir

~ sin(u) cos(u) B, v - — cos(u) Pt sin(u)
i

] = Fm‘i‘
)

F, (6.17)

Los productos escalares nos darian

1= (o, 1) = Sin2(;t)E n 2sin(u) cos(u)F N COSQ(zu)G7
H 7% l/

G E) N sin?(u) — cos?(u) F

0= (o, a2) =sin(u) cos(u) (VQ 112 Qv

cos2(u)E  2sin(u) cos(u)F  sin?(u)G
= (o) = T 2ol ()G

0% v

Esto nos da F' = 0, £ = p? y G = v% Vemos que las funciones h; y hy
determinan los coeficientes de la primera forma fundamental p = VE y

v=1G.
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Reciprocamente, los coeficientes de la métrica determinan las funciones
hi 'y ha, y equivalentemente, determinan los campos {ay, s }.

El siguiente paso seré interpretar la condiciéon de compatibilidad entre los
campos tangentes [ay, as] = 0 en términos de los coeficientes de la primera
forma fundamental.

Lema 6.6.3. La condicion [aq, ] = 0 es equivalente a

1
- y,u = —0(,
Z (6.18)
— Oy = Ca,
1
donde
¢ = Sln<2¢1> Yy g =— Slnh<2¢2> (619)

~sin®(¢hy) + sinh?(¢)s) sin?(¢)1) + sinh? (1)

Demostracién: El célculo directo, desde la Ec. (6.17), del corchete de
Lie entre los vectores nos da

= (B (D)

De esta forma, la condiciéon [aq, as] = 0 es equivalente a

Oypt = —v Oyu 'y Oyv = p1 Oyu. (6.20)

Por definicion, si § = u + iv, se tiene
u = Re(f) = —2Re(z ctg(v)),
y por lo tanto
Oyu = —2Re(ctg(v)) v Oyu = 2Im(ctg(v)). (6.21)
Si escribimos 1 = 11 + i)y, se obtiene directamente O,u = ¢; y dyu = ¢y

donde ¢; y ¢, son los definidos en la Ec. (6.19). Con esta definicion de los ¢;,
las Ecs. (6.20) son equivalentes al sistema de Ecs. (6.18).
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Reformulacién del teorema de representaciéon

Con las funciones p y v, reformulamos el teorema 6.6.2 de la siguiente forma.

Teorema 6.6.4. Sea G : C — SZ definida en la Ec. (6.11), sea g : C — S2
un levantamiento horizontal de G y sea = u+iv : C — C cumpliendo la
Eec. (6.13). Si p y v son soluciones no nulas del sistema de Eecs. (6.18) en
un abierto simplemente conexo U C C, entonces con

§:=g H(w] +wkK) g, (6.22)
donde
wy = sin(u)p dz + cos(u)v dy, wy = —cos(u)p dz +sin(u)v dy (6.23)
se tiene que
F:/fz U— RY,

define una superficie inmersa espacial con dngulo complejo constante 1. Re-
ciprocamente, salvo un movimiento rigido, dada una superficie inmersa es-
pacial con dngulo complejo constante 1 y aplicacion de Gauss reqular se debe
poder escribir de forma local en esta forma.

Demostracién: Para demostrar esta reformulacion del teorema 6.6.2,
observamos que los campos duales de w; y wy coinciden con los campos
vectoriales a; y ao de las Ecs. (6.17). Ademas, si utilizamos el lema 6.6.3,
al ser p y v soluciones de las Ecs. (6.18), se tiene que [, ap] = 0. Con esto
tenemos una equivalencia con las condiciones del teorema 6.6.2.

O

Con esta reformulacion, hemos pasado a trabajar directamente con la
raiz cuadrada de los coeficientes de la métrica. Ademas, tenemos un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales analogo al caso euclideo.

Resolucién del sistema (6.18) de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales

Veamos en esta seccion como se resuelve este tipo de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales. Asumiremos que ¥; # 0 [7/2] y
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Yy # 0[r/2] de forma que ¢; y ¢o # 0. Recordemos que los casos donde se
dan las igualdades, se estudiaran por separado. Para resolver este sistema,
encontraremos las soluciones para la ecuacion hiperboélica de segundo orden
equivalente

&2,¢ =—c1cz €, (6.24)

donde ( puede ser p o v, mientras la otra queda determinada usando una
de las ecuaciones del sistema.

Esta ecuacion es la misma que encontrdbamos en el caso euclideo, en
concreto Ec. 3.11. Se puede resolver usando, otra vez, el método de Riemann
que nos llevara a poder dar ejemplos que cumplan los resultados tedricos que
encontramos, no descritos antes de nuestro trabajo en [4].

6.6.2 Aplicaciéon del Teorema de representaciéon

Para aplicar el teorema de representacion de forma que no sélo tengamos
existencia de superficies con angulo complejo constante, sino que ademas
podamos estudiar diferentes familias de este tipo de superficies, necesitamos
estudiar qué propiedades deben cumplir los vectores tangentes y normales
que obtenemos tras usar el teorema. Una vez que obtengamos los primeros
resultados, veremos una lista de vectores explicitos que cumplen las condi-
ciones necesarias.

Construcciéon de una referencia compatible

Supongamos que tenemos una inmersion, F, de la forma dada en el Teorema
6.6.4. Consideremos los vectores tangentes

1 1 1 1
Ty = ;&UF = ;f(az) y Ty:= ;ayF - ;5(‘%) (6.25)

Si utilizamos las expresiones de &, w; y wo dadas en el Teorema 6.6.4, se
tiene que
o.F = £(0.)
= gil(wl(aw)J + wa(0:) K)g
= pg '(sinu J — cosu K)g,
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y andlogamente, se tiene que
0,F = vg '(cosu J +sinu K)g.

Si consideramos los vectores como elementos de H®, podemos escribir

— —_

0, F O,F = (ug'(sinu J — cosu K)g)(vg—*(cosu J +sinu K)g)

—

= puvg Y (sinu J — cosu K)gg—'(cosu J +sinu K))g
= pvg *((sinu J —cosu K)(cosu J +sinu K))g

= g 'lg

= G,

donde hemos aplicado el lema 6.6.1. De esta manera, se tiene
T, - T, =G.

Se concluye que {77, T, } es una base del plano tangente positivamente orien-
tada.

Para elegir una base del plano normal, dado que la elipse colapsa en
un segmento, tomaremos los vectores normales que forman los extremos del
segmento.

Proposicion 6.6.5. Para las superficies con dngulo complejo constante, la
elipse de curvatura es un segmento que se puede escribir como [%Nl, %Ng]
donde los vectores normales, N1 y No, son tal que |[N1|? = —|No|> = 1 y
(N1, No) = 0. Lo que es mds, se cumple que

2 2
II(T17T1) = le, II(T27T2) = ;NQ Yy II(Tl,TQ) = 0 (626)

El vector Ny estd dirigido hacia el futuro (tiene la misma orientacion que el
vector candnico temporal) y { N2, N1} es una base del plano normal positi-
vamente orientada.

Demostracién: Si utilizamos la Prop. 6.5.1 y la Prop. 4.3.4, sabemos
que K = ky = 0 y esto es equivalente a que la superficie es semiumbilica.
Por lo tanto, la elipse de curvatura degenera a un segmento. Ademas, si
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denotamos el segmento como |«, 8] C N, M, dado que K = 0, se tiene
{(a, B) = 0.

Veamos primero que II(77,7,) = 0. Si calculamos la diferencial de la
aplicacion de Gauss G = T; A Ts, se tiene que

A la vez, llegamos a que

dG(w) =G w=2J {—sin <S§fw) + cos (Siz ) I} w. (6.28)

€ C, se tiene que H(dG(Ty),dG(Ty)) = %, lo que

I

Si elegimos w = T ~
implica

1
m

(dG(T)),dG(T))) = — v dG(T1) AdG(Th) = 0. (6.29)

[\ twl'h

Si tomamos w = T} en la Ec. (6.27), aplicando las Ecs. (6.29), llegamos a

I1(Ty, T7) ATL(Ty, Ty) = 0. (6.30)

Vemos que esto implica que II(77,T3) = 0. De no ser asi, recordemos que la
elipse, definida en el capitulo 4 en la Ec. (4.2), es de la forma

n(¢) = cos? %5 II(T}, T}) + sin? % 11T, Tb) + sin ¢ IL(T}, Tb),

esto es, que el vector IT1 (7}, 7)) = n(0) pertenece a la elipse de curvatura
mientras que el vector I1(7,T5) = 1/(0) es tangente a la elipse. Al ser la
elipse de curvatura el segmento [a, 3], podemos escribir

II(Tl,Tl) :a—l—/\(ﬁ—a) y II(Tl,TQ) :/\/(B—Oé),

donde A\, X € R. Se tiene que la Ec. (6.30) implica que Na A f = 0. Si fuese
N # 0, se tendria a A § = 0 y dado que (o, ) = 0, entonces a y [ serian
vectores nulos colineales. La norma de

dG(TY) =a T+ Ti AN(B — «)

seria cero, en contradiccion con la Ec. (6.29). Se concluye que X = 0, esto
es II(71,75) = 0.
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Dado que II(T}, T3) = 0, se tiene que II(T7, T} ) y I1(75, T3) son los puntos
extremales del segmento, es decir, podemos escribir

a = II(Tl, Tl) y ﬁ = II(TQ,TQ)

Deducimos de la Ec. (6.27) que dG(T1) = a ATy y de la Ec. (6.29) que
la)? = %. Por lo tanto, existe un vector espacial unitario NV; tal que o = %Nl.
De forma andaloga, deducimos de la Ec. (6.27) y de la Ec. (6.28), tomando
w:ngiéC,que

dG(Ty) = T A = 5@',

lo que implica |3]* = —f—z,. Por lo tanto, existe un vector temporal unitario
N, tal que § = 2N,.

Veamos que { N, N7} es una base del plano normal positivamente orien-
tada y que Ny esta dirigido hacia el futuro. Por las Ecs. (6.26), (6.27) y
(6.28), tomando w =T} ~ - y w := Ty = 7, se obtiene

2N1 . T2 == G/ y 2T1 . NQ == ’LG/

Ahora bien, se tiene que

’r . 2z 2z
G =2J (— sin (sin¢> + cos (sinz/z) I>

con lo que (G')? = —4 (como elemento de H®). Esto implica que

Ny - Ny - Ty - Ty =1,

que coincide con la forma canénica de volumen ey A e; A ey A ez de RS,
Concluimos que la base { Ny, Ny, Ty, To } esta positivamente orientada en RS,
lo que implica que { Ny, N1} esta positivamente orientada en N M.

Para acabar, falta comprobar que el vector N, esta dirigido hacia el
futuro. Se tiene que el vector curvatura media, dado en la Ec. (6.16), es de
la forma

H = - (II(T,T)) +1IL(Ty, Ty))

1
2
1 1

= —Ni+-Ny
i v

= (hosinhv + hy coshv) Ny + (ho coshv + hy sinh v) Ny
= hg(sinhv Ny + coshv Ny) + hy(coshv Ny + hy sinhv Ny).
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Como conocemos que sus coordenadas, hg y hy, son por hipétesis las coor-
denadas en una base normal con orientaciéon positiva y dirigida al futuro, el
vector sinhv Ny + coshv Ny esté dirigido hacia el futuro, por lo tanto, N
estd dirigido hacia el futuro.

O

6.6.3 Expresiones explicitas de la referencia compatible

Aunque es un calculo directo, las expresiones llegan a ser bastante incon-
venientes para desarrollar en un texto. Para centrarnos en los resultados
importantes, vamos a mostrar las expresiones finales que encontramos junto
con las ideas béasicas que se obtienen en los calculos.

Los vectores tangentes se obtienen con el calculo directo de las Ecs. (6.25)
y se llega a

Ty = ( —sinh (¢)2) cosh (¢2) , — sinh (¢5) sinh (¢2) ,
cosh (1h2) sin (1) , cosh (12) cos (¢1))

Ty = (sin (¢y) sinh (p2) , sin (¢1) cosh (p2) ,
— cos (¢1) cos (¢1) , cos (¢1) sin (1)),

donde
2z

Y=Y +ihy y o= —— = +ips.
sin ¢

Notese que 9 es constante pero ¢ no lo es.

Si recordamos las definiciones de ¢; y ¢, en la Ec. (6.19), tenemos las
relaciones

VTl = (Cldl’ -+ Czdy) T2 y VTQ = —(Cldﬂj + ngy) Tl. (631)

Junto con las propiedades que cumple la base normal, determinadas en la
Prop. 6.6.5, se tiene que

dTl = (ClTQ + 2N1)d!L‘ + CQngy y dT2 = —ClTldI + (—CQTl + 2N2)dy
(6.32)
De esta forma, determinamos las expresiones de los vectores normales me-

diante
(T1): — 1Ty N, — (T2)y + 2Ty
Tl ™72 , = 2y T2

N, =
1 9 y 9 )
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y se llega a
N1 = (cos(¢1) sinh(p2), cos(th1) cosh(ipa), sin(tn) cos(ip1),
— sin(¢y) sin(g1))
Ny = (cosh(thg) cosh(ipg), cosh(¢z) sinh(ps), —sinh(¢2) sin(epr),
— sinh(t)9) cos(¢1)) -

Analogamente, encontramos las siguientes relaciones
le = (—2T1+02N2)d$—01N2dy, dN2 = CQN1d$+(2T2—ClN1)dy, (633)
y por lo tanto

VN, = (codx — c1dy) Ny, VE N, = (cadx — cydy)Ny. (6.34)

Notese que estas expresiones para la referencia, { No, N1, T1, T}, solo de-
penden de la constante ¥ y de las variables x e y. Segin el Teorema 6.6.4,
dado los coeficientes de la métrica apropiados, que resuelven el sistema de
Ecs. (6.18), se determinara la inmersién mediante

F = /,uTldx + vThdy. (6.35)

Dado que T y T5 tienen angulo complejo constante es A e3, sabemos que F
tendra angulo complejo constante ¢ con respecto al plano e; A e3.

6.6.4 Invariantes locales para las superficies de angulo
complejo constante

Si utilizamos F, = pT7 y F, = vT5, junto con las expresiones de la seccion
anterior, se tiene que
sz - ,ule + M(Tl)x - MmTl + M(01T2 + 2N1)7
Foy = p, 1+ p(T1)y = pyTh + peaTs,
Fyy = I/yTQ + I/(TQ)y = VyTQ + l/(—CQTl + 2N2)
La lista de coeficientes asociados a esta inmersion sera
E =(F,F,)=p* F =(F,F,)=0, G =(F,F,)=1r%
€1 = <Fa::c7N1> = 2,“7 fl = <nyaN1> = Oa g1 = <Fyy7N1> = 07
€y = <Faca:7N2> = 07 f2 = <F$yaN2> = Oa g2 = <Fyy7N2> = 2v.
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De forma directa, si usamos las féormulas de la seccion 4.3.1, se tiene la
siguiente proposicion.
Proposicion 6.6.6. Los cuatro invariantes escalares locales de F son
1 1 4
K=ky=0, [HP=—=5-= y A=-— : (6.36)
1 v v

donde p* = (F,,F,) y v = (F,,F,).

Incompletitud de las superficies con A&ngulo complejo cons-
tante no nulo.

Proposicién 6.6.7. Una superficie espacial orientada en RY3 con aplicacion
de Gauss regular y dngulo complejo constante ¢ # 0 [1/2], no puede ser
completa.

Demostraciéon: Recordemos que por la Ec. (6.19), la condicion ¢ #
0 [7/2] es equivalente a que ¢1 0 ¢y sean no nulos. Consideremos primero que
c1 # 0, se tiene entonces que

<lT1,(9x> =1y <lT1,8y> =0.
[ [

Esto implica que el gradiente de la funciéon z en U es Va = iTl. Si conside-
ramos la norma de este gradiente

f(t) = Va| = |ul™,

a lo largo de una curva integral de T5. Por la primera ecuacion del sistema
(6.18), se tiene que

(f2) = —2u3dp(Ty) = 21073 = 21 3.
Como f no se anula, la soluciéon para esta ecuacion diferencial seria
—1
)= —

donde £ € R.Por lo tanto, no puede definirse para todo valor t € R. Tenemos
que el flujo de 75, un campo unitario, no puede definirse para todo valor
t € R, por lo tanto, la superficie no es completa.
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Consideramos ahora que ¢; = 0 y ¢o # 0. Tomamos de forma andloga la
norma del gradiente en y dado por

g(t) =Vyl = |v|7",

a lo largo de una curva integral de T}. Se tiene que (¢°)" = 2c2g° v se obtiene,
de la misma forma, que la superficie no es completa.

OJ

Nota 31. En el caso de ¢ = 0 [r/2], las superficies son en realidad del
producto de curvas. Se tienen expresiones del tipo 71 X 7o C RM X R? (y; de
tipo espacial) y son superficies espaciales completas, con aplicacion de Gauss
regular y angulo complejo constante 1 = /2 [r]. De hecho, en la siguiente
seccion veremos que éstas son todas las superficies espaciales completas con
angulo complejo constante, salvo un movimiento rigido.

6.7 Caracterizacion de subfamilias de angulo
complejo constante

En esta seccion vamos a estudiar diferentes subfamilias de superficies inmer-
sas con angulo complejo constante.

Caracterizacion de superficies inmersas con angulo com-
plejo constante que son producto de curvas planas

Vamos a mostrar que, si una superficie tiene angulo complejo constante de
valor de 7/2 [r], entonces la superficie es producto de curvas planas.

Teorema 6.7.1. Una superficie inmersa tiene dngulo complejo constante
W = m/2 [rr] con respecto a un plano espacial py si y solo si es un producto
de curvas, y1 X 72, cada una de ellas en uno de los planos perpendiculares

Do Y P

Demostracion: Asumamos que py = egAey, tras un posible movimiento
rigido para la inmersion. Como 1 = 7/2 [7], entonces ¢, = 7/2 [7] y 19 = 0.
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Se tiene que ¢; = ¢o = 0 (recordemos sus definiciones en las Ecs. (6.19)) y
con la Ec. (6.18) se implica que p solo depende de z, y v solo depende de
y. Con esto, las formulas explicitas de T7 y T, vistas en la secciéon 6.6.3, se
escriben como

Ty = (0,0,sin2x,cos2x) 'y Ty = (—sinh 2y, cosh 2y, 0,0).

De esta manera, la inmersion es

P = [ w(o)Ti@)do + 1) Ta(u)dy.

es decir, F es equivalente al producto cartesiano de las curvas [ u(z)T}(z)dz
v [v(y)Ts(y)dy, esto son las curvas que definen la superficie.

Reciprocamente, dado un producto de curvas v; x 7, en R x R? donde
~1 es una curva espacial dentro de su plano temporal. Si escribimos py =
{0} xR%, Ty =41/ vy To = ¥4 /|41, el &ngulo ¢ entre la superficie v, X o
y po viene dado por

COS¢:H<p0,T1AT2) = <p0,T1/\TQ>+ip0/\T1/\T2 :0,

lo que implica que ¥ = 7 /2 [x].

OJ

Caracterizacion de superficies inmersas con angulo com-
plejo constante real o imaginario puro

Para describir estas superficies, necesitamos utilizar el concepto de tubo ho-
londmico sobre una curva. Esto es, la superficie generada por el transporte
normal paralelo de los puntos de una curva ¢ sobre una curva v, donde ¢
pertenece al plano normal de . De forma usual, se denomina a la curva c
como los puntos iniciales.

Teorema 6.7.2. Una superficie con dngulo complejo v = 11 € R (resp.
imaginario puro ¥ = iy € iR) con respecto a un plano espacial py es un
tubo holondmico sobre una curva v € pg. Ademds, si ¢ € Ny, v es la curva
de puntos iniciales, entonces ¢ es una hélice en el plano Np,v ~ RY? con
respecto una direccion espacial (resp. temporal).
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Demostracién: Para el caso 1, = 0, fijamos un punto mgy = (¢, yo) €
U C R? y consideramos la curvas v(z) := F(z,v0) v c(y) := F(xg,y). Asu-
mimos, sin pérdida de generalidad, que p es el plano {0} x R? C RV xR? =
RY3. La curva v es tangente dado que

2 2
Opy(z) = 0. F (,y0) = T (2, y0) = (O,O,Sin <Sm9;1> » CO8 (sinzl)) ’
(6.37)

donde estamos usando la expresion explicita de 77 en el caso ¥y = 0, o
equivalentemente que co = 0. Esto implica que la curva permanece en py.
Comprobemos que la curva ¢ pertenece al plano normal de v en z

(cy) = v(w0), 7 (w0)) = (F(z0,y) — F(x0,40), 0F (20, %0))
— ([ Oy, )dt, 0. (v, )

B /y 11(zo, Yo)v (w0, t)(Ta(z0, t), T1 (20, Y0))-

Yo

Esto es cero dado que Ty (o, y0) = Ti(xo,t) es ortogonal a Ty(xg,t) (notese
que la Ec. (6.37) implica que T(zo,t) no depende de ).

Para comprobar que la curva ¢ es una hélice en N,,,7, consideramos su
vector tangente que serd

Iycly) = 0, F(z0,y)
= Ty(w0,Y)

= (sin v sinh ¢y, sin 1)1 cosh s, — cos ¥y cos 1, cos ¥y sin 1),

y si ff, (0,0, — cos 1, sin 1), es la direccion fija en N,,,7, se tiene

-,

(Ta(w0,y), A) = costhr.

Por lo que ¢ es una curva con angulo constante 1, con respecto a la direccion
A. La prueba para i) = i, € iR es analoga.
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Caracterizacion de superficies inmersas con angulo com-
plejo constante en una hipersefera o en un cono de luz

En esta seccion vamos a describir una forma general para la inmersion distin-
ta a la usada anteriormente. En vez de utilizar la base canénica, utilizaremos
la base del plano tangente y del normal para describir la propia inmersion.

Descripcion alternativa de la inmersién con 4ngulo constante com-
plejo

Dado que {711,T5, N1, No} es una base del espacio, podemos escribir la in-
mersion como

F=fTi+fTo+g N +§ N, (6.38)

donde f, f,g y g son funciones reales en las variables x y y. Estas funciones
tienen que cumplir ciertas propiedades necesarias.

Teorema 6.7.3. Supongamos que ¥y # 0 [7/2] y ¥y # 0[n/2] (es decir
c1,00 #0) y que p y v son soluciones de las Ecs. (6.18), entonces la inmer-
sion se puede escribir como

) B
F:fT1+CLfT2+gN1+CL9N2, (6.39)
2 1

donde f y g son soluciones de

(

(4+ g — 959 ea(c2g — 02,9)
Of = v o f — 2997 %9
[ =n+ 5 , L f 7 :
2 2 9
Dsg :_C_2V+(02—4)f+ayyf7 D9 :ﬁy_cl(c§f+8yyf),
2 2 2 262
\ agyf = —acf, a;?;yg = —C1C29.

(6.40)
Reciprocamente, dadas dos funciones f y g que resuelven este sistema de
ecuaciones en derivadas parciales para dos funciones p y v que son a su
vez soluciones de las Fcs. (6.18), la inmersion ¥ dada por la Ec. (6.39) es
espacial de dngulo complejo constante.

La ventaja de esta descripcion alternativa es que obtenemos directamente
la inmersion, F, a partir de las funciones p y v cuando tenemos las soluciones
f v g. Veamos primero la demostracion antes de aplicar este resultado.
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Demostraciéon: Sea F una inmersion con angulo constante complejo, 1,
con coeficientes E = 2, F = 0 y G = v2. Definimos la funciones

f:<FaT1>7 f:<F7T2>7 g:<F7N1> y §:_<F7N2>7
tal que se cumple la Ec. (6.38). Si recordamos la Ec. (6.26), se tiene que
df = (dF,Ty) + (F,dTy)
= (,uTldx + VTQdy, T1> + <F, (CldI + CQdy)TQ + 2N1d$>
= (n+af+2g9)de+ e fdy,
y de forma similar, tenemos
df = —cifde+ (v —cof —2§)dy,
dg = (=2f — c2g)dx + c1gdy,
dj = —cgdz + (c1g — 2f)dy.

Por lo tanto, se tiene que f = i"—f, g = 8%19. Ademas, f y g satisfacen las

Ecs. (6.40).

Reciprocamente, si f, g son soluciones de las Ecs. (6.40), entonces los
céalculos directos, usando las Ecs. (6.32) y (6.33), muestran que la funcion F
definida por la Ec. (6.39) satisface F, = uT7 y F, = vT5. Esto es equivalente
a que la aplicacion de Gauss de esta inmersion sea G = T A Ts.

Finalmente, se tiene que H(I,G) = cosv (que podemos comprobar di-
rectamente con las expresiones explicitas 7 y 7o en la seccion 6.6.3), es
decir, que tiene angulo constante complejo ¢ con respecto al plano py = [
(como elemento de HC).

O

Nota 32. El sistema de las Ecs. (6.40) es en realidad equivalente al sistema
formado solo por las cuatro primeras ecuaciones y una de las dos tltimas.
Se puede comprobar que, por ejemplo, la sexta ecuaciéon se puede deducir
de las otras cinco.

Aplicacion para la caracterizaciéon de superficies inmersas con an-
gulo complejo constante con imagen en una esfera de Lorentz

Veamos ahora el resultado que describe la subfamilia de superficies inmersas
con angulo complejo cuya imagen esta contenida en una esfera de Lorentz.
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Corolario 6.7.4. Si utilizamos la misma notacion de esta seccion, se tiene:
1. Una inmersion F con dngulo complejo constante pertenece a una esfera
del espacio de Lorentz si y solo si

o= 7nleclyfc}r + rzef(clyf@x)’

Y = _rleclyfcz:c + T2€f(c1yfcga:)’

para unas constantes reales 1,19 # 0. En este caso, salvo una traslacion, se
tiene que |F|* = riry.

2. Una inmersion F con dngulo complejo constante pertenece a una esfe-
ra de radio cero, un cono de luz, st y solo si

= Tee(01y—021) y v= —eree(cly_cz‘r)? (641)

para una constante r #= 0 y e = £1.

Ademds, la inmersion en ambos casos puede escribirse, salvo una traslacion
2 2 2
de la forma
—,uN1 + VNQ
- 2
donde N1, Ny € RY3 son los campos descritos de forma explicita en la seccién
6.6.2.

F

Demostracion: Si utilizamos la descripciéon alternativa del teorema 6.7.3,
podemos escribir la inmersién F como

J J
F:fT1+CLfT2+gN1+CLgN2,
2

1

donde f y g son soluciones del sistema de las Ecs. (6.40). Si suponemos que F
tiene norma constante, entonces (F,F,) = (F,F,) = 0, o equivalentemente,
f = 0. El sistema se simplifica y se tiene para ¢

(4+c)g— 07,9
2 )

0=p+ 0=clg— 029,
Co C1
0.9 = —5 Y Oyg = SV 8§yg = —C109g.
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Si recordamos las condiciones sobre u y v, esto eran las Ecs. (6.18), entonces
la cuarta ecuacion es

1 Oyl
0,9 = Gv =,
por lo tanto
_plzy
9(z,y) = <2 )+t(y)

para alguna funcion ¢. La tltima condicion se transforma en

1 1
82yg = —éﬁgyp = 50102u — 1ot
Si utilizamos otra vez las condiciones sobre p y v, en este caso usando que
82yu = —c1col, se tiene que t(y) = 0. Si escribimos g = —’g y quitamos las

duplicidades, el sistema de las Ecs. (6.40) queda reducido en
I 1 = cip, Opft = CaV, Oyt = —1v, D2, 1 = —cicoft,
cuyas soluciones son
= Tlecly—ch + 7“26_(Cly_02x) y U= _Tleqy—ch + 7426—(011/—0290)7

donde 71 y ro son ntimeros reales. Con esto obtenemos

ayuN _ —uNy + v Ny

0yg
F—9N1+ N2 Nl 2 7 )

2 2cq

cuya norma es
‘F’Q _ we = V2

4
Para terminar, la imagen de la inmersiéon pertenecera a un cono de luz si y
solo si 71 0 79 = 0, lo que incluye ambos casos del enunciado.

= T1Tra.

O

Nota 33. En particular, la segunda parte del corolario muestra que las su-
perficies definidas en la Ec. (6.10), salvo una congruencia y un cambio de
escala, son las tinicas con angulo complejo constante cuya imagen esta en un
cono de luz.

Corolario 6.7.5. Sea M una superficie espacial con dngulo complejo cons-
tante ¢ # 0 7 /2], entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
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a) HeT'(NM) es paralelo,
b) H es de tipo luz,

¢) El parametro z = x + iy € U es conforme, o equivalentemente, = v
en U.

Ademds, si se cumple alguna de estas propiedades, entonces la imagen de la
superficie inmersa pertenece a un cono de luz, o equivalentemente, salvo una
congruencia, tiene la forma de la Ec. (6.10).

Demostracién: Como 5 = u+iv es una funciéon holomorfa y con la Ec.
(6.20), se tiene que

Oyv = Ou = —— Oy
Si recordamos la Ec. (6.16), se deduce que

o)
o Oyho sinh v + 0,hy cosh v + (hg cosh v + h; sinh v)9,v

12
1
= 0Oyhgsinhv + d,h; coshv — ﬁayu,

esto es,

1 1
(— — —) Oyt = Oyhg sinhv + 9, hy coshv.

22

Si usamos la expresion de la curvatura media en la Ec. (6.36), se llega a que

—|H|*0yp = d,ho sinh v + d,hy coshv. (6.42)
De forma similar, tenemos
_ %21/ = 0Ozhgsinhv + 0,hy coshv + (hg coshv + hy sinhv)0,v
= 0O,hgsinhv 4+ 0,hy coshv — %8901/,
y llegamos a que
|H|*0,v = 0,h coshv + 9,hy sinh v. (6.43)

Entonces, por las Ecs. (6.20) y (6.21), se tiene que

1 1
—Oypt +1—0,v = —0,u + i0yu = 2 ctg ).
v It



148 Capitulo 6: Caracterizacion de superficies de dngulos constantes en R'3

Si aplicamos las Ecs. (6.42) y (6.43), se llega a
1 1

2|H|? ctg b = ——(d,hg sinh v + d,hy coshv) + i—(d,hg coshv + 0,hy sinhv).
v 7

Como hg y hi son las componentes del vector curvatura media H en una
base paralela del plano normal, esta expresion implica la equivalencia entre
(a) vy (b). La equivalencia entre (b) y (c¢) es una consecuencia de las Ecs.
(6.36). Si suponemos las ecuaciones (a)-(c), entonces u = v. El sistema de
las Ecs. (6.18) implica directamente que p y v son de las formas dadas en
las Ecs. (6.41). El corolario 6.7.4 completa la tltima implicacion.

O

6.8 Ejemplos

Vamos a acabar con ejemplos explicitos dentro y fuera de esferas de Lorentz.
Todos estos ejemplos surgen tras aplicar el Teorema 6.7.3 y sus corolario. A
partir de una soluciéon p de la Ec. (6.24), encontramos funciones f v g que
resuelven el sistema de las Ecs. (6.40) para obtener la inmersion F dada por
la Ec. (6.39). Dado que son célculos directos, vamos a escribir directamente
las expresiones finales.

Inmersién contenida en esfera de Lorentz, soluciéon p =
2sinh(c1y — o)
Si utilizamos el Cor. 6.7.4, sabemos que si queremos una inmersion en una
esfera de Lorentz entonces i es de la forma

o= rleclyfch + T,Qef(clyfczz).

Si tomamos r; = —ry = 1 tenemos el caso particular g = 2sinh(c;y — eox)
y, si utilizamos otra vez el Cor. 6.7.4, entonces v = 2 cosh(cox + ¢1y). Para
asegurarnos que la inmersion es regular, tenemos que asumir que (x,y) €
U C R? en donde se cumple que c1y # cox, para que i # 0. La expresion
final de la inmersién quedara

F = —sinh(c;y — cox) Ny + cosh(c1y — cox) No,

cuya norma es |F|> = —1.
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Inmersion no contenida en esfera de Lorentz ni en cono
de luz, solucion p = sin(c1y + o)

Para esta p = sin(c;y + cox), obtenida como solucion de la Ec. (6.24), le
corresponde v = —cos(car + ¢1y). Para asegurarnos que la inmersion es
regular, tenemos que asumir que definimos la inmersiéon en un abierto de R?
donde sin(c1y + cox) # 0y cos(coz + c1y) # 0. Utilizamos el Teorema 6.7.3
y elegimos las funciones auxiliares f y g

f(z,y) = cos(cox + c1y), 9(z,y) = —sin(cz + c1y),

que cumplen las condiciones necesarias. De esta forma, la inmersion final
quedaré

F = cos(cax + c1y)eaTh — sin(eoz + c1y)e1 To—
—sin(cox + ¢1y) N1 — cos(cax + 1) No
= —cVTh — cpTy — pNy + v No,

cuya norma es

IF|> = (G+1)v2+(c3—1)p? = (3 +1) cos?(com+c1y) +(c5—1) sin® (caz+c1y).

Ejemplo mas complejo, solucion i = (c1y — cox)(sin(c1y +
cox) + cos(cry + cox))
A diferencia de los casos anteriores, en este ejemplo vemos una solucion suma,
de funciones trigonométricas
1= (cry — cax)(sin(c1y + cox) + cos(cry + o).
Para esta soluciéon tenemos que
v=(1—c1y+ cax)cos(cry + cox) — (1 + 1y — cox) sin(cry + cox).

Para asegurarnos que la inmersion es regular, tenemos que asumir que tra-
bajamos en el subconjunto abierto de R? tal que uv # 0. Para utilizar el
Teorema 6.7.3, podemos elegir las funciones auxiliares f y g dadas por

flz,y) = c2((2+ 2 — c2)(cry — cax)(cos(cry + cox) + sin(cry + o))
+(c2 + c2)(cos(cry + cox) — sin(c1y + o)),

g(z,y) = 2+ —A)(ay — coz)(cos(cry + cow) — sin(c1y + o))
—(cf + 3)(cos(cry + cox) + sin(cry + o).
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Mediante la Ec. (6.39) tenemos la inmersion final.
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