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Prefaci
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S’agraeixen també els comentaris de Sergi Nadal, del Departament de Fisica Teorica.






Funcions, limits i continuitat

El que sabem és una gota d’aigua, el que ignorem és un oced.

— Isaac Newton

1.1 Nocions fonamentals

En aquest curs estudiarem calcul amb variables reals. Els nombres reals sén aquells
que podem escriure com a una expansié decimal. Exemples de nombres reals sén

-2, é =0.125, % =1.285714..., m=3.141592...

El conjunt dels nombres reals es denota amb el simbol R, i inclou diversos subconjunts,
com ara els nombres naturals (N), els nombres enters (Z) o els nombres racionals (Q). A
més, el conjunt dels nombres reals també pot considerar-se subconjunt d’un conjunt més
gran, el dels nombres complexos (C). Podem, per tant, establir la segiient jerarquia de
conjunts:

NcZcQcRcC

Els nombres reals poden representar-se graficament com a punts en una recta numerica
anomenada recta real:

~ o4

1
8

El conjunt R té una estructura d’ordre, i aixo permet fer comparacions entre nombres
reals (major que, menor que) o definir conceptes com ara modul, distancia o interval.
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Definicié 1.1: Modul

El modul d’un nombre a € R es denota com a |a| i es defineix com a

\al—{ - nzl (1.1)

a, a<0

Una manera alternativa d’anomenar el modul del nombre a és valor absolut de a.

Propietats:

(ii) fa| = [ —al.
(iv) |a+b| < |a| + |b| (Desigualtat triangular).
(v) la- bl = |al[b].

Comentari: El modul és un exemple de funcié definida a trossos, una funcié
amb una definici6 diferent en diferents subconjunts disjunts del seu domini.

Definici6é 1.2: Distancia
La distancia entre els nombres a,b € R és

d(a,b) = |b—al. (1.2)

La distancia entre a i b es correspon amb la longitud del segment de recta real entre
aquests. A partir de la seua definici6 i de les propietats del modul, és facil deduir les
segilents propietats de la distancia:

Definicié 1.3: Interval

Un subconjunt de la recta real es denomina un interval si conté almenys dos
nombres i a tots els nombres reals que estan entre qualsevol dos d’aquests elements.
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Exemples 1.1: El conjunt de tots els nombres reals x tals que z > 6 és un interval,
igual que el conjunt de totes les x tals que —2 < x < 5. Per contra, el conjunt dels
nombres reals sense el zero no és un interval, ja que podem trobar dos elements entre els
quals no es conté un element (per exemple, entre el —1 i 1’1 no es conté el 0).

Distingim dos tipus d’intervals: finits i infinits. Els intervals de nombres corresponents
a segments de la recta real sén intervals finits i els intervals corresponents a semirectes
i la recta real sencera sén intervals infinits. També podem parlar d’intervals oberts i
tancats. Siguen a,b € R tals que a < b. Es diu que l'interval finit (a,b) és obert si no
conté els punts extrems a i b

(a,b) = {z]a < x < b}. (1.3)
L’interval finit [a,b] és tancat si conté els dos punts extrems
[a,b] = {z|a <z <b}. (1.4)

Finalment, els intervals finits [a,b) i (a, b] son semioberts si contenen un punt extrem,
pero no laltre

[a,b) = {z]a <z < b}, (1.5)
(a,b] = {zla < x < b}.

Els punts extrems també es denominen punts frontera. Els punts restants de I'interval
son punts interiors.

Exemples 1.2:
(i) El conjunt dels nombres reals x tals que —1 < x < 2 és U'interval finit obert (—1,2).
(ii) EI conjunt dels nombres reals z tals que —1 < x < 2 és I'interval finit tancat [—1, 2].

(iii) El conjunt dels nombres reals x tals que —1 < z < 2 és I'interval finit semiobert
(_17 2] :

(iv) El conjunt dels nombres reals x tals que —1 < z < 2 és 'interval finit semiobert

[—1,2).

Notacié: una manera alternativa de denotar 'interval obert (a,b) és ]a,b[. Analoga-
ment, [a,b) i (a,b] poden denotar-se com a [a, b] i ]a, b], respectivament. No obstant aixo,
en aquest curs no farem servir aquesta notacio alternativa.

Un interval infinit és tancat si i només si conté tots els seus punts frontera. Per
contra, és obert si i només si no conté cap punt frontera.

Exemples 1.3:
(i) El conjunt dels nombres reals = tals que = > 1 és I'interval infinit obert (1, 00).

(ii) El conjunt dels nombres reals z tals que z < 1 és 'interval infinit obert (—oo, 1).

3
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(iii) El conjunt dels nombres reals x tals que > 1 és U'interval infinit tancat [1, 00).

(iv) El conjunt dels nombres reals x tals que x < 1 és l'interval infinit tancat (—oo, 1].

Comentari 1: Un interval d’extrems a i b s’anomena interval propi si a < b. Si
b < a l'interval és el conjunt buit. Si a = b, es poden donar dos casos. Si l'interval és
tancat es dona [a,a] = {a} i s’Tanomena interval degenerat o singleté. Si l'interval no
és tancat llavors és el conjunt buit.

Comentari 2: S’ha de tenir en compte que les definicions d’interval infinit tancat i
obert no sén negacions I'una de l’altra, com ho exemplifica I'interval infinit (—oo, 00) = R.
Aquest interval no té punts frontera i, per tant, és obert. Per altra banda, com que no
té cap punt frontera, conté tots els nombres reals i, per tant, també és tancat. Ara bé,
aquest és un cas molt especial.

La taula segiient il-lustra tots els casos d’intervals finits i infinits possibles:

Notacio Conjunt Tipus Representacio
(a,b) {z]la<z<b} Obert >
a b
[a, b] {z|a<z<b} Tancat . . -
a b
[a, b) {z|a<z<b} Semiobert o >
a b
(a, b {z|a<z<b} Semiobert . >
a b
(a, 00) {z|z>a} Obert >
a
[a, o0) {z|z>a} Tancat . >
a
(—o0,a) {z |z <a} Obert - >
a
(—o00,d] {z |z <a} Tancat < * >
a
Obert i B .
(=00, 00) R tancat - B}
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1.2 Funcions

Definicié 1.4: Funcid

Una funcié f és una correspondencia entre un conjunt D (anomenat domini) i
un altre conjunt Y (anomenat codomini), de manera que a cada element x € D
li correspon un unic element f(x) € Y. Es denota per

f:D—Y (1.7)

Si x € D, a l’element del codomini assignat per la funcié f i denotat per f(x) se
Panomena valor o imatge de la funcié f de x. Normalment s’escriu f(z) =y, amb y
I’element del conjunt Y que s’obté en aplicar la funcié f a x € D. Al subconjunt R C Y
format pels valors o imatges obtinguts al aplicar la funcié f a tots els elements del domini
D se 'anomena rang de la funcié:

R=f(D)={yeY |3z e D, f(x)=y}. (1.8)

Finalment, una preimatge de y € Y és algun « € D tal que f(x) = y. Podem visualitzar
la funcié f de la manera segiient:

/
D » Y

Comentari: Cada z € D té una Unica imatge, tal com requereix la definicié 1.4,
perdo y € R pot ser imatge de més d’un element de D. Un exemple senzill seria la
funcié f(x) = 22. A cada valor de z li correspon un tinic valor de f(z), el seu quadrat,
pero dos nombres diferents poden tenir el mateix quadrat: f(—2) = f(2) = 4, per exemple.

Nota: El domini de la funcié f també es pot denotar com a Dy. Igualment, el codo-
mini i el rang de la funcié f es poden denotar com a Yy i Ry, respectivament. D’aquesta
manera es ressalta que aquests conjunts estan associats a la funcié f. Finalment, al rang
de la funcié també se ’anomena imatge o recorregut de la funcio.

Les funcions poden ser de molts tipus diferents, segons siguen els conjunts domini i
codomini. La taula segiient recull alguns casos particulars amb interes especial per al
nostre curs:
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D Y Exemple Nom
R R f(z) = 22 Funcié real d’una variable real
N R ap = % Successid
R* R fle,y)=o+2y Funcié real de diverses variables reals
R R» f(z) = (sinzx, cos x) Funcié vectorial d’una variable real
R" R™ f(x,y,2) = (2® +9* 2 —y+2) Camps escalar (m = 1) i vectorial (m > 1)
cC C f(z) =2z Funci6é complexa d’una variable complexa

En aquest tema i en els segiients centrarem el nostre estudi en el cas particular de les
funcions reals d’una variable real. Posteriorment, en el tema 4, estudiarem successions,

i finalment en el tema 5 introduirem els conceptes fonamentals sobre funcions reals de
diverses variables reals.

Definicié 1.5: Funcid real d’una variable real

Una funcié real d’una variable real f és una funcié que assigna a un nombre
real x € Dy C R un altre nombre real y = f(x) € R:

f:DyCcR — R
reDyCR i y=f(z)eR
Totes les definicions fetes per a una funcié general sén també valides per a aquest cas

particular. Per tant, podem parlar de domini, codomini i rang de la funcié real f. En
tots els casos el codomini sera R, pero el rang dependra de la funcié.

Exemples 1.4:

(i) flx) =22 Dy =Ri Ry =1[0,00).

(i) J(@) =~ Dy = Ry = (~0,0)U (0, )

(iii) f(z) = +va: Dy = Ry = [0,00)

(iv) f(z)=V4—z: Df = (—00,4] i Ry = [0,00).
v) f(x)=v1—22: Dy=[-1,1]i Ry = [0,1].
(vi) f(z)=sinz: Dy =Ri Ry =[~1,1].

Nota: A partir d’ara i fins que arribem al tema 5, anomenarem simplement funcidé a
una funcio real d’una variable real.
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Definici6é 1.6: Grafica

Donada la funcié f, la seua grafica és el subconjunt Gy C R? definit per

Gy = {(xl,@) €R? |z, € Dy, wg = f(:cl)} . (1.9)

Una funcié amb una variable dependent i una altra independent es pot representar
graficament en un eix d’ordenades i abscisses, fent correspondre el valor de cada variable
a la posicid en els eixos. Normalment s’utilitza la variable x per a 1’eix d’abscisses i la
variable y per a I’eix d’ordenades.

Exemple 1.5: La grafica de la funcié f(z) = x + 2 és el conjunt de punts (z,y) del
pla per als quals y = x 4+ 2. Si els representem podem veure que és una recta:

y=x+2

Y
8

Comentari: Recordem que la definicié de funcié (definicié 1.4) implica que el valor
f(x) és tnic per a cada & € Dy. Per tant, és evident que si dibuixem rectes verticals (és a
dir paral-leles a ’eix y) per cada punt del domini, aquestes rectes tallaran la grafica en un
sol punt. Les curves en el pla cartesia R? que no satisfan aquest requisit no representen
una funcié.

Definici6é 1.7: Operacions algebraiques amb funcions

Siguen f i g dues funcions. Aleshores, per a x € Dy N Dy i c € R una constant,
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definim les funcions f+g¢, f — g, fg, / icfcoma

g
(f +9)(@) = f(2) + o(a
(f - 9)(@) = f(2) ~ g(a
(f 9)w) = F(a) gl
f 7 —M on g(x
L@=12 @ow#0
(c£)(@) = c ()

Comentari: La definicié requereix que z estiga en els dominis de les dues funcions.
Per tant, només podem aplicar operacions algebraiques sobre funcions en la intersecci6
dels seus dominis (Dy N Dy).

Definicié 1.8

Siga f una funci6 definida en un interval I C Dy.
e f és creixent en [ si f(x2) > f(x1) Vo1, 22 € I amb z9 > 1.

e f és decreixent en [ si f(z2) < f(x1) Va1, 22 € I amb z3 > ;.

Es important notar que les desigualtats donades en aquesta definicié han de satisfer-se
per a qualsevol parella de punts z1 i xo en 'interval I tals que xzo > x;.

Exemple 1.6: La funcié f(x) = sinx és creixent en U'interval {0, ;r]

Comentari: Direm que una funcié és monotona en l'interval I si és creixent o
decreixent en aquest interval.

Definicié 1.9
e Una funcié f és una funci6 parella si f(—xz) = f(x) Vo € Dy.

e Una funcié f és una funci6é imparella si f(—z) = —f(x) Vo € Dy.

Comentari 1: En les funcions parelles i imparelles, tant x com —x estan en el domini.

Propietats:
(i) La suma de dues funcions parelles és parella: pi(—z) + pa(—z) = p1(x) + p2(x).
(ii) Qualsevol multiple constant d’una funcié parella és parella: c¢p(—x) = cp(x).

(iii) La suma de dues funcions imparelles és imparella: i1(—x)+is(—x) = — (i1(x) + i2(x)).

8
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(iv) Qualsevol multiple constant d’una funcié imparella és imparella: ci(—x) = ci(x).

(v) El producte de dues funcions parelles, o de dues funcions imparelles, és una funcié
parella: pi(—x) pa(—z) = p1(z) p2(x), 11(—x) iz(—x) = i1(x) iz(x).

(vi) El producte d’una funcié parella i una funcié imparella és una funcié imparella:
p(—z)i(—z) = —p(z) i(z).

Comentari 2: La grafica d’una funcié parella és simétrica respecte a l'eix y. La
grafica d’una funcié imparella és simetrica respecte a 1’origen.

2 3

Exemple 1.7: La funcié f(x) = x° és parella i la funcié f(x) = z° és imparella.

Definicié 1.10: Composicié de funcions

Siguen f i g dues funcions. Si x € D, és tal que g(x) € Dy, definim la funci6
composicié f o g com a

(fog)(x) = flg(x)). (1.10)

f o g es pronuncia “f composta amb g”.
La definici6é implica que f o g pot definir-se quan el rang de g esta en el domini de f:
z 2 g(a) < flgla)) (1.11)
En cas contrari, 'aplicaci6é de f sobre g(x) no és possible.
Propietats:
(i) Associativitat: fo(goh)=(fog)oh= fogoh.

9
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Demostracié. fo(goh)i(fog)oh tenen el mateix domini (Dp,) i rang (Ry) i, per
tant, podem preguntar-nos si sén iguals. I efectivament, Vo € Dy,

(folgoh))(z) = f((goh)(x)) = fg(h(x)) = (fog)(h(x)) = ((fog)oh)(x). (1.12)
O

(ii) No commutativitat: fog # go f en general.

Exemple 1.8: Siguen les funcions f(z) = v/z i g(z) = x + 1. Aleshores,
o (fog)(xz)= f(g(x)) = Vx+ 1 amb domini Ds, = [-1,00).

e (go f)(xz) =g(f(xz)) = o+ 1amb domini Dy s = [0,00).

Definici6é 1.11: Funcid injectiva

Una funci6 f és injectiva si Va1, 29 € Dy tals que z1 # x2, f(z1) # f(22).

De manera equivalent, direm que una funcié f és injectiva quan no existeix cap imatge
que tinga associada més d’una preimatge del domini. A més, també podem definir una

funcié injectiva en un interval I C Dy si la restriccié donada en la definicié previa se
satisfa Vaq,xq € 1.

Comentari: Una funci6 f és injectiva si i només si la seua grafica talla cada recta
horitzontal (és a dir, paral-lela a l’eix ) com a molt una vegada.

Exemple 1.9: La funcié f(x) = 23 és injectiva, ja que 2§ # 3 si 21 # xo. Per

contra, la funcié f(z) = x? no és injectiva, ja que z? = (—x)? i, per tant, la mateixa
imatge té associada dues preimatges en Djy.

Definicié 1.12: Funcid inversa

Siga f una funci6 injectiva. Aleshores, definim la funcié inversa f~! com a
f_1 : Ry —— Dy
1 -
ye Ry —— z=f"'(y)

tal que f(z) =v.

Es fonamental que f siga injectiva perque tinga inversa. En cas contrari, a una imatge
li correspondria més d’una preimatge i, per tant, no seria una funci6é. Una funcié que té
inversa s’anomena invertible.

10
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Comentari 1: El domini de f~! és el rang de f, és a dir, D1 = Ry.

Comentari 2: Una funcié creixent o decreixent en tot el seu domini és injectiva i,
aleshores, invertible.

Exemple 1.10: Siga

@) =143 (1.13)

Com que es tracta d’una funci6 creixent en tot el domini, és una funci6 invertible. Ara
mostrarem com calcular la funcié inversa. Escrivim primer

y=1+ (1.14)

x
5"
A continuacié aillem x. Obtenim

2y=2+4+zr & z=2y—2. (1.15)
Finalment, intercanviem x <> y i obtenim y = 2x — 2. Per tant, la funcié inversa de f és

fHz)=22—-2. (1.16)

Teorema 1.1

Siga f una funci6 invertible. Aleshores

(f'of)(z)=2 Vx € Dy (1.17)
(fof Ny =y VyeRy (1.18)

Demostracid. Siga x € Dy amb y = f(x). Provem la primera identitat del teorema per
aplicacié directa de les definicions 1.10 1 1.12:

(frof) = @)= = =, (1.19)

D1.10 D1.12

on en el primer pas hem utilitzat la definicié de composicié de funcions i en I'iltim la
definicié de funcié inversa. La segona identitat del teorema pot provar-se de manera
analoga;:

(fof D) = f(f ) = fl@)=y. (1.20)

D1.10 D1.12

Comentari 1: El teorema 1.1 implica que les funcions f~'o f i fo f~! sén les
funcions identitat,

ftef=Idp, (1.21)
fof™h=1ldg, (1.22)

11
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ja que la seua aplicacié sobre elements dels seus dominis dona com a imatges els mateixos
elements: Idp(z) = z i Idr(y) = y. Ara bé, no sén, en general, la mateixa funcié
identitat, ja que Idp té domini Dy i Idg té domini Ry.

Comentari 2: Es facil comprovar que la funcié identitat és la seua propia inversa.
Siga Id; la funci6 identitat definida en I C R. Aleshores Id;(x) = = Vz € I i per tant,
per aplicaci6 de la definicié de funci6 inversa, Id; *(x) = = també Vo € I. Com que Id;
i Id;1 tenen el mateix domini i rang i fan la mateixa correspondéncia entre elements
d’aquests dos conjunts, son la mateixa funcié: Id; = Idl_l. A una funcié que és la seua
propia inversa se 'anomena involucié.

Teorema 1.2

Siguen f i g dues funcions invertibles. Aleshores

(fog) =g lof". (1.23)

Demostracio. La funcié f o g té domini D, i rang Ry. Per tant, la funcié (f o g)7! té
domini Ry i rang D,. Siguen a,b,c € R tals que

a%b%c.

Equivalentment, g(a) =b1i f(b) =c¢,ia€ Dy, b€ RyN Dy ice Ry. Deduim

(feglla)=c¢ & (fog) '(c)=a. (1.24)

Per altra banda
(g o f N =g () =g7'(b) =a. (1.25)
I aleshores (fog) ! =g tof L O

Teorema 1.3

Siga f una funcié invertible. Aleshores

fFH't=r (1.26)

Demostracié. Per a provar aquest teorema farem 1s de les definicions previes i els resultats
anteriorment deduits. En primer lloc, notem que la funcié (f~!)~! té domini D ¢ irang
Ry, exactament igual que f. Per tant, si demostrem que les dues funcions fan la mateixa
correspondéncia entre els dos conjunts, haurem demostrat que sén iguals. Pel teorema 1.1,
fo f~t =1dg és una funcié que té com a domini i rang el conjunt Ry. Per tant, la seua
inversa (f o f~!)~! també té com domini i rang Ry. Siguen x € Dy amb y = f(z) € Ry.
Podem escriure

(fof ™My = 15" (y) = 1dr(y) =y = (=), (1.27)

12
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ja que Idy' = Idg. Perd també

(fof ™)y = (FH o f W=D W) =, () @) (128

T1.2 D1.12
Comparant les dues expressions queda demostrat que f(z) = (f~1)~(2) V& € Dy i, per
tant, f = (f~H~L dJ

Exemple 1.11: Es facil comprovar els teoremes 1.1 i 1.3 per al cas particular en les
equacions (1.13) i (1.16).

1.3 Limits de funcions

Definici6é 1.13: Limit d’una funcié en un punt

Siga f una funcié definida en un interval obert al voltant de xg, excepte possi-
blement en zg. Direm que el limit de f(x) quan x tendeix a xg és L € R i
escriurem

lim f(x)=1L,

T—T0

si per a tot € > 0 existeix un nombre real J > 0 corresponent, tal que

O<|z—zo|<d = |f(x)—L|<e.

La figura segiient il-lustra els conceptes que apareixen en la definicio:

Yy
A
L+€/-\ -------------------------- f
Sy ——————
L _ 6\-( ————————————

\

/
8

La definicié 1.13 exigeix fer dos passos per a determinar ’existéncia del limit. En primer
lloc, triem un nombre real positiu €, que pot ser arbitrariament menut, i després busquem
un altre nombre real §, també positiu, tal que la imatge de qualsevol x que complisca
0 < |x — zo| < 0 verifique |f(x) — L| < e. En la figura podem veure que per al € triat

13
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és facil trobar un § amb la propietat requerida. Si haguérem triat un € més menut, el ¢
requerit podria haver sigut també més menut. En general el § que busquem dependra de
€, encara que no hi ha una tnica eleccié possible. La clau és que per a qualsevol € > 0
triat sempre és possible trobar un § corresponent i, per tant, L és el limit de la funcié
quan z tendeix a x.

La definicié pot reformular-se de diverses maneres que ajuden a entendre-la millor:

e Com que |z — x| és la distancia de z a zg 1 | f(x) — L| és la distancia de f(z) a L, i
com que € pot ser arbitrariament menut, la definicié de limit pot expressar-se com
a: ILm f(x) = L significa que la distancia entre f(x) i L es pot fer arbitrariament

T—To

menuda reduint la distancia entre x iz tant com siga necessari (pero no fent-la 0).

e Ladesigualtat 0 < |[x—xo| < § implica que x es troba en U'interval obert (zo—0d, xg+9)
i que x # xg, com s’il-lustra en la figura. De manera equivalent, x € (zg — d, z9) U
(20,20 + 0), la unié de dos intervals oberts que exclouen el punt xg. Igualment,
|f(z) — L| < e implica f(x) € (L — ¢, L+ €). Per tant, podem expressar la definicié
de limit com a: :EILI&]() f(x) = L significa que per a cada € > 0 (per menut que siga)

podem trobar un § > 0 tal que si x es troba en linterval obert (xo — 6,20 + 0) @
x # x0, aleshores f(x) es troba en linterval obert (L — e, L + ¢€).

Exemple 1.12: Volem demostrar que lim,_,3(4x —5) = 7. Siga € > 0 un nombre
real positiu. Hem de trobar un nombre § > 0 tal que

si 0<|r—3]<d aleshores |4z —5)—T7|<e.

Ara, com que [(4x —5) — 7| = |4z — 12| = |[4(x — 3)| = 4|z — 3|, el requisit que ha de
complir el § que busquem és

si 0<|r—3|<d aleshores 4|z —3|<e,
és a dir

si 0<|r—3]<d aleshores |z—3|< i,

. . €, ., . ;s -
i resulta evident que § = 1 és una bona elecci6. Efectivament, és facil comprovar que

aquest valor de ¢ verifica el requisit que ens imposa la definici6 de limit. Si |z — 3| < 4 es
verifica

4z —5)— 7| =4z —3| <46 =c¢,

€
resultat que prova que lim,_,3(42 —5) = 7. Ara bé, és important adonar-se que § = 1

és només una possibilitat per a demostrar aquest limit. Podriem haver escollit § = —, i

€
57
també hauria sigut una bona elecci6. En aquest cas, si |z — 3| < § es verificaria

4
(x—5) 7| =4z —3[ <40 = e <e,

14
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i, per tant, provem igualment que la nostra eleccié de 6 compleix |(4z —5) — 7| < ¢, i
aleshores que lim,_,3(4x —5) = 7.

Exemple 1.13: Demostrem dos limits basics. Siga ¢ € R una constant. Aleshores:

lim c=c¢, limx=ux. (1.29)
T—T0 T—T0
e Comencem amb lim, ,,, ¢ = c. Siga € > 0. Hem de trobar un 6 > 0 tal que si
0 < |x — zo| < 0 aleshores |f(x) —¢| < €, amb f(z) = c. Pero en aquest cas tan
senzill és trivial. Qualsevol § > 0 és valid, ja que |f(x) —¢| = |c—¢c] =0 < e.
D’aquesta manera el primer limit queda demostrat.

e Considerem ara lim,_,,, z = z¢. En aquest cas hem de provar que existeix un > 0
tal que si 0 < |x — zo| < § aleshores |f(z) — xo| < €, amb f(z) = z. De nou és
senzill. Escollim § = e. Aleshores 0 < |x — 29| < § és equivalent a 0 < |z — x| < €
i justament |x — xg| = |f(z) — z¢|. Per tant, el limit queda demostrat.

Comentari: El valor de la funcié en z¢ no és rellevant per al limit limg_,,, f(x),
com hem remarcat en la definicié 1.13. De fet, les funcions

f@)=z+1, g<x>={fﬁ1’ o

representades per aquestes grafiques

Y Y
A A

2+ f(@) 2+ o g9(x)
14 14

} t } } »> T } |‘ t } > T
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2

14 14
921 921

tenen el mateix limit quan x tendeix a 1, lim,_,1 f(z) = lim,—; g(x) = 2, encara que en
el segon cas no coincideix amb el valor g(1) = 1.

Teorema 1.4: Unicitat del limit

Silimy—sg, f(z) = L ilimg_y,, f(z) = K aleshores L = K.

15
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Demostracid. La premissa del teorema ens diu que per a € > 0, existeixen d1,d9 > 0 tals
que

si 0<|x—ux9| <8 aleshores |f(z)—L|<e,
si 0<|x—uxg| <dy aleshores |f(z)—K|<e.
Hem escollit dos nombres reals d1 i do perque en principi no sabem si el valor de § valid

en la primera definicié també sera valid en la segona. Definim § = min(dy,d2). Amb
aquesta eleccié podem escriure

si 0<|x—x9| <d aleshores |f(x)—L|<eilf(z)—K]|<e.

I hem trobat un § que ens permet establir els dos limits L i K. Ara demostrarem que no
poden ser diferents. Per a arribar a aquesta conclusié, farem s del metode de la reduccio
a l’absurd. Suposarem que L # K i veurem que aix0 ens condueix a una contradiccié.

Siga, per tant, L # K, amb |L — K| > 0. Triem el valor particular ¢ = % En aquest
cas tenim
L-K L-K
si 0<|r—ux0| <d aleshores |f(x)—L|< |2| ilf(z) - K| < ‘2‘

I aixo implica que

L= K|=|L—-f(x)+ f(z) - K| < |L = f(2)| +[f(x) - K]
_IL-K|  |L-K]
2 2
:|L_K|a

on en el segon pas hem fet s de la desigualtat triangular, una propietat fonamental del
modul. El resultat és clarament una contradiccié (el nombre |L — K| no pot ser menor
que ell mateix), i per tant la suposicié L # K no pot ser correcta. ]

Teorema 1.5: Propietats dels limits

Siguen dues funcions f i g i un punt xg € Dy N Dy tals que

lim f(z)=L, lim g(z)=K,
T—IQ

T—T0

i ¢ € R una constant. Aleshores es verifiquen les segiients igualtats:

(i) lim [e f(z)] = legrxlo f(z) =cL.

T—rT0

(i) Jim [£() + g(2)] = lim f(z) + lim g(e) = L= K.

T—T0

(iii) lim [f(x)-g(x)] = lim f(z)- lim g(z) = L K.

T—T0 T—T0 T—TQ

o f@)) sm e
(iv) mlggo [g(a;)} ~ lim g(z) K’ stK#0.

T—rx0
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(v) lim [f(x)]" = [ lim f(x)]n = L", amb n € R.

T—T0

Demostracio. Demostrarem aci les propietats (i) i (ii). La resta de propietats estan
demostrades en I'apendix A.

(1) Si ¢ = 0 tenim un cas particular de lim,_,, ¢ i la demostracié és trivial. Per tant,
considerem ¢ # 0. La premissa lim,_,,, f(x) = L significa que existeix un §; > 0 tal que
€
si 0< |x—uxp| <0 aleshores |[f(x)—L|< o

c

Ha de notar-se que hem escrit |i en lloc de €. Ara bé, aquesta eleccié és perfectament
¢ €
]
tecnica s’utilitza freqiientment en les demostracions que fan servir la definicié de limit.
Fet aquest aclariment, continuem amb la prova. Hem de demostrar que

consistent amb la definici6 1.13, ja que > 0 i pot fer-se arbitrariament menut. Aquesta

si 0<|x—ux9| <9 aleshores |cf(x)—cL|<e.

Escollim § = d;. Si 0 < |x — zg| < J aleshores
€

e f(x) = cL| = |e|[f(x) — L| < \Cl‘c’

=e.
I hem demostrat la propietat (i).

(it) Considerem lim,_,,,[f(z) + g(x)]. La demostracié per a la resta limg_,4,[f(z) —
g(z)] és completament analoga i, a més, pot deduir-se a partir de la identitat per a
la suma i la propietat (i) que acabem de provar. Les premisses lim, ., f(x) = L i
limg_,,, g(z) = K impliquen l'existéncia de d; > 01 d2 > 0 tals que

si 0<|z—a0| <01 aleshores |f(z)—L|< %, (1.30)
si 0<|z—x0| <dy aleshores |g(z)— K| < % (1.31)

Hem de provar que existeix un 6 > 0 tal que
si 0<|x—x9| <d aleshores |[f(z)+g(x)—(L+K)|<e.
Escollim § = min(dy, d2). Si 0 < |z — x| < ¢ aleshores

[f(2) + g(x) = (L + K)| = [ (f(2) = L) + (9(2) = K)|
<[(f(z) = L) [+ [(9(z) - K)|

<€+€
2 2
=€.
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En el segon pas hem fet servir la desigualtat triangular del modul. En el tercer pas hem
utilitzat que, amb la nostra elecci6 de 0, 0 < |x — zg| < d1 10 < |z — o] < Iz i, per tant,
podem fer s dels resultats en les equacions (1.30) i (1.31). I d’aquesta manera queda
demostrada la propietat (ii). O

Exemple 1.14: Siga una funci6 f tal que
lim f(@)

—=1.
T—2 1‘2

Volem obtenir lim,_,o f(z) fent s de les propietats dels limits en el teorema 1.5. Primer,
calculem lim, 5 2. Per la propietat (v)

2
lim 22 = {limzx] =22 =4,
r—2 r—2

Ara, com que lim, 5 22 # 0, podem utilitzar la propietat (iv) i escriure

lim = = =1,
2 x2 limg_,9 22 4
i, per tant, trobem
li =4.
limy /(@)

Exemple 1.15: Siga una funci6 f tal que
lim f(@)

—=1.
z—0 xz

I de nou volem obtenir un limit, en aquest cas lim,_,o f(x), fent us de les propietats dels
limits en el teorema 1.5. Pel que hem vist en ’exemple anterior, tenim

lim 22 =0,
x—0

i no podem fer s de la propietat (iv). Ara bé, podem aprofitar la propietat (iii) i escriure

lim f(z) = lim {f(f)xQ] zlimm-limeZL():O.

z—0 z—0 €T

Teorema 1.6

Si f(x) < g(x) Yz en un interval obert que conté z( (excepte possiblement en ) i

lim f(z)=L i lim g(z)=K,

T—xT0 T—T0

18



Avelino Vicente Grau de Fisica - Calcul I
Departament de Fisica Teorica, UV Tema 1  Funcions, limits i continuitat

aleshores L < K.

Demostracié. Farem servir de nou el metode de la reduccié a 'absurd. Suposem que
L > K. Per la propietat (ii) dels limits sabem que

lim [g(z) - f(2)] = K — L.

T—T0

Per tant, per a qualsevol € > 0 existeix un § > 0 tal que
si 0<|x—x9| <d aleshores |[g(z)— f(z)]— (K —L)| <e.

En particular, podem triar e = L — K, positiu, ja que per hipotesi L > K. Existeix un
6 > 0 tal que

si 0<|x—=x9| <d aleshores |[g(z)— f(z)]— (K —-L)|<L-K.
Com que a < |a| Ya € R, tenim que
si 0<|r—u=z9| <d aleshores [g(z)— f(z)]—(K—-L)<L-K,
que es pot simplificar per a obtenir que
si 0<|x—ux9| <d aleshores g¢g(x) < f(x).

Aix0 contradiu f(z) < g(x) i, per tant, la desigualtat L > K ha de ser falsa. En conclusio,
L<K. O

Teorema 1.7: Teorema de ’entrepa

Si f(z) < g(z) < h(z) Vz en un interval obert que conté g (excepte possiblement

en xg) i
255, /@) = g he) = L,
aleshores
IIL%O g(x) =1L.

Demostracié. Siga € > 0. Com que lim,_,,, f(z) = L, existeix un §; > 0 tal que
si 0<|x—=x9| <dp aleshores |f(z)—L|<e,
és a dir,

si 0<|r—uz9| <9 aleshores L—e< f(x)<L+e.
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Per altra banda, com que lim,_,,, h(z) = L, existeix un d3 > 0 tal que
si 0<|x—ux9| <dy aleshores |h(z)—L|<e,
és a dir,
si 0<|x—x9| <J2 aleshores L—e<h(z)<L+e.

Escollim 6 = min(d1,d2). Si0 < |z —x0| < 6 aleshores 0 < [z —zp| < §110 < |[x—xz0| < Ia.
Per tant, en aquest cas

L—c< f(z) <gle) < hlz) < L+e,

i en particular L — e < g(x) < L+ € o, de manera equivalent, |g(x) — L| < e. En conclusio,
limg_yz, g(z) = L. O

Definicié 1.14: Limits laterals

Siga f una funcié definida en un interval obert al voltant de xg, excepte possi-
blement en zgy. Direm que té limit lateral per la dreta igual a L en xg i
escriurem

lim f(z)=1L,

1‘*}.’173
si per a tot € > 0 existeix un nombre real § > 0 corresponent, tal que
ro<zr<zo+6 = |f(z)—L|<e.
Direm que té limit lateral per I’esquerra igual a L en xg i escriurem

lim f(z)=1L,

T—T
si per a tot € > 0 existeix un nombre real d > 0 corresponent, tal que

ro—o0<zx<zy = |f(z)—0L|<e.

Teorema 1.8

Una funcié f(z) té un limit quan x tendeix a xg si i només si té limits laterals per
la dreta i per I’esquerra i aquests sén iguals:

lim f(x)=L < lim f(z)=L i lim f(x)=1L (1.32)

L tLU m—)ma' Ty
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Demostracié. Silim,_ + f(r) =1lim,_, - f(z) = L aleshores per a cada € > 0 existeixen
0 0
01,02 > 0 tals que

si mg <z <wp+0; aleshores |[f(x)—L|<e,
si xg—02 <x<uzp aleshores |f(z)—L|<e.

Definim ¢ = min(édy,d2). Si 0 < |x — 29| < § aleshores 0 bé xg —dy <xg—d <z <z O
bé xg < x < xo+ 9 < 29+ 01, 1, per tant, |f(z) — L| < e. O

Exemple 1.16: La funcié f(z) = 22 verifica lim,_,o+ f(z) = lim,_,- f(z) = 0 i,

per tant, lim,_,o f(xz) = 0. Per contra, la funci6

z+1, <1
g(x) = 1 x>1

té per grafica

i verifica

lim g(z) =2# lim g(z)=1.

T—1- z—1t

Per tant #lim, 1 g(z).

Definici6é 1.15: Limit a ’infinit

Direm que la funci6é f té el limit L quan x tendeix a infinit i escriurem
Jim f(z) =L,

si per a tot € > 0 existeix un nombre real M corresponent, tal que

z>M = |f(z)—L|<e.
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Direm que la funci6 f té el limit L quan x tendeix a menys infinit i escriurem

lim f(z)=1L,

T——00

si per a tot € > 0 existeix un nombre real N corresponent, tal que

r<N = |f(zr)—L|<e.

Exemple 1.17: Demostrem que limx_mo% = (0. Siga € > 0. Hem de trobar un
nombre M tal que

1

T

-

x

z>M = <e.

1 ‘ _

1
La implicaci6 es complira per a qualsevol M > —. Per tant, hem demostrat que
€

limg o0 % = (0. De manera analoga podem provar que lim,_, % = 0. En aquest cas
hem de trobar un nombre N tal que

1

xT

~-0
xr

r< N = <e€.

1 ‘ B

1
I de nou és facil determinar que qualsevol N < —— verifica la implicacio, resultat que
€

demostra lim,_,_ % = 0. Aquests dos resultats poden ser visualitzats en la grafica de la

1
funcié f(x) = e

22



Avelino Vicente Grau de Fisica - Calcul I
Departament de Fisica Teorica, UV Tema 1  Funcions, limits i continuitat

Seguint el mateix procediment podem demostrar el resultat general

1
lim —=0, reN;r>0, (1.33)

r—+oo T

1
on la restricci6 r € N s’ha d’introduir per a garantir — € R Vz € R. Aquest resultat

també pot ser obtingut facilment fent s del segiient teorema.

Teorema 1.9

Les propietats dels limits en el teorema 1.5 sén valides també per a limits a 'infinit.

Demostracié. Les demostracions de les propietats dels limits a I'infinit sén completament
analogues a les de les propietats dels limits del teorema 1.5. 0

Definicié 1.16: Asimptota horitzontal

Una recta y = b és una asimptota horitzontal de la grafica d’'una funci6 y = f(x)
si

lim f(x)=b o lim f(x)=5.

T—00 T—>—00
< . Lo .
Exemple 1.18: La grafica de la funcié f(z) = — té 'asimptota horitzontal y = 0.
x

Definici6é 1.17: Asimptota obliqua

Una recta y = mx + n és una asimptota obliqua de la grafica d’una funci6

y = f(x) si

m = lim f(;) , (1.34)

n = lim [f(z) —mz], (1.35)
m = :Cli)r_noQ f(xx) , (1.36)
n:mErPOO [f(x) —muz] . (1.37)

Exemple 1.19: Les funcions racionals (funcions que s’escriuen com el quocient de
dos polinomis) tenen una asimptota obliqua si el grau del numerador és una unitat més
2
x —

20 — 4

gran que el del denominador. La funci6 f(z) = és un exemple d’aquest tipus de

funcions:
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Yy
A 2 _

| f) =5

44 =

N /////,

N /////,

/:’ : : : : — =
-1 1 2 3 4 5

Definicié 1.18: Limit infinit

Siga f una funcié definida en un interval obert al voltant de x(, excepte pos-
siblement en zy. Direm que f(x) tendeix a infinit quan x tendeix a x¢ i
escriurem

53, fe) = o,

si per a tot M > 0 existeix un nombre real § > 0 corresponent, tal que
O0<|z—zo|<d = flx)>M.
Direm que f(x) tendeix a menys infinit quan z tendeix a x¢ i escriurem

iz (@) = oo,

si per a tot N > 0 existeix un nombre real § > 0 corresponent, tal que

O<|r—z9|<d = f(zr)<-—-N.

Comentari 1: Si lim,_,,, f(x) = fo0, direm que el limit no existeiz ja que no té
un valor finit.

Comentari 2: Podem definir i denotar els limits laterals infinits de manera
analoga al cas dels limits laterals finits de la definicié 1.14. Simplement hem de substituir
0<|z—xp| <dperaxg<ax<zog+9oxyg—9<az<xp,segons el limit lateral siga per
la dreta o per esquerra.

1
Exemple 1.20: La funcié f(z) = — tendeix a infinit quan = tendeix a 0 per la dreta.
x
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Podem provar-ho fent ts de la definicié. Siga M > 0. Volem trobar un § > 0 tal que
. 1
si 0<ax<d aleshores — > M.
x
Ara, podem deduir que

1 1
->M = < —.
TS M

x
. . 1
Aleshores, si seleccionem § = i 0 qualsevol nombre menor que aquest, veurem que
1
r<d = x< U

1
i per tant, per la definicié de limit infinit, lin% — = 0.
x—0 T

Definicié 1.19: Asimptota vertical

Una recta x = ¢ és una asimptota vertical de la grafica d’'una funci6é y = f(x)
si

lim f(z) =400 o lim f(x)=+oc0.

L —
14)270 m%xo

1
Exemple 1.21: La funci6 f(z) = — té una asimptota vertical en x = 0.
x

Definicié 1.20: Limit infinit a ’infinit

Siga f una funcié definida en un interval (zp,00). Direm que el limit de la
funcié f a P’infinit és infinit i escriurem

lim f(z)= o0

T—r00

si per a tot M > 0 existeix un nombre real N corresponent, tal que

x>N = f(z)>M.

Aquesta notacié serveix per a denotar simbolicament el fet que una funci6 cresca inde-
finidament quan la variable pren valors més grans. Les expressions lim,_,o, f(z) = —o0,
lim, o f(x) =00 ilim,;,_ o f(z) = —00 tenen definicions similars.

25



Grau de Fisica - Calcul I Avelino Vicente
Tema 1  Funcions, limits i continuitat Departament de Fisica Teorica, UV

Teorema 1.10

. . 1
IILHQ}O flz)=0 < xhﬁngo )~ 00, (1.38)
. _ . I
xll}rinoof(:):) =0 < lim O 00. (1.39)

Demostracio. Siga f una funcié definida en un interval obert al voltant de xg, excepte
possiblement en xy. Suposem que f(x) no s’anul-la en l'interval considerat i aix0 ens
permet considerar ﬁ limg 4, f(z) = 0 implica que per a tot € > 0 existeix un nombre

real 0 > 0 corresponent, tal que

O<l|r—zol<d = |[f(x)|<e,

és a dir,
0<| |<d = ‘1 >1 (1.40)
T — xo — > - .
f@)| ™ e
Considerem ara el signe de la funcié f(z) en Iinterval considerat:
1
e Si f(x) > 0, aleshores 'equacié (1.40) és equivalent a o) > M, amb M > 0, i
x
1
per la definicié 1.18 tenim lim —— = o0
T—T0Q ([L‘)

1 1
e Si f(z) <0, aleshores I'equacié (1.40) és equivalent a ———— >N = —— <

f(x) . f(x)
—N,amb N > 0. De nou, per la definicié 1.18 trobem ILm ﬁ = —00
z—zo f(x

La implicacié en sentit contrari es demostra de manera analoga. Igualment, les demos-
tracions per als casos de limits a l'infinit sén similars. ]

1.4 Calcul de limits

En la practica, el calcul de limits no es fa a partir de la seua definicié formal, siné que
resulta més convenient utilitzar metodes més directes desenvolupats per a tal fi. Encara
que en principi seria possible utilitzar les definicions, aquests meétodes sén més sistematics
i permeten obtenir facilment els limits de funcions complicades.

No obstant aix0, és important emfatitzar que tots els metodes per al calcul de limits
tenen el seu origen en la definicié. Amb la definicié poden obtenir-se de manera senzilla
els limits de funcions fonamentals, com ara f(z) = z o f(x) = %, com hem fet en la
secci6 1.3. Limits de funcions més complicades poden ser calculats a partir d’aquests
limits fonamentals fent s d’operacions algebraiques (com la suma o la multiplicacié),

gracies a les propietats dels limits introduides en el teorema 1.5. Eventualment, aquest
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procés pot aplicar-se de manera sistematica a un tipus de funcions concret, donant lloc a
un metode que podria semblar que no té cap connexié amb la definicid, perd que naix
d’aquesta.

En aquesta seccié estudiarem alguns metodes habituals per al calcul de limits de
funcions i donarem alguns exemples practics. A més, en alguns casos mostrarem de quins
resultats fonamentals naixen aquests méetodes, encara que no demostrarem de manera
exhaustiva aquesta connexié. Cal mencionar que altres resultats que apareixeran més
endavant en el curs, com el concepte de continuitat o el teorema de I’Hopital, ens donaran
eines addicionals per al calcul de limits.

Quocients de polinomis

El calcul de limits de quocients de polinomis pot fer-se facilment gracies a dos teoremes.
Siguen P(x) i Q(x) dos polinomis de graus p i ¢, respectivament,

P(x) = apa? +ap_ 12?7 + - + a1z + ag,

Q) = byx? + by 127+ bz + by .

Teorema 1.11

+oo, p>gq
P
(@) _ @ o gma ] 0, p<yg (1.41)
z—=4o00 Q(x) bq x—=+00
4 _
bp I p - q

Aquest teorema pot demostrar-se facilment a partir de les definicions i resultats de
la secci6 1.3. Les propietats dels limits del teorema 1.5 ens diuen que podem aplicar
operacions algebraiques (sumes, restes, multiplicacions i divisions) sobre la funcié de la
qual volem calcular el limit, sense alterar-lo. En aquest cas tenim la funcié

P(z)  apaP + ap,lxp_l + - +aiz+ ag

T = Q@) = bt byram 4 A b b

i podem traure el factor comu xP~¢

ap+ ap—1x27t + -+ a1zt P + agz P
by +bg—1x7 1+ -+ byal=9 4 bor =9

fz) =P

Tots els termes amb potencies negatives de = desapareixen en agafar el limit, ja que
limg 400 :,717" =0 Vr € N. Per tant

P(z)
r—+00 Q(x) r—+o00 bq bq r—+00
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i el resultat del teorema resulta evident.

Comentari 1: La primera igualtat del teorema 1.11 és equivalent a afirmar que
quan x tendeix a +o0o, 'inic terme rellevant d’un polinomi és el monomi de grau més alt.
Per exemple, el comportament del polinomi 322 — x + 2 en l'infinit esta determinat pel
monomi 3z2. Aquest terme s’anomena terme dominant en D’infinit.

Comentari 2: Quan p > g el limit és +o00. El signe esta determinat pels seglients
limits fonamentals

lim 2" =00, lim 2" = oo Parell (1.42)
500 T——00 —oo n imparell

Exemple 1.22: Calculem

. 222 —dx + 8
1m .
z—oo (2x — 3)(3x + 1)

Com que lim, oo (222 — 47 + 8) = 00 i limy 00 [(22 — 3)(3z + 1)] = oo, tenim una
S

indeterminacié —. Amb el teorema 1.11 pot calcular-se de manera immediata:
oo

) 222 — 4x + 8 1
lim = —

=0 (20 —3)(3z +1) 3~

Teorema 1.12

P(xo)
Q(z0) Q(zo) #0
I PO s Pa)£0.QE) =0 (4
TTo Q(ﬂfo) ,» P(zo) = Q(z0)
On
Pa) _ Pla)
Q(z) Q(x)
P(x)

és el resultat de simplificar el quocient 2@ eliminant I’arrel comuna en xg.
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Comentari: En el cas amb P(z¢) # 0, Q(z¢) =0, el limit és +o0, on el signe és el
signe de P(xg).
Exemple 1.23: Calculem
. -z -2
lim —.
52224212 —6
Es tracta d'una indeterminacié —, ja que els dos polinomis s’anul-len en x = 2. Aixo0
vol dir que els dos polinomis tenen ’arrel comuna = = 2:
2 —r—-2=(z-2)(z+1),
2+ —6=(x—2)(zr+3).
Aleshores, podem simplificar el quocient i trobar el limit:
22—z —2 (r—2)(x+1) . x+1 3

lim ————— = lim —————* = lim =—.
a=222+2—6 292(x—2)(x+3) 2-2zx+3 5

Exemple 1.24: Calculem
i a2 —dx—4
im .
=2 3 — 22 — 8x + 12

Tenim de nou una indeterminacio % El primer pas torna a ser trobar les arrels dels dos
polinomis:
B4t —dr—4=(z-2(x+1)(z+2),
2 — 2% —8r+12=(z —2)%(z +3).
Aleshores, podem simplificar el quocient i trobar el limit:
w3422 — 4o —4 . (z2=2)(z+1D)(x+2) . (z+1)(z+2)

l' = = _— =
25228 — 22 —8r 412 @92 (- 2)%(z + 3) 52 (z—2)(x+3)

En aquest cas P(2) #0, Q(2) = 0 després de fer la simplificacié, i per aixo el limit és
infinit.

Exemple 1.25: Calculem
1 2

lim .
=1z —1 x22-1
En aquest cas tenim una indeterminacié oo — co. Per a resoldre-la, comencem
agrupant els dos termes en un tnic quocient de polinomis:
1 2 1
r—1 22-1 z+41°
D’aquesta manera, aplicant ara el teorema 1.12, obtenim senzillament

. 1 2 ) 1 1
lim — = lim .
=l |z —1 22-—1 z=lx+1 2
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Funcions amb expressions radicals

Els limits de funcions amb expressions radicals (que inclouen arrels) poden calcular-se
seguint un metode similar al del cas anterior. No obstant aix0, en aquest cas normal-
ment s’ha de manipular algebraicament la funcié a integrar abans que siga un limit evident.

Exemple 1.26: Calculem

lim |z - v/2%+16] .
T—00

Els dos termes, x i V2 + 16, tendeixen a infinit quan x — oo i, per tant, tenim una
indeterminacié del tipus co — oco. Multipliquem numerador i denominador per I’expressio
radical conjugada

r+Va2+16 2% — (2 +16) —16
x—Vr24+16=(x— V22 + 16 = -
( )x—i- 224+16 zx+Vz2+16 z+Vz2+16

El limit resultat és evidentment 0, ja que el numerador és una constant i el denominador
tendeix a infinit quan z — oo. Podem demostrar-ho fent 4s de les propietats dels limits

_ 16
lim = lim = 0 =0.

—16 .
z=0 g 4+ /22 + 16 T00 g 4 /§+% 1++v/1+0

Funcions trigonomeétriques

Els limits de funcions trigonomeétriques poden calcular-se a partir de dos teoremes basics.
Teorema 1.13

limsinz =0, limcosz =1. (1.44)
z—0 z—0

Teorema 1.14

sin x

lim =1. (1.45)
z—0 X

Els dos teoremes poden demostrar-se a partir de desigualtats trigonometriques fona-
mentals, fent s del teorema 1.7 (el teorema de I’entrepa). En el cas del primer teorema
tenim les desigualtats

—lz| <sinz < |z, (1.46)
—lz| <1—cosx < |z|, (1.47)
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que poden demostrar-se graficament. Com que
lim x| =0, (1.48)
z—0

I’aplicacié del teorema de ’entrepa a aquestes desigualtats ens diu que lim,_gsinx =0 i
lim,_,ocosxz = 1. Seguim un procediment molt similar per a provar el segon teorema.
Per a tot 0 < z < 7, pot demostrar-se graficament

sing <x <tanx, (1.49)

o equivalentment (dividint per sinz > 0 e invertint)

sin x
1>

> cosz. (1.50)

. sinx
Com que les funcions

i cosx son parelles, la desigualtat de I'equacié (1.50) també

T
és valida per a —5 < z < 0. Finalment, I’aplicaci6 del teorema de '’entrepa, unit al
resultat lim,_,gcosxz = 1 del teorema 1.13, demostra el teorema 1.14.

Exemple 1.27: Calculem
. cosx —1
im —.
z—0 X

Apliquem primer la férmula del sinus de I'angle meitat
. (a:) 1 —coszx
sin|=)=4/——

2 2

cosx — 1 2 sin? 2
im ST T2 gy - 2EE) (x/2) .
x—0 X z—0 €T

per a escriure

A continuacié farem el canvi de variable z = 2h, tal que x — 0 implica h — 0
igualment. Aixo permet escriure el limit com a

) . .
lim —M: —limM sinh:—limw-limsinh:—l-O:O.
z—0 T h—0 h h—0 h h—0

Limits de la forma 1°°

Els limits que involucren la indeterminacié 1°° estan relacionats amb el nombre e.
Recordem la seua definicié.
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Definicié 1.21: Nombre e

1 n
e= lim <1+n) , neN. (1.51)

n—00

Comentari 1: La definicié del nombre e és el limit d’una successié. Es possible
demostrar que el limit (analeg) d’una funcié donaria el mateix resultat

1 x
lim (1 + ) =e. (1.52)
x

T—00

Estudiarem successions i els seus limits en el tema 4.

Comentari 2: Una definicié completament equivalent del nombre e és

, 1
62%15)%(14-71) . (1.53)

Comentari 3: La funcié exponencial pot definir-se com una generalitzacié de la
definici6é del nombre e:

¢® = lim (1 + x) . (1.54)

n—+00 n

Després d’aquesta definici6 i aquests comentaris podem enunciar el teorema que ens
dona un metode sistematic per al calcul de limits del tipus 1°°. El métode consisteix
a transformar el limit original en un altre limit més senzill, normalment d’una funcié
racional, que podem avaluar per procediments ja coneguts.

Teorema 1.15

Siguen les funcions f(z) i g(x) tals que

lim f(z) =1, limg(z) =00,

T—a r—a

on a pot ser un valor x = a o £oo. Aleshores

lim [f(2))") = &*, (1.55)
amb
A= lim [f(z) — 1] g(z) . (1.56)

Per a demostrar aquest teorema s’han d’utilitzar eines propies de les funcions conti-
nues, que veurem en la seccié 1.5.
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Exemple 1.28: Calculem

| (x_1>x
lim .
z—oo \x + 1

i es donen les premisses del teorema. Per tant, trobem

—1\*
lim <x ) =,
z—oo \x + 1

A= lim m(x_1—1>: lim (—23:):_2'
T—00 x+1 rz—oo \ x + 1

En I'iltim pas hem fet s dels metodes habituals per a calcular limits de quocients de
polinomis.

100

El limit és del tipus

amb

1.5 Continultat

Definici6é 1.22: Continuitat en un punt

Una funci6 f(z) és continua en un punt interior a del seu domini si

lim f(2) = /(a).
Definicié 1.23: Continuitat lateral

Una funcié f(z) és continua per la dreta en un punt extrem esquerre b
del seu domini si

lim f(z) = £(5).

z—bt

Una funcié f(z) és continua per l’esquerra en un punt extrem dret c del
seu domini si

lim f(z) = ().

T—Cc

Quan una funcié no és continua en un punt a, diem que és discontinua en a o que
té una discontinuitat en a. En aquest cas, a pot estar en el domini de la funcié o no.

Comentari 1: Una funcié és continua en un punt interior a del seu domini si i només
si és continua per la dreta i per I’esquerra en aquest punt.
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Comentari 2: Si fem ts de la definici6 de limit, podem escriure la definicié de
continuitat en un punt en termes ja familiars per a nosaltres. La funcié f és continua en
un punt interior ¢ si per a qualsevol € > 0, existeix un ¢ > 0 tal que

si. 0<|z—c| <& aleshores |f(z)— f(c)] <e.

Comentari 3. Prova de continuitat: Una funcié f(x) és continua en un punt
interior a del seu domini si i només si es compleixen les seglients tres condicions:

e Jf(a).
e Jlim, ,, f(x).
e lim, . f(z) = f(a).

Exemple 1.29: Estudiem la continuitat en x = 1 de la funci6

2241, z<1
f(x)—{ 3—x, x>1

Vegem ara si es compleix la definicié de continuitat en x = 1.
e Jf(1) =2.
e Jlim,,; f(z) = 2, ja que existeixen els dos limits laterals i sén iguals:

lim f(z)= lim {xQ—I—l} =2,

z—1- z—1—
li = lim 3—-2z2|=2.
A )= g Bl

o lim, 1 f(x) = f(1).

Per tant, la funcié és continua. Aquesta conclusié pot comprovar-se facilment a partir de
la grafica de la funcio:

Yy
A
4+ 2
Flz) = z4+1, <1
3—x, x>1
34
24
f f f f } } > T
-2 -1 1 2 3 4
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rz+3

Exemple 1.30: La funcié f(x) = no és continua en x = 1 perque lim1 flz) =
T—r

Q.

Definici6é 1.24: Tipus de discontinuitats

Siga f(x) una funci6 amb una discontinuitat en z = a. Aquesta discontinuitat pot
ser de diversos tipus, segons siga el requisit de la prova de continuitat que no es
compleix.

¢ Discontinuitat evitable: 3lim, ., f(z) = L, perd L # f(a) o #f(a).

e Discontinuitat de salt: Jlim,_,,- f(z) = L™ i 3lim,_,,+ f(x) = LT, pero
T SN

e Discontinuitat essencial: #lim, ., f(x) o #lim,_,,+ f(z).

Comentari: Els noms dels tipus de discontinuitats varien molt d’un text a un
altre. Per exemple, en alguns llibres s’anomena discontinuitat essencial a qualsevol
discontinuitat que no és evitable. A les discontinuitats essencials també se’ls anomena
discontinuitats infinites en alguns casos. Finalment, algunes discontinuitats essencials

s’anomenen discontinuitats oscil-lants si el limit no existeix perque la funcié presenta un
comportament oscil-latori creixent en el punt en qiiestio.

Exemples 1.31:

Discontinuitat evitable Discontinuitat de salt Discontinuitat essencial

1, r=1 1, z>1

f(a:):{m+1’ x#1 f(x):{:r—l—l, <1 ) =

Definicié 1.25: Funcidé continua en un interval

Una funcié és continua en un interval I si i només si és continua Vx € I.
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Definicié 1.26: Funcié continua

Una funcié és continua si i només si és continua Vo € D i

Exemple 1.32: Els polinomis sén funcions continues. En les seccions anteriors hem
demostrat que lim, ,.b =51 lim, ,.x" = ¢, amb b, c € R dos constants. Per tant, per
a un polinomi definit com a

P(z) = apa? + ap_12P" '+ + a1z + ag,
tenim
; — P p—1 4 .. —
ibrrtP(x) =apc’ +ap_ 1+ -+ arc+ag = P(c),

i queda demostrada la seua continuitat. Altres funcions que sén continues en tot el seu
domini sén les funcions sinus i cosinus, la funcié exponencial, i els quocients de polinomis.

Comentari: La definicié de funcié continua requereix continuitat en tot el domini
de la funcid, pero no necessariament en tot R. Per exemple, els quocients de polinomis
sén funcions continues, pero no existeixen en els punts on el seu denominador s’anul-la.
Com que aquests punts no pertanyen al domini de la funcid, no afecta la definicié de
continuitat.

Teorema 1.16: Propietats de les funcions continues

Si les funcions f i g sén continues en x = ¢, aleshores les segiients combinacions
sén també continues en x = c:

(i) Sumes: f+g.
(ii) Diferencies: f — g.

(iii) Multiples constants: k f, per a k € R constant.

(v) Quocients: f/g, si g(c) # 0.

)
)
)

(iv) Productes: f - g.
)

(vi) Poténcies: f*, amb n € N.
)

(vii) Arrels: {/f, amb n € N, si és definida en un interval que continga a c.

Demostracio. La majoria de les propietats de les funcions continues poden deduir-se de
les propietats dels limits (teorema 1.5). Per exemple, la propietat de la suma de funcions
continues la podem obtenir de la propietat (ii) dels limits:

lim (f +g) (¢) = lim [f(2) + ()] = lim f(2) + lim g(x) = J(¢) + 9(c) = (] + 9)(c).

T—C P(ii) x—cC
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Aixo demostra que f + g és continua. Les altres propietats poden provar-se de manera
similar. O

Comentari: Aquestes propietats permeten demostrar facilment que funcions com-
plicades son continues si poden ser expressades com a combinacions algebraiques de
funcions continues conegudes. Per exemple, podem afirmar que un polinomi és una funcié
continua perque els seus monomis son funcions continues. De la mateixa manera, la
funcié f(z) = sin?x — e és continua perqué ho sén tant g(z) = sinz com h(z) = €%, i
f(z) = g(@)? - h(z).

Teorema 1.17: Limits de funcions continues

Si f és continua en el punt b i lim,_,. g(x) = b, aleshores

lim f(g(x)) = £(8) = f (Jim g(x)) (1.57)

Tr—c T—c

Demostracio. Siga € > 0. Com que f és continua en b, existeix un n > 0 tal que
si 0<|y—>bl <n aleshores |f(y)— f(b)|<e.
Igualment, com que lim,_,. g(x) = b, existeix un § > 0 tal que
si 0<|x—c| <0 aleshores |g(z)—0b]<n.

En aquesta segona desigualtat hem escollit € = 7. Per tant, podem combinar les dues
desigualtats per a afirmar que per a qualsevol € > 0 existeix un ¢ tal que

O<lz—cl<d = Jg(@)=bl<n = [flg(x)) - fO)]<e,

que, per la definicié de limit, significa que lim,_,. f(g(z)) = f(b), com voliem demostrar.
O

Teorema 1.18: Composicié de funcions continues

Si g és continua en ¢ i f és continua en g(c), aleshores la composicié f o g és
continua en c.

Demostracié. Aquest teorema és conseqiiencia directa de l'anterior. Com que g és
continua en c¢ tenim

lim g(x) = g(c).

Tr—cC

Com que f és continua en g(c), podem aplicar el teorema anterior per a obtenir

lim f(g(x)) = f (lim g($)> = f(g(c)),

Tr—C (I—)C

que és precisament la prova que la funcié f(g(x)) és continua en ¢, és a dir, f o g és
continua en c. O
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Comentari: La definicié de continuitat i els tltims tres teoremes ens donen eines
molt poderoses per al calcul de limits.

e Si una funcié f és continua en un punt ¢, automaticament sabem que lim,_,. f(z) =
f(e) i, per tant, calcular el limit es redueix a avaluar la funcié en el punt ¢. Aquest
metode per a calcular limits s’anomena calcul per substitucio.

e El teorema 1.17 permet intercanviar 'ordre entre el calcul del limit i la composici6 de
funcions. Per exemple, les funcions exponencial i logaritme sén funcions continues,

i per tant
exp (lim f(z)) = lim exp f(), (1.58)
In (lim f(2)) = lim In f(2). (1.59)

També podem provar (suposant que tots els limits a partir d’ara existeixen) que

lim f(l,)g(a:) — (lim f(:v))limzﬁc g(x) .

Tr—C ((E—)C

(1.60)
De fet, la prova fa un 4s continuat del teorema 1.17:

lim /()7 = lim |exp (0 f(2)*®)) | = lim fexp (g(x) In f (x))]

= exp (lim [g(x) In f(2)]) = exp (lim g(x) - lim [In f(2)])
= exp (Jim g(a) - Jimn /() = (exp (in i £(x)
= (lim f(;v))limwﬁcg(ﬂ&) .

r—cC

limg—c 9(37)

Podem fer 4s d’aquests important resultats per a demostrar un resultat que ja hem
vist. Suposem lim,_,. f(z) = 1. Aleshores

g(z)
1
: 9(@) _ 1; _ 1)9() — 7
Jim £(2)?) = L (14 () 1) —i&%(H( 1 ))
flz)-1

<

(z)—1
(z)—1

=lim (14 77—
T—cC
(f(w)*l

f(z)—1
i |1
T—C ( 1 )
f(@)-1
1 limx—m[g(r)(f(m)_l)]

flz)—1

e
N——
SN——
Q
~
8
N
<

1
= lim (1 +
Eq.(1.60) x—cC 1
(f(:r)*l)

= exp (lim [g(2)(f(2) — 1)) - (1.61)

Tr—cC
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En I'altim pas hem utilitzat la definicié de la funcié exponencial i el fet que
lim,_,. f(z) = 1. Aquest resultat és clau per al metode de calcul de limits de tipus
1°° en la secci6 1.4.

Teorema 1.19: Teorema del valor intermedi
Siga f una funci6 continua en un interval tancat [a,b] i f(a) < yo < f(b). Aleshores,

Jc € [a, b] tal que f(c) = yo.

Intuitivament, es pot dir que si una funcié va des d’un valor inicial fins a un altre
final, i és continua, ha de passar per tots els valors intermedis. La prova del teorema del
valor intermedi depen de la propietat de completesa dels nombres reals, i no la donarem
aci. En qualsevol cas, es tracta d’'un teorema amb una interpretacié grafica senzilla:

PR T | E—

[ Y R ———..
[ R ———.

<Y Y ——

Si f és continua en l'interval [a,b] i f(a) < yo < f(b), aleshores sempre podrem trobar
un ¢ que tinga per imatge el valor yy. Equivalentment, la recta horitzontal y = yo tallara
necessariament la grafica de la funcié en almenys un punt en 'interval [a, b]. El teorema
del valor intermedi seria fals si la funcié f no fora continua, ja que podem garantir que
no tinga un buit. També és important remarcar que el teorema del valor intermedi aplica
a funcions reals de variable real. Seria fals per a funcions definides només en els nombres
racionals. Per exemple, la funci6 f(z) = 22 és continua, perd no compleix el teorema si
restringim el seu domini als nombres racionals. De fet, f(0) =01 f(2) = 4, pero f(c) =2
no té solucié per a c racional.

Corol-lari. Teorema de Bolzano: Siga f una funcié continua en un interval tancat
[a,b] amb f(a) i f(b) de signes contraris. Aleshores, 3¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.
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Aquest teorema és un cas particular del teorema de valor intermedi i s’obté en fer
Yo =0.

Exemple 1.33: Utilitzem el teorema del valor intermedi (o el teorema de Bolzano)
per a demostrar que ’equacid

403 — 622+ 32 —-2=0

té una solucié entre 1 i 2. Comencem definint la funcié f(z) = 423 — 622 + 3z — 2. Una
solucié de 'equaci6 és equivalent a una arrel de la funcié f(z). Calculem el valor de la
funcié en 11 2:

f(l):_1<0a
F(2)=12>0.

Com que f(x) canvia de signe entre 11 2 i es tracta d’una funcié continua (ja que és un
polinomi), necessariament existeix un punt ¢ tal que f(c¢) = 0. En conclusid, 'equacié
423 — 622 + 3x — 2 = 0 té al menys una solucié en l'interval [1, 2].

Teorema 1.20

Siga f(x) continua i creixent (decreixent) en un interval tancat [a,b]. Aleshores
Jg = f~!, continua i creixent (decreixent) en linterval [f(a), f(b)].

Demostracio. Com ja comentarem en fer la definicié 1.12, una funcié creixent o decreixent
és necessariament injectiva i, per tant, invertible. Aixo prova 'existéncia de g = f~1.
Demostrem ara que g és definida en 'interval [f(a), f(b)]. Suposem que f és creixent.
La prova per al cas decreixent és completament analoga. Si a < x < b, aleshores
fa) < f(z) < f(b) o, equivalentment, f(z) € [f(a), f(b)] iz = f~1(f(z)). Aixo significa
que g = f~1 estableix una correspondéncia entre els punts de l'interval [f(a), f(b)] i els
de linterval [a, b], i aleshores és definida en [f(a), f(b)]. Cal encara demostrar que és
continua i creixent en aquest interval. Siga un punt xg € [a,b] i f(xg) = yo. Siga € > 0.
Com que f és una funcié creixent, estableix una correspondéncia entre 'interval obert
(xo — €,x0 + €) i Uinterval obert (f(zo — €), f(zo + €)), on esta contingut yo. Siga § > 0
tal que linterval obert (yo — d, yo + ) estiga contingut en Uinterval (f(xg — €), f(xo + €)).
Aleshores, g estableix una correspondéncia entre l'interval (yo — 8,0+ ) i (zg — €, 2o +¢€).
Per tant,

si 0<|y—yo| <0 aleshores |g(y)—g(yo)|l <e.

I aix0 prova que g = f~ ! és continua. O
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Teorema 1.21

Siga f una funci6é continua i injectiva en un interval I. Aleshores f és monotona
en I.

Demostracié. Ja sabiem que una funcié monotona (creixent o decreixent) és necessaria-
ment injectiva. Aquest teorema ens diu que 'afirmacié inversa és certa si la funcié és
continua. Demostrarem el teorema per al cas en queé I = [a, b, amb a < b, és un interval
tancat. En aquest cas el teorema és equivalent al fet que si f(a) < f(b) ia < z < b,
aleshores f(a) < f(x) < f(b). Provem aquest enunciat per reducci6 a I’absurd.

e Si f(x) < f(a) aleshores tenim 'ordenacié f(z) < f(a) < f(b) i pel teorema del
valor intermedi ha d’existir z € [z,b] tal que f(z) = f(a). Pero aixo contradiu la
injectivitat de f, ja que a < z.

e Si f(x) > f(b) aleshores tenim l'ordenaci6 f(a) < f(b) < f(z) i pel teorema del
valor intermedi ha d’existir z € [a,z] tal que f(z) = f(b). Pero de nou aixo
contradiu la injectivitat de f, ja que b > x.

Concloem que f(a) < f(x) < f(b) i, per tant, f és una funcié creixent. Si haguérem partit
de la suposicié f(a) > f(b), procedint de manera analoga amb la funcié —f hauriem
provat que f és decreixent. Per tant, f ha de ser necessariament monotona. Es pot
generalitzar la prova a qualsevol tipus d’interval considerant punts concrets en 'interval
i reduint aleshores la demostracié al cas ja vist. ]

Comentari: Un exemple que mostra la importancia de la condicié de continuitat
per a demostrar que una funcié injectiva és monotona és la funcié f, definida com a

x, x€][0,1]
fl@)=4q z+2, z€2,3
x—2, z€[4,5]

Aquesta funcié és injectiva en tot el seu domini, perdo no monotona.
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Derivacid

La bellesa de les matemadtiques només es mostra als sequidors més
pacients.

— Maryam Mirzakhani

2.1 La derivada

Definicié 2.1: Derivada

La derivada de la funcié f(x) respecte de z és la funcié

fe) — fim LEE = @)

2.1
h—0 h ’ 1)

si el limit existeix.

El domini de f’ és el conjunt de punts de f per als quals existeix el limit i, per tant,
Dy C Dy. Una férmula alternativa per a la derivada s’obté de definir z = x + h, i
aleshores h = z — x tendeix a 0 quan z tendeix a x:

fa) — 1 1O =)

Z—T zZ — X

(2.2)

Exemple 2.1: Calculem la derivada de la funcié

1
f(z) = =
a partir de la definicié. Tenim
R -f@) . sm-t . la—(z4h)
f o) = fim h hso b ho0h w(z + h)
T SN 3
N lg%):c(x+h) o2
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Definicié 2.2: Derivada en un punt

La derivada de la funcié f(x) en un punt xg és

e = i TG0 W = Je)

si el limit existeix.

Notacié: Hi ha diverses maneres de denotar la derivada d’una funcié y = f(x). Les
més comunes son

Pay=y =2 =)= D)) = Desla).

La notacié f'(z) va ser introduida per Lagrange i s’utilitza habitualment quan es consi-
deren funcions d’una variable. Com veurem més endavant en el curs, aquesta notacié no
és valida per a funcions de diverses variables, ja que no indica respecte de quina variable
es deriva. Per aix0 resulta més convenient la notacié de Leibniz ( %). Finalment, les
tres ultimes notacions interpreten I'accié de prendre una derivada com un operador que
actua sobre la funcié. Les notacions més comunes per al valor de la derivada en un punt
T = xg sén

_ 4

d
= Uz = %f(ff)

T=x0 T=X0

Definicié 2.3: Derivades laterals

La derivada per la dreta de la funcié f(x) en un punt g és

f(zo+h) — f(zo0)

h—0t h ’

(2.4)
si el limit existeix. La derivada per ’esquerra de la funcié f(x) en un punt

o és
£ (x0) = hli%l, flzo + h})b — f(=0) |

(2.5)

si el limit existeix.

Definicioé 2.4: Derivabilitat

Una funcié f(z) és derivable en un interval obert (a, b) si 3f'(x) Va € (a,b).
Una funci6 f(x) és derivable en un interval tancat [a, b] si 3f'(z) Vz € (a,b),

3f. (a) i 3f.(b).
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Definicié 2.5: Funcid derivable

Direm que una funcié f(x) és derivable si és derivable en tot el seu domini.

Comentari: Per a funcions d’una variable s’utilitza el terme diferenciable amb el
mateix significat que derivable.

Teorema 2.1

Una funci6 f(z) és derivable en un punt g € Dy si i només si 3f! (xg), 3f" (xo) i

fi(zo) = fL (o).

Demostracio. El teorema és evident a partir del teorema 1.8 sobre 'existéncia de limits.
O

Exemple 2.2: La funcié f(x) = |z| és derivable en tots els punts excepte en z = 0.
Calculem el limit

0) — Jig LOFR) = fO) _ o l0+A[—0] IRl
PO= ™ = T

Aquest limit no existeix (i aleshores f(x) = |z| no és derivable) perque

| {1, z>0

h -1, <0
i, per tant,
.| . |h]
lim — =1 lim — =-1.
h—0+ h " hso0- h

En aquest cas direm que la grafica de f(z) = |z| té un punt angulés en x = 0:
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Exemple 2.3: La funci6 f(z) = z'/3 no és derivable en = 0. Podem demostrar-ho
fent Us de la definicié de derivada
f(h)—f(0) .. h'?—0 1

/_. _ I _
710) = gy SR = g B0 o =

En aquest cas direm que la grafica de f(x) = z1/3 té una tangent vertical en z = 0:

Y
A
2+ y = z'/?
14
f f f } > T
-2 -1 1 2
14
94

Teorema 2.2

Si la funcié f(z) és derivable en = = ¢, aleshores és continua en z = c.

Demostracid. Sabem que 3f’(c) i hem de provar que lim,_,. f(z) = f(c). Primer, notem
que

lim () = lim f(c+ 1),

senzill resultat que es pot demostrar fent el canvi de variable x = h + ¢, que implica
x—c¢ = h—0. Ara, si h # 0, podem escriure

fleth) = fe)

fle+h) =flc)+ (flc+h) = flc)) = fle) + N “h.
I finalment podem calcular, fent s de les propietats dels limits
lim fle+h) = lim £(e) + lim 2T =IO b= fo)+ £(0) -0 = f(0).
h—0 T1.5 h—0 h—0 h h—0

O

Comentari: Es molt important ressaltar que I’enunciat invers del teorema 2.2 no és
cert. Una funcié pot ser continua pero no derivable. Un bon exemple és f(z) = |z|, que
com hem vist és continua pero no derivable.
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2.2 Interpretacié de la derivada

Definicié 2.6: Increment

Siga f(x) una funcié de la variable independent x. Anomenem increment de z
en l'interval [z1, z2] a la diferéncia

Axr =19 — 271 . (2.6)
L’increment corresponent per a la variable dependent y = f(z) és

Ay = f(x2) — f(x1). (2.7)

Definicié 2.7: Taxa de canvi

La taxa de canvi de la funci6é f(z) en linterval [z, z2] és el quocient

Ay _ f(x2) — fla1)
Az ;2 — 21 - -

La taxa de canvi ens diu com ha variat la funcié entre els punts a1 i x5. Graficament,
la taxa de canvi és el pendent de la recta secant, que talla a la funcié en els punts

(‘Thf(xl)) i (172, f(x2))

Definicié 2.8: Taxa de canvi instantania

La taxa de canvi instantania de la funcié f(z) en el punt x; és
Ay

lim — = lim M

= 2.9
Az—0 Ax T2—T] T2 — I1 ( )
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La taxa de canvi instantania ens diu com varia la funcié en un punt, és a dir, quin
és el ritme de canvi en aquest punt. Comparant amb la definicié de derivada, o amb
I'equaci6 (2.2), és evident que la taxa de canvi instantania d’una funcié en un punt z; és
la seua derivada en x1. Per tant, la derivada ens dona informaci6é sobre com varia una
funcié en cada punt. Si la derivada té un valor gran, la funcié canvia rapidament, i si la
derivada és menuda, la funcié canvia lentament. Geometricament, és el pendent de la
recta tangent a la grafica de la funci6 en el punt (z1, f(z1)):

Y

f(z) p=mmm-

Y
8

Exemple 2.4: La bruixa d’Agnesi és una corba definida per

YT e ra
amb a un nombre real. S’anomena aixi en honor de Maria Agnesi, una matematica
milanesa del segle XVIII que va destacar per la seua precocitat i el seu treball en el
camp del calcul diferencial. El terme bruiza es deu a un error en la traduccié de l'italia,
llengua en la qual originalment s’anomenava corba d’Agnesi. Calculem I'equaci6 de la
recta tangent a la corba en el punt z = a. Trobem primer la funcié derivada

dy —2a3z

dr (22 +a2)?’
i, per tant, en x = a,

dy —2a3x
it),ey @+ )P
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A més, substituint z = a en 'equacié de la corba trobem y = §. Aleshores, I'equaci6 de
la recta tangent a la corba d’Agnesi en el punt (a,a/2) és

>+
=——+4a.
Y773

Finalment, dibuixem la grafica de la bruixa d’Agnesi i la recta tangent en el punt (a,a/2):

2.3 Regles de derivaci6

Teorema 2.3: Propietats de la derivada

Siguen u i v dues funcions derivables de la variable x i ¢ una constant. Aleshores

. dc
d du
(ii) e (cu)=c o
o d _du | dv
(iii) %(u +v) = e
d dv du

Demostracio. Totes les propietats poden ser demostrades a partir de la definicié de
derivada:

(i) Apliquem la definici6 de la derivada a la funcié f(x) = ¢

f'(z) = lim flath) - f) . c—c¢

h—0 h h—0 h =0
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d cu(z+h) — cu(z) u(z + h) —u(z) du
o d _ el _
g =T i I “da

(7ii) Farem la demostraci6 per a la suma. El cas de la resta és completament analeg i
també pot ser demostrat fent s de la regla per a la suma i la propietat (ii).

d o (w(@ 4 h) Fu(x 4 h)] = [u(z) + v(x)]
% fu(e) + () = Jim !
— lim u(z+h) —u(z) v(x+h)—ov(z)
h—0 h h
. ulx+h)—u(z) .. v@e+h)—vE) du dv
L T R TS

(iv) Per la definicid, tenim

d ~u(@+h)v(r 4+ h) —u(x)v(s)
¢ fuayv(a) = lim . |

Sumem i restem u(x + h)v(z) al numerador

% [u(z)v(z)] = I?L% u(x + h)v(z +h) —u(z + h)v(z) + u(z + h)v(z) — u(z)v(z)

= gim [u(o 4 ) EEI ) wle R 2 ()

= lim u(z + h) - lim vl +h) = @) + v(z) - lim
h—0 h—0 h h—0

u(z + h) —u(x) '

Quan h — 0, u(x + h) — u(z), ja que u, al ser derivable, és continua. En conclusi6,

d dv du
. [u(z)v(x)] = U + v

(v) Comencem amb

u(z+h) u(x)
a (U(:ﬂ)) _ i 2Eth) (@)
dx \v(z) h—0 h h—0 hv(x + h)v(z)

Sumem i restem v(z)u(x) al numerador i obtenim

d (u(x)) o e@)ueh) - v(x)u((x) + v(@)u(e) — u(@)o(e + h)

dz \v(x) h—0 hv(z + h)v(z)
Ly U(I) u(x—i—h})L—u(x) . u($) U(a:-i—h})z—v(x)
= lim ,
h—0 v(z + h)v(z)

i prenent els limits en el numerador i el dominador arribem a la regla del quocient que
voliem demostrar. O
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Teorema 2.4: Derivades de les funciones elementals

(1) il“p =paP~!, p € R constant.
dr

o do.

(ii) 4 Sine = cos .

o d .
(iii) o, CosT = —sinz.

. 1
(iv) %tan:c = coslz
. 1
(v) — arcsing = ——, |z| < 1.

dx V1—z2’

1
(vi) —arccosx = ———, |z| < 1.

dx V1-—z2’

(vii) . arctan z = T2

(viii) d—am =a” Ina, a € R constant.

x
d
(ix) %em =e”.
d 1
(x) e log, x = - log, e, a € R constant.
d
) —Inz=-.
(xi) gy %=
(xii) e sinh x = cosh x.
x

(xiii) e cosh z = sinh x.

1
xiv) —tanhz =
(xiv) cosh? x
1
(xv) — arcsinhz =
z2+1
1
(xvi) — arccoshz = = x>1
a:‘ J—

d 1
(xvii) %arctanhx =T lz| < 1.
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Demostracié. Mostrarem dues demostracions il-lustratives de derivades de funcions ele-
mentals amb la prova d’un cas particular de (i) i la prova general de (ii). La resta de
demostracions poden trobar-se en ’apendix B.

(i) Demostrarem %x” = paP~! per al cas particular p € N. Farem ts del métode de
demostracioé per induccié. Primer, provem que la igualtat es verifica per a p = 1. Tenim

—z=lim ——— =1lim1l=
dx h—0 h h—0
Suposem ara que ’equacié és certa per a p=n — 1,
d
—zx
dx
i provem que aleshores també ho és per a p = n. Per a aconseguir-ho necessitarem la
propietat (iv) del teorema 2.3. Trobem

nl—(n—1)2"2, (2.10)

d no__ d n—1 _ d n—1 n—1 d _ n—2 n—1
e —%(:): -w)P(—iv)%(x )-x—i—x -%xEq_(—zm)(n—l)x cx+a" 1
=(n-1az" 2"t =pa™t,

I aixi queda provada (i) per a p € N. En 'apéndix B pot trobar-se una demostraci6 general.

(7i) Per a demostrar aquest cas hem de recordar una identitat trigonometrica, el sinus
de la suma d’angles:

sin(z + h) = sinx cosh + cosxsin h . (2.11)

Per la definicié de derivada, tenim

) . sin(z+ h) —sinzx . (sinzcosh + coszsinh) —sinz
—sinz = lim = lim
dx h—0 h Eq.(2.11) h—0 h
. sinz(cosh — 1) + coszsinh
= lim
h—0 h
. . cosh — 1} . [ sin h]
= lim |sinz - ———— | + lim |cosz - ——
h—0 h h—0 h
h—1 inh
=sinz- lim o~ 4 cosz - lim oot =sinz -0+ cosz -1 = cosa. (2.12)
h—0 h h—0

Hem fet s de dos limits de funcions trigonometriques que van apareixer en la seccié 1.4.
O

Teorema 2.5: Regla de la cadena

Si g és una funcié derivable en x i f és una funcié derivable en g(z), la funcié
composta F' = f o g, definida per F(z) = f(g(x)) és derivable en z i F’ és

F'(z) = f'(g(x)) - ¢' (). (2.13)
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Demostracio. Recordem la definicié d’increment de la funcié y = f(z) quan la variable
x canvia del valor a a a + Ax:

Ay = f(a+ Az) — f(a).

Per altra banda, tenim per la definicié de derivada que

Aleshores, si definim € com la diferéncia entre el quocient i la derivada, obtenim

lim e= lim (ﬁ— ’(a)) = f'(a) — f'(a) = 0.

Az—0 Az—0

Pero també

_Ay /
YN (a)

€

= Ay=f'(a) Az +eAx.

Si definim que € es fa 0 quan Az = 0, aleshores € és una funcié continua de la variable
Azx. Concloem per tant que per a qualsevol funcié derivable f podem escriure

Ay = f'(a) Az +e¢Az on e — 0 quan Az — 0. (2.14)

Aquesta propietat de les funcions derivables és fonamental per a demostrar la regla de la
cadena. Siguen u = g(x) derivable en a i y = f(u) derivable en b = g(a). Si Az és un
increment en x i Au i Ay els corresponents increments en u i y, respectivament, aleshores
podem utilitzar I'equaci6 (2.14) per a escriure

Au=g¢'(a) Az + e Az = [¢'(a) + &] Az, (2.15)
Ay = f'(b) Au+ e Au = [f'(b) + €3] Au, (2.16)

one; —0si Az —01ie — 0si Au— 0. Substituint 'equacié (2.15) en 'equaci6 (2.16)
obtenim

Ay = [f'(b) + €] [¢'(a) + e1] Az,

i aleshores

2 [f 0+l [f@) +al

L’equaci6 (2.15) ens diu que quan Az — 0 aleshores Au — 0. Per tant, quan Az — 0
tenim €¢; — 01 e — 0. En conclusio,

dy .. Ay , .
de Alzlcrgo Az Alz}crgo [f'(b) + e2] [¢'(a) + e1]

= f'(b)g'(a) = f'(4'(a)) g'(a),

i la regla de la cadena queda provada. O
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Comentari: En notacié de Leibniz, si y = f(u) i u = g(x), la regla de la cadena
s’escriu J du d
Y yau
A Sl 2.1
dr dudx (2.17)

Exemple 2.5: Calculem la derivada de la funci6 F(x) = e$"%. F(z) s’obté per
composicié de les funcions f(z) =e* i g(x) = sinx com a F = f o g. Aleshores

F'(z) = f'(g(x)) - g'(x) = &7 - cos .

Exemple 2.6: La regla de la cadena pot aplicar-se a funcions compostes per més
de dues funcions elementals. Calculem la derivada de la funcié F(z) = 52, F(x)
s’obté per composicié de les funcions f(z) = €*, g(z) = sinz i h(x) = 22 com a
F=fogoh= fo(goh). Aleshores podem aplicar la regla de la cadena dues vegades i
obtenir

F'(z) = f'(goh(z)) - (g0 h)'(z) = f'(9(h(2))) - g'(h(x)) - B'(x)

= 527 . o 27 - 2.

Exemple 2.7: Podem comprovar la regla de la cadena en un cas senzill. Siga
F(z) = sin 2z. Podem calcular-ne la derivada de dues maneres:

e Aplicant la regla de la cadena: F'(z) = cos 2z - 2.

e Fent 1s de la identitat trigonomeétrica sin 2z = 2 sinx cos x i aplicant la regla de la
derivada d'un producte de funcions: F'(z) = 2 (cos? z — sin? z).

2 2

Tots dos metodes donen el mateix resultat, ja que cos 2z = cos” z — sin” x.

Comentari: Pot comprovar-se facilment que la regla de la derivada d’un quocient
de funcions en el teorema 2.3 pot ser obtinguda a partir de la regla per al producte de
funcions fent us de

d 1 1 dv
el = 7 2.18
dx v(z) vi(z)dx’ (2.18)

que generalitza el resultat obtingut en ’exemple 2.1.

Teorema 2.6: Derivada de la funcié inversa

Siga f(x) una funcié derivable i monotona. Aleshores, la funcié inversa f=! és

derivable i 1
(f1'() = 7wy e (2.19)
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Demostracio. Ja sabem pel teorema 1.20 que una funcié continua i monotona és invertible.
Pel teorema 2.2, si f és derivable és també continua i, per tant, existeix f~! i és continua.
Denotem g = f~! i definim a = g(b). Hem de demostrar que

— g(b)
1) — Tim I — 9(
g'(b) i ——
existeix i trobar la seua relacié amb f’. Com que g és la inversa de f, si y = f(x)

aleshores g(y) = z. A més, com que g(y) és continua, x tendeix a a quan g(y) tendeix a
b. Podem per tant escriure

1) = 1i IW) —90) _ g—a _ 1 1
O =TT T @ F@  Fe®)
com voliem demostrar. ]

Comentari 1: Si la funcié f només és derivable e injectiva en un interval I C Dy,
aleshores el teorema 2.6 esta restringit a l'interval I.

Comentari 2: En notacié de Leibniz:

=t 1
de — df
Wly=f-1(2)

(2.20)

Exemple 2.8: La funcié Inx és la inversa de la funcié exponencial e*. Podem
calcular-ne la derivada a partir del teorema 2.6. Denotem f(z) = e* i f~!(z) = Inz.
Trobem:

d 1 1 1 1
—Inx = =
dz d oy ey|

y=lnz eln T T

Definici6é 2.9: Funcié implicita

Direm que y(x) és una funci6 implicita si és definida per una relaci6 de la forma

F(z,y)=0.

Les funcions considerades fins ara estaven donades indicant de manera explicita la
relacié entre la variable dependent y i la variable independent x. De manera més general,
podriem trobar casos en que la relacié és implicita, i és definida per una equacié del tipus
F(x,y) =0 en la qual no podem aillar y(z).

Exemple 2.9: L’equacio

Vitrzy=a—z+2
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estableix una relacié entre la variable independent x i la variable dependent y. Encara
que no podem aillar y(z) explicitament, si donem un valor a x podem trobar el valor

d
corresponent de y(z). No obstant aixod, podem calcular la derivada de la funcié y, d—y,
x

seguint dos senzills passos:

1. Derivem respecte a x als dos costats de I'equacié tractant y com una funcié de x.

d
2. Agrupem els termes proporcionals a d—y i a continuacié I’aillem.
T

En aquest cas:

d d
yVitzy=2*-24+2 = 4y3fy+y+x—y:3x2—1
dx dx
dy 3 dy 9 dy 32> —y—1
dx (4y +$)dx vy dx 4y3 +x

La derivada d’una funcié donada en forma implicita esta també donada en forma implicita.

Exemple 2.10. La corba del diable: Una corba del diable és una corba definida
per I'equacié

vy —a®) = 2%(a® - b?),

on a i b sén dos nombres reals. Per a a = 2.5 1 b = 3, els punts del pla cartesia que
verifiquen aquesta equacié son representats per la grafica segiient:

Les corbes del diable van ser estudiades pel matematic suis Gabriel Cramer. Sembla que
el nom de la corba procedeix del joc del diabolo, que té una forma similar a la d’aquesta
corba. I, segons pareix, la confusi6 ve del fet que la paraula italiana diabolo també vol dir
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diable. Es facil verificar que el punt (z,y) = (b, a) pertany a la corba del diable. Volem
calcular el pendent de la recta tangent a la corba en aquest punt. Per a obtenir aquest
resultat hem de fer s de la derivacié d’una funcié implicita:

P2 —a?) =22@2 —0?) = gt —a?y? =at b2

d d
= 48 002y _ 43 o2y
dx dx
d
= (4y3 — 2a2y> ﬁ = 42 — 2%z

dy 4z3 — 20%x 223 — b’x

dr  4y3 — 2a%y - 293 — a2y’

Per tant, en el punt (b,a) tenim que el pendent de la recta tangent a la corba és

Wb B

dy
dr

ba) 20°—a’a a3’

Finalment, cal aclarir que la corba del diable no és una funcié, ja que al mateix valor de
la variable z li corresponen més d’un valor de la variable . No obstant aixo, la corba
pot dividir-se en diferents peces que si que serien funcions.

Comentari 1: La funci6 F(x,y) que determina la relaci6 entre z i y és una funci6
de dues variables. Per aquesta rad, les funcions implicites poden estudiar-se utilitzant
técniques propies de les funcions de diverses variables (en particular el teorema de la
funcié implicita).

Comentari 2. Derivacié logaritmica: La derivacié de funcions implicites pot
usar-se en combinacié amb el logaritme per a trobar derivades que d’altra manera no
serien tan facils de trobar. Per exemple, considerem la funcié f(x) = z*
derivada. Com que tant la base com I'exponent sén funcions de x, no podem fer servir ni
la regla de derivacié per al monomi =", amb n constant, ni la regla de derivacié per a
una funci6 del tipus a”, que de nou requereix que a siga una constant. El metode per a
trobar la derivada comenca agafant logaritmes als dos costats de la igualtat y = f(z):

i calculem la

y=2* = hy=hz*=zlnz.

I ara podem derivar aquesta expressio, que equival a una funcié donada en forma implicita:

1d 1
7—y:1~lnx+$-f=1nx+1-
y dx x

Per tant, aillem la derivada i trobem

% =y(lnz+1)=2"(lnx+1).

Aquest metode que ens permet trobar la derivada d’una funcié aplicant les propietats
dels logaritmes s’anomena derivacié logaritmica.
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Definicié 2.10: Corba parameétrica

Si z iy sén donades com a funcions

z=f(t), y=g()

per a un interval I de valors de la variable t, aleshores el conjunt de punts
(z,y) = (f(t),g(t)) definit per aquestes equacions és una corba parameétrica.
Les equacions son les equacions parametriques de la corba.

A la variable t li direm el parametre de la corba. També direm que la corba ha
sigut parametritzada.

Exemple 2.11: Siga la corba

T =a cost,

Yy =asint,

amb a una constant i 0 < ¢ < 27. Aquesta corba és la circumferéncia de radi a, ja que
tots els seus punts (x,y) estan a una distancia a de l'origen. Per a provar-ho eliminem el
parametre t:

2 2

22 +1y? = a%cos’t + a®sin’t = a®(cos® t + sin®t) = a?.

Per a t = 0 tenim el punt (a,0) i per a t = § tenim el punt (0,a). La figura segiient
il-lustra aquests dos punts, a més d’un punt genéric (x,y) = (a cost,a sint):
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Teorema 2.7

La corba parametritzada = = f(t) i y = g(t) és derivable en ¢ si f i g son derivables
en t. En un punt de la corba on y és també derivable en x, es verifica

dy dy dzx
=== —. 2.21
dt dxr dt ( )

Demostracié. Aquest teorema s’obté per aplicacié directa de la regla de la cadena. [

d
Si c% # 0, el pendent de la corba pot calcular-se facilment a partir de I'equaci6 (2.21):
dy dy/dt
dr  dx/dt’

Exemple 2.12: Calculem el pendent de la circumferéncia de radi a en un punt (x,y).
En primer lloc fem les derivades de les dues equacions parametriques:

dz .
priin (a cost) = —a sint,
dy d )
prilien (a sint) = a cost.
I simplement dividint:
dy dy/dt _ acost Ceott = _Z
de  dr/dt  asint oy

Podem donar el resultat en funci6 del parametre (—cott) o de les dues variables (—z/y).
Comprovem el resultat aplicant-lo a dos punts especials, (a,0) i (0,a). En el primer cas
la derivada no existeix (és infinita), tal com podriem haver anticipat, ja que la recta
tangent a la circumferéencia en aquest punt és una tangent vertical. En el segon cas la
derivada és 0, de nou com esperavem, ja que la tangent és horitzontal en el punt (0,a).

Comentari: Altres exemples de corbes parametriques sén:
o L’ellipse: x = acost, y=>bsinti0 <t <27.

e La parabola: z =t y=tit>0.

e La cicloide: z = a(t —sint), y = a(l —cost) it > 0.

e L’astroide: = a cos®t, y=a sindti0<t<2r.
Definici6é 2.11: Segona derivada

Siga y = f(z) una funcié derivable. Si f’(z) també és derivable, la derivada
s’anomena segona derivada de la funcié f i es denota per f”(x).
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Notacié: Altres maneres alternatives per a denotar la segona derivada de la funcio
f son

i) =y" = D*(f)(z) = Dif(x).

dy _ d (dy> _&Lf_dy
dz?  dx

T dr?  dr \dx

Definicié 2.12: Derivada n-ésima

De manera analoga a la segona derivada, definim la derivada n-ésima de la
funcié y = f(x) com la funcié resultant de derivar respecte de la variable z n
vegades. La denotarem com a f(™(z).

Notacio:

dy d oy d'f  dy™Y
(M) () — ) _4Y @ -1y O Y — pn — D

Exemple 2.13: Siga y = 2% — 322 + 2. Calculem totes les seues derivades:

y’:3x2—6x,
y' =6x—6,
y”/:6,
y(4):0.

La funcié té derivades de tots els ordres. La cinquena derivada i totes les derivades
d’ordres superiors sén zero.

Comentari: La funcié d’aquest exemple té derivades de tots els ordres en tot el
seu domini, que és la recta real. Una funcié com aquesta, que admet derivades de
tots els ordres, s’anomena funcié suau o infinitament derivable. Recordem ara el
teorema 2.2, que ens diu que si una funcié f(z) és derivable en un punt z = ¢, aleshores és
continua en x = ¢. Aleshores, en el cas d’una funcié suau totes les derivades sén continues.

Teorema 2.8: Férmula de Leibniz de la derivada n-ésima d’un producte

Siguen u i v dues funcions amb derivades fins a ordre n en tots els punts d'un
interval I C R. Aleshores, es verifica en [

()™ = 3° ( " ) £ ) (2.22)

k=0

Comentari 1: Hem introduit la notacié sigma per a la suma. Pot trobar-se més
informacié en 'apendix C.

Comentari 2: Abans de demostrar aquest teorema recordem algunes propietats
dels nombres combinatoris (també anomenats coeficients binomials). Els nombres
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combinatoris sén els coeficients dels termes del polinomi que resulta de desenvolupar el

binomi de Newton: .
(a+b)" =3 ( Z ) a" kb (2.23)

k=0
i s6n expressats per

n n!
( . ) — T (2.24)

on n, k € N in! representa el factorial del nombre natural n, n! =n-(n—1)-(n—2)-----1.
Per exemple,

(a+b)2:<g>a2+<§)ab+<§>62:a2+2ab+62.

Tenen les segilients propietats:

(viii) S (=1)" < Z ) = 0.

k=0
Totes aquestes propietats poden ser demostrades facilment a partir de la definicié de
nombre combinatori i la formula del binomi de Newton.

Comentari 3: Fent servir la propietat (v) dels nombres combinatoris es pot demostrar
una expressié alternativa per a la regla de Leibniz per a la derivada n-ésima d’un producte:

(o)™ =3 ( " ) a8 = 3° ( " ) 40 (n—k)

k=0 k=0
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Demostracié. Demostrarem la regla de Leibniz per a la derivada n-ésima d’un producte
per inducci6. Primer, comprovem que la regla se satisfa per a n = 1:

(uv)'z(é)u'v+(1)uv'=u’v+uv’. (2.25)

I efectivament el resultat coincideix amb la regla de derivacié d’un producte de funcions,
la propietat (iv) del teorema 2.3. De fet, la regla de Leibniz per a la derivada n-ésima
d’un producte és una generalitzacio de la regla del producte. Suposem ara que la regla
és valida per al cas n — 1,

n—1
(wo)®@=D = 3° ( n - 1 ) W (1) (k)

k=0

i demostrem que aleshores és certa per a n. Necessitarem fer s de nou de la regla de
derivaci6 del producte de funcions:

o d . d (X n-1Y\ 1
(uv)™ = —(uv) 1>:dx<z< f )u( 1k)v(k)>

z k=0
n—1
n—1 d
_ &, (n=1=k) (k) (2.26)
U v .
k:O( k ) dx( )
n—1

BS ( " 1 ) (w8 4#) 4, (n=1K)  k4D)

n—1
n—1 n—1
- (n—Fk) .,(k) (n—=1-Fk) ,,(k+1)
( 1 ) u v\ 4 ’;:0 ( I > u v : (2.27)

Fem ara un canvi d’index en el segon sumatori
)
k — k-1,
que implica un canvi també en les fites inferior i superior del sumatori,

k=0 — k=1
k=n—-1 — k=n.

Per tant, ’equacié (2.27) queda

n—1 n
(wo)™ =3 ( " ; L > uR) k) 4§ ( Z: i ) u = o™, (2.28)

k=0 k=1

i si ara separem cada sumatori en dues peces,

n—1
(wv)™ = ( n ) 1 ) MOMONS ( ngl > (k) (k)
k=1

n—1
n—=113 (k) (k) n—113 (0, n
+kz::1<k_1>u vE A e e (2.29)
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Per les propietats dels nombres combinatoris tenim

() () s (1),
()= (6)- ()= ()

Aplicant aquestes dues relacions en ’equaci6 2.29 trobem

n—1

()™ = ( " )u(mv(m s ( " )um—k)v(k) N ( " >u<0) o)
k=1
IR BT W g

Com voliem demostrar. O

iamés

Exemple 2.14: Calculem la derivada 2020 de la funcié f(z) = 23 ¢®. La regla de
Leibniz ens permet escriure

2020 2020
i () =3 (70 ) ()" ey

k=0

Calculem les derivades n-eésimes de les dues funcions. Trobem dos resultats clau:

(a:3>(k)20, k>4,

(ex)(2020—k) — " . Vk.
Per tant
d2020 v 32020 ) [/ g\ ()
42020 (“T €>:€ ;_% k (”3)

e K 20020>_x3+<20120>'3x2+<20220>.6x+<2032())'6] '

Podriem terminar ’exemple aci, pero és il-lustratiu usar la definicié i les propietats dels
nombres combinatoris i escriure els que apareixen en aquesta expressio com a

(2”“) :

= 2020,

2 21(2020 —2)! ~ 2-2018! 5 (2020 2019),

2020! 2020 - 2019 - 2018 - 2017!

2020
3

(2020 - 2019 - 2018) .

< 2020 ) 2020! 2020 - 2019 - 2018! _ 1

1
1(2020 — 3)! 6-2017! "6
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S’ha de notar que el calcul d’aquests nombres combinatoris seria un problema no trivial
si no férem servir les propietats dels factorials, ja que els valors numerics que apareixen
son molt grans.

2.4 Extrems d’una funcié

Definicié 2.13: Extrems absoluts

Siga f una funcié amb domini Dy. Aleshores f té un valor maxim absolut sobre
Dy en un punt c si

f(z) < f(c)Vz € Dy,
1 un valor minim absolut sobre D ¢ en csi

f(z) = f(c)Vx € Dy,

Els valors maxim i minim també s’anomenen valors extrems de la funcié f. Els
extrems absoluts també s’anomenen extrems globals. La definicié pot restringir-se a
un interval i, per tant, parlar d’extrems absoluts en un interval on la funcié esta definida.

Exemple 2.15: La funcié f(x) = 22 té un minim absolut en x = 0, ja que Vx € R,

f(z) = f(0) =0.

Teorema 2.9: Teorema de Weierstrass

Siga f una funcié continua en l'interval tancat [a,b]. Aleshores, f té un maxim i
un minim absoluts en [a,b]. Es a dir, 3z, 22 € [a,b] amb f(z1) = m f(z2) = M,
tals que m < f(z) < M Vz € [a,b].

Aquest teorema també s’anomena teorema dels valors extrems o 1r teorema
de Weierstrass. La prova del teorema fa ts de propietats dels nombres reals que no
estudiem en aquest curs, i per tant no la donarem aci. En qualsevol cas, es tracta d’un
resultat molt intuitiu. Sila funcié és monotona en l'interval [a, b, els extrems de la funcié
es trobaran en la frontera de I'interval, mentre que si la funcié no és monotona en aquest
interval, almenys un d’aquests sera un punt interior:
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(1‘2, J])

.
i
(22, M) y=f@) ;
1 1
y=f(x) | :
X i (l’l#m) i
t } > T i
i 3 ! i
a | a
i i i

H - - > T
(z1,m) Z1 Z2

Per contra, si la funcié no és continua, el teorema és fals. Un exemple és la funcié

ﬂ@={§:0§$<1

r=1

Aquesta funci6 discontinua esta definida en l'interval [0,1] i té valors minims en x =0 i
x =1, on f(z) =0, pero no té valor maxim.

Comentari: Una funcié que verifica el teorema 2.9 en un interval tancat [a,b] és
una funcié fitada en [a, b], ja que té un valor minim i un valor maxim. De forma més
general, direm que una funcié f(z) és fitada en un interval I si existeix un nombre real
M tal que |f(z)| < M,Vz e l. Si f(z) < AVzx € I, la funcié es diu que és fitada per
damunt i A és una fita superior. D’altra banda, si f(z) > B Vx € I, llavors la funci6
es diu que és fitada per davall i B es diu que és una fita inferior.

Definicié 2.14: Extrems locals

Siga f una funcié amb domini Dy. Aleshores f té un valor maxim local en un
punt ¢ € Dy si

f(@) < fle)

per a tot x € Dy que pertany a algun interval obert que conté c, i un valor minim
local sobre Dy en c si

f(@) = f(c)

per a tot z € Dy que pertany a algun interval obert que conté c.

Podem reformular la definicié. La funcié f té un maxim (minim) local en el punt c si
f(z) > f(e) (f(x) < f(c)) per a tot = en algun interval obert (¢ — d,c+ d), amb 6 > 0.
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Comentari: Un extrem absolut també és un extrem local. Els extrems locals també
s’anomenen extrems relatius.

Teorema 2.10: Teorema de Fermat

Siga f una funcié amb un maxim o minim local en un punt interior ¢ del seu
domini, on és derivable. Aleshores

f'(e)=0.

Demostracio. Suposem que f té un maxim local en z = ¢. La demostraci6 per al cas
de minim local és analoga. Considerem les derivades laterals de la funcié f en x = c.
Primer, la derivada per la dreta,
"(¢) = lim M <0,

f+( ) z—ct Tr—cC B
ja que (x —¢) > 0 (és un limit per la dreta) i f(z) < f(c) per la condicié de maxim local.
Ara, la derivada per ’esquerra,

£ (0) = tim LB =TO o

T—CcT r —cC

ja que (z —¢) < 0 (és un limit per 'esquerra) i f(z) < f(c), de nou per la condici6 de
maxim local. Com que f és derivable en ¢, f/ (c) = f'(c) i els dos limits anteriors han
de ser necessariament zero. En conclusié, f'(c) = 0. O

Aquest teorema és fonamental per al calcul d’extrems d’una funcid, que es redueix a
resoldre 'equacié f'(z) = 0.

Exemple 2.16: Els extrems de la funcié f(x) = sinx sén les solucions de 'equacié

d
—sinx =cosz =0,

dzx

3 1
i es troben en z = ~, °F ~:7T+n7r:<n+2>7r,ambn€N.

2727 T 2

Comentari 1: Es important ressaltar que el teorema de Fermat només s’aplica a
punts interiors del domini. Si la funcié f esta definida en un interval tancat [a,d], els
seus punts frontera poden ser extrems de la funcié sense que la derivada hi siga nul-la.

Comentari 2: A conseqiiéncia del teorema de Fermat, deduim que la recta tangent
a la funci6 en un punt extrem és horitzontal (paral-lela a 'eix x).
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Definicié 2.15: Punt critic

Un punt interior del domini d’una funcié f on f’ és zero o no esta definida
s’anomena punt critic.

Comentari 1: Els tinics punts del domini d’una funcié que poden ser valors extrems
son els seus punts critics o les fronteres del seu domini.

Comentari 2: Un punt interior del domini d’una funcié f on f’ és zero s’anomena
punt estacionari. Per tant, un punt estacionari és un cas particular de punt critic.

Teorema 2.11: Teorema de Rolle

Siga f una funcié continua en un interval tancat [a, ] i derivable en tots els punts
interiors d’aquest interval. Si f(a) = f(b), aleshores existeix almenys un ¢ € (a, b)
tal que f'(c) = 0.

Demostracio. Segons el teorema de Weierstrass (el teorema 2.9), la funcié f té valors
maxims i minims absoluts en l'interval [a,b]. I pel teorema de Fermat (el teorema 2.10),
aquests extrems només poden assolir-se de tres maneres:

1. En punts interiors on f’ és zero.

2. En punts interiors on f’ no existeix.

3. En els punts frontera, en aquest cas a i b.

La possibilitat 1 és precisament el que volem demostrar. En aquest cas, qualsevol dels
punts interiors on la derivada és nul-la poden ser identificats amb c. Les premisses del
teorema descarten la possibilitat 2, ja que f és derivable en tots els punts interiors.
Per tant només hem de considerar la possibilitat 3. Suposem que els dos extrems, el
minim i el maxim absoluts, s’assoleixen en els punts frontera a i b. Aleshores, com que
f(a) = f(b), aib sém minim i maxim absoluts alhora, i f ha de ser la funci6 constant
f(z) = f(a) = f(b) Vz € [a,b]. Per tant, f’(x) =01 el punt ¢ pot ser qualsevol punt en
I'interval. ]

El teorema de Rolle resulta molt intuitiu graficament:
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Exemple 2.17: El teorema de Rolle pot combinar-se amb el teorema del valor
intermedi (teorema 1.19) per a mostrar que només existeix una tnica solucié real
d’equacions f(z) = 0. Siga per exemple l'equacid

2 +3cx+1=0.

Volem provar que té exactament una solucié real. Definim la funcié continua f(z) =
23 +3x+1. Com que f(—1) = =31 f(0) = 1, el teorema del valor intermedi (o el teorema
de Bolzano), ens diu que la funci6 s’anul-la en algun punt de 'interval obert (—1,0). A
més, la derivada f’(x) = 322 + 3 és sempre positiva per a qualsevol z € R i, per tant, no
es fa mai zero. Si hi haguera dos punts, z =a iz = b, on f(x) =0, el teorema de Rolle
ens garantiria Pexisténcia d’un punt ¢ € [a, b] tal que f’(¢) = 0. Com que f’ no pot fer-se
zero, f només té una arrel i ’equacié una solucié real.

Teorema 2.12: Teorema del valor mitja de Lagrange

Siga f una funcié continua en un interval tancat [a, b] i derivable en tots els punts
interiors d’aquest interval. Aleshores existeix almenys un ¢ € (a,b) tal que

Comentari: Abans de demostrar aquest teorema, cal adonar-se d’un detall. Si
f(a) = f(b) el teorema ens diu que e tal que f/'(c¢) = 0. Per tant, el teorema del valor
mitja de Lagrange es tracta d’una generalitzacié del teorema de Rolle.

Demostracié. Considerem una recta que talle la funcié en els punts (a, f(a)) i (b, f(b)).
L’equacié d’aquesta recta és

(z—a), (2.30)
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i la diferéncia entre la funcié f(z) i la recta g(z) és donada per la funcié
L2 (r—a). (2.31)

Podem il-lustrar aquestes definicions amb una grafica:

Y
8

O~ e

La funcié h satisfa el teorema de Rolle en Uinterval [a, b], ja que és continua en [a, b] i
derivable en (a,b), ja que f i g ho sén. A més, h(a) = h(b) = 0. Aleshores, Jc € (a,b) tal
que h/(c¢) = 0. Derivem ara I'equaci6 (2.31). Obtenim

W) = ') - LD (2.32)

que per a x = c resulta
H(e)=0=f(c)— L =T (bl)) — i: @ o p={0=7a (bl)) — £ @) (2.33)
O

El teorema del valor mitja de Lagrange admet dues interpretacions complementaries:

e Interpretacié geométrica: f’(c) és el pendent de la recta tangent a la grafica en

f(b) = f(a)

r=ci és el pendent de la recta secant que talla en els punts (a, f(a))

i (b, f(b)). Per tant, el teorema del valor mitja de Lagrange ens diu que podem
trobar un punt on la tangent té el mateix pendent que la recta secant:
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Y
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O o o e

e Interpretacié en termes de taxes de canvi: f'(c) és la taxa de canvi instan-

. f(b) = f(a)

tania en z = c i és la taxa de canvi en l'interval [a,b]. Per tant, el

a
teorema del valor mitja de Lagrange ens diu que algun punt interior la taxa de
canvi instantania ha de ser igual a la taxa de canvi mitjana de tot I'interval.

Corol-lari 1. Si f'(x) =0 Vx € (a,b), aleshores f(z) = C Vz € (a,b), on C és una
constant.

Demostracio. Siguen x1,x9 € (a,b), amb x1 < xe. La funcié f satisfa les hipotesis del
teorema del valor mitja de Lagrange en l'interval [z1, z2]. Per tant, Jec € [z1, x2] tal que

f'e) = ) = @) (2.34)

T2 — X1

Com que f'(z) = 0 Va € (a,b) aleshores f/(c) = 0. En aquest cas, 'equacié (2.34) implica
que f(z1) = f(x2), ja que 1 # x2. Com que 1 i z3 s6n dos punts qualssevol de l'interval
[a, b], aix0 implica que la funci6 és constant en 'interval, com voliem provar. O

Corol-lari 2. Si f'(z) = ¢'(x) Vx € (a,b), aleshores existeix una constant C' tal que
f(x) =g(x) + C Vx € (a,b).

Demostracio. Siga la funcié diferencia h = f — g. La seua derivada en cada punt és
W(z) = f'(z) - ¢'(z) = 0.
Per tant, pel corol-lari 1, h(z) = C'i f(z) = g(z) + C Va € (a,b). O

Els corol-laris 1 i 2 també sén certs si I'interval no és finit, és a dir, si 'interval és del
tipus (a, 00), (—00,b) 0 (—00, 00).

Corol-lari 3. Siga f continua en [a, b] i derivable en (a,b).
e Si f'(z) >0 Vz € (a,b), aleshores f és creixent en [a, b].

e Si f'(z) <0V € (a,b), aleshores f és decreixent en [a, b].
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Demostracio. Siguen xy,x9 € [a,b], amb x1 < x9. El teorema del valor mitja de Lagrange
ens diu que

flx2) = f(z1) = f'(c) (w2 — 21)

per a algun ¢ € (a,b). Per hipotesis, zo — x1 > 0. Per tant, el signe del costat dret de
la igualtat és el signe de f'(c). Aleshores, f(z2) > f(x1) si f/(c) és positiva en (a,b) i
f(z2) < f(x1) si f'(c) és negativa en (a,b). O

El corol-lari 3 és valid tant per intervals finits com infinits, i és clau per a determinar
les regions on una funcié és creixent o decreixent. Primer trobem els punts critics de
la funci6 i després trobem el signe de la derivada en un punt qualsevol en cadascuna
de les regions definides per aquests. La clau és que si a < b sén dos punts critics de f,
i la derivada és continua, perd no és mai zero en els punts interiors de 'interval (a, b),
aleshores el teorema del valor intermedi (teorema 1.19) garanteix que la derivada és
sempre positiva o sempre negativa en aquest interval.

Exemple 2.18: Calculem els punts critics de la funcié f(z) = 2% — 120 — 5 i
determinem els intervals on és creixent o decreixent. El primer pas és trobar la derivada

f'(@):
fl(x)=322-12=3(*-4)=3(x—2)(z+2).
La derivada es fa zero en x = —2 i en « = 2. Aquests dos punts critics divideixen el
domini de la funcié en tres intervals: (—oo, —2), (—2,2) i (2,00). Podem agafar un punt
qualsevol en cada interval i determinar si la funcié és creixent o decreixent en aquest
interval:
e f/(=3)=15>0 = f és creixent en (—o0,—2).

e f/(0)=-12<0 = [ ésde decreixent en (—2,2).

e f/(3)=15>0 = f és creixent en (2,00).

Comentari. Criteri de la primera derivada: El corol-lari 3 ens dona un criteri
per a determinar extrems locals. Siga ¢ un punt critic d’una funcié continua f i siga
f derivable en tots els punts d’'un interval que conté c, excepte possiblement en c.
Determinem si ¢ és un extrem local amb tres passos:

1. Si f’ canvia de signe negatiu a positiu en c¢ aleshores f té un minim local en c.

2. Si f’ canvia de signe positiu a negatiu en ¢ aleshores f té un maxim local en c.

3. Si f/ no canvia de signe en c¢ aleshores f no té un extrem local en c.
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Teorema 2.13: Teorema del valor mitja de Cauchy

Siguen f i g dues funcions continues en un interval tancat [a, b] i derivable en tots
els punts interiors d’aquest interval, amb ¢'(z) # 0 Vz € (a,b). Aleshores existeix
almenys un ¢ € (a, b) tal que

Comentari: El teorema del valor mitja de Cauchy es tracta d’una generalitzacié del
teorema del valor mitja de Lagrange. De fet, si fem g(x) = z en I’enunciat del teorema
del valor mitja de Cauchy, trobem el teorema del valor mitja de Lagrange. Per aquesta
rad, aquests teoremes s’anomenen també teorema del valor mitja i teorema del
valor mitja generalitzat.

Demostracié. En primer lloc demostrem que g(a) # g(b). Suposem que g(a) = g(b).
Aleshores, pel teorema del valor mitja de Lagrange ha d’existir un punt ¢ € (a,b) on

—a

i aix0 contradiu que ¢'(x) # 0 Vo € (a,b). Aleshores g(a) # g(b). A continuacié
considerem la funcié

f(b) = f(a)
9(b) = g(a)
Aquesta funcié és continua i derivable en els intervals on f i g ho sén. A més, F(a) =

F(b) = 0. Per tant, podem aplicar-li el teorema de Rolle. Existeix un punt ¢ € (a,b) tal
que F’(c) = 0. Aleshores, fent us de I'equacié (2.35), tenim

f) = fla) oy
g(b)—g(a)g() 0

i només resta aillar el quocient que volem trobar:

F(z) = f(z) = f(a) - (9(z) —g(a)) - (2.35)

F'(e) = /() -

Definicié 2.16: Concavitat

Siga una funci6 derivable f definida en un interval obert 1.
e La grafica de f és concava en l'interval I si f’ és creixent en I.

e La grafica de f és convexa en l'interval I si f’ és decreixent en I.
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Aquesta propietat de la funcié f, que pot ser concava o convexa en un interval,
s’anomena concavitat. De fet, els termes concava cap a dalt (en lloc de concava) i
concava cap a baix (en lloc de convexa) sén també comuns.

3

Exemple 2.19: La grafica de la funcié f(x) = x° és convexa en (—o0,0) i concava

en (0,00).

Els resultats previs ens permeten establir un criteri operatiu senzill. El creixement o
decreixement de la derivada pot determinar-se estudiant el signe de la segona derivada:

1. Si f” > 0en I, la grafica de f és concava.

2. Si f” < 0en I, la grafica de f és convexa.

Definicié 2.17: Punt d’inflexio

Siga f una funci6é continua en z = ¢. Direm que el punt (c, f(¢)) és un punt
d’inflexiod si i només si existeix un § > 0 tal que la grafica de f té concavitat
diferent en els intervals (¢ — d,¢) i (¢, ¢+ 9).

La concavitat d’una funcié canvia en els seus punts d’inflexié.

Teorema 2.14

Si (¢, f(c)) és un punt d’inflexié, aleshores o f”(¢) =0 o f”(c) no existeix.

Demostracié. Aquest resultat és conseqiiencia directa del teorema del valor intermedi
(teorema 1.19). Si la funcié és continua en ¢, el canvi de signe de la segona derivada
implica que passa per zero. ]

Teorema 2.15: Criteri de la segona derivada

Siga una funci6 derivable f, amb f” continua en un interval que conté el punt
98 = @

e Si f/(¢) =01 f"(c) <0, aleshores f té un maxim local en z = c.

e Si f/(¢) =01 f"(c) > 0, aleshores f té un minim local en z = c.

Es important adonar-se que aquest teorema no especifica res per al cas f” (c)=0.

Demostracid. Si f"(c) < 0 aleshores f”(x) < 0 en algun interval obert que conté el punt
¢, ja que f” és continua. Per tant, f’ és decreixent en I. Com que f’(¢) = 0, el signe de
f' canvia de positiu a negatiu en x = c. Per tant, el criteri de la primera derivada, f té
un maxim local en ¢. La prova del cas amb f”(c) > 0 és completament analoga. O
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Exemple 2.20: Considerem les funcions f(z) = 2%, g(z) = —2* i h(z) = 23. Per als
tres casos la segona derivada és zero en x = 0. No obstant aix0, en aquest punt f té un
minim local, g té un maxim local i h és creixent en qualsevol interval que continga x =0
i, per tant, no té maxim ni minim en z = 0. Aquestes tres funcions demostren que el
teorema anterior no ens dona informacié si f”(c¢) = 0.

Comentari: En comparacié amb el criteri de la primera derivada, aquest teorema
no requereix coneixer la funcié en un entorn del punt ¢, siné només en c. Aixo és un
avantatge operatiu. Per contra, si f”(¢) = 0 el teorema no ens dona cap informacio, i
hem de recorrer al criteri de la primera derivada.

Exemple 2.21: Siga la funcié f(x) = 2* — 423 + 10. Volem trobar els seus extrems
locals de dues maneres: amb el criteri de la primera derivada i amb el criteri de la segona
derivada. Primer, calculem les derivades primera i segona

f(z) = 42® — 1227 = 42* (z — 3),
() = 1202 — 242 = 12z (z — 2).

Els punts critics de la funcié sén les solucions a l'equacié f'(x) = 0, és a dir, x = 0 i
x = 3. Dividim el domini de la funcié en tres regions, i estudiem el signe de la derivada
en cada una:

e f/(-1)=-16<0 = f és decreixent en (—00,0).

e f/(1)=-8<0 = [ ésde decreixent en (0,3).

o f/(4)=64>0 = f és creixent en (3,00).

Aleshores, segons el criteri de la primera derivada, no hi ha un extrem en x = 0 i hi ha
un minim local en x = 3. Apliquem ara el criteri de la segona derivada. Tenim

"(0) =
"(3) =

9

f 0
f 36 > 0.

Per tant, el criteri de la segona derivada no ens diu res sobre el punt £ = 0 i ens diu
que x = 3 és un minim local, com haviem deduit amb el criteri de la primera derivada.
Finalment, podem també trobar els punts d’inflexié de la funci6é. S’obtenen en resoldre
lequacié f”(x) =01, per tant, sén x = 0 i 2 = 2. Aquests punts determinen on canvia
la concavitat de la funcié. Aci tenim la grafica:
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2.5 Regla de ’Hopital

La regla de 'Ho6pital s’anomena aixi pel matematic frances Guillaume Frangois Antoine,
Marques de 'Hopital, el qual dona a coneixer la regla en la seua obra Analyse des
infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes (1696), el primer text que es va
escriure sobre calcul diferencial. De tota manera, hom atribueix gran part del contingut
d’aquest llibre (i aquest teorema en particular) a Johann Bernoulli, que tingué L’Hopital
com a alumne i, segons pareix, li va vendre alguns resultats perque L’Hopital els publicara
amb el seu nom.

Teorema 2.16: Regla de I’Hopital

Siguen dues funcions f i g, derivables en un interval obert I que conté el punt
x =a,amb ¢'(z) #0Vz #aen I, i tals que

lim f(z) =0 i limg(x)=0

r—ra r—a
0
}:I_I}(llf(.%) =00 i igr}lg(x) = F00.
Aleshores
!
lim —f(x) = lim ! (x)

T—a g J;) T—a g’(g;) ’

f'(x)
g ()

existeix 0 és 0o 0 —00.

si el limit lim
r—a

Demostracio. Demostrem primer el teorema per al cas en que els limits sén zero. Suposem
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aleshores que lim,_,, f(x) = 0 i lim,;_,, g(x) = 0. Definim les funcions

F(x)_{f(m), vta c:(x)_{g(x)’ z #a

0, r=a 0, xz=a
La funcié F' és continua en l'interval I, ja que f ho és Vr # a en [ i

};I_IEIF(:E) :gljl_rglf(x):():F(a).
De manera similar, G és continua en I. Considerem un valor > a en l'interval I. Les
funcions F' i G sén continues en [a, x] i derivables en (a,z). A més, G’ # 0 en (a,z) ja
que ¢'(x) # 0 Vx # a en I. Aleshores, es donen totes les condicions per a poder utilitzar
el teorema del valor mitja de Cauchy amb les funcions F' i G en l'interval [a, x]. Existeix
un y tal que a < y < x i

(z) (2.36)

Com que a < y < z, el limit quan x — a™ és equivalent al limit quan y — a™. Aleshores,
podem escriure

fl@) oy P& o F) o ) (@)

= = 1m = = m
z—at g(ﬂ?) z—at G(CC) Eq.(2.36) y—a™t G/(y) y—at g’(y) :Ei)(l+ gl(l’)

)

on en I'altim pas simplement hem fet un canvi del nom de la variable. Considerant valors
x < a ilinterval [z, a] es pot demostrar un resultat analeg per al limit per 'esquerra. La
combinacié dels dos resultats proven la regla de ’'Hopital quan els limits de les funcions f
i g sén zero. Demostrem ara el teorema per al cas en que els limits sén infinits. Definim
la variable ¢t = 1/z, de manera que & — oo implica ¢ — 0. Tenim

@) 10

li — = .
2500 g(x) a0+ g(1/t)

Ara fem servir la regla de I’Hopital per a limits en un punt que acabem de demostrar:

f@) _ ) pay o fan o F @)

o0 g(x) ot (“1/2) g/ (1) 1m0t g (1) e g'(a)

Cal adonar-se que en el primer pas hem derivat fent ts de la regla de la cadena. O

Comentari: La regla de 'Hépital també és valida per a limits laterals, com resulta
evident per la prova que hem fet.

Teorema 2.17: Regla de I’Hopital per a limits a 1’infinit

Siguen dues funcions f i g, derivables en U'interval (b, c0) amb ¢'(z) # 0 Va > b, i
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tals que

lim f(z)=0 i lim g(z)=0

0
xlbrgo fl@) =200 i xlbrgog(x) =to00.
Aleshores

lim @ = lim f(z)
T—00 ¢ ;p) T—$00 g’(x)

)

!
i ol lfmit lim 2.%)
=00 g (gg)

existeix 0 és 0o 0 —oo. La mateixa regla és valida per a limits

a —0OoQ.

Demostracié. No demostrarem aquesta versio de la regla de I’Hopital perque fa s de
propietats fonamentals dels nombres reals que no estudiem en aquest curs. O

La regla de I’Hépital és una eina molt poderosa per a resoldre indeterminacions de

tipus 8 i 22 si les funcions f i g respecten les condicions del teorema. Es fonamental
comprovar que efectivament les condicions es verifiquen, o en cas contrari el teorema no

és valid i l’aplicaci6 de la regla de I’Hopital dona lloc a resultats incorrectes.

Exemple 2.22: Volem calcular

I — lim 3:U—sin$.

z—0 xT

Es tracta d’una indeterminacio 8 i la volem resoldre amb la regla de I’'Hopital. Primer
comprovem si es donen les premisses del teorema. La continuitat i derivabilitat de les
funcions es dona, i a més

lim 3z —sinz] =0, limx=0.
z—0 z—0

Aleshores, podem fer s de la regla de ’'Hopital. Trobem

. 3x —sinx . 3 —cosx
L=lim——=1lim—— =2,
z—0 T z—0 1

on en l'altim pas simplement hem substituit el valor x = 0.

Exemple 2.23: Volem calcular

. x—sinx
L=1lm-————.
x—0 (1}3
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Es tracta de nou d’una indeterminacio % i podem facilment comprovar que es donen les
condicions del teorema. Podem per tant aplicar la regla de I'Hopital:

I — lim x—sgin:z: ~ lim 1—cosx'
=0 z—0 32

El resultat és una altra indeterminacié % i comprovem que es verifiquen de nou les

condicions per a tornar a aplicar la regla de I’Hopital. Insistim en la importancia de

fer aquesta comprovacié després de cada aplicacié de la regla de ’Hopital, per a evitar

obtenir un resultat incorrecte. En aquest cas es verifiquen les condicions i, per tant,

podem tornar a derivar numerador i denominador. De fet, apliquem la regla repetidament

fins que el resultat ja no siga una indeterminacio:

sin x . cosT 1

Exemple 2.24: Volem calcular
. V14a?
L=lim ——.
T—00 T

De nou comprovem que es donen les condicions que fan valid el teorema. La continuitat
i derivabilitat de les funcions es dona, i a més

lim V1+22=00, lim z=o00.

Aleshores tenim una indeterminacié 3 i podem aplicar la regla de ’'Hopital. Trobem

2x
V1 2
L= lim Y gy 2V gy, T (2.37)
T—00 T T—00 1 T—00 /] 4 T2

Si tornem a derivar trobarem de nou el limit original i el nostre calcul no progressa. Per
aixo, ens aturem a analitzar el resultat que hem trobat. Per les propietats dels limits
(teorema 1.5)

1
lim = — ,
e f@) T f(2)
que en aquest cas implica
1
lim < -

T—00 1+$2:L

Aleshores, 'equacié (2.37) és equivalent a

1
L==- = I1°=1.
L

De les dues solucions possibles, L = 1i L = —1, descartem la segona, ja que V1 +x2ix
tenen el mateix signe quan = > 0. Per tant, L = 1.

Comentari: Fins ara hem aplicat la regla de I’'Hopital a indeterminacions % i Si

ens trobem indeterminacions d’altres tipus, podem fer operacions algebraiques basiques i

aprofitar les propietats dels limits per a transformar-les en indeterminacions % 0 oot
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e Indeterminacié 0 - oco: Si limy,_,, f(z) =01 lim,—4 g(z) = 00,

= lim f(z) - g(z) = lim /(@) = lim 9(z)
b)) S g T PR

e Indeterminacié oo — oco: Si lim,_,, () = 00 i lim,—q g(z) = 00,

1 1
o _ e 9@ T@)
L= lim [f(z) — g(z)] = lim ===
@) g(@)

e Indeterminacions 02, 1 i c0®: Si lim, ., f(z) = 0 i lim, 4 g(z) = 0, o si
lim, o f(z) =11 limg_,q g(x) = £00, 0 si limy_, f(x) = oo i limy_, g(x) =0,

— 1 9(z)
L = lim f(z)

= InL=Inlim f(z)'® = lim In fx)9® = %ﬂg(m) Inlim f(z).

r—a r—a

En tots els casos hem transformat la indeterminacié original en una indeterminacio
diferent. Per exemple, en "iltim cas hem arribat a una indeterminacié 0 - co, que podem
transformar de nou. L’objectiu és obtenir una indeterminacié a la qual li puguem aplicar
la regla de ’'Hopital.

Exemple 2.25: Volem resoldre la indeterminaci6 0 - co
L= lim vz lnx.
z—07F
Primer la transformem en 3 i després apliquem la regla de I'H6pital:

Inz . 1/x

L= 1 1 = 1i - = i -2 =0.
Jim Ve lne = lim on = lim —0 s = m (-2ve)

Exemple 2.26: Volem resoldre la indeterminacié oo”
L= lim z'/*.
Tr—00

Podem prendre logaritmes als dos costats de la igualtat. Trobem

1
InL =In lim 2% = lim InzY* = lim —nx.
T—00 T—00 T—00

Ara podem calcular lim, h‘Tz, que és una indeterminacié de tipus 32, fent servir la
regla de I’Hépital:
Inz 1/x 1
lim 28— g YT Lo,

T—00 —00 T—00

En conclusié

mhL=0 = L=1.
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2.6 Aproximacié polinomica de funcions

Definici6é 2.18: Aproximaci6 lineal

Si f és una funci6 derivable en x = a, aleshores la funci6
L(z) = f(a) + f'(a)(z — a)
és una linearitzacié de f en a. L’aproximacio

f(z) = L(z)

de f mitjancant L és I’aproximacié6 lineal de f en a. El punt £ = a s’anomena
centre de I'aproximacio.

Comentari 1: f(a) = L(a) i f'(a) = L'(a), pero f”(a) és en principi diferent de
L"(a) = 0.

Comentari 2. Interpretacié geometrica: L’aproximacié lineal d’'una funcié
ens permet aproximar una funcié complicada per una funcié lineal, molt més senzilla,
corresponent a la recta tangent en el centre de 'aproximacié. Normalment, quan estudiem
un punt proper al centre de I'aproximacid, I’aproximacio6 lineal és numericament bona,
pero a mesura que ens allunyem, la funcié i la recta tangent es distancien més, el que fa
que 'aproximacio siga cada vegada pitjor:

Y
A

Y
8

/a
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trobem la seua linearitzacié en x = 0 i en x = 3 i estudiem l'aproximacié lineal
corresponent en cadascun d’aquests punts. Comencem calculant la derivada de la funcié
enz=0ienx=3:

N =

1

I =5m=

I per tant, les funcions linearitzades, que denotem per L i L(3), son

Lioy(x) = £(0) + F/(0)(z — 0) = 1+%$:1+§,

Lgy(z) =fB)+ f(3)(x—-3)=2+ Laos= Z n

z
4 4’

Representem les grafiques de la funcié i de les dues rectes tangents que aproximen la
funcié en els punts x =0ien x = 3:

L (2)
f(l‘) = 1 + xT ———’_——
-
,;S——"' :
-,

- |

~ 1

Loy (z) .~ |

-
7 a
{ } » T
0 3

Per a comparar 'aproximacié lineal i la funcié, i d’aquesta manera avaluar la qualitat de
I’aproximacio, fem dues taules de valors. Primer, per a estudiar 'aproximacié en x = 0:

v @) Lg) 1f@) - L@
0.005 1.002497 1.0025 0.000003
0.05 1.024695 1.025 0.0003

0.2 1.095445 1.1 0.0046

1.0 1.414214 1.5 0.086

2.0 1.732051 2.0 0.27

Veiem que prop de z = 0 'aproximacié és molt bona, perd a mesura que ens allunyem
d’aquest punt va empitjorant. En x = 2 la diferéncia entre la funcié i la linearitzaci6 és
ja de practicament 0.27. Passem ara a estudiar 'aproximacié en z = 3:
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r f0) Lyl 1f@) - L)
3.005 2.0012496 2.00125 0.0000004
3.05 2.0124612 2.0125 0.00004
3.2 2.0493902 2.05 0.0006
4.0  2.2360680 2.25 0.014
5.0 2.4494897 2.5 0.05

De nou, 'aproximacié empitjora en allunyar-nos del centre, perd notem que fins i tot en
x = 5 continua sent relativament bona. Aixo concorda amb I'observat en la grafica, en
la qual pot apreciar-se que la tangent en x = 3 no es desvia molt de la funcié fins que
estem ben allunyats de x = 3.

Definicié 2.19: Diferencial

Siga y = f(x) una funci6 derivable. La diferencial dx és una variable independent.
La diferencial dy és una variable dependent que s’obté com a

dy = f'(z) dx. (2.38)

Fins ara, hem utilitzat a vegades la notacié de Leibniz % per a representar la derivada
d’una funci6 y respecte de x. Al contrari del que pot pareixer, no es tracta d’un quocient,
pero la notacié de Leibniz com una fraccié té una raé. Amb la definicié dels diferencials dz
i dy, si el seu quocient existeix, aleshores coincideix amb la derivada. La interpretacié
geometrica del diferencial s’il-lustra en la figura segiient:

Yy
A f(z)

(a +dz, f(a+ dz))

Ay

(a, f(a))

b —————

a a+dx

Siga x = a. Si definim un increment Az = dz, el canvi corresponent en la funci6 y = f(z)
és Ay = f(a+dx) — f(a). Per altra banda, el canvi en la recta tangent pot calcular-se a
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partir de la linearitzacié de la funcié f,
AL = L(a+dx) — L(a) = f(a) + f'(a)[(a + dx) — a] — f(a) = f'(a) dz .

Aleshores, el canvi en la linearitzacié de la funcié f quan fem un increment dx és precisa-
ment dy. El diferencial dy representa per tant la quantitat que augmenta o disminueix la
recta tangent quan x canvia en una quantitat dx.

Notacié: Siy = f(x), és possible també denotar dy com a df.

Comentari: Totes les relacions i propietats de la derivada es verifiquen també per a
diferencials, com és evident a partir de la seua definici6. Per exemple, d(uv) = udv+v du.

Exemple 2.28: Siga y = 23, aleshores

dy = f'(z)dz = %daz:i’)aﬂda@.

En aquest exemple podem veure explicitament com la variable dependent dy és funcié de
les variables independents x i dx.

L’aproximacié lineal és una eina molt Gtil per a simplificar calculs. Si no estem
interessats a obtenir un resultat amb una precisié alta, podem reemplacar una funcié
per la seua linearitzacio, i el resultat sera molt proper a 'exacte. La qiiestio ara és: és
possible millorar I'aproximacié lineal?

Definici6é 2.20: Polinomi de Taylor

Siga f una funci6 amb derivades d’ordre kK = 1,2,..., N en algun interval I que
conté el punt a com a punt interior. Aleshores, per an =0,1,..., N, el polinomi
de Taylor d’ordre n generat per f en & = a és el polinomi

ae ) (q

Py(z) = f(a) + f'(a)(z — a) +

Comentari 1: El polinomi de Taylor d’ordre 1 d’una funcié en un punt coincideix
amb la seua linearitzacié en aquest punt, P;(x) = L(z).

Comentari 2: La funcié i el seu polinomi de Taylor d’ordre n en el punt x = a tenen
el mateix valor i les mateixes derivades fins a ordre n en x = a. Es a dir, f(a) = P,(a)

i f) (a) = Pék)(a), pera k =1,2,...,n. Ara bé, f("H)(a) és en principi diferent de
P (a) = 0.

Comentari 3: El polinomi de Taylor d’ordre n en z = a sera de grau m < n si

) (a) =0.
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Comentari 4: El polinomi de Taylor en £ = 0 s’anomena també polinomi de
Maclaurin. Es tracta, per tant, d’un cas particular del polinomi de Taylor.

Exemple 2.29: Determinem els polinomis de Taylor de la funci
flz) =e*
en z = 0. Aquest cas és molt senzill, ja que
fP@)=e" = [0 =1.

Aleshores, en aplicar la definicié del polinomi de Taylor d’ordre n trobem

Po(x)zl,
Pi(zx)=1+z,
.1/'2 {L‘2
P2($):1+$+§:1+1U+?,
2 3 2 3
x T X x
3 () —|—l‘+2!+3! +:U—|—2—|-6,
2 n
X x

Com hem comentat, aquests polinomis també s’anomenen polinomis de Maclaurin de
la funci6é f(x) = e®. Podem finalment comparar les grafiques dels polinomis P, P» i Ps
amb la funci6 f:

K
A ) T

f(‘E) =€ Pg(I)
4 4

Py(x)
34+

Pl(l')
24
/1

- - - t > T
—0.5 0.5 1. 1.5
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Podem veure com augmentar ’ordre fa que el polinomi de Taylor corresponent s’acoste
més a la funcié f(z). De fet, el polinomi Ps(x) dona una molt bona aproximacié a la

funcié per a un rang de valors de x considerable. A més, tots els polinomis s’apropen a
la funcié quan x tendeix a 0 i, per contra, comencen a diferir d’ella quan ens allunyem

d’aquest punt.

Exemple 2.30: Determinem els polinomis de Taylor de la funci

f(x) =sinzx

en r = 0. Fem derivades successives de la funcié:

i trobem les expressions generals
f(z) = (~1)" sinz,

FPD(2) = (~1)F cosa,

amb k=0,1,.... Ara trobem els valors d’aquestes derivades en x = 0. Com que sinx = 0

icosz =1, tenim el resultat:

F0) =0,
f(2k:+1)(0) _ (_1)]{:.

Aleshores, els polinomis de Taylor de la funcié f(z) =sinz en = 0 sén

Py(z) = f(0) =0,
Pi(z)=f0)+ f(0)z=0+1-z=uz,

Py(x) = £(0) + f'(0) = + f’;('O)xQ —0+1-2+0=2x,
z 3)
Pyfa) = 0) + FOx + T Va2 L0
_1\k
Popyi(z) = 1 — %563 by (2(19—}—)1)!962“1 ’

1
2 =0+1-2+0— —2°

3!

1
=z — =2,

6

i com que f(Zk+2) (0) = 0, aleshores Pyji2(x) = Pojy1(x). De nou, comparem les grafiques.

En aquest cas, dels polinomis P;, P3 i P5 amb la funcié f:
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La conclusié és la mateixa. Polinomis d’ordres més grans ens donen una millor aproximacié
a la funcié, i tots s’apropen a la funcié quan = s’apropa a x = 0. Per a acabar aquest

exemple, cal fer una observacié. La funcié f(x) = sinx és imparella, sin(—z) = —sinz, i
tots els seus polinomis de Maclaurin també, P,(—z) = —P,(x), ja que només contenen
poténcies imparelles de la variable z (z, 3, 2°, ...).

Exemple 2.31: Determinem els polinomis de Taylor de la funci
f(x) =cosx

en z = 0. Amb un procediment similar al de ’exemple previ, trobem

Po(z) = f(0) =1,
Pi(z) = f0)+ f(0)z=1+0=1,
(0 1 1
Poa) = FO) + £+ T2 m1 0 L2112,
(0 ®)(0 1 1
Pya) = 10 + PO+ T2 Oy o Loz o= L)
1 (—1)k
P =1—Zz224... 2k
amb k = 0,1,.... En aquest cas, la funcié f(z) = cosz és parella, cos(—z) = cosz, i
tots els seus polinomis de Maclaurin també, P,(—z) = P,(z), ja que només contenen
poteéncies parelles de la variable z (20, 22, 24, ...).

Exemple 2.32: Determinem els polinomis de Taylor de la funcié

f(x)=Inzx
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en z = 1. Com en els exemples anteriors, hem de comencar fent les derivades successives

de la funcié:

f(a) =T,
fa)=.

@) ==,
9@ =3,
@) =,
O =23,

i per tant, en el punt x = 1,

f(1) =0,

fly=1,

(1) =-1,
fA) =2,
Fo) =6,
) =24,

FO1) = (1" (n -1

Amb aquesta informacié podem escriure els polinomis de Taylor de Inx en x = 1:

Py(z) = f(1) =0,
Px)=f(H)+f()(z-1)=04+1(x—-1)=2—1,

Py(z)=f(1)+ f'(1) (z—1) + f,;(!l)(x ~1)?=0+1(z—1)— %(w —1)?
1
::1;—1—5(:6—1)2,
" (3)
Pia) = f0) + W) (- 1)+ T -1 LWy
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Per a concloure I'exemple, hem d’adonar-nos que la funcié In x no té polinomis de Taylor
en x = 0, ja que les seues derivades no existeixen en aquest punt. Ara bé, si que podriem
haver proposat obtenir els polinomis de Taylor de In(z + 1) en z = 0, ja que en aquest
cas si que existeixen les derivades. Amb els resultats obtinguts podem trobar-los sense
necessitat de calcular-los explicitament, simplement fent un canvi de variable x — 1 =y
en els polinomis de Taylor per a Inx. Per exemple,

Lo 13

y—35¥ +§y

és el polinomi de Taylor d’ordre 3 de In(y + 1) en y = 0.

Comentari: Hem vist en aquests exemples que podem aproximar les funcions consi-
derades usant els seus polinomis de Taylor. La qualitat de ’aproximacié depén de 'ordre
del polinomi i de com de prop estiguem del punt en que s’obté. No obstant aixo, no
sabem per que funciona aquest procediment ni com sera de bona ’aproximacié. Aixo ens
ho diu el teorema de Taylor.

Teorema 2.18: Teorema de Taylor

Siga f una funcié derivable n+1 vegades en l'interval obert (a, b) amb f (") continua
en [a,b]. Aleshores existeix un ¢ € (a,b) tal que

f"(a) 7™ (a) n, FT(e)
ol (b—a)z—l—---—i-T(b—a) +m

(b_a)n—i-l )

(2.40)

f) = f(a)+f'(a)(b—a)+

Demostracio. Suposem a < b. El polinomi de Taylor d’ordre n de la funcié f(z) en x = a,
P, (z), i les seues primeres n derivades, coincideixen amb la funcié i les seues primeres n
derivades en = a. Aquest fet no canvia si afegim un term de la forma K (z — a)"*!,
amb K una constant, ja que aquest terme i les seues primeres n derivades sé6n 0 en z = a.
Definim, per tant, la nova funcié

bn(2) = Pa(a) + K (z — )™+

La funcié ¢, i les seues primeres n derivades coincideixen amb f i les seues primeres n
derivades en x = a. Escollim un valor particular per a la constant K. En particular,
escollim el valor que fa que la funci6 ¢, (x) coincidisca amb la funcié f(x) en z = b. Es a
dir

1) = Palh)

f(b) = Py(b) + K (b — a)n+1 = K= (b— a)"t1

(2.41)

Definim ara la funcio
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que mesura la diferéncia entre la funcié original f i ¢, en linterval [a,b]. Pel valor
que hem escollit per a la constant K, tenim que F(a) = F(b) = 0. A més, F i F' sén
continues en [a, b] ja que tant f com ¢, ho sén. Aleshores, podem fer us del teorema de
Rolle (teorema 2.11) i determinar que

ey € (a,b) tal que F'(cp) =0.
Ara, com que F'(a) = F'(c1) =01 F' i F” s6n continues en [a, ¢1], sabem que
Jeg € (a,c1) tal que F"(cy) =0.

Podem ara aplicar el teorema de Rolle de manera successiva a F”, F®) .. F0=1) per
a determinar que

Jeg € (a,c)  tal que F(S)(03) =0,
Jeq € (a,c3) tal que FP(cy) =0,

Jep € (a,cn1) tal que FM(e,)=0.

Finalment, com que F(™) és continua en [a, ¢,] i derivable en (a, ¢,), 1 F™(a) = F"(¢,) =
0, el teorema de Rolle implica que existeix un c,41 tal que

F (e, 1) =0. (2.42)
Si derivem F(x) = f(x) — Py(x) — K (z — a)"*! un total de n + 1 vegades obtenim
Frrlg) = () —0— (n+ 1) K. (2.43)
Per tant, al combinar les equacions (2.42) i (2.43), deduim

F ()

= (2.44)

amb ¢ = c¢,41 un valor en (a,b). Si finalment combinem aquest resultat amb ’equa-
ci6 (2.41) trobem

f("+1)(c)

(n - 1)' (b . a)n—i—l .

O

Comentari: Prenent n = 0 en el teorema de Taylor recuperem el teorema del valor
mitja de Lagrange (teorema 2.13). Per tant, el teorema de Taylor és una generalitzacié
del teorema del valor mitja de Lagrange.

Normalment apliquem el teorema de Taylor fixant a i deixant b com una variable inde-
pendent. Per tant, és til escriure el teorema de Taylor de la segiient forma completament

equivalent.
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Teorema 2.19: Teorema de Taylor

Siga f una funcié derivable n + 1 vegades en un interval obert I que conté el punt
a. Aleshores, per a cada n € N iVz € I, existeix un valor ¢ entre a i = tal que

f(z) = Py(z) + Ru(z), (2.45)
on P,(x) és el polinomi de Taylor d’ordre n de la funci6é f(x) en x = a i

£ (0

Ry (z) = )

(x —a)™"L. (2.46)

La funcié R, (z) s’anomena residu, resta o error, i mesura la diferéncia entre la
funcié i el polinomi de Taylor,

Si R, (z) té un valor menut, 'aproximacié f(x) ~ P,(x) és bona. Es coneixen diverses
formes per al residu. La versi6 del teorema de Taylor que hem donat fa s d’una forma
per al residu, 'equacié (2.46), que s’anomena forma de Lagrange del residu. Es
molt important destacar que, en general, no coneixem el residu, ja que aquest depen del
valor de la derivada n + 1 de la funcié f en un punt ¢ desconegut. Ara bé, en alguns
casos podrem trobar una fita per al residu, i d’aquesta manera estimar la qualitat de
I’aproximacié de la funcié pel polinomi de Taylor. Ressaltem també que el punt ¢ depén
del valor de z. Ara bé, per la continuitat de la funcié 1) sabem que lim,_., f"+(c)
té un valor finit i, per tant,

. o . f(n+1) (C) n+1l _
i Bo(@) 5o 0 gy @m0 =0
Aquest resultat explica el que haviem observat en els exemples 2.29 i 2.30. Tots els
polinomis s’apropen a la funcié quan x s’apropa al valor x = a. A més, també trobem
que

li -
i5a (z — ) aoa (n+1)!

i aix0 significa que la funcié R, (x) tendeix a 0 més rapidament que (z — a)”. Esperem
aleshores que, en general, 'aproximacié de la funcié per un polinomi de Taylor siga millor
quan el seu ordre, n, siga més gran.

Comentari: En els exemples 2.29 i 2.30 vam veure que ’aproximacié millora si

augmentem 'ordre del polinomi. Estudiarem el limit n — oo en el Tema 4, quan fem
I’extensié del polinomi de Taylor a la série de Taylor.

Exemple 2.33: Volem calcular el nombre e de manera aproximada. En I'exemple 2.29
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calcularem els polinomis de Taylor per a la funci6é f(x) = e* en z = 0:

n $k 332 n
Pn(x):Z——1+:c+§+~-+—. (2.47)

| |
= k! n!

Particularitzant 'equacié (2.47):

Pl(.%'):1+$,

1,‘2
PQ(.T>:1+$+?7

2 3

T T

$2 .Z'3 1’4
Pi(z) =1 I, 2.z
1() +x+2+6+24

Obtinguem una aproximacié per al nombre e a partir de polinomis de Taylor d’ordre
1, 2i 4. D’aquesta manera veurem com varia 1’error comes en el calcul amb ’ordre del
polinomi utilitzat.

e Ordre n = 1.
A ordre n = 1, determinem la seglient aproximacié per al nombre e:
e Pl(l) =2.

Ara volem trobar una fita per al residu i d’aquesta manera saber I’error més gran que
podem estar fent amb aquesta aproximacié. Calculem el residu d’ordre 1. A partir de
lequacié (2.46),

(2) c c
e o pay= %,

Rafz) = 2

amb 0 < ¢ < 1. Insistim que no és possible calcular el residu ja que ¢ és un nombre
desconegut. Ara bé, si que podem trobar una fita superior per a R;(1). Per a fer aixo,
necessitem alguna informacié sobre f(?)(¢) = e°. En aquest podem aprofitar que sabem
que la funcié e* és creixent i, per tant, e < e, ja que ¢ < 1. Aleshores

eC

Rl(l) = =<

)

N

és a dir, error de la nostra aproximacié és menor que e/2. Aix0 ens permet trobar una
fita superior per al nombre e:

31(1):f(1)—P1(1)=e—2<§ = e<Ad.

A més, podem trobar una altra fita per al nombre e, en aquest cas inferior. Com que la
funci6 exponencial no es fa mai zero, sabem que e¢ > 0. Aixo significa que R;(1) >0 i
aleshores

Ri(l)=f(1)—P(1)=e—2>0 = e>2.
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En conclusié:
2<e<4.

Curiosament, hem trobat e > 2 i, per tant, la nostra aproximacié e &~ 2 no pot ser
perfecta, ja que en aquest cas el residu és una quantitat estrictament positiva.

e Ordre n = 2.

Ara repetim el procediment previ amb un polinomi de Taylor d’ordre n = 2. Trobem
primer el resultat aproximat,

ex~ Py(1)=25.
El residu d’ordre 2 és

3) c c
! (c)$3 =5 = Ry(1) = <

amb 0 < ¢ < 1. De nou, com que e < e, sabem que
Ro(1) = £(1) — Py(1) :e—2.5<g = e<3.

I a partir de R2(1) > 0 deduim de nou que e > 2.5. Aleshores, trobem l'interval per al
nombre e

25 <e<3.

Podem veure que hem reduit substancialment ’interval en el qual sabem que es troba el
nombre e.

e Ordre n = 4.

Finalment, repetim el procediment amb un polinomi de Taylor d’ordre n = 4. El primer
pas, de nou, és avaluar el polinomi en z = 1:

e~ Py(1) =2.70833.

El residu d’ordre 4 és

f(5) c e€ eC
N 5!( ot - 0”7 =g

amb 0 < ¢ < 1. De nou, com que €€ < e, obtenim la fita

Ri(1) = f(1) — Py(1) = e — 2.70833 < 1—;0 = < 273109,

I a partir de R4(1) > 0 deduim de nou que e > 2.70833. Aleshores, trobem l'interval per
al nombre e

2.70833 < e < 2.73109.
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Recordem, que e = 2.71828.... Si repetim aquest mateix procediment amb ordres
superiors aconseguirem reduir encara més 'interval, i fitar el nombre e cada vegada més.
De fet, augmentant ’ordre podem obtenir e amb la precisié que es desitge.

Exemple 2.34: En I'exemple previ hem vist com fitar ’error de la nostra aproximacio
per al nombre e per a tres valors particulars de n. El que volem fer ara és determinar
fins a quin ordre n hem d’arribar per a garantir que I’error siga igual o menor que 10™%.
En general, el residu d’ordre n en el cas d’un polinomi de Taylor centrat en a = 0 és

(n+1)
f (C) anrl

Bal@) = 3

En el cas de la funcié exponencial tenim f("+t1)(z) = e” i per tant ("1 (c) = €. Sia
més considerem el valor z = 1, obtenim la férmula general

ec

Rn(1) = CESR

amb 0 < ¢ < 1. Ara, en I'exemple previ vam raonar que e < e, ja que €* és una funcio
creixent. A més, en el cas amb n = 1 vam trobar el resultat e < 4. Aleshores, ¢ < e < 4
i una possible fita per al residu d’ordre n en x = 1 seria

4

R,(1) < Ik

(2.48)

L’objectiu era calcular el nombre e amb un error igual o menor que 10~%. Per tant,
donem successivament valors n = 1,2,3,... en l'equacié (2.48) i determinem com varia
la fita sobre R, (1) amb l'ordre n:

4
Ri(l)< = =2>10"",

2!
Ry(1) < % = % > 1074,
R3(1) < % = é > 1074,
Ry(1) < % = 31—0 > 1074,
Rs(1) < % = % > 1074,
Rg(1) < % = % >1074,
R7(1) < % = ﬁ <1074,

Aleshores, per a estar segurs d’obtenir el nombre e amb un error igual o menor que 10~*
és necessari arribar a ordre n = 7. Podem comprovar-ho. Tenim

1 1 1 1 1
3'+ + = +6'+f—271825

1
e~ Pr(1)=1+1+ 5+ =
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I com que e =2.71828 ..., si comparem el resultat exacte amb l'aproximat,
|2.71828 — 2.71825| = 0.0000279 < 107,

la diferéncia és menor que 1074, com voliem.

Exemple 2.35: Volem calcular /1.2 amb un error igual o menor que 10~4. Primer,
definim la funcié

de manera que V1.2 = f (0.2). Es important destacar que no hem utilitzat la funcié
V& perque les seues derivades no existeixen en z = 0, i aleshores no podem trobar el
seu polinomi de Taylor en « = 0. Si que podriem haver considerat el seu polinomi de
Taylor en z = 1, pero fent un canvi de variable y = x + 1 resulta evident que aixo és
completament equivalent a considerar la funcié f(x) = v/1+ z en z = 0. Continuem
aleshores amb f(z) = /T + z = (1 + x)'/2. Calculem les seues derivades,

f(z) = (1 +a)'/?,

() = %(1 +a)/2
o=y (5-1)anr,
o= (3-1) G-2)oe

J)=1,
70 =3,
ro=;3(;3-1).
P0=3-1) (G-
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Podem reescriure f(™ () fent manipulacions senzilles del producte

) G- (o) -H ) () (5Y)
= 2%(—1)"+1 [1-3...(2(n—1) —1)]
= S

n—1

Iy =[] (2k-1)

k=1
és el producte dels primers n — 1 nombres imparells. Per tant

(~1)!

e
o=,

i podem escriure els polinomis de Taylor

Po(z) = f(0) =1,
Pi(x) = f(0) + f/(0)z =1+ 2z,

2
//O 1 1
Pfa) = f0) + PO+ 002 = 14 e 0
" 3)
_ ' f7(0) 5 f( (0) 3 1 1, 1
P3(z) = f(0) + f(0)z + 1 "+ i q:—1+§a:—§:z: —1—1—63:,
1 1 1 . (_1)n+1 .

Per a I'expressié del residu d’ordre n necessitem la derivada d’ordre n + 1 de la funcid,

(_1 n+2

FO(z) = Lnpr (L +2)™ 712,

on+1
i aleshores, amb la forma del residu de Lagrange en I'equaci6 (2.46),

(-1

~ 2t (n 4 1)) Lngy (14 ¢) "2t

R, (z)

per a un cert valor de ¢, amb 0 < ¢ < z. Si ara particularitzem per a x = 0.2 i prenem el
modul, tenim

In—l—l (1 + C)fn71/2 0.on+1

L(0.2)] = ,
|7 (0-2)] 27+l (p 4 1)!
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per a un cert valor de ¢, amb 0 < ¢ < 0.2. En I'expressi6é obtinguda apareix el factor
(1+¢)"" Y2 Com que ¢ >0, 1+ ¢ > 1, i aleshores (1 +¢)™" /2 < 1. Aixd ens permet
trobar una fita per al residu en 0.2:

I410.27F1
R,(0.2)| < —————. 2.49
L’objectiu era calcular v/1.2 amb un error menor que 104, Per tant, donem succes-
sivament valors n = 1,2,3,... en l'equaci6 (2.49) i determinem com varia la fita amb
Iordre:
150.22 -
150.23 _
[R2(0-2)] < =55 = 0.0005 > 10 4
1,0.24
|R3(0.2)| < 47' =0.0000625 < 1074,

244

Aleshores, per a estar segurs d’obtenir /1.2 amb un error menor que 10~% és necessari
arribar a ordre n = 3. Tenim

1 1 1
V12~ P3(0.2) =14 0.2 — —0.22 + —0.23 = 1.0955.
2 8 16
En efecte, si mirem el valor exacte, v/1.2 = 1.095445, i comparem amb el nostre resultat
aproximat

|1.095445 — 1.0955| = 0.000055 ,

la diferéncia és menor que 10~%, com voliem.

Comentari: Com hem vist, necessitem informacié sobre f("*1) per a fitar el residu i

estimar la qualitat de la nostra aproximaci6é. En 'exemple 2.33 hem utilitzat que el residu
era estrictament positiu per a obtenir una fita inferior per al nombre e, perd podriem
haver imposat una fita més fort. Com que 0 < ¢ < 1, e > € = 1 i, per tant, el residu
d’ordre n és necessariament més gran que 1/(n+ 1)!. Aquesta restricci6 sobre el residu és
un poc més forta que dir simplement que és positiu. Aleshores, hauriem trobat una fita
inferior per al nombre e un poc més alta. Ambdues fites sén correctes, perd una és més
restrictiva que l’altra, i per tant millor si volem trobar un resultat numeric precis. En
lexemple 2.35, ("1 no tenia signe definit, i per tant hem pres el mddul per a establir
les fites. Aixo0 s’ha traduit en fites inferior i superior. En general, la fita sobre el residu
depen essencialment del nostre coneixement sobre la funcié.

Teorema 2.20: Estimacié del residu

Si la derivada n + 1 de la funcié f satisfa

m < fOHD @) < M
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per a tot ¢t en un interval que conté el punt a, aleshores per a tot z en aquest
interval tenim

(I _ a)n—l—l (x _ a)n+1 )
T T N < n < Mi? )
M S @) s MIgeree, sz >a
i
_ p\ntl . \n+l
(e—a™ _ (—1)"MR,(z) < M (a = 2) siz<a.

" S <M o

Demostracié. La demostracio és immediata a partir de 'expressio del residu en 1’equa-
ci6 (2.46) i és obvia després dels dos exemples que hem vist. A més, la segona desigualtat
pot demostrar-se facilment a partir de la primera. O

Definicié 2.21: Notacié O

Escriurem

quan = — a si es verifica |f(z)| < K |u(z)| per a alguna constant K en algun
interval obert que conté x = a. De manera similar,

f(x) = g(z) + O(u(x))

quan x — a significa que |f(z) — g(z)| < K |u(z)| per a alguna constant K en
algun interval obert que conté z = a.

Si f(x) = O(u(z)) quan z — a, direm que f(x) és d’ordre u(x) quan x — a.
Aquesta notacio es fa servir amb molta freqiiencia per a descriure el comportament d’una
funcié en un cert limit comparant-la amb una altra funcié coneguda.

Exemple 2.36: La funci6 f(z) = 422 verifica
42% = O(z?)

quan z — 0, ja que, trivialment, |42?| < K |2?| és cert Va en un interval obert que conté
r = 0 si escollim K = 4. Ara bé, 422 # O(x?), ja que no podem trobar cap constant
K que garantisca |42%| < K |23| Vo en un interval que conté x = 0. Per a qualsevol
K que escollira, sempre podria trobar un valor de x prou prop de zero que fera que
K |23| < [42?%|. En general, C' 2™ = O(2"), si C és una constant.

Exemple 2.37: Com ja sabem, el polinomi de Taylor d’ordre n de la funci6 e* en
x=0¢és
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Pel que hem vist en I'exemple anterior, podem escriure, per exemple,

2

e$:1+m+%+(’)(x3),

per a denotar que l'error d’ordre 2 és d’ordre 22, és a dir, que el modul del residu d’ordre
2 és menor que una certa constant multiplicada per x> si x esta prou prop de 0. En
general, el teorema de Taylor ens diu que si P, és un polinomi de Taylor d’ordre n en
x = a, aleshores

f(@) = Pu(2) + O((z — a)™*").
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E's impossible ser matemdtic sense ser un poeta de ’anima.

— Sofia Kovalévskaya

3.1 La integral indefinida

Definicié 3.1: Funcié primitiva
Una funcié F(z) és la primitiva de la funcié f(x) en 'interval (a,b) si F(z) és

derivable en (a,b) i F'(z) = f(z) Vx € (a,b).

La funci6 primitiva de la funcié f també s’anomena 'antiderivada de f.

Exemple 3.1: F(x) = 2% +sinz és la primitiva de f(z) = 2z + cosz en R, ja que

Fl(z) = f().

Comentari: Si F'(z) és una primitiva de f(z) en un interval (a,b), aleshores qual-
sevol funcié6 G(z) = F(x) + C, amb C una constant, també és primitiva de f(z) en
aquest interval. Aquest resultat és conseqiiencia del corol-lari 2 del teorema 2.12 (el teore-
ma del valor mitja de Lagrange). Per tant, la primitiva és una familia de funcions F'(x)+C.

Definicié 3.2: Integral indefinida

El conjunt de totes les primitives de la funcié f s’anomena integral indefinida
de f respecte de z, i es denota com a

| és el signe integral, la funcié f s’anomena integrand i x és la variable
d’integracio.
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Exemples 3.2:

1. /2xdx=m2+0.
2. /Cosxdm:sinx—i—C.

3. /(2x+cosx) dr = 2® +sinz + C.

Teorema 3.1: Propietats de la integral indefinida

Siguen f i g dues funcions derivables i K € R una constant. Aleshores

() [ (@ *g@)do= [ fla)dz+ [ g(w)do.
m)/Kf@mx:K/j@mm

(i) 7 ([ 7@ de) = f(@).

@o/ﬂ@m:/#:ﬂ@+a

Demostracio. Les demostracions d’aquestes propietats sén trivials a partir de la definicié
de primitiva i les propietats de les derivades (teorema 2.3). Si F'i G s6n les primitives
de f i g, respectivament, aleshores:

() L (F(a) £ Gla) +C) = f(x) £ g(a)
= /(f(x) +g(z))de = F(z) £ G(z)+ C = /f(x) dx + /g(x) dx.
é%Kﬂ@+®:Kﬂ@ = [Kj@dr=KF@)+C=K [ f@)de.

(i) o ([ f@)de) = - (F@) + ©) = (@)

() 2@+ =@ = [F@dr=ri@+c.

La propietat (iv) ens diu que una funci6 derivable f és la primitiva de la seua derivada f’.
En el seu enunciat hem fet servir la definici6 de diferencial d’una funcié (definicié 2.19). O
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Anomenarem integrals immediates les que resulten evidents perque I'integrand
és la derivada d’una funcié coneguda. En particular, recordem la llista de derivades de
funcions elementals del teorema 2.4. A partir d’ella i de les propietats basiques de les
integrals indefinides podem elaborar una llista d’integrals immediates.

Teorema 3.2: Integrals immediates

Siguen a,p € R constants. Aleshores:

p+1
(i) /a:pdar:;+1 +C,p#—1.
ii sinzdr = —cosxz + C.
(ii)

(iii) /cosmdx =sinz + C.

. 1
(iv) / g dx =tanz + C.

sin“ x

1
(v) / 5—dx = —cotz + C.

1
(Vl) /mdl‘:arcsinz—l—c,a;ﬁo.
()/ 1 d 1 , x+C 20
Vil ——5 ar = — arctan — a 0
z? + a? a a ’
x

(vii) /al’dm:a—JrC,a;él.

Ina

(ix) /exdm: e’ 4+ C.

1
(x)/ de=In|z+a|+C.
r+a

(xi) /coshxda? =sinhz 4 C.

(xii) /sinhx dx = coshz + C.

1
(xiii) / 5— dr = tanhz + C.
cosh” x

1
(xiv)/. 5— dx = —cothz + C.
sinh” x

1
(XV) /mdwzarcsinhz—l—C:ln’x—k\/x2+a2‘+c,a>0.
T a
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(xvi) /ﬁdx:arccoshz+C=ln’x+\/m2—a2‘+0,a>0.

. 1 1 x 1
(XVH) /m d.fL' = 5 arctanh E + C = % In

x+a’a5£0'
—a

Demostracio. Les integrals immediates son trivials a partir del teorema 2.4. Les tiniques
excepcions son les integrals dels casos (v) i (xiv), que poden trobar-se derivant el resultat i
fent Gs de la regla de derivacié d’un quocient. En les tltimes tres integrals hem donat dues
formes per a la primitiva, amb expressions alternatives per a les funcions hiperboliques
inverses

arcsinhz = In ($ + V2 + 1) ,
arccoshx = In (x + vz ) x>1,

1 1
arctanhxz = — ln< +:1:> lx) <1,
2 1—-2z

que poden deduir-se a partir de les definicions en l'equacié (B.13). Amb aquestes
expressions, i absorbint In a en la constant d’integracié C', trobem les integrals immediates
(xv)-(xvii). O

El calcul d’una primitiva té sovint ’objectiu d’arribar a una expressi6 per a l'integrand
que permeta utilitzar les integrals immediates del teorema 3.2.
3.2 Tecniques d’integracio

Si bé és en general possible obtenir la derivada d’'una funcié usant les regles de derivacié
de manera mecanica, trobar una primitiva pot no resultar gens evident, i caldre usar
metodes molt laboriosos per a trobar la funcié buscada.

Integracié immediata

Les integrals indefinides més senzilles de calcular sén les que es resolen per aplicacié
directa de la llista d’integrals immediates del teorema 3.2. A vegades és necessari fer
alguna manipulaci6 previa.

I1.

[ aps /M_1 =it [ e

1 1
— | ———=dzx =1 1|+ — .
x /(az+1)2 r=1In|z+ |+x+1+C

- m—i—l
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31‘2 ¥5 3 / 22+ 32 / 5
3
1 3 1 3
— 3\/§ arctan <\/;x> +C = 7%15 arctan (\/;SU> +C.

I12.

I3. Volem calcular la integral

_ [ar+ b
/ ax+ 5
pero abans hem de preparar 'integrand:
(O] [ (- () )
) )

ar+b a
ar+ 4«

a
(0%

amb

Aleshores, després d’aquestes manipulacions, la integral resultant ja és immediata:

A
I:a/(1+> dr = < (x+Alnjz+B|)+C
« z+ B «

Meétode del canvi de variable

El meétode del canvi de variable és una de les técniques més habituals per al calcul de
primitives i es fonamenta en el teorema segiient.

Teorema 3.3: Regla de substitucié

Sit = g(x) és una funcié derivable amb rang R, i f és continua en Ry, aleshores

[ @) d@da= [ s
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Demostracio. Siga F' la primitiva de f. Per aplicacié de la regla de la cadena trobem

d

L la(@) = F(g(2)) - ¢'(z) = fl9(x)) - g'(2).

Aleshores, fent servir la propietat (iv) del teorema 3.1:

[0t g@ar= [ LR = Flol)+c
:F(t)+CP(:iV>/F’(t)dt:/f(t)dt.
O

Comentari 1: La continuitat de la funcié f garanteix I’existéncia de la primitiva F,
com veurem en la secci6 3.4.

Comentari 2: La regla de substitucié es pot entendre com una aplicacié de la
definici6 de diferencial d’una funcié (definicié 2.19). Tenim ¢'(z)dz = dg, i com que
g =t, aleshores f(g(x)) ¢'(z) dw = f(g)dg = f(t) dt.

Comentari 3: En molts casos, la regla de substitucié s’aplica de forma implicita,
sense fer explicit el canvi de variable. Per exemple, en 1'iltim pas del calcul de la integral 1
estem fent el canvi de variable t = x + 1.

La regla de substitucié es tradueix en el métode del canvi de variable. Suposem
la integral indefinida

[ Hgta) g @) do.
on f i g sén funcions continues. Podem avaluar-la en tres passos:

1. Definim la nova variable t = g(x), tal que dt = ¢'(x) dz i substituim I'integrand per

F(t) dt.
2. Integrem respecte de t.
3. Reemplacem ¢ per g(z) en el resultat.

En la practica, no sempre apareixera explicitament en I'integrand la derivada de la
funcié g. Per exemple, si la integral original s’escriu com a

[ Hg@ydz,

també podem definir ¢ = g(z) i obtenir

10

g (x)
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Si ara podem invertir t = g(z) per a trobar = g~ !(¢), la integral resultant sera

£()
| 5y

que és una integral indefinida en la variable ¢. Si aquest procés ha fet que la integral siga
més facil de resoldre, aleshores el canvi de variable sera un metode efectiu. En general,
I’éxit del metode depen de trobar un canvi de variable que faga que la nova integral siga
més facil de calcular que Poriginal.

14.
1
I= /x(5x2 —3)dx = E/le(SxQ —3)dz.
Canvi de variable:

502 —3=t = dt=10zdzx.

1

80(5952 -3)84+0C.

1 1
I=— [thdt=_—t34+C=
10/ sof T

I5.

I—/ dx
VrZ -2

Canvi de variable:

t
22—-2=t = z=Vt24+2 = dr= - dt .

2+2
/ tdt dt 1 . t Lo 1 . x2—2+c
— = = —— arctan —— = ——= arctan .
VE2 4+ 22 + 2t 2+t /2 V2 V2 2

I6.

2 dx

= X%
V1—2z2

Canvi de variable:

T =sint = dxr =-costdt.

)

t tdt

]:/w:/smadt.
cost
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Fem servir ara la identitat trigonometrica del cosinus de ’angle doble
.2 .2 1
cos2t =1—2sin“t = sin tzi(l—cos%),

que converteix la integral en immediata,

1 1 1
122/(1—0082t)dt:2<t—2sin2t)+C’.

I finalment desfem el canvi de variable. Com que z = sint, ¢ = arcsinx, i sin2t =
2 sint cost = 2xv/1 — 22 i, per tant,

I:arcsinx_gm_'_c'

2

Comentari: Algunes expressions se simplifiquen notablement amb certs canvis de
variable. Col-loquialment, es diu que aquestes expressions suggereizen un canvi de
variable concret. En ’exemple anterior n’hem fet un. Esmentem aquests canvis de
variable habituals:

e Integrals amb el terme va? —z2 : z = a sint = Vva? — 22 = a cost.

2

22 —a?: x=asect = Va2 —a?=a tant.
e Integrals amb el terme vz2 + a2 : z = a tant = Va2 + a2 = a sect.

e Integrals amb el terme

1
En els dltims dos casos hem utilitzat la identitat trigonométrica 1 + tan? z = ——— =

) cos? z
sec” .

Integracié per parts

La regla de derivacié del producte de dues funcions, la propietat (iv) del teorema 2.3,
condueix a una regla equivalent en el calcul d’integrals indefinides. Per aplicaci6 de la
regla per a la derivada:

/dw ]dx_/[f/()()f( dx—/f d1:+/f

Si ara fem us de la propietat (iv) del teorema 3.1 i reescrivim el resultat, trobem la
férmula d’integracié per parts

[ 1@ g @ de = f@)g@) = [ 1@ g(a) do. (3.1)

Es més comt donar-la en forma diferencial. Siguen u = f(z) i v = g(z). Aleshores
du = f'(x)dx idv = ¢'(z)dx i equacié (3.1) es transforma en

/udv:uv—/vdu. (3.2)
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Aquesta férmula expressa la integral [udv en termes d’una altra integral, [vdu, que
suposadament és més facil de resoldre. El seu 4s es recomana quan volem integrar un
producte de dues funcions, una és facil de derivar (u) i l’altra facil d’integrar (v).

Comentari: Es famosa la regla mnemotécnica per a facilitar la memoritzacié de
Pequacié (3.2): “Un dia viu una vaca vestida d’uniforme” o “Un dia veuré una vaca
vestida d’uniforme”. Una altra versio afegeix el signe en la regla mnemoteécnica: “Un dia
viu una vaca menys flaca vestida d’uniforme”.

I7.

I:/x cosxdr.

Integrem per parts:

u=zx < du=dzx,

dv=coszdr < wv=sinx.

I aplicant I'equaci6 (3.2)
I =xsinr — /sinmdw =z sinx +cosx + C,

i hem trobat la primitiva. Es il-lustratiu veure que si haguérem escollit « i v d’una altra
forma, per exemple

u=-cosxr < du=—sinxdzr,

1'2

dv=uxd & = —,
V=T axr v 9

el resultat d’aplicar '’equacié (3.2) hauria fet que la integral resultat fora més complicada
que l'original:

2 2
I = % cosx—l—/:% sinx dx .

La identificacié de les funcions u i v més convenients és clau perque el metode d’integracio
per parts siga efectiu.

18.

I:/lnxd:c.

Integrem per parts:

u=Ilnr < du=—,
x

dv=dxr & v==zx.
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I:xlnx—/dm‘:xlnx—x—i-C'.
En aquest cas hem escrit Inz =Inz -1 i hem escollit u =Inx i v =1.

19. A vegades és necessari integrar per parts més d’una vegada. Siga la integral

indefinida
I = / 22 e dx .

Integrem per parts:

v=2> & du=2uzdz,

dv=¢€e"dr & v=¢e".

I:xQex—Q/:rexdx.

La Integral resultant encara no és immediata, pero és més senzilla que l'original, ja que
x apareix amb una potencia inferior. Podem per tant tornar a integrar per parts:

u=x < du=dz,

dv=¢€e"dx & v=¢e".

I:$26$—2{$e$—/e$d4 =x22e" — 2z e® + 2% + C.

110.

I:/ez cosz dx .

Integrem per parts:

u=e* & du=ec"dr,
dv=coszdr < wv=sinx.
I =¢€"sinx — /e‘” sinz dz .
Tornem a integrar per parts:

u=¢e¢* & du=c"dr,

dv=sinzdr <& v=—coszx.
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I=¢€"sinx — [—ex cos:v—l—/ez cosxdw} .
La Integral original torna a apareixer. De fet, podem escriure
I=¢e"sinz+e® cose — 1T,

i aillar I, la incognita d’aquesta equacio,

eI

I= 5 (sinx 4 cosz) + C,

on en 1"iltim pas hem afegit també la constant d’integracié. Les integrals que tornen a
apareixer quan integrem per parts s’anomenen integrals cicliques o integrals que es

mosseguen la cua.

Comentari: La técnica d’integracié per parts pot usar-se per a demostrar formules
de reduccid, com per exemple

cos" 1w sine n—1
/ cos" x dx = + /008"72 xdx. (3.3)
n n
Integrem per parts:
u=cos" 'z & du=—(n—1)cos" %z sinzdr,

dv=coszdr << wv=sinzx.

I= /Cos”xdx =cos" lrsinz+ (n—1) /COSn_QiL‘ sin? z dz .

2 2

Si ara escrivim sin“x = 1 — cos® x, aquesta expressié és equivalent a

I=cos" tasinz+ (n—1) /Cos”_2xd:c —(n—1)1I,
i aillant I resulta el que voliem demostrar. Férmules com 'equaci6 (3.3) permeten reduir

la poténcia de la funci6 a integrar tantes vegades com siga necessari fins que siga més
facil d’avaluar.

Integrals amb trinomi quadrat

Considerem ara tres tipus d’integrals en les quals apareix el trinomi quadrat az? + bz + c:

I / 1 / mx +n 7 mr +n

= _— = :1;‘ =
T aa:Q—i—b:z—i-c v a?+br+c \/ax2+bx+c
La clau per a resoldre-les és reescriure el trinomi de la forma

ar’ +br+c=alz+k)?+1. (3.4)
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Trobem k i [ expandint ’expressio i igualant els coeficients dels monomis amb la mateixa
potencia de x:

a(w+k)? +1=a(a® + 2kz + k*) + 1 = az® + 2akz + ak? + | =>{ ot
ak“+1l=c
Es a dir
b= 1=c—ak? (3.5)
_QCL’ =C a . )

Aquest procediment per a transformar un trinomi general a la forma de l'equacié (3.4)
s’anomena completar el quadrat. Una vegada reescrit el trinomi, podem resoldre les
tres integrals facilment. Comencem amb la integral I;:

1 1 1 1
= ———do= [ ————do=— [ ——— dr.
B /ax2+bx+c v /a(a;+/<:)2+l v a/(x+k)2+é .
Definim é = d i fem el canvi de variable

z+k=u = dr=du.

[ 1 / du
n=a) w@rd
I la integral ja esta preparada per a convertir-se en immediata. Tenim dos casos segons
el signe de d:

Trobem

e d>0

En aquest cas definim d = o? i la integral resultant és de tipus arctan:

1 du 11 U 1 /a a
I = — _—_— = —— —_ = — — — .
T1 a/u2+a2 aaarctana—i—C a\/;arctan <\/;(:c—|—k)>+0
e d<0

En aquest cas definim d = —a? i la integral resultant s’escriu com a

7 _1/ du B 1/ du
=u) w@—aZ2 o) a2—u?’

i aleshores podem aplicar la integral immediata (xvii) del teorema 3.2 i trobar

1
C=- 1
‘—i_ 2(104[l

r+k+a
r+k—a

’ +C. (3.6)

Passem ara a la integral IT9. En aquest cas hem de reescriure el numerador de manera
que aparega la derivada del trinomi,
2a mb  mb m mb

—m ey M P ) - 2
mx +n m2a:1:+2a 2a+n 2a(ax+)+n 5
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Aix0 ens permet descompondre la integral en dues peces:

m +n (1) (2)
Ito= | —————dx = 1. I 3.7
T2 ax? bz teco” T2 T 1Tz (37)
amb
2ax + b m

o _mo Lttt a4+ b C 3.8
T2 794 ) ax?+bx+c YT 0 nlaz®+bz+e+C, (3.8)
@) mb)/ 1 _( mb)
1 (™Y [ g (=) 3.9
T2 (n 2a a?+brtc T\ ) ™ (3.9)

i per a Ity podem fer servir el resultat en I’equacié (3.6). Finalment, la integral Is
es resol exactament pel mateix métode. Si m # 0 hem de reescriure el numerador per
a fer apareixer de manera explicita la derivada del trinomi. Com a resultat d’aquesta
reescriptura, separem I13 en dues peces, i fent el canvi de variable x = u + k, com en Iy
i ITo, passem a integrals immediates. En aquest cas les integrals resultants tenen ’arrel
quadrada del trinomi en el denominador i seran de tipus arcsin, arcsinh o arccosh, com
podem veure en les integrals immediates (vi), (xv) i (xvi) del teorema 3.2.

Comentari: En el calcul de la integral I ens hem trobat amb la integral

/ du

W — a2

i hem aplicat directament la integral immediata (xvii) del teorema 3.2. En particular,
hem fet 1s de la segona expressio, que dona la funcié arctanh z en termes de logaritmes.
Es instructiu resoldre la integral amb un meétode alternatiu que ens porte directament a
I’expressié en termes dels logaritmes. Primer separem l'integrand fent una descomposici6

en fraccions simples, un procediment que estudiarem en detall quan considerem el calcul
d’integrals de funcions racionals. Escrivim:

1 1 A B

—a?2  (uta)(u—a) _u+a+u—a'

u

Multipliquem per (u 4 «)(u — «):
l1=A(u—a)+Bu+a).

Aquesta igualtat s’ha de verificar per a tot valor de la variable u i, per tant, s’ha de

verificar per a u = a i u = —a. Substituint aquests dos valors trobem A i B:
1 1
A=—-——, B=—.
2c 2c
Aleshores

du
/u2—a2:/

1
:—ﬂ[ln]u—i—a\—ln\u—aH—l—C:——ln

U+« U—«

—1 1
2a 4 2a ‘| du
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i hem trobat el mateix resultat que donem per a la integral immediata (xvii) del
teorema 3.2.

I11.
r—1
I= / ——dr.
217
Es tracta d’una integral de trinomi quadrat del tipus I1s. Identifiquem
m=1, n=-1, a=1, b=-1, c=-1.

Aleshores, amb 1’equacié (3.5) trobem

1 1 5
Fe o = _1_--_7°
2’ 4 4’
id= é = % < 01, per tant, definim o = —d = %. Amb les expressions generals de les
equacions (3.6), (3.7), (3.8) i (3.9) obtenim
1 1
I=-Inlz®>—z—1]+ In +C.
T | 2V5 |22 -1-+5
I12.

I = / ¥dx
Vba2 — 2z + 1
Es tracta d’una integral de tipus IT3. Comencem escrivint el numerador com a
x = ! (10x —2) + E )
10 5
Fent servir aquesta expressié podem separar I en dues peces, amb integrals més senzilles
1 10z — 2
N TS b / m
Les calculem per separat. La primera és immediata:
1 10z — 2 10z — 1
m ~5 / 2 m ~5

Per a resoldre la segona hem d’escriure el trinomi de la forma de ’equacié (3.4). Trobem

4
5 )

=5+ 1.

522 — 2z + 1.

I =

1 2
502 —2x+1=5 <$—5> +

i, per tant,

1 dx
‘wgfm

I 1/ T 1/ dx

2:7 —_—_—m . T —

5/) Vbx?—-2x+1 5 \/ 1\ 2
5(e-1)

T+ (x—1)2+4
) 25

_l’_

(SIS

=——=1In

5v5
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on hem utilitzat la integral immediata (xv) en I"iltim pas. Finalment, recopilant tots els
resultats,

1 ! S5x2 —2x + 1+ ! 1 + ( 1)2—1—4 +C
= — _ 7n _ — PR .
3 Vox x NG x T- g 5%

Funcions racionals

Considerem ara la integracié indefinida de funcions racionals. Denotem com a R(x) una
funci6 racional geneérica. Aquestes funcions tenen la forma

P(x)
Qz)’

amb P(x) i Q(z) dos polinomis de graus p i ¢, respectivament. Abans d’explicar el
metode d’integracié hem d’introduir una definicié.

R(x) =

Definicié 3.3: Fraccions propies i impropies
Direm que una funcié racional

P(z)

Q(z)

és una fraccidé propia si p < ¢q. En cas contrari, és a dir, si p > ¢, direm que és
una fraccié impropia.

Qualsevol fraccié impropia es pot escriure com la suma d’un polinomi i una fraccié
propia. Per exemple:
24+ 2z — 2 13

x—3 :$+5+:1:—3’

com podem veure en fer la divisié6 de manera explicita:

242 —2|x—3
— 22+ 3z T+5

S5 — 2
—b5x+15
13

b(z)

Per tant, a partir d’ara considerarem tnicament fraccions 0@ propies. El procediment
fonamental per a trobar la primitiva d’'un quocient d’aquest tipus és la descomposicid
en fraccions simples, també coneguda com a descomposicié en fraccions parcials. El
metode consisteix a separar el quocient original en una suma de fraccions més senzilles,
que després podrem integrar facilment. La forma de la descomposicié depen de les arrels
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del polinomi en el denominador, Q(x), que sempre es podra factoritzar com un producte
de factors lineals

Q(x) = (a1z + b1) (agz + b2) ... (agx + bg),
com un producte de factors quadratics irreductibles
Q(x) = (12 + by + ¢1) (agx? + box + c2) ... (apa® + by + cx)

o com un producte que conté factors lineals i factors quadratics irreductibles. Els factors
quadratics irreductibles es corresponen amb arrels complexes. Per exemple, el factor
x? 41 és un factor quadratic irreductible, ja que no pot ser igual a zero si x és un nombre
real. Per cada factor hem d’afegir un o més sumands a la descomposicié. Considerem
quatre casos:

e Cas 1: Factors lineals diferents

En aquest cas cada factor lineal esta associat a una arrel real simple. Per cada factor
lineal ax + b hem d’afegir a la descomposicié el terme

4
ar +b’

on A és un coeficient a determinar.
e Cas 2: Factors lineals repetits

Els factors lineals repetits estan associats a arrels reals multiples. Per cada factor lineal
axr + b que apareix repetit r vegades hem d’afegir a la descomposici6 els termes

A1 + Ao + + L
ar +b  (ax +b)? (ax + )"

on Ay, As, ..., A, so6n coeficients a determinar.
e Cas 3: Factors quadratics diferents

Els factors quadratics irreductibles estan associats I’existencia d’arrels complexes. Per
cada factor quadratic az? + bx + ¢ hem d’afegir a la descomposicié el terme

Ax + B
ax? +bx+c’

on A i B sén coeficients a determinar.
e Cas 4: Factors quadratics repetits
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Finalment, per cada factor quadratic ax? + bz + ¢ que apareix repetit r vegades hem
d’afegir a la descomposicié els termes

Az + By Asx + By n A,z + B,
ax? +br+c  (ax? 4+ br + c¢)? (az? +bx +c)"’
on Ay, Ag, ..., A, i By, Bo, ..., B, sén coeficients a determinar.

Els coeficients que apareixen en la descomposicié s’han de determinar per metodes
algebraics comuns. En primer lloc, hem de simplificar I’expressi6 resultant, multiplicant
pels factors necessaris per a eliminar totes les fraccions. A continuaci6é, podem usar
diverses tecniques. El metode general consisteix a igualar els factors que multipliquen a
cada potencia de la variable z als dos costats de la igualtat i d’aquesta manera obtenir un
sistema d’equacions per als coeficients. Alternativament, en alguns casos podem utilitzar
un meétode directe molt senzill. Com que la descomposicié ha de ser valida per a qualsevol
valor de la variable x, també podem donar valors especifics a x i d’aquesta manera obtenir
també un sistema d’equacions. Finalment, la resoluci6 del sistema proporciona els valors
dels coeficients, alld que completa la descomposicié en fraccions simples.

Una vegada feta la descomposicié en fraccions més senzilles les integrals resultants
s6n de tipus poténcia, de tipus logaritme (o funcions hiperboliques inverses) o de tipus
arctangent. En alguns casos també poden apareixer integrals de tipus trinomi quadrat.

I13.

x
— dx .
/:L'3+a72—x—1 v

Identifiquem P(z) = 21 Q(z) = 23 +2? —2 — 1 i procedim a la descomposici6 en fraccions
simples. El primer pas és trobar els factors de Q(z). En general, la factoritzacié d’un
polinomi pot ser un problema no trivial. Ara bé, en aquest cas és relativament facil, ja
que resulta evident que x = 1 és una arrel de Q(x) i, per tant, (z — 1) és un dels factors.
I si dividim Q(z) per x — 1 trobem que el resultat és 22+ 2z +1 = (z+1)2. En conclusi6,

Pyt —1=@—-1)(z+1)72.

Tots els factors de Q(x) sén lineals. Un és simple (z — 1) i l'altre té multiplicitat doble
(x +1). Aleshores, la descomposicié de I'integrand en fraccions simples és

T . X . A 4 Bl I B2
B+r2—r—1 (z—-1)(x+1)2 z-1 z+1 (z+1)2°

(3.10)

Hem de determinar A, By i By. Comencem multiplicant 'equacié (3.10) per (z—1)(z+1)2,
t=Ax+1)?+B (x—1)(z+1)+ By (z—1).

Aquesta igualtat ha de donar-se per a qualsevol valor de x. Aleshores, podem substituir
alguns valors particulars que simplifiquen ’equaci6 i ens permeten trobar facilment els
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coeficients:
1
r=1: 1=4A = A:Z’
1
r=-1: —-1=-2By = 3225’
1
=0 0=A-B1—B, = Ble_BQZ_Z‘
Aleshores, la integral resulta
1/ dx 1 dx 1/ dx
sz —_—— 7_}_7
4) -1 4) z+1 2) (z+4+1)
1 1. |z—1 1
=-1 —1] -1 - =———=+C=-1 — C.
|z — 1] —In |z + 1]] 2(x+1)+ 4nx+1‘ 2(x+1)+

4

114.
3422 +1
J = / e+l dr
z(z? +1)
L’integrand és una fraccié impropia i, per tant, el primer pas és fer la divisié dels

polinomis:

2 4+2r+1 B+22+1 2BHrtz+1 x+1
p— f— :1+ .
z(x? +1) 3+ 3+ 3+

1
I:/d:c+/ x3—|— dr=x+ 1.
2 +x

Apliquem la separacié en fraccions simples a l'integrand de [;. El denominador té dos
factors, el factor lineal z i el factor quadratic irreductible z? + 1. Escrivim
r+1 A Mz+ N
B+ oz 2?2 +1

Aleshores

)

i multipliquem per 23 + x,
r+1=A@E*+1)+(Mz+N)z.

Agrupem el costat dret de la igualtat per poténcies de z,
r+1=(A+M)z> + Nz + A.
Ara igualem els factors de les mateixes poténcies de x als dos costats de la igualtat. Aixo

ens condueix al sistema d’equacions

A+M=0,
N=1,
A=1,
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que té per soluci6 A =1, M = —1i N = 1. Per tant

I_/dx+ l—a: /da: / /
1=/ =z x2—|—1 m2—|—1 x2+1

1
=Ilnx +arctanz — = In(22 +1) = In ‘—I—arctanac.

I finalment

I=x2+1In

x
\/56274—1‘ +arctanx + C'.

Funcions irracionals

El calcul de primitives de funcions irracionals sol requerir fer canvis de variable que
transformen l'integrand per a donar lloc a expressions més facils d’integrar. De fet,
ja comentarem que els termes Va2 — 22, V22 + a2 o Vz2 — a? suggereixen canvis de
variable que involucren funcions trigonometriques. En altres casos, el canvi pot ser
simplement a una potencia de la nova variable.

I15.

I / dx
- /(az — x2)3
El canvi de variable

xr=asint = dxr=acostdt,

simplifica a®> — 22 = a? cos®t i condueix a

acost 1 dt
I:/idt: 7/7
a3 cosd t a? ) cos?t

tant 1 sint 1 z T
= C=— C=—--—2_ +C=—+~—_+0C.
a? + a? cost+ a? %w/aZ—:ﬁ + a2m+

I16.

dx
V2r—1—+v2x -1

En general, si 'integrand és una funcié racional de la forma
ax +b\PV/D a4 b\P2/e
Rl (Y (s
cx+d cx +d
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el canvi de variable adequat és
ar +b
cr+d

En aquest cas, seguim la regla general i fem el canvi de variable

— 7i_m.c.m.(ql,qQ,...)

2 —1=tt = 2de=4¢dt,

i trobem la integral de funci6 racional

2t3 2
I:/idt:2/ ot
12—t t—1

L’integrand resultant és una fraccié impropia i, per tant, podem fer la divisié de polinomis,

2 2 —-14+1  (E+D(E-1)+1

1
=t+14+ —-.
t—1 t—1 t—1 + +t—1

Aleshores

IzQ[/tdt—i-/dt—i—/titl]

t2
=2~ +t+In|t—1

2

2 2
- (\4/2x—1—|—1) +ln(<‘/2x—1+1) +C,
on en "iltim pas hem absorbit —1 en la constant d’integracié C.

117.

23
I = /mdx
Canvi de variable:
t2+1
T =

5 dr =tdt.

r—1=# =

t2+1

3
I:/(zt)tdt:;/(t2+1)3dt.

L’integrand resultant de fer el canvi és un polinomi,

P +1)3 =10 +3t* + 32 + 1,

que pot integrar-se facilment:

1 6 4 9 t (6 o
I:f/(t +3+ 3+ )dt=- | = +3—+t°+1]|+C

8 8\ 7 5

1 2x —1)3 2r — 1)2
:8\/2x—1[(x7 ) +3( $5 )+2x +C.

118
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Funcions trigonomeétriques

El calcul de primitives de funcions trigonometriques combina moltes de les técniques
previes. En molts casos, I'aplicacié d’identitats trigonometriques permet passar directa-
ment a integrals immediates. Vam veure un exemple en la integral 6, quan per a obtenir
[ sin?t dt usarem una identitat del cosinus de I’angle doble, cos 2t. També hem vist
alguns casos en que la tecnica adequada és la integracié per parts, en particular quan la
funcié trigonometrica esta multiplicant a una altra funcié elemental, com per exemple x
o €¢”. Considerem ara alguns casos especials.

e Tipus 1: /R(sin x,cosx) dx.

Si Iintegrand és una funci6 racional de sinx i cos x, existeix un canvi de variable que
sempre funciona, conegut com la substitucié de Weierstrass:

T 2dt
tan— =¢t = gz =2arctant = dr=-—.
2 14 ¢2

Aprofitant identitats trigonometriques podem escriure sinz i cosz en termes de la nova
variable t. Per a sinz fem

g g S (23) 2 sln (3) cos (3) :
1 sin (%) + cos? (%)
i dividint per cos? <;>,
2t z 2t
sinx = o (2)

tan? () +1 241"

De manera analoga

1— ¢

14+1¢2’

i tenim tots els ingredients per a trobar la nova integral després del canvi de variable.

Aquesta sera una integral d’una funcié racional i per tant es podra resoldre per meétodes
coneguts.

118.

COST =

I:/)@.
ST

L’aplicacié del canvi de variable recomanat dona lloc a la integral

I/E%d;gg :/Cit:lnt—i-Czln
1+12

Aquest tipus d’integral de funci6 trigonometrica té uns casos particulars en els quals
hi ha un canvi de variable alternatiu que pot resultar més efectiu:

T
tan — C.
an2‘+
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Integral Canvi de variable
/ R(sinz) cosz dx sinz =t
/R(cos x) sinx dx cosz =t
/R(tan x)dx tanx =t
/R(sin2 z,cos?™ x) dx, m,n € N tanxz =t
119.

cosT
I =
/4—|—sm x

sinx =t = cosxdx=dt.

Canvi de variable:

dt 1 t 1 i
I = ire = §arctan§—i—C': §arctan <51r21:1:> + C.

120.

I dx
_/Sin2x+40082x+2 ’
Tenim una funcié racional de poténcies parelles de sinx i cosxz. Per tant, el canvi de
variable recomanat és
dt

tanx =t = x=arctant = dr=-—=.
1+ 2

Trobem expressions per a sin” z i cos? z en termes de la funci6 tan z:

9 sin? x tan? x t2

sin“x = = = ,
sin?x +cos?z  tanfx+1 241
9 cos? x _ 1 1

cos’x = = = )
sinfx +cos?z  tanfx+1 241

Aleshores

/ 1+t2 / 1 t
= = - —arctan— + C
2
1+t2 + 4 +2 “3) 2 3\f V2

= arctan (tanm) +C
N 3\@ V2 '
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e Tipus 2: /sin"‘x cos® xdz, a, B € R.

Considerem tres casos particulars:

> Tipus 2a: « o § imparell positiu.

Siga 8 =2k + 1, k € N. Aleshores tenim la integral

/sino‘ z cos T g dx = /sino‘ z cos® xd(sinz) = /sina z(1—sin®z)fd(sinz),
i el canvi de variable

sinx =t = d(sinx)=dt,
resulta evident. Obtenim la integral d’un polinomi
I= /to‘(l — )k dt.
> Tipus 2b: a i 3 parells positius.
Siguen o = 2m i f = 2n, m,n € N. La integral s’escriu com a
I= /sin2mx cos?™ x dz .

Ara recordem les identitats

.9 1 — cos2x

sin“r = ———,
2

9 1+ cos2x

cos" T = ———.

Sim # n la integral I resulta

1 —cos2z\™ /1 +cos2x\" 1
= (5 e e fonr s

i el segiient pas consistiria a aplicar la férmula del binomi de Newton. Si m = n el
procediment és similar. Primer reescrivim el producte

1-— 4z \™
(1 — cos 22)™ (1 4 cos22)™ = (1 — cos? 22)™ = (sin? 2z)™ = (sin 22)*"™ = (c;s:::) ,

i d’aquesta manera la integral I resulta

I 1 /(1_COS4$>mda§,
22m 2

i de nou aplicariem ara la formula del binomi de Newton.

> Tipus 2c¢c: « i 8 parells i un de negatiu.
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Siga a > 01 8 = —v < 0. Aleshores, si a > 7 tenim l'integrand

. sin® x
sin®z cos® x =

=tan” z sin® " x,

cos7’ x
i el canvi de variable adequat per a resoldre la integral és tanx = ¢t. En altres casos, si
a<0osia>0perda<|f], el canvi d’integral sera cot x = ¢. L’integrand contindra
sempre altres factors de la forma sin® z, cos® z, que podem escriure en termes de ¢ fent

us d’identitats trigonometriques.

121.
3
cos®
I=| —dx
Vsinz
Tenim o = —% i § =31, per tant, es tracta d’una integral de tipus 2a. Fem el canvi de
variable
sinz =t = d(sinx) =cosxdr =dt.
= /sin_l/Qm(l _ sin®z) d(sinz) — /t—1/2(1 —ydt = /(t—W — B2
1 2\/> Vsinz  2Vsin®z
=—-Vt——+4+C = — +C.
2 2 )
122.

1 —cos?2 1 22\ 2
I:/sin2x cos4a:d:c:/< CQOS x) ( +(3205 x) dx

1

=3 /(1 —cos2z) (1 + 2cos 2z + cos? 2x) dx
1

=3 /(1 + 208 2x + cos? 2z — cos 2z — 2 cos? 2z — cos® 2x) dx
1 2 3

=3 (14 cos2x — cos” 2z — cos” 2z) dx

1 4
= g/ {1 + cos 2z — y — cos 2z(1 — sin? 2:1:)] dz

1
—8/|:—COS4$+COSQLL' sin Qx] dx
1{ s+ Lsin32 :|+C
- —fsm x sin” 2z .
8 6

e Tipus 3: /sinozac cos Bx dzx, /cosam cos Bx dzx, /sinax sinfxdx, o, € R,
a# B
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Per a resoldre aquestes integrals s’han de fer servir les identitats

sin ax cos fx = % [sin(a + B)x + sin(a — B)x] ,
cos aur cos B = % [cos(a + B)x + cos(a — B)x] ,
sin aur sin Bz = % [cos(a — B)x — cos(a+ B)x] .

123.

I = /sin9x sinx dx .

Primer escrivim
. . 1 1
sin9z sinx = 5 [cos(9 — 1)z — cos(9+ 1)z] = 3 (cos 8z — cos 10x) .
Aleshores

1 1711 1
I = 3 [/cosSmdw—/colexdm} = 5 {8511183:—1051111037 +C.

3.3 La integral definida

Suposem que volem calcular I’area de la regié R compresa entre la corba y = f(z) = 1—22,

leix x i les rectes vertical t =01z = 1:

\J
8

En principi sembla un problema complicat, ja que no tenim una férmula per a calcular
aquesta area. Se’ns podria océrrer el segiient metode aproximat per a obtenir-la. Dividim
I'interval [0, 1] en els subintervals [0,0.5] i [0.5,1] i dibuixem en cada un un rectangle,
d’altures f(0) i f(0.5), respectivament:
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\J
8

o e e e e e e e e e

Una primera aproximaci6 a I’area de la regié R és la suma de les arees dels dos rectangles,
que si que sabem calcular. Si considerem que l'aproximacié és molt roina, podem
augmentar el nombre d’intervals, i per tant el nombre de rectangles:

1. fommmmm- , y=1-2"

\J
8

En aquest cas tenim quatre rectangles, de bases 0.25 i altures f(0), f(0.25), f(0.5) i
£(0.75). Aleshores, podriem trobar un resultat aproximat per a ’area de la regié R com
a

A= 025 f(0)+0.25- £(0.25) + 0.25 - £(0.5) + 0.25 - £(0.75) = 0.78125 .

Per la construccié que hem fet resulta evident que el nostre resultat sera necessariament
més gran que l’area que volem trobar, ja que la regié R es troba sempre dins dels
rectangles. La rad és que hem escollit per a I’alcada de cada rectangle el valor maxim
de la funcié f(x) = 1 — 22 en l'interval que forma la base del rectangle. Direm per tant
que 0.78125 és una suma superior. Podriem haver escollit una alcada diferent. Per
exemple, si haguérem escollit el valor minim de f(z) = 1 — 22 en cada subinterval
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Y
A
1. 4 y=1-—2>
P ——— W
)
H
0.5 4
e e e e o o o %
)
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
L ' >
0.5 1.

hauriem obtingut
A=0.25-f(0.25) 4+ 0.25- f(0.5) + 0.25 - £(0.75) + 0.25- f(1) = 0.53125.

En aquest cas direm que hem obtingut una suma inferior. Per tant, amb els intervals
considerats, arribem a la conclusi

0.53125 < A < 0.78125.
Qualsevol altra estimacié de ’area de la regié R es trobara entre aquestes fites inferior i

superior per a A. Per exemple, si per a ’alcada dels rectangles escollim el valor de la
funcié f(z) en el punt intermedi de cada subinterval, obtenim

1.+ y=1-—2z?

i és facil comprovar que A ~ 0.671875. Podem millorar 'aproximacié considerant més
intervals. Per exemple, per a 20 intervals dibuixem els rectangles
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— : 3 e

m 7 =

| S

S
|

--r-_.'

L)

— e
\J
8

0.5 0.5
i trobem 0.64125 < A < 0.69125. I encara podriem millorar més. Per exemple, el resultat
per a 100 intervals seria 0.66165 < A < 0.67165. I finalment, fins ara hem fet la divisi6 en
subintervals amb longituds iguals, pero, en principi, podriem haver escollit subintervals
amb longituds diferents:

Yy
A
1. 4+ y=1-—2°
l---u-—-l
0.5+
t ; > T
0.5 1.
En general, si escollim n intervals, amb rectangles de bases Axy, Axs, ..., Ax, i altures
f(e1), f(e2), ..., f(en), la nostra aproximacié per a l’area de la regié R sera
n
A fley) Ay (3.11)
k=1

La qiiesti6 ara és si podem trobar ’area de la regié R exactament. Com a primer pas,
trobem la suma inferior, escollint tots els subintervals amb la mateixa longitud

1
n n’
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Si volem calcular la suma inferior hem de seleccionar en cada subinterval el punt on la
funcié és minima. Com que f(z) = 1 — 22 és decreixent en I'interval [0, 1], aquest punt
és el valor maxim de x en cada subinterval, és a dir, ¢y = % Aleshores, ’equaci6 (3.11)
ens diu

A~1zn:f<k) 1271:(1 k2> 1zn:1 1Zn:k2 1 1zn:k2 (3.12)
W= \" "= M= Ms =

Ens hem trobat >7_; k? = 12+ 22 + ... + n?, la suma dels primers n quadrats perfectes.
En l'apéndix C demostrem que

" 1
> k:2:6n(n—|—1)(2n—|—1),
k=1

i, per tant, arribem al resultat general

2n3 +3n% +n

A~x1-—
6n3

(3.13)

Per exemple, si n = 4 obtenim A ~ 0.53125 com ja haviem vist abans. Ara estem
preparats per a obtenir el resultat exacte. Com hem vist, si dividim l'interval [0, 1] en
un nombre més gran de subintervals, 'aproximacié millora. Quan fem aixo, la longitud
de cada interval es fa més menuda. Finalment, en el limit n — oo, la longitud de cada
interval es fa zero i 'equacié (3.13) ens dona el resultat exacte per a A:

A= lim

n—o0

(3.14)

[1_ 2n3+3n2+n]

2
6n3 3

eidoix .« . .
Aquest resultat coincideix amb el que trobem numericament quan escollim un nombre
gran d’intervals.

Després d’aquesta introduccio, les definicions formals que farem ara resultaran més
intuitives.

Definicié 3.4: Particié d’un interval
Siga 'interval tancat [a, b]. El conjunt de punts
P - {$07$1) st 7I7’L—17xn} )

amba=xz9<x; <+ <xp_1 <z, =b és una particié de l'interval [a, ].

Una particié P divideix Uinterval [a,b] en n subintervals tancats: [zg,x1], [z1,22],
ooy [Tp—1, 0]

127



Grau de Fisica - Calcul I Avelino Vicente

Tema 3 Integracid Departament de Fisica Teorica, UV

Definicié 3.5: Seleccié de punts
Una seleccié de punts en la particié P és un conjunt de punts
S = {01, C2y v, Cn—1,Cn} y

amb ¢ € [z_1, Tk

Definicié 3.6: Suma de Riemann

Siga un interval tancat [a, b], amb una particié P i una seleccié S. La suma

Sy=>_ flex) Axy,

k=1

on Azy = x — Tk, sS’anomena suma de Riemann per a la funcié f en
Pinterval [a, b].

El valor de la suma de Riemann Sy depen de la particié P i la seleccié S escollides.

Definicié 3.7: Norma d’una particié

La norma d’una particié P d’un interval [a, b], denotada com a ||P|], és la
longitud maxima de tots els subintervals definits per P:

[|P|| = max Axy .
1<k<n

Com hem vist, quan la norma ||P|| es fa més menuda, la suma de Riemann s’aproxima

al valor de I’area sota la corba de la funci6 f.

Definici6é 3.8: Integral de Riemann

Siga f(z) definida en [a,b]. Siguen P i S de l'interval [a, b]. Direm que

S = lim cr) Az
IIPII%O,;JC( k) Ay

si per a tot € > 0 existeix un nombre real § > 0 corresponent, tal que

<€ (3.15)

> fler) Az — S
k=1

per a tot P de [a,b] amb ||P|| < § i per a tot S de [a, b]. En aquest cas direm que
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S és la integral de Riemann de f(x) en [a, b] i escriurem
b
S = / f(z)dx.

Comentari: Si la particié P té tots els subintervals amb la mateixa longitud,

Axk:A.I‘:b—a,
n

la suma de Riemann pren la forma

Sf:Zf(Ck)A$:(b—a)Zf(ck)7
k=1

=1

i el limit ||P|| — 0 és equivalent a n — oc.

Notacié: La integral de Riemann també s’anomena integral definida. La notaci6
que utilitzem va ser introduida per Leibniz. El signe d’integracié () representa una
lletra S allargada, un recordatori que la integral és una suma. Els valors a i b s’anomenen
limits superior i inferior d’integracio.

Definicié 3.9: Funcié integrable

Una funcié f(x) definida en linterval [a, b] és integrable si i només si existeix la
integral definida en [a, b].

Teorema 3.4

Si una funcié f és continua en l'interval [a, b], aleshores és integrable en [a, b].

Demostracio. La prova rigorosa d’aquest teorema fa servir uns conceptes que van més
enlla del curs i, per tant, no la donarem. No obstant aixo, la idea fonamental que hi
ha darrere de la prova és senzilla. Si f és continua aleshores sempre podrem escollir el
punt ¢ en cada subinterval de manera que f(cy) prenga el seu valor maxim en [zy_1, zk|.
Aix0 ens permet calcular la suma de Riemann superior. Igualment, podem escollir ¢
de manera que f(cy) prenga el seu valor minim en [ry_1, 2] i calcular aixi la suma de
Riemann inferior. Es possible demostrar que les dues sumes tenen el mateix limit quan
||P|| = 0. I com totes les sumes de Riemann es troben entre aquestes dues sumes, totes
tenen el mateix limit. En conclusi6 f és integrable en [a, b]. O

Comentari 1: Aquest teorema també és valid per a funcions que tenen un nombre
finit de discontinuitats de salt en l'interval [a, b].
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Comentari 2: El teorema 3.4 ens diu que per a una funcié continua tots els limits
de sumes de Riemann tenen el mateix valor, independentment de la particio i seleccid
escollides. Per tant, el calcul de la integral definida de qualsevol funcié continua pot
fer-se escollint una partici6 i una seleccié particulars.

Teorema 3.5

Si una funcié f és integrable en l'interval [a, b], aleshores és fitada en [a, b].

Demostracié. Suposem que f no és fitada en [a, b]. Sense pérdua de generalitat, suposem
que no és fitada per damunt en un subinterval [z;_i,2;]. Aleshores, no existeix cap
nombre real A tal que f(z) < A Vo € [zj_1,z;]. Aixo implica que existeix un valor
¢j € [zj_1,7;] on limy ¢, f(x) = co. Podem, per tant, definir una seleccié S en la qual
per a k # j escollim el punt ¢; en cada subinterval de manera que f(cj) prenga el seu
valor maxim en [zy_1, 2], i per a k = j escollim el punt ¢; on la funcié tendeix a infinit.
Aleshores, la suma de Riemann resultant tendeix a infinit

Sp= fler) Az =Y f(ex) Ay + f(ej) Azj — 00
k=1 oy

i no és possible verificar ’equacié (3.15). O

Teorema 3.6: Propietats de la integral definida

Siguen f i g dues funcions integrables en l'interval [a,b], o en [a,b], [b,c] i [a,c]
per a la propietat (vi), i K € R una constant. Aleshores

0 [ 1= [ o

6 [ r@ae=- [ 1@

(i) [ f@)da=o0.

) [ V@@= [ 1@ [ @)
) [K s =k [ fa)dn

(vi) Lbf(x)dx+/bcf(x)dx=/acf(x)dx.

(vii) Si f té valors maxim i minim en [a, b], aleshores

minf-(b—a)§/abf(x)dx§maxf-(b—a).
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(viii) Si f(z) > g(z)Vx € [a,b], aleshores /ab f(z)dx > /abg(a:) dx.

69 | [ 1@as| < [ 1@

Demostracio. Les proves d’aquestes propietats es deriven directament de la definicié
d’integral definida com a limit d’una suma de Riemann. En alguns casos, es trac-
ta de noves definicions que permeten estendre la definicié original. Demostrarem aci
les propietats (i)-(iv). Les proves de la resta de propietats poden trobar-se en 'apéndix D.

(i) Aquesta propietat ens diu que la integral definida no depén de la variable d’inte-
gracié. Es un nombre real que només depen de la funcié i els limits d’integracio.

(ii) Fins ara, haviem considerat intervals [a,b] amb a < b. Aquesta propietat és en
realitat una extensié de la definicié al cas a > b.

(iii) Aquesta propietat també és una definicié.
(iv) Considerem el cas de la suma. La prova per a la resta és completament analoga.

Siga € > 0. Hem de provar que existeix un nombre § > 0 tal que per a qualssevol particié
P i seleccié S de l'interval [a, b], amb ||P|| < J, tenim

iy — (/abf(:v) dz + /abf(x) da:)

Com que f és integrable en [a, b], existeix d; tal que si P és una particié amb ||P|| < 01
aleshores

<e. (3.16)

S —/abf(:v)dx

c €
5
De manera similar, existeix un dy tal que si P és una particié amb ||P|| < d2 aleshores

€
< z.

b
Sg—/ g(z)dx 5

Siga 0 = min(d1,d2). Si P és una particié amb ||P|| < ¢ trivialment trobem
n

Sprg =D Uf(ew) +gler)] Az = Y fler) Axy + Y glex) Az = Sp + Sy,
k=1 k=1 k=1
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per a qualsevol seleccié S. Aleshores

Sftg — (/abf(l’)dﬂf-l-/abf(x)d:cﬂ:

<

S+ S, — (/abf(x)da:%—/(zbf(x)d:c)‘

Sf—/abf(:z)dx + Sg—/abg(x)dx

on hem fet Gs de la desigualtat triangular per al modul. Ha quedat demostrada I'equa-
ci6 (3.16). O

Exemple 3.3: Demostrem que

1
/ \/1—|—cosx§\/§.
0

La funcié f(z) = /1 + cosz assoleix el seu valor maxim max f = v/2 quan cosz = 1.
Per la propietat (vii),

/l\/1+cos:1:§maxf-(1—0):\/§.
0

Comentari: Com un cas especial de la propietat (viii), si f(z) > 0 Vz € [a,b],
aleshores

/abf(x)d:pZO.

Aquest resultat és clau per a interpretar la integral definida com una area sota la corba.

Definicié 3.10

Siy = f(x) és no negativa i integrable en un interval tancat [a, b, aleshores ’area
sota la corba y = f(x) en [a, b] és la integral de f de a a b,

A:/abf(x)d$.

Exemple 3.4: Calculem l'area sota la corba y = = en l'interval [a,b], amb 0 < a < b:
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a -+

Com que la funcié f(z) = x és continua, el teorema 3.4 garanteix que qualsevol suma de

Riemann té el mateix limit. Per tant, per a calcular la integral definida

b
A:/ T dr

podem escollir una particié i una seleccié particulars. Escollim una particié P que

divideix 'interval [a, b] en n intervals de la mateixa longitud

Amk:Ax:b_a,
n

i seleccionem ¢ com l'extrem dret de cada subinterval, on la funcié és maxima.

particié és

73:{a,a+b_a,a+2(b_a),...,a+(n_l)(b_a),b},
n n n

i la seleccid
k(b —
S_{Ck_a—i-(na)}, kzl,...,n.

Per tant, la suma de Riemann és

k=1 k=1 " K "= K
:b—a Za b aZk]:b_alnaij_aZk]
(L k=1 n [ —

La
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La suma dels primers n nombres naturals >";_; k pot trobar-se a 'apendix C. El resultat

és > p1 k= ”(”2+1) i, per tant,

(b—a)®n+1
2 n

b—a{ b—an(n+1)
na-+ —_—

- 5 =0b—-a)a+

n

> fler) Axy, =
k=1

Finalment, trobem el limit d’aquesta expressié quan n — oo, el limit equivalent a
1Pl = 0,

. " b—a)? . n+1
AZJLH;O’;f(Ck)ASUk:(b—G)a‘F( 5 ) r}g&) n
N2 2 2
:(b—a)a—i-u:bf—af. (3.17)

2 2 2

Podem comprovar que el resultat és correcte calculant ’area per un metode alternatiu.
En aquest cas resulta senzill, ja que A és la diferéncia entre ’area d’un triangle de base i
alcada b i I’area d’un triangle de base i alcada a:

1 1
A==-b-b—=a-a.
2b b 2@ a

Definicié 3.11: Valor mitja

Si f és integrable en [a, b], aleshores el seu valor mitja en [a, b] és

1
'LL_bi

/abf(x) . (3.18)

a

Comentari: Si m i M son els valors minim i maxim de la funcié fen l'interval [a, b],
aleshores la propietat (vii) del teorema 3.6 ens diu que

m<pu<M.

Teorema 3.7: Teorema del valor mitja per a integrals definides

Siga f una funci6 continua en l'interval [a, b]. Aleshores, existeix almenys un punt
c € [a,b] tal que

b
1) = [ f@)do.

Demostracio. La funcié f és continua en [a,b] i per tant, pel teorema 2.9, té un minim
m i un maxim M en aquest interval. Com hem vist, en aquest cas m < u < M, on u és
el valor mitja de la funci6 en [a, b], definit en 'equacié (3.18). I de nou, com que f és
continua i pren valors m i M en [a,b], el teorema 1.19 garanteix I’existéncia d’un punt ¢
tal que s’assoleix el valor intermedi f(c) = p. Aixo demostra el teorema. O
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Comentari: Aquest teorema significa que ’area sota la corba és igual a I'area del
rectangle de base b — a i algada f(c). De manera equivalent, també significa que per a
tota funcié continua en [a, b] existeix sempre un punt ¢ € [a, b] tal que f(c) és igual al
valor mitja de la funci6é en aquest interval.

3.4 El teorema fonamental del calcul

Fins ara, la derivacio6 i la integracié han aparegut com a dues operacions independents,
sense relacié aparent entre si. D’una banda, la derivada ens dona una mesura de com
varia una funcié, mentre que la integral definida determina ’area davall la seua corba.
Podria semblar que la integral indefinida estableix una relacié entre aquestes, pero, en
principi, només té a veure amb la derivada, ja que es tracta de la seua operacié inversa.
Haver adoptat una notacié semblant a la de la integral definida pot confondre’ns, pero
fins ara no hem vist cap relacié entre si. Aquesta relacié és expressada pel teorema
fonamental del calcul.

Teorema 3.8: Teorema fonamental del calcul (I)

Siga f(z) una funcié continua en [a, b]. Aleshores

F(z) = /:f(t) dt

és continua en [a, b] i derivable en (a,b), i la seua derivada és f(z):

Fa) = [ 1@yt = (@),

Demostracid. Apliquem la definicié de derivada a la funcié F'(x), quan x i x 4+ h estan

en (a,b):
F(zx+ h) — F(z)

Fi(e) = hii% h
1 z+h T 1 z+h
= lim l /a F(t)dt — / £(0) dt] = Jim /z £t dt, (3.19)

on hem fet servir la propietat (vi) de la integral definida. Segons el teorema del valor
mitja per a integrals definides, existeix un punt ¢ € [z, z + h] tal que

o= [ swan

Com que ¢ < ¢ < x + h, quan h — 0, ¢ — x. Aleshores, com que f és continua en el
punt z, f(c) = f(x):

lim f(c) = /().

h—0
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En conclusid, tenim

F(a)=lim 5 [ f(2)dt = lim f(c) = ().

Siz=aox =0, el limit de Pequacié (3.19) és un limit lateral amb h — 0t o h — 0.
Finalment, el teorema 2.2 implica que F' és continua. I aixi conclou la prova. O

Comentari: En la definici6 de la funci6é F(z),

Flz) = /jf(t) dt

a és un limit que deixem fix i z és un limit variable. Per tant, si f(t) > 0 Vt € [a, z],
F(x) és larea sota la corba y = f(t) en l'interval [a, z], i és llavors una funcié de x. A
més, la diferencia F'(x + h) — F'(z) representa la diferéncia entre ’area baix la corba en
I'interval [a,z + h] i I'area sota la corba en l'interval [a, 2], com representem en aquesta
figura en color gris:

h

\/

! Il !
T T T

\j

a rxx+h

Si h és una quantitat menuda, 1’area de la regié en color gris és aproximadament h - f(x).
Aleshores,

Fla+h)— F(z) ~h- f(x),

i, per tant,

F(z+h)— F(z)
h

~ f(x),

i el limit d’aquesta expressié quan h — 0 és F’'(x). Encara que aquest raonament
no és una demostracio, ens dona una idea intuitiva i una interpretacié geometrica del
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teorema 3.8.
Corol-lari. Si f(x) és continua en [a, b], aleshores té primitiva en [a, b].

Aquest resultat és evident a partir del teorema 3.8. Si f(x) és continua en [a,b]
aleshores és integrable en aquest interval, com ens diu el teorema 3.4 i, per tant, existeix
la seua funcié primitiva F'(x), que verifica el teorema 3.8. Ara bé, que una funcié
tinga primitiva no significa necessariament que aquesta puga ser expressada en termes
de funcions elementals. Per exemple, la funcié f(x) = e=*" és continua en tot el seu
domini, i aleshores és integrable i té primitiva, pero no és possible escriure la funcié F'(x)
corresponent en termes de funcions elementals.

Teorema 3.9: Teorema fonamental del calcul (ITI). Newton-Leibniz

Siga f(z) una funci6 continua en [a, b] i siga F' qualsevol primitiva de f en [a, b].
Aleshores

/a " ) dz = F(b) — Fla). (3.20)

Aquest teorema, que també es coneix com a regla de Barrow, proporciona una
manera alternativa de calcular integrals definides. En lloc de construir sumes de Riemann
i calcular els seus limits, podem obtenir integrals definides a partir de la primitiva de la
funcié a integrar, avaluada en els dos limits d’integracio.

Demostracié. La primera part del teorema fonamental del calcul implica 'existéncia
d’una primitiva de f, que es pot calcular com a

—/jf(t)dt

El corol-lari 2 del teorema 2.12 ens diu que qualsevol primitiva de la funcié f pot ser
expressada com a F'(z) = G(z) + C, amb C una constant. Com que F' i G sén continues
en [a,b], aquesta igualtat també és certa per a x = a i x = b. Aleshores, fent servir les
propietats de les integrals definides, calculem

F(b) = F(a) = [G(b) + C] = [G(a) + C] = G(b) - G(a)

_/ f(t dt—/ f(t)dtpai)/abf(t)dtPT)/bf(:r)dx.

Notacié: La diferéncia F'(b) — F'(a) s’escriu a vegades com a
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Exemple 3.5:
b
/b p .732 b2 (12
rdr=—| = — — —.
a 2 . 2 2

El resultat coincideix amb l'obtingut en 'equaci6 (3.17). En aquell exemple usarem la
definici6 de la integral definida en termes del limit de les sumes de Riemann. En aquest
cas ha sigut molt més facil d’obtenir, ja que només ha calgut calcular la primitiva de la
funcié f(z) =z i avaluar-laen x = bix = a.

Exemple 3.6: Calculem el valor mitja de la funcié f(z) = sinx en linterval [0, 27].
Per la definici6é 3.11, el podem calcular com a

! /27r inzd ! |27 ! (cos0 — cos2m) =0
= — sinzdr = —— cosz|y” = — (cos0 — m)=0.
H 21 Jo 2T 0 2T

La interpretacié d’aquest resultat és senzilla. Les integrals definides entre 0 i 7 i entre 7
i 27 s6n iguals pero de signe contrari:

27 T 27
/ sinxdx:/ sinxd:(:—i—/ sinzdxr =0.
0 0 g

La primera integral, [ sin dx es correspon amb I’area sota la corba de la funcié sin z,
que és no negativa en [0, 7r]. La segona integral pot interpretar-se com una drea negativa,
en aquest cas damunt de la corba de la funci6 sin z, que és no positiva en [, 27]:

f(z) =sinz

14+

Si volguérem calcular ’area entre la funcid sin x i ’eix x entre 0 i 27 hauriem de canviar-li
el signe a la integral entre w i 27, i d’aquesta manera fer-la positiva. Aixo s’aconsegueix
prenent els moduls de les dues integrals definides:

T 27
/ sin x dx / sin x dx
0 T

En general, per a calcular I’area entre una funcié f(x) i l'eix  en un interval [a, b], s"han
de donar els seglients passos:

A= + = |cos0 — cos 7| + |cosm — cos 27| = 2|+ | — 2| = 4.

1. Dividir l'interval [a, b] en els punts on funcié f(z) es fa zero.
2. Calcular la integral definida en cada subinterval.

3. Sumar els moduls de les integrals definides.
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Teorema 3.10: Regla de substitucié per a integrals definides

Sit = g(x) és una funci6 continua en I'interval [a, b], amb rang Ry, i f és continua
en Ry, aleshores

L g(b)
| fe@ngd@do= [ fe)ar.
@ 9

(a)

Demostracid. Siga F qualsevol primitiva de f. Aleshores aplicant la regla de la cadena
trobem

2 Plg@)) = F'(g(@) ¢/ (@) = Flo(a)) ().
i, per tant,
b
| Ha@) g/ (@) de = Flg(@)EZh = F(av) = Flg(@) = FOIZI0) = " f

O]

Aquest teorema és una versié del meétode del canvi de variable per a integrals definides.
En la practica, tenim dues maneres de calcular una integral definida amb canvi de variable.
Podem primer trobar la primitiva amb una integral indefinida en la qual apliquem un
canvi de variable, o fer un canvi de variable en la integral definida i després trobar la
primitiva. En el segon cas s’ha de tenir en compte que en ’aplicacié del canvi de variable
en les integrals definides s’han de canviar també els limits d’integracio.

Exemple 3.7:

1
I:/ 322 Va3 + 1dx.
-1

e Métode 1:

Canvi de variable
B 4+1=t = 3z’dz=dt,

que, segons el teorema 3.10, també s’ha d’aplicar als limits d’integracio:

2
I_/\fdt 22| _

0

S EHCORE S
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e Meétode 2:

Considerem primer la integral indefinida
/3:):2 Vad +1dx,

que podem resoldre fent el canvi de variable

P 4+1=t = 3zdz=dt,

/3m2\/de:/\/idt:§t3/2+(]:§($3+1)3/2+c'

Aleshores

1

I= g(383 +1)3/2

; _ % [(13 I 1)3/2 _ ((_1)3 4 1)3/2} _ % (23/2 _ 03/2) _ 4\3/5

-1

Trobem el mateix resultat.

Teorema 3.11

Siga f(x) una funcié integrable en [—a,a], a > 0. Aleshores:

“ 2/a fx)dx, sif(—z)= f(x) (funci6 parella)
f(z)dx = 0
- 0, si f(—x) = —f(x) (funcié imparella)

Demostracio.

_aaf(x)da: = /0 f(a:)da:+/()af(:c)dg;,

P(vi) J_gq

Li apliquem ara a la primera integral

el canvi de variable
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Trobem

0 0 a a
@iz = [0 = [Crende= [T o,

on en altim pas simplement hem canviat el nom de la variable d’integracié. Aleshores,
hem trobat el resultat

" t@ds = [ odes [T 1@ de = [ @)+ s de.

P(iv)

Si f és una funcié parella, f(—x) = f(x), obtenim

P(v)

_a f(z)dx = /OQQf(.T)d:E = 2/0af(:c)da:.
Si f és una funcié imparella, f(—z) = —f(z), obtenim

_a f(a:)dx:-/oao-dx = 0.

P(v)

Exemple 3.8: Considerem la integral definida
2 3 X 1
I:/ x cos§+§ V4 —22dx.
-2

Aparentment, el calcul és molt complicat, ja que no és facil trobar la primitiva de la
funcio

flx) = (x3 cos";+1> Vi — 22,

2

i, per tant, no podem utilitzar la regla de Barrow. Ara bé, si ens fixem en la forma de
f(z) és facil veure que es tracta de la suma d’una funcié imparella fr(x) i una altra
parella fp(z):

fr(z) = a* cosg Va4 — 22,
fp(x) :%\/4—372.

Com que l'interval d’integracié és simetric respecte de x = 0, el teorema 3.11 ens diu que
la contribuci6 de fr(x) a la integral és nul-la:

2 2
I:/ f(:U)dZL‘:/ fr(x)dzx.
-2 -2
I la integral definida de fp és facilment calculable amb el canvi de variable

r=2sint = dx=2costdt,
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—_ _
=
— J— ™
rT=—-2 t=-3

2 1 2 ™
I:/ fP(x)d$=§/ \/4fx2d93:2/2 cos2tdt.
=) _9

Apliquem ara la identitat

1+ cos2t
cos’t = ;

amb la qual podem escriure

™

3 1 2 1 1
I:/z (14 cos2t) dt = [t—l—2 Sin2t} - <72T+2 Sin7r> - <—72T+2 sin(—w)) =7.

_
2

El teorema fonamental del calcul relaciona derivades e integrals i, com hem vist,
fa possible utilitzar molts resultats de les integrals indefinides en el calcul d’integrals
definides. El meétode del canvi de variable és un exemple, i el de la integracié per parts
un altre. Recordem la féormula d’integracié per parts per a la integral indefinida

[ f@)g @ dz = @) g(@) = [ £(a) gla) do. (3.21)

Seguint un procediment analeg, es pot trobar la férmula d’integracié per parts per
a la integral definida:

b ) b
/a f(@) ¢ (z)dx = f(z)g(z)], — /a f(z)g(x)dx. (3.22)

3.5 Aplicacions de la integral definida

En la secci6é 3.4 hem vist una aplicacié de la integral definida, el calcul d’arees sota la
corba definida per una funcié. En aquesta seccié veurem altres aplicacions de la integral
definida, que també pot fer-se servir per a calcular altres longituds, arees i volums.

Area entre dues corbes

Per a determinar ’area entre les corbes y = f(z) i y = g(z) entre dos punts a i b, amb
f(z) > g(x) per a tot x en [a,b], podem seguir un procediment similar al ja conegut.
Primer definim una particié P = {xg,z1,...,2,} de l'interval [a,b], i fem una selecci6
de punts S = {c1,¢2,...,c,} amb ¢ € [zk_1,2k|. Aproximem la regié6 amb n rectangles,
amb base Axy =z — xp_1 i algada f(cx) — g(ck):
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r====n

L’area s’obté com la suma de Riemann

A=~
k

[f(cr) — g(er)] Azy .
1

n
Si f i g sén continues en [a,b] i prenem el limit ||P|| — 0, la suma tendeix a la integral
definida de la funcié f(z) — g(z) entre a i b:

n b

Xnﬂ%>—ﬂ%ﬂAwf=/Lﬂ@—QQHML

k=1 a

A

= lim
[|P||—=0

Definici6é 3.12: Area entre dues corbes

Si f i g s6n funcions continues en l'interval [a,b], amb f(z) > g(z) Vz € [a,}],
aleshores I’area de la regi6 entre les corbes y = f(x) iy =g(x) dea ab
és

A= [ @) - g(@)] o

A vegades, els limits d’integraci6 a i b sén definits pels punts on les corbes es tallen.

Exemple 3.9: Calculem l'area entre la parabola y = 2 — z2 i la recta y = —x. Si
dibuixem les dues corbes trobem que es tallen en dos punts:
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y=2—a2

\i
8

Q fmmm————

SRR E TP T S

Els podem trobar simplement resolent I’equacié 2 — 22 = —z, que té per solucions

x = —11x = 2. Aleshores, els limits d’integracié sén a = —1 i b = 2. L’area entre les
dues corbes és

2
2 1'2 1,3

A:/_21 {(2—$2)—(—ﬂ?)}d$=/_1(2+9:—x2)da::2:5—!—?—3
(gD (eeded)2

El resultat és un nombre real positiu, com era d’esperar perque la interpretacioé en termes
d’una area siga possible.

-1

Longitud d’una corba plana

Suposem que volem calcular la longitud d’una corba y = f(z) entre dos punts A =
(a, f(a)) 1 B = (b, f(b)). Si la funcié té derivada continua en [a,b] podem seguir un
procediment similar al que ja coneixem. Dividim l'interval [a, b] en n subintervals, amb
a=1x9<x; < - <zp=>. Siy,= f(x), el punt Py = (zg, f(zx)) forma part de la
corba. A continuacié connectem els punts consecutius Pr_1 i P, amb un segment de
recta. Junts, els segments aproximen la corba.
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Ay,

\J
8

Y
8

Considerem un segment particular entre els punts P,_1 i Pi. Si Axp = xp — Tp_q1 1
Ayr = yr — yk—1 = f(xx) — f(zk—1), el teorema de Pitagores ens diu que la longitud del
segment és

Ly = /(Azp)® + (Age)?.

Pel teorema del valor mitja de Lagrange (teorema 2.12), existeix un punt c¢; amb
Tp_1 < ¢ < xk, tal que

Ay = f'(cx) Ay,

i aleshores

LkZ\/(Aﬂfk)2+(f (c) Azy)? \/1 + [f'(cx))? Ay,

La longitud total de la corba entre A i B s’aproxima per
n n
Z = Z V1 Aq:k

La longitud L té la forma d’una suma de Riemann. Aleshores, si fem la divisi6 en
subintervals més fina, L tendeix a una integral indefinida:

L= nll_}ngozn: V1+[f ()] Az = /b mdl‘
k=1 @

Definici6é 3.13: Longitud d’una corba

Si f’ és continua en l'interval [a, b], aleshores la longitud de la corba y = f(x)
entre el punt (a, f(a)) i el punt (b, f(b)) és

L— /:\/1 + @) ds. (3.23)
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3
1
Exemple 3.10: Calculem la longitud de la corba y = % + — entre 1 i 4. Primer
x
calculem f’:
2
, T 1
r)=———.

Per tant,

2 1\* 4 1 1 2 1)\
1 !/ 2:1 2_7 _* L S - L
+ (@) +<4 72 6 24 12

i la longitud resulta
a2 1\? 2 11" /64 1 1
L: _— —_ d = _—— — = _ = = — 7—1 :6.
/1 (4 +x2> ! llQ x| (12 4) (12 )

Exemple 3.11: Calculem la longitud d’una circumferéncia de radi R i I’area d’un
cercle de radi R. L’equacié de la circumferéncia és

224 y2 — R2 7
i aleshores
y=+VR2— 22,

Tecnicament, y no és una funcié, ja que per a cada valor de la variable independent x
trobem dos valors per a la variable dependent y. Ara bé, definim

f(@) = +VR? - a2,

i aleshores la longitud de la circumferéncia sera el doble de la longitud de la corba
y=f(z)entrex=—Riz=R:

fe
'

y=+VR?—22
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Calculem primer la derivada de f(x):

i llavors

2
1+ [f'(z)] - Rl

Ara substituim en I'equacié (3.23) i obtenim

R R dx R dx
— 2 — —_— P — e
L_Q/_R\/l—l—[f’(x)] d:c—QR/_R 2_$2T3114R/0 =
R

)

arcsin x] = 4R [arcsin 1 — arcsin 0] = 4R - z

— 4R
Rlo 2

=27R.

Finalment, I’area del cercle de radi R és el doble de I’area sota la corba y = f(x) i es
calcula directament com a

R R R
A:2/ f(:):)d:an/ VR? —22dx = 4/ VR?—a22dx.
—R —R 0

T3.11
Fem el canvi de variable

r=Rsint = dr=Rcostdt,

i obtenim
A= 4]:52/2 cos? tdt.
0

Per a resoldre aquesta integral fem servir les tecniques que vam veure en la secci6 3.2. En
particular, aquest tipus d’integrals poden ser transformades en immediates amb identitats
trigonometriques com a

1+ cos2t

cos’t = 5 ,

que ens permeten escriure

jus
2

3 1
A:2R2/2 (1 + cos2t) dt = 2 R [t+2 sin 2t
0

_op2 (Tl ) L 1-)}_ 2 T
=2R {(2—1—28111%) <0+2sm0 =2R 5

=rR?.

=]
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Comentari 1: En alguns casos pot interessar calcular la longitud de la corba
expressant x com a funcié de y i integrant sobre la variable y. En particular, si la
derivada % no existeix en algun punt, és possible que la derivada ?TZ si que existisca. En

aquest cas, si ¢’ és continua en [c,d], la longitud de la corba z = g(y) entre els punts
A= (g(c),c) i B=(g(d),d) és

p= ["Virlg Py

Comentari 2: Si y = f(z) és continua en [a, z], el teorema fonamental del calcul ens

permet definir la funcié
s(z) = / V1 ()] dt.

La funcié s(x) s’anomena funcié longitud d’arc. Es una funcié continua que mesura
la longitud de la corba y = f(x) entre el punt inicial (a, f(a)) i el punt (z, f(z)). Segons
el teorema fonamental del calcul, s(x) és derivable i té per derivada

LT T

2
ds =1/1+ (dy) dx ,
dx

El seu diferencial és

i podem escriure
ds? = dz® + dy? .

Aleshores, 'equacié (3.23) és equivalent a

b
L:/ ds.

El diferencial ds té una interpretacié geometrica senzilla. Si prenem increments Az i
Ay, la longitud de la corba varia una quantitat As, amb (As)? = (Az)? + (Ay)?. Si els
increments soén diferencials, Az ~ dx i Ay ~ dy, s varia el diferencial ds.

Exemple 3.12: Com vam veure en el tema 2, una circumferéncia de radi R és
expressada en forma parameétrica per

x = R cost,

y=Rsint,

148



Avelino Vicente Grau de Fisica - Calcul I
Departament de Fisica Teorica, UV Tema 3 Integracio

amb 0 <t < 2m. Calculem de nou la longitud, pero ara a partir de la forma parametrica.
En general, tenim una expressié de la forma

x=1(t),
y=9(t),

amb t; <t < t5. El diferencial de longitud d’arc pot expressar-se com a

ds = [d1;2 + dy2] 1/2 - l(%’)z dt? + (%)2 dﬁ] v — l(%)Z + (%)2] v dt.
1/2

L— : ds = /: l(%)Z (%ﬂ dt . (3.24)

En aquest cas particular ¢(t) = R cost, ¢(t) = R sint, t; = 01 to = 2. Aleshores

I aleshores

d

d_qf = —R sint,

d

d—(f = R cost,

i substituint en l'equacié (3.24),
27 27
Lz/ VR2 sint + R? cos?tdt = R dt =27R.
0 0

Area d’una superficie de revolucié

Una superficie de revolucié és la que es genera mitjancant la rotacié d’una corba
plana al voltant d’una recta directriu, anomenada eix de rotacid, la qual es troba en el
mateix pla que la corba. El seglient exemple mostra la superficie de revolucié generada
per la rotacié de la corba y = sinx al voltant de I'eix x entre els punts t =01 z = 7:

Yy =sinx
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Per a calcular ’area d’una superficie de revolucié utilitzem un metode similar a ’anterior.
Suposem que volem calcular ’area d’una superficie de revolucié generada per la rotacié
d’una corba entre dos punts x = a i x = b al voltant de l'eix x. Dividim l’interval
[a,b] en n subintervals, amb a = zp < 1 < -+ < 2, = b. A continuacié connectem
punts consecutius amb segments de recta i considerem un segment particular en 'interval

[x—_1,zk]. Com ja sabem, la longitud d’aquest segment és Ly = \/(Amk)2 + (Ayk)z, amb
Azxy =z — xx—1 1 yr = f(zx). La seua revolucié al voltant de I’eix  genera un tronc
de con:

\j
8

L’area d’un tronc de con és el producte de la semisuma dels perimetres de les bases per
la generatriu. En aquest cas, aquesta regla general es tradueix en

Sk = % 27 f(xg—1) + 27 f(zr)] Ly = 7 [f(zr—1) + f(2x)] \/(Agﬁk)2 + (Ayg)”

Pel teorema del valor mitja de Lagrange (teorema 2.12), existeix un punt c¢; amb
Tp_1 < ¢ < xk, tal que

Ay = f'(ck) Azy

1 aleshores

Sk = [f(xh-1) + [ ()] 1+ [/ ()] Ay

L’expressi6 resultant no és exactament una suma de Riemann, ja que el factor f(xp_1) +
f(xk) no esta avaluat en x = ¢x. Ara bé, en el limit n — oo la diferéncia Az es fa
més menuda i f(xg_1) + f(zx) tendeix a 2 f(cx). Aleshores S = > 7_; Sk tendeix a una
integral definida.
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Definicié 3.14: Area de la superficie de revolucié al voltant de ’eix =

Si f'(z) és continua en [a,b], amb f(z) > 0 Vx € [a,b], I’area de la superficie
de revolucié en fer girar la corba y = f(z) al voltant de 1’eix x és

S = 27r/abf(:v) J1+ [f(@)2 de. (3.25)

En forma diferencial, aquesta definici6 és equivalent a
dS =2ry-ds,

on ds és el diferencial de longitud d’arc. La interpretacié geomeétrica és clara. L’area dS
de la superficie de revolucié generada per la rotacié d’un diferencial de longitud d’arc ds
és la del rectangle de base 27y i alcada ds.

Exemple 3.13: Calculem I'area d’una esfera de radi R, la superficie de revolucié

generada per la funcié f(z) = +v R? — z%:

Y

y=+VR?—x?

En l'exemple 3.11 trobarem

x? R?

2
1+ [f @) =1+ =5

Aleshores, substituint en I'equacié (3.25) obtenim

—zﬂ/ NIy

=47 R?.

dscf27rR/ dr = 47TR/ dx

T3.11

Ve
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Igualment, és possible considerar la rotacié d’una corba al voltant de 'eix y. El calcul
de l’area de la superficie de revoluci6é generada és completament analeg.

Definicié 3.15: Area de la superficie de revolucié al voltant de I’eix y

Si ¢'(y) és continua en [c,d], amb x = g(y) > 0 Vy € [c,d], ’area de la superficie
de revolucié en fer girar la corba x = g(y) al voltant de ’eix y és

d
S=2n / a) 1+ g dy. (3.26)

Volum d’un solid de seccié transversal coneguda

El volum d’un cilindre que té base amb area A i algada h és simplement V = A - h.
Aquest resultat ben conegut pot ser estes a solids més complicats si coneixem la seccid
transversal en cada punt. Considerem un solid general. La seccid transversal en cada
punt x de l'interval [a, b] té area A(x), una funcié continua de x que se suposa coneguda.
Dividim l'interval [a, b] en n subintervals, amb a = xp < 1 < -+ < x,, = b. Aix0 divideix
el solid en n llesques. Considerem ara el subinterval [zj_1, x|, corresponent a una llesca
de volum V4.

Aproximem Vj, pel volum d’un cilindre de base amb area A(zy) i algada Axy = xp — xk_1,
Vk ~ A(xk) Al‘k s

i aleshores, el volum total entre a i b és

k=1 k=1

Aquesta aproximacié millora quan la distancia entre x;_1 i xx es fa més menuda, és a
dir, quan n — oo o, equivalentment, quan la norma de la particié definida tendeix a zero.
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En conclusié

n—oo

n b
V = lim ZA(azk)A$k :/ Az)dz.
k=1 e

Definicié 3.16: Volum d’un so6lid de seccié transversal coneguda

Siga un solid de secci6 transversal d’area A(x) coneguda, amb A(x) una funcié
integrable en [a, b]. Aleshores, el seu volum des de x = a fins a x = b és

V= /bA(:c) dz . (3.27)

La forma diferencial d’aquesta definici6 és

dV = Adx.

Exemple 3.14: Calculem el volum d’una piramide d’al¢ada h i base quadrada de

costat [. Dibuixem la piramide amb el seu vertex en ’origen i la seua alcada al llarg de
leix a:

Les seccions transversals de la piramide en cada valor de la variable  sén quadrats amb
costats d(z). El valor de d(x) pot trobar-se facilment per semblanga de triangles:
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/2
d(z)/2
X
) h
Aleshores,
T
dlz)=1—,
(@) =17
i area de cada seccid transversal és
2
2 _ 2%
Alx) =d(x)* =1 e

Finalment, podem aplicar 1’equacié (3.27) per a trobar el volum de la piramide:
h 2 rh I A B
V= _ 2 9. _ _ 12
_/0 A(x)dx—ﬁ/oazdx——— —ﬁ'g—glh-

Volum d’un solid de revoluci6

En un solid de revolucié generat per la rotacié d’una corba y = f(x) al voltant de l'eix x
totes les seccions transversals sén cercles de radi R(z) = f(z). Per tant, es tracta d'un
cas particular de solid amb seccié transversal coneguda, amb

A(z) = R(2)* = f(x)?,

i aleshores, el volum generat entre els punts t =a iz = b és
b
V= w/ f(z)*dz. (3.28)
a

Exemple 3.15: Calculem el volum d’una esfera de radi R. Per 'exemple 3.11, ja
sabem que l'esfera de radi R es genera per revoluci6 al voltant de I'eix = de la funcio
f(z) = +V R? — 22. Per tant, per aplicacié directa de I'equaci6 (3.28):

VIT['/_];JC(CU)ZCZ$:7['/_];<R2—(IZ2) desz_HQw/OR(RQ—xZ) dx

318 3
=27 R2x—$— =27 R3—R— = 7T~2R3
3 0 3 3
4

:§7TR3
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Comentari: El procediment és analeg si el solid de revolucié es genera per rotacié
d’una corba z = g(y) al voltant de l’eix y. En aquest cas el volum del solid generat entre
els punts y = c i y = d es calcula com a

V=/Cdz4(y)dy=7r/cdg(y)2dy-

3.6 Integrals impropies

La definici6 de la integral definida (definicié 3.8) té dos requisits. En primer lloc, interval
d’integracio és finit, i en segon lloc, I'integrand és finit en tots els punts de 'interval
d’integraci6. Introduim ara un nou concepte, la integral impropia, que permet anar
més enlla i considerar altres casos.

Definicié 3.17: Integral impropia de tipus I

Les integrals amb limits d’integraci6 infinits s’anomenen integrals impropies
de tipus I.

1. Si f(z) és continua en [a, c0), aleshores
00 b
/ f(z)dx = lim / f(z)dz.
a b—o0 Jq
2. Si f(x) és continua en (—oo, b, aleshores
b b
/ f(z)dx = EI_H / f(z)dz.

3. Si f(x) és continua en (—o0, 00), aleshores

/O:Of(x)das:/coof(x)dxjt/coof(x)am’

on c és qualsevol nombre real.

En cada cas, si el limit és finit, direm que la integral impropia convergeix i que el
limit és el valor de la integral impropia. Si el limit no existeix, la integral impropia
divergeix.

Comentari 1: L’eleccié de ¢ en la part 3 de la definicié no és important i, per tant,
en la practica es pot escollir qualsevol valor que resulte convenient per al calcul.

Comentari 2: Les integrals de la definicié poden ser interpretades com a arees si
f(xz) > 0 en l'interval d’integraci6. En aquest cas, 'area sota la corba y = f(z) sera
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finita si la integral impropia convergeix i infinita si divergeix.

Exemple 3.16: Calculem

o0
/ e .
0

Com que e™® > 0 Vz € R, aquesta integral impropia és I’area sota la corba y = e™* entre

01 0o. Podem calcular-la com a

0 b
/ e ¥dr=lim | e *dr= lim A(b),
0 b—roc0

b—o0 Jo

on A(b) és 'area sota la corba entre 0 i b:

Yy

<

Primer calculem A(b),
b b
A(b) = / e tdr = —e | = —e P41,
0
i després calculem el limit,

e¢]
/ e ¥dr= lim A(b) = lim (—eib + 1) =1.
0 b—o0

b—oo

Exemple 3.17: Calculem

/Oo dx
—00 1+ZE2.

Com que ﬁ > 0 Vz € R, aquesta integral impropia és I'area sota la corba y =

entre —oo i 0o:

<
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Ens trobem en el cas 3 de la definicié 3.17 i escollim ¢ = 0. Aleshores, podem escriure

/°° dz _/0 dz +/0" dz
oo L+ a2 o1+ 22 o 1422’

i avaluar les dues integrals impropies resultants:

/0 dx ) 0 dx
—— = lim
o 14+ 22 e, 14 22

= lim arctanz|) = lim (arctan( — arctana) = 0 — (—W) = E,
a——00 a——o00 2 2
/°° dx . b dx
= lim —
o 1422 b5y 1+ 22
= lim arctan a:\g = lim (arctanb — arctan0) = T _o0=".
b—o0 b—ro0 2 2

Aleshores, I'area sota la corba y = ﬁ entre —oo i 0o és

/°° dx 7r+7r
—_— = — 4+ — =T,
oo 1+ 22 2 2

Pot comprovar-se facilment que si haguérem escollit un altre valor per a c el resultat
final hauria sigut exactament el mateix.

Exemple 3.18: Calculem

0 d
I(a):/ ® acR.
1

zo”

1

x>

Calculem primer la primitiva de la funcié

1 —atl
/dac gt T a#l
—a:
v Inx a=1

Considerem dos casos:
e =1

o0
/ dr _ lim ln:n|ll’: lim (Inb—0) =1In lim b = oo,
1

% b—o0 b—o0 b—o0

on hem intercanviat I'ordre del calcul del limit i el logaritme aprofitant que es tracta
d’una funcié continua. En conclusié, I(1) divergeix.

e a#1
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® dx 1 b 1
/ — = lim x_o‘H’ = lim (b_a+1 — 1)
1 x@ —a+1 b=oo 1 —a—+1 b—-
1
= {1 — lim bl—a] .
a—1 b—o0

El limit limp_y0o &'~ depén del signe de 1 — . Si 1 — a > 0, el limit és infinit, i si
1 —a <0, el limit és 0. Aleshores

divergeix sia<1

® dx
Ia:/—
(@) - . X

convergeix a =7 sia >1
De nou, la interpretacié en termes d’arees ajuda a verificar el resultat. L’area baix la
corba de la funci6 f(z) = 2?2 entre 1 i co és I(—2), que evidentment divergeix.
Definici6é 3.18: Integral impropia de tipus 11

Les integrals de funcions amb asimptotes verticals en un punt de I'interval d’inte-
gracié s’anomenen integrals impropies de tipus II.

1. Si f(x) és continua en (a,b] i discontinua en a, aleshores

[ sy = im [ ) de

c—at

2. Si f(x) és continua en [a,b) i discontinua en b, aleshores

/f x—hm cf()a:

a

3. Si f(x) és discontinua en ¢, amb a < ¢ < b, i és continua en [a,c) U (¢, b],

aleshores
b c b
[ t@dao= [ t@da+ [ f@)da

En cada cas, si el limit és finit, direm que la integral impropia convergeix i que el
limit és el valor de la integral impropia. Si el limit no existeix, la integral impropia
divergeix.

Comentari: De nou, si la funcié f(x) és no negativa en tot l'interval d’integracid, la

integral impropia pot interpretar-se com una area, que pot ser finita o infinita.

Exemple 3.19: Calculem
L dx
0 VT
La funci6 f(z) = ﬁ no és continua en = 0, on té una asimptota vertical.
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Yy

Per aquesta rad, la integral és impropia. La calculem de manera senzilla, trobant primer
una integral definida i després avaluant un limit

L dz L dz

1
— = 1li — = lim 2 =2 1i 1-— =2.
o VE e S Ve T Ve =2l (V)
Aleshores, I’area sota la corba y = % entre 0 i 1 és finita.

Exemple 3.20: Calculem

/ L dx
0 1—z '
De nou, 'integrand presenta una discontinuitat en un punt, concretament en x = 1.
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Aleshores, seguim el mateix procediment de I’exemple 3.19

L dx b dx b
=1l =1l —In|l - =1l —1In(1 — = 00.
i [ g e il = i -] = o

El limit és infinit i, per tant, la integral divergeix. L’area baix la corba y = ﬁ entre 0 i
1 és infinita.

Establirem ara uns criteris que ens permeten saber si una integral impropia és
convergent o divergent, sense necessitat de calcular-la.
Teorema 3.12: Criteri de comparacié directa
Siguen f i g continues en [a,00), amb 0 < f(z) < g(x) Vz > a.
o (0.9}
1. Si / g(x) dz convergeix aleshores / f(z) dz convergeix.
a a

[e.9]

2. Si / f(z) dz divergeix aleshores / g(z) dz divergeix.
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Demostracio. Si0 < f(x) < g(x) Vz > a, aleshores, per la propietat (viii) de les integrals
definides (teorema 3.6), tenim

b b
/f(a;)dwg/g(m)dx, b>a,

i, per tant, si limp_o ffg(w) dx és finit, també ho és limy_,., ff f(x)dx. De la mateixa
manera, si limp,s [ ; f(z)dx és divergent, també ho és limp , [ f g(z)dx. Aquesta
comparacié de limits és molt intuitiva i pot demostrar-se de manera rigorosa, encara que
no ho farem aci. O

Comentari 1: Aquest teorema té una interpretacié immediata en termes d’arees.
La condicié 0 < f(x) < g(x) Vx > a significa que 'area sota la corba y = f(x) és igual o
menor que l'area sota la corba y = g(x) Vo > a. Aleshores, és evident que si la segona és
finita, la primera també ho ha de ser. Igualment, si la primera és infinita, la segona ho
ha de ser.

Comentari 2: Les afirmacions contraries no sén certes. Si [° f(x) dz convergeix
. [e'e) RN . o0 . . .
no sabem si [ g(x) dx convergira o no. Igualment, si [° g(z) dx divergeix no sabem si
o0 . PN
1.7 f(x) dx divergira o no.

Comentari 3: El teorema també és valid per a integrals impropies amb l’interval
d’integraci6 infinit (—oo, b], 0 amb intervals d’integracié finits [a,b) i (a, b].

Exemple 3.21: Volem saber si la integral impropia

o0 2
/ e ¥ dx
1

és convergent. Per la definicié d’integral impropia de tipus I,

o0 2 b 2
/ e ¥ dr = lim e ¥ dx,
1 b—o0 J1

N 4 . e e ., _ 2 .
pero no és possible trobar una primitiva de la funcié f(x) = e~ en termes de funcions

elementals i, per tant, no podem avaluar la integral definida. En aquest cas, hem de

. . N 22 _
recorrer a un criteri de convergencia. Sabem que per a x > 1, ™% < e %
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Aleshores,

b b 11
/efxzdl“é/efxda::—efb—i-e*l:*—*ba
1 1 e e

i, per tant, limp_, flb e~ dx convergeix a algun valor finit. Encara que aquest valor és
desconegut, sabem que és finit i podem trobar una fita:

> b 11 1
/ e dr = lim e~ dx < lim ( — > = -,
1

b—oo J1 b—oo \ € eb e

Exemple 3.22: Podem fer servir el resultat de I'exemple 3.18 per a demostrar la
convergencia o divergencia d’altres integrals impropies.

% gin? ,
. 5— dx és convergent.
1 x

sin? z

1 >~ 1
Perque 0 < < —en[l,o0)il(2)= / — dx és convergent.
1

2 T oz 2

dx és divergent.

o
I A S
/1 V22 — 0.1

1
Perquée — >

L on 11,00 1 1(1) /Oold ¢s divergent
— €n ,00) 1 = — ax es divergent.
2 —-01 = 1 8

X

Teorema 3.13: Criteri de comparacié del limit

Siguen f i g dues funcions positives i continues en [a, 00). Si existeix el limit

lim f(z)

Y

amb L > 0 un nombre positiu, aleshores les integrals impropies

/aoof(x)dx i /aoog(a:)dx

ambdues convergeixen o ambdues divergeixen.

Demostracid. Suposem primer que l'integral [ g(x) dx és convergent. Com que lim, o %
L, per la definicié 1.15 sabem que per a tot nombre real € > 0 existeix un valor M > a

corresponent, tal que
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Siga e = 1. En aquest cas, la desigualtat es tradueix en

—1<M—L<1,

9(x)
o de manera equivalent
p-1< i@ pyy
9(x)

Com que f(z) > 01 g(z) > 0 Vz > a, trobem finalment
0< f(z) < (L+1)g(z). (3.29)

Com que [° g(x) dz convergeix, [y g(x)dz també convergeix, ja que M > a. Aleshores,
existeix un nombre real c tal que

b

lim [ g(z)dz=c,
b—oo J M

i podem calcular

o0 b b
/ (L+1)g(x)de = lim [ (L+1)g(z)dx=(L+1) hm gx)dr =(L+1)c
M b—oo J M b—oo J M
En consequiencia, [y7 (L + 1) g(z) dx és convergent. Pel criteri de comparacié directa i la
desigualtat (3.29), deduim que [,; f(z)dx també és convergent. Finalment, escrivim

/aoo (@) dz = /aMf(x) do + /A;o (@) dz

Com que faM f(z)dzr és una integral definida (i aleshores finita) i hem provat que
Jar [(z) dx és convergent, aleshores [ f(x) dx és convergent. Suposem ara que [;° g(x) dz
és divergent. En aquest cas fem servir de nou la definicié de limit a I'infinit perd escollint
€= % > (0. Aleshores, arribem a la desigualtat

L f(x) L

2 g(x) 2

per a x > M. Amb un procediment similar al del cas anterior, podem traduir aquesta
desigualtat en

0 < g(x) < % Fz). (3.30)

Com que [7° g(x) dz divergeix i faM g(z) dzx és finita, [y g(x) dz divergeix. Pel criteri de
comparacié directa deduim que [ % f(x) dz divergeix també. Aleshores,

00 b 9 L
/sy de = Jim / fa)de =7 lim [ Ci@d=g [ T 2 f(z) da
és divergent, i en conclusi6 [° f(z) dz divergeix. O
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Comentari: El teorema també és valid en altres casos:

e En (—o00,b] si limg—,_ % =L>0.

o En [a,b) si lim,_,,- {5 = L > 0.

e En (a,b] silim,_,,+ % =L>0.

Exemple 3.23: La integral impropia

/OO dzx
1 1+a2

és convergent. Per a demostrar-ho fem 1s del criteri de comparacié de limits, fent servir

el resultat de 'exemple 3.18, on trobarem que I(2) = [ i—g convergeix. Definim

Les dues funcions sén positives i continues en [1,00). Trobem

2
lim M: lim 1tz

T—00 g(x) =00 2 =1

o0 dx : 0 _dz / . s 2
Aleshores, com que || 7% convergeix, IA THa? també convergeix. No obstant aixo, és

important assenyalar que els seus valors poden ser diferents. De fet

> dx 1
—=J2)=—=1
/1 =12 = =1,

x
*  dx b dx T T o
= 1li = 1li tanb — arctanl| = - — — = —.
f v =l [ e = i feetand —avctan ) = 5= = 3

Exemple 3.24. La funcié gamma: La funcié gamma es defineix com a
o
T(z) = / ettt (3.31)
0

Té les segiients propietats:

z+1)=uzlsizeN

x4+ 1)~ z"e ™ /2rz quan x — 0.
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Demostracio. Les demostracions d’aquestes propietats fan s de molts dels conceptes
introduits en aquest tema.

(i) Aquesta demostraci6 segueix diversos passos, obtenint resultats intermedis que
després s’aplicaran en diferents moments. En primer lloc, si > 0, la integral [;° e Tt dt
és convergent:

0o b _—at]? bz q
/ e "t dt = lim e Tt dt = lim l € 1 = lim [ € + =
0

b—00 /0 b—o0 x 0

Siga ara n € N. Aleshores, per aplicacié repetida de la regla de ’'Hopital,

ot (=D (n—1)(n—2)t"3
Pare et/2 tliglo % et/2 B tliglo 2% et/2 -
_ _ . _ n—k—1
— lim (n—1)(n 2)1 (n—Fk)t .
t—00 5% et/2

Com que t"~! és un polinomi de grau n — 1, eventualment I'aplicacié de la regla de

I’Hopital donara zero. En particular, per a £k = n. En conclusio,
tn—l

lim —=
t—o00 et/2

= 0. (3.33)

Aixo0 significa que per a tot € > 0, existeix un nombre real M > 0 corresponent, tal que
sit > M aleshores
tn—l

—| <e€.
/2

Siga € = 1. En aquest cas trobem que per a tot t > M, 0 < "1 < et/2. Multiplicant per
et >0, trobem

0<ettnt<e /2, (3.34)

El resultat en I'equacié (3.32) implica que, en particular, la integral impropia [;* e t/2 4t
és convergent. Aleshores, pel criteri de comparacié directa i tenint en compte la desigual-
tat (3.34), la integral [;° e " ¢"~! dt també és convergent. Per tant, hem demostrat la
convergencia de I'(z) en el cas en qué x és un nombre natural. Considerem ara el cas
en queé x és un nombre real positiu. Primer, estudiem z > 1. Definim la funcié part
entera de x, |z, com el nombre enter més gran tal que |z| < x < |x] + 1. Per exemple,
|2.3] =21 |7.8] = 7. Aleshores, per a t > 0 tenim

0<ett* !t <etylel (3.35)

Com que hem demostrat que [;° e~ tt" 1 dt és convergent per a qualsevol n € N, en
particular fooo e ttlel gt és convergent. Aleshores, I'aplicacié del criteri de comparacio
directa en combinacié amb la desigualtat (3.35) ens diu que [;°e~*t*~1dt és convergent
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per a qualsevol x € R, z > 1. Només queda considerar el cas 0 < z < 1. Resulta
convenient separar

o) 1 0o
/ e—ttm—ldt:/ e—tt$—1dt+/ e tt*ldt. (3.36)
0 0 1

Hem de demostrar que les dues integrals sén convergents. Estudiem primer la segona. Si
t > 1 aleshores

Sabem per l'equacié (3.33), que els limits quan ¢ — oo dels termes als extrems d’aquesta
desigualtat sén zero. Aleshores, pel teorema de l’entrepa (teorema 1.7), deduim
) tx—l
i =0
Seguim ara un raonament analeg al del cas en qué x era un nombre natural i trobem
0<ett* L <e 2, (3.37)

La integral [[°e~'/2dt és convergent, ja que tant fol e t2dt com [°e /% dt ho sén.
Aleshores, pel criteri de comparaci6 directa, la integral [{°e™" t*~1dt és convergent si
0 < z < 1. Finalment, estudiem fol e tt*1dt. Perat>0,e>1implicae® <1i
aleshores

0<ettvl <yt (3.38)

Per altra banda, si 0 < x < 1, la integral fol t*~1 dt és una integral impropia de tipus II,
ja que la funcié t*~! té una asimptota vertical en ¢ = 0. Aleshores, ’hem d’avaluar com
un limit:

! ! 1! 1 a”\ 1
/ t*Ldt = lim t*1dt = lim [} = lim ( - a) =—.
0

a—071 Jg a—0t | T ], a0t \ZT x X

Com que fol t*~1 dt és convergent, el criteri de comparacié directa i la desigualtat (3.38)
impliquen que fol et t*~1 dt també és convergent. Per tant, hem demostrat que les dues
integrals en I'equaci6 (3.36) sén convergents, i aleshores [° ™! t*~! dt també ho és. Amb
aquest resultat queda provat per a qualsevol x > 0.

e b
(7)) T(x+1) = / e ' dt = lim e 't* dt. Integrem per parts:
0

b—o0 Jo

u=t* & du=zt*ldz,

etdt=dv < v=—e".

Aleshores, utilitzant la formula de la integraci6 per parts per a la integral definida, trobem

P(z+1) = lim [—e—tﬂ]z—/Ooo(—e—t)(xtr—ldt).

b—o0
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Per una banda, tenim

lim [—e‘ttﬂz = lim (—e_bbx) =0,

b—o0

on I'altim pas pot demostrar-se, per exemple, usant la regla de I’Hopital. Aleshores,

F(z+1) :0+a:/ e 't dt = 2 T(x).
0

oo b
(iii) T(1) :/ e~tdt = lim [—e_t}o = —lime?+1=1

0 b—oo b—o0

(iv) A conseqiiéncia de les propietats (ii) i (iii), si  és un nombre natural tenim
Nz+1l) =al(x)=z((z—1)T'(z-1)]=2(x—-1)---2-1-T'(1) = z!.

(v) Aquesta férmula asimptotica de la funcié gamma s’anomena férmula de Stirling
i permet obtenir un resultat aproximat per al factorial d’'un nombre natural quan aquest
és molt gran. No la demostrarem. O

La funcié gamma va naixer com una generalitzacié del factorial per a nombres no
naturals, una qiiestié plantejada a principis de segle XVIII i resolta per Euler, el qual va
introduir una primera versié d’aquesta funcié. Efectivament, hem vist que I'(x + 1) = «!
per a x € N, pero la funcié gamma també pot aplicar-se a nombres no naturals. Per
exemple, I’ (%) = /7, un resultat que no demostrarem aci. Posteriorment, matematics
de la talla de Stirling, Gauss, Weierstrass o Legendre li van donar s en diferents branques
de les matematiques. Actualment, la funcié gamma té moltes aplicacions, en arees tan
diverses com la probabilitat, I’analisi complexa o la teoria de nombres.
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Successions | series

Les seéries divergents son un invent del dimoni.
— Niels Henrik Abel

4.1 Successions

Definicidé 4.1: Successid

Una successié de nombres reals és un conjunt ordenat de nombres reals. Per
tant, és una funcié definida en els nombres naturals i amb valors reals:

N — R
n — ap

Definicio 4.2: Successié infinita

Una successid infinita és una successié que té com a domini el conjunt dels
nombres naturals.

En general, una successié o seqiiéncia és una llista ordenada d’objectes. En aquest
tema considerarem sempre successions infinites de nombres reals i farem servir el terme
generic successio per a referir-nos-hi. Les denotarem com a

{a17a27 . } = {an}fzozl >

on ai, as, ...son els termes de la successié. L’index de la successié és el nombre natural
n, que determina la posicié dels termes en la successié. L’expressié d’un terme qualsevol
de la successi6 segons el seu valor de n s’anomena terme general o terme n-ésim i es
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denota per a,. Si coneixem a, podem determinar tots i cadascun dels termes que formen
la successié.

Exemples 4.1:
o a, =n?% {a,} = {1,4,9,16,25,...}.
1 1111
bn=—,{bn} =<1, =, -,—,=,... .
L n nu{n} {727374)5> }
e cp=(—1)" {en} ={-1,1,-1,1,—-1,... }.
Una manera alternativa de definir una successié és a partir del valor o valors del

terme o termes inicials i una férmula recursiva per a calcular qualsevol valor a partir dels
anteriors.

Exemples 4.2:

e a;=2ia,=3an_1—1pern>1, {a,} ={2,5,14,41,122 ... }.

e Els nombres de Fibonacci: by = 1, by = 11ib, = b,_1 + b,_2 per n > 2,
{bn} ={1,1,2,3,5... }.

Dues classes de successions d’especial importancia sén la progressié aritmetica i la
progressié geometrica. Una progressié aritmeética és una successié en la qual cada
terme, excepte el primer, s’obté sumant a ’anterior un mateix nombre real:

Progressi6 aritmetica: apy1 =a, +d, deR
En aquest cas és facil trobar el terme general a partir de la llei de formacié de nous
termes:
ag =a1+d,
a3:a2+d:a1+2d,
a4:a4+d:a1+3d,

ap=a1+(n-1)d.
Una progressié geomeétrica és una successié en la qual cada terme, excepte el primer,
s’obté multiplicant I’anterior per un mateix nombre real:
Progressié geometrica: ap41 =ap-r, T ER
De nou, podem trobar el terme general a partir de la llei de formacié de nous termes:
az = a1 -r,
_ _ 2
a3 =ag-r=aj-r,

ag=as-r=a,-r,
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Els segiients dos exemples mostren un metode per a representar graficament una successio:

20 + ap, =N 1

Definicioé 4.3: Successié fitada

Una successié {a,} esta fitada superiorment si existeix un nombre M € R tal
que a, < M Vn. El nombre M és una fita superior per a {a,}. La minima fita
superior per a {a,} s’anomena suprem i es denota com a sup {ay}.

Una successié {ay} esta fitada inferiorment si existeix un nombre m € R tal
que a, > m Vn. El nombre m és una fita inferior per a {a,}. La maxima fita

inferior per a {a,} s’anomena infim i es denota com a inf{a,}.

Una successio {a,} esta fitada si esta fitada superiorment i inferiorment.

Exemple 4.3: La successi6é {1/n} esta fitada superiorment i inferiorment, ja que
0<1/n<1,YneN. Amés,sup{l/n} =1iinf{l/n} =0.

Exemple 4.4: La successié {2"} esta fitada inferiorment, ja que 1 < 2", Vn € N.
L’infim de la successi6 és inf {2} = 1 i no existeix suprem.

Exemple 4.5: La successié {(—1)"2"} = {—2,4,-8,16,—32,...} no esta fitada.

Definicidé 4.4: Successié monotona

Diem que la successi6 {a,} és creixent si i només si a,, < ap11 Vn € N. Diem
que {a,} és estrictament creixent si i només si a,, < an+1 Vn € N.

Diem que la successié {a,} és decreixent si i només si a,, > ap+1 ¥n € N. Diem
que {a,} és estrictament decreixent si i només si a,, > an4+1 Vn € N.

En qualsevol dels casos anteriors, la successié és monotona.

Exemple 4.6: La successio {n} ={1,2,3,...} és estrictament creixent.
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Exemple 4.7: La successié {(—1)"n} = {—1,2,-3,...} no és monotona.

Definicidé 4.5: Limit d’una successio

La successi6 {a,} convergeix al nombre L € R si per a tot ¢ > 0 existeix un
enter N corresponent, tal que

n>N = J|a,—L|<e.

En aquest cas escriurem

lim a, =L, o a,— L,
n—,oo

i direm que L és el limit de la successi6 {a,}. Si L no existeix, la successio {a, }

divergeix.

Comentari: Aquesta definicié és molt similar a la de limit a I'infinit d’una funcié
(definici6 1.15). Pot il-lustrar-se graficament de la manera segiient:

an
A
L+ efmmmmmm et e e e e ey e e
L —eqmmmmmpmmm g et et e e
t > N
N

Com veurem, podem aprofitar aquesta similitud per a calcular limits de successions.

Exemple 4.8: Demostrem
1
lim — =0. (4.1)

n—oo n,
Siga € > 0. Hem de provar que existeix un enter IV, tal que
1 1
n>N = ‘—0’:<e.
n n
Efectivament, si N és qualsevol enter més gran que %, aquesta desigualtat es verifica per
atot n > N.

Exemple 4.9: Siga k € R una constant. Aleshores,
lim k=k. (4.2)

n—o0

172



Avelino Vicente Grau de Fisica - Calcul I
Departament de Fisica Teorica, UV Tema 4  Successions i series

La demostracio6 fa servir de nou la definicié de limit d’una successié. Siga € > 0. Hem de
provar que existeix un enter NV, tal que

n>N = |k—kl=0<e,
pero aixo és evident perque e > 0.

Exemple 4.10: La successio {(—1)"} = {—1,1,—1,1,... } divergeix. Per a demostrar-
ho suposem que la successié convergeix a un nombre L. Escollim € = % Aleshores, per
la definicié 4.5, existeix un enter N tal que per a tot n > N, |a, — L| < % Com que el
nombre 1 és part de la successié, tenim en particular |1 — L| < % 0, de manera equivalent,
% <L< % De la mateixa manera, com que el nombre —1 és part de la successio, tenim
|-1-L| < % i, per tant, —% <L< —%. Com que L no pot estar en els dos intervals
obtinguts, L no existeix i la successio divergeix.

Definicié 4.6: Divergencia a infinit

La successi6 {a,} divergeix a infinit si per a tot nombre M € R existeix un
enter N corresponent, tal que

n>N = a,>M.
En aquest cas escrivim

lim a, =00, 0 a,— 00.
n—oo

La successi6 {a,} divergeix a menys infinit si per a tot nombre m € R existeix
un enter N corresponent, tal que

n>N = ap<m.
En aquest cas escrivim

lim a, = —oc0, o0 a,— —.
n—oo

Com hem vist en ’exemple 4.10, una successié pot divergir sense que la divergencia
siga a infinit o menys infinit.

Exemple 4.11: La successié {y/n} divergeix perque els seus termes es fan més grans
quan n creix. Aleshores, per a qualsevol nombre M € R sempre puc trobar un enter N
tal que a,, > M per an > N. Escrivim

lim v/n =o00.
n—oo
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Teorema 4.1

Tota successié convergent és fitada.

Demostracio. Siga {a,} una successié convergent. Aleshores, a,, — L. Aix0 significa que
per a tot nombre real € > 0 existeix un enter N tal que

n>N = l|a,—L|<e.

Siga € = 1. Aleshores, |a, — L| < 1 sin > N. Considerem ara |a,|. Fent servir la
desigualtat triangular per al modul tenim

|an| = [an — L + L| < |a, — L] + [L],
i, per tant,
lan| <14+ L] = —-1-|L|<a,<1l+]L|.
O

Comentari 1: [’afirmaci6 inversa no és certa. Una successié fitada pot ser divergent,
com hem vist en 'exemple 4.10. La successié {(—1)"} és fitada, ja que —1 < a,, < 1,
pero és divergent.

Comentari 2: Aquest teorema implica que tota successié no fitada és divergent.

Exemple 4.12: La successi6é {1/n} és convergent, ja que 1/n — 0, i és fitada, ja que
0<1/n<1

Teorema 4.2: Teorema de Weierstrass de la successié monotona

Tota successié monotona i fitada és convergent.

Demostracio. Suposem que {a,} és creixent i fitada, amb L = sup {a,}. Per a qualsevol
€ > 0, existeix un enter NV tal que ayy > L — €, ja que en cas contrari L — € seria el suprem
de {an}. Com que la successi6 és creixent, a, > ay > L — ¢, i llavors |a, — L| < €, per a
tot n > N. Per la definicié de limit d’una successid, {a,} convergeix a L. La demostraci6
per al cas en que {a,} és decreixent és completament analoga. ]

Comentari 1: Si la successié és creixent i fitada superiorment, convergeix al seu
suprem. Si la successié és decreixent i fitada inferiorment, convergeix al seu infim.

Comentari 2: L’afirmaci6 inversa no és certa. Per exemple, la successié {(—1)"/n}
és convergent i fitada, perdo no monotona perque alterna entre signes positius i negatius.
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Els teoremes 4.1 i 4.2 podem resumir-se d’aquesta manera:

Convergent = Fitada
Divergent <« No fitada
Convergent <« Fitada i monotona

Teorema 4.3: Propietats dels limits de successions
Siguen dues successions {a,} i {b,} tals que

lim a, = A, limb,=0B,
n— o0 n— o0

i k € R una constant. Aleshores es verifiquen les segiients igualtats:

(i) lim [ka,] =k lim a, =k A.
n—oo n—oo

(ii) lim [ay £by] = lim a, £+ nhﬁnolo b, =A+ B.

n—oo n—oo
(iii) lim [ay, - by] = lim a, - lim b, = A B.
n—oo n—oo n—oo
lim a
. . An |  n3o0 é .
(iv) nh_}rgo |:bn:| ~Tmo B si B # 0.
n—oo

. , P
(v) nh_}ngo[an]p — [nh_g)lo an} = AP amb p € R.

() iy [an] = ¢ iz on = V4.

Demostracio. Les propietats dels limits de successions sén completament analogues a les
dels limits de funcions (teorema 1.5 i apendix A) i les demostracions sén equivalents. No
obstant aix0, demostrarem la propietat (ii) per a il-lustrar aquesta equivaléncia. Siga
e > 0. Com que lim,_ .o a, = A ilim, . b, = B, existeixen dos nombres enters N7 i

N> tals que

si n> N; aleshores |a, —A| <

si m > Ny aleshores |b, — B| <

NCRINON NON e}

Escollim N = min(Ny, N3). Aleshores, per a n > N es verifica
(@0 + ) = (A+ B)| < lan — Al + |ba = Bl < 5 + 5 =,

on hem fet Us de la desigualtat triangular del modul. Queda provada la propietat. [
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Teorema 4.4: Teorema de ’entrepa per a successions

Siguen les successions {ay }, {bn} 1 {cn}. Siexisteix un enter N tal que a,, < b, < ¢,
VYn > N isilimy, o ap = lim, .o ¢, = L, aleshores lim,, o, b, = L.

Demostracio. Siga € > 0. Hem de provar que existeix un enter M tal que
n>M = |b,—L|<e.
De la premissa lim,,_, a, = L deduim que existeix un enter Nj tal que
n>N = J|a,—Ll<e = —e<a,—L<e.
Igualment, com que lim, . ¢, = L, existeix un enter N» tal que
n>Ny = |ep—Ll<e = —e<c,—L<e.

Siga M = max(N, N1, N2). Aleshores, totes les condicions prévies es verifiquen per a
n > M. En particular, tenim a,, < b, < ¢,,. Sirestem L obtenim a,,—L < b,—L < ¢,—L.
Combinant aquest resultat amb les altres desigualtat s’obté —e < b,, — L < €, que implica
|b, — L| < e. Per la definici6 de limit d’una successio, lim, oo by, = L. d

Comentari: Una conseqiiencia d’aquest teorema és que si |b,| < ¢, 1 ¢ — 0,
aleshores b, — 0, ja que —c, < b, < ¢,

1
Exemple 4.13: Podem utilitzar el resultat — — 0 per a demostrar altres limits de
n

successions:
cosn . 1 cosn 1
° — 0, jaque —— < < —.
n n n
1 1
o — — 0 jaquel < — < —.
gn 7 IRAUET = 9 =)
—1)" 1 —1)" 1
o( ) —>O,jaque——§( ) < —.
n n n n

Teorema 4.5

Siga {a,} una successi6 tal que lim,_, |a,| = 0. Aleshores, lim,_,o a, = 0.

Demostracio. Sabem que —|ay| < a, < |an|. A més, per la propietat (i) dels limits de

successions,

lim (—[an|) =

— lim |a,| =0.
n—00 P(i) n—roo

Aleshores, pel teorema de ’entrepa, lim,, o a, = 0. O
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Teorema 4.6
Siguen les successions {a,} i {by}.

e Si existeix un enter N tal que a,, > b, Vn > N isi lim,,_, b, = 00, aleshores
lim,, s @y, = 00.

e Si existeix un enter N tal que a, < b, Vn > N i si lim, b, = —00,
aleshores lim,,—oc a, = —00.

Demostracié. Demostrem el primer cas. La prova del segon cas és analoga. Com que
lim,, 00 by, = 00, per a tot M € R, existeix un enter N7 tal que si n > Ny, b, > M. Siga
Ny = max(N, Ny). Aleshores, si n > Na, a, > b, i b, > M, i per tant a, > M, amb M
un nombre real arbitrari. En conclusié, lim,,_.~, a,, = co. ]

Aquest teorema és molt util per a demostrar la divergencia d’una successié a partir
de la divergencia d’una altra successié coneguda.

Teorema 4.7: Teorema de la funcié continua per a successions

Siga {ay,} una successié. Si a, — L i f és una funci6 continua en L i definida per
a tot valor de ay,, aleshores f(a,) — f(L).

Demostracié. Siga € > 0. Com que f és una funcié continua, existeix un § > 0 tal que
si 0<|r—L|<d aleshores |f(z)— f(L)|<e.
Per altra banda, com que a, — L, existeix un enter N tal que
si n>N aleshores |a,—L|<9d.
Per tant, deduim que
si n> N aleshores |f(a,)— f(L)| <e,
i en conclusio f(a,) — f(L). O

Aquest teorema basicament ens diu que prenem els limits de les seqiiéncies de la
mateixa manera que prenem el limit de funcions. En particular, 'aplicacié d’una funcié i
el calcul del limit sén operacions que poden intercanviar-se, com ja coneixiem en el cas
de funcions continues.

Exemple 4.14: Calculem

. n+1
lim .

n—00 n
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Fent servir la propietat (ii) dels limits de successions i els resultats dels exemples 4.8 i
4.9, trobem

im P (1+1) w14 lim f—140=1.
n

n—oo n n—oo P(ii) n—00 n—oo n,

Ara, prenem f(z) =+/x i L =1 en el teorema 4.8, i obtenim

lim n+1:\/lim n+1:ﬁ:1.

n—00 n n—oo n

Teorema 4.8

Siga f(x) una funci6 definida per a > ng, amb ng € N, i {a,,} una successié tal
que a, = f(n) per a n > ng. Aleshores

$11_>né10f(x) =L = lima,=1L.
Demostracio. Siga € > 0. Com que lim,_,~ f(z) = L, existeix un nombre real M tal que
si x> M aleshores |f(z)—L|<e.
Siga N un enter, amb N > M i N > ng. Aleshores
n>N = a,=f(n)ila,—L|=|f(n)—L|<e.

O]

Comentari 1: Aquest teorema també és valid si el limit de la funcié és infinit, és a
dir

lim f(z) =00 = 7}520%2007

T—r 00
A3 f@) = oo = i an = —oo,

com es pot demostrar de manera analoga.

Comentari 2: Siga una funcié real d’una variable real que coincideix amb una
successié quan restringim el seu domini als nombres enters. Aleshores, aquest teorema
ens diu que el limit de la funcié quan r — oo és igual al limit de la successié quan
n — oo. Per exemple, considerem la funcié f(z) = i i la successi6 a, = % Tenim
lim, oo % =lim, 0 % =0:
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A

N | —
1
1

~ 0w
N ——
—— -
g

Comentari 3: L’afirmaci6 inversa no és certa. Considerem la successié trivial a,, = 0.
La funci6é f(z) = cos(mx) s’anulla en tots els naturals, f(n) = 0Vn € N, i aleshores
podem escriure a,, = f(n). No obstant aixo, lim, o an = 0 perd Alim, oo f(2).

Comentari 4: El teorema 4.8 formalitza la relacié entre el limit d’una funcié i el
d’una successié. Ens diu que en lloc de calcular el limit d’una successid, podem calcular
el limit de la funcié corresponent. Aixo ens arma amb totes les eines desenvolupades per
al calcul de limits de funcions. Per exemple, ens permet usar la regla de I’"Hoépital per
a obtenir limits de successions. A més, aquest teorema s’uneix als resultats trobats en els
teoremes 4.3 i 4.4, que s6n equivalents als que vam obtenir per funcions. En conclusio,
en la practica el procediment de calcul és exactament el mateix per a funcions i per a
successions.

Exemple 4.15: Siga la successio {a,} amb terme general

=)

ap = .

" n—1

Volem obtenir lim,,_, a,. Es tracta d’'una indeterminacié 1°°. Per a aplicar la regla
de ’Hopital hem de fer algunes transformacions previes. Comencem trobant el logaritme

del terme general,
n+1\" n+1
Ina, =1In =nln .
n—1 n—1

Per tant
1
: . n+1 _n (QJ—H)
lim Ina, = lim nln = lim ———~%.
n— 00 n—o00 n—1 n—o0 1/n

Aquesta expressié és una indeterminacié g i podem aplicar la regla de I’'Hopital.
Formalment, el que fem ara és definir una funcié real d’una variable real que coincideix
amb la successié que considerem quan restringim el seu domini als nombres enters.
Gracies al teorema 4.8, sabem que el seu limit és el mateix que el de la successié. Ara bé,
en la practica, podem fer aquest pas de manera implicita i directament derivar numerador
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i denominador tractant n com si fora una variable real:

dm<mH>_n—1< 1__n+1>__ 2
dn n—-1) n+1\n—-1 nm-12) n2-1’

a1l 1
dnn  n2’
i llavors
—2/(n* -1 2n?
lim lnan:hmM: im n =2.
n—00 n—oo  —1/n? n—oon? — 1

En conclusié

lim a, = elimnﬂoo Inan, — 62
n—oo

Abans de concloure la seccié, demostrem alguns limits que apareixen amb freqiiéncia

Teorema 4.9
Siga x € R. Aleshores

Inn

) i —==0.
(i)  lim_ Yn=1.

(iii) lim z'/" =1, z > 0.

n—oo

(iv) lim 2" =0, |z| < 1.
n—oo

(v) lim (1 + x)” =

n—00 n

n

. . x
(vi) nlggoﬁ =0.

Demostracio. Les demostracions d’aquests limits de successions fan servir els resultats
d’aquesta seccib.

(i) Es tracta d'una indeterminacié 5. Podem, per tant, aprofitar el teorema 4.8 i
aplicar la regla de I’'Hopital
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1
(ii) Escrivim primer In {/n = Inn'/™ = = Inn. Aleshores, fent ts del limit (i),
n

Inn

lim {L/ﬁ _ elnlimn_mo Vn _ 6limn_)Oo In ¥n _ elimn_mo e 60 1.
n—00
(iii) Si z > 0, In2!/" = 1Inz i tenim
lim xl/n _ elnlimnﬁoo zl/m _ elnx-limnﬁoo% _ 60 —-1.
n—o00

(iv) En aquest cas hem de recorrer a la definicié de limit. Siga ¢ > 0. Hem de
demostrar que existeix un enter N tal que

si n >N aleshores [z"|<e€.

1/n

Pel limit (iii) sabem que €'/™ — 1. Per tant, existeix un enter M tal que

1/n

si m>M aleshores |e/"—1|<1— |z,

amb |z| < 1, de manera que 1 — |z| > 0. L’tltima desigualtat és equivalent a '/ > |z,
i aix0 ens condueix a |z"| = |z|” < ¢, si n > M. Per tant, identifiquem M = N i hem
trobat I’enter que buscavem.

(v) Siga a, = (1 + m) . Aleshores
n
ln<1—|—x> :nln<1—|—x) ,
n n

n(1+2
lim Ina, = lim nln (1+x) g R

_1 Y. (=
= lim (””ff /ng ") _ dim ﬁ =

i calculem

Y

on en la segona linia hem aplicat la regla de I’'Hopital. En conclusié
ap = B9 5 e

: |z["
(vi) Com que ——— < — <
n! n! ! !
teorema de l'entrepa, haurem provat el limit que calculem. Escollim un enter M > |z| i,
per tant, |z|/M < 1. El limit (iv) ens diu que (|z|/M)"™ — 0. Com que ens interessa el

limit n — oo, podem considerar un valor n > M i escriure
=" _ =" S O 10V S (!fvl)”
nl 1-2...M-(M+1)---n = MMM — MIM» — M \M)

En conclusid

xn |x’n ’ n

— hem de provar que - 0 i, per aplicaci6 del
n n

" _ MM <\fv|>”
0<—< — | — .
=l T MU\ M

El factor M™ /M! no canvia quan n augmenta i, per tant, 'dltim terme convergeix a 0
perque (|z|/M)" — 0. Queda aixi provat el limit. O
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4.2 Series
Definicié 4.7: Serie
Siga una successié {a,}. La suma

(e.9]
atag+-tant-=) an
n=1

és una seérie infinita. El nombre a,, és el terme n-é&sim de la serie. La successié
{sn}, definida com a

S1 = aq

S9g = a1 + ag

n
sn:a1+a2+---+an:Zak
k=1

és la successié de sumes parcials de la serie, on s, és la n-ésima suma
parcial. Si la successié de sumes parcials convergeix a un limit L, diem que la
serie convergeix i la seua suma és L. En aquest cas, escrivim

o
Zan:L.
n=1

Si la successié de sumes parcials de la serie no convergeix, diem que la serie

divergeix.

Exemple 4.16: Considerem la suma dels inversos de les potencies de 2:

IRUE O R —f:l
2 4 8 16 =T

Volem saber si la serie és convergent o divergent. Construim la successié de sumes

parcials:
k Suma parcial Expressi6
1 s1=1 2—-1
2 sp=1+3=3 2-1
3 m=t+bei=f 2ol
4 sy=1+3+3+5=2 2-3
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Resulta evident que la suma parcial n-esima és

1

SnZQ—W

Aleshores, podem considerar la convergencia de la successié de sumes parcials,

1
lim s, = lim <2—> =2.

n—00 n—00 on—1

En conclusid, la suma dels inversos de les potencies de 2 és una serie convergent, amb
suma 2.

Exemple 4.17: Considerem la série
o0
>
n=1

Per a determinar si és convergent o divergent construim la successié de sumes parcials.
Tenim senzillament

Sp=14+14---4+1=mn.

Aleshores, com que lim,, o0 S5 = lim, oo n = 00, la série és divergent.

Comentari: Comentem algunes propietats basiques de les séries. En primer
lloc, en una serie podem afegir o suprimir un nombre finit de termes sense alterar
el seu caracter, convergent o divergent, encara que si la série és convergent la suma
pot modificar-se. Per exemple, si Y o2 ; a, és convergent, aleshores > >, a,, també és
convergent per a qualsevol k£ > 11

o0 o0
Zan:a1+a2+---+ak,1+2an.

n=1 n=k

Una altra propietat basica de les series és la llibertat per a fer un canvi d’index. Sempre
és possible numerar els termes de la serie d’una altra manera sense alterar la seua
convergencia si no es canvia el seu ordre. Per tant, podem substituir I'index n per n — h
i escriure

) )
Zan: Z Ap—p =01 +a2 + ...
n=1 n=1+h

Estudiem ara un parell de séries d’especial importancia.
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Definici6 4.8: La série geomeétrica

Una série geomeétrica és una serie de la forma
(0.9]
atar+ar’+-4ar™ 4= ar"!,
n=1
amb a,r € Ria#0.

Comentari 1: Podem comprovar que la serie geomeétrica és la suma dels termes de
la progressié geometrica, definida en la seccié 4.1. Hem fet a; = a.

Comentari 2: També podem escriure la série geometrica com a

[e.9] o
Z ar" ! = Z ar”.
n=1 n=0
Comentari 3: El nombre real r s’anomena rad, ja que és el quocient ay41/ay.

Teorema 4.10: Convergeéncia de la série geometrica

Si |r| < 1, la série geométrica a + ar 4+ ar? + ... convergeix, amb
- a
art=——, Jr[<1.
1—r
n=1

Si |r| > 1, la série geomeétrica divergeix.

Demostracié. Considerem diversos casos segons el valor de 7:
e Sir =1, la n-ésima suma parcial de la série geometrica és s, = a+a-1+a-124- .- =
na. Com que lim,,_,, 8, = 00, on el signe esta determinat pel signe de a, la seérie

divergeix. L’exemple 4.17 és un cas particular de serie geometrica amb r = 1.

e Sir = —1, les sumes parcials de la série geometrica son de la forma

k Suma parcial

S1 = a
so=a—a=20

s3=a—a+a=a

= W NN

s4s=a—a+a—a=0
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El terme general s, és

n .
_ C\k=1,_ ) a, n imparell
Sn—Z( 1 a_{ 0, mnparell

Aquest tipus de successié s’anomena oscil-lant i no té limit. Per tant, la série
divergeix.

e Si |r| # 1, la suma parcial n-ésima és
Sp=a+ar+ar’+---+ar"?+ar"t.
Si multipliquem per r trobem
rsp,=ar+ar’+ari+---+ar" t4ar®.
Restant les tiltimes dues expressions obtenim
Sp—rsp=a—ar"
i per tant, com que r # 1,

a(l—r”).

Sp =
1—r

Calculem el limit de la successié de sumes parcials. Si |r| < 1, el limit (iv) del
teorema 4.9 implica que r"* — 0 i aleshores

n—00 n—00 1—17r _1—7*‘

Finalment, considerem |r| > 1. Si 7 > 1 aleshores ™ — oco. Si r < —1, la successi6
és oscil-lant. En ambdés casos la serie divergeix.

O
Definici6é 4.9: La serie harmonica generalitzada
Una série harmonica generalitzada és una serie de la forma

11
1—p+2—p+—+ Z—
n=

amb p € R.

1
Comentari 1: La serie E — s’anomena série harmonica.
n=1

Comentari 2: La serie harmonica generalitzada també s’anomena série p.
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Teorema 4.11: Convergéncia de la série harmonica generalitzada

Sip > 1, la série harmonica generalitzada %p + 2% + 3% + ... convergeix. Sip <1,
la série harmonica generalitzada divergeix.

Demostracio. Provem el teorema considerant diversos casos per al nombre real p.
ep=1

Aquest cas és la seérie harmonica. Per a demostrar que és divergent agrupem els termes
de manera apropiada:

N N R
—~n 2 [3 4 5 6 7 8 |9 6]

Cadascuna de les sumes entre claudators és més gran que %:

1+ +1>1+ +1—8 _ 1

9 16 ~ 16 16 16 2’
1 1 1 1 1
—>oml. — = =
2m—1+1+2m—1+2 +2m om 97

Per tant, podem fitar la suma parcial s4, corresponent a ¢ = 2™ termes de la serie, com a

1 1 1 1 1 1

m vegades

Sabem que lim,, s (1 + %m) = 00. Aleshores, pel teorema 4.6, lim,, o 5 = 00 i
la série és divergent. Aquesta demostracié de la divergéncia de la série harmonica fou
presentada per Nicole d’Oresme al segle XIV. Un resultat impressionant per a l’edat
mitjana.

e p<l1

La divergeéncia en aquest cas pot demostrar-se a partir de la divergencia del cas previ. Si
p<lin>l1,

3\'—‘

11 N1 X
h o R R

npP n

186



Avelino Vicente Grau de Fisica - Calcul I
Departament de Fisica Teorica, UV Tema 4  Successions i series

{sn} és la successié de sumes parcials de la série harmonica generalitzada amb p < 1
i {tn} és la successié de sumes parcials de la série harmonica. Com que ty — o0, el
teorema 4.6 ens diu que sy — oo.

ep>1

De nou, el primer pas és agrupar termes de manera apropiada:
il—[1]4—[14—1]—1—[14—1—1—1—1—1}—1—[1—1— +1}+
pp 1P 2r 3P 4p 5P 6P TP 8P e

Podem fitar ara cadascun dels termes entre claudators:

11 1 1 2 ([ 1\

w3 Sy Ty w \wi)
1 1 1 1 1 1 1 1 4 1 /1)
v yle ey e e T @t \w1)

1 N 1 P 1 << 1 )m
(2m)yp ~ (2m 4+ 1) (2m+l —1)p 2p=1 ) 7

Per tant, si considerem la suma parcial dels primers ¢ = 2™*! — 1 termes de la seérie,
tenim

1 1 1\° 1 \! L\,
5q_17p+"'+(2m+1_1)p< op—1 + o1 + -+ o1 =1lm -

{tm} és la successié de sumes parcials de la serie

> (51)

n=0

%. Com que p > 1, 0 < x < 11 per tant, segons
el teorema 4.10, aquesta série geometrica convergeix. Per tant, tenim s, < ¢, Vm > 0
i la successié {tp,} convergeix a un valor finit. A més, la successi6é {s,} és creixent,
ja que totes les sumes parcials sén positives. Aleshores, {s,} és una successié fitada i
monotona. Pel teorema 4.2, és una successié convergent i, en conclusié, la série harmonica

generalitzada amb p > 1 convergeix. O

que és la série geometrica amb = =

187



Grau de Fisica - Calcul 1 Avelino Vicente
Tema 4  Successions i series Departament de Fisica Teorica, UV

Comentari: Hem demostrat que la serie harmonica generalitzada amb p > 1 conver-
geix, pero no hem trobat la seua suma. Aquest és un problema ben complicat. El cas
p = 2, la suma dels inversos dels quadrats perfectes, va donar lloc al famés problema
de Basilea, que va resoldre Euler en 1735.

Teorema 4.12: Condicié necessaria de convergéncia

o
Si E an és una serie convergent, aleshores lim a, = 0.
n—oo

n=1

Demostracid. Suposem > °° . a,, = L. Siga {s,,} la successié de sumes parcials d’aquesta
n=1
serie. Aleshores tenim

Sp =8n—1+tan = anp =Sy — Spn—1,
i si prenem el limit als dos costats de la igualtat,

lim a, = lim (s, — sp—1) = lim s, — lim s,_1 =L —L =0
n=soo n—)oo< n n—1) P N v ’
ja que, per definicié de convergéncia d’una série, la suma de la serie és el limit de la
successio de sumes parcials. ]

Corol-lari. Criteri del terme n-ésim: Si lim,,_,oc a, # 0, > 72 ay, és una serie
divergent.

Aquest corol-lari és simplement la negacié del teorema previ.

Comentari 1: Que lim,_,~ a, = 0 no implica que la seérie Y o~ ; a, siga convergent.
De fet, tenim ’exemple de la série harmonica, que té per terme general a, = % En
aquest cas a, — 0 pero la série és divergent. Per aquesta rad, el teorema 4.12 és una

condicié necessaria i no suficient de convergencia.

Comentari 2: El primer pas en 'estudi de la convergencia o divergencia d’una série
és comprovar si lim, . a, = 0, ja que en cas que no siga aixi sabem que la serie és
divergent.

Exemples 4.18:

o0

° Z n? divergeix perqué n? — co. Es tracta de la série harmonica generalitzada
n=1
amb p = —2 i en el teorema 4.11 ja vam demostrar que és divergent.

+1

“n+1 . . n
° Z . divergeix perque — 1.

n=1
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° —1)" divergeix perque lim (—1)" no existeix.
Zl( ) geix perque lim (1)
n—=

Teorema 4.13

Sidolian=A1Y72,b, =B son dues series convergents i k € R una constant,

aleshores

(11) 2720:1 kfan =[5 Zz,ozl Ap — kA.

Demostracio. Les propietats de les series convergents provenen de les propietats dels
limits de successions del teorema 4.3. Demostrem primer la propietat (i). Siga A, =
ay + az + - - - + ap, la suma parcial de la serie Y o> ap 1 By = b1 +ba+ -+ + by, la suma
parcial de la seérie Y oo ; b,. La suma parcial s,, de la série Y oo (an + by) és

sp = (a1 +b1) + (a2 +ba) + - + (an + by)
=(ar+az+--+an) +(br+ba+--+by) = A+ B,.
Aleshores, per la propietat (ii) del teorema 4.3, com que A, — Ai B, — B, s,, > A+ B.

La demostraci6 en el cas de la resta és analoga. Provem ara la propietat (ii). La suma
parcial s, de la serie > >° | ka, és

sp=kar+kay+---+ka,=k(a1 +as+---+ap) =kA,.
Aleshores, per la propietat (i) del teorema 4.3, s, — k A. O

Comentari 1: La serie Y oo (an + by) pot ser convergent encara que » o2 ay i
> o2 1 by, siguen divergents. Un exemple trivial d’aquest fet és el que s’obté amb a, =11
b, =—1. Tant > 02 a, =1+1+1+... com > 2, b, =—1—1—1+... sén divergents,
perd > o (an +b,) =0+0+ 0+ ... és convergent. Un exemple menys trivial és el de
la serie de Mengoli, definida com a

> 1
n;ln(n—kl)'

En primer lloc, comprovem que m — 0 i, per tant, la série pot ser convergent.
Aplicant la tecnica de descomposicio en fraccions simples trobem que
1 1 1

nn+1) n n+1

Aquesta expressié resulta molt 1til per a trobar la suma parcial n-ésima, s,:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o= (1‘2)+<2‘3>+(3‘4)+"'+<n_1‘n>+(n‘n+1>
2 2 3 3 non n+1
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Tots els termes en aquesta suma es cancel-len, excepte el primer i I'altim. Aleshores,
1
n+1"
Hem trobat el terme general de la successié de sumes parcials. Calculem el seu limit
1
lim s, = lim <1— ):1.

n—00 n—00 n+1

Sp=1—

En conclusié, la serie Y 02 ; convergeix i la seua suma és 1. Les series en les quals

1
n(n+1)
la suma parcial pot ser expressada com a > j_q ar = Y r_1(bx — bg—1) = by, — by, com la
serie de Mengoli, s’anomenen series telescopiques. Finalment, notem que

SRR (R
“nn+1) n n+1/)’

n=1

pero
> /1 1 > 1 > 1
Z(n_n—l—l)%;n_nz::ln—i-l'

n=1

Aquest pas estaria permes si les sumes foren finites, perd amb sumes infinites (és a dir,
séries) no té sentit perque les dues séries resultants sén divergents. La primera és la
serie harmonica i la segona es transforma en la serie harmonica fent un canvi d’index
n+1=k,

P I I
n=1 n+1 k=2 k n=2 n
Tenim, per tant, un exemple de serie > o2 (an + b,) convergent amb Y o7 an, i > .52 by

divergents.

Comentari 2: La manipulacié de series divergents s’ha de fer amb compte, ja que
facilment podem incoérrer en errades que conduisquen a resultats absurds. Per exemple,
considerem la serie

o
S=) 2"=1+2+44+8+16+...

n=0

que es clarament divergent. Si multiplique per 2
25=24+44+8+16+32+...

i podria, incorrectament, concloure que 2.5 = S—11i, per tant, S = —1, un resultat absurd
perque S és divergent. En la seccié 4.4 mostrem altres exemples de resultats absurds,
obtinguts en aquest cas per ’agrupacié incorrecta de termes en séries amb signes alternats.

Sovint no és possible trobar el terme general de la successié de sumes parcials
d’una série i no podem determinar la seua convergencia a partir de la definicié. En
aquests casos hem de recérrer a criteris de convergeéncia, teoremes que garanteixen la
convergencia d’una serie si es donen certes condicions. A continuacié estudiem aquests
criteris, considerant de manera separada dos tipus de series amb propietats ben diferents:
series de termes no negatius i series alternades.
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4.3 Convergencia de series de termes no negatius

Estudiem primer criteris de convergencia per a series de termes no negatius, és a dir,
series Y o  ap amb a, > 0 Vn € N.

Teorema 4.14: Criteri basic de convergéncia

Una serie de termes no negatius convergeix si i només si les seues sumes parcials
estan fitades superiorment.

Demostracio. Siga > o2 a, una serie amb a,, > 0 Vn € N. Aleshores, cada suma parcial
és més gran que l'anterior, ja que Sp+1 = Sy + an. Per tant, la successio de sumes parcials
és creixent. Si a més és fitada superiorment, el teorema 4.2 garanteix que convergeix. [

Comentari: Ja hem fet Gs d’aquest resultat en la demostracié del teorema 4.11
sobre la convergencia de la serie harmonica generalitzada.

Teorema 4.15: Criteri de la integral

Siga {a,} una successié de termes positius. Si existeix una funcié f, positiva,
continua i decreixent en l'interval [1,00) tal que f(n) = ay, aleshores

° /nf(:n)d:n—l—angsnS/nf(m)dw—l—al.
1 1

[e.e]
g an convergeix si i només si / f(x) dz convergeix.

n=1

E an divergeix si i només si / f(z) dz divergeix.

n=1

Demostracio. Comencem demostrant el primer punt. Siga n € N. La integral definida
de la funcié f en l'interval [1,n] pot ser expressada com la suma de les integrals en els
subintervals [1,2], [2,3], ..., [n —1,n]:

/ f(z ClZL‘— (/kﬂf(ac)dx) .

Com que f és una funcié decreixent en [1,00), per a tot k € {2,3,...} i per a tot
x € [k, k+ 1] tenim

fE+1) < fz) < f(k).

Aleshores, per la propietat (viii) del teorema 3.6, deduim

§</k+l 1>dw>§/lnf(as>d ;(/k“ d;p>,

191



Grau de Fisica - Calcul 1 Avelino Vicente
Tema 4  Successions i series Departament de Fisica Teorica, UV

z;j (/k“ ak+1dx> / f(@)da < Z;j (/:H ax dm) . (4.5)

El terme a; no és una funcié de la variable x i, per tant,

és a dir,

k+1
/k agr1dr =ay [(k+1) -kl =a Yk,

i Pequaci6 (4.5) esdevé
n—1 n n—1
Zakﬂ g/ fz)dx < Zak.
k=1 ! k=1

—1 . —1

Ara, com que Y ;") app1 = ag+az+-ap, = s, —ar iy i ag =a1+ag+Fap_1 =
Sp — an, amb s, el terme general de la successié de sumes parcials de la serie > 02 | an,
trobem

n
Sp — a1 S/ f(x)dx < sy —an,
1

i la desigualtat del primer punt del teorema s’obté simplement reescrivint aquesta
expressio:

[ @t << [M g de (4.6)
1 1

Passem ara als altres dos punts. Suposem que > o2 ; a, convergeix i que la seua suma és
s. Aleshores, la successi6 de sumes parcials {s,} convergeix a s. A més, pel teorema 4.12,
lim,, o a, = 0. Si prenem el limit en ’equaci6 (4.6), obtenim

/oof(x)dwz lim /nf(x)dxgs,
1 n—oo Jq

Aquest resultat no implica, en general, que la integral impropia resultant siga convergent,
ja que podria divergir a menys infinit. Ara bé, com que per hipotesi f és una funcié
positiva en [1,00), la integral impropia resultant not pot divergir a menys infinit i, per
tant, és convergent. Demostrem ara la implicacié inversa. Suposem que [;° f(z)dx
convergeix a s. Com que f és una funcié positiva

/1nf(:v)dm§ /100f($)da:

i de nou, fent servir 'equacié (4.6) trobem

sn§/ f(x)dx+a1§/ f(z)dr+a1 =s+a.
1 1

Aleshores, lim,, o0 S, < s+aq i per tant la successié de sumes parcials és fitada. Per tant,
pel teorema 4.14, és convergent. Finalment, el tercer punt del teorema és simplement la
negaci6 del segon. O
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Aquest criteri també s’anomena criteri de Maclaurin-Cauchy.

Comentari 1: El teorema pot aplicar-se també al cas en que f siga positiva, continua
i decreixent en l'interval [N, 0c0), amb N > 1 un enter positiu qualsevol.

Comentari 2: Sila integral i la serie convergeixen, els seus valors poden ser diferents.

Comentari 3: Podem donar una senzilla interpretacié a aquest criteri de conver-
gencia. Considerem 1’area sota la corba y = f(x) entre z = 1 i x = n, amb n € N. Com
ja sabem, la podem estimar dividint 'interval i sumant les arees dels rectangles que
dibuixem en cada subinterval. Podem fer-ho de dues maneres:

A\ s A\ s

ay a2 as

[N S ——
= mm————

n—1 n

[SCIRS SE——
W m————

Tots els rectangles tenen area 1- f(n) = a,. En la figura de 'esquerra, la suma de les
arees dels rectangles és major que l'area sota la corba i, per tant,

n
/ f($)d$§al+a2+"'+anfl:Sn_ana
1

mentre que en la figura de la dreta, la suma de les arees dels rectangles és menor que
I’area sota la corba i, per tant,

n
/ fx)de>as+as+ - +an, =8, —ay.
1

Obtenim d’aquesta manera el primer punt del teorema 4.15. Els altres s’obtenen prenent
el limit. Si l’area sota la corba en [1,00) és finita, la suma de les arees dels rectangles
de la figura de la dreta sera també finita, ja que és menor. I si I’area sota la corba en
[1,00) és infinita, la suma de les arees dels rectangles de la figura de 'esquerra sera també
infinita, ja que és major.

Exemple 4.19: Fem servir el criteri de la integral per a demostrar que la serie

s 1
T;nQ—i-l

convergeix. La funcié f(z) = 1/(2? + 1) és positiva, decreixent i continua per a > 1 i

o0 1 . b . ™ s
/ dr = lim arctanz|] = lim [arctanb — arctanl] = - — — = —.
1 2241 b—00 b—00 4 4

o=
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Com que la integral impropia convergeix, la serie convergeix, encara que no coneixem el
valor de la suma.

Exemple 4.20: Demostrem que la serie harmonica divergeix fent s del criteri de la
integral. La funcié f(z) = 1/x és positiva, decreixent i continua per a x > 1. Per tant,
podem fer servir el criteri de la integral. Obtenim

>~ 1
/ —dr = lim lnaz|l{: lim [Inb—1Inl] =o0.
1 X b—o0 b—o0

Com que la integral impropia divergeix, la serie divergeix.

Teorema 4.16: Criteri de comparacié

Siguen {a,} i {b,} dues successions de termes no negatius. Si existeix un enter N
tal que a,, < b, per a tot n > N, aleshores

e Si Y by convergeix, > ~° a, convergeix.

o Si ), ap divergeix a infinit, > 02, b, divergeix a infinit.

Demostracio. Suposem primer que Y oo b, convergeix i que la seua suma és B. Con-
siderem les series > o2y an 1 Y one n by. Com que ayn, b, > 01ia, <b, per a tot n > N,
tenim

o o0 o0
0< > an< > by <> by=B. (4.7)
n=N n=N n=1

Aleshores, la serie Y 2y ap, és fitada superiorment. Com els seus termes sén no negatius,
el teorema 4.14 garanteix que convergeix. Per altra banda, la suma finita Zg:_ll an €8
necessariament convergent. Per tant, hem provat que > ;2 an = ZnNz_ll an + Y pe N On
és convergent i aixo finalitza la demostracié del primer punt del teorema. Suposem ara
que Y >° ap, divergeix a infinit. Com que 'eliminacié de termes d’una serie no altera la
seua convergencia o divergeéncia, Y o> ap també divergeix a infinit. Per tant, si definim
la suma parcial A,, = >"}_y ax, amb n > N, tenim A,, — oo. La suma parcial analoga
per a la serie >_.0° n by, és By, = > 1y bg. Com que a,, < b, per a tot n > N, B, — o0
també i la serie corresponent és divergent. O

Comentari: El criteri de comparacié permet establir la convergencia o divergencia
d’una serie a partir d’una altra coneguda pero s’ha d’utilitzar amb compte. Si Y 02, ay,
convergeix, no podem concloure res sobre Y 7 ; b,. Igualment, si 7> b, divergeix, no

. . .7 o0
tenim cap informaci6 sobre ) 02 ay.

oo
5
Exemple 4.21: La serie Z 1 divergeix, ja que
n [R—

n=1
5 1
5n—1 n—

(S
SRS
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i la serie harmonica divergeix

Exemple 4.22: Considerem la série
=1 11 1 11 1
Z_: —= P Flbg et

—|— + +
3!
Tots els seus terms sén positius i menors o iguals que els de la serie
=1 1 1 1 1
1 — =1 — =14+14+=-4+-4...
+n§::02n ttortoe =t o4+
i aquesta és convergent, ja que y o2 Qn és una serie geometrica amb r =1/2 (i a =1).
De fet, pel teorema 4.10, tenim
1
=3.

1+Z2”T410 1_%

A més d’establir la convergencia de la serie ) 72 -7, hem trobat una fita superior

=1

Zg<3

n=0

Com veurem en la seccié 4.5, la suma d’aquesta serie és el nombre e

Criteri de comparacié del limit

Teorema 4.17:
Siguen {a,} i {b,} dues successions i N un enter tal que a,, > 0 i b, > 0 per a tot

n > N.
o oo
e Si lim — = L > 0, aleshores Z an i Z b, convergeixen o divergeixen
w0 n=1 n=1
ambdues.
[e.e] o0
Z b, convergeix, aleshores Z an convergeix
n=1

o B e 22 =@
by,

n—00
n=1

n=1

o0
2 g Qn . .
e Si lim — =001 Z b, divergeix, aleshores Z a, divergeix
n—o0 b,
n=1
Demostracié. Comencem amb el primer punt. Com que 5
successi6 aplicada a lim, .o $* = L ens diu que ex1ste1x un nombre N; tal que

an L
n _pl< .
b, ‘<2

si n > N; aleshores
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Per tant, per a n > max (N, Ny),

an 3L L 3L
et o Dy b,
b'n,< 5 5 bn < an < < bn

L L
—S<t-L<Z = =<

2
Si Y02, b, convergeix, aleshores » o2 % b, convergeix i, pel criteri de comparacié,
S22 | ap convergeix. Per altra banda, si Y02 ; b, divergeix, aleshores .00 | £ b, divergeix
i, pel criteri de comparacid, Y oo an divergeix. Aix0 prova el primer punt del teorema.
La prova dels altres dos punts és similar. Suposem que lim,, oo Z—: = 0. Aleshores,

existeix un nombre N7 tal que

L
si n> N; aleshores |— —.
bn, 2
Per tant, per a n > max(N, Ny),
an, L L
— < = = < —=b,.
by 2 n =9 0n

Si Y02 b, convergeix, aleshores o2 %bn convergeix i, pel criteri de comparacié,

> =1 an convergeix. Finalment, suposem lim,, o 3* = co. Aleshores, per a tot M € R
mn

existeix un enter N corresponent, tal que

a
si n > N; aleshores b—n > M.

n
Per tant, per a n > max (N, Ny),

a
b—” >M = a,>Mb,.
n
Si Yo by, divergeix, > o2 M by, també divergeix i, pel criteri de comparacié, > o2 ; ap,
divergeix. 0

Comentari: El criteri de comparaci6é del limit és especialment 1til per a establir la
convergencia o divergencia de series 2 | a, amb a, una funcié racional.

Exemple 4.23: Volem utilitzar el criteri de comparacié del limit per a determinar
la convergencia o divergencia de la serie

i _i 2n+1
n = n24+2n+1"
n=1 n=1

Hem de trobar una altra serie > o> ; b, que siga apropiada per a fer s d’aquest criteri.
Per a aconseguir-ho, fem la segiient analisi. Quan n — oo, a, es comporta com a
2n/n? = 2/n. Aixo suggereix escollir b, = 1/n. Aleshores, calculem

2n? +n
Com que Y.°° b, = 322, L divergeix, 3.°° , a,, també divergeix.

n=1n
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Teorema 4.18: Criteri de d’Alembert

Siga {an} una successi6 de termes positius amb

. An+1
lim

n—oo  q,

oo
Aleshores, la serie Z a,, convergeix si p < 11 divergeix si p > 1 o és infinit.

n=1

El criteri de d’Alembert també s’anomena criteri del quocient.
Demostracio. Considerem tres casos diferents segons el valor del limit p.
e p<l1

Siga r un nombre real entre p i 1, p < r < 1. Aleshores, ¢ = r — p és positiu i

lim,, 00 22*L = p significa que existeix un enter N tal que
. Ap+41
si n >N aleshores —p|<r—p,
an,
i per tant, sin > N, GZ—“ < r. De manera explicita, podem escriure
n

an+1 <ran,
2
an4+2 <ran4i1 <rTan,

3
anNy3 <Tang2 < T an,

aN+m < TaNtm-1 <7 aN .

Aix0 ens indica que a partir de n = N, la serie > o2, a, és menor que una serie
geometrica de rad r. Pel teorema 4.10, aquesta serie geometrica és convergent, ja que
|r] < 1. Aleshores, separem

n

Il
—
3

Il
—
3

Il
=2
+
—

La suma finita Z,]Ll a, és necessariament convergent i la serie % .4 a, és convergent
per comparacié6 amb una seérie geomeétrica amb |r| < 1. En conclusié, Y o2 a, és
convergent.

e p> 1 finit

Siga en aquest cas r un nombre real entre 11 p, 1 < r < p. Aleshores, e = p—r és positiu

Intl — p significa que existeix un enter N tal que
Qn

ilimy, e

. an+1
si n> N aleshores ‘"Jr—p’ <p-—r,
an
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An+1
an

i per tant, sin > N, > r. De manera explicita, podem escriure

aNy1 > Tan,
2
aN42 > TaN41 > T7aN,

3
aAN4+3 > TaN42 > T AN,

ANtm > TANtm-1 > 7" aN -

Aixo ens indica que a partir de n = N, la seérie > 2 | a,, és major que una serie geometrica

de raé r. Pel teorema 4.10, aquesta serie geometrica és divergent, ja que > 1. Aleshores,
o0 /’ .

Y omeq ap, és divergent.

e p infinit
Aquest cas és molt similar a 'anterior. lim, “Z“ = oo significa que per a tot r € R
existeix un enter N tal que
. An+1
si n>N aleshores — > ,
G
i per tant, si escollim r > 1 la demostraci6 es redueix al cas anterior. O

Comentari 1: El criteri de d’Alembert no és concloent si p = 1. Per exemple,
considerem les series

00 0o
1 . 1
— 1 E 5
n n
n=1 n=1

En els dos casos tenim

1 1 1
Si a, = — aleshores Ontl _ /[(n+1) L — 1.
n an, 1/n n+1
) 1 ant1  1/(n+1)2 n \?
Sioa, = 2 aleshores PR n? = <n - 1) —1.

La primera és la série harmonica i divergeix, mentre que la segona és la série harmonica
generalitzada amb p = 2 i convergeix.

Comentari 2: El criteri de d’Alembert resulta normalment 1til quan els termes
d’una serie contenen factorials d’expressions que inclouen a n o expressions elevades a un
exponent que inclou a n.

2"+ 5
Exemple 4.24: Estudiem la convergencia o divergencia de la série Z 1_ . Tenim
n=0
el quocient
2n+1 5 3n+1 1 2n+1 5 1 2)
anH:( +5)/ =_—- i - - 2=-<1.
G (2n+1)/3 3 2n45 3 3
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La serie és convergent. Ara bé, la seua suma no és 2/3. De fet

ZOO 2"+5 ZOO 2\" ZOO 1\" 1 ) 21
3" <3> - n:o(?’) 27 1- 2

2
n=0 n=0 3

(2n)!

o
Exemple 4.25: Estudiem la convergencia o divergencia de la serie E 1 Tenim
n!n!
=1

(2n)! (2n 4+ 2)! (2n+2)(2n+1) (2n)!

= — = = =
= ! fnt1 (n+ 1) (n+1)! (n+1)n!(n+1)n!

)

i, per tant,

any1  (2n+2)(2n+1)

= —4>1,
an (n+1)2

i la serie és divergent.

> 47! n!
Exemple 4.26: Estudiem la convergencia o divergencia de la série g % Tenim
n)!
n=1

4"nln! N 4"+ DI+ 1) 44%(n+ 1) nl(n+1)n!
Ap = a = = ,
" (2n)! i (2n +2)! (2n+2) (2n + 1) (2n)!
i aleshores
nt1 _ 4(n+1)2 :2(n—|—1)_>1‘

an (2n+2)(2n+1) 2n+1

El criteri de d’Alembert no ens diu res en aquest cas, ja que obtenim p = 1. Ara bé,
hem trobat que an4+1/a, = (2n +2)/(2n + 1) i aquest quocient és sempre major que
1. Per tant, la successi6 {a,} és creixent i tots els termes sén majors que a; = 2. En

conseqiiéncia, lim, . a, 7# 0 i la série divergeix.

Teorema 4.19: Criteri de Cauchy

Siga {a,} una successi6 i N un enter tal que a,, > 0 per a tot n > N. Si

lim Ya, = p,

n—oo
o0
aleshores la série E ay convergeix si p < 11 divergeix si p > 1 o és infinit.
n=1

El criteri de Cauchy també s’anomena criteri de ’arrel.

Demostracio. Considerem tres casos diferents segons el valor del limit p.
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e p<1

Siga un € > 0 tal que p 4+ € < 1. Aleshores, lim,,_,, {/a, = p significa que existeix un
enter N tal que

si m > N; aleshores |{/a,—p|<e,
i, per tant, si n > max(N,Ny) = M,
Van, <p+e = ap<(p+e".
La serie > 0% 3/(p + €)™ és una seérie geometrica de raé r = p + €. Pel teorema 4.10,

aquesta série geometrica és convergent, ja que || < 1. Aleshores, pel criteri de comparacio,
Yoo as an també és convergent. Separem

[e's) M—-1 0o
Sa= Y at Y o
n=1 n=1 n=M

La suma finita ZnM:_ll ay, és convergent i hem provat que la serie > 02\, a, és convergent.
En conclusié, 02 ; a, és convergent.

e p > 1 finit

Siga un € > 0 tal que p — € > 1. lim, .~ ¥a, = p significa que existeix un enter N tal
que

si n > N; aleshores |{a, —p| <e,
i, per tant, si n > max (N, N;) = M,
Vap>p—€ = a,>(p—¢€)".
La serie > o2 5;(p — €)™ és una serie geometrica de raé r = p — €. Pel teorema 4.10,
aquesta série geometrica és divergent, ja que p — e > 1 i, per tant, |r| > 1. Aleshores, pel
criteri de comparacid, Y o 5, a, també és divergent i, de manera analoga al cas anterior,
podem concloure que Y o2 ; a, és divergent.

e p infinit

Aquest cas és molt similar a I'anterior. lim,_,., ¥/a, = oo significa que per a tot r € R
existeix un enter N7 tal que

si n> N; aleshores a, >r,
i per tant, si escollim r > 1 la demostracié es redueix al cas anterior. O
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Comentari 1: El criteri de Cauchy no és concloent si p = 1. De nou, els exemples
de la série harmonica i la série harmonica generalitzada il-lustren perfectament aquesta
limitacié del criteri.

oo 2
n
Exemple 4.27: Estudiem la convergencia o divergencia de la seérie Z on” Tenim
n=1
L In2 Yn2 (¢ n)2 12
o = - <1,

o om 2 2

on hem fet servir que {/n — 1, com vam veure en el limit (ii) del teorema 4.9. Aleshores,
la série convergeix.

oo 2n
Exemple 4.28: Siga la seérie Z —. Apliquem el criteri de Cauchy
n

n=1

W20 22
ne ()’

Aleshores, la serie és divergent.

4.4 Convergencia de series alternades
En la secci6 previa hem estudiat series de termes no negatius. Ara considerem series que

alternen el signe dels seus termes.

Definicié 4.10: Série alternada

Una série alternada és una seérie de la forma

> (=D)"up o > (=),
n=1 n=1

amb u, >0 Vn € N.

Exemple 4.29: La serie

oo 1
(—1)"* 1 1 1
I [ Ry
nzz:l n 2 3 4
s’anomena série harmonica alternada. Comprovem que efectivament u,, = ‘% =

I>0vneN
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Teorema 4.20: Criteri de Leibniz

Siga la successi6 {uy,}, positiva i monotona decreixent. Si
lim u, =0,
n—oo

o
llavors la serie alternada Z:(—l)"‘H uy, és convergent.

n=1

El criteri de Leibniz també s’anomena criteri de la série alternada.

Demostracié. Definim a,, = (—1)"*!u,. Com que tots els termes de la successié {u,}
sén positius, els terms imparells de la successié {a, } sén positius i els termes parells s6n
negatius. Siga {s,} la successié de sumes parcials de la serie 350 | (—=1)" 1 u,, = 322 | a,.
Com que {uy} és decreixent, —ag, > agy+1 Vn. Per tant, as, + azn4+1 < 0 i aleshores

Son+1 = Son—1 + G2p + A2pt1 < S2p—1 -

Aixo demostra que els termes imparells de la successié de sumes parcials formen una
successi6 decreixent:

81 >83 >85> > Sop—1 > ... (48)
Per altra banda, aspt1 > —aony2 Vn i, per tant, aspa1 + aopto > 0. Aleshores
Son+2 = S2n + Gont1 + G2n42 > Son -

Aix0 prova que els termes parells de la successié de sumes parcials formen una successié
creixent:

S92 < 84 < 856< < Sopy < ... (4.9)

Com que ag, és negatiu i So,, = S9,_1 + G2, trobem que so, < So,—1. Aquest resultat
ens permet combinar les equacions (4.8) i (4.9) i escriure

SS9 <8y <8< - <89y < Sop—1 <+ < 85< 83 <87

Aquesta equaci6 ens diu que tant {sa,} com {s2,—1} sén successions fitades i monotones,
i aleshores pel teorema 4.2, sén convergents. Definim

lim Son — L1 y
n—00
lim Sop—1 — L2 .
n— 00

Ara bé, com que Sop41 — S2n = G2p4+1 = Up 1 Uy — 0, els limits de les dues successions
son iguals. Per tant, L1 = Ly = L. Queda provar que la successié de sumes parcials s,
convergeix al mateix limit. Siga € > 0. Aleshores, existeixen dos nombres enters Ny i No
tals que

si n> N; aleshores sy, —L|<e, si n> Ny aleshores |[so 41— L|<e.
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Siga N = max(Np, Na),
si n> N aleshores |[s, —L|<e,

i, per tant, la successié de sumes parcials s, també convergeix a L. Queda aixi provat
que la serie alternada és convergent. O

Corol-lari. Fita de I’error de la suma parcial: Siguen > 5% (—1)""tu, = L
una serie alternada convergent i {s,} la successié de sumes parcials de la série. Aleshores
|sn — L| < tpy1.

Demostracié. En la demostracié del criteri de Leibniz hem provat que tant els termes
parells com els termes imparells de la successié de sumes parcials sén successions fitades
i monotones, i llavors convergents, i que en ambdds casos el seu limit és L, la suma
de la serie. La successié de termes parells és una successio creixent i, pel teorema 4.2,
convergeix al seu suprem. La successié de termes imparells és una successié decreixent i,
pel teorema 4.2, convergeix al seu infim. Podem per tant escriure

Son < L < sopy1 .

A més, recordem la definicié a, = (—1)"*u,, que fa que els terms imparells de la
successi6 {ay, } siguen positius i els termes parells negatius. Considerem ara dos casos. Si
n=2m+ 1, amb m € N, tenim

|sn — L| = |s2m+1 — L| = s2my1 — L < Soma1 — S2mi2 = —Q2my2 = Upy1 -
Isin=2m, amb m € N, tenim
|sn — L| = |s2m — L| = L — 52 < S2m41 — 82m = Q2m41 = Uni1 -
El corol-lari queda provat en els dos casos. O

Aquest corol-lari permet fitar 'error que fem si en lloc de sumar tots els termes de la
serie ens aturem en un terme concret amb n = k. La diferéncia entre la suma parcial
Sk (=1)"t u, ila suma de la série 3°°  (—1)" u,, és menor que el segiient terme
de la successié positiva, ugy1.

Exemple 4.30: La serie harmonica alternada, de terme general a,, = #, satisfa

tots els requisits del criteri de Leibniz i és, per tant, convergent. Dibuixem la successio
{an} ila successié de sumes parcials, {s,}, que convergeix a la suma de la série:

Sn
A
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Com veurem en la seccié 4.5, la suma de la série és In 2.

Definici6é 4.11: Convergéncia absoluta

Una serie > o2, a, és absolutament convergent si la serie de valors absoluts
Y021 lan| és convergent.

Definici6é 4.12: Convergéncia condicional

Una serie convergent que no és absolutament convergent és condicionalment
convergent.

Comentari: En el cas de séries de termes no negatius no existeix diferéncia entre
convergencia i convergencia absoluta. Una serie de termes no negatius convergent és,
obviament, també absolutament convergent.

Exemple 4.31: La serie geomeétrica alternada

> 1\" 1 1 1
“) (=) =144
2_(-1) (2) 2317 8"

n=0

és absolutament convergent, ja que la serie de valors absoluts corresponent és una serie
geometrica amb raé |r| = % < 1, i, per tant, convergent.

Exemple 4.32: La série harmonica alternada és condicionalment convergent, ja que
la serie de valors absoluts associada és la série harmonica, divergent.

Teorema 4.21: Criteri de la convergéncia absoluta

o0 o
Si Z |ay| convergeix, aleshores Z a, convergeix.
n=1 n=1
Demostracio. Per a tot n,
*|an| <an < |an| = Ogan+|an| §2’an|

Si >0 |an| convergeix, aleshores Y oo ; 2 |a,| convergeix, i pel criteri de comparacio, la
serie de termes no negatius > o2 (an + |a,|) convergeix. Ara escrivim

o0 oo [ee] oo
Z an = Z (an + |an| = |an|) = Z (an + lan]) — Z |an| .
n=1 n=1 n=1 n=1
Com que Y o2 ay és la diferencia de dues series convergents, és convergent. O
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Comentari 1: Aquest teorema ens permet demostrar la convergéncia d’una seérie
alternada estudiant la convergencia de la serie de valors absoluts associada, per a la qual
podem utilitzar els criteris de la seccié previa.

Comentari 2: Tota serie absolutament convergent convergeix. Ara bé, moltes series
convergents no sén absolutament convergents. Un exemple seria la serie harmonica
alternada.

Exemple 4.33: Siga la serie > o2, 517?2". Com que sinn € [—1,1], la série té termes

\smn|

positius i termes negatius. La série de valors absoluts corresponents és » o2 ; Fem
servir el criteri de comparacié per a establir que aquesta série és convergent, Ja que

|sinn |

<
n2 _n2’

sinn

i la serie harmonica generalitzada amb p = 2 és convergent. Aleshores, com que Y72 | =%

és absolutament convergent, és convergent.

Exemple 4.34: Sip > 0, la successié {1/nP} és decreixent i amb limit zero. Aleshores,
pel criteri de Leibniz, la série harmonica generalitzada alternada

2, (=1)mH 11 1
Z =l—-—4+_———+...

és convergent si p > 0. Com que la série harmonica generalitzada convergeix si p >
1 1 divergeix si p < 1, concloem que la série harmonica generalitzada alternada és
condicionalment convergent si 0 < p < 1 i absolutament convergent si p > 1.

La manipulacié de termes en series alternades ha de fer-se amb compte, com ara
veurem amb dos exemples.

Exemple 4.35: La serie
o0
S=>(-1)"=1-1+1-1+...

s’anomena série de Grandi. En els exemples 4.18 ja hem comentat que es tracta d’una
série divergent segons el teorema 4.12, ja que lim,,_, . (—1)" no existeix. No obstant aixo,
podem caure en la temptacié d’agrupar els termes de la manera segiient,

S=(1-1)4+1=1)+---=0+0+...

i concloure que la suma de la serie és S = 0. També podem agrupar d’una manera
alternativa,

S=1+(-14+1)+(-1+1)+---=14+0+0+...
i concloure S = 1. Finalment, podem calcular

1-S=1-(1-14+1-1+...)=25,
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i obtenir S = % Obviament, la suma de la série no pot ser alhora 0, 1 i % De fet, sabem
que la serie és divergent. Per tant, les manipulacions que hem fet no sén possibles.

Exemple 4.36: Considerem de nou la serie harmonica alternada,

00 1
(—1)"t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S=) =l 44—t —to— Tt — ...
~ 23 35 6 7 s o T o T T2t

Multipliquem per 2:

2 1 2 1
28=2-14+-—-+2—

1+2+21+21+
3 2 5 3 7 4 9 5 11 6

Ara podem agrupar els termes amb el mateix denominador. Tenim 2 — 1, % —

.... També podem reordenar els termes. Aquestes operacions condueixen a

(SN
(S

ol

1 1 1 1 1

28=1--4+-—-+—-—=-+---=5.

2 * 3 4 + 5 6 *

La série harmonica alternada és convergent i, com veurem en la seccié 4.5, la seua suma

no és zero. De fet, podem demostrar que S # 0 a partir de la fita a I'error de la suma

parcial que trobem com a corol-lari al teorema 4.20. Si considerem per exemple la suma
1

. _ _1_7 l_ l , . l_ l. l .2
parcial so =1 2—QtrObem‘2 S’§3,esad1r,2 S <318 2> 5. En conclusio,

S # 0 i podem, per tant, dividir per S en aquesta equacié. Trobem
2=1.

De nou, un resultat absurd.

Els segiients teoremes fixen les condicions baix les quals les manipulacions fetes en
aquests exemples estan permeses. Encara que no els demostrarem, és important coneixer-
los per a evitar cometre errades en la reordenacié o agrupacié de termes d’una série. El
primer teorema tracta sobre la commutativitat dels termes en una serie convergent.

Teorema 4.22
Siga > o2 | a, una serie convergent.

e Si convergeix absolutament, aleshores la serie que s’obté en fer qualsevol
reordenacio dels seus termes és també convergent i té la mateixa suma.

e Si convergeix condicionalment, per a tot M € R existeix una reordenaci
dels seus termes tal que la nova serie convergisca a M. També existeixen
reordenacions que fan divergir la série a menys o més infinit.

Comentari 1: Aquest teorema ens diu que els termes de les seéries absolutament
convergents tenen la propietat commutativa, igual que en el cas de les sumes finites.
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Comentari 2: El segon punt d’aquest teorema s’anomena Teorema de Riemann.
Ens diu que sempre podrem trobar una reordenacié dels termes d’una serie condicional-
ment convergent de manera que la série convergisca a qualsevol valor, inclosos menys o
més infinit. Per tant, 'operacié de reordenacié pot alterar el valor de la serie i per tant,
en general, no esta permesa.

El segon teorema tracta sobre ’associativitat dels termes d’una série, és a dir, sobre
la validesa d’agrupar un nombre finit de termes i sumar-los de manera separada.

Teorema 4.23

Siga la seérie > an, tal que a, >0 Vn € N.

0o
n=ng

e Per a tota successié n; < ng < ng < .... amb n; = ng,

(0.) o
Z (ank +ank+1 +"'+ank+1—1) = Z Qnp -
k=1

n=ng

e Una reordenacié dels termes de la série no altera la serie.

Comentari: Si la seérie és de termes no negatius, el primer punt del teorema ens diu
que podem agrupar termes i el segon que podem reordenar-los.

Hem de recordar que una série és el limit d’una successié de sumes parcials. No
és, per tant, una suma. Aleshores, en principi, no hem d’esperar que les propietats de
commutativitat i associativitat siguen valides en qualsevol serie. Hem vist que en les
series absolutament convergents i les series de termes no negatius algunes d’aquestes
propietats es respecten, com si foren sumes finites. En canvi, en els exemples 4.35 i 4.36
hem agrupat i reordenat termes en series en les quals no és possible. El primer cas, la
serie de Grandi, és una seérie alternada i divergent, i el segon cas, la série harmonica
alternada, és una serie condicionalment convergent.

4.5 Series de potencies

Definici6é 4.13: Série de poténcies

Una seérie de poténcies al voltant de x = x¢ és una serie de la forma

[o.¢]
ch(x—xo)":co+cl(a:—x0)+02(x—x0)2+~--—i—cn(x—a:o)”+...
n=0
(4.10)
on g € R és el centre i els coeficients ¢, sén constants.

Comentari: En molts casos ens interessa una serie de potencies al voltant de x = 0,
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equivalent a fer zp = 0 en 'equacié (4.10). En aquest cas Iexpressi6 se simplifica a

oo
chxn:CO+CIx+C2$2+"'+Cn$n+---
n=0

Exemple 4.37: En el cas xg =01 ¢, =1 Vn € N obtenim la seérie geometrica

oo
Zx":1+x+x2—|—---+x"+...
n=0

de primer terme igual a 1 i radé . Vam demostrar en el teorema 4.10 que aquesta serie
és convergent si |z| < 1, 1 que en aquest cas la suma és 1/(1 — ). Aleshores, escrivim

l+o+a®+- +a™

, —l<ax<l.
1—=z v

Fins ara, haviem llegit aquesta igualtat d’esquerra a dreta. Si la série convergeix, la seua
suma és 1/(1 —z). A partir d’ara llegirem també la igualtat de dreta a esquerra, és a dir,

1 2 n
1—=x

., —l<x<l.
La funcié f(x) = 1/(1 —z) és expressada per una série de poteéncies de terme general z".

Exemple 4.38: La serie

[e.e]

1\" S| 1
7;)(—2) (z-2"=1-(@-2)+(@=2)"+...

és una serie de poténcies de centre xy = 2 i coeficients ¢, = (—1/2)". De nou, es tracta

d’una serie geometrica de primer terme igual a 1 irad r = —(x — 2)/2. Llavors, la série
és convergent per a

_9
x2 ‘<1 = 0<z<4,

i la seua suma és

2
1—7r 1+x772_x'
Aleshores, escrivim
2 r—2 (vr—2)> 1\"
o1 P —) 4 4.
. 5t ( 2> (x=2)"4+..., 0<z<

Si 0 < x < 4, podem representar la funci6 f(z) =

o (-3)" @-2m.

2 N N .
= per la scrie de potencies
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Teorema 4.24: Teorema de convergeéncia de séries de poténcies

Si la seérie de potencies > o2y ¢p, ™ convergeix per a x = a # 0, aleshores convergeix
absolutament per a tot x amb |z| < |a|. Sidivergeix per a x = b, aleshores divergeix
per a tot z amb |x| > |b].

Demostracié. Suposem primer que la série > o2 ¢, a™ convergeix. Llavors, lim, o ¢p a™ =
0 pel criteri del terme n-eésim i, per tant, existeix un enter N tal que

si n >N aleshores [c,a"| <1,
és a dir
T
|cn|<w, sin>N.

Siga x tal que |z| < |al, 1 aleshores |z|/|a] < 1. Multiplicant I’equacié prévia per |z|™
obtenim

Com que |z|/|a] < 1, la série geometrica > o2 |z/a|™ convergeix. Pel criteri de com-
paracié, la serie > o2 |cp||x|™ convergeix, i aleshores la seérie original Yo% ¢, z™ és
absolutament convergent per a —|a| < z < |a|. Suposem ara que > _,> ¢, 0" divergeix.
Siga x un nombre real tal que || > |b|. Si la série és convergent en z, aleshores la
primera part del teorema implica que la série és absolutament convergent en x = b,
en contradiccié amb la premissa. Aleshores, per reduccié a 'absurd, la serie ha de ser
divergent per a tot x amb |z| > [b]. O

Comentari: Si la serie de potencies té centre xg # 0, el teorema 4.24 s’aplica a la
serie >, _o¢n (2/)", amb 2’ = z — xo.

Corol-lari. La convergencia de la serie > o2 ¢p (x — x0)™ es descriu per una de les
segiients tres possibilitats:

(i) Existeix un nombre real positiu R tal que serie divergeix per a tot x amb |z—z¢| > R
perd convergeix absolutament per a tot z amb |z — xg| < R. La série pot ser
convergent o divergent en x = g + R.

(ii) La serie és absolutament convergent per a tot valor de z (R = o).
(iii) La série convergeix en x = xg i divergeix en qualsevol altre valor (R = 0).

Comentari: El valor R s’anomena radi de convergéncia de la série de poténcies
i I'interval de radi R centrat en xy s’anomena interval de convergéncia.

Exemples 4.39: Estudiem la convergencia de les series de poténcies
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00 n 2 3
i —1"+1x—:x—x—+x——...
D
00 .TQ —1 x3 1.5
i 1)+ =r— =4+ = -
D
o0 " 2 3
iii —=14+z+ —+ —
(iif) n; e T T
oo
(iv) > nla" =1+az+2a°+ 32" +.

n=0

aplicant el criteri de d’Alembert a les seéries de valors absoluts associades.

(i) Si an, = (=1)"*1 Z= aleshores |a,| = L i tenim
Ant1 2"t n
= |z = |a].
an n—+ 1 2 n+1

En conclusié, la seérie convergeix absolutament si |z| < 1 i divergeix si |z| > 1. Hem
d’estudiar el comportament de la série en |z| = 1, és a dir, en x = 1ix = —1. En
x =1 la serie és la série harmonica alternada, que és convergent. En © = —1, com que
(D™= = —1,

i ens trobem amb la série harmonica, que és divergent. En conclusié, la serie té radi de
convergencia R = 1, convergeix per a x amb —1 < z < 1 i divergeix per a altres valors.
Podem representar aquest resultat de la manera segiient:

[ ]
Y

-1 0 1
(ii) Si a,, = (—1)"*! ‘én . ~ aleshores

1.2n+1 om—1
2n+1 g2n1

_2n—1 2 9

an+1 g2
2n—|—1

an

Deduim que la série és absolutament convergent si 2% < 1 i divergeix si 22 > 1. Estudiem
la convergeéncia en el cas 22 = 1, equivalent als punts x = 1ixz = —1. Si z = 1 la série
de potencies es converteix en la serie
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Es tracta d’una serie alternada amb u,, = 1/(2n —1). Com que u,, és decreixent i u, — 0,
el criteri de Leibniz ens diu que la serie és convergent. Obtenim la mateixa conclusié en
x = —1, ja que el terme general de la série resultant té el mateix valor absolut. Aleshores,
la série té radi de convergencia R = 1, convergeix per a x amb —1 < x < 1 i divergeix
per a altres valors. Representem aquest resultat de la manera segiient:

-1 0

¢
 /

(iii) Si a, = L} aleshores
n+1 |
| | o n) el
an (n+1)! an| n+1

La série té radi de convergencia R = oo i és per tant absolutament convergent en tota la
recta real:

<l
-

Y

(iv) Si a,, = nlz™ aleshores

(n+ 1)zt
nl ™

Anp+1
Qn

=(n+1)|z| = occVz #0.

Aleshores, el criteri de d’Alembert ens diu que la série només convergeix si x = 0. En
aquest cas el radi de convergencia és R = 0:

®
Y

En els exemples 4.37 i 4.38 vam veure que una serie de potencies de x convergeix a
una funci6é f(x) en el seu interval de convergeéncia i que, de manera inversa, una funcié
f(x) pot representar-se per una série de potencies dins d’un cert interval de convergencia.
El segiient teorema reforca aquesta equivalencia.

Teorema 4.25: Teorema de diferenciacié i integracié terme a terme

Siga la seérie de poténcies Y o2 ¢, (x — xp)™, amb radi de convergencia R > 0.
Aleshores, la funcio

f@) =) cn(z —x0)"
n=0

és derivable en U'interval (g — R,xo + R) i
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(i) dxlzcn - ] Zdi (z —x0)" chnﬁfﬂfo) -

n=0 n=0

)n+1

e oo e
-1

El radi de convergencia de les seéries de poteéncies Y o2 nec,(z — z9)" " i

— n+1 ’ ’
no0Cn % és també R.

Comentari 1: Com que f(x) és derivable en l'interval de convergencia, també és
continua en aquest interval, com sabem pel teorema 2.2.

Comentari 2: L’aplicaci6 repetida del teorema implica que les series > o2 o n (n —
Den(x—20)" 2, X0 an(n—1) (n—2)c, (x —20)" 3, ..., també sén convergents en

(xo — R,xo+ R) i es corresponen amb les derivades successives de la serie original.

Comentari 3: Aquest teorema estableix una igualtat entre funcions i series de
potencies dins d’un cert interval de convergencia, pero no diu res sobre els extrems de
I'interval. Per a resoldre aquesta qiiestié hem de fer servir el teorema d’Abel, que diu
que si f(z) =302 cpa™ en —b < x < b i la série convergeix en x = b, aleshores

f(b) = lim f(z chbn

r—b—

mentre que si convergeix en x = —b tenim

f(-b) = lim f(a ch

z——bTt

Aquest teorema, que no demostrarem, estableix les condicions per a identificar la funcié
amb la serie de poténcies en els extrems de 'interval de convergencia. Podem veure que
per a funcions continues ’equivaléncia esta garantida si la série és convergent.

Demostracio. Per simplicitat, i sense perdua de generalitat, demostrem el teorema
per a xg = 0. Comencem demostrant el primer punt del teorema, el teorema de
diferenciacié terme a terme. Aquest punt es prova en dos passos. Primer hem de
demostrar que la série de poténcies Y°0° (n ¢, 2! convergeix en l'interval (—R, R) i a
continuacié que es tracta de la derivada de la serie original. Siga z € (—R,R) i€ >0
tal que |z| < |z| + € < R. Com que |z| + € es troba en l'interval de convergencia, la
série de poteéncies Y 00 |cn, (Jz| + €)"| convergeix. Ara, per les propietats dels limits de
successions (teorema 4.3) i els limits del teorema 4.9, tenim

lim {nl/"|xl(n71)/”} = lim n'/" lim |z|® Y/ = 1.|z| = |2|.
n—oo P(iii) n—00 n—oo T4.9
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Aixo implica que existeix un nombre enter N tal que si n > N aleshores
nVm M gl e = na™ Y < (a4 6" = |neaz™ Y < e (Jz] + )"

Com que > 0% o len (Jz| + €)"] convergeix, el criteri de comparacié ens diu que

o0 d o0
Z — (cpa™)| = Z ’ncn x"ill
n=0 dx n=1

també convergeix, i aleshores, pel teorema 4.21,
oo d o0
> (s = S
n=0 n=1

convergeix. Ara hem de provar que aquesta série és la derivada de la serie original,
és a dir, que la funcié representada per aquesta serie és la derivada de la funcié f(x)
representada per la série original. Siga z € (—R, R) i

T;)j ”):nz::lncnm"_l.

Hem de provar que

Py = i TN _ )

Peraxz+h € (—R,R), amb h # 0, tenim

play — 101 =S

Ara, pel teorema del valor mitja de Lagrange (teorema 2.12), existeix un nombre real
tn € (x,x + h) tal que

(z+h)"—

— = nt" L,
Aleshores, podem escriure
z+h)— f(x > >
g(l‘)*f( }1 f()zzncnxn 1*2716”752 1]
n=1 n=1
o [o.¢]
= Z ncp [a:” ! tﬁfl} = Z ncp [w" ty 1}

n=1 n=2
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Fem servir el teorema del valor mitja de Lagrange de nou. Existeix un nombre real
Pn—1 € (7, t,) tal que

mn—l tz—l 5
=(n—-1
xr—t, (77, )pn 1>
i aleshores
2" =t = o =t - [(n— 1) pR 3

Com que |z —t,| < |h| 1 |pn—1] < |a, amb |a| = max(|z|, |z + h|), obtenim
2"t = n 7 < bl = a2

En conclusié, hem trobat la fita

o) - Lt 1) 1)

<[ Y n(n—1)enan?. (4.11)
n=2

Laserie 300 5 |n (n — 1) ¢, @™ 2| és convergent en (—R, R), ja que es tracta de 0% % [cn "]
i> 02 ocna™ convergeix. Aleshores, podem calcular facilment

[e.e]
lim ||h —Depa 2| =
h%b ]TLZ:Q’n(n ) Cn ” 0,
i equaci6 (4.11) implica que

flz+h) - f(z)
h

li - =0
lim 1g(z) )

ig(x)=f'(x). Aixi queda demostrat el primer punt del teorema. Passem ara al segon,
el teorema d’integracié terme a terme. En primer lloc notem que

c
- < len 2",
n+1
i per tant, pel criteri de comparacié, la serie > o2 ncj:las”‘ convergeix en (—R, R).
s 1s 3 2 o) c n o __ o) C n+1 4 :
Multiplicant per z s’obté que x 3 ;2o ;352" = >0l 7 iqT també convergeix en

aquest interval. Aix0 demostra que la serie considerada és convergent en el mateix
interval de convergencia. Ara hem de demostrar que es tracta de la primitiva de la série
original. Definim F(z) = 72, nc—jrbla:”“. El primer punt d’aquest teorema prova que
F'(x) = f(x). Aleshores, per la definicié de funci6 primitiva,

/f(x)dx:F(:v)+C’.
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Comentari: Aquest teorema constitueix una eina molt poderosa per sumar series
de potencies i trobar les funcions corresponents a partir d’altres series de poteéncies de
suma coneguda relacionades mitjancant derivacié o integraci(’).

Exemple 4.40: Volem sumar la serie ) 2 . En primer lloc, estudiem la seua

n= 1 n
n
convergencia fent s del criteri de d’Alembert. Si a, = %~ aleshores |a,| = ol ‘ , 1 tenim
+1
Apil z" n n
ntl) = | = 2| = |z].
an n+1 x" n+1

En conclusid, la série convergeix absolutament si |x| < 11 divergeix si |z| > 1. A més, en
x = 1 la serie és divergent, perque es tracta de la série harmonica, i en = —1 convergent,
perque es tracta de la serie harmonica alternada. Concloem que el seu radi i interval de
convergencia séon R =11 —1 < x < 1. Ara, per a trobar la seua suma en —1 < z < 1
notem que si

oo $n
x):Z;, —-l<x<1,
n=1
aleshores

— o0
z" 1

Oon oo
:nz::l :zz: 1—2’

"
n=0

on en I'dltim pas hem identificat la série geometrica. La funci6é f(x) és una primitiva de

f'(),

/f )dz = dm = —In(l-2)+C,

i la constant d’integracié la podem determinar a partir de la condicié f(0) = 0, que
deduim directament amb la substitucié x = 0 en la serie f(z) =3 ,—; %-. Tenim

~n(1-0)+C=0 = C=0.

I en conclusio

@] xn
E —=—-In(1—2x)=1
2 n(l—x) n(

Com a comentari final notem que la série és convergent en x = —1 i que, pel teorema
d’Abel, convergeix en aquest extrem al valor —In2 = In %

, —l<x<l.
1—x> o

Exemple 4.41: Si en ’exemple previ fem el canvi x — —z obtenim
n

i(_ :i(_:t) " =—-In(1+2z), -l<z<l,

n=1 n=1

n
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i aleshores, simplement multiplicant per —1,

= (—1yt

Zixnzln(l—kx), -l<z<l1.
n

n=1

<. —1)ntl . . , Ny .
La serie > 2 % ™ convergeix en x = 1, ja que és la seérie harmonica alternada. A
més, la funcié In(1 + x) és continua en x = 1. Per tant, pel teorema d’Abel, obtenim que
la suma de la série harmonica alternada és

oo 1\n+1
s EUT g,
n

n=1

Exemple 4.42: Volem identificar la funcié

[ee]
(=" 2n+1 a? 2P
:E =r— —+—=—... —-1<z<1.
f(z) = 2n+1x v 3+5 ’ =T=

Per aplicaci6 del teorema 4.25, podem trobar f’(z) derivant la série terme a terme:

oo o0
f(x) = Z(fl)”x% = Z(faﬂ)” —1-2+2t—..., —l<z<l1.
n=0 n=0

Es tracta d’una série geomeétrica amb primer terme igual a 1 i raé —z2. Aleshores,

1 1

f(x) = 1—(—a2) Y

Ara integrem per a obtenir f(z):
d
/f’(x) dx = / 1_’_73;2 = arctanz + C'.
Com que f(0) =0, C =0. En conclusié

- (_1)n w2n+1

r) = arctanx = -l<z<l.
f(@) Z 2n + 1 ’
n=0
Finalment, la seérie de poténcies convergeix en x = 1 i 2 = —1. Com que la funcié

arctan x és continua en els dos punts, la serie convergeix a arctan z també en els extrems
de l'interval de convergencia.

El teorema 4.25 garanteix que la suma d’una série de poténcies és una funcié continua
i derivable, amb derivades de tots els ordres dins de l'interval de convergeéncia. Ara
plantegem la qiiesti6é inversa. Si una funcié té derivades de tots els ordres en un cert
interval, podem expressar-la com una seérie de poténcies? I si és aixi, quins sén els
coeficients d’aquesta serie? Abans de donar resposta a aquestes qiiestions recordem el
teorema de Taylor (teorema 2.19). Si f és una funcié derivable n + 1 vegades en un
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interval obert I que conté el punt a, aleshores, per a cada n € N i Vx € I, existeix un
valor ¢ entre a i x tal que

f(x) = Po(z) + Rn(2),

"a ™) (g
Pu(@) = (@) + f@)e—a)+ T @ —ap 4 T oy
LRGN
Rn( )_ (n+1)| (.’L’ a) +17

sén el polinomi de Taylor d’ordre n de la funcié f(z) en z = a i el residu.

Definicié 4.14: Seérie de Taylor

Siga f una funcié amb derivades de tots els ordres en un interval obert I que conté
el punt a. Aleshores, la série de Taylor generada per f en x = a és

f"(a)

7 (x—a)?+...

o r(n)(g
S 1@ iy = fa) + Pla) e — )+
n=0

n:

Comentari: La serie de Taylor és el limit del polinomi de Taylor:

n (k) (g o f(k)
lim P,(x) = nlgroloz ! '( ) (z —a)k = Z / '(a) (z —a)k.
k=0 ’ k=0

Nn—00 k k!

Teorema 4.26: Convergencia de la série de Taylor

Siga f una funcié amb derivades de tots els ordres en un interval obert I que
conté al punt a i siguen P, i R,, el polinomi de Taylor d’ordre n de f en z = a i el
residu, respectivament. Aleshores, si lim,_ oo R, = 0 Va € I, la série de Taylor de
f en x = a convergeix a la funcié f en I, i escrivim

0 £(n) (g
:Zf (a)

(@) =

(x —a)".
n=0

Demostracid. La funci6 f(x) s’escriu com la suma d’un polinomi de Taylor i un residu,
f(z) = Py(z) + Rp(x). Per tant, P,(z) = f(x) — Ry(z). Si R, — 0, tenim

o (k) (g
S ) = i Pae) = T [f(@) — Ra(@)] = £(x) — lim Ra(z) = £(x).
k=0

k! n—00 n—00 n—00

O
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Comentari 1: La serie de Taylor és una serie de poténcies al voltant de x = a amb
coeficients

@)

Cp — |
n.

mentari 2: cas particular a = 0 s’anomena séri urin:
Comentari 2: El ticul 0s’ serie de Macla

0 4(n)

n=0

n!

Comentari 3: En els exemples 2.29 i 2.30 de la seccié 2.6 vam veure que ’aproxi-
macié d’un polinomi de Taylor a la funcié que el genera millora si augmentem ’ordre del
polinomi. El teorema 4.26 dona una explicacié a aquest fet, que vam comprovar per a
les funcions e* i sin x. Efectivament, si es donen les premisses del teorema, en el limit
n — oo el polinomi és exactament la funcié.

Comentari 4: Donada una funcié f amb derivades de tots els ordres en un cert
interval I, podem afirmar que existeix una serie de Taylor associada, pero aquesta série no-
més sera equivalent a la funcié si R, — 0. En cas contrari la série no convergeix a la funcio.

Comentari 5: Considerem el polinomi de Taylor d’ordre n de la funcié f(x) en
x = a. El teorema d’estimaci6 del residu (teorema 2.20) permet fitar el residu si la
derivada n + 1 de la funcié f satisfa m < f*+D(¢) < M, amb m, M € R, per a tot t € I,
on I és un interval obert que conté el punt a. Si aquesta condicié se satisfa per a tot n,
aleshores R, — 0 i la serie convergeix a la funcié. La prova és senzilla. Siga 'interval
I =(a— R,a+ R), amb R > 0. Suposem que existeix un nombre real M > 0 tal que
|f™(z)| < M,Vn>01iVz € I. Aleshores

’33 _ a|n+1
R <M-——m—
B}l < M=
Com que z € I, |z —al] < R i tenim
Rn+1
R <M ——.
()] < (n+1)!
El limit (vi) del teorema 4.9 és lim,, %l = 0. Aleshores, |R,(z)] — 0 per a tot

x € (a — R,a+ R) ila serie de Taylor convergeix a la funcié. Com a exemples, podem
considerar les funcions f(z) = e* i g(x) = sinz. Vam obtenir els seus polinomis de Taylor
en els exemples 2.29 i 2.30. En els dos casos podem fitar les seues derivades:

e En el cas de la funcié exponencial, tenim f{™ (z) = e*. A més, sabem que és una
funcié creixent, i aleshores per a tot R > 0, si € (a — R,a + R) trobem la fita
| £ (z)| < e*TE. En conclusio, la série de Taylor associada convergeix a e®.

e Les derivades successives de la funcié g(x) = sinx sén necessariament sin x o cos z,
amb signe positiu o negatiu. Com que aquestes funcions verifiquen |sinz| <1 i
|cosz| < 1, concloem que | £ (z)| < 1i de nou la seérie de Taylor de la funcié sin
és convergent.
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Comentari 6: En el seu interval de convergencia, una serie de poténcies és la série
de Taylor de la seua suma. Per a arribar a aquesta conclusié només hem de derivar terme
a terme una serie de poténcies. Siga la serie de potencies > 2 ¢, 2", de suma f(x) en
un cert interval de convergencia. Tenim

f@)=co+eraz+ca+- ezt +...

i aleshores

f/(x):cl+262$+3C3x2+"'+kckxk*1-|-__.
f/l(z):262+603x+...+k(k_1)ck$k_2+.”
f///(x):663—|—..._|_]€(k_1)(k_2)0kxk_3+'“

B () =kley+ ...

Si ara substituim z = 0 en aquesta expressié obtenim ¢; = f/(0), 2¢co = f”(0), 6¢3 =
F7(0), ..., klep = f®)(0), .. .i aleshores

£®(0)
ko

Cr =
L’equivaléncia és exactament analoga si la serie és al voltant d’un punt xg # 0.

Comentari 7: El procediment de calcul de la seérie de Taylor d’una funci6 és exac-
tament el mateix que vam veure en la secci6 2.6 per al calcul dels seus polinomis de Taylor.

Teorema 4.27

Algunes series de Maclaurin habituals i els seus intervals de convergencia:

1 o
(i) 1_£=Zx”:1+x+x2—|—aj3+..., lz| < 1.
O pn 3
(ii)exzzn——l—i-x—i-——i—?—i- , 7| < .
n=0 """
o) 3 5
. (_l)n 2n+1 X iy
(iii) Slnxzzomx” :x—ﬁ—l—a—..., |z| < oco.
n—=
o0 2 4
. (=) ¢ T
(iv) cosm:z%)(Qn)! 2" = — ot T |z] < o0
n—=
© n+1 ZL‘2 IL‘3
In(1 + T 4% <<
(v) In(1 + ) nz:o = 3 2+3 x <
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00 3 5
: (="  ont1 & <
vi) arctanx = —t =rx——+—=——..., |z|<1
i) arctana = 3= L1 TS s
n+1 P n—1
n P —_——— — P —
(vii) \/1—1—1‘—2 2’”n' — I,z —1—1—2 g T |z| <1, I, —kl;Il(Qk 1).

Demostracio. La serie de Taylor de la funcié 1/(1 — x) és la série geometrica, com sabem
pel teorema 4.10. Les series de Taylor de les funcions e®, sinx i cosx poden deduir-se
directament a partir dels seus polinomis de Taylor, calculats en els exemples 2.29, 2.30
i 2.31. La serie de Taylor de la funci6 In(1 + x) pot deduir-se també a partir del seu
polinomi de Taylor, que vam estudiar en I’exemple 2.32 i que ens tornarem a trobar en
I’exemple 4.41. La seérie de Taylor de la funci6é arctan x va apareixer en I’exemple 4.42.
Finalment, la serie de Taylor per a la funcié +/1 4+ x va ser calculada com part de
Pexemple 2.35. El seu radi de convergeéncia (R = 1) pot deduir-se amb les técniques
habituals. O

Altres series de Taylor es calculen de manera similar. Ara bé, en alguns casos resulta
més senzill trobar-les a partir d’aquestes séries de Taylor habituals.

Exemple 4.43: Volem obtenir les seéries de Maclaurin de les funcions sinh x i cosh z.
En principi podriem trobar-les amb el procediment habitual per a calcular polinomis de

n)
Taylor, consistent en calcular els coeficients w, pero resulta més facil fer us de les
definicions
r _ - T —x
sinhx = c-° coshx = ete”
2 2
Com que
o xn 2 x3
T __ i - -
e _nz:%”- l4a+ TR
tenim
[e9) 2 3
_ (—z)" x x
X __ — _ -
e "= z% T 1—z+ o1 3l +
n—
Aleshores
1 .’L‘3 IE5 3 .’E5 0 2n+1
inhz =~ (22 +2°> +2 —r4 =+ B
sinh z 2<x+ TR ) x—|—3'+5'—|— §(2n+1)!,
1 x? x? 2?2 2t X g2n
cosha:—<2+2+24'+ )—1++4,+ ;::0(2”)!.

Ambdues series de Taylor convergeixen per a tot x € R, ja que la serie de Taylor de la
funcié e* també ho fa.
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Finalitzem el tema amb alguns exemples d’aplicacié de les series de Taylor.
Exemple 4.44: Volem calcular

Inx

lim .
z—=1x —1
Es tracta d’una indeterminacio % i la podem resoldre fent us de la série de poténcies de
la funcié In z al voltant del punt £ = 1. En I’exemple 2.32 vam trobar els polinomis de
Taylor de In x. Tenim

lnx:(az—l)—%(a:—l)2+...

Aleshores, dividint per x — 1
) Inzx
lim
z—=1 1 —

= lim [1+ 0@~ 1)] = 1.

En I'dltim pas hem utilitzat que els termes d’ordre x — 1 tendeixen a 0 quan x tendeix a
1.

Exemple 4.45: Volem calcular

. < 1 1 >
lim ( — ——.
z—=0 \sinx =z

En aquest cas es tracta d’una indeterminacié oo — co. Calculem

. 23 z
1 1 x-—sinz x_(x_ﬁ—'_i_"'
- T : = 3 5
sinx x sinz x(m—g—,—l—%—)
3 1 z2 2
r (ﬁ_ﬁ"'"') TS+
= =TI - = 2' .
2 x
332(—%4-...) 1—y+-.-

Aleshores

11 oz
lim( —)zlim[x-m =0,

z—0\sinz = z—0 1_%?+_“

ja que la fraccié en el segon factor tendeix a una quantitat finita quan x — 0.

Exemple 4.46: Siga la integral definida
1
J = / sin z? dz .
0
La funcié sin 22 no té primitiva en termes de funcions elementals i, per tant, no podem

recorrer a la regla de Barrow. Comencem trobant la série de Maclaurin de sinz?. Es
facil a partir de la serie de Maclaurin de la funcio sin x:

sin ¢ = i (_1)71 $2n+1 = sin .’E2 _ i (_1)71 (x2)2n+1 _ i (_1)71 x4n+2
(2n+1)! (2n+1)! = (2n+1)! ’
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Aleshores, si substituim en la integral definida

_ L _ = (_1)n ! n _ - (_1)n
J—/O smedx—Z (2n+1)!/0 ' +2d:):—z @nt 1!

?;O n=0
- ,;) (2(71_-121)1 (4n1+ 3) ‘

D’aquesta manera hem aconseguit expressar la integral definida com una serie, que ara
podem estimar sumant els seus termes fins a I'ordre desitjat:

1
:L.4n+3

dn+ 3

0

> (=)™ < 1 ) 1 1 1 1
J = = - — = - )
nz:% (2n 4+ 1)! \4n + 3 342 71320 75600

Per exemple, suposem que volem trobar J amb un error menor que 10~%. La série
resultant per a J és una série alternada i els seus termes tenen valor absolut decreixent.
Aleshores, el teorema 4.20 garanteix que és convergent, resultat que ja coneixiem perque
la integral definida de la qual partiem és obviament finita. Ara bé, el corol-lari a aquest
teorema ens permet fitar error de la suma parcial. En particular, si

o~ () 1 S
=2 2n+1)! <4n+3> = 2L (1",

n=0 n=0

tenim |sy — J| < uyy1. El quart terme en la suma és 1/75600 < 10~%. Aleshores, per a
tenir un error menor a 10™* és suficient sumar els tres primers termes. Obtenim

J~1 1+ L ~ 0.31028
T3 42 1320 :
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Introduccid al calcul diferencial en R"

Un matemadtic és una maquina que transforma café en teoremes.
— Paul Erdos

5.1 Elements de topologia en R"

Per a cada nombre natural n, podem definir I’espai real n-dimensional R” com el
conjunt de totes les seqiiencies ordenades, o n-tuples, de n nombres reals. Es, per tant, el
producte cartesia

RP=RxRx---xR.

n vegades

Els elements de R™ sén n-tuples que denotem com a
X = (x17x27"'7$n)7

on cada x; és un nombre real. Podem tractar-los com a vectors i, per tant, fer les operacions
habituals amb aquests. Per exemple, si a = (a1,a2,...,a,) i b = (b1,ba,...,b,) sén dos
elements de R™ i v és un nombre real, definim

a+b=(a1+bi,a2+0ba...,an+0by),

aa = (aaj,aas,...,aap).
Casos particulars de R™ sén la recta real (R), el pla (R?) i Pespai tridimensional (R?).

Definicié 5.1: Norma

Siga x = (x1,x9,...,2,) € R". La quantitat

n
Il = | S22 = el +ad+ - +a2 (5.1)
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és la norma de x.

Aquesta definicié de norma es correspon amb la norma euclidiana i és equivalent a
la nocié habitual de longitud d’un vector.

Propietats:
(i

) llall = 0.

(i) |Jal| =0 « [la|| = 0], on 0 = (0,0,...,0).
)
)

(iii
(iv
Les primeres tres propietats poden provar-se facilment a partir de la definici6. Per a la
quarta calculem

lafl =[] —al|.

lla + b|| < ||a]| + ||b]| (Desigualtat triangular).

n n
lla+bl[> =D (ar +bx)* = |[al* + [bl* +2 > ay bx..
k=1 k=1

Si ara fem us de la desigualtat de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz,

obtenim
lla+b||* < [lal|> + |[b]|* + 2]lal| |[b]| = (|al| + |[b])) ,

i en prendre l'arrel quadrada s’obté la propietat (iv).

Definicié 5.2: Distancia
Siguen a,b € R". La quantitat
n
d(a,b) =|[b—all = | > (b — ar)? (5.3)

k=1

és la distancia entre a i b.

Comentari 1: Casos particulars:

e R3: Siguen a = (z1,y1,21) i b = (22,¥2,22), amb z;,y;,2 € R. Aleshores, la
distancia entre a i b és

d(a,b) = ||b—al| = /(x2 — 21)> + (y2 — y1) + (22 — 21)?.
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e R%: Siguen a = (x1,y1) i b = (22, y2), amb x;,7; € R. Aleshores, la distancia entre
aibés

d(a,b) = |[b - al| = \/(x2 — 21)2 + (32 — 1)?.
e R: Siguen a = (z1) i b = (22), amb x; € R. Aleshores, la distancia entre a i b és

d(a,b) = |[b —a|| = \/(z2 — 21)* = |22 — 21],

i coincideix amb la distancia entre els nombres reals x1 i z2, d(x1,x2), que vam
introduir en la definicié 1.2.

Comentari 2: A partir de la seua definici6 i de les propietats de la norma d’un punt
de R™ podem deduir les segiients propietats de la distancia entre dos punts de R™:

(i) d(a,b) >0
(i) d(a,b) =0 a=b
(iii) d(a,b) = d(b,a)
(iv) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) (Desigualtat triangular).
(v) llall = d(a,0)

Definicié 5.3: Bola

Siga xg € R™ i siga r > 0 un nombre real. El conjunt de tots els punts x € R"”
tals que d(x¢,x) < r s’anomena bola oberta n-dimensional de centre x¢ i radi .
La denotem com a

B(xg,7) = {x € R" | d(x0,%x) <71} .

El conjunt de tots els punts x € R™ tals que d(xg,x) < r s’anomena bola tancada
n-dimensional de centre xq i radi r. La denotem com a

B(x0,7) = {x € R" | d(x0,x) <7} .

El concepte de bola generalitza el concepte d’interval:

e Per a n =1, la bola oberta B(xg,r) és I'interval obert (xg — r,xo + r) i la bola
tancada B(xg,r) és l'interval tancat [zg — r,zo + r|. Per tant, les definicions de
bola oberta i tancada generalitzen a R™ les definicions d’interval obert i tancat en
R.

e Considerem R2. El conjunt dels punts (x,%) tals que 22 + y? < a? és el cercle de
radi a i centre en l'origen (0,0) i es denota com a C,. El conjunt dels punts (z,y)
tals que 22 4+ y? = a? és la circumferéncia de radi a i centre en I'origen (0,0) i es
denota com a OC,. Aleshores, tenim C, = B(0,a) i C, UdC, = B(0,a).
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e En R3, B(x¢,a) és l'esfera de radi a i centre en el punt xg, sense incloure la seua
superficie.

Definicidé 5.4

Un punt xg € A C R” és un punt interior de A si existeix un r > 0 tal que
B(xp,r) € A. El conjunt de tots els punts interiors formen 1’interior de A. Direm
que xg € A C R™ és un punt frontera de A si tota bola B(xg, ) conté tant punts
dins de A com punts fora de A. El conjunt de tots els punts frontera s’anomena
frontera de A i es denota JA. Un conjunt A és obert si només conté punts
interiors. Un conjunt és tancat si conté la seua frontera.

Comentari: A C R” és un conjunt obert si per a tot punt en A és possible trobar
una bola centrada en aquest punt i continguda en A. A C R" és un conjunt tancat si
qualsevol bola centrada en algun dels seus punts no esta continguda completament en A.
La figura segiient mostra un conjunt A C R? i dos punts particulars:

En el dibuix de I'esquerra hem identificat un punt interior, al voltant del qual s’ha definit
una bola continguda en A. En el dibuix de la dreta hem identificat un punt frontera, al
voltant del qual s’ha definit una bola que conté punts de A i punts que estan fora del
conjunt A.

Teorema 5.1

Per a tot xg € R™ i r > 0, B(xg,r) és un conjunt obert.

Demostracié. Hem de provar que si x € B(xg,r), existeix una bola oberta amb centre
en x que esta continguda en B(xg,r). Aix0 és equivalent a 'existéncia d’un nombre
s > 0 tal que B(x,s) C B(xp,r). Sigay € B(xg,r) isigas=r— ||y —xo|| > 0. Per a
qualsevol punt x € B(y, s) tenim, per definicié de bola oberta, ||x —y|| < s. Aleshores,
fent servir la desigualtat triangular de la norma, tenim

| = xo|| = [lx =y +y = xo|| <[lx = yl[ +[ly = %ol <5+ |ly = xol| =7,

i, per tant, x € B(x,T). O
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Comentari: Aquest teorema ens diu que tota bola oberta és un conjunt obert, pero
no tots els conjunts oberts sén boles obertes.

Exemple 5.1: Demostrem que el conjunt A = {(x,y) € R? |z > 0} és un conjunt
obert. Siguen xg = (xg,y0) € A, r =x9 > 01x = (x,y) € B(xg,r). Hem de provar que
x € A. Tenim

& — 20| < /(& —20)2 + (y — 90)? = I|Ix — x0|| <7 = xo.

Llavors, |x — xg| < x, 1 aixd implica —x9 < z — z¢9 < zp. Sumant xy en aquesta
desigualtat deduim que x > 0 i, per tant, x € A.

5.2 Funcions de diverses variables

Definicié 5.5: Funcioé de diverses variables

Una funcié de diverses variables f és una funcié que assigna a un element
x € Dy C R™ un altre element y = f(x) € R™:

f:Df CR* —3 R™
x = (21,...,2n) € Dy CR" A y=Ff(x)=Wi,....,ym) € Rf CR™

El conjunt Dy C R"™ és el domini de la funci6. El conjunt Ry C R™ format pels
valors obtinguts en aplicar la funcié f a tots els elements del domini és el rang de

la funcié.
Comentari: Les variables z1,...,z, s’anomenen variables independents i les
variables y1, ..., ¥n s’anomenen variables dependents. Podem denotar les variables

dependents com a

V=W ym) = (filxr,.. o zn), s fn(T1, oy 20))

i les funcions components y; = f;(z1,...,x,) son funcions de R™ en R.

Casos particulars:

e Sin=m =1, f és una funcié real d’una variable real (definici6 1.5). Exemple:
f(z) = 2% és una funci6 de R en R.

e Sin>1im=1, f és una funcié real de n variables reals, també anomenada
camp escalar. Exemple: f(z,y,2) = sin(z + y + 222) és una funcié de R? en R.

e Sin,m > 1, f és una funcié vectorial de n variables reals, també anomenada
camp vectorial. Cadascuna de les funcions components d’un camp vectorial és
un camp escalar. Exemple: f(z,y,2) = (z +y,2y — €°) és una funcié de R? en R2.

Exemples 5.2: Alguns exemples senzills de funcions reals de dues variables reals:

227



Grau de Fisica - Calcul I Avelino Vicente

Tema 5 Introducci6 al calcul diferencial en R™ Departament de Fisica Teorica, UV
(i) flz,y) =Vy—a?: Dy ={(z,y) €R?|y > 22} i Ry = [0,00).

(i) f(z,y) = xly t Dy = {(z,y) € R? |2,y # 0} i Ry = (—00,0) U (0,00).

(iii) f(z,y) =sinzy: Dy =R?*i Ry = [-1,1].
Exemple 5.3: Siga la funcié z = f(z,y) = (1 — 22 — y?)*, amb k € N. Estudiem el
seu domini per a diferents valors del parametre k.

e k= —1: En aquest cas Dy = R? — 0C1, és a dir, tot R? menys la circumferéncia de
radi 1 i centre en l'origen.

e k=1/2: En aquest cas Dy = Cy U9CY, és a dir, el cercle i la circumferéncia de
radi 1 i centre en l'origen.

e k& = 2: En aquest cas tots els punts (x,y) sén part del domini de f i aleshores
Dy =R2,
Exemple 5.4: Considerem la funcié z = f(z,y) = v/sinz siny. El seu domini esta

format per les regions del pla on es dona una de les segiients condicions:

(1) sinx>0 A siny>0
(2) sinzx<0 A siny<0

Si Dy és la regi6 del pla on es verifica la condici6 (1) i Do és la regi6 del pla on es verifica
la condicié (2), tenim

Df:D1UD2.

Desenvolupem les condicions per a identificar Dy i Dy d’una forma més precisa. Siguen
k,l € Z, amb k # [ en general. Aleshores, la condicié (1) és equivalent a

(la) sinz>0 = 2kn<z<Q2k+1)7
(1b) siny >0 = 2r<y<(2l+1)=w

i, per tant,
D, = {(m,y) € R? | z verifica (1a) A y verifica (1b)} :
Igualment, la condici6 (ii) és equivalent a

(Ie) sinz<0 = QRk-1)rn<z<2knw
(Id) siny<0 = @2I-1)r<y<2irw

i, per tant,
Dy = {(:L‘,y) € R? | zverifica (1c) A y verifica (ld)} .

Si representem el domini de la funcié f obtenim aquesta grafica:
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En blau representem D; i en verd Ds. Junts, componen Dy, el domini de la funcié f,
que té la forma d’un tauler d’escacs infinit.

Definicié 5.6: Grafica

Siga f : Dy C R" — R. La grafica de f és el conjunt de punts de Rt format
pels punts

(z1,...,%n, f(z1,...,2,)) € RV

on (x1,...,x,) € Dy CR™

Aquesta definicié generalitza el concepte de grafica d’una funcié d’una variable real a
camps escalars. De fet, si n = 1 la grafica d’una funcié f : R — R és una corba en R?
donada pels punts (z, f(z)), amb x en el domini de f i, per tant, aquesta definici6 es
redueix a la definicié 1.6. En el cas de n = 2, la grafica d’una funcié és una superficie en
R3.

Exemple 5.5: La grafica de la funcié f(z,y) = /sinz siny estudiada en ’exemple 5.4
és una superficie en R? amb forma d’ouera:
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Definicié 5.7: Conjunts de nivell

Siga f: Dy C R®™ — R i ¢ un nombre real. El conjunt de punts x € Dy per als
quals f(x) = ¢ s’anomena conjunt de nivell de valor c.

Per a n = 2 els conjunts de nivell sén tipicament corbes en R?, d’equacié f(x,y) = c 1,
per tant, s’anomenen corbes de nivell. En el cas n = 3 els conjunts de nivell sén tipica-
ment superficies en R3, d’equacié f(z,y,2) = c i, per tant, s’anomenen superficies de
nivell. Per valors de n més elevats, els conjunts de nivell s’anomenen hipersuperficies
de nivell.

Comentari: Hi ha nombroses aplicacions de les corbes de nivell en cartografia,
meteorologia, i electromagnetisme. En aquests casos també s’utilitza de manera habitual
el nom alternatiu isolinies.

Exemple 5.6: Siga la funcié f(z,y) = z + y + 2. Les seues corbes de nivell de valor
c sén els punts (z,7) € R? que satisfan f(z,y) = 2 +y + 2 = c. Sén per tant rectes
d’equaciéo y =c— 2 — .

Exemple 5.7: Siga la funcié f(z,y) = 22 + y?. La grafica és un paraboloide de
revolucio:
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I les seus corbes de nivell de valor ¢ sén els punts (z,7) € R? que satisfan f(z,y) =
2?4+ y? = c. S6n per tant circumferéncies de radi /c centrades en l'origen:

»

Y
8

1N
N
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5.3 Limits i continuitat

Definicié 5.8: Limit d’una funcié de diverses variables

Siguen f: Dy C R"™ — R™ i xg un punt de Dy o de la frontera de Dy. Direm que
el limit de f(x) quan x tendeix a xg és y € R™ i escriurem

lim f(x) =y,

X—X0
si per a tot € > 0 existeix un nombre real J > 0 corresponent, tal que
0<[lx=x0ll<d = [lf(x)—-yll<e,
per a tot x € Dy.
Aquesta definici6 és una extensié de la definicié de limit d’una funcié d’una variable

real (definicié 1.13).

Exemple 5.8: Demostrem que

dxy?

() (00) 72+ 12

Siga € > 0 un nombre real positiu. Hem de trobar un nombre real § > 0 tal que

2

. 4dxy
si 0<|[(z,y) —(0,0)|]| < ¢ aleshores W—O <e€.

Tenim ||(x,y) — (0,0)|| = V&2 + y? i, per tant, aquest requisit és equivalent al fet que

4
si 0< /22 +y?<§ aleshores xJﬂy

Y

2

2

Ara, com que 22 < 22 4+ y? i y? < 22 + 92, deduim la desigualtat

4 |z|y? 5 5
24 <4dlz| =4Va? <4,\/22+y2.

2
L. € 5 . o .. Axly ) . )
Aleshores, si § = —, y/x? + y? < 6 implica 212 < €1 la definici6 5.8 ens condueix al

limit que voliem demostrar.

B

Exemple 5.9: Demostrem tres limits basics per al cas de funcions de dues variables,
que trivialment poden ser estesos a camps escalars de més variables. Siga ¢ € R una
constant. Aleshores:

lim c=c, lim T =xg, lim =19 . 5.4
()~ (z0.30) @ seow) O @armoan)” (54)
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e Comencem amb lim, ) (2 40) ¢ = ¢ Siga € > 0. Hem de trobar un ¢ > 0 tal que

si0 < /(z —10)2+ (y — y0)? < J aleshores |f(x,y) —c| < €, amb f(z,y) = c. Perd
en aquest cas tan senzill és trivial. Qualsevol § > 0 és valid perque |f(z,y) —c| =
lc — ¢] = 0 < e. D’aquesta manera el primer limit queda demostrat.

e Considerem ara lim(; ) s(z,50) © = To- En aquest cas hem de provar que exis-
teix un § > 0 tal que si 0 < /(z —x0)2+ (y —y0)? < ¢ aleshores |f(z,y) —
zo| < €, amb f(z,y) = x. De nou és senzill. Escollim § = e. Aleshores
0<V(xz—10)2+ (y—yo)? < és equivalent a 0 < /(x —20)2 + (y — yo)? < € i,
per tant, |f(z,y) — x| = |z — 0| = V(x — 20)2 < /(x — 10)2 + (y — y0)? < €. El
limit queda aixi demostrat.

e La demostracié d’aquest limit és completament analoga a la de l'anterior.
Aquests limits sén analegs als de I'exemple 1.13 i les seues demostracions segueixen passos
equivalents.

Teorema 5.2: Unicitat del limit

Si limx—yx, f(x) = y1 1 limx_,x, f(x) = y2 aleshores y; = yo.

Demostracié. La definicié de limit d’una funcié de diverses variables ens diu que per a
tot € > 0, existeixen d1, 2 > 0 tals que

si 0<|lx—x¢|| <01 aleshores [|f(x)—yi| <e,
si 0 <||x—x¢|| <d2 aleshores [|f(x)—y2 <e.

Definim § = min(dp, d2). Aixo ens permet escriure
si 0<||x—x0|| <0 aleshores |[|f(x)—yi|l<eillf(x)—y2|l<e.

Aleshores, hem trobat un § comu als dos limits y; i y2. Ara demostrarem que aquests
limits no poden ser diferents fent Us del metode de la reduccié a 'absurd. Suposem

y1 # y2, amb ||y1 — y2|| > 0, i escollim el valor particular € = ||y157y2H En aquest cas
tenim
si 0<|x—ux9| <d aleshores |[|f(x)—yi1ll < !}’1;3’2\! i f(x) =yl < H}’1—2}’2H

I aixo implica que

yr = yoll = lly1 = f(x) + F(x) = y2ll < lly1r = FE)[ + [[f(x) =yl

lly1 —y2ll | lly1 —y2ll
<
2 * 2

=|ly1 = yall,

on en el segon pas hem fet s de la desigualtat triangular de la norma. El resultat és
clarament una contradiccié, ja que el nombre ||y; — y2|| no pot ser menor que ell mateix.
En conclusié, la suposicié y1 # y2 no pot ser correcta. O
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Comentari 1: De nou, ressaltem que aquest teorema és analeg al teorema equivalent
per a funcions d’una variable real (teorema 1.4). A més, la demostraci6 ha sigut molt
similar.

Comentari 2: Aquest teorema garanteix que si un limit existeix, ha de ser unic.
Tornarem sobre aquest punt més endavant.

Teorema 5.3: Propietats dels limits

Siguen dues funcions f i g de D C R" — R™ i un punt xg un punt de D o de la
frontera de D tals que

A, ) =2, i gk =b,

i ¢ € R una constant. Aleshores:

(i) lim [e¢ f(x)] =¢ lim f(z)=ca.

X—X0 X—X0
(i) Jim [£(0) £ g(x)] = lim f(x) % lm g(x) =a=+b.

(iii) Sim =1, lim [f(x)-g(x)] = xlirgclof(x) - lim g(x) =ab.

X—X0 X—X0

=—,sib#0.
lim g(x) b’ o7

X—X0

(iv) Sim =1, lim
X—X0

[f X)} _ XILH)}O fx) 4

() S =1, B [P = [ iz f(x)r — ¢", ambn € R,

(vi) Sim =1, xli_}n)r{lo[ Vf(x)] = n/xli_)n)rclo f(x) = Va.

Demostracio. Demostrarem aci les propietats (i) i (ii). Com veurem, les demostracions
sén iguals a les demostracions de les propietats (i) i (ii) del teorema 1.5, que considera el
cas particular de limits de funcions d’una variable real. La resta de propietats es demostren
també igualment, i les proves per a funcions d’una variable poden trobar-se en 'apendix A.

(1) Si ¢ = 0 tenim un cas particular de limx_,x, ¢ i la demostracié és trivial. Per tant,
considerem ¢ # 0. La premissa limx_,x, f(z) = a significa que existeix un d; > 0 tal que

€

el

si 0<||x—=x0|| <9 aleshores |[|f(x)—all<

Hem de demostrar que existeix un 6 > 0 tal que

si 0<||x—x0|| <0 aleshores ||cf(x)—call<e.
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Escollim § = d7. Si 0 < ||x — xg|| < 6 aleshores
lle f(x) —cal[ = [e| - |[f(x) —al| <]c|

€

]

=e€.
I hem demostrat la propietat (i).

(7i) Considerem limy_,x,[f(x) + g(x)]. La demostracié per a la resta limy_,x,[f(x) —
g(x)] és completament anadloga i, a més, pot deduir-se a partir de la identitat per a la
suma i la propietat (i) que acabem de provar. Per les premisses limy_,x, f(x) = a i
limy_,x, g(x) = b, existeixen §; > 0 i d2 > 0 tals que

si 0<||x—x¢|| <01 aleshores ||f(x)—all< (5.5)

si 0<||x—xo|| <d2 aleshores ||g(x)—Dbl|| < (5.6)

[NON S W NCR e

Hem de provar que existeix un 6 > 0 tal que
si 0<|jx—x0|| <& aleshores |[f(x)+ g(x)—(a+Db)||<e.

Escollim § = min(dy,d2). Si 0 < ||x — x¢|| < ¢ aleshores

1F() + 9(x) = (a+b)|| = || (f(x) —a) + (9(x) = b) ||
<[[(f(x) —a)[[+ [ (g(x) = b) ||

<€
2 2
= €.

En el segon pas hem fet servir la desigualtat triangular de la norma i en el tercer els
resultats en les equacions (5.5) i (5.6). I d’aquesta manera queda demostrada la propietat
(ii). O

Exemple 5.10: Molts limits de funcions de diverses variables poden calcular-se a
partir de les propietats del teorema 5.3 i els limits basics de 'exemple 5.9. Per exemple,
considerem

— 3
L— lim LT YES ,
(2.9)—(0.1) %y + Sy — y
i apliquem de manera repetida les propietats dels limits fins a finalment poder utilitzar
els limits basics ja coneguts:

lim (r—zy+3) lim x— lim a2y+ lim 3
_ (zy)=(0,1) _ (zw)=(0,1) (z,y)—=(0,1) (z,y)—=(0,1)
P lim  (#’y+5zy —y°) P lim  z’y+ lim  Szy—  lim 3
(I,y)%(O,l)( Y vy (z,y)—(0,1) Y (z,y)—(0,1) Y (Ivy)%(ﬂyl)y
llm zz— lm - lim y+ lim 3
_ (z,y)—(0,1) (zy)—(01)  (z,y)—(0,1) (z,y)—(0,1)
P(i;V) 2 3
lim z| - lim y+5 lim z- lim y-— lim gy
(z,y)—(0,1) (z,y)—=(0,1) (zy)—=(0,1)  (zy)—=(01) (z,y)—(0,1)
0-0-1+3 _ s

Ex:5.902-1_|_5.0.]__]_3
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En molts casos, no és possible calcular un limit simplement per aplicacié de les
propietats dels limits i els limits basics de I'exemple 5.9, cosa que fa del calcul del limit
una tasca no trivial. La rad és facil de comprendre. En el cas de funcions d’una sola
variable vam veure que hi ha dues maneres d’apropar-se al punt on s’avalua el limit, per
la dreta i per 'esquerra, i com vam provar en el teorema 1.8, el limit existeix si i només
si els dos limits laterals existeixen i sén iguals. En el cas de funcions de diverses variables
hi ha infinites maneres d’apropar-se al punt on s’avalua el limit. En molts casos trobarem
que el resultat del calcul és diferent si ens apropem per diferents camins. Si aix0 passa,
direm que el limit no existeix, com diem quan els limits per la dreta i per I'esquerra
d’una funcié d’una variable no sén iguals. El problema és que no podem comprovar si les
infinites trajectories condueixen al mateix resultat. Per tant, si el limit existeix, pot ser
dificil demostrar-ho, ja que hem de provar que s’obté el mateix resultat independentment
del cami escollit. En canvi, és molt més facil tractar el cas en que el limit no existeix, ja
que sovint podem provar l’existéncia de dos camins pels quals el limit és diferent.

Per exemple, considerem una funcié de dues variables, f(z,y), i suposem que volem
calcular el seu limit quan (z,y) — (0,0). Comengant en un punt qualsevol (z,y), podem
apropar-nos al punt (0,0) de moltes maneres:

e Podem apropar-nos a l'origen des d’un punt qualsevol mantenint primer y constant
i fent © — 0, per a després mantenir x = 0 i fer y — 0. En aquest cas estem
calculant

y—0

e Per altra banda, podem escollir una trajectoria diferent en la qual primer fem y — 0
mantenint x constant i després ens apropem a l'origen fent x — 0. En aquest cas
calculem

x—0

Si L1 = Ly no podem concloure res, ja que existeixen infinites altres trajectories que
ens apropen a (0,0) des de (z,y). De fet, no hem de restringir-nos a apropar-nos
(z,y) — (0,0) des d’una direccié particular, siné que podem acostar-nos a aquest punt
per un cami que no siga una linia recta. Trobar que dos camins particulars ens porten al
mateix resultat no significa que també trobarem el mateix en els infinits camins restants.
Ara bé, si Ly # Lo si que podem concloure que el limit no existeix.

Exemple 5.11: Considerem la funcié de dues variables f(z,y) = 22+y?, ja estudiada
en ’exemple 5.7. Calculem primer el limit en dues trajectories particulars:

. 1 2 2\ 1: . 2 2 s 2
lim f(z,y) = lim (2" +y°) = lim (hnl(x +y ))—glg%y =0,

y—0 \z—0
y—0 y—0
li = li 24+ 9% = lim [ li 249%) ) =limz?2=0.
limy f(2,y) = lim (2" +y7) xgr(g(yg%(x +y7) ) = lima" =0
x—0 x—0
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Com que hem obtingut el mateix resultat, no podem concloure res. Fem ara un canvi a
coordenades polars. Substituim les coordenades cartesianes (x,y) per les coordenades
(r,0), definides com a

r =71 cosb,

y =7 sinf.

Es facil comprovar que ||(x,y)|| = 7 i, per tant, r és la distancia del punt (x,y) a l'origen.
S’anomena coordenada radial. Per altra banda, 6 és I’angle per a arribar al punt a
partir de l'eix x i s’Tanomena coordenada angular. Les il-lustrem en aquesta figura:

B
s

8] fmmm———————)
\j
8

El canvi de coordenades pot invertir-se. Si x > 0 tenim

r=/2? + 9?2,
f = arctan LA .
x
Si x < 0 s’ha d’adaptar la segona relacié per a garantir que 6 siga un angle positiu. En

el cas que ens interessa, tenim

flzy) =2° +y* =12,

i, per tant, (x,y) — (0,0) és equivalent a r — 0. Aleshores

lim (2% 4%?) = limr*=0.
(z,y)—(0,0) r—0
Després del canvi a coordenades polars, f(z,y) s’ha convertit en una funcié d’una dnica
variable, la coordenada radial r. El calcul de lim,_,o f(r) pot fer-se de la manera habitual,
sense les dificultats degudes al nombre infinit de camins entre (z,y) i (0,0). Per tant,
podem concloure que el limit existeix i és 0. Finalment, comprovem que efectivament
el limit és 0 a partir de la definicié formal. Siga € > 0. Hem de provar que existeix un

6 > 0 tal que
si 0<y/z2+y2 < aleshores |22 +¢?% <e.
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Es evident que si escollim 6 = /e, la desigualtat /22 4+ y2 < § = /e implica |22+ 12| < €
i el limit queda demostrat.

Exemple 5.12: Considerem ara la funcié

2zy

f(f'?ay):wg—_l_yg-

Volem estudiar el limit de la funci6é quan (z,y) — (0,0). Primer calculem el resultat quan
ens apropem al punt (0,0) seguint les trajectories basiques paral-leles als eixos cartesians:

2 2
lim f(z,y) = lim ——? = lim <lim il 2) = lim0 =0,
z—0

21 42 2
20 538 T4 +y y—0 \z—0 z° + y y—0
. . 2xy o 2xy .
lim f(z,y) = lim ——— = lim ( lim ——— ) =1lim 0=0.
y—0 y—=0 % + Yy z—=0 \y—=0 22 +y z—0
z—0 z—0

De nou, no és suficient per a afirmar que existeix el limit. Considerem ara altres
trajectories que passen per l'origen. En particular, considerem les rectes y = mx, amb
m € R, i avaluem el limit al llarg d’aquestes trajectories. Trobem

. 2xy . 2ma? 2m 2m
lim

(z;mx)—(0,0) T2 + 12 250 x2(m?2 +1) 0m2+1  m2+1

El limit depeén del valor de m i, per tant, del cami escollit per a apropar-nos al punt
(0,0). En conclusid, el limit no existeix. Finalment, mostrem la grafica de la funcié:
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Definicié 5.9: Continuitat en un punt

Siguen una funcié f: Dy C R" = R™ i xg € Dy. Direm que f és continua en
X si

lim f(x) = f(xo).

X—X0

Comentari. Prova de continuitat: Una funcié f(x) és continua en un punt xg
del seu domini si i només si es compleixen les segiients tres condicions:

e 3f(xo0).
o Jlimy .x, f(x).

o limy sy, f(x) = f(x0)-
Exemple 5.13: Siga la funcio

1, z<0Ay<0
f(x’y)_{ 0, 2>0Vy>0

Volem demostrar que no és continua en (0,0). Farem servir el meétode de reduccié a
Pabsurd. Suposem que és continua en (0,0). Aleshores, per a tot € > 0 ha d’existir un
6 > 0 tal que

si 0<y/x2+9y2<d aleshores |f(z,y)— f(0,0)] =|f(z,y) —1| <e.

Els punts (x,7y) € R? tals que 0 < /22 + 32 < § pertanyen a un cercle de radi § centrat
en lorigen. Aquest cercle conté punts amb x > 0 o y > 0, per als quals f(z,y) =01i

|f(z,y) — 1| = | — 1] = 1. La desigualtat |f(z,y) — 1| < € ha de verificar-se per a tot €

positiu, pero per al cas particular € = % no es verifica, ja que 1 > % Aleshores, la funcié

no pot ser continua en el punt (0,0).

Definicié 5.10: Funcié continua

Una funcié és continua si ho és en cada punt del seu domini. Direm que és
discontinua si no és continua en algun punt del seu domini.

Teorema 5.4: Propietats de les funcions continues

Siguen dues funcions f i g de D C R™ — R™ continues en un punt x¢9 € D.
Aleshores, les segiients combinacions sén també continues en xg:

(i) Sumes: f+g.

(ii) Diferencies: f — g.
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(iii) Multiples constants: k f, per a k € R constant.
(iv) Productes, sim =1: f-g.
(v) Quocients, si m =1: f/g, si g(xp) # 0.
(vi) Potencies, si m =1: f, amb n € N.
(vii) Arrels, sim = 1: {/f, amb n € N, si esta definida en un interval que continga
a Xgq.

Demostracio. Les demostracions d’aquestes propietats séon analogues a les dels limits de
funcions de diverses variables. O

Comentari: Aquest teorema ens diu que les funcions polinomials i racionals sén
continues en tots els punts del seu domini, ja que poden ser obtingudes a partir de les
funcions continues x; utilitzant les operacions elementals considerades en aquest teorema.

Definicié 5.11: Composicié de funcions de diverses variables

Siguen les funcions g : Dy C R* — R™ i f: Dy C R™ = RP. Si g(Dgy) C Dy,
definim la funci6 composicié fog: D, C R" — RP com a

(fog)(x) = flg(x)).

La definicié requereix que el rang de la funcié g estiga en el domini de la funcié f.
En cas contrari no podem aplicar la funci6 f a g(x).

Teorema 5.5: Limits de funcions continues

Si f és continua en el punt b i limx_,5 g(x) = b, aleshores

lim f(g(x)) = f(b) = f (lim g(x)) -
Demostracio. Siga e > 0. Com que f és continua en b, existeix un n > 0 tal que
si 0<|ly—b|| <n aleshores ||f(y)— f(b)||<e.
Igualment, com que limx_,5 g(x) = b, existeix un § > 0 tal que
si 0<|jx—all <d aleshores |[lg(x)—Db| <mn,

on hem fitat ||g(x) — b|| amb el cas particular n > 0. Si combinem les dues desigualtats
podem afirmar que per a qualsevol € > 0 existeix un § tal que

O<|x—-all<d = [lg(x)=bl[<n = [[flg(x)) - fb)l<e,
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que, per la definici6 de limit, significa que limx_,5 f(g(x)) = f(b), com voliem demostrar.
O

Teorema 5.6: Composicié de funcions continues

Si g és continua en xg i f és continua en g(xg), aleshores la composicié f o g és
continua en xg.

Demostracio. Com que g és continua en xq tenim
lim ¢g(x) = g(xg) -
Jim () = g(x0)

Com que f és continua en g(xp), podem aplicar el teorema anterior per a obtenir

i f(9(x)) = £ ( Jim o)) = F(g(x0))

X—X0 (x—>x0
i aix0 demostra que la funcié f(g(x)) és continua en xg, és a dir, f o g és continua en
X0- ]

Comentari: Aquests resultats sén similars als obtinguts per a funcions d’una variable
i també poden utilitzar-se en la practica per a calcular limits. Si una funcié f(x) és
continua en un punt xg, aleshores el limit quan x — x( s’obté simplement per substitucié:

lim f(x) = f(xo)-

X—X0
5.4 Diferenciacid

Definicié 5.12: Derivada parcial

Siga la funci6 f : Dy C R” — R. La derivada parcial de f respecte a la variable
x; és una funcié real de n variables,

9f :R" — R
a:Ej
(x1,...,2,) ER® — 8—f(gvl,...,nvn)eR
Bacj

definida per
of

. flzr, .. xj+hy oo xn) — fo, . 2p)
— =1 .
Ba; (FLre»%n) = [ h

Notacié: Hi ha diverses maneres de denotar la derivada parcial d’una funcié. Consi-
derem el cas particular de la funci6 z = f(x,y). Les formes més comunes de denotar la
seua derivada parcial respecte a x sén

of

7_fa::fy/c:

—_ — /_ —
e =2y =2, =0,f =Dyf.

%
ox
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Comentari 1: Una funcié f : R” — R té n derivades parcials.

Comentari 2: La derivada parcial % és la derivada de f respecte a la variable z;
J
mantenint les altres variables constants. Es calcula, per tant, com una derivada ordinaria.

Exemple 5.14: Calculem les derivades parcials de la funcié f(x,y) = 22y + 5.
Trobem

of

gz~ 2%V
of _ o 2
8y7x +3y°.

Definici6é 5.13: Derivada parcial en un punt

Siga la funci6é f : Dy C R® — R. La derivada parcial de f respecte a la
variable x; en el punt xg = (o1, %02, -+, Ton) €S

f(l'()l, -5 Z0j + h, o ,l’gn) = f(a:01, R ,:Eon)
8xj h—0 h ’

Notacié: Considerem la funcié f(z,y). Les maneres més comunes de denotar la
derivada parcial respecte a = en un punt xg = (xg,yo) sén

of _of| _of _of
%(XO) = or o = %(xoayo) = or (

70,Y0)

Comentari: La derivada parcial té una interpretacié geométrica senzilla. Siga
la funcié z = f(x,y), amb derivades parcials en tot el seu domini Dy C R2. La grafica és
una superficie S C R3. Considerem un punt (xo,%0) € D ¢, amb 29 = f(xo,y0). Aleshores,
P = (x0,y0,20) € S. La derivada parcial de f respecte a x en (xq,yo),

of . flxo+h,y) — f(zo,y0)
81_('7"073/0) - }lllif(l) h 5

és la derivada ordinaria de f respecte a x, considerant y = y¢ com una constant i calculada
en (xg,yo). L'equaci6é y = yo determina un pla paral-lel al format pels eixos z i z. La
intersecci6 entre aquest pla i la superficie S és una corba d’equaci6é z = f(x,yp), que
passa pel punt P. La derivada parcial %(mo,yo) és el pendent de la recta tangent a
aquesta corba en el punt P continguda en el pla y = yy. Igualment, la derivada parcial
de f respecte a y en (xg,yo),

0 h) —
a‘?};(xo,yo) _ }L.m f(zo,y0 + })L f(xo,%0) 7

—0

és la derivada ordinaria de f respecte a y, considerant x = xp com una constant i
calculada en (z9,yp). L’equacié x = z¢ determina un pla paral-lel al format pels eixos y
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i z. La intersecci6 entre aquest pla i la superficie S és una corba d’equaci6 z = f(xo,y),
que també passa pel punt P. La derivada parcial g—fyc(xo, yo) és el pendent de la recta
tangent a aquesta corba en el punt P continguda en el pla x = xg. Mostrem aquests
elements en la figura segiient:

En conclusié, les derivades parcials d’una funcié f(z,y) : R> — R en un punt sén els
pendents de 2 rectes tangents a la grafica de la funcié en aquest punt. Aquestes 2 rectes
son paral-leles als eixos de les variables independents x i y i, per tant, determinen dues
direccions particulars. En principi podem considerar rectes tangents en les infinites altres
direccions. L’existencia de les derivades parcials en aquest punt no garanteix que les
altres rectes tangents a la grafica en aquest punt existisquen també. Aixo motiva una
definicié de diferenciabilitat que garantisca l’existencia de tangents en qualsevol direccio.

Definicié 5.14: Diferenciabilitat

Siga la funci6 f : Dy C R™ — R™. Direm que f és diferenciable en xg € Dy si

existeixen les derivades parcials de f en xg = (zo1, ..., Zon) 1 si
_ -7 _
= |Ix = xol|

on T és una matriu de dimensions m x n d’elements

o
Y Oy’
fi(x),i=1,...,m, sén les funcions components de f i el producte T(xg) (x — x0)

és un vector de m components, definit per

n
(T(Xo) X — XO ZT” XO $Oy)
7=1
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Comentari 1: La matriu T també es denota per T'(f) o Df i s’anomena matriu
de derivades parcials o matriu jacobiana. En aquesta definicié es troba avaluada
en X = X, pero en general és una matriu de funcions, on cada element és una derivada
parcial. Considerem alguns casos particulars:

e Si f:R — R és una funcié d’una variable la matriu T és simplement la derivada
Df =f.

e Si f:R" — R és un camp escalar, la matriu T és un vector fila (1 x n) que
s’anomena gradient i esta donat per

of of 3f>
Oxy Oxa ~~ Oxpn )

El simbol V s’anomena operador nabla.

szsz(

e Si f:R — R3 és una funcié vectorial definida en R, pot ser escrita en components
com a f(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Les funcions components sén funcions d’una variable
i la matriu T és un vector columna (3 x 1) anomenat vector velocitat i donat per

2/ (t)
Df=f"=1| ¥t
Z'(t)

e En general, la matriu T associada a una funcié f : R™ — R™ és de la forma

on o
O0x1 = Oz,
pr=| s
O fm Ofm
e, " oa.

Comentari 2: Siga f: R"™ — R™. En aquest cas la matriu jacobiana és una matriu
quadrada n x n. El seu determinant s’anomena jacobia de la funcié i es denota per

of of1
J=detT = : :
Ofn Ofn

Si J # 0, la matriu jacobiana té inversa.

Comentari 3: En el cas d’una funcié d’una variable, la matriu jacobiana és sim-
plement la derivada Df = f’ i la definicié de diferenciabilitat coincideix amb la de
derivabilitat (definicié 2.4), com és facil de comprovar. Si f(x) és derivable en un punt
To tenim

h) —
lim f($0+ ) f(xO) :f/(x())

h—0 h
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Definim x = x¢ + h i, per tant,

i 1) = £(@0)

T—x0 T — X

= f'(z0) .
Ara podem reescriure aquesta expressié fent servir el limit trivial limg_,4, f'(zo) = f'(x0):

i L& =S@0) o p)

T—T0 T — X T—T0

i finalment obtenim

i @) = F(@0) = ' @0) (& = a0)

T—XTQ T — X0

=0,

que no és altra cosa que l'equacié (5.7) particularitzada al cas d’una funci6 real d’una
Unica variable. En conclusid, la definicié 5.14 generalitza el concepte de derivabilitat a
funcions de diverses variables.

Comentari 4: L’equaci6 (5.7) pot escriure’s de manera alternativa com a

o 160 1) = £(x0) = Txo) ] _
h—0 ||hl|

0, (5.8)
amb h = x — xq.
Comentari 5: La funcié f : R™ — R™ és diferenciable si i només si les funcions

components fr, k=1,...,m, son diferenciables. Per a facilitar la demostracié, definim
v = f(xp+h) — f(x0) — T(x0) h, amb h = x — x¢. Tenim, per la definicié de norma,

m m
I =D vk =Dl
k=1 k=1

on v és una component de v i aleshores depén de la funcié component f;. Podem

escriure ) ) . )
IME_ SEalu? (Il 59)
|| [[f[? = \Ih]]
Aleshores:
e Si totes les funcions components sén diferenciables, &in}) m = 0 Vk i per tant, per
—

la propietat (v) dels limits,
m |Uk:| 2
> lim (h> =0
23 U
Fent servir ara ’equaci6 (5.9), i de nou la propietat (v) dels limits, obtenim

2 2
L

h—0 HhH2 h—0 HhH

i f és diferenciable.

245



Grau de Fisica - Calcul I
Tema 5 Introduccié al calcul diferencial en R"

Avelino Vicente
Departament de Fisica Teorica, UV

2 N2 m 2
e Com que <|vk|> > 0 Vk, < [vi ) < Z (’Uk’> , on v; és una component
|[h]| |[h]| i= \nhl]

qualsevol del vector v. Aleshores 1'equacié (5.9) implica

2
()’ ¢ I
= 2
) = ]

v
Si f és diferenciable, lllin}) HhH = 0, i aleshores, I'altima desigualtat implica
—
Vs
Illin% thl‘\ = 0, i f; és diferenciable. Com que el valor de I'index i és arbitrari,
—

totes les funcions components sén diferenciables.

Exemples 5.15: Calculem la matriu jacobiana de les segiients funcions vectorials:

(i) fz,y) = (e +y,y°x).

on o
ox ay em+y e:c+y_|_1
Df = = .
=lon o |7 (5 )
or 0Oy
(ii) f(z,y) = (2% + cosy,ye®).
on o
Jor 0Oy 2r —siny
Df = = .
lon on (yex % )
or 0Oy
(Hl) f(wvyaz) = (Z 617 ) ez)'
or 0Oy 0z zer 0 e’
Df = = .
1=\ on o on | L0 b )
or OJdy 0z

Exemples 5.16: Calculem el gradient dels segiients camps escalars:

(1) f(x,y, Z) =zxeY.

of of 9of
vf:((?x 87y ag)z(ey xeY O).

(ii) f(z,y) =e"Y +sinxy.

Vf= ( ?);): g‘g}; ) = ( y(e®Y +coszy) x(eY+cosxy) )

= (" +cosxy) (yi+aj),
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on hem introduit els vectors de la base canonica de R2

“(10).
=(0 1),

Teorema 5.7

Si f: Dy CR"™— R™ és diferenciable en xg € Dy, aleshores f és continua en xq.

Demostracio. Siga x = xg + h. Hem de provar que si

o [ Gx0 ) = f(x0) — T(x0) b
h—0 HhH

=0, (5.10)

aleshores
lim f(xo+h) = f(xo). (5.11)
h—o0

Comencem fent servir la desigualtat de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, donada en ’equa-
ci6 (5.2), per a demostrar

2
IT(x0) h|> = > (T(xo) h); = > (Z Tij(x0) hj)

on h; = x; — xo; i hem definit el nombre positiu

= \J i i Tkj(Xo)Q

k=1j=1

Aleshores
||'T(x0) h[| < M [[h]]. (5.12)

Ara, equaci6 (5.10) implica que per a tot € > 0, existeix un 6; > 0 tal que si 0 < ||h]|| < 01
aleshores
[1f(x0 +h) — f(x0) — T(x0) h[ <el[h]]. (5.13)

En particular, la desigualtat es verifica per a € = 1. Aleshores, si ||h|| < 01, tenim per la
desigualtat triangular de la norma, que es verifica

[1f (0 + 1) = f(xo)l| = [If(x0 + 1) = f(x0) = T(x0) h + T(x0) hl
< [[f(x0 +h) — f(x0) = T(x0) h| + ||T(x0) hll
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i en aplicar el resultat de I'equacié (5.12) i la desigualtat (5.13) particularitzada per a
€ = 1 trobem

1 (x0 +T) = f(xo)[| < [[b]| + M [[h[| = (1 + M) [[h]].

/
Siga ara ¢ > 01 6 = min (51,1;M>. Si [|h|| < &

/
€ /

1+M:€’

[1f (%0 +h) — f(x0)|| < (1+ M)

i per tant, per la definicié de limit, obtenim l'equacié (5.11), que voliem provar. O

Comentari: Aquest teorema ens dona una condicié necessaria perque una funcié siga
diferenciable en un punt xg del seu domini. Si la funcié no és continua en xq, aleshores
no és diferenciable.

Teorema 5.8

Siga la funcié f : Dy C R" — R™ i el punt xg € Dy. Si existeixen totes les

derivades parcials 7

i sén continues en B(xg,d), amb § > 0, aleshores f és

diferenciable en x.

Demostracié. Considerem primer una funcié f: Dy C R" — R i un punt x € Dy. Es

tracta, per tant, del cas m = 1. Suposem que existeixen totes les derivades parcials 887]; i
sén continues en B(x,d), amb § > 0. Hem de provar que
h) — _ywn Of h
) = £ = 0 S b
lim = 07
h—0 |||
onh=(hy,...,h,) =x—%01x+h € B(xp,0). Escrivim
f($1+h1,...,.%'n+hn) —f(xl,...,xn) =
f(xl—I—hl,l'z—i-hg,...,wn—i-hn)—f(:Cl,l‘Q—i-hQ,...,ZL‘n—i-hn)
+ f(x1, 20+ hoy ooy xn + hy) — f(x1, 22, .., 20 + hy)
+ ...
+ f(xla ey o1+ hnflaZEn + hn) - f(l'lv ey 1,y + hn)
+ f(x1, oy Tp1, T+ ) — f(21,.00 x) (5.14)
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Ara, pel teorema del valor mitja de Lagrange (teorema 2.12), podem escriure

of

f(w1+h1,m2+h2,...,xn+hn)—f(xl,acg—i—hg,.. s Ty + Ay ) (yl)hl,

f(x1, 29+ ho, ... ,xn + hy) — f(x1, 22, ..., 20y + hy) =

o0xy
gf (y2) b2,

of

81,‘n 1

of
pr. =——(¥n) hn

f(xly--'afl:n—l+hn—1axn+hn)_f(xh” y Tn—1, Ty + hy ) (Yn—l)hn—lu

f(ﬁl,...,xn,1,$n+hn) _f('fla---al'n)
on

yi=(c1,x2+ha,...,xn+hy), c1 € [x1, 21+ ],
YQ:(xI,C2,-~-737n+hn), CQE[IﬂQ,xQ—‘th},

Yn—1= (-Tla ey Cp—1,Tn + hn) , Cn—1€ [xnfly Tp-1+ hnfl] ,

Yn:($1a---u$n—lvcn), Cn € [xnaxn+hn]
Per tant, podem escriure 'equacié6 (5.14) com a

of
Oz

~—(y1) h1 + ﬁ(}’2) ho+ -+ ﬁ(yn) by

Foc+ ) = f(x) = o s

i aleshores

(G0 =500 s (G = g9 )

Per la desigualtat triangular del modul, aquesta expressié és menor o igual que

0 0 0
(1) = o) I+ -+ | 2 () = 70

que de nou és menor o igual que

(5t = 56|+ 52 tv) = 5200 ) 1mi

ja que |h;| < ||h]|. Per tant, hem demostrat que

[Fx+h) = f(x) = S0y 2L (x)
]|

(;99{1( 1) — oz 1( )’4‘ .+’8xn(yn) 8%( )’




Grau de Fisica - Calcul 1 Avelino Vicente
Tema 5 Introducci6 al calcul diferencial en R™ Departament de Fisica Teorica, UV

Quan h — 0, y; — x i, com totes les derivades parcials sén continues, el costat dret
d’aquesta expressio tendeix a zero. Per tant, el costat esquerre també ha de tendir a
zero, i el teorema queda demostrat per al cas m = 1. Si m > 1, la demostracié per al cas
m = 1 implica que totes les funcions components de f : Dy C R" — R™, que sén camps
escalars, sén diferenciables. Llavors la funcié f també ho és. O

Comentari: Aquest teorema ens dona una condicié suficient perque una funcié
siga diferenciable en un punt xg del seu domini. Per tant, els tltims dos teoremes ens
permeten establir les segiients implicacions:

Parcials continues = Diferenciable =  Continua i existeixen les parcials
No continua =  No diferenciable
No existeixen les parcials =  No diferenciable

2
Exemple 5.17: La funci6 f(z,y) = % que vam estudiar en I’exemple 5.12 no
T Yy
és diferenciable perque no és continua en l'origen.
Exemple 5.18: Considerem la funcié f(x,y) = 2% + 92, ja estudiada en els exem-

ples 5.7 1 5.11. Volem ara estudiar la seua diferenciabilitat en el punt (0,0). Com que es
tracta d’un camp escalar, la seua matriu jacobiana és el vector gradient, que calculem

com a
af of

Les dues derivades parcials existeixen en el punt (0,0). A més, com que sén dos monomis,
s6n continues. Per tant, el teorema 5.8 garanteix que és diferenciable en (0,0). De fet,
és diferenciable en tot R2, pel mateix argument. Podem finalment comprovar-ho fent
us de la definicié de diferenciabilitat i I'equacié (5.7). Considerem un punt qualsevol
xo = (20, y0)- Aleshores f(x) = 2% + 12, f(xo) = a3 + 43 i

To) (x  x0) = 5 (o) (2 = ) + 5 (0, 0) - (0= )
= 2o (x —x0) + 250 (¥ — o) ,
i, per tant,
f(x) = f(x0) — T(x0) (x —x0) = 2° +y* — 2§ — y§ — 20 (z — x0) — 240 (y — o)

:$2+y2+x3+y8—2w0x—2y0y
=(@—20)’+(y—w)’ = HX—XOHQ-

En conclusié

_ -T — — 2
lim f(X) f(XO) (XO) (X XO) — lim ||X X0|| — lim ||X _ X0|| — O,
X—Xp HX — XOH X—Xp ||X — XO” X—Xp

i la funcié és diferenciable en tot R2.
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Exemple 5.19: Siga la funcid

COS T

f(w,y)zm-

Estudiem la seua diferenciabilitat. Comencem de nou calculant les seues derivades
parcials. Obtenim:

oOf —sinz(2? +y?) —cosz-2x  (2® +y?) sinz + 2z cosx
oxr (22 + y?)? B (22 4 y?)? ’
g 29y cosx

oy = @y

Les derivades parcials sén clarament continues en tots els punts, excepte en 'origen. Per
f

p . . of -
a demostrar que no ho sén en l'origen considerem per exemple oy 1 calculem

limg = lim (hm [_<2ycosx]> = —lim2—y = —21imi = —00,

oc—>8 Oy  y—0 \z—0 22 +y?)?2 y—0 yt y—0 13
y—>

tim 2 — tim (lim [—WD — lim0=0.
y—0 Jy  2—0 \y—0 (xQ + y2)2 z—0

z—0

Com que el limit no existeix, la derivada parcial g—ly[ no és continua. En conclusié, f és

diferenciable en tot R? excepte en I’origen.

Definicié 5.15

Una funci6 és de classe C! en un conjunt obert D si totes les seues derivades
parcials existeixen i sén continues en D.

Tota funcié C1 és diferenciable.

Teorema 5.9: Propietats de les funcions diferenciables

Siguen f,g : D C R™ — R™ dues funcions diferenciables en un punt xg € D.
Aleshores:

(i) Si ¢ € R és una constant, la funcié ¢ f(x) és diferenciable en x¢ i la seua
matriu jacobiana en xg és

D(c f)(x0) = cDf(x0).
(ii) La funcié f + g és diferenciable en xg i la seua matriu jacobiana en xg és

D(f + g)(x0) = Df(x0) + Dg(xo) -
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(iii) Sim =1, la funci6 f g és diferenciable en x( i la seua matriu jacobiana en
X0 és

D(f g)(x0) = D f(x0) g(x0) + f(x0) Dg(x0) -

(iv) Sim =11 g(x) # 0 Vx € D, la funcié / és diferenciable en x¢ i la seua
g
matriu jacobiana en xg és

D f(x0) g(x0) — f(x0) Dg(x0)

D(f/g)(x0) = e .

Comentari: Es important notar que les expressions de la matriu jacobiana sén
operacions amb matrius.

Demostracié. Les demostracions séon molt similars a les que vam fer per a les propietats
de la derivada de funcions d’una variable (teorema 2.3).

(i) La funcié f és diferenciable i, per tant,

iy 1666) = F000) = e DFo00) Ge = x0)l| _ 1y 17G6) = Fo00) = Do) (¢ = 30|

X=¥o |1 = %ol X0 |1 = %ol|
=0.

(ii) Considerem la quantitat

I(f +9)(x) = (F + 9)(x0) = D(f + 9)(x0)(x — x0)|| =
17 (%) + 9(x) = f(x0) = g(x0) = [Df(x0) + Dg(x0)] (x = x0)]|

Per la desigualtat triangular de la norma, aquesta quantitat és menor o igual que

[1f (%) = f(x0) = Df(x0)(x = x0)[ + [l9(x) — g(x0) = Dg(x0)(x — x0)]|

Si ara dividim per ||x — xg|| i prenem el limit x — xg, aquests dos termes donen zero, ja
que f i g sén diferenciables. Per tant, la fita previament trobada implica

I+ 9)6) — (f + 9)(x0) — DU+ 9)xo)x — x0)]|

X0 |1 — o

0.

(7ii) Considerem la quantitat

[(F 9)(x) = (f 9)(x0) = D(f 9)(x0)(x = x0)| =
£ (%) g(x) = f(x0) g(x0) — [Df(x0) g(x0) + f(x0) Dg(x0)] (x — %0)| -
Sumem i restem f(x) g(xo) + f(x) D f(x0) (x

| f(x) g(x)—f(x0) g(x0) + f(x) g(x0) — f(x) g(x0)
— [Df(x0) g(x0) + f(x0) Dg(x0) + f(x) D f(x0) — f(x) Df(x0)] (x — x0)| =
| (%) [9(x) — g(x0) — Dg(x0)(x — x0)] + g(x0) [f(x) — f(x0) — Df(x0)(x — x0)]
+ [f(x) = f(x0)] Dg(x0) (x — %0)] -

Xp). Obtenim
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La desigualtat triangular del modul ens diu que aquesta quantitat és menor o igual que

[f(%)lg(x) = g(x0) = Dg(x0)(x = %0)| + [g(x0)[|f(x) = f(x0) = Df(x0)(x — x0)|
+[ [f (%) = f(x0)] Dg(x0) (x = x0)| -

Finalment, dividim per ||x — xg|| i prenem el limit x — xg. Els tres termes de 1'dltima
expressié tenen limit igual a zero, ja que f i g sén diferenciables. A més, com que
f és diferenciable en xg, el teorema 5.7 ens diu que és continua en xg i, per tant,
limy_yx, [f(x) — f(x0)] = 0. En conclusi6

[(f9)(x) = (f 9)(x0) = D(f g)(x0)(x — x0)|

R, [ — xol| =0
(iv) Considerem ara la quantitat
(F/9)(x) = (F/9)(x0) = D(f/9)(x0)(x = x0)| =
f(x)  f(xo) Df(x0)g(x0) — (XO)DQ(XO)(X ~ xo)
2

9(x)  g(xo) 9(x0)
La podem reescriure com a
[N
l9(x) g(x0)|’

on

NI = Fx)g(0x0) = F(x0)g ) — [ D1(x0) 0x0) — Tox0) Daxo) 28] o = x0) .

Ara sumem i restem f(xq) g(xo) + [Df(x0) g(x0) + Dg(x0) f(z0)] (x —x0). Agrupant els
termes resultants podem escriure N com a

IN| = g(x0) [f(x) = f(x0) = Df(x0)(x — x0)] = f(x0) [9(x) — g(x0) — Dg(x0)(x — x0)]

— [g(x) — g(x0)] Df (x0) (x — X0) — f(x0) [1 _ j(g(’;))} Dy(x0)(x — x0)

De nou, fem ara us de la desigualtat triangular del modul. Trobem

N lgxo)l
90 90x0)] = lg(x) gx0)

|f(x) — f(x0) — D f(x0)(x — x0)|

O e
+’g<x)g(X0)‘lg() g(x0) — Dg(x0)( o)
T PR S b I
8 XD o) e = 0) = |10 |1 = L] Do) = ).

Finalment, dividim per ||x — x¢|| i prenem el limit x — xp. Els quatre termes de
I'altima expressié tendeixen a zero, ja que f i g sén diferenciables. A més, com que
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g és diferenciable en xq, el teorema 5.7 ens diu que és continua en xg i, per tant,

limx s, [9(%) — g(x0)] = limx_sx, [1 — gg((;)))} = 0. En conclusié
/96— (F/9)(x0) ~ DU /a) o)~ x0)|
2, x—al |

O]

Comentari 1: Aquestes propietats sén valides en el cas particular d’'un camp escalar
i, per tant, sén també propietats del gradient. Per exemple, si f,g: R” — R sén dues
funcions diferenciables, aleshores V(f + ¢g) = Vf + Vg.

Comentari 2: Les propietats del teorema 5.9 sén completament analogues a les de

les derivades de funcions d’una variable del teorema 2.3 i de fet es redueixen a aquelles
per al cas particular m =n = 1.
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Propietats dels limits de funcions

En aquest apendix demostrem les propietats dels limits (iii)-(vi) del teorema 1.5. Les
propietats (i) i (ii) ja estan demostrades en la seccié 1.3.

(#i) En primer lloc utilitzem les propietats (i) i (ii) per a demostrar

lim [f(z) — L] = lim f(z)— lim L=L—-L=0,

T—T0 T—rT0 T—rT0
Jigg, lo(e) = K = Jig gle) = Ji K=K —K=0.

Siga € > 0. Existeixen d; > 01 do > 0 tals que

si 0<|z—xz0| <& aleshores |(f(z)—L)—0|< e,
si 0<|z—xz0| <d2 aleshores |(g(z)— K)—0]<+/e.

Escollim § = min(d7, d2). En aquest cas podem combinar les dues expressions prévies per
a obtenir

O0<|z—aol<d = |[[f(z)-L]lg(x) — K] - 0| =|f(z) — Ll|g(z) - K| < Vee=e.
Per tant, hem demostrat que

lim [f(x) — L] [g(x) — K] = 0. (A1)

T—TQ

Aparentment aquest resultat no té res a veure amb el que es pretén demostrar. No
obstant aix0, és una peca necessaria per als calculs que realitzarem ara. Primer expandim
el producte

[f(z) = L][g(x) = K] = f(z) g(x) = K f(z) — Lg(z) + LK,

que ens permet trobar
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Ara ja estem preparats per a demostrar la propietat (iii):

lim f(z)g(x) = = lim [[f(z) = L][g(x) — K]+ K f(z) + Lg(x) - L K]
T—x0 q.(A.2) T—x0
oo, Am [f(2) = L]{g(e) — K]+ lim K f(z) + lim Lg(z) - lim LK
= KL+LK—-LK
P(i)
=LK.

I ha quedat demostrada la propietat.

(iv) El primer pas de la demostraci6 consisteix a provar

1 1

lim — = —. A.
o0 g(z) K (4-3)
Siga € > 0. Com que limy_,5, g(x) = K, existeix un d; > 0 tal que
i - g < 1K
si 0<|r—x9| <8 aleshores |g(x)— K| < 5
Per tant, si 0 < |z — 29| < d; tenim
LY
K| =K = g(z) + g(2)] < [K — g(2)| + lg(2)] = lg(z) = K| +|g(z)| < =~ +|g(2)],

on en el segon pas hem utilitzat la desigualtat triangular del modul. Podem reagrupar
els termes d’aquesta expressié per a obtenir

<5l = Slapol - o<k e
També existeix un do > 0 tal que
si 0<|x—x9| <dy aleshores |[g(x)— K| < |K2|2 €. (A.5)
Escollim § = min(dy,d2). Si 0 < |z — zo| < 0 tenim
1 1 1

’1 1’_K—g(:c)

g(z) K| | Kg(z)

= K —g(z)| = == 7 l9(z) — K|
K g(z)] K| [g()]
1 2 1 2 |K)?
< = — K| < e te=
vl B TR @ LS R TR 2
I queda provada I'equacié (A.3). Demostrar ara la propietat (iv) és trivial a partir de la
propietat (iii):

lim [f(w)} = lim [f(x)l} = lim f(z)- lim

L
T—x0 g(g;) r—x0 P(iii) £—T0 T g(;(;) o ? ’
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I queda provada la propietat (iv).

(v) Aquesta propietat la demostrarem només per al cas en queé n > 2 és un nombre
enter. Farem us de la propietat (iii) i del métode de prova per induccié. Per a n = 2
tenim

lim [f(2)]? = lim f(z)- f(z) = lim f(z)- lim f(z) = L?.

T—rT( T—T0 P(ii) x—x0 T—T0

Suposem ara que

lim [f(z)]" ' =L""".

T—T0

Si aconseguim provar lim, ., [f(z)]" = L™ la demostracié estara completa. Tenim

lim [f(z)]" = lm [[f(2)]"" - f(2)] = Tim [f@)]""" lim f(z) = L' L= L7

T—T0 T—T0 P(iii) x—x0 T—T0

I hem terminat la prova. La demostracié es pot generalitzar per a n € R, pero no ho
provarem aci.

(vi) Aquesta propietat pot considerar-se un cas particular de 'anterior. Encara que
no hem provat el cas general n € R, donarem aquesta propietat per demostrada.
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En aquest apéndix demostrem les expressions conegudes per a les derivades de les funcions
elementals, donades en el teorema 2.4.

(i) En el Tema 2 hem donat una demostraci6 per al cas particular p € N. El cas
general es demostra fent servir derivaci6 logaritmica:
ldy p

=z = hy=pl = =
y= ny=pme ydr x dx

d
ﬁzgy:pxp—l'
z

(ii) Aquesta expressié ja ha sigut demostrada en el Tema 2.

(iii) Per a demostrar aquest cas hem de recordar de nou una identitat trigonomeétrica,
el cosinus de la suma d’angles:

cos(x + h) = coszcosh —sinzsinh. (B.1)
Aleshores
. cos(z+h) —cosx . (coszcosh —sinzsinh) — sinz
—cosz = lim = lim
dx h—0 h Eq.(B.1) h—0 h
. cosz(cosh —1)—sinzsinh
= lim
h—0 h
. cosh—1 . . sinh . .
=cosz lim ———— —sinx lim =cosz-0—sinx-1=—sinz.
h—0 h h—0

(iv) Aquesta expressié pot demostrar-se a partir de les derivades de sinx i cosx i la
propietat (v) del teorema 2.3, és a dir, la regla de derivacié del quocient de dues funcions:

d d (sinz cosz-% sing — sinz-% cosx
—tanz = — = dz dz
dx dx \coszx ) P cos? z
cos?z + sin? x 1
cos? x cos? g’

(v) En aquest cas farem s de la derivada de sinz, obtinguda en l'equaci6 (2.12),
i del teorema 2.6, que ens diu com obtenir la derivada de la funcié inversa. Denotem
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f(x) =sinz i f~!(x) = arcsin z, i suposem que x pertany al domini de la funcié sin z, és
a dir, |z| < 1. Trobem:

1 1 1

— arcsinx =
d

z di sin y‘ - Ba(212) cos Yly—arcsina ( 1 — sin? y) ‘ .
4 y=arcsin x y=arcsin
1

= (B.2)

(vi) Podriem trobar aquesta derivada seguint exactament el mateix procediment
del cas previ, pero tenim una alternativa. Podem fer servir la identitat de les funcions
inverses trigonometriques

. T
arcsin x + arccos x = 5 .

Aleshores, és trivial obtenir

d d (7 . 1
—arccosx = — | — —arcsing | = —

dz dr \ 2 N

(vii) De nou, farem servir el teorema 2.6, en aquest cas en combinacié amb la derivada
de la funcié tanz, que podem escriure d’una manera alternativa gracies a una altra
identitat trigonometrica:

%tanx:mzl"_tan X . (B3)
Aleshores
1 1 1
— arctanx = = 5 = 5 - (B.4)
x % tan a9 (1+tan’y)|, o iane 177

y=arctanx

(viii) Per la definicié de derivada, i fent ts de les propietats de les poténcies,

a:r+h —a* az(ah o 1)
dz T S0 h [y h @5 (B.5)
on hem definit el limit
h
-1
L=lim? (B.6)
h—0
Per a calcular L definim la variable
In(t+1
t = ah —1 = h — M
Ina
que també tendeix a 0 quan h tendeix a 0, i substituim en I'equacié (B.6),
t t1
L=1lim— =i "0 —al (B.7)

150 (=D — 750 In(t + 1) 1550 In(t+1)"

Ina
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Ara hem de fer algunes manipulacions de ’expressié resultant i obtenim

t 1
L-=nalim——o o —  Ing -~ B.8
TSI+ ) T+ ) (B8

1 1 1
=1Ina lim - nda - nd (B.9)

=0 In(t + 1)t limgoIn(t+ 1)/t Inlimgo(t + 1)Vt

En Iiltim pas hem fet as del fet que Inz és una funcié continua i, per tant, podem
intercanviar 1'ordre d’aplicacié de la funcié i el calcul del limit pel teorema 1.17. El limit
que apareix en el denominador és el nombre e, com és facil de veure fent el canvi de
variable ¢ = %:

1\¥
lim(t + 1)/t = lim (1 + ) =e.
t—0

Y—00 Yy
Per tant,
Ina Ina
_ S B.10
Inlimg o(t + 1)1/t Ine na ( )
i finalment, substituint en 'equaci6 (B.5) trobem
@ax =a" Ina. (B.11)

(ix) Aquesta derivada és un cas particular de 'anterior i la podem demostrar simple-
ment fent a = e en l'equacié (B.11).

(r) En aquest cas farem s de la derivada de a” en l'equaci6 (B.11) i del teorema 2.6,
que ens diu com obtenir la derivada de la funcié inversa. Denotem f(z) =a®i f~'(z) =
log, . Trobem:

) 1 1 1 11 1 1
—log,0=—7F-—"7— = = =——==log,e€.
dz oo d gy ea@i) (a¥ Ina)l,_yp, , @'%®lna  rlna x Sa
dy y=log, = @
(B.12)

s - . . Inz

En I'dltim pas hem utilitzat la propietat dels logaritmes log, z = ha
na

(zi) Aquesta expressié ha sigut ja demostrada en el Tema 4, com un exemple d’ds del
teorema 2.6. A més, és un cas particular de I’anterior i la podem trobar fent a = e en
lequaci6 (B.12).

(xii)-(ziii) Definim les funcions sinh x i cosh z com a

i coshzx = i. (B.13)

hp— & ¢
sinh x 5 , 5
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La funcié sinh z és imparella, sinh(—x) = —sinh x, i cosh x parella, cosh(—z) = cosh z.
Calculem les seues derivades facilment a partir de les definicions

d d (e —e™® et +e "

7 sinhz = — < 5 ) 5 coshz, ( )

d d [ef+e® ef —e "

—coshx = — = =sinhz. B.15

o cosha = — < 5 ) 5 sinh ( )

(xziv) La funci6 tanh z es defineix com a

Per tant, la seua derivada pot trobar-se a partir de les derivades de sinhz i coshz i la
propietat (v) del teorema 2.3, és a dir, la regla de derivacié del quocient de dues funcions.
En el calcul hem de recordar una identitat de les funcions hiperboliques,

cosh? z —sinh®z =1,

que pot provar-se amb les definicions de ’equaci6 (B.13). Aleshores, trobem

d d [sinhz cosh x% sinh z — sinh x% cosh x
— tanhx = — = >
dx dx \coshz /) P cosh” x
B cosh? z — sinh? z B 1
cos? z cosh?zx

(zv) Una vegada més, hem de fer servir el teorema 2.6. Denotem f(x) = sinhx i
f~1(z) = arcsinh 2. Trobem:

. 1 1 1
. arcsinhz = T Bam10) cosh | =
oy sinh y‘y:arcsinhm R Yly=arcsinh z (1 /sinh2 Y+ 1) .
Yy=arcsinnx
1
S (B.16)
z2+1

(zvi) De nou, la clau de la prova esta en el teorema 2.6. Denotem f(z) = coshz i
f~1(x) = arccosh z. Trobem:

1 1 1
. arccoshz = y b 515 sioh | =
dy cosh y‘y:arccoshm o Yly=arccoshz <1 / cosh? y— 1> )
y=arccosh
1
- B.17
o (B.17)

on hem suposat que x > 1 i, per tant, pertany al domini de les funcions que hem considerat.
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(zvii) Com que tanht < 1 Vt € R, suposarem a continuaci6é que |z| < 1. Farem de
nou servir el teorema 2.6, en combinacié amb la derivada de la funci6é tanh z, que podem
escriure d’una manera alternativa gracies a una identitat de funcions hiperboliques

1

d 2
%tanhx = oila 1 —tanh®x. (B.18)

Per tant, si denotem f(z) = tanhz i f~!(x) = arctanh z, trobem

d 1 ! :
= arctanhz = — Eq.(B.18) 2 T 1
- d q.(B. _ -
dy tanh y‘y:arctanhx (1 tanh y) ‘y:arctanhm
(B.19)

w
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Sumes finites

La notacié sigma ens permet escriure una suma de manera compacta:
n
Zak =a1+agx+..+ap-1+ay.
k=1

El simbol ¥ indica suma. El nombre k£ s’anomena index de la suma, que en aquest cas
comenca en k =11 acaba en k = n.

Exemples:

4
° Zk:1+2+3+4.
k=1

4
1 1 1 1

Definicié C.1: Suma finita
Una suma amb un nombre finit de sumands s’anomena suma finita.
Totes les sumes dels exemples previs sén sumes finites.

Teorema C.1: Propietats de les sumes finites

Siga ¢ un nombre constant. Aleshores,

(i) zn:(ak +b) = zn: a £ zn: b..
k=1 k=1

k=1

265



Grau de Fisica - Calcul I Avelino Vicente
Apeéndix C  Sumes finites Departament de Fisica Teorica, UV

Demostracio. Totes les propietats sén trivials a partir de les propietats basiques de
I'operacié elemental de la suma. ]

A continuacié, demostrem algunes sumes finites notables.

Teorema C.2: Suma dels primers n naturals

Zk:M'

Demostracié. Una forma elegant de demostrar aquesta suma és escriure els sumands
primer en ordre creixent i després, en la segiient linia, en ordre decreixent:

1 + 2 4+ 3 4+ ... 4+ n—-1 4+ n
n + n—-1 + n-2 + ... + 2 + 1

La suma de cada columna és n + 1 i tenim n columnes. Per tant

QZk:n(nJrl) = ik:n(n;—l)
k=1

Teorema C.3: Suma dels primers n quadrats perfectes

" 1
ZkQan(n—i—l)(Qn—kl).
k=1 6

Demostracio. Farem s del meétode de demostracié per induccié. Primer comprovem que
la igualtat és certa peran =1
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Suposem ara que és certa per a n = m — 1. Per tant, tenim
m—1
2 1
Zk =—(m—-1)m2m-1).
k=1 6

I finalment, demostrem que aleshores també és certa per a n = m:

m m—1 1
Zk:Qz K24+ m? == (m—1)m@2m—1)+m?
k=1 k=1 6
1 1
zém[(m—l)(2m—1)+6m]zém[QmQ—m—2m+1—l—6m
1
zém(m+1)(2m+l).

I aleshores queda provada la igualtat. ]
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Propietats de la integral definida

En aquest apéndix demostrem les propietats de la integral definida (v)-(ix) del teore-
ma 3.6. Les propietats (i)-(iv) ja estan demostrades en la secci6 3.3.

(v) Siga € > 0. Hem de provar que existeix un nombre 6 > 0 tal que per a qualssevol
particié P i seleccié S de l'interval [a, b], amb ||P|| <, tenim

SKf—K/abf(x)dx <e€. (D.1)

Com que f és integrable en [a, b], existeix d; tal que si P és una particié amb ||P|| < 01
aleshores

< £
K|

Sy —/abf(x)dx

Escollim § = ;. Si P és una partici6 amb ||P|| < ¢ trivialment trobem

SKf = ZKf(Ck) A.Z‘k = KZf(Ck) Axk = KSf,
k=1 k=1

per a qualsevol seleccié S. Aleshores

= | K]

Sf—/abf(:c)da:

KSf—K/bf(:E)d$

b
Sk — K/ f(z)dx

€ —
K|
(vi) Com que en aquest cas hem de considerar tres intervals diferents, [a,b], [b, ] i
[a, c], denotarem de manera explicita l'interval amb un superindex. Suposem a < b < c.
Si els limits d’integracié s’ordenen d’altra manera la demostracié és analoga. Siga € > 0.
Hem de provar que existeix un nombre § > 0 tal que per a qualssevol particié Plad i
seleccié Sl de Vinterval [a, ¢], amb [|P€|| < §, tenim

‘s}“‘] _ (/abf(x) dm+/bcf(1:) d:p)
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Fem primer la demostracié per al cas en qué b € PN[“’C]. Com que f és integrable en [a, b],
existeix 01 tal que si Pl*? és una particié amb ||Pl*?|| < §; aleshores

. b
gletl / flw)ds| < 5. (D.3)

on §j[ca’b] és la suma de Riemann corresponent a Plabl, Igualment, com que f és integrable

en [b, ], existeix 8 tal que si P9 és una particié amb ||Pb|| < 6, aleshores

‘g}[@b,d _/b f(z)dz| < %, (D.4)

on Svj[cb’c] és la suma de Riemann corresponent a Pl Com que b € Pl 65 evident que

[a,c]

podem separar la suma de Riemann total S fa’c en dues peces,

la,c] _ olab] [b,c]

Siga 0 = min(d1, d2). Aleshores

‘s;wl - ( [ s@ar+ [ 1) d)‘ -

<

s ([ sopaes [0

b
glatl / f(x) da

+ ‘S}b’c} —/b f(z)dx

< -+ =-=¢€,

€
2 2
on hem fet s primer de la desigualtat triangular per al modul i després de les equaci-
ons (D.3) i (D.4). Aquestes equacions sén valides per a qualsevol particié dels intervals
[a, b] i [b,c], sota la condici6 sobre les seues normes ja esmentada. Per tant, sén valides

per a les particions particulars que donen lloc a les sumes S][ca’b} i S][cb’c}. La propietat

[a,] la,c]

queda, per tant, provada si b € P Suposem ara b ¢ P, La prova en aquest cas és
lleugerament més elaborada. De nou, com que f és integrable en [a, b] i en [b, ], existeixen
81 1 6y tals que si Plet! i Pl gén particions d’aquests intervals, amb ||Pl]| < 6, i
||Pl|| < 85, aleshores

glet —/abf(x) dz| < g (D.5)
‘g}[cb,d - /bcf(z:) dx| < % (D.6)

Siga [xj_1,x;] el subinterval definit per la partici6 Plad on es troba b, amb Tj1 <
b < z;. Considerem una segona particié de linterval [a,c], f[a’c], definida com a

pled — plad {b}. Es diu que f[a’c] és un refinament de P* ja que conté un
punt addicional i, per tant, divideix [a, ¢] en un subinterval més. Si en la particié P
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seleccionavem el punt ¢; € [x;_1,2;], en la nova particio P geleccionem P1 € [xj-1,b]
i po € [b,z;]. La resta de punts seleccionats en els altres subintervals s6n els mateixos.

7C]

Denotem la suma de Riemann corresponent a f[a’c] per ggca . Tenim

S[&ﬁ] — S][cavxjfl] + (l'j _ l’j—l) f(Cj) + S[l’yv ]
5[“ =5 (b= 2) f(py) + (25— b) flp2) + S5

70}

A més, com que b € f[a , podem de nou separar
—la,c] —la,b]  H[b,c]
Sy =87+ 50,

i aleshores trobem

S =50 (e — wm0) Fleg) — (b —2m0) F(p1) — (2 — b) f(p2)
=57+ 5+ (xg — 1) flej) = (b—51) F(pr) — (25— b) F(po)
_ gl g

on hem definit la quantitat D = (z; — zj—1) f(¢;) + (zj—1 — ) f(p1) + (b — x;) f(p2).
L’aplicacié de la desigualtat triangular a D ens dona el resultat

1Dl < (25 — xj-1) f(ej)] + [(wj—1 = b) f(p)| + (b = 5) £ (p2)]
= (25 = 2j-1) [F(e)[ + (b= zj1) [F(pr)| + (25 = b) [ (p2)]-

Com que f és integrable en [a, ¢], sabem pel teorema 3.5 que és fitada en [a, ¢|. Aleshores
existeix un nombre real M tal que |f(x)| < M, Vx € [a,c]. Per tant

D] < (zj —xj1) M+ (b—xj1) M+ (z; —b) M =2M (z; — xj-1).

Siga 0 = min(dy, da, ¢ ). Aleshores, com que z; — ;1 < J, trobem que |D| < g i, per

e
S[ab]+§£f’c]+D— (/bf(iU)diC-i-/bcf(x)dx)‘

b

tant,

gloel (/abf(a:)d:r—i—/bcf(m >|

a,b —[b,c ¢
<[5~ [ fa)da +’S; 1_/b f(z)dz| + | D
cEL L E
37373°©

i queda provada la propietat. De nou hem utilitzat les equacions (D.5) i (D.6), que sén

valides per al cas particular de les sumes Sgc iy SBC ].
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(vit) Per a cada particié P i per a cada seleccié S de l'interval [a, b] tenim

minf-(b—a):minf-ZAxk:Zminf-A:rk

k=1 k=1

Z ck) Az

Zn: max f - Azxp = max f - ZAmk—maXf (b—a).

k=1

Aleshores, qualsevol suma de Riemann per a la funcié f en [a, b] satisfa la desigualtat

min f - ( chk Az <max f-(b—a),

k=1

i llavors el seu limit, la integral definida, també.

(viii) Aquesta demostraci6 és similar a la de la propietat anterior. Per a cada partici6
P i per a cada seleccié S de U'interval [a,b] tenim

> flew) Az = gler) Ay,
k=1 k=1
i llavors els seus limits, les integrals definides, també verifiquen la mateixa desigualtat.

(iz) Aquesta propietat és conseqiiencia de la desigualtat triangular per al modul. Per
a cada particié P i per a cada seleccié S de 'interval [a, b] tenim

> fler) Az
k=1

<D | f(er)| Aay,
k=1

i, per tant, les integrals definides també verifiquen la mateixa desigualtat.
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