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Resumen: El objetivo de este trabajo es presentar la fenomenologia matematica y didactica de la frac-
ciéon mediante y del arbol de fracciones (arbol de Stern-Brocot), mostrando su carécter elemental, su
historia y su interés y utilidad potencial para la Ensefianza Secundaria. Se muestra, asimismo, cémo
el arbol de fracciones proporciona una construccion didéctica de los nimeros racionales, abriendo

nuevas perspectivas para la ensefianza de los mismos en el aula.
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Abstract: The aim of this study is to uncover the mathematical and didactical phenomenology of
the mediant and the tree of fractions (Stern-Brocot tree), showing their elementary and fundamental
character, their historical roots and their interest and potential usefulness for Secondary Education.
It is also shown that the tree of fractions provides a didactical construction of the rational numbers,

opening new perspectives for the teaching of this concept in the classroom.

Keywords: Mediant, Stern-Brocot tree, Farey series, Continued fraction, Euclidean algorithm, child’s

addition, Rational numbers, Phenomenology, Mathematics education

Unesco codes: 5803.02 (Teacher training), 12 (Mathematics) and 1299 (Mathematics Education)



Indice

1. Introduccién

2. Planteamiento del problema y preguntas de investigacion

3. Objetivos

4. Marco teodrico

4.1. Lafenomenologia de Husserl-Sokolowski . . . . . .. ... ... ... .......

4.2. Lafenomenologia de Freudenthal . . .. ... ... ... .. ... .......

4.3. Fenomenologia didactica de las fracciones y los nimeros racionales . . . . ... ..

4.4. Fenomenologias de la fraccion mediante y del arbol de fracciones . . . . .. .. ..

4.4.1. Fenomenologiapura . . . .. .. ... ... .. .. ...

44.1.1. Lafraccionmediante . . . . . . . . . . . . . . v e
44.1.2. Elarbolde Stern-Brocot . . . . . . . . . .. . ... .. ... ...

4.4.2. Fenomenologia historica . . . . . . . . . ... ... . e

4.43. Fenomenologiadidactica . . . . . . . . ... ... ... ...

4.4.4. Fenomenologiagenética . . . . . ... .. ... .. ... ... ...

5. Parte experimental
5.1. Metodologia . . . . .
5.2. Resultados. . . . ..

6. Conclusiones

Anexos
Al. El arbol de Calkin Wilf

13
16
19
20
20
28
38
47
54

65
65
67

75

82



1. Introduccion

En la educacion elemental las fracciones conducen a los alumnos a la constitucion de un obje-
to mental nuevo que les llevara a la apropiacion del concepto de nimero racional. Las fracciones
presentan una complejidad considerable, relacionada con sus diferentes interpretaciones, usos, sub-
constructos o aspectos (Rubi, 2017). Es en estos sentidos que Freudenthal (1983) las llama “recurso
fenomenolégico del nimero racional”.

El presente trabajo ofrece una contribucion original a la ensefianza de los ndmeros racionales me-
diante nuevas herramientas: la fraccion mediante y el drbol de fracciones, también denominado drbol
de Stern-Brocot (Graham et al., 1994). Tomados de la investigacién matematica actual, tanto la frac-
cion mediante como el arbol de fracciones estdn ausentes del curriculum de ensefianza secundaria.
Este trabajo afronta el reto de mostrar su utilidad didéctica. Para ello, se ofrece un andlisis fenome-
nolégico de estos conceptos, exponiendo su fenomenologia pura, histérica, didactica y genética.

Este trabajo estd motivado desde el aula, pues muchos alumnos, al sumar dos fracciones, ponen en
juego por error a la fraccion mediante (Alsina y Burgués, 2007), concepto intimamente relacionado
con el arbol de fracciones. En el capitulo 2 se plantea este problema y una serie de preguntas que
motivan nuestra investigacion. En el capitulo 3 se detallan los objetivos del trabajo.

En el capitulo 4 se presentan algunas de las nociones mds importantes de la fenomenologia de
Husserl (1949), en la interpretaciéon de Sokolowski (2012), asi como de la fenomenologia didactica
de Freudenthal (1983). Estas contribuciones sirven para introducir y realizar nuestros analisis feno-
menoldgicos de la fraccion mediante y del arbol de fracciones con los que daremos respuesta a las
preguntas de investigacion. Mostramos entonces la relacion directa de estos conceptos con el curricu-
lum de ensefanza secundaria a través de posibles aplicaciones a los contenidos del curriculum y
del diseno de actividades apropiadas. Aqui, los fendmenos organizados por el arbol de fracciones se
consideran respecto al desarrollo cognitivo de los alumnos.

El capitulo 5 es la parte empirica de este trabajo y en ella discutimos una investigacion sobre
ordenacién de fracciones realizada sobre alumnos de diferentes niveles del IES Luis Vives de Valencia
a través de un mismo cuestionario con dos actividades disefiadas a partir del arbol de fracciones.

En las conclusiones se resumen los resultados mas relevantes de este trabajo y se responden las

preguntas de la investigacion.



2. Planteamiento del problema y preguntas de investigacion

But teaching ideals to students who have never seen a
hypocycloid is as ridiculous as teaching addition of
fractions to children who have never cut (at least
mentally) a cake or an apple into equal parts. No
wonder that the children will prefer to add a numerator

to a numerator and a denominator to a denominator.

Vladimir I. Arnold (1998)

Mientras que la multiplicacién de dos fracciones a/by ¢/d es muy fécil de recordar y realizar (se

multiplican numeradores y denominadores)

a Cc ac

2% d " 1w M

la suma de fracciones presenta una complejidad inesperada para los alumnos

a ¢ ad+cdb

b d T b @)

Es por ello que, ante el problema de sumar dos fracciones, alumnos de todos los tiempos han realizado

(o se han visto muy tentados de realizar) la siguiente operacion:

a c a—+c
Y ©)

El simbolo &, cuya utilizacion se justificara en este trabajo, denota lo que aqui llamaremos operador

compositor. La reaccion habitual de un profesor minimamente competente serd la de llamar la aten-
ci6n al alumno ante esto como un error que es necesario evitar. Llamaremos a la fraccién (a+c)/(b+d)
fraccion mediante (o, simplemente, la mediante) de las fracciones a/by c¢/d.

Aunque es un error llamar a la expresion (3) la suma de las fracciones a /by ¢/d, debido a la ma-
nifiesta naturalidad de la expresion (3) comparada con la manifiesta complejidad de la expresion (2),
estamos autorizados a investigar su origen y a buscar soluciones didacticas que ayuden a impedir la
aparicion de este error o a darle una respuesta significativa apropiada. En nuestra opinidn, la frecuen-

cia con la que este error ocurre y el nivel tan elemental al que lo hace, nos pone bajo la pista de que
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estamos ante algo interesante que puede tener consecuencias diddcticas profundas en la ensefianza de

los nimeros racionales. La investigacion estard orientada a dar respuesta a las siguientes preguntas:

1. ;Qué significan la fraccion mediante y la “operacion” & ? ;Cudl es el estatus fenome-
nologico de la fraccion mediante y qué fenomenos organiza?

2. ;/Bajo qué objetos matemdticos es organizada la fraccion mediante?

3. (En qué formas actia el operador &?

4. ;Qué relacion hay entre el conjunto de las fracciones mediantes y los racionales?

5. ¢ Cudil ha sido la historia de las fracciones mediantes y de los objetos matemdticos que
las organizan? ;Qué problemas han motivado su aparicion a lo largo de la historia?

6. ;Cudndo y como pueden introducirse en la ensefianza?

7. ;Qué aspectos del curriculum actual pueden enriquecerse por el uso de la fraccion
mediante y qué actividades sugieren?

8. ;/Qué actividades nuevas pueden diseriarse? ; Como incorporarlas al curriculum?

Aunque, las preguntas de investigacidon no hacen referencia explicita al drbol de fracciones, éste
constituye el “objeto matemético que organiza las fracciones mediantes”. Utilizaremos este arbol, al
que llamaremos, indistintamente, arbol de fracciones o drbol de Stern-Brocot, una vez introducido en
la seccion 4.4.1.2. El drbol de fracciones es el concepto central de este trabajo pero para llegar a él es
necesario investigar en profundidad la fraccion mediante.

En el espacio de este trabajo no podemos pretender ser exhaustivos en toda la extension que
requiere responder a algunas preguntas (por ejemplo, la quinta) pero se presentardn en detalle los

aspectos esenciales.



3. Objetivos

Las preguntas de investigacion anteriores sugieren una serie de objetivos que han de alcanzarse
para estar en condicion de responderlas satisfactoriamente. Detallamos en la siguiente tabla los objeti-

vos, indicando la seccién donde se abordan, asi como la(s) pregunta(s) de investigacion relacionadas.

Secciones | Objetivo Preguntas

Exponer las bases de la fenomenologia de Husserl-Sokolowski y la
4.1-4.3 de Freudenthal relaciondndolas entre si y presentando las nociones | Todas

que seran importantes en nuestros analisis

44.1.1 Establecer una fenomenologia pura de la fracciéon mediante 1

Mostrar que el arbol de fracciones es el objeto matemético
44.1.2 que organiza las fracciones mediantes y establecer una 2-4

fenomenologia pura del mismo

44.2 Establecer una fenomenologia historica de la fraccion mediante 5

y del arbol de fracciones

Establecer una fenomenologia didactica de la fraccion mediante
443 y del drbol de fracciones presentando una construccion 3,4,6

did4ctica original de los nimeros racionales

Realizar un anélisis del curriculum de ensefianza secundaria
444 indicando los puntos donde la fraccion mediante y los arboles 7

de fracciones pueden resultar de utilidad y enriquecerlo

Presentar aplicaciones de los arboles
444 de fracciones dentro del dominio de las matematicas 8

que pueden resultar de utilidad y enriquecer el curriculum

Presentar los resultados de una investigacion empirica sobre la
5 evolucion de la nocion de orden de los numeros racionales en 6-8

alumnos de ensefianza secundaria utilizando la fraccion mediante




4. Marco teorico

En este capitulo abordaremos la tarea de exponer algunas de las nociones mas importantes de la
fenomenologia moderna cuyas bases estdn expuestas en la obra Ideas relativas a una fenomenologia
pura y una filosofia fenomenolégica (Husserl, 1949). Puesto que la lectura de Husserl es muy dificil,
nos vemos asistidos en ella por la interpretacion que de ella hace Sokolowski (2012). Después expo-
nemos el método de Freudenthal (1983) e indicamos como puede verse enriquecido bajo la luz de la
fenomenologia de Husserl-Sokolowski. Esto nos conduce a una reconsideracion de la fenomenologia
didéctica de las fracciones, donde identificamos primero la regién fenomenoldgica que corresponde a
la fraccion mediante para descubrir el drbol de fracciones como el medio que las organiza. El capitulo
culmina con la fenomenologia pura (seccion 4.4.1), histérica (seccion 4.4.2), didactica (seccion 4.4.3)
y genética (seccion 4.4.4) de estos conceptos.

Nuestro andlisis sigue, principalmente, el método de Freudenthal (1983) descrito por Filloy et al.
(2008) y Puig (1997), si bien se nutre también de nociones de la fenomenologia de Husserl (1949)
que, con ayuda del trabajo clarificador de Sokolowski (2012), ponemos en didlogo fructifero con Freu-
denthal. Con ello, nos apropiamos de nociones que consideramos valiosas —ausentes en (Freudenthal,

1983)— y que utilizaremos en nuestros analisis.

4.1. Lafenomenologia de Husserl-Sokolowski

En la época actual, cuando se habla de fenomenologia se tiende a pensar en la fenomenologia de
Husserl —considerado el padre de la fenomenologia moderna— y de sus discipulos. En esta linea, en

la Stanford Encyclopedia of Philosophy puede hallarse la siguiente definicion:

La fenomenologia es el estudio de las estructuras de la conciencia tal y como son experi-

mentadas desde el punto de vista de la primera persona. (Smith, 2013)

La idea central de la fenomenologia de Husserl es que todo acto de conciencia, toda experiencia
consciente, es intencional: es esencialmente “conciencia de” (“experiencia de”) algo. Esto es lo que
se conoce como doctrina de la intencionalidad: todo acto de conciencia estd dirigido hacia un ob-

jeto de algun tipo; la estructura central de la experiencia es su intencionalidad. Cuando miramos,



imaginamos, recordamos, pensamos o0 juzgamos estos actos estdn todos correlacionados con un al-
go, con un objeto intencionado que es aquello que miramos, imaginamos, recordamos, pensamos o
juzgamos (independientemente, pues, de que este objeto sea perceptible a través de los sentidos o un
constructo mental). Es importante notar aqui que infencionar o intencion no deben confundirse como
la voluntad o propdsito que tenemos en mente al actuar (que son los usos habituales de esta pala-
bra). El uso fenomenolégico de las palabras intencion, intencionar o intencionalidad se aplica a la
teoria del conocimiento y no a la accién humana: estas palabras hacen referencia a intenciones men-
tales cognoscitivas y no practicas (Sokolowski, 2012). Intencionalidad proviene del latin intendere
(“tender hacia”) y, fenomenoldgicamente, hace referencia al objeto hacia el que tiende la conciencia.

Consideremos, por ejemplo, las siguientes oraciones en primera persona:

Yo contemplo las gaviotas en el puerto.
Yo recuerdo un poema de Alberti al ver las gaviotas en el puerto.

Yo pienso los niimeros racionales como un camino hacia los niimeros reales.

El objeto intencionado por el contemplar, el recordar o el pensar coincide con el complemento directo
de cada oracion respectiva, “las gaviotas” en la primera oracion, “un poema de Alberti” en la segunda
y “los nimeros racionales” en la tercera. Husserl introduce el termino noesis para referirse al acto
de la conciencia (la “contemplacion”, el “recuerdo” y el “pensamiento’ en estos casos) y noema para
referirse al objeto intencionado (“las gaviotas™, “un poema de Alberti”’ y “los nimeros racionales”) tal
y como es experimentado por el sujeto concreto (el yo) en el instante y contexto especificos de su ex-
periencia. Noesis y noema estan, por tanto, correlacionados fenomenoldgicamente por la doctrina de
la intencionalidad a través del acto noético (el contemplar, el recordar, el pensar). Aunque el concepto
de noesis no ofrece controversia, no ocurre asi con el de noema, donde diferentes fenomendlogos han
hecho diferentes interpretaciones de Husserl. Estamos siguiendo aqui la de Sokolowski (2012).

Un fenomeno puede definirse como todo aquello que se nos aparece en la experiencia, como todo
aquello que es susceptible en convertirse, mediante el acto noético, en objeto de la experiencia, en
noema (Smith, 2013). Puesto que las modalidades de los actos de conciencia son diversas, asi lo son
los fenémenos, y estos no necesariamente tienen su origen en el mundo sensible: podemos tener una
experiencia de lo abstracto a través, por ejemplo, de la experiencia estética que nos proporciona una
ecuacion. Los fendmenos son las cosas tal y como se nos aparecen en nuestra experiencia subjetiva

como opuestas a las cosas independientes de esa experiencia. Con fendmenos nos referimos a objetos
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percibidos en cuanto opuestos a los que originan nuestra percepcion; a objetos recordados en cuanto
opuestos a objetos registrados por un dispositivo mecdnico; a objetos mateméticos como tridngulos
y conjuntos en cuanto opuestos a las cosas vivas; a objetos pensados en cuanto opuestos a objetos
pensados previamente y que son organizados por los nuevos, etc. Todos estos fendmenos pueden
explorarse cuando nos damos cuenta de que la conciencia es conciencia de algo.

La doctrina de la intencionalidad unifica aspectos privados y externos de nuestra conciencia e
implica que ella no constituye un mundo aislado. Junto al cardcter privado, nuestra mente tiene un
caracter publico, y los dos aspectos de la mente constituyen momentos que no pueden escindirse:
el mundo se nos manifiesta, las cosas del mundo se nos descubren, y nosotros, por nuestra parte,
explicamos 0 mostramos, tanto a nosotros mismos como a los demads, la forma de ser de las cosas.

Encontramos en (Sokolowski, 2012) un ejemplo con sustancia matemadtica que permite ilustrar
el concepto de intencionalidad. Consideremos la percepcion de un cubo. Podemos ver el cubo desde
un cierto dngulo o perspectiva pero no desde todos al mismo tiempo. Mi percepcion del cubo es
parcial: s6lo una parte suya se me da directamente en cada momento. Sin embargo, no es cierto
que s6lo pueda experimentar los lados del cubo directamente visibles en mi presente. Conforme veo
unos lados, intenciono los que estan ocultos (mi conciencia tiende a completarlos) y “veo” mdas de
lo que factualmente percibe el o0jo. Lo visible estd como rodeado por un halo de lo potencialmente
visible pero factualmente ausente de mi percepcion. Debido a la intencionalidad de mi conciencia, los
lados ausentes también forman parte de mi experiencia. Lo experimentado a través de la vista es una
combinacion de lo presente y de lo ausente. Subjetivamente, mi percepcion, es una combinacién de
intenciones llenas y vacias. Si giro el cubo, unas intenciones se llenan y otras se vacian.

Vemos en este ejemplo tres capas diferenciadas donde se entremezclan elementos objetivos y sub-
jetivos: 1) los lados del cubo (6 en total), s6lo algunos de ellos visibles; 2) los diferentes aspectos en
que estas estructuras se nos presentan: un lado tiene la apariencia de un cuadrado visto de frente pero
parece un trapezoide desde otros dngulos; 3) los diferentes perfiles de los aspectos, o visiones mo-
mentaneas y especificas del aspecto en que se nos presenta el cubo en el tiempo. En esta multiplicidad
de capas experimento el cubo como un todo, en su identidad, dada continuamente en 'y a través de las
multiplicidades de estas capas de apariencia. Pero la identidad del cubo pertenece a una dimensién
distinta que la de lados, aspectos y perfiles y no es meramente la suma de ellos. Asi, cuando percibi-

mos un objeto no solamente tenemos ante nosotros un flujo de perfiles, una serie de impresiones; en

10



y a través de todo ello tenemos uno y el mismo objeto dado, y la identidad del objeto es intencionada
y es dada. Observemos también que esta identidad misma puede ser intencionada tanto en ausencia
como en presencia, y que, por supuesto, podernos equivocarnos acerca de ella (Sokolowski, 2012).
El ejemplo del cubo muestra como una serie de fendomenos (capas de apariencia) se organizan en
un objeto/medio (el cubo) al que tienen como correlato. También exhibe las tres estructuras formales

mads importantes de la fenomenologia (Sokolowski, 2012):

= Partes y todos: Los todos constan de partes de dos tipos: piezas y momentos. Las piezas son
partes que pueden subsistir separadas del todo (como los pétalos de una flor); los momentos
son partes inseparables. Asi, perfiles, aspectos y lados, o la identidad del cubo mismo, son
todos momentos unos de otros en la presentacion del cubo. Los lados no pueden presentarse
mds que a través de aspectos, que a su vez s6lo se presentan a través de perfiles. El cubo
mismo, como identidad, no puede presentarse perceptivamente sino a través de multiplicidades

de lados, aspectos y perfiles.

» [dentidad en multiplicidades: el cubo, como identidad, es distinto de sus lados, aspectos y per-

files y, sin embargo, se presenta a través de todos ellos.

= Presencia y ausencia: En la percepcion del cubo aparecen intenciones vacias y llenas. Una
intencion vacia apunta a algo que no esta ahi inmediatamente para el que intenciona; una llena

apunta a algo que si que esta ahi presente.

Un andlisis fenomenoldgico serd tanto mas complejo como ricas sean las multiplicidades de partes
y todos fenoménicos y las identidades que conforman, asi como las relaciones de presencia/ausencia
involucradas en el intencionar. Siempre que queramos explorar un tema fenomenol6gicamente, debe-
mos preguntarnos cudles son las partes y los todos, las identidades y las multiplicidades, y las mezclas
de ausencias y presencias activadas en el tema en cuestion.

Con miras a la aplicacién de las estructuras formales arriba expuestas en didactica de las ma-
tematicas, podemos realizar la siguiente conjetura que llamaremos conjetura de la fenomenologia
diddctica:

Una forma de presentar un objeto matemdtico es tanto mds diddctica cuanto mayor es
la fuerza en la experiencia con que se hace manifiesta la identidad del objeto a través de

multiplicidades. Especificamente:
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= cuanto mayor es el niimero de piezas comparado con el de momentos,

= cuanto mayor es el niimero de intencionalidades llenas comparado con el de vacias.

Esta conjetura nos guiard en nuestros andlisis fenomenoldgicos, en el paso de un andlisis fenome-
nolégico puro a uno didactico.

Todo andlisis fenomenoldgico parte de una actitud denominada actitud fenomenolégica que con-
trasta con la actitud natural que es la que tenemos por defecto. La actitud natural es el enfoque que
tenemos inmersos en la mundanidad y con el que intencionamos cosas, situaciones hechos y cuales-
quiera otros tipos de objetos del mundo. Esta actitud natural es también la de cuando nos dedicamos a
las ciencias naturales. El mundo también contiene entidades mateméticas como poligonos, conjuntos
cerrados y abiertos, nimeros racionales e irracionales. Las matemdticas requieren de tipos especiales
de intencionalidades, pero a pesar de ello se presentan ahi dentro del mundo, aun cuando existan para
la experiencia subjetiva de una manera distinta (en una modalidad distinta) a la del mar y las gaviotas.

La forma en que aceptamos todo lo mundano como dado, dentro de la actitud natural, estd basado
en creencias (mas o menos fundadas) sobre lo dado. Cuando adoptamos la actitud fenomenolégica,
sin embargo, tenemos el enfoque que proporciona la reflexion sobre la actitud natural y sobre todas
las intencionalidades que tenemos en ella y suspendemos nuestras creencias y nuestras tesis sobre
lo dado (no es que dudemos de ellas, pues el dudar entra dentro de la actitud natural, sino que las
desconectamos, las ponemos entre paréntesis). Esta es una actitud filoséfica.

El paso de la actitud natural a la fenomenolégica se produce mediante 1o que se conoce como el
proceso de reduccion fenomenolégica o epoché en la que el mundo queda puesto entre paréntesis y
nuestros juicios y conocimientos sobre €l quedan en suspenso, desconectados. Esto no significa que
dudemos de nuestros conocimientos previos adquiridos sobre un tema o de las tesis que aceptidbamos
previamente. Tampoco significa que cuestionamos el mundo en un sentido escéptico o cartesiano co-
mo algo ilusorio ni una mera idea ni cualquier otra clase de impresion meramente subjetiva. En lugar
de ello, lo consideramos ahora precisamente como es intencionado por una intencionalidad en la
actitud natural (Sokolowski, 2012): un objeto percibido, lo examinamos como percibido; uno recor-
dado lo examinamos como recordado; una entidad matematica la consideramos como correlacionada
con una intencion matematica. Husserl describe, al menos, dos caminos para lograr la reduccion fe-

nomenologica, la via ontoldgica y la cartesiana. En el contexto de didactica de las matematicas, el
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que aqui nos interesa es el primero.

La via ontolégica comienza reconociendo que al explorar un dominio cientificamente atesoramos
conocimientos en forma de un sistema de proposiciones sobre las cosas en cuestion. Supongamos,
por ejemplo, que hemos alcanzado un entendimiento profundo de biologia, astrofisica o matematicas.
No importa cémo de profundo y completo pueda ser nuestro conocimiento de estos temas para sospe-
char que puede que no hayamos explorado en absoluto los correlatos subjetivos de las verdades que
utilizamos. El aspecto objetivo puede ser conocido completamente, pero podemos haber despreciado
o ignorar los logros subjetivos correlacionados con la adquisicion de ese conocimiento objetivo: las
intencionalidades que presentan las cosas que estudiamos, las maneras de verificacion apropiadas a
los objetos, los métodos seguidos, las formas de correccion y confirmacion intersubjetivas, etc.

La fenomenologia no es una mera clasificacion de significados sino algo mucho més profundo. En
juego esta el apropiarse en ultima instancia de una intuicion eidética que es el tipo de intencionalidad
que revela los rasgos esenciales de las cosas, rasgos de los que las cosas no podrian prescindir. Esto
conlleva una segunda reduccion que hace el fenomendlogo, la reduccion eidética donde lo contingente
y accidental es puesto entre paréntesis, produciéndose ahora una concentracion del fenomendlogo en
lo esencial. Asi, la evidencia lograda, la evidencia eidética no alcanza sélo el rango de verdad factual

sino de verdad esencial.

4.2. Lafenomenologia de Freudenthal

Una busqueda exhaustiva de los nombres ‘Husserl” y ‘Heidegger’ en la obra educativa de Freu-
denthal produce sélo el resultado negativo contenido al comienzo del capitulo 2 (“El método”) de
Didactical Phenomenology of Mathematical Structures (Freudenthal, 1983), donde Freudenthal nie-
ga explicitamente una relacion de su fenomenologia didéctica con las fenomenologias de Husserl o
Heidegger. En una nota al pie se pregunta, incluso, si es por accidente que -incluyendo a Habermas-
los productores mds pretenciosos de chdchara ininteligible de la filosofia alemana comiencen todos
por H (Freudenthal (1983), p. 28).

Aunque esta antipatia hacia el trabajo de los fildsofos a los que estd asociada la fenomenologia
moderna pueda parecer legitima y comprensible, la fenomenologia de Freudenthal paga un alto precio
por ella, en nuestra opinidn. La importante nocidn de intencionalidad de la conciencia estd ausente en

el trabajo de Freudenthal (aunque esta siempre en accion, profusamente, en todos sus andlisis fenome-
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noldgicos). En nuestra opinion, ser (y hacer al lector) consciente de esta nocion y de las partes/todos,
presencias/ausencias y de la identidad a través de las multiplicidades, explicitindolas, puede conducir
a una apropiaciéon mas eficiente del método de Freudenthal por parte del docente. Aunque sea ne-
cesario ver el método en accion para entenderlo, la conceptualizacion apropiada de sus rasgos mas
importantes pueden permitir transponerlo a situaciones nuevas de manera fructifera.

Entre las escasas nociones que Freudenthal introduce para explicar su método estdn las de nou-
meno y fenomeno. Freudenthal parte de la oposicion entre estos dos conceptos, manifiesta su duda
de que realmente haya una oposicion entre ellos, e identifica el noumeno con el objeto matematico
cuyo andlisis fenomenoldgico se presenta y los fendmenos como las manifestaciones que el noumeno
organiza. Asi, conceptos, estructuras e ideas matematicas permiten organizar fendmenos “tanto de las
matematicas como de la realidad” (Freudenthal, 1983).

Aunque Freudenthal no define exactamente qué es lo que entiende por fendmenos, 1o que sostiene
sobre ellos y sobre su organizacién es consistente con la definicion que hemos dado en la seccién
anterior, en el espiritu de Husserl-Sokolowski. Freudenthal habla de que, por ejemplo, “por medio
de las figuras geométricas uno tiene éxito organizando el mundo de los fendmenos de los contornos”
(Freudenthal, 1983). La doctrina de la intencionalidad de la conciencia y la identidad a través de mul-
tiplicidades permiten entender por qué, ya que el medio de organizacion de Freudenthal no es mas que
una identidad aprehendida en y a través de las multiplicidades de partes-todos e intenciones llenas y
vacias y es esta identidad, este invariante, lo que constituye la fundacién del objeto matematico. “Uno
tiene éxito” al establecer esta identidad (el noumeno de Freudenthal) porque observa el despliegue
de intencionalidades llenas y vacias desde multiples realizaciones concretas que proporcionan una
perspectiva parcial (como mirar el cubo desde diferentes angulos en el ejemplo de la seccion anterior)
hasta llegar a la identidad de la estructura (el cubo, la longitud, los conjuntos, el nimero racional,
etc.) eny a través de las multiplicidades.

Aunque hablar de noumena y fendmenos pueda sugerir una filiacion con la metafisica kantiana,
esto nos parece equivoco y pensamos que es dentro de la fenomenologia de Husserl donde mejor se
ubica el trabajo de Freudenthal (a pesar de la negativa de Freudenthal). Su conexién con Kant no es
clara ya que el noumenon aparece en Freudenthal como fendmeno dentro de estructuras matematicas
superiores y, por tanto, fenomeno y noumeno no se hallan en posicion antitética.

Los conceptos de noumeno y fendmeno aparecen también en la definicion de escepticismo que
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da el filésofo Sextus Empiricus (ca. 160 - ca. 210) en su obra Esbozos pirrénicos, introduciendo los
phainomena (fenémenos) como representaciones sensibles —como algo que aparece— y los noumena
como concepciones inteligibles. El fendmeno de Freudenthal no es, sin embargo, necesariamente un
objeto de la percepcion ya que los propios objetos de las matematicas pueden convertirse en fendme-
nos en un nivel mas alto de abstraccion: como se ha dicho, lo que es un noumeno en un nivel es
un fenémeno en el siguiente. Noumena y fendmenos no estdn tampoco, por tanto, en una oposicion
del tipo de la de Sextus Empiricus. Ni el noumeno estd separado de la experiencia (podemos tener
experiencias de objetos matematicos), ni el fendmeno estd separado de la posibilidad de comportarse
como un noumeno en un nivel mas bajo de abstraccion (Puig, 1997).

El concepto de noumenon en Freudenthal estd, por tanto, vaciado del sentido filoséfico que le otor-
ga la tradicion y ha de entenderse a través del uso muy particular que le da Freudenthal en su libro.
Para Freudenthal la fenomenologia de un objeto matemaético (concepto, estructura o idea) significa
describir el noumenon en su relacion con los fendmenos para los cuales es medio de organizacion,
indicando cudles son estos fendmenos y a cudles puede ser extendido asi como la forma en que actia
sobre ellos y el poder de que nos dota Freudenthal (1983). Aunque la fenomenologia de Freudent-
hal se aclara brillantemente a través de los ejemplos de andlisis fenomenologicos presentados en su
libro, la conceptualizacion que Freudenthal hace de su propio método a través de su definicion de
fenomenologia nos parece oscura por el empleo de este término.

Con las nociones presentadas en la seccion 4.1, podemos ver que la correlacion existente entre
fendmenos y noumenon en Freudenthal corresponde, simplemente, a la correlacién que establece el
acto noético entre fendmenos e identidad a través de multiplicidades. Podemos decir, con Freudent-
hal, que esta identidad organiza los fendmenos. Asi la definicién general de fenomenologia dada al
principio de la seccion 4.1 puede adaptarse para dar cuenta de los anélisis fenomenoldgicos de Freu-
denthal:

La fenomenologia de un objeto matemdtico es el estudio de las estructuras de la con-
ciencia que ese objeto organiza, tal y como son experimentadas en primera persona. A
partir de intencionalidades que surgen de la experiencia del propio objeto matemditico,
el andlisis fenomenologico sugiere también modos en que éste entra como estructura de

la conciencia en el andlisis de otros objetos mds avanzados.

Nuestra definicion evita el concepto de noumenon e incluye la especificacion tal y como son expe-
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rimentadas en primera persona porque el andlisis fenomenoldgico del objeto matematico pretende
acercarse a la experiencia subjetiva del objeto, a la constitucion de objetos mentales y a su consi-
guiente apropiacion por parte del sujeto. La reduccidon fenomenoldgica puede verse aqui como el
proceso por el que el fenomendlogo de las matemadticas, siguiendo la via ontoldgica descrita en la
Seccion 4.1 deja en suspenso su conocimiento matemdtico previo sobre el objeto para experimentar
en primera persona un contacto primitivo con €l, susceptible de ser utilizado de forma didéctica.

La meta del andlisis fenomenoldgico de Freudenthal es servir de base para la organizacién de
la ensefianza de las matematicas sin pretensiones de llegar a una explicacion de la naturaleza de las
matematicas (Puig, 1997). Dependiendo del cardcter de los fendmenos que se subrayan en torno al
objeto matematico, el andlisis fenomenoldgico es descompuesto por Freudenthal en las siguientes

fases consecutivas (Puig, 1997):

= fenomenologia pura: fendmenos que estan organizados en las matematicas tomadas en su esta-

do en el momento (mundo) actual y considerando su uso actual;

» fenomenologia historica: fendmenos para cuya organizacion se cred el concepto en cuestion y

como se extendid a otros fendmenos;

= fenomenologia diddctica: fenémenos presentes en el mundo de los alumnos y los que se propo-

nen en las secuencias de ensefianza;

= fenomenologia genética: fendmenos tomados respecto al desarrollo cognitivo de los alumnos.

4.3. Fenomenologia didactica de las fracciones y los niimeros racionales

En la exposicién de la fenomenologia didéctica de las fracciones y los nimeros racionales en
Freudenthal pueden distinguirse diferentes momentos que describimos desde la perspectiva expuesta

en la seccion 4.1:

1. Las fracciones son consideradas como objetos que organizan una serie de fenome-
nos en el lenguaje cotidiano. Asi, “yo” veo una fraccién como un instrumento. Con una

fraccion:
describo algo, comparo algo, divido algo, distribuyo algo, mido algo
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y en estos casos la fraccion, el instrumento, es como un operador, como un descrip-

tor, comparador, fracturador, particionador o mensurador, respectivamente. Dentro del

comparar, podemos considerar el escalar algo manteniendo proporciones, mediante un

operador transformador.

2. Los aspectos de los actos noéticos (describir, comparar, dividir, distribuir, medir) son

desplegados. La fraccion se revela como el medio que organiza una multiplicidad de

experiencias (la identidad a través de todas las multiplicidades desplegadas). Sintetizamos

los resultados en la siguiente tabla (véase Rubi (2017) para mds detalles)

Aspectos

Objetos (noemas)

Ejemplos

Descriptor

(Con la fraccién

una cantidad o valor de magnitud a través

de otra cantidad o valor de magnitud;

la mitad del camino;

cuatro tercios de litro;

describo:) un proceso ciclico o periddico; vuelta y media al circuito;
una razon 4 de 5; 3 por (cada) 2;
una oportunidad entre mil;
cada tercer dia
Comparador dos objetos juntos o uno dentro de otro; tu pedazo es un tercio del pastel;

(Con la fraccion

dos objetos separados respecto a nimeros

este baston es la mitad de

comparo:) o valores de magnitud mediante una razén; | largo que este otro;
dos nimeros, cantidades o valores la poblacion de Espafia es
de magnitud la mitad que la de Alemania
Fracturador sustancias medidas por magnitudes un pastel en partes iguales;

(Con la fraccién
divido:)

un rebano de 15 ovejas

en tres grupos

Particionador
(Con la fraccién

distribuyo:)

cantidades entre

receptores/recipientes

un montdén de manzanas
en cestas iguales;

una herencia

Mensurador
(Con la fraccién

mido:)

magnitudes

longitud de un segmento de

recta (sistema de medida)
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La conjetura de la fenomenologia didictica que hemos enunciado en la seccion 4.1 ex-
plica por qué es mas sencillo ver una fracciéon como un nimero de porciones de un pastel
dividido en partes iguales, que verla como resultado de una comparacién de, pongamos,
dos barras de distintas longitud. Mientras que en el pastel, todas las intenciones estdn
llenas, ya que parte y todo son a la vez inmediatamente visibles, en la comparacion en-
tre dos barras de distinta longitud hay presentes intenciones vacias junto con las llenas,
necesarias para ver cudl es la fraccion en juego. La comparacién entre barras de distintas
longitudes se aclara con ayuda de procesos como los de subdivision o conmensuracion,
que constituyen una forma de llenar las intenciones vacias. Sin embargo, como advierte
Freudenthal (1983), el aspecto intuitivo de la fraccién como parte de un todo (partes de

un pastel) es limitado porque s6lo produce fracciones propias y es necesario ir mas alla.

3. Se muestra la construccion del conjunto de los racionales como medio de organizacion
de las fracciones. Freudenthal (1983) presenta entonces dos construcciones de los ndme-
ros racionales: una a posteriori que es la usual, en término de clases de equivalencia de
pares de numeros naturales (o enteros) y otra genética a priori donde Freudenthal utiliza
el semigrupo conmutativo formado por la multiplicacién de niimeros naturales sobre los
valores de una magnitud S. De esta forma, se llega a una construccién donde se contem-
pla el medio que organiza el concepto de fraccion en una entidad de caricter superior: el

conjunto de todas las fracciones.

Freudenthal dedica todo un capitulo al andlisis fenomenoldgico del aspecto de razén del ndmero
racional. Freudenthal distingue dos tipos de razones, las internas, formadas por nimeros (o valores
de magnitud) de un mismo sistema y que constituyen un nimero sin dimensiones y las externas for-
madas por por nimeros (o valores de magnitud) de sistemas distintos y que corresponden al valor una
magnitud formada a través de esos dos sistemas. Un ejemplo, lo proporciona la velocidad constante
de un movimiento rectilineo uniforme. Si partimos de un tiempo ¢, = 0 s y una posicién xy = 0, y

denotamos por s1 y s los espacios recorridos por una particula en tiempos t; y ¢, respectivamente, la

constancia de la velocidad del movimiento implica que

51 59
ty 12
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donde s/t es un nimero con dimensiones (e.g. m/s). Las razones s1/t; y Sa/t2 son externas, pues
numerador y denominador tienen una naturaleza distinta (espacio versus tiempo) perteneciendo a

sistemas distintos. Sin embargo, podemos escribir (4) como

2% )

tl S1
y aqui las razones t5/t1 y $2/$; son nimeros sin dimensiones, dentro de un mismo sistema y la razén
es interna.

Freudenthal (1983) sostiene que la ensefianza de fracciones esta caracterizada por tendencias uni-
ficadoras al suponer de los estudiantes que pueden aprender desde una sola perspectiva. Pero el en-
foque parte-todo, sefiala Freudenthal, es limitado no sélo fenomenolégicamente sino también desde
el punto de vista de las matematicas, debido a que sdlo produce fracciones propias. En este trabajo
proporcionamos un enfoque diferente, sin pretension alguna de constituir una tendencia unificadora,
pero que produce todas las fracciones de forma sistemdtica y genética, permitiendo clasificarlas en
ramas y niveles. En la exposicion de nuestra fenomenologia did4ctica en la Seccién 4.4.3 mostramos

el caracter elemental de esta construccion.

4.4. Fenomenologias de la fraccion mediante y del arbol de fracciones

La contribucién original mas importante de la presente investigacion es indagar en un aspecto mas
de la fraccién, mencionado por Freudenthal muy brevemente en sus ejemplos, véase p. 139 y p. 152,
pero no traido al frente por €l junto a los otros aspectos detallados en la seccion anterior: la fraccion
puede ser utilizada para componer algo nuevo. Podemos ver una fraccién como resultado de operar

del siguiente modo
Afiado tres cucharadas de café a dos de azucar.

El sentido de componer, de construir algo, va aparentemente en contra del sentido de fractura o dis-
tribucion a los que mas fuertemente tienden todas las intencionalidades del concepto de fraccion. Es

obvio que este ejemplo describe una razén parte-parte

3 cucharadas de café

2 cucharadas de azucar
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Esta fraccion podemos verla bajo la dptica de un compuesto que se construye mediante la accion,
el noema es un compuesto y el proceso noético estd mediado por un operador, el operador compositor.
Veremos que este operador es precisamente & y que el resultado de la composicion es, precisamente,
la fraccion mediante Z%g de dos fracciones { y § que mencionamos en la seccién 2.

A continuacién, investigaremos el estatus fenomenoldgico de este aspecto de la fracciéon como
composicion (propio de todas las recetas de cocina donde se trata de encontrar las mejores proporcio-
nes entre los ingredientes) y mostraremos que, con €l, podemos construir de forma original el conjunto
de los numeros racionales (podemos “cocinar” los racionales) y, es mas, hacerlo de forma diddctica.
Veremos que todas las fracciones mediantes irreducibles son los niimeros racionales positivos.

El modo de proceder es el siguiente: en las secciones 4.4.1.1 y 4.4.1.2 hacemos un anélisis fe-
nomenolégico puro de la fracciéon mediante y del arbol de fracciones ajenado del contexto didéctico.
Después mostramos en la seccion 4.4.2 la evolucion a lo largo de la historia de estos conceptos y el
tipo de fendmenos que fueron organizados por los mismos. Presentamos entonces la fenomenologia
did4ctica en la seccion 4.4.3 y discutimos cémo los conceptos se integran en el curriculo de secundaria

en la seccion 4.4 .4.

4.4.1. Fenomenologia pura

4.4.1.1 La fraccion mediante

La fraccion mediante Zﬁ de dos fracciones 7 y < es llamada mediant en inglés. El mismo término,
mediant se utiliza para denotar el tercer grado de una escala musical que se halla, aproximadamente,
a “medio camino” entre el primer grado (la ténica) y el cuarto (la subdominante). En el tono de do
mayor, la ténica es do, la subdominante fa y la mediante mi. Es interesante que la lengua inglesa
denote con este mismo término tanto a la fracciéon como a la nota musical sobre el tercer grado de la
escala. Podemos indagar una conexion con esto en el fendmeno fisico-arménico: Cuando un sonido
suena en una cuerda vibrante, produce una serie de arménicos consigo que vibran junto con €él. Si
partimos de que la ténica esta en relacién de frecuencias 1/1 consigo misma, la subdominante esta
en relacion 4/3 y la mediante estd en relacién 5/4. Estas relaciones se derivan desde la fisica, al

considerar los modos de vibracion de una cuerda (Roederer, 2008). Notese que

1 4 1+4 5
371371 ©
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por tanto, la relacion de frecuencias entre tonica, subdominante y mediante es la misma que la que hay

: 14 144 _
entre las fracciones 1, Y5 =

en espaiiol es mediante, elegimos traducir también la fracciéon como fraccion mediante, desviandonos

%. Como el término musical para denotar el tercer grado de la escala

de la propuesta de Alsina y Burgués (2007) que la llaman “fraccion mediadora”.

El resto de las frecuencias relativas de las notas de la escala pueden obtenerse de forma simi-
lar, eliminando todas aquellas fracciones cuyos numeradores sean multiplos de 7, 11, 13... El oido
humano promedio interpreta como armoniosas las relaciones de frecuencias cuyos numeradores y de-
nominadores tienen una descomposicion en factores primos que involucran sélo potencias de 2,3 y 5.
Toda la escala musical en cualquier tonalidad (tomaremos do mayor) puede construirse asi. Notemos
que la ténica “do” de la octava superior estd dada en una relacion de frecuencias 2/1 sobre el “do”
fundamental. La dominante sol (razén de frecuencias 3/2) puede derivarse a través de la ténica do

(razén 1/1) y la octava (razén 2/1) como

1.2 142 3

&t =_-_C 7
11 1+1 2 M
Igualmente, la subdominante fa (razén 4/3) puede derivarse de ténica y dominante como
1,3 1+3 4
=5 =3 ®)

172 1+2 3
La submediante (el sexto grado, “la” en la escala de do mayor) se construye entre la dominante y la
octava como 3 9 549 .
317251 3 ©)
La fraccion mediante puede utilizarse para construir escalas musicales aunque no podamos entrar en
mads detalles en este trabajo.
Nos interesan ahora, sin embargo, otros fendmenos que involucran a la fraccion mediante. En lo
que sigue consideraremos a, b, ¢ y d nimeros enteros no-negativos con b y d distintos de cero y dos

fracciones § < 7. Se tiene siempre que

C a-+c a
— 10
i b+d "0 (10
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Esto es sencillo de comprobar, pues

a+c ¢ ad—cb b a c
—_— === = ——=]1>0 11
b+d d (b+d)d b+d<b d> (h
a a+c ad—cbh d sa c
- — = = - — = 12
b btd (brdpb b+d<b d)>0 (12)
Ademads se tiene que
a ¢ ad-—bc
b d  bd .
y como ¢ > &, necesariamente ad —bc > 0, ad — bc € N. De aqui notamos un hecho muy interesante:

si ad — bc = 1 tenemos que

at+c ¢ 1

vrd d - m >0 (14)
%—ZiSZ@f@b>0 (>
1
-5
Es decir, las distancias entre las fracciones 3, Zig y 7 s6lo dependen del producto de los denomi-

nadores de estas fracciones y no dependen de los numeradores. En este caso, ademas, las fraccio-
nes 3 y & son irreducibles al satisfacer ad — bc = 1, pues si a y b (0 ¢y d) tuviesen un factor
comin k # 1, tal que a = kn y b = km, tendriamos que ad — bc = k(nd — mc) = 1, de donde
nd — me = 1/k, pero esto es absurdo ya que nd — mc seria un entero y 1/k no. Sorprendentemente,

la fraccion “+d

también es irreducible, pues, si consideramos esta fraccion y, por ejemplo ¢, tenemos
que a(b+ c) - b(a +d) = ab+ac—ba —bd = 1, luego a + d y b+ ¢ no tienen tampoco ningtn factor
comun. Si ¢ y £ son irreducibles, entonces &5 = ‘gj:g también lo es.

El siguiente hecho es también crucial: toda fraccion irreducible es una fraccion mediante. Para

7z 7 . . / .
verlo, notemos que una fraccion ¢ esta siempre entre dos fracciones ™ y -, es decir

m a m

g<g<ﬁ 17

Las fracciones = y pueden tomarse como irreducibles, ya que cada nimero racional pertenece a

la misma clase de equivalencia de una fraccion irreducible. Mediante este representacion, podemos
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tomar m y n por una parte y m’ y n’ por otra, tales que estos pares de niimeros sean primos entre si.

Por tanto, se tiene, necesariamente, que
m'n —mn' =1 (18)

Ahora, conforme a la ecuacién (17) pueden darse tres casos 1) a/b = (m + m')/(n + n’) y hemos
terminado; 2) a/b < (m+m’)/(n+n') 03) (m+m')/(n+n') < a/b. En el segundo y tercer casos
reemplazamos las fracciones m’/n’ y m/n, respectivamente, por (m +m’)/(n +n'), por ejemplo, en

el segundo caso pondriamos
< — (19)

y en el tercero

—_— << — 20
n—i—n’<b<n/ (20)

Volvemos a tener tres casos posibles y, si no hemos terminado, podemos seguir con este proceso. Pero

no podemos hacerlo indefinidamente pues las condiciones

!/

a m m o«
a_m m_a 21
b n >0 y n' b >0 @D
implican que
an —bm >1 y bm' —an' >1 (22)
En consecuencia
(m’ +n')(an —bm) + (m +n)(bm’ —an’) >m'+n' + m+n (23)

De las expresiones (18) y (23) obtenemos que
a+b>m' +n'+m+n (24)

Con los reemplazos de fracciones realizados, m o n o m’ o n’ se incrementa en cada reemplazo y, por
tanto, como maximo, tras a + b reemplazos obtenemos que la fraccion ¢ es la fraccion mediante de
las fracciones a su izquierda y a su derecha en la relacion de orden, respectivamente.

El operador & actia sobre numeradores y denominadores separada e independientemente. Si lle-

vamos, pues, los denominadores sobre un eje de abscisas y los numeradores sobre un eje de ordenadas,
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podemos representar una fraccién a/b como un par de ndmeros naturales [a, b]. Los nimeros racio-

nales en este plano estdn todos representados por rectas que se cortan en el origen de coordenadas.

El operador & es semejante a la suma de vectores en este plano pues [a, b] + [¢,d] = [a + ¢, b + d].

Esto conduce a interpretar la mediante como el vector suma de [a, b] y [¢, d]. Este vector coincide con

la diagonal de un paralelogramo con lados [a, b] y [c, d]. El drea del paralelogramo es, precisamente,

ad — bc. De este modo ad — bc = 1 es la minima 4rea distinta de cero que podemos tener para uno de

estos paralelogramos (si el drea fuese cero significaria que ad = bc, las fracciones a/by ¢/d siendo

iguales).

Figura 1: Interpretacion vectorial de la fraccion mediante

Las secuencias de Stern-Brocot de orden N, SBy en el intervalo unidad se obtienen de forma

iterativa, anadiendo nuevas mediantes, entre las fracciones ya existentes. Tenemos:

SB;
SBs
SB;
SB,

SBs

01
11
01
1
01
13
01
14
01
175

1

1

1 21

273" 1

1 21 3 2 31
375727573 4’1
1213 2 31
4773 8 57 2

[\
~

(25)
(26)
27
(28)

(29)



Las fracciones irreducibles dentro del intervalo unidad y con denominador no superior a /N ordenadas
de menor a mayor, forman lo que se conoce como serie de Farey de orden N, Fy. Las secuencias de

Farey son, pues, una subsecuencia de las series de Stern-Brocot. Hasta orden N = 5 estas series estan

dadas por
0 1
R .
A Gh
Ao OLL2
B E Ty ey ey y Ty Y

Notese que la serie de Farey Fy,q se construye a partir de la serie Fy insertando las fracciones
mediantes. Notese, igualmente, que cualesquiera dos fracciones consecutivas ™ < ’;—‘,' en una serie
Fyy satisfacen la expresion (18). Ademads, se tiene que n + n’ > N. En teoria del nimero, estas
propiedades caracterizan las secuencias de Farey (Hardy y Wright (1949), pp. 28-44).

Aunque el numero de términos en las secuencias de Stern-Brocot es, claramente, oN=1 4 1, el
numero de fracciones en las secuencias de Farey tiene una dependencia mds complicada con N vy
crece asintticamente como ~ 3N?/7? (Guthery, 2011).

Las secuencias de Farey aparecen en los diagramas de resonancia de los aceleradores de particulas
(Tomas, 2014) y, en general, en todos los campos de la fisica donde el fendmeno resonancia esta
presente. Los aceleradores padecen y pueden resultar dafiados a corto/medio plazo si sus frecuencias
de trabajo ¢, y ¢, a lo largo de dos ejes ortogonales se hallan en una linea de resonancia descrita por
la ecuacion

agy +bgy = ¢ (35)

con a, by c cualesquiera enteros tales que |a| + [b| < N (donde N es el orden de la resonancia) y
¢z Y ¢y, numeros reales en el intervalo unidad. Claramente los puntos de corte con el eje g, = 0 estén
dados por todas las fracciones h/k que satisfacen ah/k = ¢, de donde a = pk'y, como a < N — |b|
se tiene 1/k > p/(N — |b|). Estas lineas de resonancia estdn dibujadas en la Figura 2 para k = 1y
N = 5 (panel izquierdo) y N = 8 (panel derecho).
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Figura 2: Lineas de resonancia de orden N = 5 (izquierda) y orden N = 8 (derecha), descritas por la

ecuacion (35)

Otro ejemplo lo constituyen las “lenguas de Arnold” (Arnold tongues) que aparecen en dindmica
no-lineal y caos, en fendmenos de sincronizacion y resonancia entre osciladores no lineales acopla-
dos globalmente a una sefial armdnica externa que actda como forcing. Las lenguas de Arnold ocurren
entre relaciones de frecuencias de los osciladores dadas por fracciones de Farey y son tanto mas pro-
minentes cuanto menor es el orden de la serie de Farey asociada. Estas lenguas determinan la region
en el espacio de pardmetros donde osciladores débilmente acoplados estdn en sincronia (Argyris et
al., 2016) con la sefial externa.

La operacion & es conmutativa y asociativa, pues se reduce a la suma ordinaria por separado de
numeradores y denominadores, que es trivialmente conmutativa y asociativa. Ademas, se tiene que,

para cualquier fraccién ™
n

2
mem _2m _m 36)
n o n 2n n
Notese, sin embargo, que
a_ nc a+ nc a—+c a_ c
i S = —&— 37
b nd b+nd7éb+d b&d (37)

por tanto, hemos de tener cuidado en aplicar la operacién & sobre los nimeros racionales en general
ya que el resultado de esta operacion es distinto para distintas fracciones dentro de la misma clase de

equivalencia del nimero racional. No hay ningin problema en definir & restringiendo su operacion
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a las fracciones irreducibles, sin embargo. De todas formas, veremos que, siempre y en todo caso,
podemos atribuir un sentido a &, sobre todas las fracciones (irreducibles o no).

Si aplicamos n veces (%&) a ¢ tenemos

a a a, 6 c an +c
-&=& ... &&- = 38
b b b d bn+d (38)
de donde, si n — oo la fraccidon mediante resultante tiende a %
Si operamos en el resultado Zgi; obtenido en la expresion (38) con otra fraccion Z,’Z—Ifl:, obtenida
de forma similar, tenemos
an+cd _ an-+c a+adn+c+c

Un+d bn+d (b+0)n+d+d
Es interesante comparar el resultado de actuar con & con la operacién composicion de funciones o
actuando sobre aplicaciones g : N — (Q de la forma
an +c

donde n € N es el argumento y los cuatro pardmetros a, b, c,d € Z especifican la transformacion.

Componiendo dos funciones f(n;a”, ", V", d")y g(n;a,c,b,d) de este tipo se tiene

Fog— a" e + _ (a"a+ "b)n +a’c+ 'd @)
b//% + d" (b”a + bd”)n + b”c+ dd"

Notese, entonces, que si ad — bc = 1 podemos tomar

a" = (a+d)d—blc+ ) 42)
b = b'd—bd (43)
d = ad—dec (44)
d" = a(d+d)—cb+V) (45)

y el resultado de actuar con o es el mismo que el de actuar con &. Podemos, asi, pasar de los elementos
generados actuando mediante el operador & a los obtenidos actuando mediante el operador o.

Aplicando n veces ($&) a 'y m — 1 veces (&<) al resultado obtenemos la expresion

c an + cm
== 4
& &d bn +dm (46)

a cC

a a
Z&E& . &E&E
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de donde, dividiendo por m obtenemos, definiendo r = n/m,
a_ a a_ c c ar +c¢
&=-& .. &&=& ... &= = 47
b&b& &b&d& &d br +d 47

Esta expresion, que puede obtenerse de forma semejante a la de arriba, por composicion funcional o,

es similar a una transformacion de Mdobius,

az +c

si reemplazamos el racional positivo r por la variable compleja z. El conjunto de transformaciones
de Mobius bajo la operacion composicion de transformaciones o es isomorfo al producto de matrices
2 x 2 con coeficientes enteros y determinante distinto de cero. Si requerimos que r sea racional
positivo y que a, b, ¢, d, sean todos enteros no-negativos y bajo la condicién ad — bc = 1 obtenemos
un monoide que es libremente generado por dos matrices L y R de cuya construccidén nos ocuparemos

en la siguiente seccion.

4.4.1.2 El arbol de Stern-Brocot

Las secuencias de Stern-Brocot y subsecuencias suyas, las secuencias de Farey, nos han mostrado
procesos en que, comenzando desde dos fracciones, y actuando mediante el operador compositor &,
podemos generar de manera genética conjuntos cada vez mayores de fracciones, de tal modo que
—siguiendo hasta el infinito— podriamos generar conjuntos arbitrariamente grandes. Si para generar
las series de Stern-Brocot no tomamos el intervalo unidad sino 0/1 y 1/0 como “fracciones” iniciales,
e insertamos fracciones mediantes gradualmente, obtenemos los diferentes niveles de Stern-Brocot,
SBy

=5 0 1

SBy = g,? 1 (49)
o, -
Y -~
B L PR R YR R LTI U2 U0 &9
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De dos fracciones existentes, (—Cl < ¢ formamos la mediana %’ como hemos venido haciendo. Luego

podemos pensar en la mediana como un elemento descendiente generado por dos ancestros, conforme

a la siguiente regla

.4 @
d\ / b
a+tc
+d

b

Una nueva iteracion sobre este descendiente y los anteriores produce entonces dos nuevos descen-

dientes uno a la izquierda y el otro a la derecha del obtenido previamente,

.4 @
d b
\ /
a+tc

a—+2c n+e

b+2d 2b+-d

Mediante este esquema, los niveles de Stern-Brocot pueden, pues disponerse en forma de arbol, el

llamado drbol de Stern-Brocot o, también, arbol de Farey, como sigue

AN

0
1

=

1
1

1/ \2 3/ \3 4/ \5 5/ \4
1I’I[ \IIl.Z SI{{J\S 4II{JIII\5 5; \\4 5.’{ I\Il? Sllf III\? ?}I{ IIIKS 7.’{ II\l5

Figura 3: El arbol de Stern-Brocot hasta la quinta generacién

El drbol de Stern-Brocot contiene todas las fracciones irreducibles, correctamente ordenadas de

menor a mayor. Ademads, debido al proceso de insertar mediantes cada fraccion aparece en el drbol
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una sola vez. Si leemos el drbol de arriba a abajo e izquierda a derecha, excluyendo las fracciones 0/1
y 1/0, tenemos, una enumeracién de todos los nimeros racionales positivos.

El arbol de Stern-Brocot reviste cierta complejidad: cada nueva fraccidon que aparece esta asociada
a dos ancestros. Dos lineas llegan a cada nodo del arbol pero cada fracciéon puede ser ancestro de
infinitas fracciones (y, por tanto, parten infinitas lineas de ella que la conectan a sus descendientes).
Podemos preguntarnos si es posible codificar las operaciones realizadas para construir el arbol de una

forma sencilla en términos de operaciones familiares. La respuesta es afirmativa: podemos asociar a

a+c
b+d

que si queremos que la fraccion 1/1 corresponda a la matriz identidad entonces, como inicialmente

cada fraccion mediante en el arbol una matriz 2 X 2 con coeficientes a, b, ¢, d. Para ello, notamos

a/b=1/0y c/d = 0/1, podemos atribuir a {-", en general, la siguiente matriz

d c
b a

Esta matriz tiene determinante ad — bc = 1y, por tanto, el producto de matrices de este tipo puede
interpretarse siempre en conexion con una fraccion irreducible. De este modo, podemos representar

el arbol de Stern-Brocot en forma matricial como sigue (Stange, 2014)

—
]
]

(V) (o 2)
a ok
(éi”)@i)(l)(?)( ) 69 6

Figura 4: El arbol de Stern-Brocot en forma matricial hasta la cuarta generacion

= ba
—_ =
\-\..____/

L 3)
\
(

%]

T
o g WO e

La ventaja de tener el arbol de esta forma es que la informacion de los ancestros inmediatos esta

contenida en las matrices de cada nodo, lo que lleva a reducir considerablemente el nimero de lineas
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que parten de los nodos. Notese que de cada fraccion ZTJFS parten dos lineas hacia las fracciones %222
2a+c

a la izquierda y 57 a la derecha. Podemos preguntarnos si existen matrices L y R tales que multi-
plicando sobre la matriz de cada nodo conduzca a las matrices de los nodos descendientes a izquierda

y derecha, respectivamente. Para ello, basta con resolver las siguientes ecuaciones matriciales
d Ly, L d d
L & _ 11 12 c _ c (54)
b a L21 L22 b a b+d a+c
d R R d b+d
R C _ 11 12 Cc _ + a-+c (55)
b a R21 R22 b a b a

de donde se obtiene
10 1 1
1 1 0 1

De esta forma, el proceso de construccion del arbol matricial equivalente al de Stern-Brocot se resume

a aplicar iterativamente sobre cada nodo el siguiente esquema
/ ’ \
1 0 1 1

partiendo de la matriz identidad A = I, que corresponde a la fraccién 1/1. Esta forma de proceder
simplifica considerablemente el aspecto del drbol de Stern-Brocot que, mediante la correspondencia
hecha en cada nodo (Backhouse y Ferreira, 2008, 2011):

d c a+c
— 57
(b a) b+d 7

queda, simplemente, como se muestra en la Figura 5
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Figura 5: El arbol de Stern-Brocot, hasta la quinta generacion, obtenido desde el arbol matricial

En el Anexo Al mostramos una correspondencia distinta a la de (57) que conduce a un arbol de
fracciones diferente, el drbol de Calkin-Wilf (Aigner y Ziegler, 2014; Calkin y Wilf, 2000), estrecha-
mente relacionado con el de Stern-Brocot y también de un gran interés didactico.

La representacion matricial de las fracciones es util para ubicarlas en el arbol y produce una
representacion elegante en términos de productos consecutivos de matrices L y R operando sobre
la matriz identidad. Estos productos se construyen simplemente siguiendo las ramas del 4rbol. Por
ejemplo, 7/4 en la Figura 5 corresponde a la matriz que resulta del producto RRLRI = R*LRI, que
hace explicito el orden (siguiendo la lectura de las matrices en el producto de derecha a izquierda) en
que nos desplazamos en el drbol, partiendo de 1/1 hasta llegar al nodo 7/4. El siguiente hecho que se

desprende del arbol de Stern-Brocot es, pues, del maximo interés:
Todo ndmero racional se puede expresar por un producto finito de matrices L y R.

y hemos de investigar més profundamente esta forma de representacion. Notamos, para ello, que un
numero racional positivo x puede escribirse como n < x < n + 1, con n € Z. La funcién suelo
| x| de x proporciona el valor entero de z, |x| = n y la parte fraccional, estd dada por {x} como
{z} =z — |x]. Puesto que x = |x| + {z}, podemos hacer la siguiente expansién

1 1
v = la)+{e} = o] + 4 = o] + =m+L - ...

1 1
e} {@ﬂ+{ﬁﬁ
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etc. Esto es lo que se llama una fraccion continua, que se expresa habitualmente con la notacién

siguiente

donde

son

(58)

1
- [60;017027 cooy Cy 1]

Tr =cCy+
1
Cl‘l'
1
CQ‘|‘
1

5+ ———
1

1
e (59)

[ e )
el )

co=lz|] = {
todos nimeros enteros no-negativos. Los coeficientes ¢ son lo que se conoce como cocientes

parciales.
Las siguientes son las estructuras de las fracciones continuas mas sencillas:

[COQ1]:C()+1
1 coc1 +co+1
co; 1, 1] = ¢o + =
[0 1 ] 0 o+l Cl+1
! +1 + o+ coct + 0o + 1
[co; €1, C2,1] = co + = co+ C2 _ C0C1Cr + ¢ F Cot1 + Co
1 cieg+cp +1 c1e9+c1 + 1

Cl+02+1

Estas fracciones se hallan todas sobre el arbol de Stern-Brocot. Notese que estas expresiones tienen

todas la forma de la ecuacién (47), en que procedemos de la siguiente forma: partiendo de % en el
co+1
1

Co—l—l

arbol de Stern-Brocot vamos ¢ veces hacia la derecha hasta hallarnos en el nodo

1,1 1
—&— ... &= =
1 0 0 1
luego vamos c¢; veces hacia la izquierda moviéndonos hacia la fraccion ¢, a la izquierda de %
Co Cop, Co, Co+ 1 CoC1 + Cco + 1
— . &=&=& =
1 11 1 cp+1

33

(60)

(61)



después vamos ¢, veces hacia la derecha, moviéndonos hacia la fraccion ©2<*! a la derecha de
2 c1

coc1+co+1
c1+1
1 0061+Co+1&0001+1.”&Cocl—l-l:C00102+62+C001—|—Co+1 (62)
c+1 c1 c1 cicat+c+1
De aqui vemos, pues, que
ROL%1 . LYROLORYT  y  [cocrycor..nscp, 1] (K par) (63)
L*R%-1 .. L®*R“?L“R“I y [co; 1,02, .5k, 1] (K impar) (64)

son representaciones equivalentes de la misma fraccion. Habiamos visto que 7/4 estéd representado
por el producto de matrices R*LRI. Por tanto, 7/4 = [1; 1,2, 1], 1o que es obvio, pues
Zzl%-%zl%-;l: (65)
1+ m
La fraccion inversa se obtiene intercambiando las matrices L por las R y viceversa. Asi, para 7/4, del
producto R2LRI tenemos R’LRI — L?RLI = L?RLRI, que corresponde a la fraccién 4/7, de
donde observamos que 4/7 = [0; 1, 1,2, 1], es decir, el movimiento sobre el drbol consistente en ir 0
veces a la derecha (quedarse en el mismo sitio), una vez a la izquierda, una a la derecha y dos a la
izquierda. Nétese, pues que si una fraccion tiene representacion [co; ¢y, ca, . . ., ¢k, 1], su inversa tiene,
simplemente, la representacion [0; ¢y, ¢1,Ca . . ., g, 1].

Todo lo anterior nos muestra que dada una fraccién en el drbol de Stern-Brocot por [co; ¢1, - . ., ¢, 1]
sus descendientes son [co; ¢1, ..., cx+1,1]y [co; e, .. ., ¢k, 1, 1], mientras que su ancestro cercano, en
el arbol simplificado, estd dado por [co; ¢y, ..., cp—1,1],sicy > 1y por [co; ¢,y ..., Cpo1, 1] sicp = 1.
El ancestro lejano estd dado a su vez por [co;¢1, ..., k1, 1] si ¢ > 1y por [co;cq, ..., Cpso, 1] si
c, = 1.

Es también claro, por todo lo precedente que la fraccién [co; ¢y, . . ., ¢, 1] aparece en el drbol de
Stern-Brocot tras un nimero Z?:o c; de pasos.

Es interesante notar la relacidn entre el proceso de obtencidn de las fracciones continuas y el
algoritmo de Euclides para hallar el mdximo comin divisor (mcd) de dos nimeros. El algoritmo de

Euclides procede de la siguiente manera:
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1. Dados dos nimeros Ay B (A > B) restamos B de A tantas veces ¢y como sea posible.
Si no hay resto, entonces Besel mcdde Ay B.

2. Si se obtiene un resto C', éste es menor que B y repetimos el proceso, restando C' de B
tantas veces ¢; como sea posible. Si no hay residuo, entonces C' es el med de Ay B. En
caso contrario, se obtiene un nuevo resto D tal que D < C.

3. Repetimos el proceso hasta que el resto sea cero. Entonces, el tltimo resto diferente de

ceroserdel medde Ay B.
Por ejemplo, si tomamos dos nimeros A = 60 y B = 42 aplicando este algoritmo tenemos
A = 60, B=42
C = A—Bcy=60—42-1=18
D = B—Cc;=42-18-2=6
E = C—Dc;=18—-6-3

es decir, el med de 60 y 42 es 6. Si construimos la fraccién continua de A/ B = 60/42, tenemos

60 18 1 1 1 1
E:1+E:1+%:1+m:1+@:1+ﬁ:1+m (66)
Vemos, pues, que el algoritmo es semejante. En general
é:c(ﬁ—g:co%—%:cojt 1D:co~l—;1 (67)
B B ¢ atg at or
Los cocientes parciales cg, c1, ..., ¢, de la fracciéon continua coinciden con los “niimeros de veces

que se sustrae un nimero mdas pequeilo al anterior, mas grande” en el algoritmo de Euclides. Toda
fraccion continua de un nimero racional es finita por el mismo motivo de que el mcd de dos nimeros
naturales siempre existe y el algoritmo de Euclides termina tras un nimero finito de pasos, al reducir
el resto sucesivamente hasta que ya no es posible hacerlo mas. Este es el método de antiphairesis,
utilizado en la antigua Grecia, como demuestran los Elementos de Euclides.

Los niimeros irracionales estan, en cambio, descritos por fracciones continuas con un nimero
infinito de cocientes parciales, que implica descender por ramas del arbol de Stern-Brocot hacia el

infinito. Un ejemplo lo proporciona v/2. Tenemos que v/2 es la raiz positiva de la ecuacién z> —2 = 0.
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Figura 6: Los nimeros enteros, los racionales y los reales, en el arbol de Stern-Brocot ampliado.

Luego, 2> — 1 =1,dedonde (x — 1)(z +1)=1yz =1+ H% Podemos, por tanto, reemplazar x

en el lado derecho de esta expresion recursivamente y obtenemos

1
=1+ (68)

2+

2+

2
+1+x

siguiendo con el proceso recursivo hasta el infinito vemos que v/2 = [1;2,2, ...]. Equivalentemente,
V2 puede representarse mediante el producto de matrices lim,, ., (R2L2)" R.. Es muy notable que el
valor de la raiz cuadrada de 2 se obtiene realizando un movimiento repetido hasta el infinito dos veces
a la izquierda, dos a la derecha, dos a la izquierda, etc. sobre el arbol de Stern-Brocot. Los nimeros
racionales [1;2, 1], [1;2,2,1], [1;2,2,2,1], [1;2,2, 2,2, 1] son aproximaciones sucesivamente mejores
al valor de v/2.

Otro ejemplo clasico de numero irracional es el niimero de oro. Sean dos segmentos de longitud
xyl—axtalesque 1 +xesaxloquexesal,i.e. enlasiguiente proporcion (1 +z) :z =z : 1

llamada la divina proporcién. Tenemos que 2% = 1 + x, de donde (z — 1)(x + 1) = z, con lo que
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r=1+xz/(14+2)=1+1/(1+1/x). Aplicando recursivamente este resultado iterdndolo hasta el
infinito obtenemos el nimero de oro ¢ como ¢ = [1;1,1,...], de donde ¢ estd representado por el
producto de matrices 1im,, ., (LR)".

Es interesante notar que nos hemos centrado exclusivamente en los nimeros racionales positivos.
Para extender el arbol a los nimeros negativos basta tomar la linea vertical que baja del cero como un
eje de reflexion y reflejar todo el arbol de los racionales positivos en torno a dicha linea. Iterando el
arbol resultante hasta el infinito se llega a la recta real, tal y como muestra la Figura 6, donde hemos
incluido algunos numeros irracionales.

La condicién previa ad — bc = 1 cambia de signo si cambiamos el signo de a y c. Pero esto es

$ i6 i6n ¢ < atc ~ ¢ _a ~ _ate
normal ya que, a través de la reflexion en torno a 0, la relacion 3 < j57 < g pasaaser —§ < —j57 <

Qulo
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4.4.2. Fenomenologia historica

El reciente libro de Guthery (2011), estd dedicado a la historia de la fraccién mediante y las
secuencias de Farey y es una referencia valiosa para internarse en este campo.

Aunque el debate sobre alguna aparicién ocasional mds temprana de la fraccién mediante esta
abierto, parece haber un acuerdo undnime entre los historiadores sobre el primer lugar donde apa-
rece mds claramente expuesta y utilizada: el tratado titulado Le Triparty en la science des nombres
que Nicolas Chuquet escribi6 entre 1480 y 1484 y donde Chuquet enuncia la “regla de los valores

intermedios” como sigue:

(C La rigle des nombres moyens.

Este rigle sert a trouuer tant de nombres moyens entre deux nombres
C prochains que lon veult. Par le moyen dicelle se peuét trouuer plu-

sieurs nombres et faire mains calcules que par la rigle de troys ne par
vne posicion ne par deux posicions ne se peuent trouuer. Et pour ceste ri-
gle entendre et scauoir pratiquer lon doit sauvoir que . est le premier et le
cothanceriit entre les nombres routz et dicellui sourdent et saillent deux pro-
gressions naturelles dont lune progredist en augmentant comme %. 2. % 1. ¢c.
et lanltre progredist en diminuant comme ;. 1. . i zc. Lesquelles choses
entendues sens la Regle.

(C Numerateur auec numerateur se adioustent et denoiate® auec denoiateur.
([ Cest a entendre que quant entre denx nombres entiers prochains lon veult
trouver le premier moyen. Au moindre entier lon doit adiouster !. et ainsi
lon aura vng nobre moyen plus grant que le moidre | extreme et mineur du
maieur extreme. Come entre 3. et 4. Le nombre moyen et le pmier si est 3. 1.

Et qui entre .3. ;. et 3. . vouldroit trouuer vng

moyen Il conuient negocier come dit Ia rigle et lon aura .3. 2. Et par ceste

maniere lon peult continuer a linquisicion des moyens Jusques a ce que lon
ayt trouue cellui que lon serche.

Figura 7: El fragmento del tratado de Chuquet (1881), pp. 101-102, donde se menciona la fraccion

mediante
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“Esta regla sirve para encontrar tantos nimeros intermedios como uno desee entre dos
nimeros vecinos. Por medio de ella es posible encontrar muchos mas nimeros y hacer
mads célculos que con la regla de tres o con una posicion o dos posiciones. Y para enten-
der y saber como poner en practica esta regla uno debe saber que % es la primera y el
comienzo de todas las fracciones y de ésta surgen de forma natural dos progresiones, una
2 3 11 1

: 1
creciente 25 30 49 3 39 4»

se sigue la regla:

%, etc. y la otra decreciente %, etc. Una vez entendido esto,

Numerador se suma a numerador y denominador a denominador. Esto significa que si uno
desea encontrar los primeros valores intermedios entre dos nimeros enteros [no negati-
vos] ha de sumar al principio % al menor de ellos y asi uno obtendra un nimero medio que
serd mayor que el extremo inferior y menor que el extremo superior. [...] Y quien desee
encontrar el valor medio entre 3% y 3% debe trabajar conforme a la regla y asi obtendra
3%. Y, de este modo, uno puede seguir buscando valores intermedios hasta encontrar el

que desea.”

El propdsito con el que Chuquet enuncia esta regla es el de resolver ecuaciones en una variable.
En la segunda y tercera partes de la Triparty utiliza esta regla a tal efecto. La mediante ofrece algo
que era importante para algoristas (quienes trabajaban en la computacion para vivir) como Chuquet:
velocidad (Guthery, 2011). Para quien trabajaba con tinta y pluma y habia de iterar para resolver un
problema, esta técnica era muy agradecida por su simplicidad. El tratado de Chuquet no se publicaria
en prensa hasta 1881, varios siglos mas tarde.

Para resolver ecuaciones con una variable f(z) = 0, Chuquet seguia el siguiente algoritmo:

1) Especifica una cota de error € y encuentra dos fracciones 7 y x5 tales que f(z;) < 0

y f(z2) > 0.
2) Calcula la mediante z,,, de ;1 y xo y evalda f(x,,) para hallar el error cometido.

3) Si el error es positivo, reemplaza x5 por z,,. Si es negativo, reemplaza x, por z,,.

4) Si | f(2y)| > € vuelve a 2). Si |f(x,,)| < € termina el algoritmo.

Una aplicacion concreta de este esquema es la de hallar aproximaciones racionales sucesivamente

mejores a nimeros irracionales. Por ejemplo, para calcular el valor de v/2, tenemos que este valor es
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la raiz positiva de la ecuacién 2> — 2 = 0. Como parax; = 1, 1> —2 = —1 < 0y para 75 = 2,
2?2 — 2 = 2 > 0, comenzando por z; = 1/1y xy = 2/1, y especificando una cota de error de p. €j.

e =0.000001, las sucesivas iteraciones del algoritmo son como se indica en la siguiente tabla:

Paso | Fracciéon menor | Mediante | Fraccién mayor | (Mediante)? Error
1 : 3 2 2.250000 | +0.250000
2 I e s 1777777 | —0.222222
3 2 I g 1.960000 | —0.040000
4 I 2 3 2.040816 | +0.040816
5 I u L 2.006944 | +0.006944
6 I # = 1.993079 | —0.006920
7 A 2 z 1.998810 | —0.001189
8 4 58 u 2.001189 | 40.001189
9 = =2 8 2.000204 | +0.000204
10 i u 2 1.999795 | —0.000204
11 1 289 2 1.999964 | —0.000035
12 259 338 2 2.000035 | +0.000035
13 239 o 338 2.000006 | +0.000006
14 289 88 st 1.999994 | —0.000006
15 8lg 1393 o 1.999998 | —0.000002
16 1893 B 7 2.000001 | 4+0.000001
17 139 3363 1970 2.000000 | +0.000000

Notese que la fraccion que se reemplaza en cada paso por la fracciéon mediante depende del signo
del error obtenido en el paso anterior: si este es positivo (+), la fraccién mayor se reemplaza por la
mediante obtenida y si es menor (—) se reemplaza la fracciéon menor. La fraccién mediante obtenida
al final del proceso % —1.4142136. . . proporciona hasta 6 cifras significativas de v/2. (El proceso
de obtencién de /2 sobre el drbol de Stern-Brocot lo hemos visto en la seccién anterior de forma
algebraica-recursiva en términos de una fraccidn continua.)

Hemos visto que el concepto de mediante esta estrechamente relacionado con las fracciones de
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Farey, asi llamadas en honor del ge6logo y escritor John Farey (1766-1826) quien public6 en 1816
una pequefia carta introduciendo estas fracciones (Farey, 1816) (mostrada en la Figura 8 c). Esta
construccién habia sido descubierta 14 anos antes por Charles Haros (Haros, 1802). En la Figura 8
a) se muestra el fragmento donde Haros menciona la mediante. Farey cita las tablas de conversion de
fracciones irreducibles a decimales publicadas por Henry Goodwin en 1816. Es incierto si Goodwin
conocia el trabajo de Haros pero Guthery menciona una nota encontrada en los archivos de Goodwin
donde este era consciente del concepto de mediante (Figura 8 b) si bien la fecha de la nota es incierta

y tres afios distintos son posibles.

a)

Soient § et § deux fractions telles que bc — ad = 1; et proposons-nous

de déterminer une fraction intermédiaire % telle qu-on ait bx —ay = 1 et

ey — dr = 1. En résolvant ces deux équations, on trouvera r = é;‘—fﬁ% et
y = %ﬁ%—}: mais, d’apres 'hypothese. be —ad = 1 ; donc ¢ = a + ¢, et

y = b + d: par conséquent i = EL‘I;; Ce résultat nous apprend que la fraction
intermédiaire est égale a la somme des numérateurs des fractions % et ﬁ, divisee
par la somme des dénominateurs. Comme les trois fractions §, t;ﬁz 5 different
entre elles de be—ad = 1, divisée par le produit de leur dénominateur, la fraction
intermédiaire est donc irréductible, et se trouve en méme temps la fraction la

plus simple qui approche le plus de I'une ou de l'autre des deux fractions § et
[

<.
C. Haros (1802)

b)
consecutive Vulgar Fractions in the Tabular
Decimal Quotients). The Sum of the De-
and 37¢ will always be divisible by the
Denominator of the 9nd without Remainder. Also tl.m. Sum of
thé Numerator of the 1 and 3rd will also (sic) be divisible by
the Numerator of the ond without Remainder. o

If the 27¢ or middle Denominator be 1'nult1£:h(jr1 by the
quotient arising from the Sum of the 1 and 3" 1‘\unn=n'at]m=
divided by the second, the Product will equal the Sum of the
15t and 374 Denominator.

Take any three
Series of (Complete
nominators of the 1%

H. Goodwin
(618127 418137 £18177)

c)

LXXIX. Ona curious Property of valgar Fractions, By
MMr. J. Fagey, Sen.

To Mr. Tilloch.

Sip, — ON examining lately, some very curious and elaborate
Tables of ¢ Complete decimal Quotients,” calenlated hy Henry
Goodwyn, Esq. of Blackheath, of which he has printed a copious
specimen, for private circulation mmong curious and practical
caleulators, preparatory to the printing of the whole of these
useful Tables, if sufficient encouragement, either public or indi-
vidual, shonld appear to warrant such a step: I was fortunate
while so doing, to deduce from them the following general pro-
perty ; viz.

If all the possible vulgar fractions of different values, whose
greatest denominator (swhen in their lowest terms) does not exceed
any given number, be arranged in the order of their values, or
quotients; then if both the numerator and the denominator of any
fraction therein, be added to the numerator and the denominator,
respectively, of the fraction next hut one to it (on either side),
the sunuis will give the fraction next to it; although, perhaps,
10k in its lowest terms.

For example, if 5be the greatest denominator given; then are all
1 2 1 3
32 32 9 5

. . 1
the possible fractions, when arranged, -, -,

s 3 1 . 3 : =
T f iy and R taking 5 as the given fraction, we have

Ll — 2 =1 the next smaller fraction then -
5435 o e e nex smaller fraction 1en ‘:;, or,
141 2

343 = 7 the next larger fraction to -‘, Again, if 99 be
the largest denominator, then, in a part of the arranged Table,
15 2L &e.s and if the third

we should have —
15+ 13 23

327 970 45’ 850 38’
= — the second:

of these fractions be given, we have Fe 45 57

LR LI} : .
Ci% % the fourth of them : and so in all the other
cases.

I am not acquainted, whether this curious property of vulgar
fractions has been before pointed out?; or whether it may ad-
mit of any easy or general demonstration? ; which are points on
which I should be glad to learn the sentiments of some of your
mathematical readers; and am

Sir,
Your obedient humble servant,

Howland-street. J. Farey.

Vol 47, No. 217, May 1816,
J. Farey (1816)

Figura 8: a) El fragmento de Haros (1802) donde se menciona la fracciéon mediante; b) una nota del

archivo de Henry Goodwin, mencionada por Guthery (2011), p.95; c) la carta de Farey (1816).
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La construccion de Farey habia sido, pues, descubierta antes por Haros. Charles Haros era un
gedmetra que trabajaba en el Bureau de Cadastre francés, una institucion que tenia el cometido, esta-
blecido por la revolucién francesa, de convertir a Francia al sistema métrico decimal. Esto precisaba,
entre muchos otras tareas, cambiar los nimeros de la representacion fraccional a la decimal. Charles
Haros confeccioné una tabla con las 3003 fracciones irreducibles dentro del intervalo unidad con de-
nominador inferior a 100 y su conversion a decimal. La forma de construir esta tabla es precisamente
la serie de Farey de orden N = 99. Haros mostré en este articulo que la mediante entre dos fracciones

irreducibles proximas es irreducible y comenzando por las fracciones

1 1 1 1111234 96 97 98 (69)
99798° 97" 757473727374757 77977987 99

y aplicando la regla de insertar medianas, gener6 las 3003 fracciones buscadas. Por el arbol de Stern-
Brocot, es obvio que este proceso permite construir todas las fracciones irreducibles con los requeri-
mientos buscados, pues las fracciones iniciales estan distribuidas a lo largo de un arco formado por

las dos ramas del arbol que parten de 1/2 cubriendo el intervalo unidad y que aparecen sombreadas

/1\
/\ /N
VANEVA VAN AN
/\ / /\ N\ /\ /\ I I\

1
5

en la figura

=D

[l
L0

u-JIl

| bD
u"u-
[S=NE ]

o
1

==
]
=]
on oo
= =1
L~
b =1

'J

=13
=~ s
e
~Jn

Figura 9: Localizacién del arco de Haros dentro del arbol de Stern-Brocot.

Como hemos visto tal secuencia de fracciones compuesta de dos subsecuencias, una creciente

y otra decreciente, es la misma que la que Chuquet menciona en su tratado, si bien la insercion de
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mediantes se produce aqui sobre todos los intervalos separados por las fracciones iniciales.

Quince aios después Goodwin emul6 el trabajo de Haros construyendo una tabla de conversion a
forma decimal de las fracciones irreducibles del intervalo unidad con denominador menor o igual a
1024 (318913 fracciones en total). La tabla lleva por titulo The First Centenary of a Series of Concise
and Useful Tables of all the Complete Decimal Quotients, which can arise from dividing a unit, or
any whole Number less than each Divisor by all Integers from 1 to 1024. Es esta tabla la que Farey
menciona en su carta. Goodwin no hace mencion en ella a la fracciéon mediante y a la forma de
construir la tabla, lo que da la oportunidad a Farey para notar las propiedades tipicas de las series
que llevan hoy su nombre. Sin embargo, Farey no demuestra ningtin teorema ni proporciona ninguna
explicacion sobre el fendmeno, muy a diferencia de Haros.

Es debido a la autoridad de Augustin Cauchy a lo que se debe la atribucién errénea del nombre
de la secuencia a Farey. Cauchy ley0 la carta de Farey y public6 un articulo titulado Démonstration
d’un Théoreme Curieux sur les Nombres en 1816 demostrando de nuevo los resultados de Haros sin
atribucion. Cauchy se refiri6 a la mediante como “una propiedad notable de las fracciones ordinarias
observada por J. Farey”. Asi, la secuencia ordenada de fracciones irreducibles con denominadores
menores que un valor dado vino a llamarse secuencia de Farey, en vez de secuencia de Chuquet o
secuencia de Haros, como habria sido mads justo.

Cincuenta y nueve afios después de que Haros publicase su articulo, el relojero Achille Brocot,
investigando la confeccion de engranajes para los relojes, presentd nuevas tablas y series de fracciones
al final de un extenso trabajo donde describe en detalle la fracciéon mediante y nuevas secuencias
de fracciones (Brocot, 1861). Tres afos antes, en 1858, Moritz Stern habia descrito estas mismas
secuencias en términos puramente matemadticos (Stern, 1858). Estas son las secuencias de Stern-
Brocot que hemos expuesto en la seccién 4.4.1.1.

A diferencia de las secuencias de Farey, las de Stern-Brocot no estdn limitadas al intervalo unidad
sino que comienzan por las fracciones % y (1] y, ademas, no se requiere que el denominador de las
fracciones sea menor que uno dado. El tinico mecanismo generativo de estas secuencias es, puramente,
la insercién de la mediante. Todas las fracciones que resultan son irreducibles y, como hemos visto,
todas las fracciones irreducibles son generadas mediante este mecanismo.

Describimos a continuacion el problema que trataba de resolver Brocot. Imaginemos que tenemos

un eje que gira a n, revoluciones por segundo y queremos un segundo eje que gire a n; revoluciones
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por segundo. Lo que hacemos es poner ruedecillas en los ejes con ag y by dientes, respectivamente, de

tal modo que agn, = byn,. Esto implica que 2¢ = Z—g Por ejemplo en la siguiente figura, la ruedecilla

ny

grande tiene ay = 60 dientes y la pequeia by = 20 dientes (Austin, 2008):

Cuando la ruedecilla pequefia avanza un diente, asi lo hace la grande. De esta forma, cuando la
ruedecilla pequefia completa una vuelta, la grande completa n,/n, = 20/60 = 1/3 de vuelta. Si hay
N ruedas intermedias, tendremos
Ny bj
Ze T2 70
|l 0
De este modo podemos tener una razén de frecuencias de giro n, /n, complicada producida por un sis-
tema de ruedecillas con pocos dientes b;, a;. Un sistema de ruedecillas fisicamente factible, requiere

N, b; y a; lo mas pequefios posible. En la siguiente figura (Austin, 2008):

a

la rueda a consta de 100 dientes, la b y la ¢ de 10 dientes y la d de 60 dientes. Por tanto, una vuelta
de la rueda b corresponde a 10/60 de vuelta de la rueda d, que gira solidariamente con la rueda c,
haciendo que la rueda a gire 10/60 x 10/100 = 100/6000 = 1/60 de vuelta. De este modo, si
la rueda b representa el segundero del reloj, la rueda a puede representar el minutero. Por supuesto,
podriamos haber generado la misma relacion con una rueda de 10 dientes y una de 600, pero es mucho

mas dificil y costoso construir una rueda de 600 dientes que una de 100 dientes.

44



Imaginemos ahora que queremos disefiar una rueda que avance una fraccioén 1/720 de giro cuando
otra rueda da un giro completo. Podriamos tomar una rueda de 10 dientes y otra de 7200, pero esto

no seria fisicamente realizable. Sin embargo, notando que 720 = 2* - 5 - 9, podemos escribir - =

720 —
%%% = %%% y, por tanto, podemos construir, por ejemplo un sistema de ruedas con ay = 100,

a; = 90, a; = 80 dientes y by = b; = by = 10 dientes.

Imaginemos sin embargo que queremos construir un sistema de ruedecillas para producir la razén

163
709

blema que se planted entonces Brocot es el siguiente: aproximar una razon cualquiera lo mejor

Como numerador y denominador son ambos nimeros primos, la fraccion es irreducible. El pro-

posible a otra fisicamente realizable. La estrategia de Brocot es entonces buscar p y g pequefios

%, es decir que § — % ~ 0. Es interesante también calcular el nimero entero

A(p,q) = 709p — 163q pues da una idea de la distancia de la mediante obtenida a la fraccién que

tales que § ~

deseamos aproximar. Para ello, Brocot sigue un algoritmo parecido al de Chuquet, pero disponiendo
la fraccion menor al final de la tabla y la mayor al comienzo y completando con la mediante, sucesiva-
mente los huecos conforme al valor de la mediante. En la siguiente tabla se indican los pasos seguidos
para completarla. Puesto que 163/709 ~ 0,23, tenemos que esta razén tiene antepasados 1/5y 1/4

en el arbol de Stern-Brocot y podemos comenzar desde estas fracciones

Paso | Mediante (§> A(p,q) = 709p — 163q | Error <§ — %)
0

+57 +0.0200
0 —106 —0.0299

(SN

Insertamos la primera mediante entre ellas y evaluamos A(p, q) y el error cometido.

Paso | Mediante (’q—’) A(p,q) = 709p — 163q | Error <§ — %)

0 I +57 +0.0200
1 2 —49 —0.0078
0 1 —106 —0.0299

La segunda mediante la insertamos en la fila entre las dos en que cambia el cambio de signo de
A(p.q)
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Paso | Mediante (f]—’) A(p,q) = 709p — 163q | Error <§ — %)
0 i +57 10.0200
2 e +8 +0.0009
1 5 —49 —0.0078
0 5 106 —0.0299

Y seguimos con este proceso hasta hallar una fraccién que nos convenga

Paso | Mediante <§> A(p,q) = 709p — 163q | Error <§ — %)
0 i +57 £0.0200
2 e +8 +0.0009

708 0 0
7 7 -1 —0.0000(2)
6 H -9 ~0.0002
5 & ~17 —0.0004
4 % ~33 ~0.0013
3 = —41 —0.0026
L 5 —49 ~0.0078
0 5 ~106 —0.0299

Notamos pues, que con dos ruedas de 20 y 87 dientes produciriamos una aproximacién 20/87

bastante razonable de la razén 163/709, cometiendo un error inferior al 0.01 %. Nétese que como
163

A(20,87) = —1, la fraccién 2 es el ancestro mds cercano de

Stern-Brocot.

El uso histérico que se ha dado al concepto de mediante en la practica ha sido, pues, el de propor-
cionar algoritmos y métodos para encontrar valores numéricos entre otros dados, aproximar ndmeros

irracionales y fracciones con numeradores y denominadores altos y la resolucién de ecuaciones en
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por la izquierda en el arbol de




una variable f(z) = 0 de forma numérica. El énfasis en el concepto de drbol de fracciones como me-
dio que organiza los nimeros racionales es, sin embargo, tipico de finales del siglo XX y comienzos

del XXI, debido a las ventajas computacionales y a la riqueza combinatoria que ofrecen.

4.4.3. Fenomenologia didactica

Dadas dos cosas podemos juntarlas para hacer otra: podemos, por ejemplo, ensamblar dos piezas
para hacer una compuesta o verter un liquido en un recipiente que contiene otro. En el primer caso
tenemos un compuesto de piezas discretas como resultado. En el segundo caso tenemos un liquido que
resulta de la mezcla de los dos anteriores. Los liquidos pueden verse como un continuo homogéneo.
Tras el resultado de mezclarlos estos pueden ser, por ejemplo, miscibles, en cuyo caso la mezcla es

asimismo homogénea (Alsina y Burgués, 2007)

o inmiscibles, en cuyo caso el compuesto resultante estd formado por dos partes diferenciadas

En ambas mezclas hemos puesto el recipiente con el liquido resultante en el centro, sugiriendo que
hemos vertido el contenido del recipiente de la izquierda y el de la derecha. Llamemos [ al liquido de
la izquierda y D al de la derecha.

En ambos casos partimos de una parte de liquido / y una parte de liquido D puras para formar un
liquido compuesto de una parte de / y una parte de D. Este proceso de mezcla lo podemos denotar

del siguiente modo

1 parte de liquido / &0 partes de liquido I (140) partes de liquido I 1 parte de liquido /
0 partes de liquido D 1 parte de liquido D~ (0+1) partes de liquido D 1 parte de liquido D

47



Noétese que la fraccion 1/0, vista como cociente no tiene sentido. Sin embargo, las fracciones con nu-
merador o denominador igual a 0 hacen referencia aqui a sustancias puras (liquido D puro o liquido 1
puro, respectivamente) que, por medio del proceso de mezcla, de la composicidn, producen un liquido
compuesto descrito por una fraccion. En ambos casos el resultado es el mismo, independientemente
de que el liquido sea miscible o no: tenemos 1 parte de liquido I por 1 parte de liquido D.

El operador & es responsable de la formacion del compuesto y el resultado de componer es la
fracciéon mediante de los componentes. En lo que sigue consideraremos compuestos separables en
unidades discretas enumerables. Aunque todo lo que sigue puede hacerse también con continuos
homogéneos miscibles, los compuestos formados por piezas separables son especialmente idoneos al
comienzo.

Consideremos dos patrones distintos formados por cuadrados grises y cuadrados blancos. Pode-

mos componer (yuxtaponer) ambos patrones para formar un patrén nuevo por medio de la operacion

&:
BT | =« BT - EEE I

Podemos traducir esto a nimeros como sigue

1 cuadrado blanco | 2 cuadrados blancos  (1+2) cuadrados blancos 3 cuadrados blancos

3 cuadrados negros 1 cuadrado negro ~ (3+1) cuadrados negros 4 cuadrados negros

Es irrelevante como quedan configurados los cuadrados grises y blancos dentro de los componen-
tes asi como del compuesto final. Su forma también es irrelevante. Lo unico importante es la relacion
entre el nimero de cuadrados grises y blancos y el total de estos cuadrados. Por tanto, todos los

patrones siguientes son equivalentes

[ [ [ T]
[ |

[TTTTI
[ T O
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Consideramos aqui patrones yuxtapuestos horizontalmente de izquierda a derecha conforme al
operador &, para visualizar mds rapidamente las operaciones. Supondremos que el nimero de cua-
drados blancos va siempre en el numerador y el de cuadrados negros en el denominador y, en lo
sucesivo, eliminamos las etiquetas “cuadrado(s) blanco(s)/negro(s)”.

Por supuesto, podemos componer un mismo patron consigo mismo cualquier nimero de veces. Si

lo componemos consigo una vez tenemos, por ejemplo,

O |« [T 1-[(THETTHE]

En ndmeros

3.3 6
2L == 1
1 & 1 2 1)
Si hubiésemos compuesto este mismo patron consigo n veces tendriamos
3 3 3
T i (72)
1 1 n

En ambos casos, la relacion de cuadrados blancos a cuadrados negros se mantiene inalterada e igual

a 3/1. Notese entonces, sin embargo, lo siguiente:
BT T ] -
BT ] e

En nameros, respectivamente

2, 2
1. 2

Es decir, el resultado de las dos operaciones es distinto, pese a que los componentes estan descritos
por las mismas razones. Aunque no hay ningtin problema en operar como hemos hecho teniendo pre-

sente la situacion que estamos describiendo mediante fracciones (la composicion de dos componentes
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especificados) hemos de ser cuidadosos si en un enunciado verbal los componentes se nos presentan
como razones y el todo es desconocido.

Podemos ver este problema con un ejemplo. Supongamos que tenemos un corral con 7 ovejas
blancas y 2 ovejas negras y otro corral con 5 ovejas blancas y 3 ovejas negras. Si juntamos todas las

ovejas en un solo corral: ;cudl es la razon de ovejas blancas a ovejas negras? Vemos que, en este caso,

7 ovejas blancas &5 ovejas blancas  (7+5) ovejas blancas 12 ovejas blancas
2 ovejas negras 3 ovejas negras  (2+3) ovejas negras 5 ovejas negras

Considérese ahora, sin embargo, el siguiente enunciado: Supongamos que tenemos un corral donde
por cada 7 ovejas blancas hay 2 negras y otro corral donde por cada 5 ovejas blancas hay 3 negras.
Si juntamos todas las ovejas en un solo corral: ;jcudl es la razon de ovejas blancas a ovejas negras?
Desconocemos el nimero de ovejas negras 2n del primer corral y 3m del segundo. Entonces, todo lo

que podemos decir es que la razén buscada serd

Tn ovejas blancas &5m ovejas blancas  (7n + 5m) ovejas blancas

2n ovejas negras  3m ovejas negras  (2n + 3m) ovejas negras

quedando indeterminada mientras no se especifiquen n y m. Notese que el anterior problema es un
caso particular de este con n = m. En el anterior problema especificamos el nimero de ovejas que
forman cada corral. En este solo las razones entre ovejas de un tipo y del otro. Para determinar la
solucion como en el primer enunciado, es necesario sobreentender que la razon entre ovejas negras
entre el segundo corral y el primero es 3/2 y de ovejas blancas 5/7. En tal caso, n = m.

Desde la conjetura de la fenomenologia didéctica que enunciamos en la Seccién 4.1, podemos,
ordenar estos enunciados por dificultad creciente. Notese como el segundo problema es mas dificil que
el primero. En el primero todos los elementos estan presentes y al descubierto, todas las intenciones
estidn llenas en el sentido fenomenoldgico de la intencionalidad. En el segundo problema se dan
intenciones vacias ya que la expresion “por cada x ovejas negras hay y blancas” encierra una mayor
complejidad al ocultar cudntas ovejas hay realmente. El figurarse mentalmente distintas posibilidades,
llenando intenciones vacias, es necesario para “ver” la solucion y de qué forma estd el problema
indeterminado.

Estamos componiendo elementos discretos facilmente sefialables, pero también podemos com-

poner movimientos. Considérese el siguiente problema: Un coche ha recorrido 1300 metros en 2
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minutos y luego 800 metros en I minuto. ;Cudl ha sido la velocidad media del coche en todo el
trayecto?
La solucién la proporciona la fracciéon mediante obtenida de componer los dos movimientos inde-

pendientes

1300m 800 m (13004 800) m 2100 m

= = = 700 m/min = 42 km/h
2min 1 min (24 1) min 3 min i

Notese la diferencia con el siguiente problema Un coche ha recorrido un trayecto a 1300 metros
por cada dos minutos y otro a 800 m por cada minuto. ;Cudl ha sido la velocidad media del coche
en todo el trayecto?

Desconocemos cudnto ha durado el primer trayecto en relacion al segundo ¢, /t,. Todo lo que
podemos decir es, por tanto, lo siguiente:

1300t; m , 800t m _ (1300¢, + 800t2) m  60(1300¢, + 800t5) km

2t; min ~ tymin  (2t; +t,) min 1000(2t; +t2) h

Si sobreentendemos que t1 /t2 = 1 entonces obtenemos el resultado del primer enunciado.
Imaginemos que no existen los nimeros racionales y que todo lo que tenemos son cuadrados

negros y cuadrados blancos como meras unidades separadas. Inicialmente, entonces, tenemos

[ L]

y denotamos a estos elementos por % y %. En la primera generacién, componiendo estos elementos

obtenemos
H[-E]

al que llamamos % Ahora tenemos 3 elementos distintos. Los dos que habia en la generaciéon O y
este nuevo que ha aparecido en la primera generacion. Combinando este nuevo elemento con los dos

anteriores, obtenemos

H .« 1- B ]
B« -E 1]
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y, asi pues, en la segunda generacion asistimos al nacimiento de % y % Podemos seguir asi con la
generacion tercera, la cuarta, la quinta,... hasta el infinito. Los nimeros los ordenamos de izquierda a
derecha en cada nivel conforme los vamos generando si procedemos sistematicamente, como muestra

el siguiente diagrama

O . ———n
 /:‘\ /

B ] BT
[TTT] T I | BT BT

donde mostramos también la tercera generacion, con la aparicion de los nimeros z, 2, 3 y 2 (de

izquierda a derecha). Si seguimos con este proceso hasta el infinito obtenemos el arbol de Stern-

n° de cuadrados blancos
n° de cuadrados negros

Brocot cuando reemplazamos el patron de cada nodo por la fraccion . Las fracciones,
todas irreducibles, quedan asi ordenadas de menor a mayor. Debido a la equivalencia entre patrones
arriba expuesta, podemos reordenar cuadrados negros y blancos dentro de cada patrén y presentar el

0 .
 /$|\/
B Smn
N N

EEE] ] BT BT

es decir cuadrados negros a la izquierda y blancos a la derecha. Tales ordenaciones pueden escogerse
dependiendo de la situacion didactica a conveniencia. Los cuadrados pueden sustituirse por otros

objetos, etc. Notese que los patrones de todos los nodos son todos distintos pues representan una
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relacion distinta de una clase de objetos frente a otra. En el drbol de Stern-Brocot, aparecen todas las
fracciones irreducibles y cada vez que aparece una es vinica. Podemos organizar los patrones para
ver en ellos “cédigos genéticos” de los nimeros racionales que delaten su genealogia y como se han
obtenido de los anteriores mediante composiciones (tal y como hacen los productos de las matrices L
y R descritos en la Seccion 4.4.1.2).

La construccién proporcionada en esta seccion puede compararse con la de Peano de los naturales.
Mientras que la imagen conceptual que se desprende de los axiomas de Peano es la de un dominé en
que una pieza sigue a otra inexorablemente y donde podemos ver la accion de un operador si dejamos
caer las piezas tirando la primera (el operador “siguiente”), en la construccion aqui presentada las
piezas de domind son sustituidas por “especies” que se mezclan con otras especies inexorablemente
dando lugar a nuevas especies mediante el operador compositor &.

(Como se relaciona matematicamente la construccidn aqui presentada con la de los naturales? Si
tenemos un ndmero natural z, este tiene siempre un siguiente, dado por y = x + 1. Ahora bien, todo
nimero natural tiene al menos dos divisores (si  es un nimero primo, los divisores de = serdn 1 y z
mismo). Sean a y d divisores de y y by c divisores de x. Entonces de y = x+ 1 se obtiene ad = bc+1,
es decir ad — bc = 1. Esta es precisamente la propiedad que satisfacen todas las fracciones vecinas en

el arbol de Stern-Brocot y la clave para su construccion, descubierta por Haros. Pues dividiendo por

[
d ~— bd’
punto de partida en todos los andlisis que hemos realizado. Vemos pues como la construccién de los

dy b se obtiene § — de donde estas fracciones son irreducibles y ¢ < . Este ha sido nuestro
racionales emerge espontdneamente de la de los naturales.

Parece claro, por tanto, el estatus fenomenoldgico de la operacion & en la enseflanza. Pensamos
que este operador ha de ensefiarse en clase a través de ejemplos y que su ensefianza ha de ser anterior
a la de la suma de los ndmeros racionales, pues este operador es responsable de la construccion
genética de los nimeros racionales y puede verse como indisolublemente ligado a su existencia. A
diferencia de la suma, este operador se ve inmediatamente en accion con multitud de ejemplos simples
que pueden entender los nifios a un nivel muy elemental y es, por tanto, ontolégicamente anterior. Las
fracciones estdn asociadas intuitivamente a cortar, plegar o fracturar. Aqui hemos visto otro uso de las

fracciones, no menos elemental, que es componer.
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4.4.4. Fenomenologia genética

Hemos visto cémo el concepto de mediante y el arbol de fracciones pueden introducirse de forma
didactica. Exponemos ahora una fenomenologia respecto al desarrollo cognitivo de los alumnos. Para
ello revisamos los contenidos del curriculum de ensefianza secundaria en la Comunitat Valenciana
(Decreto 87/2015 de 5 Junio).

Contenidos Criterios de evaluacion CcC
1?2 ESO
Divisibilidad de los nimeros naturales. BL2.1. Interpretar los niimeros naturales, enteros, fraccionarios, decimales y | CMCT
Numetos ptimos y compucstos. porcentajes sencillos, y sus propiedades (orden, recta real, divisibilidad, etc.) |CSC
Descomposicion de un numero en factores primos. y utilizarlos en situaciones comerciales, sodiales y cientificas, de medida,
Muiltiplos y divisores comunes a varios numeros. expresion, comparacion y descripcion de conceptos numéricos.
Miximo comun divisor y minimo comin multiplo de dos o mas niameros
naturales de os ciftas. BL2.2. Opetar con los nimeros naturales, enteros, decimales, fraccionarios | CMCT
Fracciones equivalentes. Comparacion de fracciones y ordenacién y porcentajes con estrategias de calculo (mental, estimacion, uso de CAA
Numeros decimales. Representacién y ordenacion. calculadoras, aplicaciones de escritorio, web o para dispositivos moviles,
Operaciones con tracciones. etc.) y procedimientos (algoritmos convencionales u otros) mas adecuados
Elaboracion y utilizacion de estrategias para el calculo mental, para el segan la naturaleza del cilculo para evaluar resultados y extraer
cileulo aproximado y para el cilculo con caleuladora u otros medios conclusiones en situaciones comerciales, sociales, cientificas y otras.
tecnologicos.
Resolucién de problemas con numeros naturales, enteros, fraccionarios y
decimales.
2° ESO
Relacién entre fracciones y decimales. Conversion BL2.1. Interpretar los nimeros naturales, enteros, fraccionarios, decimales |CMCT
Razén y proporcion. y porcentajes, y sus propiedades (clasificacion, proporcionalidad) y CSC
Magnitudes directa e inversamente proporcionales. Constante de utilizarlos en situaciones comerciales, sociales y cientificas, de medida,
proporcionalidad. expresion, comparacion y descripcion de conceptos numéricos.
Elaboracién y utilizacién de estrategias para el calculo mental, para el BL2.2. Opetat con los numeros naturales, enteros, decimales, fraccionatios
calculo aproximado y para el caleulo con calculadora u otros medios y porcentajes con estrategias de calculo (mental, estimacion, uso de CMCT
tecnoldgicos. calculadoras, aplicaciones de escritotio, web o para dispositivos méviles, CAA

Hstimacion y obtencion de raices aproximadas.

1 § X . . etc.) y procedimientos (algoritmos convencionales u otros) mas adecuados
Resolucion de problemas con nimetos entetos, fraccionarios, decimales y

segun la naturaleza del calculo para evaluar resultados y extraer

porcentajes. conclusiones en situaciones cometciales, sociales, cientificas y otras.

3°ESO
Nuimeros decimales y racionales. BL2.1. Interpretar los nimeros racionales, y sus propiedades (densidad, CMCT
Transformacion de fracciones en decimales y viceversa. Numeros decimales clasificacion) y utilizarlos en situaciones comerciales, sociales, cientificas y | CSC
exactos y periodicos. artisticas (encontrar pautas de belleza a través de los nimeros en: fi,
Fraccién generatriz. fractales, ctc.), de medida, expresion, comparacion y descripcion de
Error absoluto y relativo. conceptos numéricos.

Raices cuadradas. Raices no exactas. Expresion decimal.

C ¢ 2 BL2.2. Operat con los nimeros racionales utilizando estrategias de calculo
Operaciones con fracciones y decimales.

(mental, estimacion, uso de calculadoras, aplicaciones de escritorio, web o~ [CMCT
Célculo aproximado y redondeo. Cifras significativas. para dispositivos méviles, etc.) y los procedimientos (algoritmos CAA
Operaciones con nimeros expresados en notcion dientifica. convencionales u otros) mas adecuados segun la naturaleza del calculo, para
evaluar resultados, extracr conclusiones y tomar decisiones en situaciones
cometciales, sociales, cientificas y artisticas (encontrar pautas de belleza a
través de los nimeros en: fi, fractalesetc) y otras.

4°ESO
Reconocimiento de nimeros que no pueden expresarse en forma de BL2.1. Interpretar los mimeros reales y sus propiedades y utilizarlos en CMCT
fraccion. Numeros irracionales. situaciones comerciales, sociales, cientificas y artisticas (encontrar pautas de |CSC
Representacion de nameros en la recta real. Intervalos. belleza a través de los nimeros en: fi, fractales, etc.), de medida, expresion,

comparacion y descripcion de conceptos numéricos.

1° Bachillerato
Numeros reales: estudio para la comprension de la realidad. BL.2.1 Utlizar los numeros reales y sus operaciones, con los CMCT
Valot absoluto. Desigualdades. Distancias en la recta real. Intervalos y procedimientos mas adecuados (estimaciones, representaciones, deteccion | CD
entornos. Aproximacion y errores. Notacion cientifica. de patrones y regularidades, ctc.), para extracr conclusiones sobre CAA
Sucesiones numéricas: término general, monotonia y acotacion. informaciones numéricas en contextos cientificos con el apoyo de
El nameroe. herramientas tecnolégicas apropiadas (calculadora y aplicaciones de

escritotio, web o para dispositivos méviles).
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En la tabla anterior se detallan los contenidos mas relevantes del curriculum, los criterios de eva-
luacién tal y como estdn establecidos en el Decreto asi como las distintas competencias del curriculo
(abreviado CC en la tabla). Las otras abreviaturas en la columna de competencias son las siguien-
tes: Competencia matemadtica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT); Competencia
digital (CD); Competencia aprender a aprender (CAA) y Competencias sociales y civicas (CSC).

Es necesario indicar que en la tabla no se detallan todos los aspectos del curriculum de secundaria
que pueden verse enriquecidos por el arbol de fracciones y el concepto de fraccion mediante. Se
han escogido sélo los mds relevantes y los que se hallan més directamente implicados. Podemos
imaginarnos numerosas aplicaciones del drbol de Stern-Brocot a la estadistica y la probabilidad, por
ejemplo. Igualmente, hay una serie de actividades que pueden sugerirse para 2° de Bachillerato. La
tabla recoge aquellos contenidos que se ven afectados por los conceptos de este trabajo a un nivel
fundamental.

Discutimos a continuacién curso por curso la aplicacion de los contenidos de este trabajo.
Primero y segundo de ESO

En el primer curso de Ensefianza Secundaria puede ensefiarse la construccion del arbol de las
fracciones en el contexto de actividades que involucran también el descubrir el uso de éstas en com-
paraciones, descripciones, divisiones, distribuciones y medida (Rubi, 2017). Si un ndmero es divisible
por otro, el resultado de dividir se ubicaen larama 1/1,2/1,3/1,4/1, ... del arbol de fracciones (los
numeros naturales). El resto del drbol de fracciones contiene todas las razones posibles entre nimeros
naturales que no son divisibles uno por otro. Nos referiremos a este arbol a continuacion tal y como
se muestra en la Fig. 5, pero se sobreentiende que las ramas del arbol pueden continuarse hasta donde
convenga. De hecho, creemos que es conveniente que un arbol de Stern-Brocot gigante con 8 niveles
(28 = 256 fracciones en el octavo nivel) se disefie, fotocopie, imprima y se utilice a lo largo del curso
como carta de navegacion para descubrir los nimeros racionales, y para referirse a él en los ejercicios.
Regiones del arbol o nodos concretos pueden colorearse para ilustrar aspectos concretos de subcon-
juntos de fracciones. También, regiones concretas pueden ampliarse a la resolucién que se quiera y
afiadir tantas fracciones en ellas como sea necesario (igual que un atlas muestra imagenes del mundo

y de paises concretos o, mejor, igual que un planisferio celeste donde, a veces, se excluyen algunas
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constelaciones y se amplian otras con mds detalle en algunas cartas).

Una rama muy importante del arbol de Stern-Brocotes 1/2,1/3,1/4,1/5,1/6, ... .... Este camino
milenario y arménico nos proporciona todas las fracciones egipcias. Resulta natural utilizar esta rama
para ilustrar fracciones obtenidas de tomar pedazos tomados de un pastel dividido en partes iguales.

Un nimero compuesto n admite una tnica factorizacion en términos de nimeros primos n =
pi'ps? ... pir. Por medio de ejemplos puede investigarse la relacion entre la descomposicién en fac-
tores de n y de n + 1, haciendo variar n. Los alumnos descubrirdn asi (siempre a través de ejemplos)
que n 'y n + 1 no tienen ningun factor comun. Y como estos nimeros no tienen ningun factor comun,

forman fracciones irreducibles. En consecuencia, se hallan en el arbol de Stern-Brocot y los alumnos

n n+1
n+1y n °

Para ello, se da valores a n de tal forma que se construyen las secuencias 1/2,2/3,3/4,4/5,5/6, ...

pueden buscar donde. La pregunta es, por tanto, donde se encuentran las fracciones del tipo

y 2/1,3/2,4/3,5/4,.... Dos nuevas ramas importantes del arbol de Stern-Brocot comienzan a pre-
sentarse ante los alumnos.

La fraccion inversa m /n a cualquier fraccion n/m se halla en el darbol de Stern-Brocot en posicién
simétrica respecto de una linea vertical que baja de la fraccién 1/1 perpendicular al fondo del drbol.
Junto con operaciones que resultan de plegar papeles coloreados y explicar la inversa visualmente, el
arbol de Stern-Brocot afiade un elemento visual més para formarse una imagen mental del concepto
de fraccion inversa a una dada y ubicarla mentalmente. Las ramas del drbol con fracciones de la forma
i "T“ contienen fracciones que son unas inversas de las otras. Se van acercando a 1/1 conforme
la rama desciende hasta el infinito, una por la izquierda y la otra por la derecha en posicion simétrica.
Por contra, las ramas con fracciones de la forma 1/n y n/1 también inversas una de la otra, se alejan
de 1/1 conforme se desciende en el arbol. Los fendmenos que afios mas tarde quedaran organizados
por el concepto de limite comienzan a manifestarse ya aqui en las experiencias de los alumnos, aun-
que éstos atn no las conceptualicen matematicamente. El infinito también comienza a manifestarse
de muchas maneras, no como algo infinitamente grande, sino también como infinitamente pequefio...
jo infinitamente recondito, infinitamente encajado en cualquier lugar! La imagineria de caminos, ra-
mas, cartografias... abre un espacio donde puede habitarse y vivirse la maravilla estética que son las
matematicas.

(Qué es lo que ocurre, por ejemplo, al multiplicar dos fracciones del arbol? El resultado caera

a la izquierda de 1/1 si el producto de denominadores es mayor que el de los numeradores y a la
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derecha si el producto de los numeradores es mayor que el de los denominadores. Si el producto de
numeradores y denominadores es igual, el resultado serd 1/1 (jfracciones inversas!).

Si sumamos dos fracciones del arbol, el resultado siempre estd a la derecha de las fracciones-
sumandos. Por tanto, el error que se comete al tomar la fracciéon mediante en vez de sumar fracciones
se puede corregir ahora incluso visualmente ya que la fraccién mediante siempre “cae” en el arbol
entre las fracciones originales, a diferencia de la fraccién que resulta de sumarlas que siempre cae a
la derecha.

Sobre el arbol resulta automéatico comparar fracciones: Si una estd a la izquierda de la otra, enton-
ces es menor que ella. Fracciones equivalentes a las que hay en el arbol no estdn, ellas mismas, sobre
el arbol. De cada familia de fracciones equivalentes, el drbol s6lo muestra a su representante mas in-
signe: la fraccidn irreducible. Las fracciones equivalentes se construyen componiendo las irreducibles
que hay en el arbol consigo mismas tantas veces como haga falta: las fracciones (o construcciones a
las que las fracciones hacen referencia) representan la misma razén, el mismo nimero racional.

El maximo comun divisor del numerador y denominador de cada fraccién en el arbol es 1. El
minimo comuin multiplo es el producto de numerador y denominador. Construyendo fracciones equi-
valentes a las dadas, el maximo comun divisor de los nuevos numerador y denominador sera el nimero
por el que los hayamos multiplicado para construir la fraccion equivalente. El minimo comiin multi-
plo sigue siendo el que era antes (el producto del numerador y denominador originales). El algoritmo
de Euclides puede introducirse lentamente mediante ejemplos y de forma grafica. La fraccién conti-
nua puede introducirse también a través de estos ejemplos (nunca la representacién general, nunca en
forma algebraica) mostrando las conexiones entre todo lo que se pone en juego. Puede mostrarse la
conexion entre el mcd de dos nimeros naturales y el camino que se sigue en el arbol de Stern-Brocot.
Un ejemplo gréfico de cdlculo del mcd por el algoritmo de Euclides lo proporciona el siguiente grafico

que muestra la construccién que establece que el mcd de 38 y 16 es 2

38
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Los numeros de veces que aparece cada cuadrado del mismo tamafo corresponden al nimero de
movimientos en el arbol de Stern-Brocot en la direccion correspondiente. Completar cuadrados hacia
la derecha significa moverse a la derecha en el arbol de fracciones. Completar cuadrados hacia abajo
significa moverse hacia la izquierda. Es decir que

38 6 1 1 1 1 1
— =24+ =24+ 5=2+ =2+ =24+ —F =24+ — (75)

o 4 1
16 16 I 2+ 1 2+ 2+ i1 2+ i

NI

y yendo dos veces a la derecha, dos a la izquierda, una a la derecha y una a la izquierda en el arbol
de Stern-Brocot gigante, alli se encuentra la fraccion :1”—2 = %. Este tipo de explicaciones no sustituye
a las ya existentes de estos conceptos sino que afiade puntos de vista adicionales, que contribuyen a
reforzar lo aprendido por formas tradicionales.

Sobre el drbol pueden ubicarse fracciones con denominadores de la forma 5"2™ (nimeros deci-
males) y nimeros que no son decimales. Con la calculadora podré investigarse qué ocurre a unos
numeros y qué a otros cuando llegue el momento. Las fracciones irreducibles se manifiestan asi como
entes individuales y distintos cada uno en su comportamiento: jQué distinto es dividir 1 entre 5, 1

entre 3y 1 entre 7!
Tercero de ESO

El problema de simplificar fracciones para obtener la irreducible puede abordarse basicamente
de dos modos: Descomponiendo numerador y denominador en factores primos y cancelando todos
aquellos divisores comunes o utilizando el método de Chuquet-Brocot, que puede explicarse en el
aula indicando sobre el arbol el camino que se esta siguiendo a cada paso. En nuestra opinién, ambos
métodos habrian de abordarse.

Como problema se puede proponer, por ejemplo, simplificar la fraccion %. El método de des-
componer en factores primos es trabajoso pues esta fraccion se descompone como % = %,

requiere dividir por todos los nimeros primos hasta 29 tanto numerador como denominador (aunque

lo que

ayudados por criterios de divisibilidad podamos descartar casos). Con el método de, por ejemplo,
Brocot, se tiene que la fraccion es mayor que 1/1 y menor que 3/2 y podemos tomar éstas como pun-
to de partida. Buscamos p y ¢ minimos tales que p/q = 1073/899, es decir que 899p — 1073¢ = 0.
Entonces, iterando, y calculando A(p, ¢) = 899p — 1073¢ a cada paso, tenemos que
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Paso | Mediante (g) A(p, q) = 899p — 1073¢
0 s +551
1 5 +377
2 2 +203
3 2 +29
9 i 0
8 i -29
7 2 —58
6 1 —87
5 13 —116
4 I —145
0 1 —174

En 9 pasos, por tanto, llegamos a la solucion exacta, sin mds que insertar fracciones mediantes y
ver a qué lado caen de la fraccion objetivo. Nétese como A(p, q) revela, asimismo, el factor comin
(29) entre numerador y denominador.

Para estimar y obtener raices de forma aproximada, puede emplearse igualmente el método de
Chuquet o de Brocot. En todos estos casos sera instructivo ir indicando qué camino vamos recorriendo
en el arbol.

Como hemos indicado antes, las fracciones del arbol de Stern-Brocot pueden clasificarse en de-
cimales y no-decimales. Para investigar nimeros decimales exactos y periddicos pueden recorrerse
sistemdticamente los nodos de los primeros niveles del arbol, relacionando los denominadores no
divisibles por 5 ni 2 con la cantidad de cifras que obtenemos en los periodos tras la coma decimal.

Otros aspectos no incluidos en el curriculum también merecen investigarse, como por ejemplo la
estructura de la fraccién generatriz. Obtenida una fraccion generatriz especifica, ;cudles son sus ante-
cesores y sus descendientes en el arbol? ;como son las formas decimales de estos, comparados con los
de la fraccion generatriz? ;pueden extraerse algunas conclusiones generales? Este tipo de preguntas
pueden abordarse en el aula y trabajarse por grupos y puede conducir a pequefios descubrimientos,

experiencias adicionales e incluso ideas nuevas.
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Cuarto de ESO y primero de Bachillerato

Es en estos cursos donde el arbol de fracciones despliega quiza su mayor utilidad y plenitud, pues
comienza a estudiarse el significado y la posibilidad de descender hasta el infinito por todas sus ramas.
Estas ramas proporcionan sucesiones de Cauchy paradigmaéticas: conforme el nimero de iteraciones
tiende a infinito, cada nueva fraccién mediante se inserta en un intervalo cada vez menor. El concepto
de intervalos encajados es ilustrado de forma simple y directa a través de la insercion de la fraccion
mediante entre dos fracciones vecinas en el arbol. Puede mostrarse que todos los nimeros racionales
estdn representados por una fraccién continua con un nimero finito de términos que se refieren al
numero finito de movimientos descendentes que hacemos por ramas del arbol. Existen, sin embargo,
fracciones continuas que no terminan nunca, como vimos en la Seccion 4.4.1.2. Esto puede explicarse
de manera didactica con ejemplos.

Si tomamos £, tenemos

1 1

1l
1 1
2—|—§ 2—|—m

1
2

La suma de los cocientes parciales 1 + 2 4+ 1 + 1 = 5 nos informa que esta fraccion estd en el
quinto nivel del arbol de Stern-Brocot, como se comprueba facilmente mirando el arbol. La fraccién
se obtiene yendo en el arbol una vez a la derecha, dos veces a la izquierda y una a la derecha partiendo
desde 1/1 (primer nivel).

Sin embargo, veamos qué sucede ahora por ejemplo con v/6. Este nimero es la raiz positiva de la
ecuacién 22 = 6. Por tanto, como 2% = 6 = 4 + 2, tenemos que 2% — 4 = 2, (z — 2)(x + 2) = 2, de
donde

2 1
=24 =2 71
tTet e Tt T 70
Reemplazando x en el miembro derecho por el propio miembro derecho de esta expresion obtenemos
2 1 1 1
+x 14—z + 5z + W

Podemos seguir con este proceso hasta el infinito, la fraccion continua nunca termina y produce

la representacion periddica [2;2,4,2,4,2,...]. Es decir, /6 se alcanza en el infinito, realizando un
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movimiento en el arbol de Stern-Brocot que consiste en ir primero 2 veces a la derecha, luego 2 a la
izquierda, 4 a la derecha, 2 a la izquierda, etc. Tal nimero es irracional, pues no puede hallarse en
ninguna posicion finita del arbol de Stern-Brocot, sino en la linea real, que se forma en el infinito.
Por supuesto, se puede ilustrar esto con otros ejemplos mds sencillos que v/6 (ya hemos conside-
rado v/2 y el niimero de oro en la Seccién 4.4.1.2). Otros ejemplos de niimeros irracionales notables

Son

e = [2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,...] (79)
o= [3:7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,.. ] (80)

Notese que en el nimero e hay un patron que puede discernirse. No es el caso del nimero . Ambas
fracciones continuas son infinitas y ambos nimeros son, por tanto, irracionales.
Discutimos ahora otras actividades que involucran a la mediante y al 4rbol de fracciones, algunas

de ellas matematicamente ricas y que ilustran la belleza de las matematicas.

Paradoja de Simpson

Consideremos el siguiente problema. La tasa de mortandad en hombres en el ejército es % siendo

inferior a la de hombres en el cuerpo de bomberos %. La tasa de mortandad de mujeres en el ejército

es %, siendo también inferior a la de mujeres en el cuerpo de bomberos % Sin embargo, la tasa de
845 _ 13 L s 347 _ 10
mortandad de bomberos 137 = 35 es inferior a la de soldados 255 = 3. (En este problema se

sobreentiende, por supuesto, que la razén de hombres soldado a hombres bombero es de 5/13 y de
mujeres soldado a mujeres bombero de 10/7.)

Para muchas personas, el hecho de que la tasa de mortandad de cada sexo sea menor en el ejército
que en el cuerpo de bomberos sugiere que la tasa de mortandad de soldados es menor que de bom-
beros. La intuicién conduce aqui a un resultado falso. No existe en realidad ninguna paradoja: las
mediantes que resultan de mezclar las poblaciones de hombres y mujeres en cada oficio distinto no

pueden comparse a la ligera con los resultados obtenidos de las poblaciones por separado.
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Figura 10: Pares de fracciones que pueden conducir a la paradoja de Simpson

En el fragmento de 4rbol de Stern-Brocot de la Figura 12 se observa que

A
— N Wl N

Wl U]
AN

Sin embargo
6 1+5_ 2+2 4 1

= > — =
5 243 3+1 4 1
Por tanto cuando estas relaciones concretas aparezcan en algun problema, se dara el resultado aparen-

temente contradictorio que conduce a la paradoja de Simpson. Sobre el arbol de Stern-Brocot pueden
buscarse mds pares de fracciones que obedezcan esta propiedad, y extraerse resultados generales so-
bre cudando puede ocurrir la paradoja de Simpson. Nétese, por ejemplo, que si arriba sustituimos 2/3

por 3/5 04/7, etc. se seguiran teniendo resultados “paraddjicos”.

Circulos de Ford

Tomemos la recta real y con centro en cada nimero racional hagamos descansar un circulo que
tenga a la recta real por tangente. ;Es posible hacer que todos los circulos hasta el infinito sean tangen-

tes los unos a los otros sin solaparse jamas? ;Cudl debe ser su radio? Este es un bonito ejercicio que
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lleva a la construccion de los circulos de Ford, llamados asi en honor al matematico estadounidense
Lester R. Ford que los descubri6. Estos circulos se muestran en la Figura 11. Con ellos puede “de-
corarse” toda la recta real, si bien el aspecto es el del dominio fundamental formado por el intervalo

unidad [0, 1] trasladado a lo largo de la recta real un nimero entero n de veces.

Figura 11: Circulos de Ford (dominio fundamental).

¢(Cudl es el radio 7, de un circulo asociado a una fraccién a/b? Sabemos que el centro del circulo
se halla en el plano en el punto (a/b, ). La fraccion adyacente ¢/d tiene asociado un circulo cuyo

centro estd en la posicion (¢/d, r.q). El médulo de la distancia entre los centros estd dado por

2 1
d= \/(% — 2) + (Tap — Tcd)2 = \/W + (rab — Ted)? 81)

donde hemos utilizado que ad — bc = 1 porque las fracciones son adyacentes en el drbol de Stern-

Brocot. Para que los circulos se toquen tangencialmente, necesariamente esta distancia ha de ser igual

a la suma de los radios de los circulos. Por tanto, se tiene que d = ry;, + r.4. De aqui se obtiene que

1
Tab + Ted = \/(bd)Q + (Tab - Tcd)z (82)
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de donde, elevando al cuadrado ambos miembros

r2 412 4+ 2r = L 2 2 _9
ab cd abled = (bd)2 + Tab + ] TabTed
1
4 abl'c - 83
TabTed (bd)? (83)
y, asi, obtenemos finalmente

1
Tab = 202 (84)

1
Ted = BY2 (85)

Conclusion: el circulo de Ford correspondiente a la fraccion ¢ del arbol de Stern-Brocot, tiene centro

a 1 1
b 267 27
Desde esta simple construccién muchos resultados de la aproximacion diofantica se convierten en

con posicién en ( ) y radio 7y, =

obvios. Por ejemplo, dado un nimero irracional z, hay infinitos nimeros racionales § tales que

(86)

Esto es obvio: todo nimero irracional = en la recta real se encuentra entre infinitos pares de fracciones
adyacentes 7 y ¢ en el drbol de Stern-Brocot. Si lanzamos una perpendicular a la recta real que pase
por z, esta recta intersecta bien el circulo de Ford de a/b o bien el de ¢/d en cuyo caso hacemos p/q

igual a esa fraccion.
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5. Parte experimental

Para mostrar que el concepto de mediante y el arbol de fracciones pueden ser relevantes en el
curriculum de ensefianza secundaria, se propone la realizacion de un pequefio cuestionario que per-
mite indagar en como han interiorizado los alumnos el orden de los nimeros racionales en la recta
real y como esta representacion mental del orden evoluciona a lo largo de los cursos de secundaria.

La hipdtesis de trabajo que se pretende validar y que motiva esta investigacion empirica estd

fundamentada en el curriculum de secundaria y es la siguiente:

La mayoria de los alumnos de primeros cursos de ESO manipulan fracciones para com-
pararlas y no comparan formas decimales (obtenidas como cocientes). Esta situacion des-
aparece a lo largo de la ESO: Tan pronto como los alumnos comienzan a obtener formas
decimales con la calculadora, la comparacion directa de fracciones por otros métodos

queda en desuso y cae en el olvido.

Dentro de las severas limitaciones de este estudio (pequefiez de la muestra y brevedad del cues-
tionario) se disefian dos actividades que emplean ambas la fracciéon mediante. El arbol de fracciones
es utilizado en el disefio de las actividades, pero no aparece explicitamente en ellas: es necesario no-
tar que el cuestionario se presenta a alumnos a los que no se ha introducido nunca antes el arbol de
fracciones en la enseflanza y que la motivacion del cuestionario es investigar la conjetura enunciada
sobre estas lineas. La fraccién mediante si que puede introducirse en el cuestionario explicitamente,

debido a su sencillez.

5.1. Metodologia

Se propone un breve cuestionario que consiste s6lo de dos preguntas y para el que se deja para
su realizacion 30 minutos a los estudiantes. El cuestionario estd disefiado haciendo uso de la frac-
cion mediante y del arbol de fracciones. Los estudiantes no han sido introducidos nunca antes a estos
conceptos y una pequefia introduccion previa es necesaria para trabajar con la mediante. Aunque en
el propio cuestionario se proporciona la receta para generar fracciones intermedias a partir de la me-

diante, los estudiantes de 2° de ESO atin no estdn familiarizados con el dlgebra y se hace necesario
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mostrarles a través de ejemplos en la pizarra (antes de realizar el cuestionario) como funciona la frac-

cion mediante.

3 [ a 4 atec o
1. Dadas dos fracciones § < 7, la fraccién § — siempre cumple que

c a—+c a

Las siguientes fracciones
2 5 3

375 25 3 4
estan desordenadas. Completa con ellas los huecos del siguiente esquema ordenado:

N
| Lo
on

1< <1< <2< <1< <3< <2< <3
3 2 3 1 2 1 1

2. Escribe una fraccién entre las dadas:
ﬁ - - 878
181 323

Comprueba tu resultado por dos métodos distintos.

Figura 12: El cuestionario.

Se pregunta a los alumnos primero que ordenen una serie de fracciones sencillas que se les propor-
cionan desordenadas. Todas estas fracciones estan tomadas del nivel cuarto del arbol de Stern-Brocot.
Se les da las fracciones de los niveles anteriores todas ellas ordenadas y se les pide que introduzcan las
que estan desordenadas en los huecos, dejandolas ordenadas. El ejercicio se resuelve inmediatamente

haciendo uso de la fraccion mediante. En cualquier caso, las fracciones son muy sencillas de compa-
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rar y, por tanto, el ejercicio se concibe “para que lo hagan bien todos los alumnos” como Warm-Up

para el segundo ejercicio.

En el segundo ejercicio se les da dos fracciones complicadas 177y 552

una fraccion § entre ambas. Los alumnos no saben —ni necesitan saber— que las fracciones de este

y se les pide que encuentren

segundo ejercicio son aproximaciones sucesivas al numero e y que se hallan en los niveles 15y 17
del arbol de Stern-Brocot, respectivamente. Asi, la distancia de estas fracciones es 878 - 181 — 492 -
323 = 2. Para encontrar una fraccién intermedia, esto pueden hacerlo aplicando la fraccién mediante,
introducida en el primer ejercicio, o por cualquier otro método que se les ocurra. Sin embargo, se les
pide que comprueben el resultado por al menos dos formas y es aqui donde se espera una disparidad
de respuestas. Se explica a los alumnos que por comprobar se entiende aqui mostrar que la fraccién

492 878

492 —pyp - 818
es tal que 57 < .Y ¢ < 33

métodos distintos que conozcan.

Se pide a los alumnos que comprueben el resultado por, al menos, dos

5.2. Resultados

El cuestionario se distribuy6 a un total de 52 alumnos del IES Luis Vives de Valencia de 2° y 3°
de ESO y 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales. El curso de 2° de ESO constaba de 16 alumnos, el
de 3° de ESO de 19 alumnos y el de 1° de Bachillerato de 17 alumnos.

El primer ejercicio lo hicieron bien 51 de los 52 alumnos y la discusion del siguiente texto, mien-
tras no se indique lo contrario, se refiere al segundo ejercicio. En este, aunque la inmensa mayoria
escribi6 satisfactoriamente una fraccion entre las dos dadas, tal y como se pedia en el ejercicio, la
comprobacidn del resultado por dos métodos distintos s6lo fue realizada satisfactoriamente por una
alumna de 3° de ESO. El resto utiliz6 la mayoria un método (aunque hicieran tentativas con otros) y
una gran parte de los alumnos no utilizé ninguno, no presentando ninguna justificacién ni compro-
bacion del resultado. De los 52 alumnos, s6lo hubo en total 18 alumnos que comprobasen bien el
resultado al menos por un método.

En la siguiente tabla se detallan los resultados generales del cuestionario, indicando el nimero de

alumnos en cada caso, desglosado por niveles y por grado de realizacion de los ejercicios.
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2° ESO

(16 alumnos)

3°ESO

(19 alumnos)

1° Bachillerato

(17 alumnos)

Total

(52 alumnos)

Primer ejercicio

Resultado correcto 16 19 16 51
Resultado incorrecto 0 0 1 1

Segundo ejercicio

Resultado correcto 16 17 16 49
que comprueban: 10 13 12 35
- bien por dos métodos 0 1 0 1

- bien por un método 4 3 10 17
- de forma incompleta 3 7 0 10
- de forma incorrecta 3 2 2 7

que no comprueban 6 4 4 14
Resultado incorrecto 0 0 1 1

No dan resultado 0 2 0 2

492

— <
181

1370 -
504

comparar formas decimales mediante la calculadora.

878
323

68

incorrecto) utilizaron la fracciéon mediante a las dos dadas y escribieron

Salta a la vista en la tabla la gran proporcion de alumnos que no comprob¢ el resultado (14
alumnos) o que lo hicieron de forma incorrecta (7 alumnos) o incompleta (10 alumnos). En total, esto
supone un total de 34 alumnos (el 65.3 % de la muestra). La proporcién mayor de alumnos que no
comprobd el resultado obtenido o que lo comprobd de forma incorrecta se concentra en 2° de ESO,
lo que se justifica por la extrafieza causada por las fracciones puestas en juego (con numerador y
denominador altos). La proporcién mayor de alumnos que comprobd correctamente la solucién por,

al menos, un método se dio en 1° de Bachillerato, lo que se justifica por la facilidad del método de

A continuacion, describimos la comprobacion correcta del resultado por cada uno de los méto-

dos empleados por los alumnos. Para dar el resultado todos (menos el alumno que dio el resultado




Algunos de ellos simplificaron la fraccion mediante dividiendo por el factor 2 que comparten nume-
rador y denominador. El método al que nos referiremos por *"Método ad > bc’ consiste en comparar
primero la segunda fraccion con la primera y después la tercera con la segunda multiplicando el nu-
merador de una por el denominador de la otra y comparando los resultados. Esto conduce a comprobar
que 1370 - 181 > 504 - 492 y que 878 - 504 > 1370 - 323 lo que se consigue meramente multiplicando.

El método ’Denominador comin’ es similar al método ad > bc pero reduciendo las fracciones
a denominador comin y comparando los numeradores de las fracciones que resultan (el método se
reduce pues al Método ad > bc mediante esta operacion).

Finalmente el método de las formas decimales consiste en tomar los cocientes que resultan de
dividir numerador y denominador de las fracciones y comparar los nimeros resultantes tomando un

numero suficiente de digitos significativos. Se tiene que

492 1370 878
— = 2.71823204 . .. — =2.7182 — = 2.7182662
131 7182320 01 71825397 593 71826625 (88)

de donde se sigue el resultado (87).

En la tabla siguiente, se muestra el método empleado por aquellos alumnos que comprobaron el

resultado.
M¢étodo 2° ESO | 3° ESO | 1° Bachillerato | Totales
ad — bc 9 0 0 9
Denominador comtin 1 1 0 2
Formas decimales 0 12 10 22
Otros 0 0 2 2
Totales 10 13 12 35

Vemos que el método mds utilizado por estudiantes de 2° de ESO fue el ad > bc, mientras que el
mas utilizado por 3° ESO y 1° Bachillerato fue el método de las formas decimales. En 3° de ESO, la
Unica alumna del total de los 52 que comprob¢ el resultado por dos métodos distintos tal y como se
pedia, utiliz6 el método del denominador comin y la forma decimal, simplificando ademas la fraccién

685

mediante a 525 (lo que simplific también sus calculos).
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2. Escribe una fraccién entre las dadas:

492 {5? 0 878

181 = 504 <323
Comprueba tu resultado por dos métodos distintos.

44 U‘“(,-]LE U 68 . DTl - 23RS

1 252 3 T 55'2 Y612
8 E 7 mgu 193,.( 114 a‘a(

Lﬂt« 5 8 - 9 3p3000ug 2, 1482539684 2,782 66T

y "ﬁ.. 37%

El primer método que ofrece la alumna correctamente es el del denominador comun. El segundo,
el de las formas decimales.

Un ejemplo elegante de aplicacién del método ad > be lo proporciona este estudiante de 2° de
ESO, quien dispone los productos ad y bc de forma ingeniosa para desembocar en la comparacién y

comprobacidn del resultado

2. Escribe una fraccidon entre las dadas:
492 i) B8

181 <oy 38
Comprueba ru resultado por dos métodos distintos.
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La diferencia en el empleo de las formas decimales entre alumnos de 3° de ESO y de 1° de
Bachillerato es que la mayoria de los alumnos de 3° de ESO olvid6 establecer la relaciéon de orden
mediante el signo < (o justificando de palabra cudl de las fracciones es la mayor y cudl la menor)

mientras que los alumnos de 1° de Bachillerato no olvidaron esto.

Realizacion tipica Realizacion tipica
de alumno de 3° de ESO de alumno de 1° de Bachillerato
Comprueba tu resultado por dos métodos distintos. Comprueba tu resultado por dos métodos distintos.

Otro error tipico de 3° de ESO es el de no tomar un ndmero de digitos significativos suficiente-

mente alto que permita la comparacion.

Aunque este error no se manifestd con frecuencia en los cuestionarios finales, en el aula de 3° de

ESO se dieron varios casos en que mantuvimos una conversacion como la siguiente:

ALUMNO: Cuando divido estas fracciones me sale lo mismo...
RESPUESTA: ;Qué es lo que te sale?
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ALUMNO: Me da dos coma setenta y uno.
RESPUESTA: ;Y nada mds?
ALUMNO: Si, salen mds niimeros...

Un procedimiento tipico de 1° de Bachillerato es el de “comprobar” el resultado utilizando la
propia fraccién mediante empleada para hallarlo, aceptando por fe que la fracciéon mediante cae entre
las dos fracciones. Notese que este es, en principio, el primer contacto de los estudiantes con la
fraccion mediante y que no conocen de ella, se supone, mas que lo que se dice en el enunciado del
primer ejercicio.

2. Escribe una fraccidn entre las dadas:
492 RTR
181 = SN 323

Comprueba tu resultado por dos métodos distintos.

Mitede A - € ¢ ave
d T

L9

b d |y

En este cuestionario, los alumnos de 1° de Bachillerato comprueban bien el resultado con formas
decimales. Sin embargo, cuando utilizan operaciones y manipulaciones con fracciones lo hacen mal
todos. En su primer método, el siguiente estudiante de Bachillerato emplea formas decimales correc-
tamente. En su segundo método, sin embargo, compara muy incorrectamente las fracciones a través
de los nimeros enteros que resultan de multiplicar los numeradores y denominadores de cada una de

ellas individualmente:

2. Escribe una fraccién entre las dadas:
492 |30 878
W <y <385
Comprueba mu resultado por dos métodos distintos.

L § 9 < 2'34%137204
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Otro ejemplo: una alumna de 1° de Bachillerato parece recordar algo de que para comparar frac-
ciones es mejor reducirlas a un denominador comun. Esto lo asocia ella inmediatamente a la descom-

posicion en factores primos, que realiza sin saber adénde va y, finalmente, desiste.

2. Escribe una fraccién entre las dadas:

102 1120 &T8
181  Sou 323
Comprueba tu resultado por dos métodos distintos

|‘:| ||I wencd a vwin  denorned

El tnico alumno que realiz6 incorrectamente los dos ejercicios sitia una fraccion intermedia entre
las dos dadas de manera arbitraria y la “comprueba” diciendo: “He puesto esta fraccién cualquiera

porque tengo claro que se encuentra entre los pardmetros’:

2. Escribe una fraccién entre las dadas:
492 4 B78
181 200 313

Comprueba tu resultado por dos métodos distintos.

-la. " i -l -
A _,rT__, P ¢ poer

Este alumno parece creer erroneamente que si el numerador y denominador de la fraccién inter-
media son intermedios a los numeradores y denominadores de las fracciones en los extremos (respec-
tivamente), esto ya garantiza que una “fraccion cualquiera” satisface el requerimiento del problema.

Este pequefio experimento permite, pues, comprobar la conjetura hecha al comienzo sobre cdmo
evoluciona el conocimiento de ordenacidn de los nimeros racionales en la recta real a través de la
ensefanza secundaria. Constatamos como los estudiantes tienden a olvidar determinadas manipula-

ciones de fracciones en favor del uso de la calculadora para producir formas decimales de los nimeros
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racionales. En el curso de 3° de ESO parece hallarse la transicion hacia esta forma de concebir los
nimeros racionales, consoliddndose en los afios siguientes.

El olvido de las manipulaciones de fracciones (el ‘método ad > bc’) no supone meramente la
sustitucion de un algoritmo por otro: la impresion es que el significado y la multiplicidad de sentidos
latentes en la comparacion de fracciones no se ha afianzado a nivel subjetivo.

Hemos mostrado, pues, a nivel empirico, cdmo la fracciéon mediante y el arbol de fracciones pue-
den utilizarse también por el profesor para disefiar actividades que permiten indagar en el aprendizaje

de los numeros racionales obtenido por métodos tradicionales.
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6. Conclusiones

En este trabajo se han presentado elementos y materiales nuevos para el profesor de ensefianza
secundaria con el objetivo de hacer més vivido y rico el aprendizaje de los nimeros racionales y que
cada vez haya mas alumnos que no sélo sean usuarios competentes de fracciones, sino que puedan
apreciar también la belleza de estos objetos, teniendo experiencias mas profundas con ellos. En el
trabajo se han introducido, a un nivel muy elemental, materiales ausentes en el curriculum de se-
cundaria como la fraccion mediante, el drbol de fracciones (Stern-Brocot) y las fracciones continuas,
mostrandose la estrecha relacion entre todos estos elementos. Se ha presentado una fenomenologia
pura, historica, diddctica y genética de estos conceptos que sugieren formas en que podrian integrarse
en el curriculum de ensefianza secundaria y como podrian enriquecer significativamente la ensefianza.

Con la realizacion de este trabajo estamos ahora en condiciones de dar una respuesta sucinta a las

preguntas de investigacion formuladas en la Seccién 2:

1. La fracciéon mediante se revela como resultado de una mezcla de dos componentes
distintos que conducen a relaciones parte-parte y razones externas. El operador “compo-
sitor” & conduce a entender la fraccion no s6lo como descripcion, comparacion, division,

distribucién o medicion sino también como composicion.

2. Se ha mostrado que el arbol de fracciones es el medio de organizacién de las fracciones
mediantes, proporcionandoles un orden y una genealogia. Asimismo, se ha mostrado que
el arbol de fracciones, llamado también de Stern-Brocot, proporciona una construccion
didéctica de todos los racionales asi como una “cartografia” ordenada y completa de los

mismos.

3. Hemos visto que el operador & toma su sentido de situaciones reales que involucran
mezclar o componer algo desde constituyentes previos. En las operaciones con nimeros

racionales, el operador & permite navegar a través de los nodos del arbol de Stern-Brocot.

4. Hemos visto que el drbol de Stern-Brocot contiene todas las fracciones irreducibles

una tnica vez. Como el arbol se construye enteramente por insercién de fracciones me-
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diantes entre dos fracciones dadas (comenzando por 0/1 y 1/0) vemos, pues, que toda
fraccidn irreducible puede interpretarse como una fracciéon mediante entre dos dadas. Es-

ta interpretacion se manifiesta en la ensefianza en el concepto de intervalos encajados.

5. Hemos expuesto la historia de la fraccion mediante y los arboles de fracciones. Las
conclusiones extraidas de estos textos nos han mostrado que la fraccién mediante y el
arbol de fracciones (en forma de tablas) se han utilizado en el pasado para hallar fécil-
mente valores medios entre dos dados, para resolver ecuaciones de forma numerica, apro-
ximar nimeros irracionales, simplificar fracciones, etc. Hemos visto que el problema de
la construccion de mecanismos de relojes llevo a Brocot a descubrir las secuencias y el

arbol que llevan su nombre, y hemos indagado en esta problematica.

6. Hemos mostrado que la fraccion mediante puede introducirse tempranamente en la
ensenanza elemental a través de numerosos ejemplos y que seria conveniente hacerlo
antes de la suma de fracciones (que es una operacién mucho mdas compleja). Ademas,
hemos mostrado que el arbol de fracciones surge de manera didéctica de forma natural,
cuando se emplea la fraccion mediante, y que se puede construir el arbol de fracciones de

forma radicalmente elemental, incluso sin hacer referencia a nimero alguno.

7. Aspectos como divisibilidad, conmensuracién, la ensefianza del madximo comun di-
visor y minimo comtin multiplo, la introduccién de los nimeros irracionales y la recta
real, la aproximacion de nimeros irracionales con fracciones, la simplificacion de frac-
ciones, la equivalencia de fracciones, etc. pueden todos introducirse directamente desde

la fraccién mediante y el arbol de fracciones.

8. Los conceptos introducidos en este trabajo pueden sugerir una gran multitud de ac-
tividades nuevas en la ensefianza secundaria. Hemos puesto dos ejemplos, los circulos de
Ford y la paradoja de Simpson, que muestran como el arbol de fracciones podria utilizarse
en la ensenanza secundaria en los &mbitos de la geometria y la probabilidad y estadistica,

respectivamente.
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La parte empirica de este trabajo ha mostrado una aplicacion del concepto de mediante y arbol
de fracciones al diseio de dos actividades que han permitido, a través de un cuestionario, indagar
en como los estudiantes de enseflanza secundaria interpretan el orden de los nimeros racionales y
de qué maneras ordenan las fracciones, dependiendo del curso de ensefianza secundaria en que se
encuentran.

Lineas futuras de investigacion didactica en relacion con este trabajo serian, por ejemplo, la cons-
truccién de Modelos Tedricos Locales (Filloy et al., 2008) que incorporasen la didactica de la fraccién
mediante y el drbol de fracciones dentro de la parte de modelos de competencia formales. En este
sentido, extender la red expuesta en Real y Figueras (2015), Real et al. (2013) y Rubi (2017) para
incorporar los contenidos del presente trabajo puede resultar fructifero en la confeccion de nuevos

modelos de enseflanza de los ndmeros racionales.
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Al. El arbol de Calkin Wilf

En el arbol matricial de la Seccién 4.4.1.2, en vez de hacer la correspondencia (57) podemos hacer

la siguiente (Backhouse y Ferreira, 2008, 2011):

d c d+c
N 89
(b a) b+a (89)

(sencillamente, hemos permutado a y d). Nétese que la fraccion Z%CL satisface también que ad — bc =

1y, por tanto, es una fraccion irreducible y mediante de dos fracciones irreducibles. Al aplicar la

correspondencia (89) obtenemos el drbol de Calkin-Wilf, asi denominado tras el trabajo de Calkin y

Wilf (2000), que ofrecemos en la Figura 13 hasta 5 generaciones

1/1\2
Py P

NN NN
AAA A A A A A

Figura 13: El arbol de Calkin-Wilf hasta la quinta generacion

Notese que todos los niveles contienen las mismas fracciones que las del arbol de Stern-Brocot, si
bien estdn desordenadas.

Lo que es curioso de este arbol es que si observamos los nodos que emergen de uno dado (los
descendientes del nodo) existe una relacion sencilla entre las fracciones involucradas. Sea ”* la frac-
cién que aparece en un nodo concreto. Entonces, las fracciones descendientes en el nodo izquierdo y

derecho, son respectivamente m/(m +n) y (m + n)/n conforme al siguiente esquema
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m
n
m m+n

m-n n

Asi, partiendo de ©* = %, podemos construimos un arbol de fracciones procediendo mediante esta
regla hasta el infinito. Cada nodo del arbol tiene, pues, la misma estructura y % es la fraccion original
de la que emanan todas las demas.

Aunque las fracciones no estian ordenadas el drbol de Calkin-Wilf es una construccion util que per-
mite enumerar los racionales positivos: El drbol de Calkin-Wilf contiene también todos los niimeros
racionales positivos y éstos aparecen en el drbol exactamente una sola vez.

Mostremos esto mediante un argumento inductivo. La tnica fraccién que no tiene ancestros, 1/1,
aparece en el arbol. Supongamos que /s es la fraccion con el menor numerador y el menor denomi-
nador que no aparece. Si r > s entonces, su ancestro (r — s)/s tampoco aparece y r — s tiene menor
numerador que r para el mismo denominador s, lo que contradice que /s tenga menor numerador.
Si r < s, entonces el ancestro /(s — r) tampoco aparece y, como s — r < s esto contradice que
/s sea la fraccion con minimo denominador de las que no aparecen. Conclusion: todos los nimeros
racionales aparecen al menos una vez (Calkin y Wilf, 2000).

Veamos que s6lo aparecen exactamente una vez. Este es el caso de la fraccion 1/1, pues no es
posible que esta fraccion tenga un ancestro r/s con r # 0y s # 0: si lo tuviera, tendriamos que
1/1=r/(r+s)oquel/1 = (r+s)/s,lo que no es posible para ningtn valor de r y s. Supongamos
que /s aparece dos veces: entonces todos sus ancestros en generaciones anteriores también aparecen
dos veces. Yendo hacia atrds en el arbol concluiriamos que 1/1 aparece dos veces, lo que es absurdo.

El arbol de Calkin-Wilf contiene todos los nimeros racionales una sola vez. Leyendo las fraccio-
nes de arriba a abajo y de izquierda a derecha, tenemos la secuencia de Calkin-Wilf

112132314325 25 34
YT IS Y 3T

con la que podemos enumerar todos los ndmeros racionales, i.e. establecer una biyeccion entre los

(90)

naturales y los racionales. Esto implica que el cardinal de los niimeros racionales es igual al de los
naturales (Aigner y Ziegler, 2014).
Sea z = m/n un nimero racional. Entonces su descendiente izquierdo es m/(n+m) = z/(x+1)

y el derecho es (m +n)/n = x + 1. Yendo k veces a la derecha de /(1 + ) y k veces a la izquierda
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de = + 1 en el arbol de Calkin-Wilf, obtenemos dos fracciones que son consecutivas en la secuencia
de Calkin-Wilf y que corresponden a un nivel que estd k niveles por debajode z/(1 +x)y 1 + z en

el arbol. Asi, obtenemos los nimeros racionales ¢, y ¢, de la secuencia de Calkin-Wilf, dados por

=Tt e = TEe T 1)
que son consecutivos, en algin lugar n de la secuencia. De aqui notamos que
T+ 1 1 1 1
T T R+ ) T Ak LA kfl-1 kl- &
1 B 1
2=+ k| +1— {2 +k} la) +1—{a}
lo que conduce a la elegante formula de Moshe Newman (Aigner y Ziegler, 2014)
1 ©2)

T g 1 {an)
que, partiendo de ¢; = 1 permite generar la secuencia de Calkin-Wilf.
Noétese que en la secuencia de Calkin-Wilf, el denominador de una fraccién es el numerador de
la siguiente. Por tanto, la secuencia tiene la forma b(n)/b(n + 1), donde b(n), la secuencia de los

numeradores, se conoce como la secuencia diatomica de Stern.
1,1,2,1,3,2,3,1,4, 3,5,2,5, 3, 4,... 93)

El valor n-ésimo de la secuencia diatomica de Stern estd dado por la funcion fusc, fusc(n), que

obedece las siguientes relaciones de recurrencia

fusc(2n) = fusc(n) 94)
fusc(2n +1) = fusc(n) + fusc(n + 1) 95)

partiendo de fusc(0) = 0y fusc(1) = 1.

La funcién fusc(n) coincide con el nimero de coeficientes binomiales impares de la forma (

b

n—l—r)

0 < 2r < n—1y cuenta, asimismo, las formas de escribir n — 1 como una suma de potencias de 2 de
tal forma que cada potencia no entra mas de dos veces en la suma. Ejemplo: fusc(7) = 3, lo que sig-
nifica que 8 puede escribirse de tres formas distintas como 8 = 2+2+4+4,8 =44+408 =4+2+1+1

de tal forma que las potencias de 2 involucradas no aparecen mas de dos veces.
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