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Figura I. Estructura del curs d’'Introduccio a la Fisica de I'Estat Solid.

El programa d’aquest curs introductori a la fisica de I'estat solid s’ha dividit en quatre
blocs (figura 1). El primer bloc (L1-L2) se centra en I'estudi les propietats estructurals,
dels solids cristal-lines. El segon bloc se centra en I'estudi de les propietats vibracionals
i térmiques dels solids (L3 i L4) d'una banda, i de les seues propietats electroniques (L5)
per un altre. Aquest estudi es dura a terme en el marc de I'aproximacié adiabatica, en el
context de la qual els hamiltonians dels ions i dels electrons es desacoblen. Una vegada
hem estudiat els components basics dels solids cristal-lins, podem afrontar el tercer bloc
(L6-L8), que se centra en I'estudi de les propietats diferenciadores dels solids cristal-lins
coneguts com a metalls, semiconductors i aillants (dieléctrics). Finalment, el quart bloc
(L9-L10) estudia dues interaccions de molts cossos particularment rellevants en la fisica

de l'estat solid, com son el magnetisme i la superconductivitat.
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1. Estructura cristal-lina

Aquesta lligd, de caracter general i introductori a la cristal-lografia, pretén introduir el
concepte de solid cristal-li. Comengarem definint el concepte d’ordre estructural de curt
i llarg abast, remarcant que els solids cristal-lins es caracteritzen pel seu caracter
ordenat a llarga distancia. S’analitzaran les simetries a les quals donen lloc la condicio
d’'ordre de llarg abast i es definiran els conceptes de xarxes de Bravais, d’estructura
cristal-lina i de cel-la unitat primitiva. Es descriuran les 14 xarxes de Bravais que
existeixen en els 7 sistemes cristal-lins tridimensionals. A continuacio, s’abordara la
qglestié de quants grups espacials existeixen. Per a aix0, s’introduiran els conceptes
d’element de simetria i de grup puntual cristal-lografic, raonant que la combinacio de les
14 xarxes de Bravais, amb les 32 classes cristal-lines, dona lloc a 230 grups espacials.
Finalment, s’analitzaran exemples d’estructures d’interés fonamental i tecnologic. Es
practicara la determinacio de coordinacié atomica, d’identificacié d’elements de simetria

i de xarxes de Bravais, aixi com de fraccions d’empaquetament.

1.1. Solids cristal-lins, policristal-lins i amorfs: ordre a curta i llarga distancia

El concepte d’ordre atdomic és fonamental per a comprendre 'estructura de la matéria
soOlida. Aquesta tendéncia a I'ordre atdmic és afavorida per la direccionalitat de I'enllag
quimic i pel guany d’energia (i disminucio d’entropia) que comporta la seua formacié. Si
imaginem un cos gaso6s al qual progressivament disminuim la temperatura, podriem
arribar a una temperatura en qué I'aparicié d’'un cert ordre atomic de curt abast seria
energéticament estable. El sistema, en aquest cas, podria transitar a I'estat liquid, perd
el canvi més dramatic, el que comporta un salt brusc d’entropia, un cert ordre de més
llarg abast i la ruptura d’una simetria (de translacio i rotacié dels liquids i gasos, en
aquest cas), es produeix quan baixem més la temperatura i el sistema transita a I'estat
solid. Es clar que en la formacié d’aquest solid i el seu grau d’ordre intervenen factors
externs com la pressio i la velocitat de solidificacié, a més de la de I'eventual preséncia
d’atoms aliens al cos (impureses). Amb aquests factors, i tenint en compte que, quan el
cos s'acosta a la temperatura de solidificacié, comengca a formar-se el solid
simultaniament en diferents punts del sistema, podem tenir solids amb graus d’ordre de
diferent abast, que donen lloc als materials cristal-lins, policristal-lins o amorfs (figura
1.1).
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(a) Solid cristal:li (b) Solid policristal-li (C) Material amorf
(monocristall) (policristall)

grans monocristal-lins

Figura 1.1. ll-lustracié d’'un material bidimensional amb estructura hexagonal que dona lloc a (a) un cristall
(o monocristall), (b) un policristall i (c) a un material amorf. Noteu que un material policristal-li és format per
grans monocristal-lins de petita grandaria, tipicament d’'uns pocs micrometres o fins i tot mil-limetres,
separats els uns dels altres per regions desordenades que es coneixen com a fronteres de gra. Els materials
amorfs, com el vidre (SiO2 amorf) sén isotrops en totes les direccions de I'espai i el seu parametre d’ordre
és menut i comparable a la distancia interatdmica.

1.2. Xarxes cristal-lines

En aquest apartat, introduirem I'element que sera la base de partida dels materials que
estudiarem en aquest curs, com els que es mostren en la figura 1.2: el cristall o
monocristall. A la vista dels exemples d’estructures cristal-lines que es mostren en la
figura 1.2, resulta evident que dins del concepte de cristall subjau la premissa d’ordre
estructural de llarg abast. Un cristall es pot considerar com un solid amb un patré que
es repeteix peridodicament al llarg de I'espai (en tres, dues o una dimensio si parlem d’un
cristall tridimensional, bidimensional o monodimensional, respectivament). Pel que fa al
patré que es repeteix al llarg de I'espai, aquest pot consistir en un atom sol o d’'un grup
d'atoms. En moltes situacions reals, l'ordre de Illarg abast es manifesta

macroscopicament en solids amb formes regulars ben definides.

A I'hora de tractar matematicament els cristalls, és convenient definir els seglents

conceptes:
1.2.1. Xarxa de Bravais

Una xarxa de Bravais (o xarxa puntual) és un objecte matematic que consisteix en el
conjunt infinit de punts discrets de I'espai les posicions dels quals (7) sén descrites, en

el cas d’'una xarxa tridimensional, per:
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Bismut Grafit Silici Mos,

Figura 1.2. Exemples de materials amb ordre intern de llarg abast (monocristalls).

R) = nlal + nzaz + n3C_i3 (11)

on els coeficients n; (i=1,2,3) adopten tots els valors enters possibles per a generar tots

els punts de la xarxa de Bravais. Els vectors d; es denominen vectors base primitius.

A conseqliéncia d’'aquesta definicid, es pot inferir que qualsevol vector generat per
I'addicio o subtraccioé de dos vectors que determinen dos punts qualssevol de la xarxa
de Bravais és també un vector que determina un punt de la xarxa de Bravais. Una
implicacié important d’aquest fet és que tots els punts de la xarxa de Bravais sén
equivalents i indistingibles entre si, en el sentit que tots els punts de la xarxa veuen el

mateix entorn d’aquesta. En altres paraules, la xarxa de Bravais és invariable sota

I'operacio de translacio pel vector R.

Per descomptat, per a generar una xarxa de Bravais donada, existeix una infinita varietat
de combinacions de vectors base primitius @; que es poden triar, tal com es mostra en
la figura 1.3 per a dues xarxes bidimensionals. No obstant aix0, en determinades
ocasions i per conveniéncia, es pot usar un altre conjunt diferent de vectors d; que
generen la mateixa xarxa de Bravais perd amb coeficients n; fraccionaris. Aquest tipus
de bases vectorials (que es denominen bases vectorials no primitives) normalment
s’adopten per a posar de manifest alguna classe de simetria inherent a I'estructura del

cristall que facilite la descripcié de les seues propietats fisiques.
1.2.2. Cella unitat

Una xarxa de Bravais es pot considerar com un conjunt de cel-les idéntiques, definides
pel vector d;, que omplin I'espai apilades per translacions R sense deixar buits entre

elles i sense solapaments de cel-les. Tal cel-la és anomenada cel-la unitat. Si els
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vectors que donen lloc a la cel-la sén, a més, primitius, aleshores la cel-la s’anomena

cel-la unitat primitiva.

(a) (b)

a; a;

Figura 1.3. (a) i (b) Dos exemples de xarxes de Bravais bidimensionals. En tots dos exemples, s'assenyalen
diverses eleccions de possibles bases vectorials primitives (en color roig) i no primitives (en color blau). Per
a cada eleccid, s’ha ombrejat la cel-la unitat resultant en cada cas. Noteu que les cel-les unitat primitives,

al contrari que les cel-les unitat no primitives, engloben un unic punt de la xarxa de Bravais.

La figura 1.3 il-lustra diferents exemples de cel-les unitat primitives (arees ombrejades
en color taronja) i cel-les unitat no primitives (ombrejades en color blau) de les xarxes

de Bravais dibuixades.

Es compleix (vegeu figura 1.3) que a cada cel-la unitat primitiva li correspon un unic punt
de la xarxa de Bravais. A més, el volum de cada cel-la és proporcional al nombre de
punts de la xarxa de Bravais que engloba. Per a il-lustrar aquest fet general, fixeu-vos
que les cel-les unitat no primitives mostrades en la figura 1.3 posseeixen una area que
duplica el de les cel-les unitat primitives que es mostren, ja que engloben dos punts de

la xarxa de Bravais.

Aquesta propietat de les cel-les unitat permet definir, per a cada xarxa de Bravais, un
tipus particular de cel-la unitat primitiva caracteristica d’aquesta xarxa que es coneix
com a cel-la de Wigner-Seitz. La cel-la de Wigner-Seitz és el volum de I'espai que es
troba més prop d’un punt donat de la xarxa de Bravais que de cap altre. Noteu que, per
la seua definicio, es tracta d'una cel-la unitat primitiva i posseeix totes les
caracteristiques d’aquestes, a més de posseir la peculiaritat de reflectir les possibles
simetries de rotacié compatibles amb la xarxa, com veurem més endavant. Una manera
de determinar la cel-la de Wigner-Seitz d’'una xarxa de Bravais (com les de la figura 1.4)
consisteix a fixar-se en un punt de la xarxa donat i dibuixar els segments que uneixen

aquest punt de la xarxa amb els seus primers veins. A continuacio, es tracen els plans
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mediatrius de tots els segments dibuixats. El minim volum de I'espai tancat pels plans

mediatrius és la cel-la de Wigner-Seitz.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1.4. Cel-les de Wigner-Seitz (cossos ombrejats) corresponents a les xarxes de Bravais (a)-(b)
bidimensionals i (a)-(b) tridimensionals representades. Les xarxes representades en (c) i (d) corresponen a
xarxes cubiques BCC (cubica centrada en cos) i FCC (cubica centrada en cares), respectivament. La cel-la
de Wigner-Seitz de la xarxa BCC és un octaedre truncat mentre que la cel-la de Wigner-Seitz de la xarxa

FCC és un dodecaedre rombic (o rombododecaedre).

1.2.3. Motiu

Un motiu és el conjunt d'atoms amb unes posicions determinades respecte a un punt
de la xarxa que es reprodueixen periddicament en cada un dels punts de la xarxa de

Bravais.

Depenent de la mena de cel-la unitat triada (primitiva o no primitiva), el motiu atdomic
canvia. En I'exemple de la figura 1.5, la cel-la unitat primitiva conté dos atoms mentre
que la cel-la unitat no primitiva triada adopta una forma rectangular (més simple) a costa
d’augmentar el nombre d’atoms del motiu a 4. L’eleccié d’una descripcid o I'altra del
cristall només alteraria la descripcio del fenomen fisic que es pretenga estudiar (com per
exemple la indexacio dels maxims de difraccié de raigs X), perd evidentment no alteraria

I'espectre de difraccio de raigs X que s’obtinguera experimentalment.
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1.3. Sistemes cristal-lins

Ja hem introduit els elements fonamentals que conformen un cristall. El punt de partida
ha sigut el concepte d’ordre de llarg abast, que ha permés definir els conceptes de xarxa
de Bravais i de cel-la unitat. Un aspecte que mereix ser destacat aci és que els atoms
adopten un paper passiu en la descripcio cristal-lografica d’un cristall, en la mesura en
qué son elements que simplement ocupen unes posicions determinades dins d’'una
cel-la unitat i que soén les regles de repeticio i simetries establides per la xarxa de Bravais
les que dicten, precisament, com es repeteixen les cel-les unitat (i, en conseqiéncia, els
atoms que la cel-la conté) per a formar el cristall. Per tant, podem concloure que
I'element clau per a definir un cristall és la xarxa de Bravais i conéixer les seues

propietats és clau per a descriure un cristall.

Xarxa de Bravais Motiu Cristall

Figura 1.5. Exemple grafic de la descripcié d’un cristall com a xarxa de Bravais més motiu atomic. En la
il-lustracio del cristall s'indiquen dues possibles eleccions del motiu atdmic, que depenen de I'eleccié que

es faga de la cel-la unitat i de si és primitiva o no (regions ombrejades en tons verdosos).

Per altra banda, no totes les xarxes compleixen els requisits necessaris per a ser
considerades xarxes de Bravais. Per exemple, en la figura 1.6a es mostra una xarxa
bidimensional de tipus bresca. Aquesta xarxa determina una figura hexagonal plana que
omple I'espai bidimensional sense deixar buits. No obstant aixo, aquesta xarxa no és
una xarxa de Bravais. Per a visualitzar aquesta afirmacié, considerem els vectors d; que
es mostren en la figura 1.6a. Aquests dos vectors sén els de menor longitud que poden
unir dos punts de la xarxa. Per tant, si es tractara d’'una xarxa de Bravais, qualsevol
combinacio lineal d’aquests dos vectors hauria de determinar un altre punt de la xarxa
(Equacié 1.1). Existeixen multitud de combinacions lineals d’aquests dos vectors que no

compleixen aquesta condicio, per exemple, el vector d, + d,.

Permeteu que faga un incis aci per a descriure I'estructura de bresca, ja que és una
estructura molt present en els materials bidimensionals d’interés tecnologic actual.

L’estructura de bresca es pot considerar com dues xarxes triangulars bidimensionals
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(també anomenades xarxes hexagonals)'! entrellagcades i girades entre si 60° (figura
1.6b). Per separat, cada una d’'aquestes xarxes triangulars si que son xarxes de Bravais.
Existeixen materials bidimensionals que posseeixen I'estructura de bresca de la figura
1.6a, com son el grafé i la monocapa de nitrur de bor hexagonal (hBN). En la figura 1.6¢
es mostra I'estructura atdmica d’aquests cristalls bidimensionals, en els quals els atoms
ocupen els vértexs dels hexagons. Aixi doncs, si es vol tractar cristal-lograficament
aquests materials bidimensionals, s’han de considerar com a xarxes de Bravais
bidimensionals triangulars amb un motiu format per dos atoms no equivalents situats en
les posicions indicades com a A i B en la figura 1.6¢c. En el cas del grafé aquestes
posicions estarien ocupades per dos atoms de carboni. El fet que els dos atoms de
carboni de la cel-la unitat no siguen equivalents entre si introdueix una propietat rellevant
per a les propietats conductores del grafé que es coneix com a isoespin. En el cas del
hBN, una de les posicions estaria ocupada per atoms de bor i 'altra estaria ocupada per

atoms de nitrogen.

(a) (c)
Cas del grafé i del hBN monocapa
e o
° e o o o
Ga <+ @2 o. o o o 'Y
G2\ oA , @ e o
a, A g
e o 1 ° ®
o ° o o
(b) . . . o o o o ®
L] L ] L] L ] L] . .
y dy a & % Motiu: 2 atoms, en posicions Ai B
. . : al .
L] al [ ] L ]
. a; ° ° ]

Figura 1.6. (a) Xarxa de tipus bresca, que no és una xarxa de Bravais. (b) Visualitzacié de la xarxa de bresca
com dues xarxes de Bravais triangulars entrellagades i girades entre si 60°. Els punts corresponents a cada
una de les subxarxes de Bravais son identificades en diferents colors. Es mostren també diverses eleccions
de possibles bases de vectors primitius, aplicables a qualsevol de les dues subxarxes triangulars. (c) Cristall
hexagonal que modelitza I'estructura del grafé o del hBN. Els atoms, que ocupen els vértexs dels hexagons,
son indicats en diferents colors per a denotar que donen lloc a posicions no equivalents cristal-lograficament
(A'i B). En la figura s’ha indicat una eleccio dels vectors base del cristall i dues possibles eleccions de la

cel-la unitat primitiva, amb un motiu format per 2 atoms.

1 Encara que les xarxes triangulars bidimensionals s’anomenen també hexagonals, en aquest text
reservarem la denominacio “hexagonal” per a les xarxes tridimensionals i la nominacioé “triangular” per a les
xarxes bidimensionals, per a evitar confusions.
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En definitiva, i pel que acabem de veure, no totes les xarxes poden ser considerades
com a xarxes de Bravais. La constatacioé d’aquest fet ens porta a preguntar-nos quantes

xarxes de Bravais (i de quin tipus) es poden trobar en la naturalesa.
1.3.1. Sistemes cristal-lins de solids de baixa dimensionalitat

Pel que respecta als sistemes monodimensionals (com els nanotubs), I'inica xarxa de
Bravais possible és la cadena lineal, amb punts la posicié dels quals és definida per la
relacié R = n,d,. Pel que respecta als sistemes bidimensionals, hi ha cinc tipus de
xarxes de Bravais, les cel-les unitat de les quals i els seus vectors base es representen

en la figura 1.7.

CLASSIFICACIO DE LES XARXES DE BRAVAIS BIDIMENSIONALS

Rectangular triangular o obliqua o
centrada hexagonal monoclinica

L
a, a; a; ™ a_zm a; \ \
Y
o e — — —
a; a; a; a, a;

Quadrada Rectangular

llazll = Il |l llayll = i@l eyl # lazl llatll = lla |l llarll # Izl
y =90° y = 90° y =90° y = 120° ¥ #90°
a; =al a; =al a; =al a=al a; =al
3 s —_ o o R P - P
a; =aj a; = bj a; = bj a2=—§az+ TQ a; =bcosyi+ bsinyj

Figura 1.7. cel-les unitat de les xarxes de Bravais bidimensionals. Excepte en el cas de la xarxa rectangular

centrada, totes les cel-les representades son primitives. Els vectors a—l) i a_z’ sén una eleccié possible dels

vectors que defineixen les cel-les i y és 'angle que formen.

Pel que respecta als sistemes tridimensionals, poden donar-se 14 tipus diferents de

xarxes de Bravais, depenent de les orientacions relatives i longituds dels vectors de

translacié R, agrupats en set families o sistemes cristal-lins. Abans de descriure els
set sistemes cristal-lins tridimensionals que existeixen i les seues xarxes de Bravais
associades, donarem unes consideracions generals. Cada un dels sistemes cristal-lins
posseeix una xarxa de Bravais caracteristica que recull les propietats genériques del
sistema cristal-li. La cel-la unitat primitiva d’aquesta xarxa de Bravais caracteristica
s’etiqueta com a P=Primitiva i adopta I'apel-latiu de cel-la convencional d’aquest
sistema cristal‘li. Els moduls dels vectors d; que defineixen la cel-la convencional es

coneixen com a parametres de xarxa. Tradicionalment, els parametres de xarxa
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s’identifiquen com a a = ||a,|l, b = |la,l| i ¢ = ||as]|. Si dos parametres de xarxa sén
iguals, se simplifica la notacié usant-ne no més de dos (o un, si els tres son iguals). Els
angles que formen entre si els vectors d; de la cel-la convencional s’identifiquen com a
@ = d,ds, B = dady i1y = did,. Alguns dels sistemes cristal-lins engloben més d’un tipus
de xarxa de Bravais, amb cel-les que poden ser |=centrades en cos, F=centrades en
cares o C=centrades en bases. Per a aquestes xarxes de Bravais, la cel-la convencional
del sistema cristalli no sera primitiva. Tanmateix, en aquests casos, donarem una terna
possible de vectors base primitius d; (expressats en coordenades cartesianes) que si
que definiran una cel-la unitat primitiva. A més, indicarem el volum de la cel‘la unitat

primitiva (Vp) de cada xarxa de Bravais en funcioé dels parametres de xarxa.
1.3.2. Sistema cristal‘li cubic

El primer sistema cristal-li tridimensional que descriurem és el sistema cristal-li cubic
(figura 1.8), que posseeix la simetria d’'un cub: es pot girar la cel-la d’'unitat convencional
90° sobre qualsevol eix, o 180° al voltant d’un eix mediatriu de dues arestes oposades
del cub, o per 120° al voltant de la diagonal del cub, i retenir la mateixa forma. De les
tres xarxes de Bravais englobades dins d’aquest sistema cristal-li, només la xarxa cubica
simple és primitiva, mentre que la cel-la cubica centrada en cos (BCC) engloba dos
punts de la xarxa i la cel-la cubica centrada en cares (FCC) n’engloba quatre. Les cel-les
unitat primitives corresponents les xarxes BCC i FCC son totes dues romboédriques
(arees ombrejades en la figura 1.8), pero els vectors base primitius de la xarxa BCC
formen un angle de 109.5° entre si mentre que els de la xarxa FCC formen un angle de
60°. Per a aquestes dues xarxes, se sol triar la cel-la convencional cubica per a indexar,
per exemple, els pics de difraccid, ja que reflecteix adequadament la simetria cubica

d’aquestes xarxes.

Algunes de les propietats macroscopiques dels solids s’infereixen de la seua naturalesa
microscopica, com per exemple la densitat d'un solid. Si observem les xarxes de Bravais
mostrades en la figura 1.8, podem veure que la xarxa BCC és més compacta que la
xarxa cubica simple i que la xarxa més compacta de les tres és la xarxa FCC. De fet, si
triem un punt de la xarxa qualsevol d’aquestes xarxes, podem veure que un punt de la
xarxa cubica simple té sis punts com a primers veins, la BCC en té vuitila FCC en té

dotze.

En general, una xarxa és tant o més compacta com més alt siga el valor del que es
coneix com a fraccio d’empaquetament. La fraccié d’empaquetament d’'una xarxa de

Bravais es calcula com el volum maxim d’'una cel-la unitat que pot ser ocupat per esferes
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rigides imaginaries i iguals situades en els nusos d’'una cel-la unitat, referit al volum total

de la cel-la unitat.

Cubica simple Cubica centrat en cos (BCC) Cubica centrat en cares (FCC)
(P) (1 (F)
z ‘ I
]<Y 3 1 o1
X =2 ——
A > S
a; a
llatll = llazll = llazll=a
a=B=y=90° ——0s
(0 S ., a
a; =al Tl=§(l+]—k) a1=§(l+]')
a; =aj
a - a -
7 aG==(-T+]+k ==(J+k
a; = ak “2 2( trJ ) 2 2(] )
., QL - . "
a3—z(l—]+k) a3——(l+k)
" a® a®
Vp =a Vp = 7 VP — Z

Figura 1.8. Sistema cristal-li cubic.

Per exemple. En la xarxa cubica simple tenim que el radi maxim d’aquestes hipotétiques
esferes és de a/2. Una esfera d'un radi major que a/2 deformaria la cel-la. Cada cel-la
cubica simple posseeix, en exclusivitat, un unic punt de la xarxa. Per tant, la fracci6
d’'empaquetament de la xarxa cubica simple resulta:
4 ra\3
1x37(3) =

=—=2 M/ _ " ~052
fSC a3 6

Analogament, per a la xarxa FCC, amb quatre punts de la xarxa per cel-la cubica FCC,
y ; . - a .z
I'esfera de més grandaria que pot ocupar els nusos de la xarxa és eV Per tant, la fraccio

d’empaquetament de la xarxa FCC resulta ser:

e (L)B
37 \2v2 _ T

~ 0.74
a3 342

free =

Procedint de la mateixa manera, es pot trobar que, per a la xarxa BCC, fzcc =
3
4 3a
2X§TL’(T) _@,\,
a3 ~ g =

0.68.
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1.3.3. Sistema cristal-li tetragonal

El sistema cristal-li tetragonal es pot entendre com una distorsié del sistema cubic en
el qual la longitud de I'eix c resulta alterada, mantenint I'orientacié angular de 90° entre
els eixos (figura 1.9). Amb aquesta deformacid, es perd la simetria reflectida per la
diagonal de la cel-la i el nombre de cel-les de Bravais disminueix a dues en el sistema
tetragonal: una primitiva i una centrada en el cos. Aixd no vol dir que no puga existir una
hipotética xarxa tetragonal centrada en cares, sin6 que es dona el fet que una xarxa de
Bravais tetragonal centrada en cares és en realitat una xarxa tetragonal centrada en

cos, encara que de menor grandaria (figura 1.10a)

Tetragonal simple Tetragonal centrat en cos
(1)
Z § ——4
]<Y | =
a3
X /
— /
llayll = llazll = a h -
R N
llazll=c )
a = ’8 =y= 90°
a; =at
— - . a . C
@G=4 a =0+ —sk
s 2 2
a; =ck
a Cly
a, = E(—l +7 +§k
., a _ C -
az = E (L —D e Ek
2
a“c
Vp = azc VP = T

Figura 1.10. ll-lustracié de: (a) Equivaléncia entre les xarxes de Bravais tetragonal centrada en cares i la
tetragonal centrada en cos. (b) Equivaléncia entre les xarxes de Bravais monoclinica centrada en bases i la

monoclinica centrada en cos.
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1.3.4. Sistema cristal-li ortorombic

En el sistema cristal‘li ortorombic, es conserva l'orientaci6é relativa entre els eixos
(angles de 90°) si bé els tres parametres de xarxa son de diferent longitud. En aquest el
sistema cristal‘li, doncs, continuem la deformacié del sistema cubic iniciada amb el
sistema cristal-li tetragonal. En el sistema cristal-li ortorombic es relaxa la restriccio a=b
del sistema tetragonal. Aquest fet fa possible que es donen, en el sistema cristal-li

ortorombic, quatre tipus de xarxes de Bravais diferents (figura 1.11).

En el sistema ortorombic es pot trobar el tipus de xarxa de Bravais centrat en bases (C).
Fixeu-vos que una xarxa de tipus C en els sistemes cubic i tetragonal seria equivalent,

en realitat, a una xarxa tetragonal simple P.

Ortorombic simple Ortorombic centrat Ortorombic centrat Ortorombic centrat
(P) en cos (I) en bases (C) en cares (F)

@il = llazll = llas]l

CZ:,B:}/:QOD

_._a-+b_

a =51+5]

b @

mobaicp

a, 21+2

a C >

T=oit+=k

B =atiy

abc

Vi = Wi =g "= o=

Figura 1.11. Sistema cristal-li ortorombic

1.3.5. Sistema cristal-li monoclinic

El sistema cristal-li monoclinic es pot visualitzar com una deformacié de cisallament
de la xarxa ortorombica, que altera el valor de I'angle B. Dins d’aquest sistema cristal-li,
s’agrupen dues xarxes de Bravais: una primitiva i una altra centrada en bases. Aquesta

ultima és equivalent a una xarxa de Bravais monoclinica centrada en cos (figura 1.10b).
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Monoclinic simple Monoclinic centrat
(P) en bases (C)

£

llarll # llazll = llas]l

=g =30 a; =al
B # 90° !
a; =bj
@; =ccosBl+csinfk as; =ccosPi+csinfk
1 .
Vp = abcsinf Vp =§abc sinf8

Figura 1.12. Sistema cristal-li monoclinic.

1.3.6. Sistema cristal-li hexagonal

L’dnica xarxa de Braves que s’inclou en el sistema cristal-li hexagonal és primitiva i
es caracteritza per posseir un prisma rombic en el qual les arestes de la base rombica

formen un angle de y=120°, en I'eleccio dels vectors base primitiva de la cel-la hexagonal

que es mostra en la figura 1.13.

Hexagonal

llagll = llazll = a
llasll = c
a=pf=90°

¥ =120°

Figura 1.13. Sistema cristal‘li hexagonal.



16 Juan Fco. Sanchez Royo

1.3.7. Sistema cristal-li trigonal o romboédric.

El sistema cristal-li trigonal o romboeédric es pot visualitzar com una deformacio lineal
al llarg de la diagonal d’una cel-la cubica simple. Aquest sistema cristal-li esta
intimament relacionat amb el sistema hexagonal, ja que la relaci6 dels eixos
cristal-lografics i dels angles entre ells és semblant a la de 'hexagonal, perd sense el
pla de simetria horitzontal, tal com es pot veure en 'esquema de la figura 1.14. En
aquesta figura, s’ha inclds una cel-la hexagonal amb dimensions ay i c; adequades per
a garantir la superposicio, per translacions, no sols de les cel-les unitat trigonal i
hexagonal siné també de les xarxes corresponents. Noteu que el volum de la cella

trigonal (figura 1.14) és una tercera part del volum de la cel-la hexagonal (figura 1.13).

Trigonal o Romboédric

(P)
Il I
),
CH ,
Z _; “f‘).H/ ’\\
\LY \
Y X >
Izl = llazll = llasll = a < N
a=pf=y+90° a_z)\\ ‘13//01
— Ay Ay o Cy -
i = 21— —Lj+ L
_% * . aq 2 2\/§] 3
Q2.H T B 0o
Amb: a; = E] ?k
||(!LHy” - ““;H'” - — Ay 4 Ay Cy E
el = R RN A
1
P m(l%ﬂ H

Figura 1.14. Sistema cristal-li trigonal. Els elements en blau corresponen a la cel-la hexagonal.

1.3.8. Sistema cristalli triclinic

El sistema cristal-li triclinic és el sistema més general de tots els sistemes cristal‘lins,
en tant que els altres sistemes cristal-lins poden ser considerats com un cas particular

del triclinic. La definicié dels vectors base en aquest sistema és completament general,

atés que tant a, b i c com els angles a, 3 i y poden prendre valors arbitraris.
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Triclinic

(P)

W

X
e ll # llazll = Nl

aFEB Yy -

By =S Amb:

£y = EROS
a, =bcosyT+ bsinyj 8 p

_ c(cosa —cos ff cosy)

a3 =cl+cyf+ck Cy siny

Vp = abc, siny ¢, = ’cz—cf—c}z,

Figura 1.15. Sistema cristal-li triclinic.

1.4. Elements de simetria puntual

Per la seua naturalesa periddica, les xarxes de Bravais que hem descrit anteriorment

son invariants sota I'operacié de simetria de translacio per a un vector R de la xarxa de
Bravais. L’operacié de simetria de translacio té la peculiaritat de no deixar invariant cap
punt de la xarxa, ja que executa una translacié de tots els punts de la xarxa rigidament,

fent coincidir la xarxa amb si mateixa en finalitzar la translacio.

Hi ha altres operacions de simetria que es coneixen com a operacions (o elements)
de simetria puntual, que, a diferéncia de les operacions de translacio, transformen la
xarxa en si mateixa deixant invariant un punt de I'estructura. Les dues notacions més
utilitzades pels cristal-lografs per a denotar els elements de simetria puntual sén la
notaci6 de Hermann-Mauguin (o internacional) i la notacié6 de Schoenflies. Aquests
elements de simetria puntual sén les rotacions, reflexions, inversions, rotoinversions i

identitat.
1.4.1. Rotacions

Es diu rotacié d’ordre n a 'operacio de girar la xarxa un angle 2n/n radians al voltant
d’'un eix. En la notacid internacional, les rotacions se simbolitzen pel seu ordre n, mentre
que en la notacié de Schoenflies es denoten com C,. En la figura 1.16 es mostra la
rotacié d’un objecte sota la preséncia d’'un eix d’ordre n=1 a 6. El simbol indicat sobre

I'eix representa graficament I'ordre de rotacié de cada eix. Noteu que I'eix de rotacié
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actua sobre cada punt de la xarxa. Per tant, les rotacions compatibles amb la xarxa han

de ser d’'un ordre tal que siga divisor de 2.

b ?‘S?

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6

G- @ > D ?: ?

Ak

Figura 1.16. ll-lustracié de la simetria de rotacié amb eixos d’ordre n=1-6.

(a) (b) P | °F? (c)
R R 3(1 P1
.: . - . ~~~~~~~~~~~ ‘“" I“f““" .
Fe el P2 P3 p1 gt P2 R R
Ao
. °r O R0

Figura 1.17. ll-lustracio de la condicié que han de complir les rotacions per a ser compatibles amb la simetria

de translacié d’'una xarxa de Bravais.

m 2 -2 -1 0 1
a (rad) 2n T 21/3 /2 /3
n 1 2 3 4 6

Taula 1.1. Rotacions compatibles amb la simetria de translacié en una xarxa de Bravais.

Encara que en principi es poden dur a terme un gran nombre de tipus de rotacions,
només les d’ordre n=1,2,3,4 i 6 s6n compatibles amb la simetria de translacié
inherent a la xarxa de Bravais. Per a demostrar-ho, considerem un punt P1 de la xarxa
de Bravais i una translacié elemental R que connecta el punt P1 amb dos dels seus
primers veins (P2 i P3) mitjangant els vectors Ri -R, respectivament (figura 1.17a).
Suposem que efectuem una rotacié de la xarxa d’angle o a través d’un eix que manté
fix el punt P1. Si aquesta rotacié és compatible amb la xarxa, també ha de ser-ho una
rotacio -o. Com a resultat de totes dues rotacions, obtenim els punts P2’ i P3’, d'una

banda, i els punts P2” i P3”, per una altra (figura 1.17b). Perqué les rotacions que hem
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efectuat siguen compatibles amb la simetria de translacioé de la xarxa de Bravais, tots
els punts han de poder-se expressar com a combinacié lineal de vectors de la base
(equacio 1.1). Com, per construccio, els segments que uneixen els punts P3’' i P2” (o,
analogament, els punts P3” i P2’) son col-lineals amb el segment que uneix els punts

P1, P2i P3, el segment que uneix els punts P3’ i P2” ha de ser un multiple enter (m) del

modul del vector R (R) perqueé tots dos punts pertanguen a la xarxa de Bravais (figura

LS
—2

1.17¢). Aquest fet imposa que cosa =n; = % Per tant, els valors de m que fan que

aquesta equacio tinga solucié son m=0,x1 i £2 i les rotacions compatibles amb la

simetria de translacio son les indicades en la taula 1.1.
1.4.2. Reflexions

L'operacié de simetria de reflexié transforma un punt de I'espai en la seua imatge
especular. En aquesta mena de simetria, la xarxa es pot considerar dividida en dues
meitats, una espill de l'altra, separades per un pla especular (figura 1.18). En la notacié
internacional, les reflexions se simbolitzen per la lletra m (mirror), mentre que en la

notacié de Schoenflies es denoten per la lletra .
1.4.3. Inversio

Si I'origen de coordenades es tria en el punt corresponent al centre d'inversié (punt O
en la figura 1.18b), 'operacié de simetria d’inversié transforma un punt de vector de
posicio 7 en un altre de posicié —7. Els cristalls que posseeixen un centre d’inversio es
denominen, genéricament, centrosimétrics. En notacié internacional, la simetria
d’inversio es denota per la lletra 1 mentre que en notacié de Schoenflies, la simetria

d’'inversio es denota per la lletra i.

1.4.4. Rotoinversid

Una operacié de rotacié seguida d’una d'inversié (n®1) dona lloc a una nova simetria
puntual coneguda per rotoinversié. Aquesta operacio és equivalent a una operacioé de
rotoreflexio, és a dir, d’'una rotacié d'ordre n seguida d’'una operacio de reflexié en un
pla perpendicular a I'eix de rotacid6 (nm). En notacié internacional la simetria de

rotoinversio es denota per n, mentre que en notacié de Schoenflies es denota per Si.
1.4.5. lIdentitat

La identitat és I'operacié de simetria que deixa inalterada la posicié de tots i cada un
dels punts de la xarxa. En notacié internacional la identitat es denota per 1, mentre que

en notacioé de Schoenflies es denota per la lletra E.
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Es convenient aclarir aci que les operacions de simetria puntuals descrites anteriorment,
en actuar, transformen la xarxa en si mateixa (deixant invariant un punt de la xarxa) i
que aquest fet garanteix que siguen compatibles amb la simetria de translaci6. En
particular, aquestes operacions de simetria transformen en si mateixa la cel-la d’unitat i
en consequéncia el motiu que la cel-la conté. En la figura 1.18 es mostren uns exemples
d’operacions de simetria de reflexio, inversio i rotoinversio i els objectes sobre els quals

actuen serien, per tant, els atoms del motiu.

(a) (b) ()

-y G ¢ 2
\‘.\o ‘

'3 9 e 9

Reflexid Inversid Rotoinversié (3 0 S;)

Figura 1.18 Exemples de simetries de (a) reflexio, (b) inversié, on l'origen de coordenades coincideix amb

el centre d’inversié (punt O), i (c) rotoinversié 3 en notacié internacional o Sz en notacié de Schoenflies.

1.5. Classes cristal-lines

Algunes de les operacions de simetria puntual que acabem de descriure soén
compatibles entre si i poden actuar simultaniament. Aquest fet origina que les
operacions de simetria puntual es puguen classificar en diferents grups algebraics que
es coneixen com a grups puntuals. Per definici6 genérica de grup algebraic, els
elements del grup (en aquest cas, les operacions de simetria puntual que componen el
grup) es poden combinar entre ells i donar lloc a un altre element del grup. Dins de cada
grup, s’ha definit 'element neutre, de manera que un element del grup combinat amb
I’element neutre roman inalterat, i 'element invers, de manera que un element del grup

combinat amb aquest dona com a resultat I'element neutre.

La varietat de grups puntuals que es pot generar és enorme. No obstant aix0d, no tots els
grups puntuals que es poden formar sén compatibles amb la simetria de translacio
inherent a les xarxes de Bravais. De fet, ja hem vist que el nombre possible de simetries
de rotacié d’ordre n que sén compatibles amb les xarxes de Bravais és limitat. Els grups

puntuals que sén compatibles amb les xarxes de Bravais es coneixen com a grups
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puntuals cristal-lografics o classes cristal-lines. A continuacio, descrivim breument

les diferents classes cristal-lines que existeixen i la notacié emprada per a descriure-les.
1.5.1. Classes cristal-lines que consideren un eix de rotacio i plans de reflexié

Els eixos de rotacié Cn (notacié de Schoenflies) combinats amb I'element neutre, donen
lloc als grups puntuals de nom també C,. Es molt comu que els plans de reflexié actuen
simultaniament amb els eixos de rotaci6. En aquests casos, cal especificar I'orientacio
relativa entre I'eix de maxima simetria de rotacio (el de major ordre) i el pla de reflexio.
En notacio internacional, si aquest eix de rotacid (suposem que d'ordre n) és
perpendicular a un pla de reflexio, I'accié conjunta de tots dos es denota per grup puntual
n/m, mentre que si I'eix de rotacio és contingut en el pla de simetria la notacié adoptada
és de grup puntual nmm (si n és parell, indicant que I'eix de rotaci6 actua sobre dos
plans de reflexié) o de grup puntual nm (si n és senar, indicant que I'eix de rotacio actua
sobre un pla de reflexid). En la notacio de Schoenflies, el pla de reflexié es denota com
a on 0 oy per a especificar si el pla és perpendicular o si conté I'eix de maxima simetria
de rotacid, respectivament. En la notacié de Schoenflies, I'accié conjunta d’'un pla de
reflexié on 0 oy i I'eix de maxima simetria de rotacié C,, es denota com a grups puntuals
Cnh 0 Chy, respectivament. La figura 1.19 mostra alguns exemples d’aquests grups

puntuals.

| 9
¥
€9 ¢V

C3h C3v C2v

6 3m 2mm

Figura 1.19. Exemples de grups puntuals que combinen un eix de rotacié i plans de reflexié: Can (6, en
notacio internacional), Cav (3m, en notacid internacional) i C2v (2mm, en notacié internacional). Noteu que
el grup Csv posseeix tres plans girats 120°, corresponents a I'actuacié d’un eix d’ordre 3 sobre un Unic pla
vertical, mentre que la rotacié d’ordre 2 del grup C2v actua sobre dos plans de reflexio girats entre si 90°.
Per extensio, el grup 4mm (Cav) inclouria un eix quaternari amb vuit plans de reflexié girats entre si 45°.
Noteu que, en cada exemple, un dels objectes genera la resta d’objectes en aplicar els elements de simetria

puntual de cada grup.
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1.5.2. Classes cristal-lines que consideren diversos eixos de rotacio i plans de reflexio

Els grups puntuals que s’anomenen D, (notacié de Schoenflies) es formen en combinar
rotacions del grup C, amb eixos de rotacio binaris (C2) perpendiculars a I'eix de rotacié
principal n. Aixd0 dona lloc a n eixos de rotacié C, perpendiculars a I'eix de rotacié

principal.

Analogament, els grups puntuals que s’anomenen Dn, (notacié de Schoenflies) es
formen en combinar els elements del grup C., amb n eixos de rotacié binaris (Cy)
perpendiculars a 'eix de rotacio principal C,, de tal manera que els eixos binaris C, sén
continguts al seu torn en el pla de reflexi6 on del grup Cazn de partida. Aquest grup puntual
és equivalent a combinar els elements del grup D, amb un pla on. Encara més, aquest
grup pot visualitzar-se també com la combinacié dels elements del grup D, amb n plans

ov, amb cada pla contenint I'eix de rotacié C, i un dels eixos binaris C..

D’altra banda, els grups puntuals que s’anomenen Dnq (notacié de Schoenflies) es
formen en combinar els elements del grup Cn, amb eixos de rotacio binaris C> que s6n
bisectrius entre els plans oy del grup Cn, de partida. Aquest grup es pot veure també
com una combinacio dels elements del grup D, i n plans oy bisectrius entre els eixos

binaris del grup D, de partida.

La figura 1.20 mostra alguns exemples de grups puntuals generats per la combinacio

d’eixos de rotacio i plans de reflexio.

BN | o2
vk 4 Ay

W <

D3 D3h D3d
32 62m 3m
Figura 1.20. Exemples de grups puntuals que combinen eixos de rotacio i plans de reflexio: D3 (grup 32, en

notacio internacional), Dsn (62m, en notacié internacional) i Das (3m, en notacié internacional). Noteu que
els grups D3 i D3d dels exemples es poden visualitzar com a combinacions d’elements d’altres grups, tal

com s’explica en el text.
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1.5.3. Classes cristal-lines amb centres d’inversio

L'operacié de simetria d’inversio involucra un centre d’inversié (punt O en la figura
1.18b). Dues actuacions consecutives de l'operador d’inversiéo equival a I'operador

identitat o element neutre. Per tant, I'element neutre i 'operador de simetria d’inversié

junts basten per a configurar un grup puntual, que es coneix com a grup puntual Ci (1,

en notacio internacional).

No obstant aix0, la major preséncia dels operadors de centre d’inversié es dona quan
actuen conjuntament amb elements de simetria del grup C,, amb el centre d’inversio
situat en I'eix de rotacié C,. De fet, el grup C; anteriorment esmentat es pot veure com
una accié conjunta dels elements del grup puntual C1 (és a dir, 'operador identitat) i un
centre d’inversié en I'eix C1. Quan l'operador centre d’inversié es combina amb I'eix
binari d’'un grup puntual C,, obtenim el grup puntual Cs (notacié de Schoenflies), que
equival al grup puntual Csn (figura 1.18a), que té un pla de reflexié6 com a element de
simetria principal. En el cas que el centre d’inversié es combina amb el grup puntual Ce,

el grup puntual resultant és equivalent al grup puntual Can (figura 1.19).

Si el centre d’inversié es combina, independentment, amb elements del grup C4, obtenim
el grup ja vist en l'apartat 1.5.1, Ca4 (figura 1.21a). No obstant aix0, hi ha una altra
possibilitat que obri les portes d’'un grup puntual nou, que és la de la rotoinversié. Amb
aquesta operacio puntual particular, I'operacié d'inversio esta immediatament unida a la
de rotacid C4, sense pas intermedi, i dona lloc al grup puntual Ss (figura 1.21b).
Analogament, un centre d’inversié combinat per I'operacié de rotoinversio amb el grup

Cs dona lloc al grup puntual Cs; (figura 1.21¢).

(@) (b) (c)

e Jo /

Can S,
4/m 4

wl O

Figura 1.21. Exemples de combinacions d’eixos de rotacié d’ordre 4 amb un centre d’inversié. Depenent de
si es tracta de dues operacions independents (rotacié i inversio) o d’'una rotoinversid, es generen els grups
puntuals (a) Can o (b) S4, respectivament. (c) L’'operacié de rotoinversié que involucra I'eix de rotacié Cs

dona lloc al grup puntual Casi.
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1.5.4. Classes cristal-lines amb simetries tetraédriques i octaédriques

Les ultimes classes cristal-lines que descriurem estan intimament relacionades amb la
simetria cubica. En un cub, i a diferéncia del que passa en una altra mena de
concepcions geomeétriques, coexisteixen un cert nombre d’elements de simetria
(especificats en la figura 1.22) que generen grups puntuals amb caracteristiques
cristal-lografiques especifiques i que no es donen en altres xarxes. Aquests elements de
simetria permeten definir diversos grups puntuals que recullen les simetries
corresponents a les d'un tetraedre (T) i un octaedre (O) (figura 1.22e i 1.22f,

respectivament), que son els grups puntuals T i O.

El grup puntual T engloba els eixos binaris que passen pel centre de dues cares
oposades del cub i els eixos ternaris (figura 1.22c), a més de I'element identitat. En
combinar els elements del grup puntual T amb I'element de simetria centre d’inversio
(figura 1.22d) i els tres plans de reflexié que es mostren en la figura 1.22a, s’obté el grup
puntual Th. En canvi, si combinem el centre d’inversi6 amb els eixos quaternaris,
generant elements de rotoinversio S4, a més dels eixos de rotacio ternaris (figura 1.22¢),
els sis plans de reflexio il-lustrats en la figura 1.22b, i 'element identitat, obtenim el grup

puntual Tq.

El grup puntual O engloba tots els elements de simetria de rotacio del cub i els seus
plans de reflexié, a més de I'operador identitat. Si aquests elements de simetria es
combinen amb I'element de simetria de centre d’'inversio (figura 1.22d), obtenim el grup

puntual O.

(a) , (b) , (e)

Tetraedre (T)

\

Octaedre (0O)

Figura 1.22. ll-lustracié dels elements de simetria inherents a una estructura cubica: (a) Tres plans de
reflexié que tallen les cares del cub. (b) Dos dels sis plans de reflexié que creuen arestes oposades del cub.
(c) Un dels tres eixos quaternaris (també, per descomptat, binaris), un dels quatre eixos ternaris i un dels
sis eixos binaris que existeixen en el cub. (d) Centre d’inversio del cub. (e) Tetraedre i (f) octaedre, com a

figures geomeétriques que recullen les simetries propies del cub.
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Taula 1.2. Classes cristal-lines compatibles amb la simetria de translacié definida per cada un dels set

sistemes cristal-lins. El simbol L identifica a un grup de Laue.
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Com ja hem comentat, en aquest apartat hem introduit les classes cristal-lines (o grups
puntuals cristal-lografics) que, recordem, sén els grups puntuals que sén compatibles
amb les simetries de translacio de les xarxes de Bravais. No obstant aixo, no totes les
classes cristal-lines sén compatibles amb tots i cada un dels sistemes cristal-lins. La
taula 1.2 mostra les 32 classes cristal-lines que sén compatibles amb algun dels set
sistemes cristal‘lins, en notacié Schoenflies i internacional. Algunes classes cristal-lines
posseeixen més d’'una denominacio en alguna de les notacions. En aquests casos, la
denominacié alternativa s’indica entre paréntesis. Per a cada classe cristal-lina, s’indica
la figura geomeétrica representativa, que incorpora el resultat de I'actuacié dels elements
de simetria que defineix el grup puntual corresponent. Les arees ombrejades en les
figures amb el mateix color sén arees equivalents sota I'actuacié dels elements de
simetria del grup. Cada una de les 32 figures geomeétriques de la taula 1.2 posseeix un
enllag web que porta a una pagina del CSIC? en la qual podreu visualitzar I'accié
conjunta de tots els elements de simetria de la classe cristal-lina corresponent. Aixi
mateix, hem indicat amb el simbol L les classes cristal-lines que inclouen un centre
d’inversié com a element de simetria. Aquestes classes cristal-lines, 11 en total, es
coneixen com a grups de Laue i els soOlids que posseeixen una estructura cristal-lina

definida per algun dels grups de Laue es coneixen com a materials centrosimétrics.

1.6. Elements de simetria mixta i grups espacials

Fins ara, hem considerat elements de simetria de translacié i de rotacid, compatibles
amb les xarxes de Bravais, per a concloure que existeixen 32 classes cristal-lines o
grups puntuals cristal-lografics. No obstant aix0, la descripcié no és completa encara, ja
que hi ha elements de simetria que no s6n purament de translacio i de rotacio, sind
mixtos i que involucren translacions que no sén de la xarxa de Bravais, perd que poden
arribar a ser compatibles amb certes condicions. Aquests elements de simetria mixta

son els plans de lliscament i els eixos helicoidals.
1.6.1. Plans de lliscament

Un pla de lliscament consisteix en I'actuacié conjunta d’'un pla de reflexié i una
translacio al llarg d’'una direccio6 paral-lela al pla de reflexi6. La magnitud de la translacio
és, depenent del tipus de pla de lliscament, d’'un factor d’1/2 o d’1/4 del valor del

parametre (o parametres) de xarxa involucrats en la translacié i, en qualsevol cas,

2 Pagina web desenvolupada per Martin Martinez Ripoll, del Departament de Cristal-lografia i Biologia
Estructural del CSIC. Web: https://www.xtal.igfr.csic.es/Cristalografia/
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garanteix la compatibilitat del pla de lliscament amb la simetria de translacié de la xarxa

de Bravais.

Pla de Lliscament a

1
'
g :
e e
Reflexio

Figura 1.23. Exemple d'un pla de lliscament de tipus a. El pla de lliscament es mostra en color gris, dins

N
=<
[

d’una cel'la unitat de parametres de xarxa a, b i c. Els objectes sobre els quals actua aquest element de
simetria es mostren en color blau, mentre que en color blanc es mostren les imatges especulars dels

objectes, amb I'tnica finalitat d’il-lustrar I'actuacié del pla de lliscament.

Existeixen sis tipus de plans de lliscament, que es denoten per les lletres a, b, ¢, n,d i
e en funcio de la direccié de la xarxa en la qual es duu a terme la translacio. La figura
1.23 mostra un exemple d’'un pla de lliscament de tipus a. En la figura, es pot veure que
el pla de reflexio és paral-lel al pla XY i que I'actuacio del pla de lliscament de tipus a
implica un procés de dos passos que consisteix en la reflexié d’'un objecte i la seua
posterior translacié al llarg de I'eix X en un factor que és 1/2 del valor del parametre de
xarxa a, de manera que una posterior actuacio del pla de lliscament és compatible amb

la simetria de translacié de la xarxa.

(@) Pla de Lliscament b (b) Pla de Lliscament ¢

Figura 1.24. (a)-(d) Exemples de l'actuacié de plans de lliscament de tipus b, ¢, n i d, respectivament. Els

elements de la il-lustracié mantenen la mateixa nomenclatura que en la figura 1.23.
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Els plans de lliscament de tipus b (figura 1.24a) o c (figura 1.24b) consisteixen en la
reflexié de I'objecte en un pla amb orientaci6é YZ (en els dos casos) i la seua translacio
al llarg de I'eix Y o Z en un valor 1/2 del parametre de xarxa b o c, respectivament. En
els plans de lliscament de tipus n (figura 1.24c), el procés de reflexioé és el mateix que
en els casos anteriors, pero la translacié en un factor 1/2 es produeix simultaniament al
llarg dels eixos b i c. El pla de lliscament de tipus d (figura 1.24d) és similar al tipus n.
No obstant aix0, la translacié en aquest cas és d’un factor 1/4 al llarg de la diagonal, de
manera que aquest element de simetria connecta un objecte amb tres més dins d’'una

mateixa cel-la unitat.

Pla de Lliscament e

z+1/2, y+1/2
y+1/2, z+1/2

&
Q\L g
X

Figura 1.25. Exemple de I'actuacio de plans de lliscament de tipus e. Els elements de la il-lustracié mantenen

la mateixa nomenclatura que en la figura 1.23.

El pla lliscament de tipus e és, tal vegada, el més complicat de visualitzar de tots els
plans de lliscament, ja que es tracta d’'un element de simetria que equival a I'actuacié,
d’'un pla de lliscament que és, al mateix temps, de tipus b i ¢ (figura 1.25). Com el pla de
lliscament de tipus d, aquest element de simetria connecta un objecte amb altres tres

més de la cel-la unitat.
1.6.2. Eixos helicoidals

Un eix helicoidal és un element de simetria resultant de I'actuaci6 conjunta d’'una rotacié
d’ordre n i d'una translacié en la direccié de I'eix helicoidal de magnitud d seguint el
sentit definit per la regla de la ma dreta. La magnitud de la translacié d ha de ser una
fraccid m/n (sent m un nombre enter tal que m<n) del parametre reticular involucrat en

la translacio, per a garantir la compatibilitat d’aquest element de simetria amb la simetria
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de translacié de la xarxa. Un eix helicoidal es representa, en notacio internacional, com

a Nm.

Els eixos helicoidals possibles son 21, 31, 32, 44, 42, 43, 641, 62, 63, 64 i 65, encara que
habitualment s’enumeren, per una banda, els eixos helicoidals 2+, 31, 41, 42, 61, 621 63, i
per altra banda els eixos helicoidals 32, 43, 64 i 65, ja que els segons sén enantiomorfs
(formes quirals) d’algun dels eixos helicoidals del primer grup (taula 1.3). La figura 1.26

mostra alguns exemples d’eixos helicoidals.

Parelles d’eixos 31 44 62 61

enantiomorfs
32 43 64 65

Taula 1.3. Eixos helicoidals enantiomorfs.

° ) Simetria
e de Translacio

¢ ﬂ & E—

V7
d

s
<
(9]
e ————————— — ——————————

o

2c/3

()
€ mmm——————)

ke

3

Figura 1.26. Exemple de I'actuacio d’eixos helicoidals 31 i 32, que impliquen una rotacié d’ordre 3 en el sentit
contrari a les agulles del rellotge i, en cada pas, una translacié al llarg de I'eix ¢ de magnitud 1/3 i 2/3,
respectivament. Quan tenim en compte la simetria de translacid, I'eix helicoidal 32 resulta equivalent a la
imatge quiral de I'eix helicoidal 31, per la qual cosa tots dos eixos helicoidals sén enantiomorfs entre ells.
Noteu el simbol grafic d’una figura geométrica (en aquest cas, un triangle) amb arestes sortints que s'utilitza
comunament per a representar un eix helicoidal i el canvi que es produeix en aquest simbol quan es refereix

a eixos helicoidals actuant en el sentit de les agulles del rellotge.

La figura 1.27 mostra I'estructura cristal-lina del seleni que, juntament amb el tel-luri, és

un dels pocs materials quirals, amb un eix helicoidal ternari al llarg de 'eix ¢. Es mostren,
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aixi mateix, les dues estructures enantiomorfes d’aquests elements, que cristal-litzen en
el sistema trigonal.

Grup Espacial Grup Espacial
P3,21 P3,21

Figura 1.27. Estructura cristal-lina de les dues estructures enantiomorfes del seleni. Fixeu-vos en el sentit

de gir dels eixos helicoidals d’ordre 3 que s’estenen al llarg de l'eix c.

1.6.3. Grups espacials

En incorporar els elements de simetria de plans de lliscament i eixos helicoidals a les 32
classes de simetria (que ja tenen en compte les simetries de translacié i puntual) resulta
que el nombre total de configuracions cristal-lines possibles i independents ascendeix a
230, que es denominen grups espacials. Per als materials bidimensionals, el nombre

de grups espacials possibles és de 17.

1.7. Estructures cristal-lines significatives

1A VIIA
H He
uex | A A IVA VA VIA VIIA |BccHeR
Li Be N (0] F Ne
BCC | HCP ECC| SC | SC | ECcC
Na | Mg S Cl | Ar
BCC | HCP B IVB VB ViB VIIB VIIB——— B IIB | Fcc ORT | ECC
K Ca Sc Ti A% Cr [ Mn| Fe | Co | Ni | Cu | Zn | Ga Br | Kr
BCC | FCC | HCP | HCP | BCC | BCC | BCC | BCC | HCP | FCC | FCC | HCP | ORT ORT BEEE
Rb Sr Y Zr | Nb | Mo | Te | Ru | Rh Il Xe
BCC | FCC | HCP | HCP | BCC | BCC | HCP | HCP | FCC ORT | ECC
Cs Ba Lu Hf | Ta w Re | Os It At | Rn
BCC | BCC | HCP | HCP | *““™"| BCC | HCP | HCP | FCC ECC
Fr | Ra Lr Rf | Db | Sg | Bh | Hs | Mt Fl | Mc | Lv Ts | Og
BCC

Ho Er | Tm | Yb
FIC TSR FCC
Es Fm | Md | No
FCC | TET | ORT FCC

Figura 1.28. Sistemes cristal-lins en els quals cristal-litzen els elements de la taula periodica.
HEX=Hexagonal. HCP=Hexagonal compacte. TET=Tetragonal, TRIG=Trigonal, ORT=Ortorombic, DIA=
Diamant, SC=Cubica simple, DHC=Doble Hexagonal compacte.
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La figura 1.28 mostra els elements de la taula periddica. S’hi indiquen a quin sistema
cristal-li pertany la fase solida ordenada que s’ha trobat o s’ha predit per a cada un. Com
es pot veure, la majoria dels elements cristal-litzen en el sistema cubic i hexagonal,
encara que hem de dir que la diversitat d’estructures cristal-lines augmenta quan es
considera no sols els elements de la taula periodica en la seua forma cristal-lina sin6d
també la resta de solids cristal-lins. A continuacio, descrivim algunes de les estructures

cristal-lines més comunes.
1.7.1. Estructura hexagonal compacta (HCP)

La figura 1.29a mostra la configuracié atomica de I'estructura hexagonal compacta
(HCP) en la qual cristal-litza un nombre important de metalls de transicié (com el Ti, Cd,
Zn, i Co) o els alcalinoterris Be i Mg (taula 1.3). L’estructura HCP pertany a la classe
cristal-lina Den, de manera que és centrosimétrica (taula 1.2). La xarxa HCP no és de
Bravais, pero es pot descriure com una cel-la primitiva hexagonal amb un motiu format
per dos atoms: un atom en la posicié (0,0,0) i un segon atom en la posici6 (1/3,2/3,1/2).
D’aquesta manera, la cel-la convencional hexagonal (figura 1.29a) posseeix 6 atoms i
cada atom té 12 primers veins.

(a) (c) (d)

Estructura HCP Formes d'Apilament Estructura HCP doble

Figura 1.29. (a) Illustracio d’estructures cristal-lines de tipus hexagonal compacte (HCP). (b) Estructura
HCP ideal en un model d’esferes rigides. Noteu que les esferes (com les quatre esferes ressaltades en
color marré) formen un tetraedre regular d’altura c/2 i amb arestes de longitud a. (c) ll-lustracié de les dues
formes d’apilament d’'una tercera capa triangular sobre dues capes també triangulars. Les dues opcions
d’apilament s’indiquen per simbols x de diferent color i que corresponen a dues configuracions hexagonals
planes girades entre si 60 graus. D’aquesta manera, es poden generar sequéncies de tipus HCP, FCC o

I'estructura doble HCP que es mostra en (d).
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En principi, els parametres de xarxa a i ¢ son independents entre si, perd en el cas que
a i ¢ siguen tals que donen lloc a l'estructura més compacta possible es diu que
I'estructura HCP és ideal. Aquesta situacioé correspon al cas en el qual, en un model

d’esferes rigides, aquestes estiguen el més a prop possible entre elles sense deformar
I'estructura (figura 1.29b). En aquest cas, en qué es compleix que a? = % +a?2, es pot
demostrar que en 'estructura HCP ideal tenim que:

‘o |2 1.633

a |3~ 7
A més, es pot demostrar que I'estructura HCP ideal presenta un factor d’empaquetament

I
frcp = zg—‘si) = % ~ 0.74. Noteu també que fycp = frcc (apartat 1.3.1). En la taula
2

1.3 es donen els parametres de xarxa per alguns materials amb aquesta estructura, i

s’indica el valor de la ratio c/a que presenten.

Cristall a(A) c(A) cla Cristall a(A) c(A) cla
Be 2.287 3.583 1.567 Lu 3.525 5.471 1.552
Mg 3.209 5.211 1.624 Hf 3.196 5.051 1.580
Sc 3.319 5.178 1.560 Re 2.781 4.497 1.617
Ti 2.951 4.686 1.588 Os 2.734 4.317 1.579
Co 2.507 4.070 1.623 TI 3.457 5.525 1.598
Zn 2.665 4.947 1.856 Gd 3.636 5.783 1.590
Y 3.647 5.731 1.571 Tb 3.640 5.664 1.556
Zr 3.232 5.147 1.593 Dy 3.627 5.616 1.548
Tc 2.761 4.421 1.601 Ho 3.609 5.578 1.546
Ru 2.733 4.314 1.578 Er 3.587 5.546 1.546
Cd 2.979 5.619 1.886 Tm 3.563 5.513 1.547

Taula 1.3. Parametres de xarxa d’alguns materials amb estructura HCP.

L’estructura HCP consisteix en capes triangulars (bidimensionals) que s’apilen al llarg
de I'eix ¢ de manera que la segona capa descansa sobre els buits que deixen els atoms
de la primera capa i la tercera capa se situa com esta disposada la primera, seguint una
sequéncia ABAB... al llarg de l'eix ¢ (figura 1.29a i 1.29b). Hi ha altres formes
d’apilament de les capes triangulars que donarien lloc a estructures diferents de la HCP.
Aixo és degut al fet que, una vegada s’han apilat dues capes triangulars (figura 1.29b)
hi ha dues possibles configuracions per a la tercera capa triangular. Aixi doncs, una
sequéncia ABCABCA... correspondria a l'estructura cubica FCC (on l'eix ¢ seria la

diagonal del cub) o una seqiiéncia ABACABAC... correspondria a I'estructura hexagonal
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compacta doble (DHC), en la qual cristal-litzen molts elements lantanids i actinids (taula
1.2).

1.7.2. Estructura diamant

Per la seua importancia tecnoldgica, mereix una mencié especial el cas del silici, el
germani i el carboni (en la seua forma al-lotropica de diamant), que cristal-litzen en un
cas particular d’'estructura cubica que es coneix, precisament, com a estructura

diamant (figura 1.30). L’estructura diamant es pot descriure com dues xarxes FCC
entrellagades que estan desplacades 'una de I'altra diagonalment en G a,%a,ia), sent

a el parametre de la cel-la cubica convencional. Aquesta estructura pertany a la classe
cristal-lina On, de manera que és una estructura centrosimétrica (taula 1.2). La cel-la

convencional posseeix un total de 8 atoms, aixi que la densitat d’atoms en I'estructura
sera Ny, = %. En el cas del Si (a=5.431 A), nam=5x1022 atoms/cm?® i en el del Ge

(a=5.658 A) nam=4.4x1022 atoms/cm?3. Cada atom esta coordinat amb quatre més en una

configuracio tetraédrica sp? (figura 1.30). La distancia atdmica de primers veins és de

\/Tga, la qual cosa implica que la fraccié6 dempaquetament de I'estructura diamant (fpa)

siga de:

Estructura Diamant Estructura Zinc-Blenda

4 enllagos sp3

N\

Figura 1.30. ll-lustracié d’estructures cristal-lines de tipus diamant, zincblenda i wurtzita, que tenen en comu

la configuraci6 tetraédrica sp® dels seus enllagos atomics.
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que indica que aquesta estructura és prou menys compacta que les BCC, FCC o HCP,

per exemple.
1.7.3. Estructura zincblenda

L’estructura zincblenda és la forma cristal-lina del ZnS i comuna dins dels compostos
semiconductors IlI-V (GaAs, GaSb, InAs i InSb), que s6n d’interés en optoelectronica.
L’estructura zincblenda podria descriure’s com una estructura diamant amb dos tipus
d’atoms (figura 1.30): cada tipus d’atoms forma una xarxa FCC que s’entrellacen com
ocorre en I'estructura diamant i cada atom esta enllagat tetraédricament a quatre atoms
de l'altre tipus. No obstant aix0, el caracter diatomic d’aquesta estructura fa que tinga
propietats totalment diferents. La classe cristal-lina de I'estructura zincblenda és Ty
(taula 1.2). Per tant, al contrari que I'estructura diamant, manca de centre d’'inversié. De
fet, 'estructura es veu totalment diferent si es mira al llarg d’'una de les diagonals del cub

i es mira des del sentit contrari. Aquest fet indica que I'estructura és polar.

Com a informacio, les posicions dels dos tipus d’atoms que componen l'estructura

zincblenda son:

Atom 1: (0,0,0), (1/2,1/2,0), (0, 1/2,1/2), (1/2,0,1/2), (1/2,1,1/2), (1/2,1/2,1), (1, 1/2,1/2).
Atom 2: (1/4,1/4,1/4), (3/4,3/4,1/4), (3/4,1/4,3/4), (1/4,3/4,3/4).

1.7.4. Estructura wurtzita

Uns pocs semiconductors IlI-V (com AIN, GaN i InN) i ll-VI (com ZnO, ZnS i ZnSe), perd
amb importants propietats en optoelectronica com a diodes emissors de llum (LED) i
diodes laser, cristal-litzen amb estructura wurtzita (figura 1.30). Aquesta estructura es
pot considerar com dues estructures HCP entrellagades, amb cada tipus d’atom definint
cada una de les xarxes HCP. En un empaquetament ideal, les dues xarxes HCP estan
separades, al llarg de I'eix ¢, una distancia 3¢/8. La xarxa wurtzita no és de Bravais, pero
es pot considerar com una estructura hexagonal amb un motiu format per quatre atoms,
dos de cada tipus. L’estructura wurtzita pertany a la classe cristal-lina Ce, (nO
centrosimétrica) que origina que aquesta estructura posseisca propietats polars al llarg

de l'eix c.
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1.7.5. Estructura NaCl

La figura 1.31 mostra 'estructura NaCl (clorur sodic), que correspon a una xarxa FCC
de a=5.69 A, amb un motiu format per dos atoms, un de Na i un altre de Cl, situats en
les posicions (0,0,0) i (1/2,1,2,1/2), respectivament. Cada atom es coordina
octaédricament (6 primers veins) amb atoms de I'altre tipus. La cel-la unitat cubica, com
la mostreu en la figura 1.31, posseeix quatre unitats Na-Cl. Les posicions dels atoms

son:
Cl: (0,0,0), (1/2,1/2,0), (1/2,0,1/2), (0, 1/2,1/2).
Na: (1/2,1,2,1/2), (0,0, 1/2), (0, 1/2,0), (1/2,0,0).

L’estructura NaCl pertany a la classe cristal-lina Oy i, per tant, es tracta d’'una estructura
centrosimétrica (taula 1.2). Aquesta estructura és habitual en els compostos amb enllag
ionic, com ara LiH, NaCl, KCI, PbS, AgBr, MgO o KBr.

Estructura NacCl

Figura 1.31. Estructura cristal-lina de NaCl, en la qual ions de Na* (de 0.95 A de radi) i CI (de 1.81 A de
radi) formen dues xarxes FCC entrellagades. A la dreta, es remarca la geometria octaédrica dels enllagos
Na-Cl.

1.7.6. Estructura CsCl

La figura 1.32 mostra I'estructura del clorur de cesi (CsCl), que consisteix en dues xarxes
cubiques simples intercalades (cada xarxa formada per una mena d’atom) i desplagades
entre si en (1/2,1/2,1/2). L’estructura també es pot visualitzar com una xarxa cubica
simple amb un motiu format per un atom de Cs i un altre de Cl en la posicio (1/2,1/2,1/2),
de manera que cada atom de Cs esta coordinat amb vuit atoms Cl, i viceversa.

L’estructura CsCl pertany a la classe cristal-lina On, que és centrosimétrica.
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L’estructura de CsCl es dona en alguns cristalls amb enllagos idnics, com ara el CsCl,
Csl, CsBr, TICI, o TIBr. No obstant aixd, aquesta estructura es troba amb molt menor
freqiéncia que I'estructura NaCl entre els cristalls idnics. La rad és la diferéncia de
grandaries entre els cations i anions. En la majoria dels compostos idnics, el cati6 és
molt més petit que I'anié. Es el que ocorre, per exemple, en el NaCl (els radis idnics sén
na=0.95 A i rc=1.81 A), perd no en el CsCl (rcs=1.69 A). En un model d’esferes rigides,
considerem I'estructura de tipus CsCl i imaginem que reduim el radi del cati6. A mesura
que el catio es fa més menut, els anions tendeixen a ajuntar-se per a reduir I'energia de
repulsioé coulombiana, fins que I'energia ja no es pot minimitzar més atés que els anions
es toquen. Aquest punt ocorre quan el radi de I'anié i del cati6 és tal que reatis/fanis=\3-1.
Per contra, en I'estructura NaCl, hi ha un marge més gran per a minimitzar la repulsié
coulombiana atés que en aquesta estructura es poden donar valors, fins i tot, de
Featio/Tanis=V2-1, per la qual cosa aquesta estructura, en termes generals, és més

favorable entre compostos idnics en qué el catié és notablement menor que I'anié.

Estructura CsCI

Figura 1.32. Estructura cristal-lina de CsCl, formada per ions de CI (de 1.81 A de radi) i Cs* (de 1.69 A de
radi). A la dreta, es remarca el fet que els dos tipus d’atoms conformen, cada un, una xarxa cubica simple

intercalada.

1.7.7. Estructura dels materials laminars

Els materials laminars formen una familia de compostos amb propietats que van des
dels metalls fins als aillants topologics, passant pels aillants trivials, semiconductors i
superconductors. El denominador comu que tenen és I'anisotropia de la seua estructura
cristal-lina. En aquests materials, els atoms formen capes, planes en la majoria dels
casos, amb un enllag fort de tipus covalent. Les capes s’apilen per a formar el cristall,

pero I'enllag entre elles és feble de tipus van der Waals. L'acusada anisotropia cristal-lina
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d’aquests materials és, precisament, la condicié que ha afavorit I'obtencié dels primers

materials bidimensionals pel métode d’exfoliacio (figura 1.33).

Estructura Grafit

Apilament Bernal

A
I o e S B B
” ol i o0&y © 1.425 A
bl 4
c C [l
% A
>, g
- Exfoliacié de Grafit
a
a=2.468 A
c=6.708 A

Figura 1.33. Estructura cristal-lina del grafit, en la seua configuracié d’apilament més usual ABAB coneguda
com a Bernal. El panell inferior de la dreta il-lustra I'obtencié de grafé pel métode d’exfoliacié micromecanica,

del grafit.

Probablement, el material laminar més conegut és el grafit, una de les formes
al-lotropiques del carboni estables en condicié ambiental. La figura 1.33 mostra la seua
estructura cristal-lina, que consisteix en capes on els atoms es distribueixen
hexagonalment formant enllagos forts entre ells de tipus o sp?. Les capes s’apilen al llarg
de I'eix ¢ de manera que cada capa hexagonal esta lliscada respecte a la capa anterior
i posterior. La seqliencia d’apilament més comu del grafit és ABABAB... que es coneix
com a apilament Bernal (figura 1.33). Amb aquest apilament, el grafit s’engloba dins de
la classe cristal-lina Den, de manera que es tracta d’'un material centrosimétric. Els
parametres de xarxa del grafit sén a=2.468 A i c=6.708 A, amb una distancia de primers
veins C-C de 1.425 A.

La figura 1.34 mostra altres exemples de materials laminars amb interés tecnologic i
fonamental, com el semiconductor WSey, que pertany al sistema hexagonal amb classe
cristal-lina Den (centrosimétric), el semiconductor InSe, que pertany al sistema trigonal
amb classe cristal-lina Cay i I'aillant topologic Bi>Ses, que pertany al sistema trigonal amb

classe cristal-lina D3 (centrosimétric).
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WSe, InSe

Figura 1.34. Estructura cristal-lina dels materials laminars WSez, InSe i Bi2Ses.

1.7.8. Estructura de perovskita

Les perovskites (figura 1.35) son una amplia familia de compostos que tenen una
estructura cristal-lina relacionada amb el mineral CaTiOg3 (de férmula general ABX3). Les
perovskites cristal-litzen en el sistema cubic amb classe cristal-lina Oy, (centrosimétric).
Els cations A i B posseeixen una carrega total +6, per a compensar la carrega dels
anions X (normalment atoms d’oxigen). Els cations A solen ser metalls de major
grandaria (Ca, La, Pb, Sr o fins i tot Sn) que els cations B (Co, Cr, Fe, Ni, Tu 0 Zr) i de
menor valéncia. Els vértexs de la cel-la cubica (figura 1.35) estan ocupats pels cations
B. Aquests cations estan coordinats octaédricament per 6 anions X que estan localitzats
en la meitat de les arestes de la cel-la cubica. El catié A ocupa el centre del cub i esta

coordinat per 12 anions.

Estructura Perovskita

Figura 1.35. Estructura cristal-lina de la perovskita de formula general ABXs.
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Les perovskites son, probablement, els Oxids més estudiats i els més abundants en
I'escorga terrestre. Entre les aplicacions que aquesta familia de compostos presenta es
troben les cél-lules solars, bateries i en aquests compostos s’han observat fendmens

exotics com la superconductivitat d’alta temperatura o la magnetoresisténcia gegant.

1.8. Sobre la importancia de les simetries en les estructures

El fet que un cristall posseisca unes simetries determinades es reflecteix no sols en les
seues propietats sind també en les seues funcionalitats. Per exemple, ja hem esmentat
en l'apartat 1.7.3. que les estructures zincblenda i diamant posseeixen una configuracio
atomica similar. No obstant aix0, el fet que I'estructura zincblenda manque de centre
d’'inversio fa que siga una estructura polar i, per tant, piezoeléctrica. Encara més, els
materials quirals o que exhibeixen dicroisme circular, necessariament, manquen de

centre d’inversio.

De totes les operacions de simetria, el centre d’inversio és, en certa manera, especial.
El centre d’inversi6 commuta amb tots els eixos de rotacio i és capag de conformar un
grup puntual comptant només amb I'operador identitat. L’'operador d’inversié (I) és un

operador unitari; per tant, podem escriure que:
W) = e |¥)

Amés,comquel? =1Q® I = E,onE és laidentitat, els valors propis de I'operador I sén
+1, és a dir, les funcions propies d’aquest operador son necessariament parells
(autovalor +1) o imparells (autovalor —1). En un material centrosimétric, el hamiltonia
commuta amb I'operador d’inversié. Per tant, les funcions propies del hamiltonia també
ho sén de l'operador d’inversié. En consequiéncia, totes les solucions de I'equacié de
Schrédinger en un material centrosimeétric tenen una paritat definida respecte al centre
d’inversi6, cosa que, com veurem, té especial rellevancia en les caracteristiques dels
modes normals de vibracié i en les propietats dels estats electroniques dels cristalls

centrosimétrics.

No sols I'existéncia de simetries siné també la seua ruptura sén claus per a comprendre
molts fendomens interessants en matéria condensada i que sén tema d’investigacio
actual. Per exemple, el fenomen de la superconductivitat convencional (ben compresa
en el marc del model BCS) requereix I'existéncia tant de la inversié temporal com de la
inversio espacial. No obstant aixo, el descobriment el 2004 de la superconductivitat en
el material CePt3Si, que no és centrosimétric, ha obert noves vies d’investigacio

tedriques i experimentals.
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Finalment, cal comentar que, encara que un material tridimensional siga centrosimétric,
en la superficie es trenca la simetria de translacié del cristall i els requisits imposats per
la simetria d'inversio deixen de ser valids. En aquests casos, nous estats electronics
poden apareixer a la superficie, amb propietats electroniques i conductores diferents (i

fins i tot exodtiques) respecte als de l'interior del material.

1.9. Defectes en cristalls

Totes les estructures que hem descrit fins ara soén cristalls ideals sense defectes, en els
quals els atoms ocupen una posicié determinada en la cel-la unitat, definint un motiu,
que es repeteix periodicament al llarg de tota la xarxa. No obstant aixo, els defectes sén
inevitables i existeixen en equilibri entre la xarxa i el seu entorn. En general, podem
distingir dos tipus de defectes: defectes puntuals i defectes estesos. Els primers
consisteixen en defectes localitzats en un punt determinat de la xarxa mentre que els
segons s’estenen en una certa regié de la mostra. A continuacié, descrivim alguns dels

defectes que es poden donar en una xarxa cristal-lina.

FCC BCC HCP

Figura 1.36. Buits tetraédrics i octaédrics en estructures FCC, BCC i HCP, identificats per punts blaus.

1.9.1. Defectes puntuals: intersticials

Una impuresa o defectes intersticial apareix quan un atom alié a la xarxa ocupa una
posicié buida en la xarxa ideal. Normalment, I'atom d’'impuresa ocupa una posicio en la
qual es puga coordinar amb I'entorn atomic, minimitzant els efectes de la distorsio de la
xarxa que produeix i adoptant generalment un comportament donor d’electrons, com

veurem en el capitol 7. Atoms petits com el carboni solen ocupar posicions intersticials.
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Els atoms d'oxigen, en la xarxa de silici, generalment ocupen posicions intersticials.
Afavorit per la seua naturalesa, les impureses intersticials es poden difondre per la
xarxa, i per aixo les propietats dels materials amb impureses poden evolucionar amb el
temps. La figura 1.36 mostra posicions tetraédriques i octaedriques en les xarxes FCC,
BCC i HCP que son susceptibles de ser ocupades per impureses. Per cada cel-la FCC
hi ha 8 buits tetraédrics i 4 octaédrics. Per cada cel-la cubica BCC hi ha 12 buits
tetraédrics i 6 octaédrics. Per cada cel-la hexagonal de la xarxa HCP hi ha 12 buits

tetraédrics i 6 octaédrics.

Els materials laminars (apartat 1.7.7), per la seua anisotropia cristal-lina, poden
presentar defectes intersticials intercapes, és a dir, entre les capes atomiques (figura
1.37) amb un entorn tetraédric o octaédric, a més dels defectes intersticials intracapes
(és a dir, dins de les mateixes capes atdmiques) similars als que es mostren en la figura
1.36.

Figura 1.37. ll-lustracié de dos defectes intersticials intercapes en el semiconductor laminar InSe; un amb

configuracio octaédrica i I'altre amb configuraci6 tetraédrica.

1.9.2. Defectes puntuals: vacants

Una vacant és l'abséncia d'un atom d’'una posicié que normalment hauria d’estar
ocupat, per la simetria de la xarxa (figura 1.38). Les vacants existeixen en qualsevol
material a temperatura superior a 0 K i augmenta la seua concentraci6 amb la
temperatura. Les vacants, en molts materials, es denominen també centres de color, ja

que soén responsables del seu color.
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Figura 1.38. Exemples de vacants d’anions | cations en una xarxa de NaCl.

1.9.3. Defectes puntuals: substitucio i antillocs

Els defectes de substitucio s’originen quan un atom alié substitueix un atom de la xarxa,
ocupant la seua posicio (figura 1.39). Un cas particular de substitucié son els defectes
antilloc (figura 1.39). Aquest tipus de substitucions poden donar-se en xarxes
poliatdmiques i es produeixen quan un atom de la xarxa de tipus A ocupa la posicio que

hauria d’'ocupar un atom B, també de la xarxa.

antillocs Defecte substitutional

Figura 1.39. Exemple de diferents tipus de defectes substitucionals i antillocs en una estructura NaCl.

1.9.4. Defectes extensos: dislocacions

Les dislocacions sén deformacions plastiques de la xarxa atdomica induida per estrés
generat, en molts casos, durant el creixement cristal-li. Les dislocacions s’estenen com

a linies al llarg del cristall (figura 1.40).

Figura 1.40. Exemples dislocacions. L'eix de la dislocacié es presenta, en aquest cas, perpendicular al
paper.
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2. L'espaireciproc

En aquesta lligd, aprofundirem en I'estudi de les propietats estructurals dels cristalls
abordant el concepte d’espai reciproc d’'una xarxa de Bravais. Introduirem els conceptes
de xarxa reciproca i de zona de Brillouin, aixi com la connexio de la xarxa reciproca amb
la xarxa directa. A continuacié, connectarem els vectors de la xarxa reciproca amb
families de plans atomics introduint, per a aquests ultims, el concepte d’'indexs de Miller.
Com a aplicacié directa de I'espai reciproc estudiarem el fenomen de la difraccié de
raigs X en cristalls, incidint en el seu paper com a técnica d’us comu per a la
determinacié d’estructures atomiques. En primer lloc, relacionarem la intensitat del
senyal de difraccio de raigs X amb la transformada de Fourier de la densitat de carrega.
Posteriorment, descriurem les condicions que s’han de complir per a obtenir pics de
difraccié de raigs X i obtenir parametres estructurals del cristall: enunciarem la condicié
d’interferéncia de Laue, descriurem el métode de I'esfera d’Ewald i la interpretacié de
Bragg de la condicié de Laue. Seguint en I'analisi del senyal de difraccio, en el seglent
punt de la lligd estudiarem la intensitat dels pics de difracci6 de raigs X en un
monocristall, definint el factor d'estructura. S’estudiara el factor d’estructura en
estructures cristal-lines comunes, analitzant la preséncia de possibles extincions. A
continuacio, es descriura el funcionament d’'un difractometre i de les fonts de raigs X
més utilitzades. Finalitzarem el capitol descrivint, breument, altres técniques de

difraccio, com la difraccio d’electrons i neutrons.

Es pretén que 'estudiant es familiaritze amb el calcul dels vectors de la xarxa reciproca
i les primeres zones de Brillouin de les xarxes més comunes. Aixi mateix, que aprenga
a analitzar un difractograma i a utilitzar I'esfera d’Ewald, a calcular els indexs de Miller i
a extraure parametres estructurals d'un cristall. Prestarem especial atencié a I'analisi de

les possibles extincions sistematiques que es puguen donar per a un cristall determinat.

2.1. Xarxa reciproca

En un material cristal‘li, els motius atomics definits en les cel-les unitat segueixen la
periodicitat de la xarxa. En consequiéncia, caldria esperar que les propietats de les
magnituds relacionades amb les posicions atdmiques, d’alguna manera, reflectiren

aquesta periodicitat. Aquest és el cas de la carrega atdmica localitzada. En un cristall i
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en una primera aproximacio, podem classificar els electrons de la xarxa (figura 2.1a) en
electrons deslocalitzats, amb una funcié d’ones que pot estendre’s per un cert nombre
atoms, i electrons localitzats que, encara en formar-se el cristall, conserven un marcat
caracter atomic. Pel que acabem de dir, cal esperar que la densitat de carrega local en
un punt 7 del cristall (p(#)), deguda als electrons localitzats, reflectisca la mateixa

periodicitat que la xarxa cristal-lina (figura 2.1b).

(a) (b)

Figura 2.1. (a) ll-lustracié d’un conjunt d’atoms que formen part d’un cristall, en el qual existeixen electrons
deslocalitzats i electrons localitzats a nivell atomic. (b) Il-lustracié de la periodicitat de la densitat de carrega

localitzada en un cristall amb estructura NaCl.

Fendmens tan rellevants com la difraccié estan intimament lligats a la carrega atdmica,
per tant, és important conéixer les conseqiiéncies que té el fet que la carrega localitzada

seguisca la periodicitat de la xarxa cristal-lina. Considerem una xarxa de Bravais
tridimensional, on qualsevol vector R que connecta dos punts de la xarxa es pot
expressar en funcié d’'una eleccié de vectors base primitius a; (i=1,2,3) com R= n,d; +
n,d, + nzds;. Recordem (equacioé 1.1) que els coeficients n; sén nombres enters. Per a

aquesta xarxa de Bravais, la condicio de periodicitat es pot expressar com a:

p(® = p(7 + R) (2.1)

Qualsevol funcioé periodica es pot desenvolupar en série de Fourier, de manera que:
p(P) = 3 pgei€™ (2.2)

On la suma d’'ones planes ei¢” amb els seus corresponents coeficients de Fourier pe

s’estén a tots els valors possibles del vector d’ones G. Aplicant la condicio de periodicitat

de la carrega (equaci6 2.1):

p(#) = Z péeiE-F _ p(F + ﬁ) _ Zpéei(?-(r“ﬂ?)
G

G

Resultant que:
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Z p&eid? (eia.ﬁ _ 1) -0

G
Perque el sumatori anterior siga identicament nul per a qualsevol valor de 7, cal que siga

nul cada terme del sumatori i, en conseqliéncia, que per a tots els valors possibles de G

es complisca que:

x|

e6R=1=G BR=2mr (2.3)

amb m € Z. El vector G és un vector de I'espai de moments K3, en qué cada dimensié
té unitats de m™' en el sistema internacional. Si considerem els vectors base b; (i=1,2,3)
—encara per determinar— de I'espai de moments i expressem el vector G com G =

hEl + sz + l53, on (h, k, 1) sén els components de G en aquesta base, podem reescriure

I'equacio 2.3 com a:
5 . ﬁ B (hgl + kl;z + 153) ' (nll&l + nz(_iz + n3a3) = 2mm. (24)

Certament, poden existir moltes opcions de vectors b; que podem escollir per a resoldre

I'equacio 2.4, pero el fet que els coeficients n; siguen nombres enters imposara certes

restriccions tant als valors (h, k, ) com als vectors b; que facen que se satisfaga I'equacio

2.4. D’entrada, ja podem afirmar que la terna (h, k, [) ha de ser un conjunt infinit i discret

de valors, ja que la terna (n1,n2,n3) ho és, i que, per tant, els vectors G possibles que
satisfan I'equacié 2.4 (i que garanteixen la periodicitat de la carrega localitzada)
defineixen una xarxa de punts discrets (punts de I'espai de moments). Per a aclarir si

aquesta xarxa és el que podriem anomenar una xarxa de Bravais en 'espai de moments,

hem de demostrar que existeix almenys una base de vectors primitius b;.

Si se satisfan simultaniament les tres equacions seglents,

(hl_))l + kl;z + 153) . nlC_il = 2m1T[
(hBl + kl_))z + lBg) ' nzaz = 2m2T[
(hl_;l + kl_;z + ll_))g) . n3a3 = 2m37T

amb m,, m, i m3; nombres enters, és evident que es compleix I'equacié 2.4 simplement

prenent m = m; + m, + m3. Perqué es complisquen aquestes tres equacions per a tots

els valors enters n;, una opcié és que els vectors b; siguen tals que

Amb aquesta eleccio dels vectors b;, les tres equacions anteriors resulten:
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h ng =my
k n, =m,
l ng =ms

que impliquen que h, k i1 son nombres enters. Aquest resultat demostra que la xarxa de

punts generada per tots els vectors G = hBl + kEz + 153 possibles que garanteixen la

periodicitat de la carrega localitzada és una xarxa de Bravais de punts de I'espai de

moments (espai reciproc), que es denomina xarxa reciproca, sent els vectors b; una
base de vectors primitius d'aquesta xarxa. Per contraposicio, la xarxa de Bravais de

I'espai real que dona lloc a aquesta xarxa reciproca es denomina xarxa directa o real.

Com hem vist, els vectors base primitius de la xarxa directa d; i reciproca b; estan

-

relacionats per I'equaci6 2.5. Com que cada un dels vectors b; és perpendicular a dj i dy

- -

(quan i #j # k # i, podem expressar els vectors b; com b; = C(&jx&k), on C és una

- -

constant que es pot calcular per la condicié d; - b; = a; - C(ajxak) = 2m. Aleshores:

Fiszik

a;-(a;xax)

L’equacio 2.6 representa, de manera compacta, 'expressio de cada un dels tres vectors

b; en funcio dels vectors d;, on els indexs i, j, k prenen consecutivament els seus valors

1,2,3 seguint un ordre definit per permutacions circulars.

Veurem la utilitat de I'espai reciproc que acabem de descriure quan abordem, en aquest
tema, la técnica de caracteritzacio estructural de la difraccio de raigs X. No obstant aixo,
les seues aplicacions no es restringeixen només al camp de la difraccié. L’espai reciproc
és I'espai de moments. Per tant, qualsevol moviment dels elements d'un cristall (siguen
els ions de la xarxa cristal-lina o els electrons) es veura reflectit en la xarxa de I'espai
reciproc. Encara més, el fet que I'espai reciproc siga una xarxa de Bravais, amb punts
discrets, fara que les caracteristiques i simetries de I'espai reciproc influisquen en les

propietats vibracionals dels atoms i en les propietats electroniques dels cristalls.

2.1.1. Propietats de la xarxa reciproca

De la mateixa manera que hem dit que Bi (equaci6 2.5) és perpendicular a d; i dy per a
obtenir 'equacio 2.6, podem dir que I'equacié 2.5 indica que el vector d; és perpendicular
a Bj i Bk (i #j # k # i) i reescriure I'equacié 2.6 intercanviant el paper dels vectors q; i

B}. Aquest fet posa de manifest que la xarxa de Bravais definida pels vectors R= n.a; +

n,a, +nza; es pot considerar, formalment, com la xarxa reciproca de la xarxa de
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Bravais definida pels vectors G = hEl + kBZ + 153. Es a dir, que la xarxa reciproca de

la xarxa reciproca és la xarxa directa.

Els vectors base primitius d; defineixen la cel-la unitat primitiva de la xarxa directa que
té un volum V que es pot calcularcom a V = d; - (d,xd3) [ també coma V = a, - (dzxd,)
oV = d, - (d,xd,)]. Analogament, els vectors base primitius b; defineixen la cel-la unitat
primitiva de la xarxa reciproca que té un volum V* que es pot calcular com a V* = 51 .
(52x53). Ara demostrarem que tots dos volums estan relacionats. Utilitzant la relacio 2.4
i l'expressi6 d'algebra vectorial Ax(BxC) = B(A-C)— C(A- B):

3

s s o 21 a5 5 o
V*=by- (bsz3) = <7) (dpxds) - [(dzxd,)x(dixdy)] =

3
(277[) (dyxds) - [d{(d3xd,) - dy} — dp{(d3xdy) - di}] =

277'- 3 - - - - - - 817'-3
(7) (dpxd3) - di{(dzxdy) - dp} = 7

Per extensiod, es pot demostrar que, en un material bidimensional, la superficie de la

cel-la unitat primitiva de la xarxa reciproca (S*) i la de la xarxa directa (S) compleixen

4m? . : 2
que S* = % i que en una cadena lineal L* = T”

2.1.2. Exemples de xarxes reciproques
-Cadena lineal:

La figura 2.2 mostra una cadena lineal amb una cel-la unitat primitiva de parametre de
xarxa a i vector base primitiu @, = at, en que els atoms ocupen les posicions R =nat
(n=0, %1, £2...). En aquest exemple, la condicié que defineix els vectors de la xarxa

reciproca d; - b; = 2nd;; (equacié 2.5) indica que la xarxa reciproca és també una

-

" _— T 2
cadena lineal, amb un unic vector base primitiu b; = fz.

- Xarxa rectangular:

La figura 2.2 mostra, a més, una xarxa rectangular amb una cel-la unitat primitiva de
parametres de xarxa a i b, amb vectors base primitius @, = af i d, = bj, i en que els
atoms ocupen les posicions R = nal + mbj (n,m=0, +1, +2...). Utilitzarem I'equacio 2.6
per a calcular la base de vectors primitius de la xarxa reciproca. Com que es tracta d’'un

sistema bidimensional i la xarxa directa és definida pels vectors base primitius d, i d,,
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prendrem el vector d; = k simplement com a vector auxiliar en els calculs. Aplicant

I’equacio 2.6, obtenim:

Xarxa Directa Xarxa Reciproca
Cadena Y Y Y B - - -
Lineal " =

a 21T

A4 T
Xarxa
-

|
Rectangular R
b

Figura 2.2. Xarxa directa i xarxa reciproca d’'una cadena lineal i una xarxa rectangular. Els parametres de

xarxa, tant de la xarxa directa com de la reciproca, soén indicats en la figura.

. d,xds bjxk 2m

b1 o= ZHﬁ = T[ﬁ =—1
dq - (dzxd3) at- (b]xk) a

" dsxdq kxat 2m

b, =2n5—F5—=<=2n—5——>"=—]J

dy - (d3xdy) nbf- (I_éxa?) " b

La figura 2.2 mostra la xarxa reciproca que es genera amb els vectors b; que, com
podem veure, es tracta d'una xarxa també rectangular que visualment apareix girada

90° respecte a la xarxa directa.

Fixeu-vos que els resultats obtinguts aci per a la xarxa rectangular suggereixen el
problema es podria haver resolt igualment si, d’inici, haguérem considerat la xarxa
directa rectangular com dues cadenes lineals perpendiculars entre si i independents.
Aquesta manera de procedir és correcta i es pot generalitzar a altres xarxes sempre qué
els eixos de la xarxa de Bravais que pretenguem conéixer siguen ortogonals entre si.
Per exemple, podem extrapolar el resultat obtingut per a la cadena lineal a les xarxes
de Bravais cubica simple, tetragonal simple i ortorombica simple. Ara bé, encara
que no podrem procedir d'aquesta manera per a obtenir la xarxa reciproca de la xarxa
triangular (bidimensional), si que podrem abordar el calcul de la xarxa reciproca d’una
estructura hexagonal (tridimensional), d’'una manera senzilla, com si es tractara d’una
xarxa triangular i una cadena lineal que s’estén al llarg d’un eix perpendicular a la xarxa

triangular.
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- Xarxa triangular i hexagonal:

La figura 2.3a mostra una xarxa triangular definida pels vectors base primitius d; =

1 V3s. o 1. V3o A > .
asi—a—jia;=aji+a—j. Si usem altra vegada el vector auxiliar a; = k, aplicant

I’equacio 2.6, resulta:

(a) Xarxa Directa
[ v
l
w W A 4 w W
@ ©._ ¢ V v
az
w v @ L
a;
v v W v v w
L v Vv v
YT L v
X
a=1
(c) Xarxa Directa
v
l
L v
o/
a;
. w
a4
L
W \ 4
YL v
X a=+3l

(b) Xarxa Reciproca

4m b,
V3a b_‘<

(d)

Xarxa Reciproca

4T
V3 /[
“ b

Figura 2.3. (a)-(b) Xarxa directa triangular i la corresponent xarxa reciproca, respectivament. (c) Estructura

de bresca en qué s’han indicat les dues subxarxes de Bravais triangulars que conté, amb diferents colors, i

una base de vectors primitius d'una de les subxarxes. (d) Xarxa reciproca de la xarxa de bresca, que és

triangular. Els parametres de xarxa, tant de la xarxa directa com de la reciproca, sén indicats en totes les

figures, aixi com la relacié entre el parametre de xarxa i la distancia entre primers veins (l).

S dyxds

= 2T = ——— =27
dy - (dpxds)

a3xa1

Bz =2m 2

1. /3.
asj+a>1l 4n <\/§% lﬁ)
= —— =
‘/_§a2 V3a\ 2 2/
2
1., 3
27ty

d, - (dzxdy) B

~
pRiEs
S S
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La figura 2.3b mostra que la xarxa reciproca de la xarxa directa triangular és una altra

xarxa triangular girada 30° respecte a aquella.

Xarxa Directa Xarxa Reciproca

Figura 2.4. Xarxa directa i xarxa reciproca d’'una hexagonal. Els parametres de xarxa, tant de la xarxa directa

com de la reciproca, son indicats en la figura.

Un cas particularment interessant de xarxa triangular, pel seu interés tecnologic i
fonamental, és la xarxa de bresca, comuna en els materials bidimensionals com el grafe.
Com ja hem mencionat en la seccid 1.3, la xarxa de bresca (figura 2.3c) no és de Bravais
i cal considerar-la com una xarxa triangular amb un motiu format per dos atoms (indicats
per colors diferents en la figura 2.3c) o, per als nostres proposits en aquest apartat, com
dues subxarxes triangulars intercalades que posseeixen, ambdues, un parametre de
xarxa un factor v/3 major que la distancia entre primers veins () i que estan girades 30°
respecte a la xarxa triangular de la figura 2.3a. Hem triat una de les subxarxes (figura
2.3c) per a calcular la seua xarxa reciproca. Per aquesta subxarxa, hem escollit una

opcié de vectors a; diferent de I'escollida per a la xarxa de la figura 2.3a, simplement per

<|

a il-lustrar que I'eleccié de base no altera el resultat. En concret, hem triat a; = a;?—
15 . > _ \/§—) 1 TH y e . i _47'[ 15 \/§—> W
ayj i a;=a—t+asj. Utilitzant I'equacio 2.6, obtenim b; = E(El —71) i b,

% (1* + ﬁj). La figura 2.3d mostra la xarxa reciproca corresponent, que de nou és una

pry

2 2
xarxa també triangular girada 30°. Si haguérem utilitzat I'altra subxarxa triangular que
compon l'estructura de bresca (figura 2.3c) per a calcular la xarxa reciproca, hauriem

obtingut exactament la mateixa xarxa, amb ['Unica excepcié que els vectors que hem

anomenat b,i b, apareixerien intercanviats.

En la figura 2.4. mostrem la xarxa reciproca de la xarxa de Bravais tridimensional

hexagonal. Fixeu-vos que l'eix ¢ és ortogonal al pla dels hexagons i que, per tant, el
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cristall es pot tractar, per a I'estudi de la seua xarxa reciproca, com una cadena lineal al

llarg de I'eix ¢ i, independentment, un pla triangular.

- Xarxes cubiques BCCi FCC:

La figura 2.5a mostra una xarxa cubica BCC amb una cel*la unitat primitiva de parametre

de xarxa a i vectors base primitius a; = (i + - k), @; = 3 (—i+J + k)

i@z = (i —J+ k). Aplicant I'equacit 2.6, resulta:

2
> .. a 2
" a,xds 7(1+D 2
b = - - - = =— +
! 7-[‘11 - (dyxds3) " a_3 a @+D
2
5 a? (7+ ]‘(’)
- azxaq 7 2T, -
b, =2n5——5——=<=2 =—+k
2 7Taz - (dzxd,) " a_3 a (] )
2
i xa © (+F)
- a;xa, Rl 2T, -
by =2n5—5—5<=2 =—\(l+k
: 7Ta3 - (dyxdy) " a® a (E+4)
2

(a) (b)

Xarxa Directa (BCC) Xarxa Reciproca (FCC)

Parametre xarxa: a Parametre xarxa: 47/a

Xarxa Reciproca (BCC) Xarxa Directa (FCC)

Parametre xarxa: 47/a Parametre xarxa: a

-

Figura 2.5. Xarxa directa i xarxa reciproca de les estructures cubiques BCC i FCC, on cada una de les

xarxes és la xarxa reciproca de l'altra.

Si ens hi fixem (figura 1.8), aquesta base de vectors primitius b7 €s una base que defineix
una xarxa reciproca FCC amb parametre de xarxa 47” (figura 2.5b). Com que la xarxa

reciproca d’'una xarxa reciproca és la xarxa directa, aquest resultat també indica que

una xarxa directa cibica FCC de parametre de xarxa a dona lloc a una xarxa reciproca

cubica BCC de parametre de xarxa %ﬂ (figures 2.5ai 2.5b).
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Xarxa reciproca
Quadrada

Xarxa reciproca
Triangular

Figura 2.6. Xarxes reciproques quadrada i triangular. Es mostren els plans de Bragg que donen lloc a les

quatre primeres zones de Brillouin, que s6n ombrejades en diferents colors.

2.1.3. Zona de Brillouin

La zona de Brillouin és un element important en la fisica de I'estat solid, ja que juga un
paper fonamental per a la comprensié de les propietats optiques, electroniques i
vibracionals dels solids. Es coneix com a primera zona de Brillouin la regié de I'espai
reciproc més proxima a un punt donat de la xarxa reciproca. Es a dir, és I'equivalent, en
I'espai reciproc, de la cel-la unitat primitiva de Wigner-Seitz que hem definit en 'espai
directe (apartat 1.2.2.). Seguint el mateix procediment que el descrit en I'apartat 1.1.2
per a la cel-la de Wigner-Seitz, usarem plans bisectors entre dos punts de la xarxa
reciproca per a construir la zona de Brillouin. Aquests plans bisectors, que es coneixen
com a plans de Bragg, es creuen i parcel-len I'espai reciproc definint zones de Brillouin
diferents que es numeren en funcié del nombre de plans de Bragg que cal travessar per
a arribar-hi des del punt de la xarxa fixat com a origen. Per exemple, la segona zona de
Brillouin és el conjunt de punts de I'espai reciproc comprés entre la primera zona de
Brillouin i el segiient encreuament amb els plans de Bragg. Successivament, la zona n
de Brillouin és la regi6é de I'espai reciproc compresa entre la zona n-1 de Brillouin i el
seglient encreuament amb els plans de Bragg. Procedint d'aquesta manera, s’obté una
particioé de I'espai reciproc en el qual totes les zones de Brillouin, malgrat tenir formes
diverses, posseeixen el mateix volum. La figura 2.6 mostra les zones de Brillouin que
els encreuaments dels plans de Bragg generen en una xarxa quadrada i en una

triangular. En la figura s’han identificat fins a les quatre primeres zones de Birillouin.3

3 En la web “Wolfram Demostrations project” podeu trobar un applet per a visualitzar les diferents zones de
Brillouin en xarxes bidimensionals: https://demonstrations.wolfram.com/2DBrillouinZones/
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Zona Brillouin
Xarxa Quadrada

Zona Brillouin
Xarxa Triangular

2m 2w
K \V3a'3a
2

8 M (F0)

‘ (-7
\/ga' 3a

Figura 2.7. Primera zona de Brillouin d’'una xarxa quadrada i d’'una xarxa triangular. En la figura,

s'identifiquen tant I'origen de la zona de Brillouin (punt de simetria ') i com els punts de simetria situats

sobre els plans de Bragg i les seues coordenades.

(a)

Zona de Brillouin
FCC

Kk,

(c)
Zona de Brillouin
Cubica simple

(b)
Zona de Brillouin
BCC

Zona de Brillouin
Hexagonal

Figura 2.8. Zones de Brillouin de les xarxes (a) cubica FCC, (b) cubica BCC, (c) cubica simple i (d)

hexagonal. En les figures s’indiquen els punts d’'alta simetria.

La figura 2.8a mostra la zona de Brillouin d’'una xarxa (directa) FCC. Fixeu-vos que, com

que la xarxa reciproca d’'una xarxa directa FCC és una xarxa BCC, la zona de Brillouin

d’'una xarxa FCC té la mateixa forma d’'un octaedre truncat que té la cel-la de Wigner-

Seitz d’'una xarxa BCC (figura 1.4c). Procedint de manera analoga, la zona de Brillouin
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d’una xarxa BCC es mostra en la figura 2.8b. Per completesa, mostrem en la figura 2.8d

la zona de Brillouin d’'una xarxa hexagonal.

Centrem-nos en la primera zona de Brillouin, com les que es mostren en la figura 2.7 i
2.8 per a alguns cristalls bidimensionals i tridimensionals, respectivament. En la zona de
Brillouin se solen denotar les direccions i punts d’alta simetria per lletres, de manera que
els punts de simetria situats sobre els plans de Bragg s’indiquen en lletres romanes
majuscules, mentre que els punts de simetria situats a l'interior de les zones de Brillouin
s’etiqueten per lletres gregues majuscules. Per conveni, al centre de la zona de Brillouin
se’l denomina punt I'. Més enlla d’'aquestes consideracions generals, la nomenclatura
usada per a identificar els diferents punts de simetria depén del tipus concret de zona
de Brillouin, com es pot veure també en les zones de Brillouin de les xarxes

tridimensionals identificades en la figura 2.8 i descrites en la taula 2.1.

FCC BCC Cubica simple Hexagonal
r = (0,0,0) I = (0,0,0) r = (0,0,0) r = (0,0,0)
¥ = %’T(O,LO) N = 2(1,1,0) R= 3(1,1,1) A= g(o,o,n
L= 2(1,1,1) P= 2(1,1,1) X= 5(0.0.1) K= :—2(1,0,0)
T 2 T 4
w=-(120 H= 7” 010 | M=-(110) | H= (% 0, %)
U=%(1,4,1) M=g(1,\/—1§,0)
3
K =>-(1,10) LS (gég

Taula 2.1. Coordenades (kx,ky, kz) dels punts d'alta simetria de les zones de Brillouin

mostrades en la figura 2.8. Les coordenades donades en la taula corresponen a les dels punts

seleccionats en la figura 2.8, per a cada zona de Brillouin de la figura.

Considerem la zona de Brillouin de la xarxa triangular (figura 2c), que té forma
hexagonal. Noteu que aquesta zona de Brillouin posseeix dos punts, el K'i el K’, que
semblen equivalents, perd que en realitat no ho sén. En la resta de cel-les mostrades
en les figures 2.7 i 2.8, no es dona aquesta situacio. Els punts Ki K’ no sén formalment
equivalents perqué no és possible connectar tots dos punts de la zona de Brillouin per
un vector G de la xarxa reciproca. Aquest fet té especial rellevancia per als processos
de dispersi6 electronica en, per exemple, el grafe, ja que prohibeixen la retrodispersio

per vectors de la xarxa reciproca entre els punts Ki K’ (fixeu-vos que dos vertexs oposats
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de la zona de Brillouin hexagonal no sén equivalents). Entre tots dos punts, per tant,

nomeés és permesa la dispersié d’electrons per impureses de curt abast.

2.2. Direccions i plans cristal-lins: indexs de Miller

Per la mateixa naturalesa ordenada de les xarxes de Bravais, és important identificar les
direccions cristal-lines, ja que les propietats dels cristalls poden dependre de la
direccio del cristall que considerem. Per altra banda, veurem en aquest apartat que, per
la simetria de translacio, és possible descriure el cristall com a families de plans
cristal-lins equivalents i equiespaiats. Aquesta descripcié sera de gran utilitat per a
comprendre el fenomen de la difracci6 de raigs X en una estructura cristal-lina i la seua

interpretacio.

No obstant aix0, la definicié de les direccions i els plans cristal-lins no es pot dur a terme
de manera independent de I'espai reciproc. De fet, hem vist en 'apartat anterior que els
vectors base primitius de la xarxa reciproca queden totalment definits quan es fa una
eleccio de la base de vectors primitius de la xarxa directa i, per exemple, si efectuem
una rotacié d’una xarxa directa (i la seua base) respecte a un eix, la xarxa reciproca (i

la seua base) també ho fa.

A continuacio, introduirem la notacié que s’usa habitualment per a definir direccions en
un cristall i en el seglent apartat aprofundirem en la relacié que hi ha entre el que

anomenarem plans cristal-lins i la xarxa reciproca.
2.2.1. Direccions cristal-lines

Per a identificar direccions cristal-lines en una xarxa directa s’usa el vector director de
menor grandaria amb components u, v i w enters i expressat en una base unitat primitiva
de l'espai directe (ud, + vd, + wds). Una direccié particular s’expressa en la forma
[uvw], entre claudators i sense comes. D’altra banda, el conjunt de direccions
cristal-lines equivalents es denota com a (uvw). Si algun dels coeficients fora negatiu el

signe s’especificaria amb una barra sobre el coeficient (o coeficients) negatiu (per

exemple, [112]).

La figura 2.9 mostra algunes de les direccions equivalents <110> en una xarxa cubica.
A més d'aquestes, la direccid equivalent <110> engloba les direccions [110], [101],
[011], [110], [110], [101], [101], [011] i [011]. Fixeu-vos que, com a norma general, el
conjunt de direccions equivalents (uvw) és format per les direccions [uvw] definides per

les permutacions entre els indexs u,v, i w. En particular, en 'exemple de la figura 2.9, la
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direccio equivalent <110> és constituida per totes les permutacions dels indexs 1,1,0;

els indexs -1,-1,0; i els indexs -1,1,0.

[101] S —— [011]

= -

a,

&>

[110]

Figura 2.9. ll-lustracio de les direccions [101], [110] i [011] en una xarxa cubica.

2.2.2. Plans cristal-lins

Una possible descripcié geomeétrica de la xarxa de Bravais com un conjunt de plans és,

de fet, recollida en la mateixa construccio de la xarxa reciproca. Si ens hi fixem, 'equacio

2.3, e!@R = 1 podem veure que descriu una ona plana que es propaga en la direccio del

21

vector G amb longitud d’ona T

Desenvolupem aquesta descripci6. Considerem el conjunt de punts de la xarxa directa
que satisfan I'equacié 2.3 per a un cert vector de la xarxa reciproca G i un valor donat

del parametre m. Per a dos d’aquests punts, Ri ﬁo, es compleix que:

G = dma 2.7)
G-Ry=2mn

Que ens permet escriure:
G- (R-R,)=0 (2.8)

Geometricament, el conjunt de punts de la xarxa directa R que satisfan I'equacio 2.8
determinen un pla cristal-li de I'espai directe que passa pel punt ﬁo i que té el vector G

com a vector normal al pla (figura 2.10). Aquest pla és caracteritzat pel vector Giel

parametre m. Considerem tots els punts de la xarxa directa que pertanyen a aquest pla.

Si els desplacem tots un vector qualsevol de la xarxa directa A, trobem que el

compliment de les equacions 2.7 i 2.8 implica també que:
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G- (R+4)=2mn+2sm=2(m+s)m=2m'n

S e (2.9)
G- (RO +A) =2mm + 2st = 2(m + s)mr = 2m'n

= =

([R+4]-[R,+A])=G-(R-R,)=0 (2.10)

QL

/é
S

b 4

Figura 2.10. ll-lustracié d'un pla cristal-li definit per un vector de la xarxa reciproca G que és normal al pla

cristal-li.

On s és nombre enter (recordeu que A és un vector de la xarxa directa). Si repetim
aquest procés per a tots els vectors A. Trobem que el pla que hem considerat en
I'equacio 2.8 dona lloc al que anomenarem familia de plans cristal-lins, on cada pla
passa per un punt de la xarxa ﬁo + A. Per tant, una familia de plans cristal-lins és un
conjunt infinit de plans cristal-lins paral-lels i equiespaiats una distancia d;,; * (figura
2.112), que, tots junts, passen per tots els punts de la xarxa directa (figura 2.11b). Fixeu-
vos que: (i) tots els plans d’'una mateixa familia de plans cristal-lins posseeixen la
mateixa densitat de punts de la xarxa, (ii) que el vector G de la xarxa reciproca és normal
a tots els plans que componen aquesta familia i (iii) cada pla d’'una familia correspon a
un valor donat del parametre m (equacions 2.7 i 2.9). Per descomptat, un altre vector G
de I'espai reciproc, que no siga paral-lel a G, definiria una altra familia de plans cristal-lins

que contindria altra vegada tots els punts de la xarxa directa.

4 Els subindexs h,k,| fan referéncia als indexs de Miller, que definirem en el seguent apartat.
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Figura 2.11. (a) ll-lustracié d’una familia de plans en una xarxa de Bravais definida pels vectors Tl. Els

5
plans sén equiespaiats una distancia dp;, amb el vector G normal a tots els plans. Els plans tallen els
a

eixos definits pels vectors @y, @; i @3 en uns punts (no necessariament de la xarxa) que anomenarem P

; IC

W respectivament. (b) Seccié en el pla XY de la familia de plans mostrada en (a), il-lustrant que tots els

punts de la xarxa directa s’engloben dins d’un Unic pla de la familia.

Com ja hem mencionat abans, I'equaci6 2.3, ¢!k = 1, es pot visualitzar com una ona

2

plana amb longitud d’'ona el

En el context d’'una familia de plans cristal-lins, el concepte

“longitud d’'ona” equival a la distancia interplanar, de manera que:

2
dng =”TZT” (2.11)

No obstant aixd, en aquest punt cal aclarir un aspecte relatiu al vector G que s’ha
d’emprar per a calcular correctament la distancia interplanar utilitzant I'equacio 2.11. En
principi, qualsevol vector de la xarxa reciproca de la forma p5 (amb p nombre enter) pot
ser usat per a caracteritzar una familia determinada de plans cristal-lins. Amb aquesta

premissa, les equacions 2.7 es reescriurien:
(2.12)

que ens porta a la mateixa equacié 2.8 i, per tant, a la mateixa familia de plans
cristal-lins. No obstant aix0, és important notar que el parametre m de I'equacio 2.7 i el

parametre m’ de I'equacié 2.12 no sén els mateixos. De fet, m’ = pm i, en conseqiiéncia,
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el pla m-ésim de la familia definida pel vector G correspondria al pla pm-ésim definit pel

vector pﬁ (figura 2.12). En definitiva, en usar el vector p5 en lloc del vector G
s’introduirien nous plans que no serien plans cristal-lins, perqué no contenen punts de
la xarxa de Bravais, pero que implicaria (equacié 2.11) una distancia interplanar ficticia,
reduida en un factor 1/p. Per tant, a I'hora de calcular correctament la distancia
interplanar d;; en una familia de plans cristal-lins mitjangant I'equacié 2.11, cal emprar
el vector de la xarxa reciproca ﬁmin de menor modul que siga paral-lel a G. Procedint

d’aquesta manera, evitem considerar plans que no siguen cristal-lins. Es a dir, que per

a ser més precisos hauriem de reescriure I'equacio 2.11 com a:

2
dhrr = —||5m7:n|| (2.13)

Figura 2.12. il-lustracié de la necessitat d'utilitzar el vector 5 de menor modul per a poder determinar

correctament la distancia interplanar en una familia de plans cristal-lins. En l'exemple de la figura, p = 3

(equacio 2.11).

2.2.3. indexs de Miller

Els fets que hem descrit en 'apartat anterior estableixen les bases del criteri que s’usa
habitualment per a identificar les families de plans cristal-lins en una xarxa de Bravais.
Considerem una familia de plans cristallins caracteritzats, com acabem de descriure,
pel vector G de I'espai reciproc que és normal als plans cristal-lins i, al mateix temps, de
menor grandaria. Si les components d’aquest vector G en la base de vectors de I'espai
reciproc Ei ésG = hEl + sz + 153 (equacio 2.4), direm que la familia de plans cristal-lins
és caracteritzada pels coeficients h, k, [, que es coneixen com a indexs de Miller. Una
familia de plans cristal-lins en particular s’expressa en la forma (hkl), entre paréntesis i
sense comes, mentre que les families de plans cristal-lins equivalents s’expressa en la
forma {hkl}.



60 Juan Fco. Sanchez Royo

Una manera practica de calcular els indexs de Miller d’'una familia de plans cristal-lins
consisteix a determinar els punts de tall d'un dels plans cristal-lins amb els eixos definits
pels vectors dq, a, i a; (figura 2.11a). Si expressem aquests punts com a a/h’, b/k’ i c/I’,
respectivament, els indexs de Miller seran els nombres enters més menuts h, k,l que

mantinguen la proporcid h': k':l' = h: k: 1. Per example, els plans de la figura 2.11a tallen

. 1
elseixosen h':k":l' = =

wiN

;3. Per tant, es tracta de la familia (121).

Una vegada coneguem els indexs de Miller d'una familia de plans donada, podrem
calcular la distancia interplanar dy;; per a les diferents xarxes de Bravais d’'una manera

senzilla (taula 2.2).

1 1
Cubica simple —_—= a,/hz + k2 + ]2

dpri
1 1
Cubica FCC —_—=—
dpa @
; 1 1
Cubica BCC —_—=—
A @
2 2 2
Hexagonal 1 = fh thktk 4 l_
dhkl 3 a2 C2

. 1 h2 + k2 |2

Tetragonal simple = 4 —
dhkl a2 C2

2 2 2

Ortorombica simple L — h_ + k_ + l_
dhkl a2 b2 CZ

Taula 2.2. Distancia interplanar, en funcié dels indexs de Miller, per a algunes xarxes de Bravais.

Igual que vam esmentar en l'apartat 2.2.1 per a les direccions cristal-lines, la notacio
que acabem de descriure per a identificar les families de plans cristal-lins és la usual per
a totes les xarxes de Bravais excepte 'hexagonal. En aquesta xarxa, se sol considerar
un quart index (s = —(h + k)), que en realitat és redundant, de manera que les families
de plans cristal-lins s’identifiquen com a (hksl) o {hksl} si es tracta de families

equivalents.

Voldriem emfatitzar que el vector G = hEl + kEz + ll_53 és sempre un vector de I'espai
reciproc que és perpendicular a la familia de plans cristal-lins (hkl) (figura 2.11). Podriem
estar temptats de pensar que una eventual direcci6 cristal-lina [hkl] (és a dir, un vector

de la xarxa real construit com a hd, + kd, + ld;) també seria perpendicular a la familia
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de plans cristal‘lins (hkl). No obstant aix0, la direccié cristal-lina [hkl] no és, en
general, perpendicular a aquesta familia de plans. Aixo és pel fet que el vector G
s’expressa en la base de vectors EL- de I'espai reciproc, mentre que la direccié [hkl]

s’expressa en la base d; de la xarxa directa. Unicament el vector hl_f1 + k52 + 153 i el
vector hd, + kd, + ld; son paral-lels en una xarxa cubica. Per tant, si dibuixem, per
exemple, la direccié [121] en la xarxa de Bravais mostrada en la figura 2.11, que no és

cubica, podem veure que no és perpendicular a la familia de plans cristal-lins (121).

Els conceptes que hem desenvolupat en les seccions precedents d’aquest tema han

implicat, en tot moment, I'iis de vectors base primitius, tant en I'espai directe (d;) com en

-

I'espai reciproc (b;). En les xarxes de Bravais del sistema cristal-li cubic, és molt freqiient
utilitzar la cel-la convencional cubica, a pesar que aquesta cel-la no és primitiva per a

les xarxes FCC i BCC. La cel-la reciproca d’una cel-la cubica convencional de parametre

- o x 2 e
de xarxa a és una altra cel-la cubica de parametre de xarxa 7” amb vectors base primitius

-

21 > . 2
b1=

7, 1_52 =—7i 53 = ZXk. No obstant aixo, aquests vectors base no son primitius per
a a

N
Bl

ales xarxes FCC i BCC. En consequiencia, no tots els indexs de Miller de la xarxa cubica
simple tindran el seu corresponent vector reciproc en les xarxes FCC i BCC i, quan aixo
ocorrega, no definiran una familia de plans cristal-lins.

(a) (b)

(101) Indexacié Cibica Simple (100) Indexacié Cubica Simple

(c) (d)

(101) Indexacié Cubica Simple (200) Indexacié Cubica Simple
(001) Indexacid BCC Primitiva (111) Indexacié BCC Primitiva

/Jr
(TZ'BC@ FJ’H(,(.‘ li“\ 7' A
; cs O— 7 % v

a;
; 1cs N I~
Upec —~— Sl

Figura 2.13. (a)-(b) Families de plans (101) i (100) en una xarxa clbica simple. (c)-(d) Families de plans
cristal-lins en la xarxa BCC que deriven de les families de plans considerades en (a) i (b), respectivament.

En tots dos casos, s’identifiquen les families de plans tant en la indexacié definida pels vectors primitius de

la cel'la cubica simple (aics) com en la indexacio definida pels vectors primitius de la cel-la BCC (&L-BCC).
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Per a il-lustrar aquest fet considerem, per exemple, les families de plans cristal-lins (101)
i (100) d'una xarxa de cubica simple (figura 2.13a i 2.13b). Utilitzant la indexacié de
plans definida pels vectors primitius de la cel-la cubica simple, es pot veure que la familia
de plans (101) és també una familia de plans cristal-lins en una xarxa BCC (figura
2.13c). No obstant aix0, la familia de plans (100) no és una familia de plans cristal-lins
de la xarxa BCC, ja que no compreén tots els punts de la xarxa BCC (figura 2.13d). Per
a poder representar aquest conjunt de plans com una familia de plans cristal-lins de la
xarxa BCC, mantenint la indexacié de la xarxa cubica simple, la distancia interplanar
hauria de reduir-se a la meitat, donant lloc a la familia de plans cristal-lins (200). En
qualsevol cas, les families de plans cristal-lins que hem considerat en les figures 2.13¢
i 2.13d es poden indexar també en funcio de la base de vectors primitius de la xarxa
BCC, que correspondrien a les families de plans cristal-lins (001) i (1T1),5
respectivament. Noteu que la distancia interplanar d’aquestes families de plans es pot
obtenir (taula 2.2) usant tant la indexacié de la xarxa cubica simple com la de xarxa

primitiva BCC, aix0 si, utilitzant els indexs de Miller corresponents en cada cas.
2.2.4. Direccions i plans cristal-lins en xarxes hexagonals

La notacié que hem descrit en les seccions precedents per a identificar direccions i plans
cristal-lins és la usual per a totes les xarxes de Bravais. No obstant aix0, és comu usar,
alternativament, un tipus de notacid per als cristalls del sistema hexagonal basat en
quatre indexs en lloc de tres. Les raons que justifiquen aquest tracte diferenciador del
sistema hexagonal es basen en la constatacio dels seguents fets. Considerem la cel-la
hexagonal de la figura 2.14a definida pels vectors base primitius d,, d,, i a; indicats en
la figura. Les figures 2.14b i 2.14c representen algunes direccions i plans cristal-lins de
la xarxa de Bravais hexagonal indexats d’acord amb I'eleccié de vectors primitius que
es mostra en la figura 2.14a. Alternativament, a causa de la simetria d’ordre sis de la
cel-la hexagonal, podem agafar una altra eleccio senzilla de vectors base primitius, com
la que es mostra en la figura 2.14d. Procedint com abans, en les figures 2.14e i 2.14f
representem les mateixes direccions i plans cristal-lins que apareixen en les figures
2.14b i 2.14c, pero utilitzant la indexacio definida per aquesta nova I'eleccioé de vectors
primitius. Si ens fixem en les direccions indexades en les figures 2.14b i 2.14e, podem
veure que la direccio equivalent <100> (per exemple) no és formada, exclusivament, per

les diferents permutacions dels indexs 1, 0, i 0, independentment de I'opcié agafada de

5Recordeu que les families de plans es defineixen pel vector G perpendicular a la familia de plans. La xarxa
reciproca de la xarxa BCC de I'exemple de la figura 2.13 és 'FCC, per tant, per a indexar les dues families
de plans que es mostren les figures 2.13c i 2.13d, hem d'utilitzar la xarxa FCC, no la BCC.
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vectors base primitius. Aquest fet origina que una direccié particular, com la [110],
pertanga o no a la direccidé equivalent <100> en funcié de I'eleccié de vectors base
primitius que es facga. Pel que respecta a la indexacié de les families de plans cristal-lins,

es dona una situacié semblant (figures 2.14c i 2.14f).

(a) by B (c)

(d) (f)

Figura 2.14. (a) Cel-la hexagonal amb I'eleccié de vectors base primitiva que es mostra en la figura. (b)
direccions cristal-lines equivalents <100> i algunes direccions <120> de la xarxa de Bravais hexagonal,
indicades en blau i roig respectivament. La indexacié d’aquestes direccions respon a l'eleccié de vectors
base primitiva que es mostra en (a). (c) Cel-la hexagonal en la qual s’han identificat alguns plans de les
families de plans equivalents {100}. En (d), (e) i (f) representem la cel-la hexagonal amb una altra eleccio
que vectors base primitius, que donen lloc a una altra indexacio de les direccions cristal-lines i de les families

de plans equivalents que hem representat en (a), (b), i (c).

Per a evitar les confusions que aquesta situacio puga causar, se sol introduir un quart
vector, ubicat en el pla basal, per a identificar direccions i families de plans cristal-lines
en les xarxes de Bravais hexagonals. Aquest vector és definit pel vector £ = —(d, + d,)
(figura 2.15a). D’aquesta manera, una direccioé que en la notacié usual s’identifica per
coeficients [uvw] (o (uvw) si es tracta d’una direccié equivalent) i que correspon al vector
ud, + vd, + wds, és descrita ara com a [UVTW]; és a dir, pel vector Ud; + Vd, + Tt +

W a5. Aquests coeficients estan relacionats entre si per la relacio:
ual + UC_iZ + WC_iS = UC_I),I + Vd)z + TE"' Wag = Ual + Vaz - T(al + C_iz) + Wag

que implica:
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u=U-T
v = T

I < <

w=W

Per a poder invertir aquestes relacions i expressar U,V, T, i W en funcié de u, v i w, cal

una condici6é addicional. Se sol afegir la relacio U + V + T = 0, de manera que:

U—l(Z

=5 u V)
1

V=§(2v—u)

r="leu+
=3 u+v)
W=w

Per exemple, la direccié [111] expressada en la base d,, d,, i d; es denotaria com a

112 ” .
[555 1] quan s’introdueix un quart vector, que correspon (expressat en la forma usual,

amb els nombres enters més menuts possibles) a la direccio [1153] (figura 2.15a).

(a) (b) (c)

[1123]

[1100]

[1210]

Figura 2.15. (a) Cel-la hexagonal on es mostra el sistema de quatre vectors, tres en el pla basal, que se sol

considerar per a descriure direccions i plans cristal-lins en xarxes hexagonals. (b) Exemples de direccions

cristal-lines equivalents 1100 >i1120 >. (c) Exemples de families de plans cristal-lins en una xarxa de

Bravais hexagonal.

En la figura 2.15b es mostren les direccions que hem representat en les figures 2.14b i
2.14e expressades, ara, usant la notacié que acabem de descriure i que evita els

inconvenients anteriorment mencionats.

Pel que respecta a les families de plans cristal-lins, que en notacié general s’expressen

com a (hkl), es denoten en les xarxes de Bravais hexagonals com a (hksl), on s =
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—(h + k) (figura 2.15¢). Fixeu-vos que el parametre s no participa en la determinacié de
la distancia interplanar d’'una familia de plans cristal-lins (taula 2.2), encara que satisfa
el criteri practic descrit en I'apartat 2.2.3 per a la determinaci6 dels indexs de Miller a

partir dels punts de tall dels plans amb els eixos.

2.3. Difraccio en cristalls

Una de les técniques més potents que hi ha per a estudiar 'estructura cristal-lina dels
solids és la difraccid, bé de raigs X o bé de neutrons. La técnica de difraccié d’electrons
és també molt utilitzada encara que, depenent de I'energia cinética dels electrons
incidents, proporciona informacio estructural exclusivament de la superficie dels solids
(electrons de baixa energia) o també del seu volum (electrons d’alta energia). En tots
els casos, el fenomen de la difraccio exigeix que longitud d’'ona de la radiacié emprada
(o la longitud d’'ona de De Broglie, en el cas dels electrons i neutrons) siga d’uns pocs

A, és a dir, de 'ordre de la distancia interatdmica (figura 2.16).

10
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Figura 2.16. Longitud d’'ona de De Broglie d’electrons, fotons i neutrons, en funcié de la seua energia.

2.3.1. Difraccié de raigs X

La figura 2.17 mostra un esquema d’'una experiéncia de difraccié de raigs X, on suposem
una font puntual E que emet radiacié sobre un cristall. A grans distancies, podem

assumir que la radiaci¢ incident en el punt P del cristall sén ones planes d’amplitud A,

pulsacio w, i vector d'ones k,, que es poden expressar com a:

AP (r"’ t) - Aoeiﬁo-(§+7)—iwot
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Figura 2.17. Il-lustracié del fenomen de difraccié en una mostra cristal-lina. L’emissor emet radiacié que

suposarem que es pot modelitzar per ones planes incidint sobre el cristall amb una direccié definida pel

5
vector S. La llum incident és dispersada pels electrons localitzats en els atoms, donant lloc a 'ona esférica

difractada que arriba al detector D.

D’aquesta manera, I'ona esférica difractada pel punt P i que es detectara en D, A, (7, t),
es pot expressar com a:

ik-(8'-7) ek (S'-7)

Ap(7 t) = Ap(#, ) p(#) m = AoeiTco-(§+F)—iwotp(7-z) ||§, __7‘-’“

Ay 2 aune ; S
= ﬁel(ko-s+k-s’)e—Lwotp(F)el(ko—k)-r

On p(7) és la densitat de centres de difraccié (densitat de carrega electronica, en el
cas de la difraccié de raigs X). En I'Gltima igualtat de I'equacié anterior hem suposat que

el detector D és a grans distancies del punt P.

L’ona difractada total en el punt de deteccio, Ap(t), s’obté integrant per a tot el cristall:

Ay .12 aypan s (T T\a
Ap(t) = f Ap (7, 6)dV = _”§(,’|| gi(ko-S+k:S )e—lwotf p(r)el(ko—k)-rdv —
14 v

Ce—iwot fV p(f.’)ei(%o_ﬁ)'FdV , amb C = I|§?|Iel(k)o§+7€§’) i (214)

Si la p(#) és constant amb el temps, la dependéncia temporal de A,(t) és la mateixa

que la de I'ona incident A, (7, t), que és e~'®of. Aquesta condicié és equivalent a afirmar
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que I'energia es conserva durant el procés de difraccié i que, per tant, ||ko|| = ||k||. En

aquests casos, es diu que la dispersio és elastica.

En aquest tema, ens limitarem als processos de dispersié elastica.® Sota aquestes

condicions, la intensitat de llum difractada en D es pot calcular com a:

o(R) = 4p(®) - 4, © = [C12|f, p@)e~FFav| (2.15)

—

on |C|? és una constant que depén de la configuracié experimental i K=k- ko.

La intensitat difractada, que depén del vector de difraccié K, és proporcional al quadrat
de la transformada de Fourier de la densitat de carrega. Fixeu-vos que la intensitat de
difraccié només proporciona informacié del valor absolut de la transformada de Fourier
de la densitat de carrega, perd no tenim informacié sobre la fase. La pérdua de la

informacié sobre la fase impedeix calcular p(#) mitjangant la transformada de Fourier

inversa de I,,(K). Per a constatar aquest fet, reescriurem I'equacié 2.15 com a:

2
Ip(K) U p(?)e‘”?'FdV| =f p(?)e‘i’?'FdV*f p(#)eE ™ qy’
|4 14 14
Si en la segona integral fem un canvi de variable (7' - 7' + 7):
ID(I?) ocf p(?)e‘”?idV *f p(7' + P)eik(F+7) gy
74 4
- f K7 qy f p@p + PV = f oK # PGV
74 |4 |4

On la funcié d’autocorrelacié de la densitat de carrega, P(#') = fV p(P)p@ +7)dV, es

coneix com la funcié de Patterson. Per tant, veiem que, en realitat, la intensitat
difractada és la transformada de Fourier de la funcié de Patterson. Si ens fixem en la
definicié d’aquesta funcié, podem veure que la major contribucié a la integral ocorre

2

quan r’ coincideix amb un vector que connecta dos atoms del cristall. Aquesta
contribucio és encara major quan els atoms connectats posseeixen una seccio6 eficag de
dispersio de raigs X elevada. Per aquest fet, les distancies interatdmiques en un cristall
donat son variables que es poden determinar usant la técnica de difraccié de raigs X,

encara que no la densitat de carrega p(7).

6 Tractarem la Dispersi6 inelastica de Raigs X en l'apartat 3.7.1.
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2.3.2. Condicio de Laue

Si ara considerem que la funcié p(#) en un cristall és una funcio periodica, podem
combinar l'equacio 2.2, p(¥) =z péeia'F, amb l'equacio 2.15, de manera que la

intensitat de difraccié es pot expressar com a:

I,(K) = |cl?

2
f p(?)e-ik'.FdV’ =|C|zf Zpéeiﬁ-F e—iK7qy
v |4 =
G

2
— 2y72
=1ClV 295551?
:

On hem utilitzat que fV ei(G-K)Fqy = V 8z, sent la funcio6 & la delta de Kronecker.

Difraccid, en I'espai directe

> Iy #0
k\o,%[l’:o
=5 ©

Crista II\

Difraccid, en I'espai reciproc

— — EO
k -k,
k -, — ko °
k_k0> kK —k,#G
k'

Figura 2.18. Il-lustracié del conjunt discret i finit de direccions de I'espai directe definides per vectors d’'ona

N
k en les quals es pot trobar un senyal de difraccié Io no nul. En I'espai reciproc, aquestes direccions sén

determinades per la condicié de Laue, que estableix que la diferéncia entre els vectors d’ona de la radiacié

incident i difractada ha de coincidir amb un vector de la xarxa reciproca G.

Aquest resultat ens permet concloure que la difraccié de raigs X per cristalls dona lloc a

feixos difractats d'intensitat no nul-la (I, (I?) # 0) quan es compleix que:

-

K=k-ko=0 , (2.16)
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és a dir, quan es compleix que la diferéncia entre el vector k del feix difractat i el vector

k, del feix incident coincideix amb un vector de la xarxa reciproca G (figura 2.18). Aquest
requisit es coneix com a condicié de Laue i és, en definitiva, una conseqiiéncia de la

simetria de translacio de la xarxa de Bravais.

(a) (b)

=
o
SN
[Al
X
bt
O
=

\

Figura 2.19. (a) Relacio entre la condicié de Laue i els plans de Bragg. (b) Relacié entre la condicié de Laue

i els plans de Bragg en el cas particular d’'una xarxa reciproca triangular.

Si reordenem els termes de I'equacio 2.16 i elevem al quadrat I'equacio:

- - > - 5 3 - 2 52 > -2
k—koy=G=>ko+G=k= |ko| +|G| +2ko-G =]k

2

G

E i tenim en compte que ||k, || = ||k||, 'equacié anterior

Si i és el vector unitari u; =

implica que:

Gl %, -, . (2.17)

= |

L’equacio 2.17 indica que el vector EO (i en consequéencia, també el vector I?) defineixen
punts de I'espai de vectors d'ona K3 que corresponen al pla bisectriu del vector G de

I'espai reciproc, és a dir, tots els vectors Eo i k consistents amb la condicié de Bragg

apunten a un pla de Bragg (figura 2.19).
2.3.3. Esfera dEwald

La condicioé de Laue (equacio 2.16) permet establir un procediment util per a determinar
les direccions en les quals cal esperar pics de difraccio. Aquest procediment es basa en
la construccié del que es coneix com a esfera d’Ewald, que descriurem a continuacio.
Suposem una xarxa reciproca com la que es mostra en la figura 2.20a. Suposem

conegudes la longitud d’'ona de la radiacié de la font de raigs X (4,), la qual cosa ens
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\ , i Wi . E54 2 . . .7,
dona el modul de vector d'ones de la radiacio incident (||ko| =,1_”)’ i la direccié
()

d’'incidencia dels raigs X sobre la mostra. Amb aquestes variables, calculem el vector

d’ones de la radiacio incident k i 'apliquem en un punt qualsevol de la xarxa reciproca

(recordeu que tots els punts de la xarxa son equivalents) tal com s’observa en la figura
2.20a. A continuacio, tracem una esfera de radi ||k,|| i centrada en el vertex del vector

ko (figura 2.20b). Els punts de I'espai reciproc tallats per la superficie d’aquesta esfera

permeten determinar els vectors k per als quals cal esperar pics de difraccioé no nul-la

(figura 2.20c). En I'exemple de la figura 2.20c, cal esperar senyal de difraccié en les
direccions definides pels dos vectors anomenats E, mentre que, en la direcci6 del vector

k', per exemple, no cal esperar-ne cap (figura 2.20d).

(a) (b) ()

!
D
D)
S
&1

e, T A
\ s
N

1D=0
I, #0

I, #0

Figura 2.20. (a)-(c) Construccié de l'esfera d’Ewald per a una xarxa reciproca donada i una experiéncia de
difracci6 usant raigs X que incideixen sobre la mostra amb un vector d'ones k. Cal esperar senyal de
difraccié per a les direccions determinades pels dos vectors k indicats en la figura, perd no en la direccié

determinada pel vector k'. (d) Representaci6 de la situacid experimental que correspondria al cas descrit

per 'esfera d’Ewald de la figura (c).

La construccio de I'esfera d’Ewald permet dissenyar experiments en que es pot canviar
de manera controlada les direccions en les quals observarem senyal de difraccié com,

per exemple, girant la mostra al voltant d'un eix (figura 2.21).
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Figura 2.21. (a)-(b) II-lustracié d’'una experiéncia de difracci6 en la qual girem la mostra un angle ® al voltant

d’un eix coplanari a la mostra. Noteu que I'espai reciproc (il-lustracions en la part inferior de la figura) també

=
gira un angle ®, mantenint fix un punt de la xarxa (on és aplicat el vector k). Les direccions en les quals

es poden observar pics de difraccié depenen del valor de I'angle ®. Fixeu-vos que tots els punts de la xarxa
reciproca que disten de l'origen de I'espai K3 un valor inferior o igual a 2||k0 || tallaran 'esfera d’Ewald per

a un valor donat de l'angle ©.
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Figura 2.22. Il-lustracié de I'is de I'esfera d’Ewald per a agranar una seccié de I'espai reciproc en una

experiéncia de difraccié en la qual es varia I'energia de la radiacié incident.

Un altre tipus d’experiment consisteix en la realitzacié d’'una experiéncia de difraccié de
raigs X en la qual es manté I'orientacio6 relativa entre I'emissor, la mostra i el detector i

es varia, Unicament, I'energia de la radiacié incident. Suposem (figura 2.22) que la font

de raigs X emet de manera continua en un rang d’energies comprés entre E* = ac||kb||
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iEf = hc||l?{:||, on h és la constant de Planck i c la velocitat de la llum. D’aquesta manera,
s’agranaran tots els punts de la xarxa reciproca compresos entre les esferes d'Ewald de
radis ||ki|| i ||k]| (area ombrejada en la figura 2.22). Aquest tipus d’experiéncies es
coneixen com a métode de Laue i se solen usar per a orientar cristalls, no realment per
a determinar estructures. Atés que es requereix un espectre continu de radiacio, aquests

experiments s’han de realitzar en instal-lacions sincrotro.

En general, com més informacié tinguem sobre I'espai reciproc, amb meés precisio
podrem determinar els parametres de xarxa d’una estructura cristal-lina. En la figura
2.21 hem mostrat que, en girar un cristall un cert angle, I'esfera d’Ewald dona informacio
sobre punts diferents de I'espai reciproc. Per tant, si en una experiéncia de difraccio
poguérem estudiar totes les orientacions possibles d’un cristall, podriem estudiar una
porcié important de I'espai reciproc, en les tres direccions de I'espai, i en conseqliéncia
determinar l'estructura cristal-lina dels solids en totes les seues dimensions. Per
exemple, en el sistema cristalli més general, el sistema triclinic, necessitariem almenys
sis punts de la xarxa reciproca per a calcular tres parametres de xarxa i tres angles. Una
manera d’estudiar estructura tridimensional d’un cristall sense que aixo supose un temps
de mesura desmesurat és estudiar mostres cristal-lines que es passen per un morter
per a convertir-les en pols (figura 2.23). D’aquesta manera, prepararem una mostra,
formada per microcristalls, que presentara, al mateix temps, totes les orientacions
possibles respecte a la radiacié incident. D’aquesta manera, ens assegurem que tots els
punts de l'espai reciproc que disten de I'origen una distancia menor que 2||ko|| tallen
I'esfera d’'Ewald, sense necessitat d’anar girant la mostra. A més, tal com s’ha preparat
la mostra en pols, el senyal de difraccié6 que obtinguem (vegeu la configuracid
experimental de la figura 2.23) posseira naturalment simetria azimutal. Per aix0, si
projectem el senyal de difracci6 en una pantalla obtindrem una série danells
conceéntrics, cada un a un cert angle © respecte a la direccioé d’'incidéncia dels raigs X.
Cada anell posseira una certa intensitat, per la qual cosa un diagrama d’intensitat
respecte a 20 (que es coneix com a difractograma) ens proporcionara informacio que,
en principi, ens permetra determinar tots els parametres de la xarxa cristal-lina. Aquest
tipus d’estudi és util per a determinar canvis subtils que es puguen donar en I'estructura
d’'un material davant determinades condicions ambientals, com per exemple, transicions
de fase que es poden donar en materials sota pressié o temperatura (d’utilitat en
geofisica o astrofisica dels cossos celestes, per exemple) o transicions electroniques

que comporten associada un canvi estructural.
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col-limador en pols

w Pantalla

Figura 2.23. ll-lustracié d’'una experiéncia de difraccié en una mostra en pols, compactada. La mostra és

\m
Qo

composta d’infinitat de microcristalls adoptant qualsevol orientacié possible respecte a la radiaci6 incident.
El senyal de difraccié que s’obtindria, projectat en una pantalla, correspondria a una série d'anells
concentrics d’intensitat variable. D’aquest mesurament podem extraure la variacid de la intensitat de

difraccié en funcié de I'angle polar ® que defineix cada anell.

2.3.4. Condici6 de Bragg

Poc temps després de I'obtencid dels primers espectres de difraccio de raigs X (en
1912), es van proposar dues interpretacions diferents de la técnica de difraccié. A part
de la interpretacié de Laue (apartat 2.3.2.), W. L. Bragg va proposar una interpretacio
del fenomen de la difraccié basada en la reflexié dels raigs X per part d'una familia de
plans cristal-lins. La figura 2.24a resumeix la interpretacié de Bragg. Suposem que una
radiacié de vector d'ones k, = ||k||7i, incideix amb angle d'incidéncia @ sobre una
familia de plans que posseeix una distancia interplanar dy;. Seguint el raonament de
Bragg, els raigs son reflectits en una direccié k = ||k, ||, amb una diferéncia de cami
entre ells que depén directament de la distancia interplanar dp;. Aquests raigs
interferiran constructivament quan la diferéncia de cami entre els raigs reflectits per

plans consecutius (2dy;sin@) siga un multiple natural (n) de la longitud d’ona 2,:
ZdhleiTl@ = Tl/lo i (218)
L’equaci6 2.18 es coneix com a condicié de Bragg.

En el mateix experiment que acabem de descriure, si es donara el cas que, a més, la
condicié de Bragg se satisfera per a una altra familia de plans, que posseira una altra

distancia interplanar dy;,; i que subtendeix un altre angle @’ amb la radiacié incident
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(figura 2.24b), podriem observar pics de difraccid6 emesos en diferents direccions,

corresponents a la difraccié de les dues families de plans considerades.

(b)

%, Ip 0
\ B
(c) -
k
,,,,,, \@ g
® © © ¢ ¢ /e
ko

Figura 2.24. (a) Descripcié de Bragg del fenomen fisic de la difraccié. (b) En la descripcié de Bragg, els
diferents pics de difraccié es produeixen per la refraccié del feix incident per part de families de plans
cristal-lins diferents que satisfan, cada una pel seu costat, la condicié de Bragg. (c) lI-lustracié de la relacio

que hi ha entre el vector I_() = E — I;O i 'angle de difraccid ©.

Encara que les descripcions de Bragg i de Laue son formalment diferents, en realitat,
son visions equivalents. Donada I'orientacio relativa que mantenen els vectors EO ik en
'esquema de la figura 2.24a per a la descripcié de Bragg, podem escriure que (figura
2.24c):

2n

”I?” = ||E_ I_C)o” = 2||l_<)0||sin9 =2 2
(o

sin@®

I, utilitzant les equacions 2.13 i 2.18, arribem a:

K]l = 12— = nl| G
hkl

Com que el vector K, per construccio (figura 2.24), és perpendicular a la familia de plans

cristal-lins considerada en la figura 2.24a i, per tant, és paral-lel al vector G,,;, que

defineix la seua distancia interplanar, podem concloure que:

—

K=k—ky=nGp, =G (2.19)
| que reprodueix la condicio de Laue recollida en I'equacio 2.16.

Una de les configuracions experimentals més habituals que existeixen per a mesurar un
difractograma de mostres en pols, la configuracié de Bragg-Brentano (figura 2.25), pot

ser descrita d’'una manera rapida i intuitiva en el context de la interpretacié de Bragg del
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fenomen de la difraccié. Suposem una mostra en pols compactada, que posseeix
multitud de microcristalls orientats a I'atzar i la col-loquem en posicid de mesurament
formant un angle inicial ® amb el detector i I'emissor (figura 2.25). Considerem una
familia de plans cristal'lins qualsevol. L'Us d’aquest tipus de mostres afavoreix que
sempre puguem trobar microcristalls que tinguen aquesta familia orientada
horitzontalment, tal com es mostra en la figura 2.25. En el context del model de Bragg
per al procés de la difraccio, la realitzacio d’'un difractograma consisteix en la mesura de
la intensitat de difraccido variant I'angle ® tant de I'emissor com del detector
simultaniament, en passos A® (configuracié ®-0, figura 2.25a). Alternativament, molts
aparells realitzen un difractograma mantenint 'emissor fix. En aquest cas, durant
I'adquisicié del difractograma, la mostra es gira en passos A® al mateix temps que es
varia I'angle del detector en passos 2A® (configuracié ®-20 o de Bragg-Brentano, figura
2.25b).

(a) S (b) —
Configuracié ©-20

(o Bragg-Brentano)

Emissor Detector Emissor fix Detector
4O ko k AG 200
v
Mostra fixa \J
AO
Mostra

Figura 2.25. Configuracié ®-0 i ©-20 per a la mesura d’un difractograma en una mostra en pols.

En aquest punt, voldriem incidir i explicar la notaci6é que s’usa per a indexar els pics d’un
difractograma. Per a il-lustrar aquesta discussio, ens servirem de la figura 2.26, que
mostra un difractograma mesurat en un cristall de MoS; utilitzant la configuracié ©-©
(figura 2.25a). La mostra de MoS:- té els plans cristal-lins (001) orientats horitzontalment,
com es mostren en la figura 2.25a, de manera que només esperariem trobar la difraccio
corresponent a la familia de plans cristal-lins (001). No obstant aixo, el difractograma
experimental mostra pics que estan etiquetats amb indexs (hkl) corresponents a vectors
G relacionats amb la familia de plans (001) pero de modul major a G = (0,0,1). Aquests

resultats ens fan preguntar: (i) Per qué no apareix un pic que es puga etiquetar com a



76 Juan Fco. Sanchez Royo

(001) perd si els multiples parells?, i (ii) Per qué apareixen pics de difraccié etiquetats
amb vectors G que defineixen una mateixa familia de plans perd amb diferent modul?
La primera questi6 I'abordarem en l'apartat seglent, on discutirem per qué no

s'observen certs pics de difraccié que satisfan la condici6 de Bragg. Ara voldriem

centrar-nos en la segona questido que ens hem plantejat.

IIII|IIIl|IIII|III1|IIII|IIII|IIII|IIIIIIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII

o2

Intensitat (u.a.)

(006)

(008)
(904) ‘ l (0010)
‘ITTfLmTTfTHThnHH b e

10 20 30 40 50 60 70 80
20 ()

Figura 2.26. Difractograma mesurat per a una mostra monocristal-lina de MoSz.

La condicio de Bragg (equaci6 2.18) estableix que, en fer 'experiment descrit i il-lustrat
en la figura 2.25a, estudiem la difraccié d’'una familia de plans cristal-lins determinada
(amb la seua distancia interplanar dy; caracteristica), usant una font de raigs X de
longitud d’ona A, constant. Amb aquestes premisses, la condicié de Bragg ens permet
predir a quins angles @ esperariem trobar els pics de difracci6 d’'ordre n =1,2,3,...
corresponents a aquesta familia de plans cristal‘lins. Seguint aquesta seqtiéncia, com
més gran siga n major sera I'angle @ al qual podria observar-se el pic de difraccid
corresponent. Com discutirem en l'apartat seglient, és possible que alguns pics de
difracci6 no arriben a observar-se experimentalment, perd, en qualsevol cas, els
diferents pics que s’observen en el difractograma de la figura 2.26 corresponen a pics

de difraccio de diferent ordre de difraccio n.

La rad per la qual s’etiqueten els pics de difraccié al-ludint a diferents vectors de I'espai
reciproc G és la seglient. Considerem la condicié de Bragg (equacio 2.18), que es pot

expressar com a.

d
2K sing = Ao
n

Per tant (equacio 2.13):
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sin@ = ZH%THSin@ =2, (2.20)

2

"||5min||

2

Es a dir, que podem classificar els pics de difraccié d’'ordre n que apareixen en un

difractograma fent Us del vector G paral-lel a G,y,;,, que compleix que G = nGp;y,. Per tant,
el pic (002) de la figura 2.26 correspon al pic de difraccié d’ordre n = 2 de la familia de
plans (001).

2.3.5. Intensitats dels pics de difraccié: extincions

En aquest apartat, voldriem recalcar les implicacions que posseeix el compliment de la
condicié de Laue en el procés de la dispersio elastica en un cristall, incidint en el paper

del motiu.

Eo = HEOHﬁo

k= kol

||}_?)|| cosa=R n,

Figura 2.26. ll-lustracié de la dispersié d’una ona de vector d'ones Eo que és difractada per dos atoms en

la direccié del vector d'ones k. El front d’'ones és indicat per linies discontinues.

Considerem un procés de difraccio en dos atoms de la xarxa cristal-lina que siguen
equivalents, és a dir, que disten un vector R de la xarxa directa (figura 2.26). Siguen
2T —,

Ko = ||EO||1‘i=i—”?z i k = ||ko|[7i" = <=7 els vectors d'ones de la radiacié incident i
(] ()

difractada en els dos atoms, respectivament, on 71 i n’ son vectors unitaris. La diferéncia

de cami entre les ones difractades pels dos atoms és (figura 2.26):
IRllcosa’ ~ ||Rllcosa = R - (i~7i,)

Perqué les ones difractades per tots dos atoms interferisquen constructivament, la

diferéncia de cami ha de ser multiple enter (m) de la longitud d’ona (4, ), de manera que:
R (fi—ii,) =md, = R - 2= (fi—i,) = 2mm = R~ (k — ko) = 2mm  (2.21)

-

Que recupera la condicié de Laue, ja que 'equaci6 2.21 implica que k- Eo =G.
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Aquest resultat indica que la condicié de Laue correspon a una situacié en qué tots els

atoms equivalents d'un cristall (és a dir, tots els atoms del cristall que es poden

connectar per translacions amb vectors R de la xarxa directa) interfereixen
constructivament. En consequéncia: (i) Si determinem el patr6 de difraccié d’'una cel-la
unitat primitiva, coneixem la difracci6 de tot el cristall. (ii) Un cristall que tinga un motiu

format per un atom per cel-la unitat primitiva sempre donara senyal de difraccio (pics

d’intensitat del senyal de difraccid) per a totes les direccions k compatibles amb la
condicié de Laue. (iii) Un cristall que tinga un motiu format per dos o més atoms per
cel-la unitat primitiva pot donar lloc a extincions sistematiques, és a dir a direccions
on caldria esperar pics de difraccio per I'aplicacié de la condicié de Laue, pero que es
cancel-len per interferéncia destructiva de les diferents contribucions a la difraccié per
part dels atoms del motiu. (iv) En el cas d’'un cristall en qué el motiu és format per atoms
d’elements diferents, la cancel-laci6 per interferéncia destructiva que acabem

d’esmentar no ha de ser necessariament total.

Si descrivim la difraccié d'un cristall utilitzant la cel-la unitat primitiva (i la indexacié
corresponent dels plans cristal-lins), totes les extincions que es puguen donar estan
relacionades amb extincions causades per la interferéncia destructiva de les ones
difractades pels diferents atoms del motiu. No obstant aixd, si usem la indexacio
corresponent a una cel-la no primitiva poden aparéixer extincions corresponents a
indexs (hkl) que no defineixen realment una familia de plans cristal-lins. Aquestes
extincions es denominen extincions de la xarxa (vegeu la discussio de I'apartat 2.2.3 i la
figura 2.13). L'exemple més comu d’aquesta situacié es dona en el sistema cristal-li
cubic, on s’'usa normalment la indexacio de la cel-la convencional cubica en lloc de les

cel-les primitives de les diferents xarxes de Bravais d’aquest sistema.

Arribats a aquest punt, podem concloure que la xarxa directa i reciproca determinaran
la posicié dels pics de difraccio, perd que el motiu determinara si algun s’extingeix,
totalment o parcialment. Per a aprofundir en el paper del motiu en la magnitud de la
intensitat de les linies de difraccio, és a dir, en el calcul de les possibles extincions
sistematiques que puguen tenir lloc, prendrem com a punt de partida I'equaci6 2.14, de
manera general, descriu I'ona difractada per un cristall de volum V. A partir d'aquesta

equacio, definim I'amplitud de I'ona difractada A9 de manera que:

Ap(t) = Aje™i@ot = A3 = C [ p()e K TaV (2.22)
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Suposarem que tots els atoms equivalents d’'un cristall interfereixen constructivament.

Es a dir, que ens centrarem en I'estudi dels pics de difraccio, on se satisfa la condicié

de Laue K =G (equaci6 2.16). Per tant:
Ay =C [, p(Pe T ay (2.23)

Considerem un atom del motiu situat en una posicié donada pel vector Jl- (figura 2.27).
Per a aquest atom, tenint en compte que 7 =7+ cfi, 'equacié anterior es pot

particularitzar com a:

Rt

Figura 2.27. Distribucié de carrega localitzada al voltant d’'un atom d’'un motiu.

Ag (le) = Ci fV ,D(F’ + cfi)e_ia'(F'J'&i)dV = e_ig'&iCi fV pi(F')e_ié'F’dV (224)

En I'tltima igualtat de la relacié anterior hem introduit la funcio p; ("), per a emfatitzar el
fet que aquesta funcié representa la densitat de carrega d’un atom vista des del sistema

de coordenades del mateix atom. Si definim el factor de forma atomic com a:

fi=Ci| e Sray
|4
L’amplitud de I'ona difractada per un atom del motiu es pot expressar com a:
9(d;) = freid (2.25)

Podem considerar, doncs, que 'amplitud de I'ona difractada és un factor, dependent de

la posicié de I'atom ofi, que és modulat pel factor de forma atomic f;, que representa la
capacitat de dispersio de la llum incident per part de I'atom. El factor de forma atomic és
caracteristic de I'atom i és aproximadament proporcional al seu nombre atomic. Tant és
aixi que els elements més lleugers, com I'hidrogen, son a penes distingibles pels raigs
X.
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Si estenem el resultat de 'equacié 2.25 a tots els atoms del motiu, I'amplitud de dispersio

dels atoms de la cel‘la resulta:

ZiAOD(ji) =Y, fie 0% = Sy (2.26)

Que es coneix com a factor d’estructura (Sy;;) i descriu la interferéncia que es pot

produir entre les ones difractades per tots els atoms que componen el motiu.

Si expressem el vector d; en la base a; de la xarxa directa com d; = x;a, + y;d, + z;ds

i el vector G en la base reciproca corresponent com a G = hBl + sz + 153, 'equacio 2.26

es pot expressar com a:
Shkl — Zifie—iZn(hxﬁkyini) (2_27)

Aquesta equacio ens permetra analitzar les extincions sistematiques (Sy,; = 0) que es
poden donar en una experiéncia de difraccio, per algunes estructures cristal-lines

basiques com les que descrivim a continuacié.”

- Estructures BCC i CsCl:

Considerem una cel-la convencional cubica amb un motiu format per dos atoms. Un
primer tipus d’atoms, de factor de forma atdmic f;, ocupen les posicions equivalents
071 = (0,0,0) de la cel‘la cubica i un segon tipus d’atoms, de factor de forma atomic f5,
ocupen les posicions 52 =(1/2,1/2,1/2). Si els dos atoms del motiu sén efectivament
diferents (f; # f,) es tractara d’'una estructura tipus CsCl (apartat 1.7.6), pero si els dos
atoms soén idéntics (f; = f,) es tractara d’una xarxa BCC (apartat 1.3.2), com és el cas

del Cr, Fe o Mn. Per totes aquestes xarxes, el factor d’estructura resulta:
Spir = fo + fre tHRTERD
Per tant,

ML=V fA—f si h+k+l=2m+1
On m € Z. L'extincié dels pics de difraccid corresponents a les families de plans
caracteritzats per h+k+1=2m+ 1 és total si es tracta d’'una xarxa BCC, pero és

parcial si és de tipus CsCI.

7 Els difractogrames que es mostren en les figures 2.26-2.29 s’han adaptat dels recursos accessibles en la
web d’Us public: https://materialsproject.org/
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Figura 2.28. Difractograma calculat per a: (a) una estructura de Fe (BCC) i (b) una estructura de CsCl.

La figura 2.28 mostra un difractograma calculat per a una mostra de Fe (estructura BCC)
i una de CsClI. Deixem per al lector que discutisca I'origen de la variacio de la intensitat
relativa dels pics de difraccio observats i la seua posicié angular. Per que, per exemple,
s’observa la difraccié identificada com a (200) a menor angle que la difracci6

corresponent al (211)?

- Estructures FCC i NaCl:

Considerem una cel-la FCC (apartat 1.3.2), com una cel-la convencional cubica amb un
motiu format per quatre atoms del mateix tipus (per tant, amb el mateix factor de forma
atomic, f), que ocupen les posicions: (0,0,0), (1/2,0,1/2), (1/2,1/2,0) i (0,1/2,1/2). Per

aquesta cel‘la, el factor d’estructura resulta:
Shkl — f(l 4 e—in(h+l) + e—irr(h+k) + e—irt(k+l)) — f(l ap e—in(h+k+l)[eink 1 eirtl + einh])
Per tant,

S = { 4f si h,k,lsontots parells o tots senars
0 en qualsevol altre cas
L’estructura NaCl es pot considerar com una xarxa FCC amb un motiu format per un
atom de Na amb factor de forma atomic f; que ocupen les posicions (0,0,0) i un atom
de Cl amb factor de forma atomic f, que ocupa la posicié (1/2,1/2,1/2). Per tant, a
partir de I'expressio del factor d’estructura de la cel-la FCC, podem escriure el de la

cel-la NaCl com a:

Shkl — (1 + e—iﬂ:(h.+k+l) [eiﬂ:k 5B eiﬂ:l + eirrh])(fl + fze—in'(h+k+l))
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Per tant,

A(fi + f,) si hk,lsontots parells
Snet =8 4(fi — f2) si hk,lsontots senars
0 en qualsevol altre cas

La figura 2.29 mostra el difractograma calculat per a una mostra de Cu (estructura FCC)
i una de NaCl. Noteu que els pics de difraccidé que s’esperen trobar corresponen a
families de plans amb indexs de Miller parells o senars. Fixeu-vos que, per exemple, la
difraccioé dels plans (211) que apareix en I'estructura BCC és absent en I'estructura FCC.
Aixi mateix, fixeu-vos en la diferéncia d’intensitats relativa dels pics amb tots els indexs

de Milles senars en les estructures FCC i NaCl.

(a) (b)
P LARATRRRRI AR RARANRARRRRARRRRARRYRRR RS R
(111) (200)
3 e
o 9
k& k< (220)
2 2
£ (200) 2
(311) (331)
220
(220) (@22) (420)
(222)
(400) (111) 31 (400) (331)
e bt bbb e beane vt bbbt b b bt b et ool
40 60 80 100 120 140 20 30 40 50 60 70 80
20 (9) 20 (°)

Figura 2.29. Difractograma calculat per al: (a) Cu (estructura FCC) i (b) al NaCl.

- Estructures diamant i zincblenda:

Encara que les cel-les de les estructures diamant (apartat 1.7.2) i zincblenda (apartat
1.7.3) consisteixen en dues xarxes FCC entrellagades, per a aquest estudi considerarem
que aquestes estructures es poden descriure com una cel-la convencional cubica amb

un motiu de vuit atoms.

Quatre atoms d’un tipus en les posicions:
(0,0,0), (1/2,0,1/2), (1/2,1/2,0) i (0,1/2,1/2)

| quatre atoms d’un altre tipus en les posicions:

(1/4,1/4,1/4), (1/4,3/4,3/4), (3/4,3/4,1/4) i (3/4,1/4,3/4).
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Figura 2.30. Difractograma calculat per al: (a) Si (estructura diamant) i (b) ZnS (estructura zincblenda).

En l'estructura diamant, els vuit atoms sén del mateix tipus mentre que, en l'estructura
zincblenda, els quatre primers atoms posseeixen un factor de forma atomic f; i els quatre

ultims un factor de forma atomic f,.
Per a aquestes cel-les, el factor d’estructura resulta:

Shkl — fl(]- - e—in(h+l) e e—in(h+k) + e—in(k+l))
.TT Tt .TT .TT
+f (e—li(h+k+l) +e—1§(h+3k+3l) +e—17(3h+3k+l) +e—17(3h+k+3l))
— f1(1 % e—in(h+k+l)[ei7rk + ein:l + eirrh])

+ fze—ig(h+k+l)(1 + e—im(k+) 4 o—in(h+k) e—in(h+l))

- (f1 +fze—i§(h+k+l)) (14 e~in(n+ksD[gink 4 gimt 4 ginh])

Per tant:
4(fi+f.) hklsontotsparellsih+k+1=4m
A(fy +ify) hklsontots senarsih+k+1l=4m+1
Sne =4(fi —f2) hk,lsontotsparellsih+k+1=4m+ 2
4(f, —ifs) hkLsontots senarsi h+k+1=4m+3
0 en qualsevol altre cas

Evidentment, el factorSy,,, de I'estructura diamant correspon al cas f; = f,.

Les figures 2.30a i 2.30b mostren els difractogrames calculats per a una mostra de Si
(estructura diamant) i una mostra de ZnS (estructura zincblenda). Noteu les extincions
totals que es produeixen per a I'estructura diamant que es tornen extincions parcials en

I'estructura zincblenda.
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- Estructura hexagonal compacta (HCP):

Considerem una cel-la convencional hexagonal compacta (HCP) amb un motiu format
per dos atoms idéntics amb factor de forma atomic f. Els atoms del motiu ocupen les

posicions (0,0,0) i (1/3,2/3,1/2) —apartat 1.7.1—. Per a aquesta estructura, obtindrem:

Shkt = f (1 + e‘i“(%*%%)) - (1 + e—i%[z(h+zk)+3z])

Siga quin siga el valor de la terna (hkl), el coeficient 2(h + 2k) + 31 sempre sera un

nombre enter. Aquest fet implica que 'argument de la funcié exponencial de I'expressid

anterior adoptara tots els valors possibles dels multiples enters de g rad i que, per tant,

el factor Sy, de I'estructura HCP només pot tenir sis valors diferents. Si definim m' com

un nombre enter, els sis casos mencionats corresponen a:

i) 2(h+ 2k) + 3l = 6m’'. Aquest cas requereix que [ siga un nombre parell i que h +
2k siga multiple de 3, és a dir, que h + 2k = 3m.

i) 2(h+ 2k) + 31 = 6m’ + 1. Aquest cas requereix que [ siga un nombre senar i que
h+2k=3m-—1.

iii) 2(h + 2k) + 31 = 6m’ + 2. Aquest cas requereix que [ siga un nombre parell i que
h+2k=3m+ 1.

iv) 2(h + 2k) + 31 = 6m’ + 3. Aquest cas requereix que [ siga un nombre senar i que
h + 2k = 3m.

v) 2(h+ 2k) + 31l = 6m’ + 4. Aquest cas requereix que [ siga un nombre parell i que
h+2k=3m+2.8

vi) 2(h + 2k) + 31 = 6m' + 5. Aquest cas requereix que [ siga un nombre senar i que
h+ 2k = 3m+1.

Que donen lloc als valors del factor Sy;,; de I'estructura HCP:

2f silparell h+ 2k = 3m

§(3i\/§i) silsenar h+ 2k =3m+1
Shkl = f
E(li\/'o_’i) silparellh +2k =3m ¥ 1
0 silsenar h+ 2k =3m
La figura 2.31 mostra el difractograma calculat per a una mostra de Mg (estructura

HCP).

8 Noteu que la seqiiéncia 3m + 2 és equivalent a una seqiéncia 3m' — 1,onm’ =m + 1.
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Figura 2.31. Difractograma calculat per a una mostra de Mg HCP.

2.3.6. Multiplicitat de les families de plans cristal-lins.

Del que hem vist fins ara en aquest apartat, podem dir que la intensitat de cada pic de

difraccio (Ina) dependra del factor d’estructura en la forma:
Inky % Spial? = Shict * Shia (2.28)

El factor d’estructura Sy,;; no és I'iinic element que determina la intensitat relativa dels
pics de difraccié en una mostra donada, pero si que és un dels més importants. Un altre
factor que influeix en la intensitat relativa dels pics de difraccié i que és d’especial
rellevancia quan treballem amb mostres en pols és el que es coneix com a multiplicitat
de les families de plans cristal-lins (M;;). Aquest factor t¢ en compte que la
contribucié a una linia de difraccié donada, definida per una familia de plans cristal-lins
particular d'indexs de Miller (hkl), no sols contribueix aquesta familia de plans sin6
també la resta de families equivalents {hkl}, ja que posseeixen la mateixa distancia
interplanar dy;;. En conseqiiéncia, modificant 'equacié 2.28, la intensitat relativa de les

linies de difraccié complira que:
Ikt = Myt * |Spial? (2.29)

La taula 2.3 resumeix la llista dels primers pics de difraccié que s’observen per a les
estructures BCC, FCC i diamant i el factor de multiplicitat M;,,; de cada una de les

families de plans cristal-lins d’'una xarxa cubica.
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{hkl} M BCC FCC Diamant
100 6

110 12 4

111 8 v v
200 6 v v

210 24

211 24 v

220 12 v v v
221 24

300 6

310 24 v

311 24 v v
222 8 v v

Taula 2.3. Comparacio entre els 12 primers pics que es podrien observar per
difraccié en una xarxa cubica convencional i els que s’'observen realment en
les estructures BCC, FCC i diamant (marcats com a \/). En la taula, s’inclou

el factor de multiplicitat per a cada familia de plans cristal-lins.

2.3.7. Difraccio de neutrons i electrons

La fenomenologia que hem vist en aquest tema no és exclusiva de la interaccié dels
raigs X amb els solids cristal‘lins i, de fet, en aquest apartat veurem que I'ampli conjunt
de sondes que poden ser usades per a estudiar I'estructura cristal-lina dels solids a
través de processos de difraccié satisfan la condicié de Laue. La generalitzacié de la
condicio de Laue implica que qualsevol sonda que s’utilitze, i que posseisca una longitud
d'ona de De Broglie del mateix ordre que les distancies interatdomiques (figura 2.16)
experimentara processos de difraccio que seran d'utilitat per a conéixer les propietats
estructurals de la matéria cristal-lina a través de I'estudi de I'espai reciproc. El factor clau
que marcara les diferéncies entre una técnica de difraccio o una altra és precisament
I'origen, o la naturalesa, del potencial que dona lloc a la difraccié. Per tant, cada sonda
proporcionara una informaci6 de I'estructura cristal-lina del solid complementaria a la

que es pot obtenir amb altres técniques de difraccio.

Per a demostrar que la condicié de Laue és generalitzable a qualsevol procés de

dispersio elastica, suposarem que una particula amb vector d’'ona k, incideix sobre un

solid que conté centres dispersius. Es a dir, que conté atoms que creen un potencial

U(#) susceptible d’interactuar amb la particula incident i dispersar-la en una direccio k.
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El procés de dispersido és governat per la regla d'or de Fermi, de manera que la
probabilitat de transicié des d’un estat EO a un estat k per unitat de temps (I‘(EO,I_{)) és

expressada per:

r(fo k) =2 (kU@ ko) 8 (Ex — Ev,) (2.30)

on Ey i Ex, son les energies de les sondes dispersades i incidents, respectivament, i

I'element de matriu
i >\ 17 1 _'Té.* - E T3 1 i E_E 3 - 1 _'E.* -
(k|U(r)|ko) =er TU(r)eteTdV =er i O)TU(r)dV =er Wry@)dv

no és més que la transformada de Fourier del potencial U(¥). Fent Us d’aquesta

expressio de I'element de matriu de la transicio, I'equacio 2.30 es pot escriure com a:

2w

N 2
2 e ®ru@av| s(E - Ex,) (2.31)

(ko k) =

L’equacié 2.31 indica que la probabilitat de transicié des d’'un estat EO aun estat k, i que

depén del vector d’ones K = k— EO, és proporcional al quadrat de la transformada de
Fourier del potencial de dispersio. Si ens hi fixem, aquesta equacio és formalment
identica a I'equacio 2.15, que va ser el punt de partida que agafarem per a deduir la
condici6é de Laue. De fet, podem dir que I'equacié 2.31 és la forma quantica de 'equacio
2.15, en la mesura en que la intensitat de difraccio (equacio 2.15) és proporcional a la
probabilitat de la transicid i el potencial coulombia (que és el potencial de dispersié U(#)
en el cas de la radiaci6 electromagnética) és, al seu torn, proporcional a la densitat de
carrega. Doncs, si considerem que els potencials U(#¥) son periddics en un cristall,
podem aplicar un raonament analeg al que desenvolupem en l'apartat 2.3.2 per a
concloure que el compliment de la condicié de Laue és un requisit necessari
perqué es produisca la dispersio elastica d’'una sonda per part d’'un potencial U(7)
periodic.

L’avantatge, per tant, d'usar sondes diferents dels raigs X per a explorar la matéria
radica en el fet que cada sonda és sensible a un aspecte particular del potencial de la

xarxa. En particular, destacarem els estudis de difraccié de neutrons i d’electrons.

Els neutrons soén particules neutres amb espin. Aquest fet fa que la técnica de difraccié

de neutrons siga particularment eficient en I'estudi de I'ordre magnétic en la matéria.

Com a norma general, els atoms pesants dispersen amb major eficiéncia els raigs X que
els atoms lleugers. Aquest fet fa que, en particular, els atoms d’hidrogen, tan rellevants

en sistemes biologics, siguen transparents als raigs X. No obstant aixo, els neutrons
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resulten ser particularment sensibles a la preséncia de I'hidrogen en la mateéria, i per

aixo és una tecnica molt usada en I'estudi de I'estructura de sistemes biologics i farmacs.

(a) (b)

Pantalla

Cristall

Pantalla

cand
d'electrons

s

Cristall 2111 ) ‘ p

Figura 2.32. (a) Esquema experimental d’'una experiéncia de difraccié d’electrons de baixa energia.® (b)

Visualitzacié de I'espai reciproc en una experiéncia difraccié d’electrons en una xarxa rectangular de

parametres de xarxa @ i b.

Els electrons, com que son particules lleugeres carregades, sén rapidament absorbides
pels solids (dispersié inelastica) especialment si son electrons de baixa energia (20-300
eV). No obstant aixd, el que pot semblar una limitacié per a I'estudi dels solids fa que
siga un avantatge per a l'estudi de I'estructura superficial dels solids (especialment
important en catalisi) i dels sistemes bidimensionals, ja que els processos de dispersi6
elastica es duen a terme pels atoms més superficials. La figura 2.32 mostra un sistema
experimental de difraccié d’electrons de baixa energia (LEED). En aquesta figura, es pot
veure que la difraccié d’electrons, projectada en una pantalla, projecta I'espai reciproc

de la superficie dels solids cristal-lins.

9 A aquesta técnica se li sol anomenar pel seu acronim en anglés: LEED (Low-Energy Electron
Diffraction).
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3. Dinamica de la xarxa

En aquesta lligd s’aborden els efectes fisics del moviment dels ions de la xarxa. En
particular, aprofundirem en I'estudi de les caracteristiques de les vibracions dels ions de
la xarxa entorn de la seua posicié d’equilibri. El fet que la velocitat dels electrons siga
molt major que la dels ions de la xarxa, ens permetra desacoblar les seues equacions
del moviment (aproximacié adiabatica). En aquestes condicions, analitzarem les
relacions de dispersié d’'una cadena lineal amb un i dos atoms per cel-la unitat,
modelitzant la cadena com una cadena d’oscil-ladors acoblats. Aquesta analisi ens
permetra introduir els conceptes de branca acustica i optica en un solid. A continuacid,
abordarem exemples senzills de solids tridimensionals. En aquest punt del tema,
reprendrem la questio de dispersié de llum per carregues (lligd 2, apartat 2.3) i veurem
com es modifica I'espectre en freqlieéncies de la radiaciéd emesa en considerar que les
carregues vibren. Aquest fet ens permetra evidenciar que, a causa de les seues
propietats vibracionals, les carregues poden arribar a emetre radiacié a freqiéncies
diferents de la incident, i aix0 estableix la base de les técniques d’espectroscopia Raman
i Brillouin i de la dispersié inelastica de raigs X. En aquest punt, introduirem una
descripcié quantica de les vibracions i el concepte de foné. Finalment, connectarem el
desenvolupament microscopic de la dinamica de la xarxa que hem dut a terme en
aquesta llicé amb les propietats elastiques macroscopiques dels solids, mitjangant el
modul de Young, el modul d’'incompressibilitat i el coeficient de Poisson, aixi com la

propagacio d’ones elastiques en el context dels medis continus.

Es pretén que I'estudiant es familiaritze amb les propietats de les branques acustiques i
optiques dels solids i els seus modes de vibracio, tant en centre com en vora de zona.
Es relacionaran els modes de vibracio acustics amb la velocitat del so en diversos casos

practics.

3.1. Aproximacio adiabatica o de Born-Oppenheimer

En la secci6 2.1 vam introduir els conceptes de carrega localitzada i deslocalitzada per
a descriure els processos de difraccidé. Seguint amb aquesta descripcid, podem
considerar que els atoms d'un cristall sbn compostos d’electrons majoritariament
deslocalitzats (electrons de valéncia) i electrons localitzats que, juntament amb el nucli,
configuren els ions de la xarxa cristal-lina. En aquest context, assumirem que el

hamiltonia del cristall (H) posseeix contribucions dels electrons de valéncia (subindex
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e), els ions (subindex i) i de les interaccions entre ells, de manera que aquest hamiltonia

es pot expressar com a:

2 2 - - - -
H= Zezp_;l‘l'Ze,e’V(re _Fe’) +Zi2p_:n+2i,i’v(ri _ri’) +Ze,iV(re _ri) (3-1)

La resolucié d’'aquest hamiltonia és extremadament complicada, precisament, per la
presencia del terme no diagonal }..;V (7, — 7;) que engloba les possibles interaccions
que puguen tenir lloc entre electrons de valéncia i ions de la xarxa cristal-lina i que

impedeix que el hamiltonia de I'equacié 3.1 es puga desacoblar.

La forma més senzilla de desacoblar-les consisteix a estudiar cada subsistema en el
marc del que es coneix com a aproximacié adiabatica o aproximacié de Born-

Oppenheimer. Aquesta aproximacio es basa en el fet que la diferéncia de masses entre

els electrons i els ions és de 'ordre de % 10~* — 107°, i per tant, les freqiéncies tipiques

dels electrons son de 'ordre del eV, mentre que les dels ions sén de l'ordre del meV.
Aquest fet afavoreix que, des del punt de vista dels ions, els electrons de valéncia
adopten una configuracio relativa estatica, com si les posicions relatives entre els ions i
els electrons, 7, — 7;, foren independents del temps. El mateix ocorreria des del punt de
vista dels electrons. D’aquesta manera, els electrons i els ions interaccionen matuament,
perd les seues dinamiques estan desacoblades perque, en el terme Y,V (7, — 7}), les

variables corresponents al subsistema que no s’estudia estan fixes.

En marc de I'aproximacio adiabatica, poden considerar, doncs, que
. pz - -
-Per als ions: H; = ; e i V(@ —7ry) +H-

2
-Per als electrons: H, =Yoo=+ Yo'V (7, — 7o) + Hy

On H, és un terme associat a les posicions fixes dels ions de la xarxa i H_ esta associat
a un potencial electronic mitja. Normalment, tota interaccié que poguera donar-se entre
els electrons de valéncia i els ions se sol incorporar a la dinamica electronica, com una
pertorbacid, en el que es coneix com a interaccié electré-foné. Si aquesta interaccio és
feble, els seus efectes solen manifestar-se com un temps de vida finita dels estats
electronics. No obstant aix0, si la interaccié és forta el tractament pertorbatiu no és
adequat i entrem en el terreny dels fenomens cooperatius, entre els quals figura, per

exemple, el mecanisme de la superconductivitat.

En aquest tema, ens centrarem en el subsistema dels ions i les seues vibracions, obviant

el paper dels electrons de valéncia.
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3.2. Vibracions en cadenes lineals

Les vibracions dels atoms de la xarxa cristal-lina sén una conseqiéncia directa de la
combinacio de I'energia térmica i del potencial interatdmic, és a dir, I'enllag quimic.
L’enlla¢ quimic implica un balang entre una interaccio atractiva coulombiana, que tendeix
a acostar entre si els atoms (r > r,, figura 3.1), i una interaccié repulsiva que és
especialment efectiva a curtes distancies (r < r,, figura 3.1). La component repulsiva,
denominada repulsié de Born, esta associada al principi d’exclusié de Pauli. Quan dos
atoms s’acosten, el solapament entre les funcions d’ona dels seus respectius electrons
augmenta i, atés que el principi d’exclusio de Pauli impedeix que dos electrons es troben
en el mateix estat electronic, alguns dels electrons implicats en I'enllag promocionen a
nivells d’energia superior. Aquesta promocié electronica equival a un augment en

I’energia neta del sistema i, per tant, a una interaccioé del tipus repulsiu.

El potencial de la interaccié interatdomica, U(r), se sol representar amb la férmula
empirica que es coneix com a potencial de Lennard-Jones, U, (), (figura 3.1a), que

es pot escriure com a:

r

U(r) = Uy, (r) = —4e [(5)6 - (2)12] (3.2)
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Figura 3.1. (a) Exemple d'un potencial d’interacci6 interatomic UL] (1) en funcié de la distancia interatdmica
en el context del model de Lennard-Jones. (b) Magnificacié del potencial al voltant del seu minim en ro, on

il-lustrem les vibracions dels atoms amb amplitud u,,, donat que tenen energia térmica de l'ordre de kT

en el limit classic, on kp és la constant de Boltzmann i T la temperatura.
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El parametre ¢, o energia de dissociacio, defineix la profunditat pou de potencial de
I'enllag i el parametre ¢ es pot equiparar al diametre de I’atom, en el context d’'un model

d’'esferes rigides.

El potencial d'interaccié interatdmic és clarament no parabdlic, perd si ens limitem a

petites variacions de la distancia interatdmica entorn de la posicié d’equilibri 7, = 320

du 1820

0@ - =0 @)+ T ¢ e -y
1d?U(r)
=~ a2 r—1,)?

To
Podem considerar que I'aproximacio parabolica del potencial és adequada (figura 3.1b).

L’aproximacié parabolica del potencial interatomic ens permetra modelitzar les
vibracions dels atoms entorn de la seua posicié d’equilibri r,, d'una manera senzilla, per
a potencials parabdlics de tipus elastic, utilitzant un simil d’atoms enllagats per molles i

sotmesos a forces de recuperacio elastiques.

En primer lloc, modelitzarem una cadena lineal d’atoms, tant monoatdmica com

diatdmica que s’estén al llarg de la direccio de l'eix x.
3.2.1. Vibracions longitudinals en una cadena lineal monoatomica

Considerem una cadena lineal monoatomica (figura 3.2a) indefinida formada per atoms
de massa M, amb parametre de xarxa a i enllagos interatdbmics modelitzats per molles

de constant elastica C. Suposarem que la posicié d’equilibri de I'atom de la cella

enésima (n) és expressada per ﬁn = nal. Considerem pertorbacions (vibracions) que es
propaguen al llarg de la cadena amb vector d'ones g = qi. En aquest exemple
monodimensional, ens limitarem al cas de les vibracions longitudinals dels atoms, és a
dir, vibracions de I'atom de la cel-la enésima amb elongacié descrita com a u,, = u,l.
Aquest tipus de vibracions es denominen vibracions longitudinals acustiques (LA),
per analogia amb les ones sonores. En aquestes condicions, la deformacié del moll de
la cel-la enésima és expressada per u,4; — u,, a causa del desplagament longitudinal
dels atoms situats en els seus extrems en un valor respectiu de u, i u,,;. En

consequéncia, el lagrangia del sistema es pot expressar com a:

. | 5
L(un' un) = z EM(un) - E C(un+1 - un)
n
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que ens permet obtenir 'equacié del moviment de I'atom la cel-la enésima per mitja de

les equacions d’Euler-Lagrange:

d

0 a ..
a(—L) — 2k = 0= Mu, = C(un+1 - un) - C(un - un—l) (33)

ouy ouy
Proposem, com a solucions, modes normals de vibracio'® de la forma:
U, = u,l = u, e (@Rn=0t) = y Teilqna-wn (3.4)

On u, = u,(q), i w = w(q) soén 'amplitud i la pulsacié del mode normal de vibracié de
vector d’'ones ¢, respectivament. Substituint aquesta solucié en I'equacié 3.3, obtenim

que:

(a)

‘ (n—1) ‘ (n) n+1) ‘

-G AANY G- VA G-I - Q- -
M ¢C M ¢ M € M C M ¢ M

— — —

un ' un+1
(b) Primera
Zona de Brillouin
A @
LA
3n 2r T 0 aE 2m 3
a a a a a a
q

Figura 3.2. (a) Model de molles de constant elastica C d’una cadena lineal indefinida d’atoms idéntics de
massa M, amb parametre de xarxa a. En la figura, s’ha identificat la cel-la enésima (n) i les dues cel-les
confrontants (n — 1)i(n + 1), aixi com els desplagaments longitudinals dels atoms situats en els extrems

de la cel'la enésima, U, i u,,. (b) Espai reciproc de la cadena lineal, amb una amplada de la primera

10 Un mode normal de vibracié implica que tots els atoms vibren a la mateixa freqiiéncia.
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zona de Brillouin de - i la relacio de dispersio o(q) dels modes normals de vibracié longitudinal acustica

(LA) dels atoms de la cadena.
. . .qa , .qa _.qa _.qa , .qa _.qa
—Mw? =C(e"1% —1) - C(1—e™1%) = Ce"2 (elZ —e 12)—Ce 72 (elz —e 12)
.qa .qa- 2
=C (e‘T — e_‘T)

Doncs,

w=w(g)= 2\/%|sin (%)| (3.5)

Resultant que w és una funcio del vector d’ones q.

La figura 3.2b il-lustra la relacié de dispersié w(q) dels modes normals de vibracié LA,

també anomenada branca LA d’'una cadena lineal monoatomica.

Aquests resultats indiquen que: (i) existeix una freqiéncia maxima que poden tenir els

modes normals de vibracio de la cadena lineal, que s’anomena frequéncia de tall, i que

s C . 'z
té el valor wk4, = w (q = Z) = 2\/%, en el marc del model de molles. (ii) La relaci6 de

dispersio de w(q) és periddica en I'espai reciproc, de manera que w(q) = w (q + m%")

on m és un nombre enter. El fet que w(q) siga periodic en I'espai reciproc implica que
totes les solucions de I'’equacié del moviment dels atoms, que siguen fisicament

independents, estan contingudes en la primera zona de Brillouin.

®

w(q) = Vg4a

C
LA _ ’
Wmax 'Y:

Figura 3.3 Relacié de dispersioé o(q) d’'una branca LA d’'una cadena lineal monoatdmica, en la primera zona

de Brillouin.
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La figura 3.3 mostra la relacié de dispersié w(q) de la branca LA d’'una cadena lineal
monoatdmica (equacioé 3.5) en la primera zona de Brillouin. Desenvolupant en série

I'expressio de w(q) de I'equacio 3.5, podem escriure, en el limit de ga « 1:

. LA
w(@a K1) = ZJgsin (qz—a) = \/gaq = %q (3.6)

El limit ga < 1 correspon al cas de modes de vibracio en centre de zona (és a dir, en
modes proxims al centre de la zona de Brillouin, on g — 0) i, per tant, amb longitud d’ona
molt major que el parametre de xarxa (1 > a). Utilitzant 'equacié 3.4, es pot veure que,
per als modes de vibracié en centre de zona, els atoms de cel-les proximes efectuen

oscil-lacions amb elongacions similars en un instant donat, ja que:

Un+1 i
— =1
un

com es representa en la figura 3.4a.

Un aspecte important d’aquest estudi és la determinacié de la velocitat de propagacié

de les ones LA (1) en el limit ga < 1, que resulta, utilitzant I'equaci6 3.6:

c a-wki
= /—a = max : (3.7)
qak1 M 2

i que es caracteritza per una velocitat de grup v, independent de la frequencia (figura

dw
v(qa < 1) = W

3.3). Aquest resultat és, justament, el que justifica I'apel-latiu d“ones acustiques”

d’aquestes modes normals de vibracio.

CADENA MONOATOMICA

(a) Mode LA (b) Mode LA
-Centre de Zona- -Vora de Zona-
Temps
QNG G-I -G-GO QUM G-I G-IV
QNN QI G-AUAWAKINY- G-I G-I
@M G-I -GN G-I - & QTG WVNAAVYIY- G-I G- WYV
QMR- -GG QHIIN-GO-SAMVNAVIVIV-GrRIITT- G-V
L S S S NGV HIRT-G-AWIWITI-Q
QNRRIT—G ANV @NIIN-GE-AMMNMAVIY-G-RINRIT™- G- UMW)
A QHNMINITT- G-I G-HMINIT-G-INT- & @IV -IMMWNINT- G- MWIIT-&)
A>a A=2a

Figura 3.4. ll-lustracié6 de modes de vibracié LA en una cadena lineal monoatdomica, en els limits de (a)

centre i (b) vora de zona, per a un temps corresponent a mig periode de I'oscil-laci6.
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Com podem veure en la figura 3.3, la relacié de dispersio w(q) deixa de ser lineal per a
valors de g propers a la vora de zona. Els modes de vibracio en vora de zona (ga — m)
posseeixen una longitud d’ona A2a i, en aquests, els atoms de cel-les contiglies vibren
en contrafase (figura 3.4b), ja que, com resulta de 'aplicacié de I'equacio6 3.4,

Un+1 i
= elqa
un

el = —1
Pel que fa a la velocitat de grup dels modes normals de vibracié en vora de zona:

Ug(qa—>n)=fl—(; =a %cos(%ﬂ =0

qa=m qa=m

Que respon al fet que les vibracions en vora de zona s6n ones estacionaries (no

viatgeres) per a les quals el transport net d’energia és nul.
3.2.2. Vibracions longitudinals en una cadena lineal diatomica.

Considerem una cadena diatdbmica indefinida de parametre de xarxa a (figura 3.5a), amb

un motiu format per dos atoms de massa M; i M,. Assumirem que les posicions
y ) ¥ 3 'O 4, . = - 1 -
d’equilibri dels atoms de la cel-la enésima son descrites per R, ,, = naliR,, = (n + 5) at.

Com en el cas de la cadena monoatdmica, considerarem que els enllagos interatdmics

es poden modelitzar per molles de constant elastica C.

De nou, considerarem vibracions longitudinals dels atoms que es propaguen al llarg de
la cadena per a construir el lagrangia del sistema. No obstant aixd, en aquest cas hem
de considerar dues equacions, ja que el motiu la cel-la enésima (n) és format per dos
atoms, cada un amb una coordenada generalitzada, o desplagament longitudinal, de
valor respectiu u, i v, (figura 3.5a). En aquestes condicions, el lagrangia del sistema es

pot expressar com a:
. 1 PR | o By 5 1 5
L(up, vy, Uy, ) ZZ{EMl(un) +§M2(vn) _EC(vn_un) _EC(un+1_Un) }
n

que ens permet obtenir les equacions del moviment dels atoms del motiu de la cel-la

enésima per mitja de les equacions d’Euler-Lagrange com a:

d (oL oL 5.
E(ﬁ) - ﬁ =0> Mlun = C(vn - un) - C(un - vn—l)

. n . (3.8)
d (0dL oL .. (
(Fr) — 3= 02 My = —C(vn — ) + Clttnas = vp)

Proposem, com a solucions, els modes normals de vibracié de la forma:
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(a)

(n—-1) ) n+1)
WWWWWWWWMNWWMVWWWWWMJMWWWWV
M, C M, M, Mz C M, C M,
} a '} U, ' Un
b
( ) Primera
Zona de Brillouin
A ®
LA
3n T ™ o 3w
T a T a a a a a
q

Figura 3.5. (a) Model de molles de constant elastica C d'una cadena lineal diatomica. En la figura, s’ha
identificat la cel-la enésima (n) i les dues cel-les confrontants (n — 1)i(n + 1), aixi com els desplagaments
longitudinals dels atoms del motiu la cel-la enésima, u,, i v,. (b) Espai reciproc de la cadena lineal
diatomica, amb una amplada de la primera zona de Brillouin de %ﬂ i la relacio de dispersio (q) dels modes

normals de vibracié longitudinal acustica (LA) i longitudinal optic (LO) dels atoms de la cadena.

w = . el(@Rin-wt) — 4, pilqna-wt)
" 0 7 , (3.9)

(oo 55 Ca
v, = voel(q'RZ'”_("t) — voelq;ez(qna—wt)

que impliguen unes relacions entre les elongacions de les oscil-lacions que es

produeixen en atoms veins que es poden expressar com a:

. a
u u —ig—
n __ oe lq2

Un Vo 1
Un+1 _ Vn+1 _ elaa ’ (3 0)
Un Un

Si combinen les equacions 3.8 i 3.9, podem escriure que:

. a . a
—M1w2u0 =& (voelqz — uo) —C (uo — vye ‘qZ)

—M,w?v,e"z = C( 1 — uo) +C (uoeiqa - voeiQE)

i reordenant termes, les equacions anteriors resulten:
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0 = (Myw? — 20)u, + Ce'2(1 + e~9%)y,

' a (3.11)
0 =C(1+e%)u, + e"2(Mw? — 2C)v,
Aquestes relacions ens condueixen a la segiient equacié secular:

Myw? —2C C(1+e719)
C(1+e") Myw?-2C

Amb solucions:

w(q)=\]£i\/(§)2—ﬁsin2 (%):\/%\/1i\/1—1:1“;25in2 (%) (3.12)

MM . > N . y . s .
Onyu= ﬁ és la massa reduida dels atoms del motiu. L'equacié 3.12 descriu dues
1 2

relacions de dispersié w(q) per a la cadena lineal diatdmica, que so6n les dues branques
de modes normals de vibracié que sén representades en la figura 3.5b i que

denominaren branca longitudinal acustica (LA) i branca longitudinal optica (LO), de
manera que:

’C 4u? qa
. = = |- - — in2
Branca LA:  w(q) = wy4(q) r 1 \/1 W, 1, sin ( 3 )

c 42
Branca LO: w(q) = w;0(q) = \/; 1+ \/1 - M:j\/lz Sin? (qz_a)

1+ @

2C
7‘ - LO

LO _
Wiin =

Wnax =

2C
M,

~w(q) = v,q
ZC ' g
M,

0
q

Q|
IS

Figura 3.6 Relacions de dispersié6 w(q) dels modes normals de vibracié LA i LO d’'una cadena lineal

diatdmica, en la primera zona de Brillouin.
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Com en el cas de la cadena monoatomica, la relacio de dispersié w(q) de cada una de
les branques de I'equacié 3.12 és periddica en 'espai reciproc, w(q) = w (q +m27n),

amb m € Z. Per tant, per a estudiar les caracteristiques de les vibracions d’'una cadena
diatdomica, podem limitar I'estudi a la primera zona de Brillouin (figura 3.6). A més, per a

fixar idees, suposarem que M; M, en la discussio que presentem a continuacio.
- Branca LA:

De les dues branques recollides en I'equacio 3.12, estudiarem en primer lloc la branca

amb relacié de dispersié que hem denotat per w; 4(q) i que és expressada per:

wa(q) = \/%\/1 - \/1 - 1;5;2 sin? (qz—a) (3.13)

Si desenvolupem en série aquesta I'expressio, podem escriure, en el limit de ga «< 1 (és

a dir, en centre de zona):

~ € |1— |12 2 (€1 (14 2\ |_€
wLA(qa « 1)"’\/;\]1 1 M1M2q ~\/;\/1 (1 2M1M2q )_\/2(M1+M2)aq

(3.14)

On hem usat que sine~eique Vvli+e=1 +§ quan ¢ < 1. Noteu que la relacié de

dispersio w; 4(q) varia linealment amb g en el limit ga « 1 (figura 3.6), amb una velocitat

_ ¢
qai a ma (3.15)

En el limit ga — 7 (és a dir, en vora de zona), 'equacio 3.13 es redueix a

_El_’_“_P‘Z_E_M_E
wLA(qaﬁn)—\/; 1 1 M1M2_\/; 1 M1+M2—\/Mi (3.16)

| pel que respecta a la velocitat de grup en vora de zona, és facil veure que, derivant

de grup (vg .4) constant donada per:

dw
dq

vgra(qga K1) =

'expressio 3.13:

dw
vpralga > m) =22

qa=n qa=m

El comportament descrit aci per a la branca caracteritzada per I'equacié 3.13 (il-lustrada

en la figura 3.6) és analeg al descrit en I'apartat 3.2.1 per a la cadena monoatomica
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(apartat 3.2.1), i aixd justifica la seua denominacié de branca LA de la cadena

diatomica.

Finalitzarem I'estudi de les caracteristiques de la branca LA de la cadena diatdmica

descrivint els moviments dels atoms que corresponen a aquests modes normals de

vibracid, en condicions de centre i vora de zona.

Utilitzant les condicions ga < 1 i w — 0, que caracteritzen els modes de la branca LA de

la cadena diatomica al voltant de centre de zona, trobem que les equacions 3.11

impliquen que u, = v,.

Per altra banda, les equacions 3.10 resulten, sota les mateixes condicions:

Per tant, podem concloure que els atoms del motiu de la cadena diatdmica efectuen

oscil-lacions amb elongacions similars entre ells i entre els atoms de cel-les proximes,

per als modes normals de vibracié LA al voltant de centre de zona, i donen lloc a

vibracions com les que es mostren en la figura 3.7a.

Temps

CADENA DIATOMICA

(a) Mode LA
-Centre de Zona-

Q-GGG
@-MINY-G-AMAIIY-GE -G
@-INMININT-GE-MIINY -GN - G- MWWV
QRN C-AMIT-G- M- G-I -
@-IINMININT-G-MYIN- G-I - Q- -
Q-G G-I - G-I -
@-IMMIY-G-AMMNIIN-G-AN- G-I -G

A>a

(b) Mode LA
-Vora de Zona-

@-HRIII-G- V- G-I -GN
Q-G MANY G- MWW
@-IINT-GO-WAMWIY G- MWW -G-IIIN-&@
QNG MAWAWWIY G- MWW -GG
@HIINT-GO-WAMWIY G- MWW -G-IiNNNT-&
@-URRIN-G-VAIIV- G- MAWIIN -GN -G
Q-G M- G-I -G W&

A=2a

Figura 3.7. ll-lustracié de modes de vibracié LA en una cadena lineal diatdmica, en els limits de (a) centre i

(b) vora de zona, per a un temps corresponent a mig periode de 'oscil-lacié. Noteu que, en (b) 'atom més

lleuger (de massa M, color roig) roman en repos.

Per a descriure els moviments caracteristics dels atoms corresponents a modes normals

de vibraci6 de la cadena diatbmica en vora de zona, utilitzarem que qa - 7 i que w —
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2C i 2 i
’M—. Amb aquestes condicions, les equacions 3.11 imposem que u, = 0, mentre que no
2

imposen cap restriccié al moviment dels atoms del motiu amb massa M,. No obstant
aixo, les equacions 3.10, que ens permeten comparar el moviment relatiu dels atoms
del motiu entre cel-les veines, estableixen que, en el cas que ens ocupa:

Un+1  Uny1
un vn

-1

Per tant, podem concloure que els modes normals de vibracié de la branca LA d’'una
cadena lineal diatdbmica, en vora de zona, sén descrits per oscil-lacions en les quals els
atoms més lleugers romanen en repos i els atoms més massius vibren en contrafase,

com s'il-lustra en la figura 3.7b.
- Branca LO:

A continuacio, estudiarem la segona branca recollida en I'equacio 3.12 (figura 3.6), i que
hem anomenat branca LO. Aquesta branca té una relaci6 de dispersié w,,(q) que és

descrita per I'expressio:

w0(q) = \E j1+ \/1—1;"M sin2 (%) (3.17)

El comportament que presenta la branca LO en centre de zona difereix de I'observat per

a la branca LA. En el limit ga — 0, la relacié de dispersidé w,,(q) presenta una feble

dependéncia amb ¢, tendint a:

wio(ga—0) = | (3.18)

A mesura que g creix i ens allunyem del centre de zona, la relacié de dispersio passa

per un punt d’inflexié i, en vora de zona, I'equacié 3.17 es redueix a:

- |< ’ A _C My -Mp| _ J2C
a)Lo(qa—wr)—ﬁ 1+ |1 M1M2_\/l: 1+M1+M2 —\/;1 . (3.19)

Com que w,(g) no s’anul-la en el seu domini, la velocitat de grup d’aquestes vibracions

satisfa que:
d .
Vg10(@) = 52 < sin (%) cos (%) (3.20)

que indica que la velocitat de grup és nul-la en g = 0,7. De fet, w,,(q) presenta un

maximen g = 0 iun minimen q = 7.
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Com acabem de veure, els modes de vibracié de la branca LO en centre i vora de zona
donen lloc a ones estacionaries. A continuacio, descriurem els moviments dels atoms

que corresponen a aquests modes normals de vibracio.

En centre de zona, w;,(qa - 0) = \/%C En aquest cas, les equacions 3.11 es poden

reescriure com a:
2C
0= (Mlz —2C) up +2Cv, = Myu, + Myv, = 0 (3.21a)

Com que, per altra banda, i en les mateixes condicions, resulta que (equacions 3.10):
Un
n , (3.21b)

Un+1 _ Unta =

Un Un

podem concloure que els modes normals de vibracio de la branca LO en centre de zona
mantenen el centre de masses en repds (equacio 3.21a), amb els motius de cel-les

veines vibrant amb elongacions similars (equacio 3.21b), com s'il-lustra en la figura 3.8a.

2C .
En vora de zona, w;o(qa - ) = /M—. En aquest cas, les equacions 3.11 resulten:
p !

0 =wp(qa - m)i (MZ;—CI - ZC) Vp DU =10 (3.22a)

Per altra banda, les equacions 3.10 estableixen que, en el limit ga — 7

CADENA DIATOMICA

(a) Mode LO (b) Mode LO
-Centre de Zona- -Vora de Zona-
Temps
@ VINNNNMY-G-MAMAMMNY-G- MMM -GN (™ 2 TR A )
@IV MWUAMANAY-G-VNIMIN- G- WY - @@ @I IWNANIY- G- WMV -
@ HIRINI-GD-VMMWMVIY-G-HIINT-G WMWY HNAIT-GE- AN G- MMMV
NG -WWAMWVWAYY-G- NG -MAWMWY - Q- HII-G- - G- AWMV -@-WWWWWWIY- &
(@G -WAVAMAVIYY G- ] @ HININ-G-HIINN-G-MAMWWMIY-G- MWWV
@MY WVMVWIAY-G-MINRININ-G- MNMMAINY - & @-VIIIIT-G-NAIIIN -G - WAV - G- WY&
4 @UNMINY-G- AN -G-MMNITIY-G-IMNIVIY- & @Y G-IV IIY- G-I
|
A>a : A=2a

Figura 3.8. ll-lustracié de modes de vibracié LO en una cadena lineal diatomica, en els limits de (a) centre i

(b) vora de zona, per a un temps corresponent a mig periode de l'oscil-laci6. L’atom més lleuger (d massa

lleuger (de massa M, ) correspon al representat en color roig.
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Per tant, podem concloure que els modes normals de vibracié de la branca LO, en vora
de zona, son descrits per oscil-lacions en les quals els atoms més massius romanen en
repos (equacié 3.22a) i els atoms més lleugers vibren en contrafase (equacio 3.22b),

com s'il-lustra en la figura 3.8b.

Realment, perqué existisca la branca optica, no és condicié necessaria que el motiu
estiga format per dos atoms de massa diferent M, i M,, sin6 simplement que el motiu de
la cel-la estiga format almenys per dos atoms (com és el cas del grafé) encara que
siguen idéntics. Si els atoms del motiu tenen la mateixa massa, les branques optiques i

acustiques existeixen, pero estan degenerades en vora de zona (w,o(gqa =m) =

wpa(qa = m))."
3.2.3. Vibracions transversals en una cadena lineal

En els exemples que hem discutit en les seccions 3.2.1 i 3.2.2 hem proposat solucions

de les equacions d’Euler-Lagrange de la forma:
U, = u,l = uo-*ei(?j-ﬁn—wt) — uoi'ei(qna—wt)

A I'hora de plantejar aquestes solucions, hem assumit que les vibracions eren
longitudinals i, per tant, amb una polaritzacié o direccio de vibracié dels atoms (i, =
u,1) col-lineal amb la direccié de propagacio (§ = gi). No obstant aixo, la cadena lineal

és realment un sistema tridimensional i els atoms també poden vibrar en les altres dues

direccions de l'espai, iU, =u,] 0 U, =unl_€, i generar ones transversals que es
propaguen longitudinalment, és a dir, al llarg de la cadena. En conseqiiéncia, els modes
normals de vibracioé possibles d’'una cadena lineal presentarien relacions de dispersio
w(q) corresponents a un nombre de branques transversals que duplicaria el de
branques longitudinals, encara que la simetria de revolucié de la cadena lineal exigeix

que les branques transversals estiguen degenerades dos a dos.

L’analisi desenvolupada en les seccions 3.2.1 i 3.2.2 per a les ones longitudinals és
perfectament traslladable a les ones transversals, tenint en compte que, en una cadena
lineal, les forces recuperadores associades a vibracions transversals sén menors que
les longitudinals i, en conseqliiéncia, també seran menors les seues freqiuiéncies
normals de vibracié. En un model de molles, aquest fet es pot entendre pel fet que un

desplagament transversal implica una deformacié del ressort menor que el longitudinal

11 Una cadena lineal formada per masses idéntiques que estiguen unides per “molles" de constants
elastiques diferents (per exemple, amb la seqiiéncia C;, C,, C;, C,,...) també donaria lloc a una branca
optica.
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i només contribueix la component transversal de la forga. En un solid, aquest fet s’explica
pel caracter de forga central de la interaccié coulombiana entre ions i electrons, que fa
que les forces recuperadores transversals siguen menors que les forces radials. La
figura 3.9 mostra la relacio de dispersié dels dos modes normals de vibracioé transversal
acustica (TA) i dels dos modes de vibracié transversal optica (TO) d’'una cadena lineal,
en la qual s’han inclos les relacions de dispersié dels seus modes normals de vibraci6
homolegs LA i LO. Encara que en la figura es mostra que w;,(q =0) >w (q =0),
aquesta situacido no és general per a tots els solids. Més endavant, en la secci6é 3.4
aprofundirem en el significat fisic d’aquesta inequacio en funcié del caracter polar o no

de I'enllag quimic dels atoms d’un cristall.

A

q

Figura 3.9. Relacions de dispersié a)(q) dels modes normals de vibracié LA i LO d’'una cadena lineal

diatdmica, en la primera zona de Brillouin. Noteu que les dues branques TO i les dues branques TA de la

cadena lineal diatdmica s6n degenerades.

Per completesa, en la figura 3.10 mostrem exemples de modes normals de vibracions
transversals, en centre i vora de zona, per a dues cadenes lineals, una monoatomica i

una altra diatdmica.
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(a) Cadena lineal monoatomica
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(b) Cadena lineal diatomica
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Figura 3.10. Exemples de modes normals de vibracié transversals en cadenes lineals (a) Monoatomiques

(Modes TA) i (b) Diatdmiques (Modes TA i TO), en centre i vora de zona.

3.2.4. La cadena lineal monoatdomica com a cas particular de la cadena diatdmica

Considerem el cas de la cadena lineal diatdmica (seccions 3.2.2i 3.2.3), amb parametre
de xarxa ap;4, en la qual fem tendir les dues masses al mateix valor, M; = M, = M. En
aquestes condicions, les equacions 3.12 es poden escriure, per als modes optic (wyp))

i acustic (wyc(q)) com a:
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wop(q) = % 1+ Jl — sin? (anDIA) = \/%\/1 + cos (qaleA) = nglcos (qaf;"“)|

2w\ a
sin (4 )54
DIA

wac(q) = % 1—\/1—sin2(anDm)=\/%J1—COS(WTDM)=2\/§|SM(Q%TDM)I
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Figura 3.11. Connexio entre les branques acustiques i Optiques de la cadena lineal diatdmica amb la branca

acustica de la cadena lineal monoatomica.

Aquestes dues expressions de wyp) i wac(q) comprenen l'interval g € [a_" ,a" ] per a
DIA DIA

cobrir la primera zona de Brillouin de la cadena lineal diatdbmica, perd noteu que

I'expressio de wqp) es pot unificar amb I'expressio de w,-(q) si ampliem el rang de g a

=27 2n

la segona zona de Brillouin (g e[ ]), tal com s’il-lustra en la figura 3.11. Si

apia’ apra
procedim d’aquesta manera, podem descriure les branques acustica i optica de la
cadena lineal diatobmica formada per atoms iguals com una Unica branca acustica que

s’estén per dues de les seues zones de Brillouin, amb una relacié de dispersio:

wae(q) = 2\/%|sin (220m))| ,amb g € [ %, -2 | (3.23)

’
apra Aapia

Es evident que una cadena diatdbmica de parametre de xarxa a,;, formada per dos

N . P . \ . N _ apia
atoms iguals és, en realitat, una xarxa monoatdmica de parametre de xarxa ay oy = =
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i, de fet, si reescrivim I'equacio 3.23 usant el parametre de xarxa a oy, recuperem la

relacio de dispersio w(q) de la cadena monoatomica donada per I'equacié 3.5.

3.3. Fenomen de solapament

Permeteu-me aci una reflexiéo sobre les implicacions del fet que les relacions de

dispersié de les vibracions atdomiques en els solids cristal-lins siguen periddiques,
w(@) = (d + G), com ja hem introduit en 'apartat 3.2.1. Si un mode normal de vibracié
es propaga per un solid i mesurem la seua pulsacié, com podem saber si es tracta d’'una

ona amb un vector d'ones G 0 § + G si w(§) és periodica? Es a dir, quina és la longitud

o
lg+c||

y y 2
d'ona d’aquesta ona, ﬁ )

Figura 3.12. ll-lustracié del fenomen de solapament en una cadena lineal. La corba continua representa una

ona de longitud d’'ona ——, mentre que la corba discontinua representa una ona de longitud d’'ona

n n lla+c|’

per a un valor de 5 donat.

Per a respondre a aquestes questions, cal adonar-se que les equacions que proposem
com a solucions per a descriure una oscil-lacié determinada u, :uoei(ﬁ'ﬁ“"t) sén
funcions continues que proporcionen un valor de I'elongacié per a qualsevol punt de
'espai R. No obstant aixd, la propagacié de I'ona es detecta, unicament, en punts
discrets ﬁn corresponents a les posicions atdbmiques de la xarxa i que es manifesta per
una elongaci6 donada en cada atom (figura 3.12). En aquest sentit, els moviments que

descriuen les dues longituds d’'ona — son totalment equivalents i no es poden

|| || ||* Gl
distingir. Aquest fenomen és ben conegut en I'ambit del tractament digital dels senyals i
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es coneix com a solapament (o aliasing).'> En I'ambit de la fisica de I'estat solid, el
fenomen de solapament implica que Unicament els valors del vector d’ones g
continguts en la primera zona de Brillouin tenen sentit fisic i, en consequéncia, hi
ha un valor minim de la longitud d’ona de la vibracio a la qual poden sotmetre’s els atoms

d’'una xarxa. Per exemple, en una cadena lineal, tot valor de ¢ amb sentit fisic ha de

satisfer que ||g]| < g Aixi doncs, la longitud d’ona minima del mode normal de vibracié

que es pot propagar per la cadena lineal és 1 = 2a.

El vector g, amb unitats de moment, associat a un vector d’ones ¢ de I'espai reciproc
contingut dins de la primera zona de Brillouin es coneix, per la seua similitud formal
amb el moment d’'una particula lliure, com a moment cristal-li o quasi-moment. El
quasi-moment adquirira una especial rellevancia en la seccié 3.8 i en el tema 5, en

introduir el concepte quasi-moment dels fonons i els electrons, respectivament.

3.4. Acoblament dels modes acustics i optics amb el so i la llum

En la seccid 3.2 hem introduit els conceptes de modes normals de vibracié i les branques
corresponents: acustiques (LA i TA) i optiques (LO i TO). Les raons que justifiquen
'apel-latiu de “branca acustica” han sigut ja mencionades en I'apartat 3.2.1 i es basen
en les caracteristiques dels seus modes normals de vibracié en centre de zona (A > a i
velocitat de grup independent de g), que son propietats tipiques de les ones
acustiques. No obstant aix0, la similitud va més enlla del que és purament formal, ja que
aquests modes normals de vibracié sén, precisament, les vibracions que s’excitaran
quan una ona sonora d’'una determinada freqiiéncia incidisca en la superficie d’un solid
i es propague pel seu interior. Si aquesta ona acustica aconsegueix propagar-se pel
solid, ho fara amb la mateixa frequéncia i amb una velocitat que pot dependre de la
direccié de propagacio g (el més comu) i que és expressada per la velocitat de grup de

la branca acustica v, ,(qa < 1) al llarg d'aquesta direccio.

Les branques optiques s’anomenen d’aquesta manera perqué poden arribar a acoblar-
se amb la radiacié electromagnética. Per a il-lustrar aquest punt, considerem les
relacions de dispersié w(q) dels modes de vibracié en un solid i la d’un feix de llum que
viatja pel solid amb velocitat ¢ (figura 3.13). A més, cal tenir en compte que un dels

requisits que s’han de donar perqué es produisca I'acoblament ressonant entre dues

12 El fenomen de solapament tracta de la perduda d’informacié que ocorre quan un senyal digital d’alta
freqliéncia (corba discontinua en la figura 3.12) es converteix en analdgica (corba continua en la figura 3.12)
i que, encara que reproduisca el senyal original en certs punts discrets, perd informacio.
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ones és que posseisquen el mateix vector d’'ones ¢ i una energia similar (és a dir, que
es garantisca la conservacié del moment i 'energia). Fixeu-vos que, com que ¢ és molt
major que la velocitat del so, v, 4, la relacio de dispersio de la llum només pot creuar-
se amb la relacié de dispersio dels modes optics, atés que les branques optiques, al
contrari que les acustiques, posseeixen valors finits no nuls de w(g)en centre de
zona (i voltants). El punt d’encreuament que s’il-lustra en la figura 3.13 permet
identificar, precisament, els fotons i els modes de vibraci6 que podem acoblar-se
respectant els principis de conservacio de I'energia i del moment. Per tant, un foté (de
llum infraroja, ja que I'energia dels modes Optics en els solids és, tipicament, de ~10-
100 meV) pot generar o destruir modes optics (en centre de zona), pero dificilment sera
absorbit per a generar modes acustiques. Aquest procés és la base de

I'espectroscopia infraroja en els solids.

Branca Optica \

Branca Acustica

Figura 3.13. Il-lustraci6 de les possibles interaccions de la radiacié electromagnética amb les vibracions dels
solids. En la il-lustracid, s’ha identificat un mode normal de vibracid, optic, que podria interaccionar amb
ones electromagneétiques que viatgen pel solid a velocitat ¢, ja que per a aquest mode es garanteix la

conservacié de I'energia i del moment.

En aquest punt, hem d’aclarir que el fet que un sdlid posseisca branques optiques no
implica, necessariament, que la llum siga capag¢ d’interaccionar-hi. Perqué aquesta
interaccio tinga lloc, a més de garantir-se la conservacio de I'energia i del moment,
I’excitacio dels modes optics ha de comportar la generacié d’'un moment dipolar oscil-lant
suportat pels enllagos atomics. Aquesta és la rad per la qual els solids amb estructura
diamant posseeixen branques optiques que no interaccionen amb la llum, mentre que

els solids amb estructura zincblenda si, com discutirem detalladament en 'apartat 3.5.1.
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3.5. Vibracions en solids bidimensionals i tridimensionals

En aquest apartat, estudiarem les caracteristiques de les vibracions dels atoms en
xarxes bidimensionals i tridimensionals. Abordarem aquest estudi com la generalitzacio
a dues i tres dimensions de la fenomenologia que hem discutit en la secci6 3.2 per a les
vibracions de la cadena lineal. Aquesta forma de procedir ens permetra no sols extraure
conclusions qualitatives sobre els modes normals de vibracio en solids complexos, sin6
que també ens permetra obtenir informacié quantitativa per a estudiar les propietats
vibracionals dels solids, encara que cal dir que un estudi rigords requereix una analisi

detallada de cada solid en particular.

No obstant aix0, voldriem discutir, en primer lloc, la questié de quantes branques cal
esperar en un cristall determinat. Considerem un cristall amb una cel-la unitat primitiva
que té un motiu format per r atoms. En general, per a cada vector d’ones ¢, hi ha en
total D -  modes normals de vibracioé (és a dir D - r branques), on D és la dimensié
del problema que pretenem tractar, ja que cada atom particular pot vibrar en les D
dimensions de I'espai. D’aquests D - r branques, D soén acustiques i, per tant, D -

r — D son optiques.
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Figura 3.14. (a) Xarxa bidimensional quadrada de parametre de xarxa a formada per atoms de massa M

units entre si per enllagos modelitzats per molles idéntiques de constant elastica C; (primer veins) i C,

(segons veins). Les posicions atdbmiques sén definides per coordenades (n,m). (b) Esquema vectorial del

moviment de vibracié d’'una de les molles que modelitzen els enllagos entre els atoms de coordenades
(n,m)i (n',m"). (c) Esquema il-lustratiu de la contribucié de I'enllag representat en (b) a la vibracié de

atom de coordenades (n,m).
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Com a exemple d'un sistema de multidimensional, estudiarem les caracteristiques dels
modes normals de vibracié dels atoms d’una xarxa bidimensional quadrada de
parametre de xarxa a, formada per masses idéntiques M, com es mostra en la figura
3.14a. En aquest cas, suposarem que cada massa esta enllagada als seus primers i
segons veins per molles idéntiques de constant elastica C; i C,, respectivament. En
aquestes condicions, cal esperar, unicament, modes normals de vibracio acustics (LA i
TA), atés que el motiu és format per un unic atom (no considerarem les vibracions TA
polaritzats perpendicularment al pla atomic). Fixeu-vos que, en la figura, hem identificat

cada atom de la xarxa per coordenades (n,m), amb n,m € Z. Denotarem per i,

I'elongacié de la vibracié de I'atom de la xarxa determinat pel vector de posicio R, ,, =

nat + maj (figura 3.14b).

Definim el vector S,/ v = Ryyr pyr — ﬁn_m, que determina la longitud de I'enllag entre atoms

. . b , o Sl m!
veins en condicions d'equilibri (figura 3.14b), i el seu vector unitari 7,/ =”§&

n’,m’”
Procedint com en les seccions precedents, podem escriure la seglent equacié del

moviment per a les vibracions de I'atom amb coordenades (n, m) (figura 3.14c):

da*u
M ;;m = Z(n’,m’) Cn’,m’ [(ﬂn’,m’ - ﬁnm) 'ﬁn’,m’]ﬁn’,m’ (324)

On el sumatori s’estén als quatre atoms primers veins, amb constant elastica C, ,,,» =
C; i als quatre segons veins, amb constant elastica C,/,,,» = C,. Desenvolupant aquesta

equacio, les seues components vectorials resulten:

-Component 7

M% = —Cy(ufm — urjg+1,m) — Gy, — ur)i—l,m) - Cz_z (Wim — Wi ims1Himm —
ur{+1,m+1) - % (Whm — Y imer Yo + urjll—l,m+1) - % (Whm — Ui mo1 F o —
u%—l,m—l) - % (18 — a1~ W+ u132+1,m—1) (3.25a)
-Component J:
y —C1 (1 =1 per) = CL(U gy =) — 22 (g — 1 +u o, —

dt? nm n,m+1 1\ ¥nm n,m-1 2 \“nm n+1m+1 7 “nm
Ca— % (—ufim + W gmer it — urjl/—l,m+1) - % (Wfim — W ymatinm —
urjll—l,m—l) - % (—ukm + s me1 iy — u1311+1,m—1) (3.25b)

Si proposem, com a solucions, els modes normals de vibracié de la forma:
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i = ﬁoei(ﬁ.ﬁn,m—wt) — ﬁoei(naqx+maq3’_“’t) (3.26)

i tenim en compte que:

A%, .,

m 25

M g2 —Mw“Uy,

ique:
5 5 el I _ o T o
Ut ut = quL(n age+m'agy—wt) _ el(n n)aqxel(m m)aqyun,m

Podem combinar les relacions 3.25 i 3.26 per a arribar a 'equacioé matricial seguent:
uy 2 ux
(Al +A4; + A, A, ) ) ;,m _ (Mw 0 ) ;m (3.27)
Ay Ay +A; —A3) \uy 0 Mw? \uyn,

on

A = 2C2[1 — cos(qxa)cos(qya)]
Ay =26, [sin? (%) + sin? (%)]

A= 26, [sin2 (%) — sin? (%)]

A, = 2C;sin(gra)sin(qya)
Si resolem l'equacié secular que es pot extraure de la relacié 3.27,

A1+A2+A3—M(U2 A4

=0
A4 A1+A2—A3—M(1)2

Obtenim les relacions de dispersio w(q) = w(qx, qy) dels modes normals de vibracié

acustics d’'una xarxa quadrada monoatomica:

N o R A

Per a identificar a quins tipus d’ones corresponen els modes normals de vibracié amb
aquestes relacions de dispersio, substituirem els resultats de I'equacié 3.28 en I'equacié
3.27. Amés, per a fixar idees, suposarem que I'ona es propaga en la direccio G = (g4, 0),

i aix0 implica que el parametre A, = 0. En aquestes condicions, 'equacié 3.27 resulta:

(A3 0 ) (uam _ (iA3 0 ) Ul m
0 _A3 u?{'m - 0 iA3 uT)l/,m
Que indica que les ones amb les relacions de dispersio representades per I'equacié 3.27

corresponen a una ona LA (signe +) i a una ona TA (signe —) que, en el limit ||g|la « 1,
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posseeixen una velocitat de grup constant no isotrop, €s a dir, amb un valor que depén
de la direccié de I'espai reciproc considerada. No obstant aixd, si assumim que les
constants elastiques segueixen una relacié inversament proporcional al quadrat de la
distancia interatdbmica, podem suposar que C; = 2C,. En aquest cas, la velocitat de grup

de cada una de les ones, en el limit ||¢|la «< 1, resulten ambdues ser isotropes, amb

valors:
. 3¢
vgA(lllla < 1) = o
C
A - _ 1
v A(llGlla « 1) = o
(a) w(q,‘c- Qy) (b)

LA
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Figura 3.15 (a) Relacio de dispersio w(c_i) = w(qx, qy) dels modes normals de vibracié LA i TA de la
xarxa quadrada monoatomica en el cas C; = 2C,. La relacié de dispersié s’ha limitat a valors de § =
(qx, qy) dins de la primera zona de Brillouin. (b) Relacié de dispersié w(qx, qy) de les branques LA i TA

mostrades en (a) representades al llarg de les direccions de simetria I'X, XM i I’'M. (c) Representacié dels

moviments dels atoms per als dels modes normals de vibracié LA en centre de zona i en vora de zona (tant

com en el punt X con en el punt M).
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La figura 3.15a representa les relacions de dispersio w(qx, qy) dels modes LA i TA que
s’obtenen per a la xarxa quadrada monoatdmica (amb C; = 2C,), en la primera zona de
Brillouin. La figura 3.15b mostra, de nou, la relacio de dispersié donada per I'equacié
3.28, pero ara al llarg d’'unes direccions de simetria seleccionades.’® En particular, al
llarg de les direccions I'X, XM i I'M. La figura 3.15c representa els moviments que
efectuen els atoms en cada un dels modes normals de vibracié LA indicats en la figura:
en la proximitat de centre de zona, en vora de zona al voltant del punt X i en vora de
zona al voltant del punt M. Noteu que, quan les ones es propaguen al llarg d’una
certa direccio de simetria, és relativament senzill extrapolar com vibren els atoms
usant els resultats obtinguts per a la cadena lineal, atés que els atoms de cada un
dels plans de la familia de plans definits pel vector G, tal que Gl q, vibren

solidariament, és a dir, a ’'unison.

Com hem vist en el cas de la cadena lineal, els modes normals de vibracié amb vector
d’ones g solen tenir una freqiéncia en la branca LA major que en la branca TA. Aixo
ocorre també en sistema bidimensional que acabem de discutir (figures 3.15a i 3.15b).
No obstant aix0, voldriem cridar I'atencié sobre el fet que els modes normals de vibracié
LA i TA siguen degenerats en el punt M de la zona de Brillouin (figures 3.15a i 3.15b).
Fixeu-vos que el mode normal de vibracié LA, en el punt M, correspon a una vibracié en
la qual els atoms de cada pla de la familia caracteritzada per G = (11) vibren
solidariament (tercer panell en la figura 3.15¢), amb plans consecutius vibrant en
contrafase. Aquest mode de vibracio també es pot visualitzar com una ona TA en la qual
els atoms de cada pla de la familia caracteritzada per G = (11) vibren solidariament amb
plans consecutius vibrant en contrafase. Doncs, per una banda, una ona LA propagant-

se en la xarxa quadrada i caracteritzada per un vector d'ones ¢ = 5(11) té el mateix
patré de vibracié i la mateixa freqiiéncia que una ona TA caracteritzada per un vector

d’'ones g = %(ﬁ). Per altra banda, la simetria de la cel-la cubica, amb un eix de rotacid

C,, implica que les direccions G = (11) i (11) sén equivalents. Aquests dos fets
impliqguen que els modes normals de vibracié LA i TA estan degenerades en el punt M

de la xarxa quadrada.

Els resultats que hem presentat en aquesta seccié sén extrapolables a casos més
complexos. No obstant aixd, més que el calcul dels modes normals de vibracié d'un

cristall donat, que cal fer en cada cas particular, volem remarcar que els resultats

13 aquesta és la forma usual en la que w(q) es representa en la literatura.
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presentats aci proporcionen ferramentes genériques per a elaborar una primera analisi
dels modes normals de vibracié en cristalls més complexos o fins i tot extraure
conclusions fisiques d’una estructura cristal-lina particular, com veurem en els exemples

que discutim a continuacio.
3.5.1. Vibracions en estructures diamant i zincblenda

Les estructures diamant i zincblenda (seccions 1.7.2i 1.7.3) posseeixen una cel-la unitat
primitiva amb un motiu format per dos atoms. Per tant, podem esperar un total de tres

branques acustiques (una LA i dues TA) i tres branques optiques (una LO i dues TO).

(a) ESTRUCTURES TIPUS DIAMANT (b) ESTRUCTURES TIPUS ZINCBLENDA
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Figura 3.16. Relacions de dispersié dels modes normals de vibracié en dos exemples de cristalls amb
estructura (a) diamant, com el carboni en la forma diamant o el silici, i (b) zincblenda, com en BN i el GaAs.
En la grafica corresponent al cas del diamant, hem identificat les branques acustiques (LA i TA) i optiques
(LO i TO) que es poden trobar en les quatre grafiques mostrades. Notem que hi ha dos modes TA i dos TO

(denotats com 2TA i 2TO). En les quatre grafiques volem destacar, amb un rectangle taronja, els valors de

la pulsacio a)(q) dels modes optics en centre de zona.

La figura 3.16 mostra les relacions de dispersid de les branques de vibracio ja
mencionades, calculades al llarg de les direccions de simetria indicades en cada una de
les grafiques de la figura.™ Com podem veure, les dades que es mostren en la figura

3.16 son molt similars d’un material a I'altre, a causa de les similituds estructurals (figura

14 Les relacions de dispersié w(q) de la figura 3.16 s’han extret de la web https://materialsproject.org/.
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1.30). No obstant aixd, podem destacar els seguents fets: (i) Els solids amb atoms més
massius posseeixen modes de menors frequéncia, consistent amb el que s’espera de
I'aplicacié del model de molles desenvolupat en aquest tema. (ii) Per la simetria cubica
de les estructures diamant i zincblenda i aplicant un raonament similar al desenvolupat
per a la xarxa bidimensional quadrada, els modes LO i TO haurien de ser degenerats
en centre de zona. Aixo és, de fet, el que ocorre en les estructures tipus diamant (figura
3.16a) pero, en les estructures zincblenda, la degeneracié dels modes optics en centre
de zona es trenca i els modes es desdoblen. L’origen de la ruptura de la degeneracio
dels modes TO i LO en centre de zona en l'estructura zincblenda és degut al caracter
polar de I'enllag quimic d’aquesta estructura, que difereix del caracter covalent de I'enllag
en I'estructura diamant. Les caracteristiques del mode de vibracié LO en centre de zona
impliqguen que el catié i I'ani6 que conformen el motiu de la cel-la de I'estructura
zincblenda oscil-len en contrafase (figura 3.17), i aixd causa una variacié harmonica del

seu moment dipolar associat (Ap):
Aﬁ =e (acati() - aani()) x ﬁoe_iwt ) (3-29)

on e és lacarrega de 'enllag i U,q.4 | Ugnis SON €ls vectors de I'elongacio del catio i
ani6, respectivament. Aquesta oscil-lacié del moment dipolar dona lloc a una ona
electromagnética que es propaga pel cristall. Per contra, les vibracions corresponents
als modes de vibracié TO en centre de zona comporten, en I'estructura zincblenda, un
liscament relatiu entre els plans atdomics dels cations i els dels anions no alteren el

moment dipolar net entre aquests plans atomics (figura 3.17).

LOenT TOenT

Figura 3.17. ll-lustracié dels modes normals de vibracié LO i TO en centre de zona en una estructura amb

dos atoms per cel-la unitat primitiva que formen un dipol. Les zones ombrejades corresponen a plans
atomics consecutius del front d’ones, que formen un dipol de moment dipolar ﬁ El mode LO comporta una

ona electromagnética associada que no es genera en el cas d'un mode TO, com és el cas de les estructures

de tipus zincblenda.
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Per tant, des d’'un punt de vista dinamic, les oscil-lacions del moment dipolar de I'enllag
anio-catié donen lloc a una forga recuperadora addicional que s’afegeix a la forga que
hem estudiat fins ara i que hem modelitzat per molles. Aquesta nova contribucié a la
forga recuperadora té I'efecte d’'incrementar la constant elastica efectiva de la molla de
I'enllag anidé-catié quan s’excita el mode normal de vibracié LO en centre de zona de
I’estructura zincblenda, trencant la degeneracio dels modes optics en centre de zona

gue imposa la simetria cubica del cristall.
3.5.2. Vibracions en cristalls centrosimétrics

L’operador d’inversio (I) és un operador unitari amb funcions propies de paritat definida,
parell o imparell (seccié 1.8). Com els modes normals de vibracié son solucions del
hamiltonia del cristall i, en un material centrosimétric, el hamiltonia commuta amb
I'operador d’inversid, els modes normals de vibracié han de ser compatibles amb les
restriccions imposades pel grup puntual C; (apartat 1.5.3). En consequéncia, els modes
normals de vibracidé, en un material centrosimetric, tindran paritat definida, parell
o imparell, respecte del centre d’inversié. De manera general, aquests estats, amb

una paritat definida, compleixen que (secci6 1.8):
1[@(R)) = +[u(R)) (3.30)

On els signes + i - corresponen a les solucions parelles i imparelles, respectivament, i
ﬁ(R) és I'elongacio de la vibracié que efectua I'atom amb vector de posicié R, amb

I'origen de coordenades situat al centre d’inversio.
Per altra banda, la mateixa operacié d’inversié, R - —R, implica que:

1[a(R)) = —[i(-R)) (3.31)
Aixi, si combinem les equacions 3.30i 3.31, podem comparar I'’elongacié amb qué vibren

dos atoms connectats per I'operacio d’inversié en un cristall centrosimétric (és a dir, els

atoms ubicats en +R), corresponents a modes normals de vibracions compatibles amb

aquesta operacio, i obtenim que:

ModeParell: ﬁ(ﬁ) = —Ti(—ﬁ)

+_’ ﬁ = U —ﬁ D R
HR)=—U-R) = | mparell i(R) = u(-R)

(3.32)

La figura 3.18 mostra dos exemples de vibracions amb una paritat definida sota

I'actuacio de I'operador d’'inversio espacial, amb centre d’'inversié ubicat en el punt O.
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Mode Parell Mode Imparell
iu(R) a(R)
‘é\‘g O é\“\l_é —
el R [ /ﬁ(—R)
‘ 9

7;’(—}3)

Figura 3.18. Aplicacio de I'operador d'inversio I, situat en el punt O, sota dos atoms amb posicions iﬁ

relacionats per aquesta operacio de simetria. Els dos atoms vibren amb elongacio ﬁ(iR), respectivament.

En la figura, s’han il-lustrat dos exemples, un d’'un mode de vibracié parell sota I'operacié d’'inversié i un

altre imparell.

Un cas que mereix especial atencio correspon als cristalls amb un motiu en el qual algun
o alguns atoms ocupen una posicid de centre d’inversio. En aquest cas, els modes
normals de vibracié seran sempre parells o imparells respecte a 'atom que ocupe cada
un dels diferents centres dinversié. A continuacid, establirem algunes pautes
genériques que caracteritzen els modes normals de vibracié parells i imparells en

aquests materials centrosimeétrics.

Considerem, en primer lloc, un mode normal de vibracié parell respecte a I'atom que
ocupa la posicioé d’'un centre d'inversio. Per aquest mode normal de vibracid, dos atoms
qualssevol que estiguen connectats per I'aplicacié de I'operador d'inversié es compleix
que #(R) = —i(—F) (equacié 3.32). Sifem R — 0, és a dir, ens aproximem a I'atom que
ocupa el centre d'inversio, #(R - 0) = —i(-R - 0) = #(R = 0) = 0. Per tant, podem
concloure que un mode normal de vibracié parell, en un material centrosimétric, es pot
identificar pel fet que I’atom en el centre d’inversié roman en repos, independentment

de si es tracta d’'un mode optic o acustic, en centre de zona o en vora de zona.

Considerem, ara, un mode normal de vibracié acustic en centre zona. Per la seua
condicié 1 > a, és immediat concloure que els modes acustics en centre de zona
seran imparells en un material centrosimétric. En canvi, els modes normals de
vibracié optics en centre de zona poden ser parells o imparells, depenent de I'estructura
del motiu i del nombre de centres d’inversié que tinga. En qualsevol cas, els modes
optics en centre de zona vibren de manera que el centre de masses romanga en repos,

siga el material centrosimétric o no.
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Analitzem un cas senzill de material centrosimétric, la cadena lineal diatomica (figura
3.19). En aquest sistema, es poden trobar dues eleccions diferents de la cel-la unitat
primitiva que posen en evidéncia el fet que cada un dels atoms del motiu ocupen
posicions que corresponen a un centre d’'inversio (figura 3.19). Aquest fet indica que tots
els modes normals de vibracio, des del punt de vista de qualsevol d’aquests atoms, es

poden classificar com a parells o imparells.

Cadena lineal diatomica

Cel-la unitat primitiva Cel-la unitat primitiva
(™ S R o ™ ™ P P = A
o
IMPARELL

$ PARELL

PARELL
TA

WATWTINT & Wttt

IMPARELL
A A A A A A4

QNGNGB MM- T AT Wit ~ .
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Figura 3.19. ll-lustracié dels modes normals de vibracié transversals de la cadena lineal diatomica. Les
regions ombrejades de la cadena lineal indiquen dues opcions de cel-la unitat primitiva, que permeten
visualitzar I'existéncia de centres d’inversio situats en els dos tipus d’atoms. Tenint en compte aquest fet,
identifiguem el caracter parell o imparell dels modes normals de vibracié TO i TA en centre i vora de zona.
Procedint de manera analoga, podem establir el caracter parell o imparell dels modes LA i LO de la cadena

lineal diatomica.

Des del punt de vista de I'espai reciproc, els centres d’'inversio de la cadena diatdmica
es troben en centre de zona i en vora de zona i, per tant, els modes normals de vibracio
de la cadena lineal diatdbmica han de tenir una paritat ben definida respecte a aquests
dos centres d’inversio. De fet, podem veure que els modes normals de vibracio parells
ocorren en vora de zona, com es mostra en la figura 3.19 per als modes TO i TA, mentre

qgue en centre de zona, en canvi, sén imparells.
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3.6. Vibracions en cristalls finits
3.6.1. Condicions de contorn cicliques

En I'estudi dels sdlids cristal-lins que duem a terme en aquest curs, hem anat introduint,
progressivament, caracteristiques dels solids reals. Hem comencat el curs introduint el
concepte de cristall ideal, amb atoms estatics, i posteriorment hem introduit les
vibracions dels atoms de la xarxa. En aquest apartat, farem un pas més enlla i
considerarem que els solids cristal-lins son finits. Aquest aspecte dels solids, veurem,
tindra consequéncies profundes no sols en les propietats vibracionals dels solids que
descriurem a continuacio siné també, com veurem en el tema 5, en les propietats dels

estats electronics.

El problema de les fronteres dels cristalls, els seus limits espacials, és un camp d’estudi
rellevant per si mateix, no sols en fisica siné també en quimica i nanotecnologia, ja que
les superficies dels sodlids son les portes de comunicacié amb I'exterior i s6n crucials en
la determinacio de la resposta del solid sota I'accié d’'un estimul extern. En el context del
present curs de Fisica de I'Estat Solid, les fronteres han de ser tractades a part, ja que
les seues propietats seran diferents de les del volum en trencar-se la simetria de
translacié inherent a la xarxa cristal-lina. Una manera elegant de treballar
matematicament amb solids cristal-lins finits obviant I'existéncia dels seus limits fisics
consisteix en I'is de condicions de contorn cicliques o de Born-von Karman.
Aquestes condicions persegueixen tractar amb un solid finit pel que fa al nombre
d’atoms, pero infinit pel que fa a la periodicitat de la xarxa, fent que el solid es tanque en
si mateix. Per exemple, en el cas d’'una cadena lineal finita amb parametre de xarxa a
formada per N cel-les unitat primitiva, I'aplicacié de les condicions de contorn cicliques
equivaldrien a considerar que la cadena es tanca en si mateixa unint els seus extrems,
de manera que qualsevol funcid ®(x), escalar o vectorial, que representara una

propietat fisica del solid compliria que:
®(x) = &(x + Na) (3.33)
3.6.2. Cadena atomica finita

En aquest apartat discutirem els efectes de I'aplicacié de les condicions de contorn
cicligues sobre les caracteristiques de les vibracions dels atoms dels solids finits.
Comengarem estudiant el cas d’'una cadena d’atoms (no necessariament monoatomica).
Siga 1, (x) I'elongacié d’'un atom de la cel-la enésima (n) d’'una cadena finita de longitud
L = Na descrita per I'equacié 3.4. Combinant aquesta equacié amb I'equacié 3.33,

podem escriure:
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Up=o = Uoe ™" = Up_pg = e N0 = elaNa = 1 (3.34)
Per tant:

gNa=2mn (ambmeZz) =q==-2 (3.35)

3
De tots els valors de g definits per 'equacié 3.35, podem veure facilment quants estan
dins de la primera zona de Brillouin. Si agafem, per simplicitat, I'interval com a primera

zona de Brillouin de la cadena atdmica, els valors permesos de g dins de la primera

zona de Brillouin soén:

LR (3.36)

a’ a

2|

q=0,

Podem concloure, doncs, que en una cadena d’atoms amb N cel-les unitat, pel fet de
ser finita, només pot acomodar N valors discrets del vector d’ones g dins de la

primera zona de Brillouin.

Cadena atomica infinita Cadena atomica finita
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Figura 3.20. ll-lustracié del fenomen de discretitzacio de les branques acustiques i Optiques en una cadena

lineal diatdmica de parametre de xarxa a i longitud L = Na, sent N el nombre de cel-les unitat primitiva
que componen la cadena. En una cadena finita, la zona de Brillouin és formada per N valors possibles de

q, cada un definint un estat de vibracié amb pulsacié w(q).

Noteu que cada un d’aquests valors permesos de g dista del seguent en una magnitud

;—Z = ZT” al llarg de la zona de Brillouin (figura 3.20). Com que la primera zona de Brillouin

recull totes les solucions fisicament independents de I'equacié del moviment dels atoms
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(seccio 3.2), 'equacié 3.35 indica que existeixen, per branca, N modes normals de
vibraciéo independents o estats permesos de vibracié (o simplement estats de

vibracio) en la cadena atomica amb N cel-les unitat (figura 3.20).
3.6.3. Sdlids bidimensionals i tridimensionals finits

La discretitzacié del vector d’'ones que hem introduit en I'apartat anterior per a la cadena
atomica finita es pot estendre als solids bidimensionals i tridimensionals finits. Podem
considerar un solid bidimensional de superficie S com la composicié de dues cadenes
atomiques perpendiculars entre si, de longituds L, i L, i amb N, i N,, cel-les al llarg de
les direccions x i y, respectivament. Per al solid cristal-li bidimensional, el nombre de
valors possibles del vector d’'ones ¢ dins de la primera zona de Birillouin bidimensional

sera N = N, N,, i cada un ocupara una superficie efectiva de I'espai reciproc de valor

2
i” in = 4% (figura 3.21a). Analogament, un solid tridimensional de volum V es pot
x Ly

considerar com la composicido de tres cadenes monoatomiques perpendiculars de
longituds Ly, L, i L, amb Ny, N, i N, cel'les al llarg de les direccions x, y i z,
respectivament. En aquest cas, el nombre de valors possibles del vector d'ones ¢ dins

de la primera zona de Brillouin sera N = N, - N,,- N, i a cada un li podem assignar un

, . . - . 2m 2m 2 8md ..
volum de I'espai reciproc tridimensional de valor L—” R % (figura 3.21b).
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Figura 3.21. ll-lustracié de la zona de Brillouin (a) d’un cristall finit quadrat (bidimensional) i (b) d’un cristall

finit cubic (tridimensional). En les dues zones de Brillouin es mostren els N valors possibles del vector

d'ones (7 representats per punts, que componen les zones de Brillouin d’aquests cristalls finits. A cada punt

2 3
: ; 5 n° 8m : :
li podem assignar una area (volum) ~ (T) en els casos 2D i 3D, respectivament.
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Les implicacions del caracter finit dels solids seran considerades, en profunditat, en

I'estudi de les propietats térmiques (tema 4) i electroniques (tema 5) d’aquests.
3.6.4. Nombre de modes normals de vibracié en un solid finit

Acabarem aquesta seccio discutint quants modes normals de vibracio cal esperar en un
solid finit. Durem a terme aquesta analisi utilitzant dues argumentacions diferents, amb
la finalitat de posar en evidéncia la relacié entre el nombre d’atoms del solid i el nombre
de modes normals de vibracid diferents que poden excitar-se en aquest solid.
Considerem, per exemple, un solid tridimensional format per N cel-les unitat primitives
amb un motiu de r atoms de manera que N - r = N, €s el nombre d’atoms del cristall.
Com ja hem discutit en la secci6 3.5, el nombre de modes normals de vibraci6 possibles
d'aquests N -r atoms ha de ser 3- N -r, considerant que les seues oscil-lacions es

produeixen en les tres dimensions de I'espai.

Podem arribar al mateix resultat usant una altra argumentacié. Hem vist que el nombre
de branques de vibracié que cal esperar en aquest solid tridimensional és 3 - r (seccid
3.5). A més, com hem vist al llarg de tota aquesta seccio, el nombre de valors possibles
del vector d’ones ¢ en la primera zona de Brillouin és N i, en consequiéncia, cada branca
posseeix N valors discrets. Per tant, el nombre total de modes normals de vibracié és,

denou,3:N:-r.

En conclusio, el nombre d’estats de vibracié en un solid és finit perqué el nombre
d’elements que originen aquestes vibracions (és a dir, el nombre d’atoms), és també

finit. Un argument analeg a aquest s'utilitzara també en el tema 5 per a introduir la

discretitzacio dels valors possibles del vector d’'ones k dels estats electronics en el solid

cristal-li.

3.7. Dispersio inelastica de la llum per vibracions

El nostre interés en aquest apartat se centrara a posar de manifest que la dispersié de
la radiacié electromagnética, en incidir en un solid, pot donar informacié sobre els
seus modes normals de vibracio. Aquesta hipotesi és el fonament de les técniques
espectroscopiques conegudes com a dispersié Raman, dispersiéo de Brillouin i la

dispersio inelastica de raigs X, entre altres.

En l'apartat 2.3.1 vam descriure el fenomen de la difraccié com la dispersié coherent per
part d'atoms estatics que conformaven una estructura cristal-lina. En aquell estudi,

posavem en evidéncia que la coheréncia que donava lloc al senyal difractat era regida
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per la periodicitat de la xarxa i les posicions atdmiques relatives. En el punt que ens
trobem ara, amb la introduccio de les vibracions, cal esperar que les variacions de les

posicions atdomiques entorn del seu punt d’equilibri tinga efectes en el senyal difractat.

En aquest apartat, reformularem el fenomen de la difraccio incloent-hi les vibracions
atomiques i introduirem els conceptes basics de la técnica espectroscopica coneguda
com a dispersio inelastica de raigs X, Raman i de Brillouin. El punt de partida sera

'equacié 2.14, que ens dona I'expressié de I'ona difractada per un cristall de volum V:
Ap = Ce™ ot [ p(Pe~K7qy . (3.37)

En lapartat 2.3.1, vam suposar una distribucié estatica de la densitat de carrega
electronica p(7 = 7,)), on 7, es refereix a les posicions d’equilibri. Per a fer un pas més
enlla i tenir en compte les vibracions atomiques, considerarem que els electrons es
desplacen rigidament amb els nuclis quan aquests fan petits desplagaments (t).
En consequiéncia, podem expressar els vectors de posicio de la densitat de carrega, 7,

com a:
7(t) =7, + u(t)
Per tant, 'equacié 3.37 es pot expressar com a:'®
Ap = Ce—iwotfv p(Fo)e—u‘(’.[ﬁ,-rﬁ(t)]dV = Ce~lwot fV p(f"o)e‘i’?'Foe'i’_{"ﬁ(t)dV (3.38)
I, en cas de petits desplagaments, podem considerar que
e~ KU ~ 1 — K . ut) ,

Aixi, 'equacio 3.38 s’expressaria com a:

Ap =~ Ce @0t [ p(7)e K Tody — iCe™i@0t [ p(7,)e K ToK - ti(t)dV (3.39)

Si suposem que la pertorbacio i (t) que es propaga pel solid cristal-li €s un mode normal

de vibracié amb vector d’ones g i pulsacié w(q), podem escriure:
#(t) = U,eti@o-w@t

Introduint aquesta expressio en I'equacié 3.39 resulta:

15 Noteu que, en transformar I'equacié 3.37 en la 3.38, hem fet el segiient canvi de variable: p(F)dV =
p(PdV; = p(#,)dV;, = p(7,)dV. Es a dir, en 'equacié 3.37 la integracio es fa en la variable V; i en
'equacioé 3.38 en la variable Fo, encara que les dues variables de volum, Vz i V;o es refereixen, evidentment,
al mateix volum V.
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Ap = Ce—iwotf

p(Fo)e—iI?-FodV — iCe lwot f p(Fo)e—il?-Fol_() . aoeii(ﬁ-Fo—w(q)t)dV
%4

14

i reagrupant termes:

Ap = Ce—iwotf p(Fo)e—iI?-FodV _ iCe—i(woiw(q))tf p(Fo)e—i(E$ﬁ).Fok’ -d,dV
%4 14
= Ag +iAf}
(3.40)

On hem definit:

Agl — Ce—iwotfv p(fo)e—u?iodv
AiDn _ _Ce—i(woiw(q))t fV p(fo)e—i(l?iﬁ)fol_(' “U,dV

El terme A% descriu un procés de dispersio elastic (és a dir, amb w,; = w,, 0N w,; és la
pulsacié de I'ona dispersada) que es coneix com a dispersié Rayleigh i que correspon
a un cas estatic similar al descrit per 'equacié 2.14. En canvi, el terme A} representa
un procés de dispersio inelastica, que dona lloc a una ona dispersada amb una
pulsacié w;, que difereix de la de I'ona incident, exactament en una quantitat igual a la

pulsacié w(q) del mode de vibracio.
Win = wo + w(q) : (3.41)

A més, perqué I'ona dispersada inelasticament done lloc a feixos difractats d’intensitat

no nul-la, el vector d’'ones K F g que contribueix a A% (equaci6 3.40) cal que complisca

la condicié de Laue (equacio6 2.16), de manera que:
K¥FG=G=>k—-koFi=k—(kotd)=6 (3.42)

L’equacié 3.41 es pot considerar com la llei de conservacié de I’energia, mentre que
'equacié 3.42 representa la relacié de conservacié del vector dones en un procés de
dispersié inelastica de la radiacié electromagnética. En particular, els dos casos descrits
per les equacions 3.41 i 3.42 es coneixen com a processos de dispersié Stokes i anti-

Stokes, de manera que:

-Processos Stokes: wjn =ﬁw0 _f"@ (3.43a)
Winp = W + W
-Processos anti-Stokes: e (g) (3.43b)
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(a) (b)

Processos Stokes N Processos Stokes U
A ky A ky
(TL' Vs (TL’ 7T)
a'b) a’b
Ko i K,
) k
q
ky k ky
5 EO - ‘?
12 Zona de Brillouin 13 Zona de Brillouin
k=k,—q k=k,—G+G

Figura 3.22. ll-lustracié esquematica d’'un procés de dispersié Stokes de tipus (a) normal i (b) Umklapp, en

un cristall amb una zona de Brillouin rectangular.

Dins dels processos de dispersié Stokes i anti-Stokes poden tenir lloc fenomens de
dispersio normal (Dispersié N), que corresponen al cas G=0,ide dispersio Umklapp
(Dispersi6é U), que corresponen al cas G #0.Enels processos de dispersio N, participen
vectors EO ik continguts dins de la primera zona de Brillouin, mentre que els U involucren

un vector G de la xarxa reciproca. La figura 3.22 mostra dos exemples de processos
Stokes N i U, que il-lustren les seues caracteristiques generals. Com a normal general,

els processos de dispersid N involucren modes normals de vibracio amb valors del

vector d'ona ¢ al voltant de centre de zona (]|g|| « g on a és el parametre de xarxa) i,
- = G ) .
en qualsevol cas, amb ||k, £ §|| < ”5” (figura 3.22a). En canvi, en els processos de

dispersio U resulta que ||k, + G| = ”%” la probabilitat dels quals augmenta quan el

mode de vibracio involucrat en la dispersié és proxim a la vora de zona (||67||§)- En
aquests processos (com el que es mostra en la figura 3.22b) sera necessaria la
participacio d’un vector G de la xarxa reciproca perqué la resposta vibratoria dels atoms

d’un cristall a la pertorbacié externa k,, que vindria descrita pel vector d’'ones k, + 4 a
priori, s’enquadre dins de la primera zona de Brillouin amb el fi de mantenir el sentit fisic

del procés de dispersio (seccio 3.3).

Fixeu-vos que els processos U involucren fonons de major energia que els processos N

(seccio 3.2); per tant, seran menys probables a baixes temperatures i a temperatura
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ambient. Ara bé, la probabilitat dels processos U augmentara a altes temperatures i, de
fet, s6n necessaris per a explicar la resistivitat térmica dels cristalls d’alta puresa.'® En

processos que involucren radiacio visible o infraroja, els processos N seran dominants.

En el que segueix, restringirem la nostra discussié de la interaccié llum-matéria als
processos de dispersio inelastica més probables a temperatura ambient (els processos

N). Per a aquests, podem escriure:

- Processos Stokes (Dispersié N): > (3.44a)

-Processos anti-Stokes (Dispersio N):

{win = wo + w(q) (3.44b)

E =i I_()O +C_i
3.7.1. Dispersio inelastica de raigs X.

En aquest apartat particularitzarem la discussié anterior al cas de la dispersio inelastica

dels raigs X. La figura 3.23a mostra un espectre de dispersio inelastica de raigs X

adquirit amb una configuracio experimental definida per un cert angle 260 = E,AEO (figura
3.23b). Admetem que I'espectre adquirit evidencia processos de dispersié Stokes de
tipus N que tenen lloc amb I'emissio (excitacio) d’'un mode de vibracié de vector d’'ones
d (equacio 3.44a). Fixeu-vos que, en un procés de dispersio inelastica de raigs X com

el que s’il-lustra en aquesta figura, es compleix que:
wo » w(q) = ||k|| = |[ko|| = Gl = 2||ko||sine (3.45)

A més, com que la longitud d’ona dels raigs X és de 'ordre de la distancia interatomica,
. = 27 . —_— . % 1 ) .
tenim que ||k0||7” i que, per tant, ||q||7”5m0. En conseqiiéncia, variant gradualment

'angle O, es podrien arribar a detectar fonons tant de centre de zona com de vora de
zona (figura 3.23c). De fet, en I'exemple de la figura 3.23a, el mode normal de vibracio
involucrat en la dispersi6 dels raigs X és prop del punt L de la zona de Brillouin al llarg

de la direccié I'L.

La difraccio inelastica de raigs X és una de les eines més utils per a I'estudi dels modes
normals de vibracio que existeixen dins de la zona de Brillouin, encara que es requereix

I'is de grans instal-lacions de tipus sincrotrd. Les técniques de dispersié Raman o de

-

. o k . . s -
16 Considerem el vector unitari r_iko = ﬁ Fixeu-vos que els vectors k i ﬁ’ko, majoritariament, verifiquen
0
- - = .
que k - ﬁ’ko > 0 en els processos N (figura 3.22a), mentre que k - ﬁko < 0 en els processos U. Es a dir, en
els processos de dispersi6 U, els modes de vibracié dispersats so6n, amb una alta probabilitat,
retrodispersats. Aixo indica que els processos U entre fonons son crucials per a explicar la resistivitat térmica
dels sistemes cristal-lins.
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Brillouin que presentem a continuacio, per contra, sén utils per a estudiar els modes

normals de vibracio al voltant de centre de zona en solids cristal-lins.

(a) . (b)
Intensitat (a.u.) Emissor Detector
T T 1 =y
80 + LO _ g g M
60 |-
o TO e k
= 7 ko k
g 401 haw, ho
& )20
3 LA
20 TA q
fl(l)(t_i)
[ B B
ol (0

Figura 3.23. (a) Exemple d’'un espectre adquirit en una experiéncia de dispersié inelastica de raigs X en la

qual s’observen pics corresponents a processos de dispersié causats pels modes normals de vibracié que
es donen, en aquest experiment particular, en el punt de vector d’ones de la direccié I'L indicat en la figura

per una franja verda. (b) Esquema de la configuracié experimental usual d’'un experiment de dispersio
inelastica de raigs X i de la relacié que hi ha entre els vectors d’'ona dels raigs incident, el dispersat i el del
mode normal de vibracié responsable de la dispersié (assumint dispersié normal). Fixeu-vos que aquesta
configuracié experimental és, de fet, la mateixa que la d’'un experiment de difraccié usual. (c) ll-lustraci6 de
dos experiments de dispersio inelastica de raigs X, realitzats amb angles ©1 i ®2, en els quals s’espera
obtenir senyals (pics) corresponents als modes normals de vibracié que es donen, respectivament, amb

valors del vector d’ona q1 i gz indicats en la figura.

3.7.2. Dispersio Raman

Els fendmens de dispersié6 Raman i de dispersié de Brillouin que descriurem a
continuacié estan basats en els mateixos processos fisics que hem descrit dins
d’aquesta seccié. Es a dir, 'emissié de radiacié per part d’un nuvol electronic vibrant
sota I'accio d’'un camp electromagnétic extern. Per tant, obtindrem, en esséncia, un tipus
de senyal similar (equacions 3.41-3.44). No obstant aix0, hi ha certs aspectes particulars
d’aquests processos de dispersid que voldriem destacar, com soén (i) la naturalesa dels
modes normals de vibracié involucrats en la dispersi6 Raman i de Brillouin i (ii) el

mecanisme que permet la interaccio llum-matéria en aquests processos de dispersio.
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En experiéncies de dispersi6 Raman i de Brillouin usen radiacié electromagnética
corresponent a la zona de I'espectre visible o infraroig. Aquesta radiacié posseeix
una longitud d’ona unes 1000 vegades major que els valors usuals dels parametres de
xarxa, la qual cosa implica (equacié 3.45) que només els modes de vibracio en centre
de zona poden prendre part en aquests mecanismes de dispersio. En el cas particular
de la dispersié Raman (o efecte Raman), els processos de dispersi6 inelastica sén el
resultat de la interaccio de la llum amb els modes vibracionals i/o rotacionals optics
en centre de zona amb els quals poden vibrar els atoms del material. En I'efecte Raman,
la interaccid llum-matéria es produeix a través de la polaritzabilitat dels electrons de

valéncia (nuvol electronic) dels atoms del motiu."”” Considerem una ona d’'equacio
E,cosw,t que incideix en un solid. Aquesta ona indueix, mitjangant el tensor de

susceptibilitat dieléctrica y, una polaritzacio P:

P= so)(ﬁocosa)ot (3.46)

(a) (b)

v % 2nfw(q)
Xo

7

Intensitat
Intensitat

T T T T T T oy

o wo—w(IQ) | (;Jo 00'0+l00(Q)
Figura 3.24. (a) Dependéencia temporal de la polaritzacié d’un solid en el qual incideix un feix de llum de
pulsacié w,, suposant que (a) el nuvol electronic té polaritzabilitat nul-la (susceptibilitat dielectrica
independent del temps) i (b) que el nuvol electronic vibra amb pulsacié a)(q) (susceptibilitat dieléctrica
variable en el temps). En el primer cas, el procés de dispersio de la llum és elastic i en el segon cas dona
lloc, a més, a processos de dispersié inelastica, identificats pels feixos dispersats amb pulsacions w, +

a)(q). Els dos grafics inferiors en (a) i (b) son dos espectres com els que s’obtenen en experiments de

dispersié Raman.

7 Polaritzabilitat és la facilitat amb la qual el ntvol electronic dels atoms del motiu es distorsiona sota l'accio

d’'un camp eléctric extern.
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que, com sabem per les lleis de I'electrodinamica, origina I'emissioé de radiacié a causa
de la seua variacié temporal. Si la polaritzabilitat dels electrons de valéncia és nul-la, la
susceptibilitat dieléctrica no es veura pertorbada pel camp eléctric incident i la radiacio
emesa correspondra a la que cal esperar en un procés de dispersié Rayleigh (figura
3.24a). En canvi, si el nuvol electronic (els electrons de valéncia) vibra solidariament
amb els ions de la xarxa, la susceptibilitat dieléctrica sera sensible a aquests
desplagaments electronics i tindrem que yx = x(u(q)) (figura 3.24b), afavorint-se la
interaccié de la llum amb els modes de vibracié optics (seccid 3.4). Assumint que
aquestes vibracions son menudes i harmoniques (u = u,cos[w(q)t]), podem aproximar
la susceptibilitat dieléctrica, a primer ordre, per I'expressio:

g ax - @
x(uw@) = xo+ug| | =xo+ 5 wocosloa)r) (3.47)

gue representa una susceptibilitat dieléctrica variable amb el temps com la que es
mostra en la figura 3.24b. Combinant les equacions 3.46 i 3.47, la polaritzacio resultant

€s, en aquest cas:

-

=1 d =1 =
P =¢g,x,E,cosw,t + &, £| uy,cos[w(@t]E,cosw,t = €,x,E,cosw,t +
q=0

%"3—)( uoE{cos[w(q) + w,]t + cos[w(q) — w,]t} (3.48)
ulg=0

L’expressid 3.48 indica que la dispersié de llum visible o infraroja per vibracions
(optiques) pot donar lloc a ones inelastiques de pulsacié w(q) + w, (figura 3.24b), que
poden ser detectades en un experiment d’espectroscopia Raman. Noteu que (equacio

3.48) un prerequisit per a observar el senyal Raman és:

(a) x (b) 7

u(®) =0
u(t) >0
u(t) =0
u(t) <0
u(t) =0

ut)=0
u(t) >0
u(t) =0
u(®) <0
u®)=0

dy dy

du - du i

=0

Figura 3.25. Variaci6 de la susceptibilitat dieléctrica y amb I'elongacié d’una vibracié u(t) corresponent a
un mode normal de vibracié (a) imparell i (b) parell. En la figura, es mostra el patré de vibracié dels atoms
per a diferents elongacions u(t). Si el mode és imparell, y(1) té un punt de derivada nul-laenu = 0 (en

'exemple de la figura, un minim).
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dx
o * O (3.49)

Per tant, si la polaritzabilitat del nivol electronic del motiu atomic presenta un
minim en la posicio d’equilibri (i, en consequéncia, també la susceptibilitat dieléctrica)
la polaritzaci6 varia harmonicament amb pulsacié w, i no es podra observar el senyal
corresponent a la dispersié6 Raman (evidentment, si que sera possible observar el

senyal de dispersié Rayleigh).

El comportament de la susceptibilitat dieléctrica (o la polaritzabilitat del nuvol electronic
dels atoms del motiu) amb les vibracions és clau, doncs, per a determinar I'efectivitat del
mecanisme de dispersido Raman. Les figures 3.25a i b mostren dos exemples il-lustratius
de les dues situacions extremes que es poden donar, que corresponen, respectivament,
a un mode imparell i parell d’'una cadena diatdmica, la qual és un sistema centrosimetric
i, per tant, tots els seus modes de vibracié tenen una paritat definida respecte del centre
d’inversié. Des del punt de vista que ens ocupa, 'aspecte clau de la discussio és el
comportament distintiu de la funcié y(u) amb el temps. La figura 3.25a mostra I'evolucié
temporal d’'un mode de vibracié amb una deformacié del navol electronic idéntica per a
u < 0iu>0,laqual cosaindica que la susceptibilitat dielectrica posseeix un minim en
la posicié d’equilibri i, per tant, representa un mode de vibracié inactiu Raman. En canvi,
en el mode de vibracié representat en la figura 3.25b, el navol electronic presenta una
deformacié quan u > 0 que és totalment oposada a la que es produeix quan u < 0,
indicant que aquest mode de vibracio és actiu Raman. El fets que evidencien la figura
3.25 sbn generalitzables a qualsevol solid. Per tant, com a regla general, podem
concloure que els modes de vibracié que podem classificar com a simétrics o
parells son actius Raman, mentre que els imparells o antisimétrics sén inactius
Raman. Si el mode de vibracié no té una paritat definida, només la seua part simétrica

contribuira al senyal Raman.®

La interaccié llum-matéria que dona lloc a I'efecte Raman es basa en la modulacioé de la
susceptibilitat dieléctrica, que és una magnitud d’origen microscopic basada en els
dipols associats als enllagos quimics. Per tant, i a diferéncia de la técnica de dispersio
inelastica de raigs X, I'espectroscopia Raman es pot usar per a estudiar les vibracions
no sols de solids cristal-lins siné també de sistemes mancats d’ordre com gasos, liquids
i molécules. Més encara, el patré de vibracié d’'una molécula constitueix una signatura

de la seua preséncia. Aquests fets han motivat que aquesta técnica d’espectroscopia no

18 Qualsevol funcié es pot expressar com a suma d’una funcié simétrica i una altra antisimétrica: f(x) =

FEO+f(=x) +f @)—f(=x)
2 2
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invasiva siga una de les més usades per a la identificacié dels compostos organics i
inorganics independentment del seu estat (solid, liquid o gasés). No en va el vehicle
d’exploracié Perseverance que la NASA va desplegar en Mart el 2021 porta incorporat
un equip d’analisi per espectroscopia Raman dedicat a la identificacié quimica dels

materials.
3.7.3. Dispersio de Brillouin

La dispersio de Brillouin és un fenomen de dispersio inelastica que ocorre com a
resultat de la interaccio de la llum amb els modes acustics en centre de zona o ones
sonores del material. En aquest sentit, la dispersié de Brillouin és semblant a I'efecte
Doppler. L'origen fisic del mecanisme que participa en la dispersio de Brillouin és el
mateix que el de I'efecte Raman, és a dir, la modulacié de la susceptibilitat dieléctrica
mitjangant les petites pertorbacions periodiques que introdueixen les ones sonores que
es propaguen pel medi, encara que la deteccié del senyal procedent d’aquests
processos de dispersio requereix técniques interferomeétriques d’alta resolucio de tipus

Fabry-Perot. La figura 3.26 mostra un exemple d'un fenomen de dispersié normal de

Brillouin. Com ja sabem, si ens restringim a un procés de dispersié normal (G = 0),

podem escriure que (equacio 3.44):

i=+(k-k,) , (3.50)

Processos Processos
Stokes anti-Stokes
q q
k, —d=k k,+G=k
wo — w(q) = wiy wo + w(q) = Wiy

Figura 3.26. Esquema de la dispersi6 d’un feix de llum de vector d’'ones EO i pulsacié w,, per I'accié d’un

mode de vibracié de vector d’'ones ¢ i pulsacié w(q). Com a resultat de la dispersio, s'emet un feix de llum

de vector d’ones k i pulsacié w. Aquest procés de dispersio donaria lloc a processos Stokes i anti-Stokes,

com s’indica en la figura.
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on el signe positiu correspon als processos anti-Stokes i el negatiu als processos Stokes.

Usant 'equacié 3.50, es pot escriure que:

R . 2 - -
112 = [kl + [leo || = 2]IK]| - [[ ko [|cose (3.51)

La dispersio de Brillouin involucra modes de vibracions acustiques en centre de zona i,

per tant, amb pulsacions w(g) molt menors que les de la llum. En aquest cas, la
conservacié de I'energia ens permet assumir que [k|| = ||ko||. En consequéncia,

I’equacié anterior condueix a:
G112 = 2||ko|| - (1 — cosg) = 4||k,|| sinzg = ||gll = 2||ko||sin% 3.52)

L’equacio 3.52 ens permet expressar la pulsacio de I'ona sonora responsable del procés

de dispersi6 de la llum com a:

w(q) =gl - vs = 2||I})o||vssin% = Zn%vssin% = ni—:vssin% (8.53)

On n és I'index de refraccio del material, ¢ és la velocitat de la llum en el buit i v, és la
velocitat de grup de l'ona sonora. L’equacio 3.53 revela que no es produeixen
processos dispersié cap avant (¢ = 0), mentre que s’afavoreix els processos de

retrodispersio (¢m).

La técnica de dispersio de Brillouin és sovint usada en l'estudi de les propietats
elastiques dels materials i en el desenvolupament de les modernes tecnologies de

processament de senyals acustic-optics.
3.7.4. Espectres de dispersié Raman i de Brillouin

En les seccions 3.7.2 i 3.7.3. hem introduit els fendmens de dispersié Raman i dispersio
de Brillouin. En aquest apartat presentarem i descriurem el tipus de senyal resultant

d’aquests processos de dispersio inelastica.

La figura 3.27 il-lustra la intensitat de la llum dispersada que es podria arribar a observar
en dos experiments diferents: un d’efecte Raman (amb senyals corresponents als pics
identificats com DRy i DR) i un altre de dispersio de Brillouin (amb senyals corresponents
als pics DRy i DB), en els casos de processos Stokes i anti-Stokes. Recordeu que les
pulsacions w(q) dels modes normals de vibracié acustics sén molt menors que els dels
optics, almenys en centre de zona (seccié 3.2). Per tant, els pics DB apareixeran més
prop del pic DRy que els pics DR. A més, voldriem mencionar els processos anti-stokes
tipicament donen un senyal menys intens que els corresponents processos stokes.

Aquest efecte és més evident per als modes de vibracié de més alta energia, com és el
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cas dels modes optics (és a dir, en els experiments de dispersié Raman). L’explicacié
d’aquest efecte es basa en el fet que els processos anti-Stokes requereixen recorrer a
un foné (absorbint-lo) per a tenir lloc. Com veurem en el tema seguent, la poblacio de
fonons depén de la temperatura, de manera que, a major temperatura, major poblacio
de fonons. En un experiment de dispersié Raman en funcié de la temperatura, s’observa
que la intensitat del senyal dels processos Stokes i anti-Stokes tendeixen a igualar-se
entre si a mesura que augmenta la temperatura (figura 3.27), ja que la condicio de tenir
una poblacié de fonons que alimente els processos anti-Stokes és, cada vegada, menys
restrictiva. En el que respecta a un experiment de dispersié de Brillouin, el valor més
probable de la pulsacié w(g) dels modes acustics augmenta linealment amb la
temperatura (exercici 4.2), per la qual cosa els pics DB tendiran a desplagar-se,

allunyant-se del pic DRy (figura 3.27), a mesura que augmenta la temperatura.

_' Processos (DRy) Processos C
] Stokes Anti-Stokes E
- w, — w(q) w, + w(q) =
) - AL . _ -
8 S
D (DR) —
@ n
g (DR) C
£ AMr F
= (DB)[ |(DB) o
; T T, -
| | | | | | | | I | | | | | | | |
Wy

Figura 3.27. Intensitat de la llum dispersada que es pot obtenir en un experiment estandard de dispersio
Raman (espectre superior) i en un experiment de dispersié de Brillouin (espectre inferior) quan incideix
radiacio visible o infraroja de pulsacié w, en un solid donat. Els dos espectres estan desplagats verticalment
'un de l'altre per a facilitar la comparacié. En aquests espectres es poden observar els pics corresponents
a la dispersi6 elastica o de Rayleigh (identificats com a DRYy), els corresponents a la dispersi6 Raman
(identificats com a DR) i els corresponents a la dispersié de Brillouin (identificats com a DB), tant per als
processos Stokes com anti-Stokes. En la figura hem indicat amb fletxes les variacions que s’observarien en
els pics DB i DR (tant en la seua posicié com en la seua intensitat) si realitzarem un experiment de dispersio

Raman o de Brillouin en el mateix material a temperatures més elevades.



Introduccio a la Fisica de I’Estat Solid 135

Noteu que, en els experiments mostrats en la figura 3.27, hem suposat que cada
espectre ha contribuit un unic mode de vibracié (optic o acustic). En un solid real, on
existeixen diferents modes acustics i optics, longitudinals i transversals, els experiments
poden mostrar diferents pics, Stokes i anti-Stokes, corresponents a diferents

contribucions.
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QUESTIONS LLICO 1. ESTRUCTURA CRISTAL-LINA.

c

1.1 En la seglient xarxa bidimensional, determineu una cel-la primitiva unitat i una base.
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apones Makoto Nakamura. Identifiqueu una
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1.2 El seglient mosaic ha sigut elaborat pe
cel-la primitiva unitat i una base.

—
—

1.3 Considereu la xarxa bidimensional rectangular de la figura. S’hi han representat els vectors
base de quatre cel-les unitat diferents.
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a) Quants punts de la xarxa conté en total cada una?
b) Quines son primitives?
c) Quines sén no primitives?
d) Determineu la cel-la de Wigner-Seitz corresponent.

1.4 Descriviu I'estructura de la figura adjunta com a xarxa més una base atomica, i doneu la
férmula estequiométrica. Es compatible amb el compost BaTiOs?

1.5 a) Per a valors determinats dels parametres de xarxa, una xarxa de Bravais trigonal pot donar
lloc a una xarxa cubica. Calculeu el valor dels parametres de xarxa trigonal que donen lloc a una
xarxa cubica simple d’aresta a, a una cubica centrada en cares i a una cubica centrada en cos.
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b) L’estirament d’una cel-la cibica simple al llarg d’una aresta dona lloca una cel-la tetraedrica.
La mateixa deformacio per a una cubica centrada en cos origina una tetragonal centrada en cos.
Raoneu per que no es considera |'existéncia d’una tetragonal centrada en cares obtinguda a
partir de I'estirament d’una cubica centrada en cares.

c) Argumenteu que una cel-la monoclinica centrada en cos es pot descriure també amb una cel-la
monoclinica centrada en base.

1.6 Determineu les matrius que determinen les seglients operacions de simetria:

a) Inversio.

b) Reflexié per un pla determinat per un vector unitari 71 perpendicular al pla. Particularitza
I’expressié per a un pla que continga a I’eix Z i que forme 45 graus amb I’eix X. Ajuda: Convé
descompondre el vector que es reflecteix en les seues components paral-lela i perpendicular al
pla.

c) Rotacid d’angle ¢ al voltant d’un eix que continga el vector unitari 71. Determineu, en concret,
la matriu de rotacié corresponent a un angle ¢ al voltant de I'eix Z aixi com la rotacié de 180
graus al voltant d’un eix contingut en el pla XY i que forma 45 graus amb I’eix X.

1.7 El sodi es transforma de bcc en hcp a una temperatura de 23 K. Suposem que durant aquesta
transformacio la densitat del cristall roman constant, i que la relacié ¢ = a es correspon amb la
ideal de I'estructura hcp. Calculeu el parametre de xarxa app de la cel-la hcp sabent que el

parametre de xarxa de la cel-la convencional per a la fase cubica és a.. =4.23 A.

1.8 L'apilament d’esferes associat a una estructura compacta deixa buits intersticials de tipus
tetraedric i octaédric. L'estructura de molts compostos es pot entendre com el resultat d’un
apilament compacte d’atoms de tipus A, amb els buits intersticials ocupats per atoms de tipus B
(i a vegades amb alguna deformacié addicional de la cel-la unitat). En aquest problema tractem
estructures en les quals els atoms de tipus A segueixen un apilament fcc.

a) Localitzeu la posicié dels buits octaedrics i tetraedrics en una estructura fcc.

b) Quants buits octaedrics hi ha en la cel-la cibica? | tetraédrics?

c) Quina és la férmula estequiomeétrica d’'un compost amb tots els buits octaédrics ocupats amb
atoms de tipus B? | amb els buits tetraedrics ocupats? | amb la meitat dels tetraédrics ocupats?
Doneu exemples d’estructures que conegueu.

d) Calculeu el radi maxim de I'atom de tipus B que cap en un buit octaedric i en un tetraedric.

1.9 Considereu la xarxa cristal-lina bidimensional de la figura:

a) Trobeu els vectors primitius de la xarxa i descriu I'estructura en termes d’aquests vectors.
b) Analitzeu els elements de simetria. Cerqueu en les taules cristal-lografiques el grup espacial
(bidimensional) apropiat per a descriure |’estructura.

1.10 Al'hora de descriure I’estructura d’un solid cristal-li amb simetria romboédrica es prefereix,
sovint, descriure 'estructura amb una cel-la unitat hexagonal. No obstant aix0, en els calculs de
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primers principis és més atil usar la cel-la romboedrica, més petita, per a estalviar temps de
calcul. La relacid entre totes dues cel-les (seguint les convencions de les taules cristal-lografiques

apareix en la figura a).
2 T D OO e

;
o
’

0060

ay

a) Trobeu la relacié entre els parametres de xarxa de totes dues cel-les.
b) Quantes vegades és més gran la cel-la unitat hexagonal que la romboeédrica?
c) Expresseu les posicions atomiques de la cel-laromboédrica en funcié de les posicions referides

a la cel-la hexagonal.

1.11 L’oxid transparent conductor CuAlO; (fig. b) cristal-litza en el grup espacial R3m. Calculeu
les distancies Cu-Cu, Al-Al, Cu-O, AI-O i Cu-Al, i I'angle Al-O-Cu. Considereu que els parametres
de la cel-la hexagonal s6n a=2.858 A, c = 16.958 A A i el parametre intern que descriu la posicié
de I'oxigen és u =0.1099.
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QUESTIONS LLICO 2. L’ESPAI RECIPROC.

2.1 Hi ha almenys tres formes equivalents de definir els vectors base (b;) d’'una xarxa reciproca
associada a una estructura periodica bidimensional definida pels vectors d;, amb i,j = 1,2.

i) Els vectors de la xarxa reciproca son els que compleixen d; - b = 21r6
ii) Triar un vector auxiliar @z, amb modul unitat, i perpendlcular als vectors d, i dy, per a
continuacié emprar les formules usades en la descripcié d’estructures tridimensionals:
b; = 2”%
' (ajxak)
i) El vector b1 es defineix perpendicular a a, i amb modul 1 , on dq és la distancia interplanar

(10). El vector b2 és perpendicular a @, i té com a modul d—. Com a conseqliéncia, I'angle que
01

formen d, i d, més el que formen els seus reciprocs és igual a .
Comproveu que les tres definicions son equivalents i que totes donen lloc a la
seglient expressio:
- 21
1=
lldyxd II2

—

b2=

{”az”Z (511 'az)az}

2 - . - ->
2 {lla,l1*d; — (dq - dp)ds}
lldyx 2||
2.2 Demostreu que la xarxa reciproca d’una xarxa centrada en cares de costat a és una
41 P
xarxa centrada en cos de costat - Calculeu les coordenades dels punts de la zona de Brillouin
L, X i W identificats en la figura.

Zona de Brillouin
FCC

2.3 Siga una xarxa ortorombica amb centrat C (centrada en base) amb parametres de xarxa a, b
ic.

a) Quant val el volum de la cel-la unitat? | de la cel-la primitiva unitat?

b) Descriviu la xarxa reciproca associada. Quin volum té la cel-la primitiva unitat de I'espai
reciproc? Quina és la xarxa de Bravais de I’espai reciproc?

c) Feu un esquema de la primera zona de Brillouin, donant informacié concreta sobre la seua
construccié. Quant val el volum de la primera zona de Brillouin?

2.4 Obteniu la relacié entre I'espaiat dels plans (hkl) i els parametres d’una xarxa hexagonal fent
Us de la xarxa reciproca. En la figura de I'esquerra s’han representat els espectres de difraccié
de la delafossita CuAIO; presos a dues pressions diferents, utilitzant radiacié sincrotré amb
longitud d’ona A= 0.3738 A. Les experiéncies de difraccié de raigs X a alta pressié permeten
obtenir les equacions d’estat dels compostos i les compressibilitats dels parametres de xarxa.
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Estimeu el valor de les compressibilitats dels eixos (hexagonals) a i c. Per a facilitar la tasca, en
la figura de la dreta es mostra la indexacié dels pics de difraccié basada en la utilitzacié de la
cel-la hexagonal.
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2.5. El cobalt té dues possibles estructures cristal-lines: @-Co, amb estructura hcp (a = 2.51 A) i
B-Co, amb estructura fcc (a = 3.55 A). Assumint que I'estructura hcp és ideal, calcula i compara
per a totes dues estructures la posicié (en si de 268) dels cinc primers pics que es detectarien en
un experiment de difraccié de raigs X en pols. Assumiu una longitud d’ona de 0.71 A. En el cas
que alguns dels pics de I'estructura fcc coincidisca amb un pic de I'estructura hcp explica per
que.

2.6 Considereu I'estructura bidimensional de la figura adjunta, en la qual les distancies es donen
enA.

a) Determineu el tipus de xarxa, els vectors base i la base d’atoms.

b) Dibuixeu la cel-la de Wigner-Seitz.

c) Dibuixeu la xarxa reciproca i determinar els seus vectors base.

d) Dibuixeu la primera zona de Brillouin.

e) Determineu el factor d’estructura i comentar possibles extincions.

2.7 Proveu que existeix un limit superior per al valor de la longitud d’ona que un cristall pot
difractar en condicions de maxim. Quin és el sentit fisic d’aquesta limitacié?

2.8 Calculeu els angles de difraccié de primer ordre (n = 1) dels plans (100) i (110) d’'una xarxa
clibica simple amb parametre de xarxa de 3 A. Tingueu en compte que la longitud d’ona de la
radiacié incident és d’1 A. Si la xarxa fora bcc, es trobarien feixos difractats per a aquests
mateixos angles?
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2.9 Lestructura del §-Fe és ctbica centrada en cos, amb un parametre de xarxa de 2.9315 A a
1775 K.

a) Calculeu la densitat del §-Fe.

b) Feu un esquema de la cel-la unitat dibuixant els plans cristal-lografics (100), (110) i (120).

c) En una experiéncia de difracciéd en pols amb radiacié incident de longitud d’ona igual al
parametre de xarxa, s’obtindrien pics de difraccid associats als plans anteriors? A quins angles?
d) Suposem que I'experiment es duguera a terme amb un monocristall de Fe, a la mateixa
longitud d’ona de I'apartat anterior. Macroscopicament, el cristall és un paral-lelepipede amb
cares perpendiculars a les direccions [001], [010] i [100]. Descriviu (incloent-hi un dibuix) com
s’hauria d’orientar el cristall respecte a la radiacié incident i on caldria situar el detector per a
observar la difraccié associada als plans (110).

Dades: M(Fe) = 55.84 g/mol

2.10 Considereu el cristall bidimensional format pels atoms A de la figura, en la qual les
distancies estan donades en A. El pes molecular dels atoms de tipus A és de 29 g/mol.

a) Descriviu el cristall utilitzant dos vectors primitius. Expresseu les coordenades d’aquests
vectors en funcid dels eixos cartesians indicats. Dibuixeu la cel-la primitiva que determinen i el
motiu associat.

A A
yZQQQ e o o o

B
s-He e e o O O O o

e e o o L e o o o
e o o o X © o o o

b) Dibuixeu la cel-la de Wigner-Seitz d’aquest cristall.
c) Calculeu la densitat (en g/cm?).
d) Es modifiquen les condicions de creixement per a crear el cristall de la figura, que consta de
dos tipus d’atoms, A i B. Repetiu I'apartat a per a aquest cristall, indicant la seua férmula
estequiometrica. Calculeu la nova densitat sabent que B té un pes molecular de 73 g/mol.
e) Es duu a terme un estudi de raigs X (longitud d’ona 2.2 A) sobre una pols d’aquests compostos.
Calculeu els angles de difraccié més petits de tots dos cristalls, discutint les seues diferencies i
semblances. Raoneu en particular si hi ha algun pic de difraccié que apareix o que desapareix.
Nota: per a dur a terme la comparacié adequadament convé descriure tots dos cristalls en la
mateixa base de vectors.

2.11 L'estructura cristal-lina del ferro és cubica bcc per davall de 912 °C. Per damunt d’aquesta
temperatura pateix un canvi de fase i adopta I'estructura fcc.

a) Utilitzant un model d’esferes rigides, determineu la rad de les densitats de totes dues
estructures.

b) En un experiment de raigs X s’observa que la linia [200] apareix per a un angle 260 = 32.10°
quan la temperatura esta just per davall de 912 °C, mentre que just per damunt d’aquesta
temperatura 2 @ = 25.50°. A partir d’aquestes dades, determineu de nou la rad de les densitats
de totes dues estructures. A la vista del resultat, creieu que el model d’esferes dures és adequat
per a descriure aquesta transicié de fase? Sabent que la longitud d’ona dels raigs X és |= 1.54 A,
estima el radi atomic del ferro.

¢) Hi hauria difraccio en les dues estructures per als indexs [110]? En cas afirmatiu, trobeu I'angle
de Bragg corresponent.

Nota: Els indexs de Miller utilitzats estan referits a la cel-la cubica simple.

2.12 A baixa temperatura I'estany adopta una estructura de tipus diamant (a-Sn). En aplicar
pressio es produeix una transicié de fase cap al polimorf 8-Sn. En la transicid, I’eix ¢ disminueix
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drasticament, mentre que a i b augmenten (vegeu la figura). La coordinacié passa de ser 4 en
a-Sn a ser 4+2 en 3-Sn, amb 4 veins a una certa distancia (df) i 2 veins una mica més allunyats
(df). La fase $-Sn es descriu amb una cel-la tetragonal centrada en cos i una base de dos atoms
amb coordenades (0,0,0) i (0,1/2,1/4).

a) Calculeu la densitat de la fase a-Sn.

b) Quant val la distancia d§ a primers veins en la fase a-Sn? | en la fase -Sn (df i dg)?

c) Quant val el canvi de volum per atom (Va - Vﬁ)/Va en la transicié? Es coherent amb el canvi
de distancies a primers veins?

d) Analitzeu les extincions sistematiques en la fase 5-Sn.

e) Si es fa un experiment de difraccié en pols amb la radiacié K, del Cu, amb A= 1.541 A, en

quin angle apareixeran les dues primeres reflexions?
Dades: Ms, = 118.710 u, 1u = 1.66x10%" kg.

Tc=649pm

4 ¢ =318pm

a o-Sn

2.13 La fluorita té una estructura cubica. Les posicions dels atoms de Ca (grisos) i F (verds) en la
cel-la unitat cubica estan representades en la figura de I'esquerra. La figura de la dreta mostra
la projeccid de I'estructura sobre qualsevol de les cares.

a) Quants atoms de cada element hi ha en la cel-la unitat cibica? Quina és la férmula quimica
de la fluorita?

b) Amb quina xarxa de Bravais es pot descriure la seua estructura? Quin seria el motiu de la
fluorita? Especifiqueu les coordenades del motiu.

c) En un experiment de difraccié de raigs X, indexant els pics amb els indexs de Miller de la cel-la
unitat clibica mostrada en la figura, canviarien les extincions sistematiques respecte a una xarxa
en la qual només estigueren els atoms de Ca?

d) Hi hauria alguna reflexio a la qual contribuiren Unicament els atoms de Ca? | només els de F?

2.14 l’estructura representada en la figura correspon a una cel-la unitat tetragonal d’'un compost
de molibdé (Mo) i silici (Si). L'atom interior de Mo esta en el centre de la cel-la i els atoms
interiors en I'eix quaternari. Totes les distancies a primers veins en el pla XY sén iguals
(d|Si — Si = dpo—mo = dy) i totes les distancies d’enllag en I'eix Z sén iguals (dg;_pyo = do,
dsi-si = d3).

a) Determineu el nombre d’atoms per cel-la unitat i la férmula quimica del compost.

b) Determineu els parametres a i ¢ de la cel-la unitat en funcié de les distancies interatomiques
gue apareixen en la figura.
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c) Determineu el motiu i mostreu que les posicions relatives de tots els atoms del motiu de
I'estructura (en la cel-la unitat representada) poden escriure’s usant un Unic parametre u =
dz/C.

d) Es tracta d’una cel-la primitiva unitat? Si no és aixi, determineu quina seria la xarxa de Bravais.
e) Determineu el factor d’estructura del compost, indexat mitjangant els indexs de Miller
corresponents a la cel-la unitat representada, en funcié d’aquests indexs i dels factors de forma
del Mo (fMo) i Si (fSi).

f) Existeixen extincions sistematiques amb aquesta indexacié dels pics de difraccié? Si és aixi,
per a quina combinacié de valors parells o imparells dels indexs de Miller?

2.15 Verifiqueu que un cristall fcc monoatomic té els mateixos maxims de difracciéd quan es
considera com a xarxa fcc o com a xarxa cubica simple amb base de quatre atoms.

2.16 Considereu I'estructura del diamant com una cel-la cibica simple amb una base de vuit
atoms.

a) Determineu la posicié dels atoms de la base.

b) Calculeu el factor d’estructura.

c) Identifiqueu els valors dels indexs de Miller per als quals no hi hauria difraccié.

2.17 En un experiment de difraccié de raigs X dut a terme amb radiacié deA1=0.15406 nm s’ha
recollit un grafic per a un element del sistema cubic que mostra pics de difraccié per a angles
26 de 40.113°, 46.659°, 68.080° i 82.090°. Determineu |’estructura cristal-lina de I'element i la
seua constant de xarxa.

2.18 En un diagrama de pols de raigs X d’una substancia ctbica, obtingut amb la radiacié K, del
coure (I=0.1542 nm) apareixen pics de difraccié per a angles de Bragg de 12.3°, 14.1°, 20.2°,
24.0°,25.1°,29.3°,32.2°i33.1°. Identifiqueu aquests pics de difraccio pels seus indexs de Miller.
Decidiu si és cubica simple, centrada en el centre o en les cares, i calculeu la constant de xarxa.

2.19 Es fan incidir sobre el grafe (vegeu figura) raigs X de longitud d’ona 31/2, on [ =0.14 nm és
la distancia entre primers veins. Si la direccié d’incidéncia és segons I'eix x.
e o
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a) Quants feixos difractats s’observarien? Quins angles formarien amb el feix incident? | si la
direccié d’incidencia és al llarg de I'eix y?

b) SiI’experiment es fera amb el nitrur de bor, quines serien les diferéncies amb el difractograma
de raigs X del grafé?

2.20 Considerem una estructura cristal-lina bidimensional caracteritzada per una xarxa directa
rectangular simple (@ = 3Aib = 4A). Els eixos estan disposats de manera que I'eix x és paral-lel
al costat de longitud a.

a) Determineu les caracteristiques de la xarxa reciproca i construiu la primera zona de Brillouin.
b) Es fan incidir sobre el cristall raigs X de longitud d’ona i direccié (en el pla del cristall)
arbitraries. Trobeu els indexs (hk) de les 6 primeres reflexions possibles, en ordre creixent
d’angle de Bragg.

c) Es fa incidir un feix monocromatic de raigs X de longitud d’ona 1=1.846 A al llarg de la direccié
[-10] de la xarxa directa. Utilitzant la construccié d’Ewald, determineu les direccions en les quals
s’observaria difraccio, indicant el valor de I'angle de Bragg.

d) Aquesta estructura cristal-lina se substitueix per una altra similar, perd amb un atom més,
idéntic als altres, situat en (1/2, 1/2) (coordenades expressades en unitats de la xarxa). Analitzeu
com influiria aquesta modificacid en les conclusions dels dos apartats anteriors.

2. 21. Trobeu les absencies sistematiques induides pels segiients elements de simetria:
a) Xarxa amb centrat A.

b) Xarxa amb centrat I.

c) Pla de lliscament perpendicular a a i amb translacié b/2.

d) Pla de lliscament perpendicular a a i amb translaciéb/2 + c/2.

e) Eix helicoidal 2; segons b.

f) Eix helicoidal 3; segons c.

2.22 Les coordenades de les posicions generals d’un cert grup espacial sén:

(1) (x,y, 2), (2) (x, -y, -z+1/2), (3) (x+1/2, y+1/2, z) (4) (x+1/2, -y+1/2, z+1/2)

Quins elements de simetria té el grup espacial? A quin sistema cristal:li pertany? Com és el
centrat de la cel-la unitat? En un experiment de difraccid, quines extincions sistematiques
s’observarien? Justifiqueu les respostes.

2.23 La fase alfa de 'urani adopta una estructura en la qual la cel-la unitat és expressada per:
a =2.869A, b =58704, c =4.9554 i a = B =y = 90°. En aquesta cel-la hi ha 4 atoms
d’urani situats en les posicions (0, i, 1/4), (0, -y, 3/4), (1/2, 1/2+y, 1/4), (1/2, 1/2-y, 3/4). La massa
molar de I'urani és de 238.03 g/mol.

a) A quin sistema cristal-li pertany I'estructura? Es centrada la cel-la unitat? En cas de ser
centrada: quin tipus de centrat té?

b) Calculeu la densitat de I'urani.

c) Feu un esquema mostrant els plans (001) i (011). Determineu les distancies interplanar
associades a cada un, aixi com I'angle que formen tots dos plans.

e) Calculeu el factor d’estructura.

f) Discutiu I'existencia d’extincions sistematiques. Ajuda: La preséncia d’extincions sistematiques
és independent del valor de la coordenaday.

Es realitza una experiéncia de difraccié de raigs X usant la radiacié K, del coure, amb A=1.54046
A. La mostra, en forma de monocristall, s’orienta de manera que s’observa la reflexié (002) en
una cambra CCD.

g) A quin angle, respecte a la radiacié incident, es veura la radiacio dispersada?

h) Mantenint fixa la direccié de la radiacié incident, quant caldria girar el monocristall per a
observar la reflexié (022)?
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QUESTIONS LLICO 3. DINAMICA DE LA XARXA.
3.1 Considereu una cadena lineal en la qual tots els atoms tenen la mateixa massa, pero les
constants de forga entre els atoms més proxims sén alternativament C i 10C, com s’indica en la
figura:

¢ 10C

QHII-GT m

AT

—
a

a) Deduiu la relacié de dispersié w(q) per als modes acustics i optics.

b) Trobeu les amplituds relatives per al desplacament dels atoms en cada una de les branques.
c) Obteniu el valor de les freqliéncies d’oscil-lacié quan g — 0 (centre de la zona de Brillouin),
descrivint el moviment relatiu dels atoms dins de la cel-la unitat i en cel-les contigiies.

d) Obteniu el valor de les freqliencies d’oscil-lacié quan g = m/a (vora de la zona de Brillouin).
Descriviu el moviment relatiu dels atoms en la cel-la unitat i en cel-les contiglies en aquest cas.

3.2 Comproveu que en el limit M; — M,, la relacié de dispersié d’'una cadena diatomica amb
atoms equidistants coincideix amb el d’una cadena monoatomica. Ajuda: tingueu en compte el
canvi de parametre de xarxa entre les dues estructures, aixi com el canvi en I'extensié de la
primera zona de Brillouin.

3.3 Siga la cadena lineal dels atoms de la figura, en la qual la massa de cadascun dels atoms és
m, les distancies d’enllag sén iguals (d) i les constants de forca segueixen el patré indicat en la
figura. Les fletxes representen el patré de moviment d’un dels modes normals de vibracié en
centre de zona.

a a L B a a B B
QI - QY YT YT YTV R - AW - G-I - QTG

a) ldentifiqueu la cel-la unitat. Quants modes normals de vibracio existeixen?
b) Calculeu la frequéncia del mode representat en la figura. Simplifiqueu el calcul considerant
que la simetria imposa el patré de moviment indicat en la figura.

3.4 Siga una cadena lineal d’atoms units per molls identics, separats una distancia a. La
seqiéncia de masses segueix un patré m, m, M, m, m, M, m, m, M...

a) Dibuixeu un esquema de la cel-la unitat, de manera que reflectisca la simetria de la cadena.
Quant val el parametre de xarxa?

b) Considerant Gnicament els desplagaments en la direccié de la cadena, quants modes normals
de vibracidé hi ha? Quants sén acustics? Quants son oOptics?

c) Quants modes parells hi ha respecte a la inversié? Quants imparells hi ha? Feu un esquema
del patré de moviment de cada manera en centre de zona.

d) Calculeu la freqiiencia del mode parell en centre de zona. Simplifiqueu el plantejament
utilitzant tant les propietats de simetria de cada manera com el fet que el calcul es limita al
centre de zona.
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3.5 En el solid de la questié 2.14 i que es representa a continuacio:

;l—‘@
hD ]l

2%

a) Quantes branques de vibracio hi hauria i quantes serien optiques?

b) Situant-nos en el centre de zona, i sabent que hi ha un centre d’inversio, poden existir modes
parells respecte a la inversié? Quins atoms podrien tenir amplitud no nul-la en aquests modes?
Dibuixeu els esquemes de vibracié d’aquests modes.

3.6 Considerem les vibracions transversals d’'una xarxa plana quadrada d’atoms idéntics de
massa M. Unicament es considera la forca entre primers veins. Els vectors u;; és el
desplagament perpendicular al pla d’'un atom situat en la fila i i columna j. En aquest context,
adoptem un model en el qual la forga que exerceix I'atom (I + 1, m) sobre el ([, m) és del tipus
F= C(qu_m - ul_m) (vegeu figura).

a) Determineu I'equacié del moviment d’un atom de la xarxa.

b) Comproveu que una solucié d’ones planes condueix a la seglient relacié de dispersié:

2C
w = m (2 — €05(¢,a — cosqya)

@ (m+1)

W m

O O O 9 90m-1)

n—1) () (n+1)

c) Descriviu la regié de I'espai reciproc que conté solucions independents (no relacionades per

simetria). Feu un esquema de w en funcié de g = /q,% + qf, peraq =gy (q, =0)iperag, =

dy-

d) Calculeu la velocitat del so. Es isotropa? Feu un esquema d’una ona sonora propagant-se
segons les dues direccions de I'apartat c i expliqueu la isotropia (o, si és el cas, I'anisotropia).

e) Determineu la freqliéncia maxima de vibracié en les dues direccions de I’apartat c). Dibuixeu
un esquema de les dues ones corresponents propagant-se i expliqueu la isotropia (o, si és el cas,
I’anisotropia).

3.7 En un experiment de difracci6 de neutrons, neutrons d'una determinada energia
interaccionen amb els fonons d’un cristall, perdent energia. Les longituds d’ona del feix de
neutrons sén de 3.14 Ai5.00 A abans i després de la dispersid. El vector d’ones dels neutrons
dispersats, ¢’ forma un angle de 45° amb el vector ¢ dels neutrons incidents. Tenint en compte
aquestes dades, calculeu la longitud d’ona dels fonons que intervenen en aquest procés de
dispersio.
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3.8 Una experiencia Brillouin es pot realitzar amb diferents geometries experimentals, segons
mostra la part superior de la figura [J. Raman Spectrosc. 34, 633-637 (2003)]. En els esquemes

s’aprecia que un foté amb vector d’ona k; (en el buit) incideix sobre un mitja transparent amb
index de refraccié n, és dispersat per un foné amb vector d’ona g i finalment la radiacié amb

k
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a) Calculeu el vector d’ona del fond que intervé en cada procés de dispersid.

b) En una experiéncia Brillouin duta a terme amb aigua a alta pressid i temperatura, en la
configuracié de retrodispersio, s’ha obtingut I’espectre de la part de baix de la figura [Ultrasonics
44, e1495-e1498 (2006)]. La linia central es correspon amb la difusid elastica de la radiacio
incident (A= 514.5 nm). Les linies B1 i B2 estan associades a la difusio inelastica de la radiacid
incident amb la creacid o anihilacié d’un foné. Sabent que I'index de refraccid, en les condicions
de I'experiment, té un valor d’1,42, calculeu la velocitat del so en l'aigua.

3.9 Considereu el cristall bidimensional amb un sol tipus d’atoms disposats com s’indica en la
figura adjunta.

a) Calculeu la menor longitud d’ona que pot tenir una ona acustica que es propague en el cristall.
b) Calculeu el nombre de modes normals que pot haver-hi en un cristall d’aquest tipus que
mesure 1 cm?,

3.10 Considereu un cristall tridimensional amb un eix de rotacié d’ordre 4. Demostreu que si la
direccié del vector d’ones del fond, ¢, coincideix amb aquest eix, un dels modes normals esta
polaritzat paral-lelament a ¢ i els altres dos estan degenerats i polaritzats perpendicularment a
L
qg.

3.11 En aquest problema estimarem la velocitat del so en el Na liquid. Per a aixo:

a) Calculeu la forga restauradora que apareix quan es desplaga un ié de Na de la seua posicié
d’equilibri una distancia r, considerant que la forga és deguda al nivol de carrega electronica de
radi r centrada en la posicié d’equilibri.
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b) Estimeu el modul de compressibilitat B mitjangant la seua definicié P = —B %

¢) Calculeu la velocitat del so.

Per a resoldre el problema es pot considerar que la coordinacié dels atoms de Na en el liquid és
molt semblant al del Na en I'estructura bcc, amb una constant de xarxa de 4.23 A. Dada: Densitat
del Na liquid: 920 kg/m3.

3.12 L'objectiu del problema és estudiar els modes normals de vibracié de la delafossita CuAIO,
(problema 1.13) a partir d’'un model de molles. Per a simplificar el calcul, aprofitarem al maxim
la simetria de I’estructura.

0 “9gPe-

Q% -,~
Cu
NOERe |
& O Y
AI‘ CZ{L?UT )
a

a) Considerem que el vector d’ones dels fonons estudiats tenen la direccié de I'enllag Cu-0O,
corresponent a un eix de simetria d’ordre 3.

Analitzarem Unicament els modes normals de vibracidé polaritzats segons I'eix de simetria
(problema 3.10). Escriu el lagrangia del sistema en aquestes condicions.

b) Deduiu les equacions del moviment.

c) Tant I'atom de Cu com el de Al estan situats en sengles centres d’inversid. Quines restriccions
imposa aquest fet al seu moviment en els modes de vibracié amb simetria parell? Com ha de ser
el moviment dels atoms d’oxigen?

d) Calculeu la frequiéncia de vibracié del mode parell en centre de zona.

3.13. El Ne a4 K adopta una estructura ctbica fcc amb parametre de xarxa a = 4.466 A. L’energia
potencial del cristall determinada experimentalment és de -1.88kJ/mol. En aquest problema
suposarem que per a descriure I’enllag és suficient considerar la interaccié a primers veins, i que
aquesta és donada pel potencial de Lennard-Jones (equacidé 3.2). En la figura de I'esquerra
apareix la zona de Brillouin d’una estructura fcc i unail-lustracié de les direccions de propagacié
dels modes de vibracié estudiats en aquest exercici. En la figura de la dreta es representen les
corbes de dispersié dels fonons en el Ne, al llarg de direccions de simetria de la zona de Brillouin
(Phys. Rev. 11, 1681 (1975)).
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a) Calculeu la densitat del Ne en kg/m3.

b) Determineu els parametres € i o de la férmula de Lennard-Jones.

¢) Calculeu el parametre de malla de la xarxa reciproca, aixi com les coordenades del punt X.

d) Representeu el patré de vibracié d’'un mode amb vector d’ones gx. Considereu tant vibracions
longitudinals com transversals.

En el Ne, les corbes de dispersid dels fonons al llarg de la direccid [0 0 ] (vegeu figura) es poden
descriure utilitzant el model de la cadena lineal d’atoms:

_l2c a dor)
w = M €co0SqQgpo2

on C és la constant de forga, M és la massa d’un atom de Ne i d(, és la distancia interplanar
(002). Es pot raonar que la constant de forca associada al mode transversal es correspon amb la
determinada pel potencial de Lennard-Jones.

e) A la vista de I'esquema de I'apartat d, justifiqueu que la constant de for¢a associada al mode
longitudinal és el doble que la del transversal. Tenint aixd en compte, com es relacionen les
freqlencies dels modes transversal i longitudinal en vora de zona?

f) Utilitzant la informacid continguda en les corbes de dispersid, determineu la constant de forga
associada al potencial de Lennard-Jones i compareu-la amb |’estimada a partir dels parametres
gio.

g) Calculeu la velocitat de propagacio del so dels modes de vibracid transversals i longitudinals,
en la direccié [001].
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QUESTIONS LLICO 4. PROPIETATS TERMIQUES DELS SOLIDS.
4.1 Considereu una cadena monoatomica lineal de constant de xarxa a, la relacié de dispersio

de la qual és descrita per w = f% (1 — cosqa). Calculeu:

a) La velocitat del so en aquest mitja.

b) La densitat d’estats de fond.

c) La densitat d’estats en I'aproximacié de Debye.

d) Compareu graficament les densitats d’estats dels apartats b i c.

4.2 Considereu un solid tridimensional isotrop a temperatura T. Utilitzant I'aproximacié de
Debye, calculeu la probabilitat de trobar un foné acustic amb freqiiéncia w(q), sabent que és
expressada pel producte de la probabilitat d’ocupacié <n> a aquesta freqiiéncia i el nombre
d’estats amb aquesta freqiiencia. Quina seria la freqiiéncia dels fonons més probable?

4.3 Calculeu I'energia de vibracié per atom del punt zero (T — 0) d’un cristall tridimensional en
I"'aproximacié de Debye. Estimeu aquest valor per a I’heli solid (estructura hexagonal compacta,
0Op = 24K) i per al diamant (0, = 2250K).

4.4 Determineu la densitat d’estats d’un cristall tridimensional, un bidimensional i un altre
unidimensional en I'aproximacié de Debye. Utilitzant aquests resultats, trobeu la dependéncia
amb la temperatura de la calor especifica dels tres tipus de cristalls en el limit de molt baixes
temperatures.

4.5 Considerem un cristall tridimensional (3D) i un altre bidimensional (2D). Els cristalls tenen un
volum V (superficie S, en el cas 2D) i estan compostos per N cel-les unitat en les quals existeixen
Z atoms.

a) Determineu la densitat d’estats de fonons en funcié de la freqliiéncia w per a un cristall 3D,
p(w), i per aun cristall 2D, o(w), en els quals podem considerar que w = cq, sent c la velocitat
efectiva de les ones i g el nombre d’ones.

b) Calculeu, en cada cristall, la frequiéncia de Debye wp. Expresseu p(w), i o(w), en funcié de
Wp.

c) Trobeu I'energia interna U en cada un dels cristalls en el limit de molt baixes temperatures.
d) Utilitzant aquests resultats, trobeu la dependéncia amb la temperatura de la calor especifica
C, per a aquests dos tipus de cristalls, en el limit de baixes temperatures.

e) El grafit és un material I'estructura del qual es pot descriure com el resultat de I'apilament de
plans hexagonals de carboni. La interaccié entre els atoms d’una capa és de tipus covalent, uns
dos ordres de magnitud més intensa que la interaccié entre les capes. Les corbes de dispersio
dels fonons menys energetics, a I’entorn de centre de zona, es mostren en la figura.
Experimentalment, es troba que el grafit posseeix una dependéncia de C,, amb la temperatura,
en el limit de baixes temperatures, de T?*. Correspon aquest resultat amb el que caldria
esperar? Es pot justificar la resposta en termes Unicament d’una velocitat efectiva? Raoneu la
resposta.
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4.6 Estimeu la temperatura de Debye del Ne utilitzant la informacié continguda en el problema
3.13.

4.7 Considereu un solid cristal-li monoatdmic amb xarxa ctibica simple de constant de xarxa 5 A.
La velocitat mitjana del so en el cristall, que considerarem isotropica, és de 2700 m/s a una
temperatura de 300 K.

a) Es fa un estudi de les vibracions reticulars d’aquest cristall. Estimeu, usant I'aproximacié de
Debye, la freqiiéncia a la qual es trobara la major energia de vibracié. A quin vector d’ones
correspon?

b) Calculeu la temperatura de Debye del solid.

c) Estimeu la capacitat calorifica per mol del solid, discutint quina aproximacio és més adequada,
la de baixes o la d’altes temperatures.

4.8 En un cristall d’estructura bcc i parametre de xarxa 4.2 A es mesuren els segiients valors de
calor especifica en funcié de la temperatura:

T(K) | C,(m] -mol™-K™1)
3 0.07
6 0.56
9 1.88
12 4.46

a) SOn consistents aquests resultats amb la llei de Debye per a la calor especifica? Justifiqueu
numericament la resposta i calculeu la temperatura de Debye.

b) Calculeu la velocitat mitjana del so en el solid. Si la massa atomica de I'’element que forma el
cristall és 39 g/mol, calculeu la densitat de massa i la constant elastica mitjana, per a la
propagacio de les ones amb aquesta velocitat.

4.9 Considerem un cristall bidimensional en el qual els fonons longitudinals tenen una relacié de
dispersié w(q) = A\/E, on A és una constant.
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a) Determineu la densitat d’estats de foné.
b) En el limit T — 0, la contribucid dels fonons longitudinals a la calor especifica és proporcional
a TS. Trobeu el valor de s.

4.10 La figura mostra una xarxa de grafe. La distancia de I’enllag carboni-carboni és de [ =
0.14nm.

X
a) Calculeu la densitat atomica del grafe.
Els atoms de carboni poden moure’s en les tres dimensions de I'espai, per la qual cosa tenen
tres branques acustiques. Dues d’aquestes corresponen al moviment dels atoms en el pla XY del
grafé. La tercera branca acustica, en la qual els atoms es mouen perpendicularment al pla,

presenta una dispersid anomala. La seua aportacié a la capacitat calorifica pot analitzar-se sobre
la base d’un model de Debye modificat, en el qual la dispersié dels fonons és parabolica:

w(@) =D-q*onq= /q,% +q2 i D=6x107 m?/s.

b) Calculeu la densitat d’estats corresponent a aquesta branca.

c) Calculeu la freqtiéncia de Debye i la temperatura de Debye.

d) Determineu, de manera raonada, la dependéncia amb la temperatura de la contribucio
d’aquesta branca a la capacitat calorifica (a temperatures molt menors que la de Debye).

4.11 Una vareta de safir (Al,O3) cristal:li té 3 mm de diametre. La velocitat del so en el safir és
aproximadament 5x10% m/s, considerant-la isdtropa i igual en totes les branques fononiques. La
densitat del safir és 4x10° kg/m?3, la seua temperatura de Debye de 1000 K i el seu pes molecular
de 102 g/mol. Calculeu la conductivitat térmica de la vareta a 1 K. Nota: Tingueu en compte que
a aquesta temperatura tan baixa el recorregut lliure mitja dels fonons queda determinat per les
dimensions del cristall.

4.12 El criteri de Lindemann suggereix que els metalls es funden quan I"'amplitud quadratica
mitjana de vibracid, mesura en unitats de distancia interatomica, excedeix un valor critic.

a) Determineu la temperatura de fusio utilitzant el model de Debye i considerant que la fusio es
produeix quan I'amplitud de vibracié aconsegueix el 9% de la distancia a primers veins.

b) Calculeu la temperatura de fusié del Cu utilitzant el criteri de Lindemann. Considereu que el
Cu adopta una estructura fcc amb parametre de xarxa de 3.615 A. La seua temperatura de Debye
és de 343 K. La massa d’un atom de Cu és de 63.546 u.

4.13 L’expansio térmica es pot comprendre des d’un punt de vista classic considerant I'asimetria
gue introdueix la part anharmonica del potencial en la variacio de la distancia d’enllag al voltant
del seu valor d’equilibri. Com a exemple qualitatiu, considereu que I’energia potencial
d’interaccio canvia segons:

U(x) = cx? — gx3 — fx*
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on x és la variacié de la longitud d’enllagi ¢, g i f son constants positives. Utilitzeu I'estadistica
de Maxwell-Boltzmann per a calcular el valor mitja de la variacié <x>. Sabent que el valor del
coeficient de dilatacié térmic del Cu és de 1.7x10° K, estimeu I’ordre de magnitud del terme
cubic respecte del quadratic per al Cu a temperatura ambient i a la temperatura de fusié (1360
K). Useu les dades necessaries del problema 4.12.

4.14 Considereu una cadena lineal d’atoms, de longitud L i parametre de xarxa a, sotmesa a un
potencial amb un terme anharmonic:

1 2 3
U(x) = Ekx —gx
onx =d — a, sent d la distancia entre dos atoms veins, i k i g sén constants.

a) Com canvia la constant de la molla quan la distancia d’equilibri entre atoms canvia en una

quantitat Ax?
—0lnw

alnL -~

b) Calcula el parametre de Griineisen y =

4.15 Partint de les relacions termodinamiques entre la calor especifica a pressié constant i la
calor especifica a volum constant:

c c _T(ap) (OV)
pomv 2 \or/y \oT/p

6 _ (v,

& ()
ov)r
a) Demostreu que C,, = (1 + 3ayT)C,, on a és el coeficient lineal d’expansié térmica iy és el
parametre de Griineisen.
b) Estimeu la diferéncia relativa entre les dues calors especifiques en el silici, sabent que a=
2.92x10° K?, que el modul de compressibilitat isoterm és 99 GPa i estimant el parametre de
-1 Odw

Griineisen a partir del comportament del mode TO sota pressié (w = 519.5cm™, T

5.2cm~1/GPa). Justifiqueu fisicament la magnitud del resultat obtingut.
c) Estimeu el quocient entre el modul de compressibilitat isotéermic i I'isoentropic en el silici.

4.16 a) Demostreu que I'equacié de moviment d’un oscil-lador anharmonic
M# +2Cx —3gx*> =0

[ee)
%= z @, e Dot

n=1

admet una solucid del tipus:

,ZC . . ., o .
Amb w, = e Discutiu el resultat en termes creacid, destruccid i dispersié de fonons.

b) En la grafica es mostren les corbes de dispersié dels fonons de la delafossita CuAIO,. I indica
el centre de la zona de Brillouin. T, X i L sén punts de vora de zona, segons s’ha representat en
la figura de la superior esquerra. Suggeriu possibles decaiments del mode E; de centre de zona.



156 Juan Fco. Sanchez Royo

Wavenumber (cm
2

2

<



Introduccio a la Fisica de I’Estat Solid 157

QUESTIONS LLICO 5. ESTRUCTURA ELECTRONICA: TEORIA DE BANDES.

5.1 En la figura es representen les corbes de dispersié electroniques corresponents a una
estructura cubica simple en el limit de potencial d’interaccid nul. Identifiqueu I'origen de cada
banda i calculeu les energies I3, I5, I3, X1, X5 i X3.
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5.2 Considereu un cristall unidimensional. Dins del model d’electrons quasilliures, el potencial
cristal-li pot descriure’s d’acord amb el potencial unidimensional de la figura,on U, = 1eVia =
5A.

-a 0 a/4 3a/4 a 2a

v

Determineu:

a) El parametre de xarxa del cristall i el de la xarxa reciproca.

b) La primera zona de Brillouin.

c) Determineu els coeficients de Fourier del potencial. Per a quins vectors de la xarxa reciproca
els coeficients sén no nuls?

d) Determineu per a quins vectors de la xarxa reciproca tenen lloc els tres primers intervals
d’energia prohibida, aixi com I'amplaria d’aquests intervals.

e) Compareu I'amplaria dels intervals prohibits amb I’energia de la banda en el punt de la zona
de Brillouin on apareix l'interval.

f) Si cada atom del cristall aporta un electrd, determineu si es tracta d’un aillant, conductor o
semiconductor. | si cada atom aportara dos electrons lliures?

5.3 Comenteu de manera raonada si les seglients afirmacions sobre I'efecte d’'un potencial
periodic feble sobre els estats electronics son vertaderes o falses:

a) El potencial només actua de manera significativa sobre els estats electronics el vector d’ona
dels quals coincideix amb un vector de la xarxa reciproca.

b) El potencial canvia fortament aquells estats electronics que tenen una energia que coincideix
amb la d’altres estats.

¢) La banda prohibida apareix per a les fronteres de zona (plans de Bragg).

5.4 Raona si sén certes les seglients afirmacions sobre el caracter conductor o aillant d’un
cristall:

a) Un cristall amb un nombre imparell d’electrons de valéncia per atom sempre sera un
conductor.
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b) Un cristall amb un nombre parell d’electrons de valéncia per cel-la primitiva sempre sera un
aillant.

5.5 Considereu un cristall amb estructura cubica simple de parametre de xarxa a = 14, quatre
dels electrons de la qual tenen com a vectors d’ona I_c)l = (102,0,0) A, Ez = (1,1,0) A, Eg =
(m,m/3,0) Ai I_c)4 = (2m,0,0) A. En I'aproximacié d’electrons quasilliures, quins d’ells sén els
més afectats pel potencial periodic en comparacié amb el que obtindriem per a electrons lliures?

5.6 Considereu una xarxa bidimensional en la qual els ions exerceixen un potencial periodic feble
sobre els electrons de la forma

U(x,y) = —4U,cos (%) cos (%)

a) Descriviu els parametres de la xarxa bidimensional amb la periodicitat d’aquest potencial.
b) Dibuixeu la xarxa reciproca corresponent, aixi com la primera zona de Brillouin.

c) Considereu un electré amb vector d’ones k = (1t/a, /a). Correspon a la vora de zona? La
seua energia, es veura afectada pel potencial U? Identifiqueu aquest punt en la xarxa reciproca.
d) Determineu els coeficients de Fourier del potencial.

= - - =3
e) Trobeu eIs vectors G; de la xarxa reciproca que compleixen €, (k) = Eo(k = Gi),

on eo(k) = —| k= (mt/a, m/a). Dibuixeu-los en la primera zona de Brillouin.

f) Trobeu I'amplaria de la banda prohibida d’energia en el punt (/a, ©/a).

5.7 Considereu una xarxa monoatdmica hexagonal bidimensional de parémetre de xarxa a. La
seua xarxa reciproca també és hexagonal, i el seu parametre de xarxa és — \/_ , tal com apareix en

la figura.
y ky

4n
a3
a) Dibuixeu la primera, la segona i la tercera zones de Brillouin.
Considereu que els atoms exerceixen sobre els electrons un potencial feble que és expressat

per:
Ulx,y) =U, {cos (%T [x + %]) + cos (Z;T [x — %D + cos (jﬁi)}

b) Calculeu la banda prohibida d’energia en el centre dels costats de la primera zona de Brillouin.
c) Calculeu la banda prohibida d’energia en el punt K de la zona de Brillouin.

5.8 Suposem un material on siga possible aplicar I'aproximacié de I’electré feblement lligat.

a) Proveu que les relacions de dispersié en els voltants d’un vector d’ona de la frontera de la
zona de Brillouin on existisca degeneracid energetica entre dos estats amb energia (sense
pertorbar) E i Eﬁ—ﬁ son descrites per:

E;+E; z E; —E._z\°
q q—-G q q—-G 2
F= e |(5575E) v

2

on V; és el coeficient de Fourier del potencial associat al vector de la xarxa reciproca G.
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El material té una estructura cubica simple amb parametre de xarxa a. Considereu el moviment
d’un electré amb vector d’ona proxim al punt (7/a, 0,0).

b) Mostreu que les masses efectives corresponents al moviment al llarg de I’eix x sén més petites
que la massa de I'electré i proporcionals a Vz. Per que apareixen en el desenvolupament
matematic dues masses efectives?

c) Repetiu 'apartat anterior quan el moviment és al llarg de I'eix y.

5.9 Una estructura cristal-lina bidimensional, de xarxa quadrada i parametre de xarxa a té una
base formada per dos atoms identics en (0,0) i (a/2, a/4).

a) En l'aproximacié d’electrons quasilliures, trobeu els plans de Bragg per als quals no
s’observara una banda prohibida d’energia.

b) Discutiu si hi ha alguna relacid entre els zeros del factor d’estructura de la base trobat en la
difraccid de raigs X i I'apartat anterior.

c) Dibuixeu les tres primeres zones de Brillouin, aixi com els plans de Bragg per als quals no
s’observara una banda prohibida d’energia.

5.10 Considerem una xarxa bidimensional en la qual els ions exerceixen un potencial peridodic
feble sobre els electrons. Expressat en eV, el potencial és expressat per:

U(x,y) = =5+ 0.1cos (g x) + 0.3cos(my)

on les distancies es donen en A.

a) Determineu els parametres de la xarxa directa i la xarxa reciproca, aixi com els vectors que
generen aquestes xarxes.

b) Dibuixeu la primera zona de Brillouin.

c) Determineu els coeficients de Fourier del potencial que no s’anul-len, aixi com els vectors de
la xarxa reciproca corresponents.

d) Calculeu el primer interval d’energia prohibida al llarg de les direccions [01] i [10], justificant
la resposta.

e) Suposant que cada atom aporta un electré a les bandes d’energia, calculeu el vector d’ones
de Fermi i I'energia de Fermi.

f) Com sera la superficie de Fermi en I'aproximacié d’electrons lliures? Quines modificacions
patiria la superficie de Fermi si tinguérem en compte I’efecte del potencial periddic? Es tractaria
d’un conductor o d’un aillant?

5.11 Considereu una xarxa bidimensional en la qual els ions exerceixen un potencial
periodic feble U(x, y) sobre els electrons donat per I'expressio:

U(x,y) =-2U, {cos (%T [x + y]) + cos (%T [—x + y]) + cos (%T [x — y])

cos|—|—x—
- y
on U, és una constant.

a) ldentifiqueu la xarxa directa. Dibuixeu la xarxa reciproca i la primera zona de Brillouin.

b) Determineu els coeficients de Fourier no nuls del potencial.

c) Discutiu els efectes del potencial feble en els estats electronics associats als seglients punts
de la zona de Brillouin: A) El centre de les arestes i B) en un vertex de la primera zona de Brillouin.
5.12. Un metall adopta I'estructura cuibica centrada en cos amb un parametre de xarxa de 5 A.
L’estructura electronica es pot descriure amb el seglient potencial:

21 21 21
V(x,y,z) =2V, {cos (7 [x + y]) + cos (7 [x + Z]) + cos (7 [y + z])}
onV, = 0.1 eV. La figura de la dreta conté informacioé sobre la construccié de la primera zona
de Brillouin, que es representa a I'esquerra.
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El punt N esta situat en el centre dels rombes, mentre que el punt F = % (1,3,1) esta situat en

una aresta, a meitat camine entre els punts P i H (figura 2.8b).

a) Determineu els vectors de la xarxa reciproca.

b) Trobeu les coordenades del punt N.

c) Calculeu els coeficients de Fourier del potencial.

d) En abséncia de potencial, quant val I'energia de la banda en el punt N? | en el punt F? Quina
degeneracié s’espera en cada un dels dos punts?

e) En presencia del potencial, quin és el valor de cada una de les bandes prohibides que
apareixen (si és el cas) en N i en F? Feu un petit esquema que incloga valors numerics.

5.13 Considereu un cristall unidimensional amb atoms espaiats regularment.

a) Calculeu i representeu la relacié6 de dispersié de la primera banda, e(k), utilitzant
I'aproximacié d’electrons fortament lligats. Considereu només orbitals s i interaccié amb
primers veins.

b) Calculeu i representeu la densitat d’estats corresponent.

5.14 La primera banda de conduccié d’un solid amb estructura cubica es pot descriure, en el
context de la teoria de I'electré fortament lligat, i considerant Unicament orbitals de tipus s i
interaccio a primers veins, amb una relacié de dispersiod:

E(K)=E,—f -y ) eFfn
m

- =
on E,, B iy sén constants, k és el vector d’onai R, és el vector de posicié del m-vei més proxim
=
al de referéncia, que tindra posicié Ry = 0. Tenint en compte aquesta expressio, representeu

EC(E) per als punts i direccions de simetria especificats de la zona de Brillouin d’un cristall del
tipus seglient:

a) Una xarxa cubica simple. Considereu el cami TRMXI'M de la figura.

b) Una xarxa cubica fcc. Estudieu el cami T’XWT'L.

En tots dos casos calculeu quant val 'amplada de banda, localitzeu el minim de la banda i
calculeu la massa efectiva al voltant d’aquest punt.
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5.15 Siguen dos tipus d’atoms diferents, A i B, disposats alternativament en una cadena lineal,
de manera que la distancia d’enllag és a. Anomenarem |A,,) i |B,,) els orbitals s atomics dels
atoms A i B situats en I’enésima cel-la unitat. Els nivells atomics tenen energies E,4 i Eg, sent E4<
Eg.

a) Comproveu que |p) = ¥, e*2"%(C,|A,,) + Cg|B,)) és un estat de Bloch.

b) Dins de I'esquema del metode LCAO, considereu el hamiltonia com I'atomic més una
pertorbacié AU. Comproveu que la banda que es forma té una relacié de dispersié donada per:

Ep—Ba+ Epg — Bs + (EA_.BA_EB + Bg
2 - 2

on ﬁA = _(AolAUle), :BB = _<B()|AU|B()), |y = _<A0|AU|B())

c) Dibuixeu la banda, explicitant el valor de la banda prohibida i calculant les masses efectives

en el maxim de la banda de valéncia i en el minim de la banda de conduccié.

E =

2
) + 4|y|?cos?ka

5.16 Siga una cadena lineal de N atoms identics amb un electré de valéncia, separats una
distancia d. L'energia d’un electré de la cadena en funcié del seu vector d’ones és expressada
per:

E(k) = Ey — 2a — 2ycoskd

d
O 0 0 0 °

m-1 m m+1

a) Representeu la relacié E (k) assenyalant, en particular, el valor de I'energia en el centre (punt
I')ilavora (punt X) de la primera zona de Brillouin, aixi com I'amplaria de la banda.

b) Calculeu la massa efectiva en centre de zona.

c) Raoneu si la cadena és aillant o conductora.

En alguns materials la simetria de la cadena es redueix espontaniament, observant-se
I'anomenada transicié de Peierls. En una cadena lineal I'efecte consisteix en el fet que els dos
veins de cada atom passen a estar situats a distancies diferents, com s’aprecia en la figura
seglient (d; + d, = 2d).

d) Com es comparen les zones de Brillouin de la cadena abans i després de la transicié? Suposant
valida la relacié de dispersié de la cadena sense distorsionar, feu un esquema de la nova
estructura de bandes. Comenteu les semblances i les diferéncies amb el cas anterior.

e) En realitat, la variacio de les distancies implica una nova relacié de dispersio, donada per:

E(k) = Ey — (a1 + ap) + /(a; — a3)? + 4y2[(1 — £2)cos2kd + £2]




162 Juan Fco. Sanchez Royo

on € és una constant. Representa E (k), tornant a calcular I'energia en vora i centre de zona. Per
a simplificar el calcul pots tenir en compte I'ordre de magnitud dels parametres involucrats.
Compara les energies amb les de |'apartat anterior, comentant els canvis que observes.

f) Discutiu si la transicidé de Peierls afecta el caracter conductor o aillant de la cadena.

g) Estimeu el canvi d’energia electronica (per atom) que estabilitza la distorsié a T = 0.

Ajuda: Simplifiqueu el calcul matematic suposant E, constant prop de vora de zona. No cal
calcular la densitat d’estats.

Dades: d = 4A, Ey=0,a=10eV,y=1eV, a; = 1.002a, a; = 0.998a, ¢ = 0.01

5.17 Considereu un solid que cristal-litza amb I’estructura del diamant, amb parametre de xarxa
a =0.543 Ai pes molecular 28.08 g/mol.

a) Calculeu la densitat del cristall (en kg/m3).

b) Considerant un model d’esferes rigides de radi R, calculeu la fraccié d’empaquetament.

c) La figura representa la dispersié d’energia de les dues primeres bandes de valéncia del solid
en les proximitats de k = 0. Considereu que és isotropa i calculeu la massa efectiva associada a
cada banda en unitats de la massa de I'electrd lliure.

d) Determineu la densitat d’estats d’electré en cada banda. Calculeu el nombre d’estats per
unitat de volum amb energia compresa entre Ey, i E;;, — 0.025eV. Tingueu en compte que Ey, es
pren com a origen d’energia.

E V)4

Ey—04t \

5.18. Les superficies d’energia constant en el silici son el-lipsoides prop del minim de la banda
de conduccid. Si I'eix z es fa coincidir amb una de les adreces <001>, la relacié de dispersié es
pot escriure:

- h? h?
E.(k)=E,+-—(kZ+k2)+-—k?
C( ) o th ( x Y) zml Z
onm; i m; sén les masses efectives transversal i longitudinal a I'eix z, respectivament. La simetria
del cristall fa que hi haja M = 6 el lipsoides equivalents.

a) Demostreu que el nombre d’estats per unitat de volum amb energia compresa entre E i E +
dE és expressat per:
V2 3/2

g(E):nzhgmd \/E_EO

onmy = M?/3(m?m,;)'/? és una massa efectiva equivalent.

b) Calculeu el nombre d’estats que hi ha en elssilici entre E, i E, + kgT, on
kg és la constant de Boltzmann i T=300 K.

Dades: m; = 0.19m,, i m; = 0.98m,, on m,, és la massa de I'electrd lliure.
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QUESTIONS LLICO 6. METALLS.

6.1 Considereu I'estadistica de Fermi f(E,T) = #

e kBT +1
a) Proveu que la probabilitat que un estat amb I'energia de Fermi E estiga ocupat és 1/2,
independentment de la temperatura.
b) Determineu la recta tangent a f(E, T) per a una energia igual a Ey.
c) Proveu que la funcié f(E, T), a temperatura constant, té un punt d’inflexié per a I'energia Ep.
d) Determineu |'energia per a la qual larectacurtaa f(E,T) = 1i f(E,T) = 0. Avalua f(E,T)
en aquests punts i compareu el valor amb els limits f(E,T) = 1i f(E,T) = 0.
e) Tenint en compte els resultats anteriors, aproximeu la distribucié de Fermi pera T < Ty per
tres trams rectes de manera adequada.
f) Usant aquesta aproximacio, estimeu la fraccié d’electrons d’un gas d’electrons lliures amb
energia major que la de Fermi.
g) Calculeu, de manera simplificada, la contribucid del gas d’electrons lliures a la calor especifica
dels metalls.

6.2 L'aliatge binari CuZn pateix canvis estructurals a mesura que s’augmenta la concentracié de
Zn. L'estructura del coure pur és fcc. Aquesta fase es manté fins a una certa concentracio de Zn,
a partir de la qual apareix la fase bcc. Per a entendre aquesta transformacié convé calcular el
nombre mitja n d’electrons lliures per atom. A partir de I'estructura electronica del Cui el Zn se
sap que el Cu aporta un electré lliure, mentre que el Zn n’aporta dos. Es troba que a uns 600 °C
la fase bcc comenca a aparéixer quan n = 1.36, i quan n1.50 la fase bcc es desestabilitza. Per a
interpretar aquests canvis, determineu:

a) El valor de n perque I'esfera de Fermi toque la frontera de la primera zona de Brillouin d’un
cristall fcc.

b) El valor de n per al qual I'esfera de Fermi toque la frontera de la primera zona de Brillouin en
un cristall bec.

Comenteu els resultats per a explicar el canvi de fase de I'aliatge tenint en compte el model
d’electrons quasilliures.

6.3 Considereu tres hipotetics solids bidimensionals amb concentracions electroniquesn; =
1.30x10'*cm™2, n, = 1.20x10%°cm™2 i ng = 2.49x10*°cm™2. La seua estructura cristal-lina
és una xarxa rectangular de parametres a = 0.625nm i b = a/2. Suposant que les superficies
de Fermi sén circulars:

a) Dibuixeu la xarxa reciproca i les dues primeres zones de Brillouin.

b) Calculeu el radi del cercle de Fermi i dibuixar-lo sobre les zones de Brillouin.

c) Discutiu si el caracter conductor o aillant dels tres solids considerats, aixi si conduiran per
electrons, forats o per tots dos tipus de portadors.

6.4 Discutiu el caracter conductor (per electrons o forats), semiconductor o aillant de les
estructures proposades en els dos apartats seglients, suposant que els atoms que formen les
estructures son divalents i que el potencial es pot considerar feble:

a) Cadena lineal amb atoms separats una distancia de 44, i un potencial (en eV) donat per:

U(x) = 0.1cos (?)

b) Xarxa quadrada de costat 44, i un potencial (en eV) donat per:

21X 2
U(x,y) = 0.1cos (%) cos (%y)

6.5 Considereu un cristall bidimensional format per atoms divalents disposats en una xarxa
guadrada de costat a = 4A.
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a) Calculeu I'energia de Fermi considerant que els electrons es poden descriure com a electrons
lliures. Feu un esquema en I'espai reciproc on es mostre tant la primera zona de Brillouin com
el cercle de Fermi. Raoneu si el cristall es comporta com a conductor o com a aillant, analitzant,
si és el cas, el tipus de conduccié.

Suposem que introduim un potencial feble tal que s’obri una banda prohibida de magnitud 2U,,,
tant en el costat com en el vertex de la primera zona de Brillouin.

b) Feu un esquema qualitatiu mostrant com es modifica la dispersié de la parabola d’electrons
lliures a I’entorn de vora de zona en introduir el potencial feble. En particular, augmenta o
disminueix I'energia dels estats a I'interior de la primera zona de Brillouin? | en I'exterior de la
primera zona de Brillouin?

c) Localitzeu el maxim de la primera banda i el minim de la segona. Calculeu-ne les energies.

d) Descriviu els canvis que es produeixen en el cercle de Fermi deguts a les modificacions
energétiques raonades en I'apartat b.

e) Estimeu el valor de U, que canvia el comportament de conductor a aillant (o viceversa).

6.6. L’estructura cristal-lina del sodi és cubica centrada en cares, amb parametre de xarxa 4.2 5A.
Per a la conduccid, cada un dels atoms cedeix un electré a la xarxa.

a) Calculeu la densitat d’electrons en el cristall.

b) En I'aproximacié d’electrons lliures, determineu el vector d’ones de Fermi, I'energia de Fermi
i la temperatura de Fermi (T=0 K).

c) Dos electrons del sodi tenen els seglients vectors d’ona: El = (0.369,0.369,0.369)A1 Ez =
(1.478,0,0)A~. Discutiu com es veu afectada I'energia d’aquests electrons pel potencial
cristal-li.

d) Pel fet que les condicions de contorn periddiques de Born von Karman discretitzen els vectors
d’ona de I'espai reciproc, si la grandaria del cristall és prou menut la diferencia d’energies entre
nivells contigus pot ser gran. Estimeu la grandaria de la mostra perque I'espaiat entre estats
contigus siga de 0.1eV per a electrons prop de I'energia de Fermi.

6.7 Per a estudiar les propietats del coure se li aplica una pressié hidroestatica, de manera que
el material es comprimeix.

a) Trobeu la variacié de I'energia de Fermi amb el volum del cristall.

b) Determineu el modul de compressibilitat del gas d’electrons de conduccié del coure quan la
temperatura tendeix al zero absolut.

c) Sabent que el modul de compressibilitat del coure, mesurat experimentalment, és de 134
GPa, discutiu la importancia de la contribucié dels electrons lliures.

Dades: pes atomic 63.5 g/mol, densitat del coure 8900 kg/m3.

6.8 Un gas bidimensional d’electrons és un gas d’electrons lliures de moure’s en un pla, pero
fortament confinats en la direccié perpendicular al pla. Aquest tipus de comportament es troba
habitualment en transistors, pous quantics i materials bidimensionals. Considereu un gas
bidimensional d’electrons que esta confinat en un pla de grossaria d per un potencial infinit en
la superficie del plai 0 en el seu interior.

a) Calculeu els nivells d’energia del gas d’electrons incloent I’efecte del confinament quantic.

b) Dibuixeu un esquema de I'estructura de bandes resultant. Per a aixo considereu d = 204 i
calculeu I'energia de les tres primeres subbandes en centre de zona. Determineu, a més,
I’energia de la primera subbanda en vora de zona, tenint en compte que la periodicitat de la
xarxa bidimensional és descrita per una xarxa quadrada amb parametre de xarxa a = 4A.

c) Obteniu la densitat d’estats del gas bidimensional d’electrons.

d) Determineu la densitat d’electrons necessaria perque la segona subbanda comence a omplir-
seaT=0.
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e) Quant valdria I’energia mitjana per electrd si el material té la densitat d’electrons de I'apartat
anterior?

6.9. En certs materials monodimensionals amb dimensions de I'ordre del nanometre, com
nanotubs de carboni, fils quantics o nanocolumnes semiconductores, els electrons sén lliures de
moure’s en una direccio, pero estan fortament confinats en la direccié radial. Podem assimilar
el comportament d’aquests electrons al d’'un gas d’unidimensional d’electrons lliures de

moure’s al llarg de I'eix z i que la seua energia és expressada per:
21,2

En(k) = om + &y

onn és un enter i &, representa I'energia del enésim nivell.
a) En un model senzill, en el qual el gas d’electrons esta confinat en una caixa de parets infinites,
els nivells d’energia &, sén donats per:
2,2
6y = 2 (n2 +n2)
2mlL?
on L és la dimensié de la caixa i n, i n, son nombres enters. Es considera que el gas d’electrons
esta confinat quan la separacio entre nivells és superior a I'energia téermica.
Estimeu la grandaria de la caixa perqué el gas d’electrons estiga confinat a T =4.2 K (temperatura
de I’heli liquid), T=77 K (nitrogen liquid) i a T=300 K (temperatura ambient).
b) Determineu I'energia dels dos primers nivells d’energia si L = 50A.
c) Calculeu la densitat d’energia del gas d’electrons unidimensional.
d) S’estudia un nanotub amb una concentracié electronica de 5x108¢cm™1. On esta situat el
nivell de Fermi a 4.2 K?
e) Quina seria la contribucié electronica a la calor especifica d’una nanoestructura en les
condicions de |'apartat anterior?

6.10. L'alumini és un metall trivalent els electrons de valéncia del qual poden descriure’s
mitjancant el model de gas d’electrons lliures. La densitat de I"alumini és de 2700 kg/m3, el pes
atomic 27 i la temperatura de Debye 428 K. Trobeu:

a) La densitat d’electrons lliures.

b) La temperatura de Fermi.

c) El quocient entre la capacitat calorifica dels fonons i la capacitat calorifica electronicaa T =1
K, 4.2 K, 77 K, 300 K i 933 K (temperatura de fusid).

6.11 L'estructura cristal-lina d’'un metall monovalent és cubica centrada en cares, amb
parametre de xarxa a = 6A. La velocitat de propagacié del so en aquest material és
aproximadament isotropa, amb un valor de 4800 m/s. El model d’electrons lliures és adequat
per a la descripcié de les seues propietats electriques, mentre que les seues propietats
térmiques s’ajusten en bona part al model de Debye. Considereu un volum d’un cm? d’aquest
material i determineu:

a) El nombre total de modes normals de vibracié en el cristall.

b) El valor del vector d’ones de Debye, q,. Compareu-lo amb la distancia del centre a la vora de
la primera zona de Brillouin en les direccions [100] i [111].

Es pretén determinar el rang de temperatures en el qual la contribucié electronica a la capacitat
calorifica domina sobre la contribucié dels fonons per a aquest cristall ctbic. Per a aixo:

c) Determineu la temperatura de Debye del material.

d) Determineu 'energia i la temperatura de Fermi.

e) Utilitzant aquests resultats, estimeu el valor de la contribucid electronica i la dels fonons a la
capacitat calorifica, determinant per a quina temperatura s’igualen.

Dades: i = 6.58x107%%eV + s; ky = 1.38x10723 J/K; m, = 9.1x103%kg; e = 1.6x1071°C;
foo 4 ¥ 4m*

g % (eX-1)2 X =T
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6.12 Lla intencié d’aquest problema és analitzar algunes de les propietats termiques

electroniques de la superficie d’'un metall i comparar-les amb les del seu volum. Considerem el

coure, metall monovalent amb estructura cubica. La seua densitat val 8.960 g/cm3, i el

parametre de xarxa de la cel-la ciibica és a = 3.61A.

a) Determineu si I’estructura del coure és cubica simple, centrada en cares o centrada en el cos.

b) Representeu la distribucié dels seus atoms en els plans (100), (110) i (111), calculant la

densitat atomica de cadascun d’ells.

c) Suposem que, en la grossaria d’una monocapa atomica, els electrons dels atoms superficials

es comporten com un gas d’electrons lliures en dues dimensions. Trobeu de manera raonada

I’expressié de la densitat d’estats d’aquests electrons en funcié de la superficie S.

d) Calculeu I'expressié d’energia de Fermi del gas bidimensional, EZ°, en funcié de la densitat

superficial d’electrons.

e) Determineu la capacitat calorifica electronica C‘Eg de la superficie del coure en funcié de S.

Sabent que la contribucid electronica a la capacitat calorifica del coure pot expressar-se com a:
C35 = 2 (3m?n) 3 KET

Trobeu el valor de la rad volum-superficie (VV/S) necessaria perqué totes dues contribucions

s’igualen.

f) La conductivitat téermica electronica de la superficie del metall pot escriure’s en funcio de la

capacitat calorifica com a:

2D
CV,e

s F

Suposant que la constant de proporcionalitat és la mateixa per a totes les superficies de I'apartat
(b), ordeneu de menor a major el valor de la seua conductivitat térmica electronica.

Dades: M(Cu) = 63.55g/mol; h=6.58x10"1%eV " s; kz=138x10"22]J/K; m, =
9.1x1073%kg; e = 1.6x10719C.

K2P o

6.13 Determineu en un model d’electrons lliures el recorregut lliure mitja dels electrons de
conduccié en una mostra de Cu, el temps de relaxacié de la qual és 7 = 10~%s. El parametre de
la cel-la (centrada en cares) és a = 3.61A.

6.14 Responeu a les seglients qliestions:

a) Deduiu la densitat d’estats electronica per unitat de volum d’un metall amb n electrons de
conduccié per unitat de volum. Repetiu el calcul per al cas d’'un metall unidimensional en el qual
la densitat n estiga expressada en funcio de la longitud.

b) Deduiu I'expressié de I'energia de Fermi, el vector d’ona de Fermi i la velocitat de Fermi per
als dos casos anteriors.

c) Completeu la seglient taula, on N representa el nombre d’electrons de conduccié per atom:

Element | N (g/fm3) (g/'\m/lol) n(10%2cm™3) | Ep(eV) | kp(108cm™1) | ve(10%*cm/s)
Na 1 0.97 22.99

Al 3 2.70 26.98

Cu 1 8.93 63.54

Ag 1 10.49 107.87

Au 1 19.26 196.97

d) Estimeu el recorregut lliure mitja [ d’un electré en un metall en funcié de m, vg, n, eila seua
resistivitat p,.

e) Calculeu el valor de [ per al coure a 20K i a 295K.

T(K) | pe (u2-cm | I(A)
20 0.0008




Introduccio a la Fisica de I’Estat Solid 167

205 170 |

6.15. Es considera una mostra de Cu en la qual s’han introduit, de manera controlada, un 0,2%
d’atoms d’Ag. A una temperatura prou baixa perqué la contribucié de les vibracions siga
negligible, la resistivitat de la mostra és p, = 2x1071°0 - m. Suposant que els electrons es
comporten com a lliures, calculeu la seccié efica¢c de difusié dels electrons per les impureses
d’Ag. L'energia de Fermi del Cu és de Er = 7eV.

6.16. S’aplica un camp magnetic B sobre una mostra metal-lica el temps de relaxacié de la qual
és 7 = 3x1071%s. Determineu el valor del camp perqué I'electré descriga una orbita completa,
en I'aproximacio dels electrons lliures.

6.17. Les propietats de transport d’'una mostra es veuen afectades per la seua grandaria quan
aquesta és prou petita per a ser comparable al recorregut lliure mitja dels electrons. Considereu
una mostra metallica de longitud L i de seccié transversal d? (amb d < L). La densitat
d’electrons de conduccié és n i el recorregut lliure mitja, a causa de les impureses, és [ Utilitzant
el model de Drude, feu un calcul aproximat de la dependéencia de les seglients magnituds amb
la dimensid transversal de la mostra:

a) El recorregut lliure mitja electronic I(d).

b) La resistivitat eléctrica p(d).

c) La resisténcia eléctrica R(d).
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QUESTIONS LLICO 7. SEMICONDUCTORS.

7.1 Uestructura del Si és del tipus diamant, amb parametre de xarxa a = 5.43A.

a) Calculeu la densitat d’atoms de Si per cm3.

b) Es dopa un cristall de Si amb atoms de P amb una concentracié deN; = 10*°cm™3. Suposant
que tots els atoms de P substitueixen a atoms de Si, quina proporcié d’atoms de Si han sigut
substituits? Quina és la distancia mitjana entre atoms de P? Compareu aquesta distancia amb el
radi de Bohr associat a la impuresa hidrogenoide. Repeteix el calcul pera N; = 10%cm ™3,
Dades: ¢ =11.7¢,,m, = 0.3m,.

7.2 l’antimoniur d’indi (InSb) té una banda d’energia prohibida E; = 0.17eV a una temperatura

de 300 K, una permitivitat dielectrica relativa de 18 i una massa efectiva electronica m, =
0.015m,,. Calculeu:

a) L'energia de ionitzacié de les impureses dadores.

b) El radi de I’0Orbita de I’estat fonamental d’aquestes impureses.

c) Determineu la concentracié minima a la qual les funcions d’ona dels electrons en aquestes
impureses comencen a solapar-se (transicié de Mott).

7.3 Les masses efectives per a electrons i buits d’un semiconductor intrinsec son,

respectivament, de m, = 0.2m, im;, = 2m,. Si la banda prohibida és de 2 eV a temperatura
ambient i el coeficient de temperatura de la mateixa és de —5x10"* eV /K:

a) Determineu la posicid del nivell de Fermi i la concentracié d’electrons i buits a 300 i a 1000 K.
b) A quina temperatura aconseguira el nivell de Fermi la banda de conduccié?

7.4 Considerem un material les bandes del qual poden descriure’s amb les seglients expressions:

N _ 2k2 N h2k2
Ei(k) = E,(k)=E, + ”

1 2
a) Suposant que el material es troba en el zero absolut, dibuixeu I'esquema E(k) de les bandes i

discutiu el caracter del material segons el parametre E . siga positiu o negatiu (és a dir, discutiu
si es tracta, en cada cas, d’un aillant o un metall i, si és el cas, quin tipus de metall).

b) Trobeu la posicié del nivell de Fermi en tots dos casos, sempre en el zero absolut, respecte
als extrems de les bandes, expressant-lo en funcié dels parametres de les relacions de dispersio

E.,,my im,

7.5 El GaAs és un semiconductor on la massa efectiva dels electrons és de m, = 0.067m, i la

dels forats de m; = 0.5m,. Es dopen 2 cristalls de GaAs de manera que la concentracié
d’electrons en cada un resultan; = 10*m=2i n, = 10%m=3.

a) Determineu la posicié del nivell de Fermi respecte de la banda de conduccié per als dos
cristalls, raonant si el valor obtingut és compatible amb un semiconductor no degenerat algun
d’ells.

Una estructura semiconductora basada en GaAs dona lloc a un gas bidimensional d’electrons
amb densitat n,p, = 3x10>m=2,

b) Calculeu la densitat electronica d’estats.

c) Trobeu I'equacié general que relaciona la posicié del nivell de Fermi amb la temperaturaila
concentracid d’electrons en aquest sistema bidimensional.

d) Suposant que la densitat electronica es manté constant (n,p = 3x10°m™2), determineu la
posicié del nivell de Fermi respecte de la banda de conduccié d’aquest nou sistema a la
temperatura del He liquid (4.2 K) i a temperatura ambient (300K). Discutiu els resultats amb
I'ajuda d’un esquema d’energies. Raoneu, a més, si a aquestes temperatures es pot considerar
el gas d’electrons degenerat.
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7.6 Aquest problema aborda la conductivitat d’un substrat de GaAs preparat en diferents
condicions. Per a usar aquest material en una aplicacié particular, necessitariem que el substrat
fora aillant.

a) Suposeu que el semiconductor es poguera preparar pur, sense cap mena d’impureses. Quina
seria la seua resistivitat a 300 K?

b) En la practica, és impossible preparar-ho amb menys de 10* impureses per cm3. Assumiu
que les impureses sén dadores i hidrogenoides. Quant valdria I’energia d’enlla¢ d’un electré
lligat a la impuresa? Com es compararia aquest valor amb kg T?

c) On estaria el nivell de Fermi del material més pur que es pot preparar en la practica? Quant
valdria la seua resistivitat?

d) El substrat es dopa deliberadament amb Cr, amb una concentracié de 1017 cm 3. Cada atom
de Cr introduit aporta un electré al cristall. Els atoms de Cr donen lloc a un nivell profund,
doblement degenerat, situat 0,7 eV per davall de la banda de conduccié. Raoneu, a partir de
I’equacid de conservacio de la carrega, que el nivell de Fermi s’hauria de situar molt prop del
nivell profund. En aquest cas, quant val la resistivitat a 300 K?

Dades: E, = 1.4eV; m, =0.07m,; my, =0.5m,; p,=8500cm?*V-1s7Y; =
400cm?V—1s71; ¢ = 13¢,

7.7 En una experiencia es va mesurar la variacid de la conductivitat del InAs en introduir diferents
concentracions d'impureses acceptores hidrogenoides. La banda prohibida del InAs és de E; =
0.33eV. La mobilitat d’electrons i forats és de 33000i460cm?V ~1s~1, respectivament, mentre
que les masses efectives tenen un valor de m, = 0.02m,im, = 0.41m,.

a) Calculeu la conductivitat a temperatura ambient quan N, =0 (intrinsec), N, =
2.5x10cm™3i N, = 105cm™3. Com expliqueu la variacié de la conductivitat amb la
concentracié d’impureses?

b) Demostreu que en general la conductivitat presenta un minim per a una concentracié de
forats determinada. Calculeu el valor minim de la conductivitat en funcié de la conductivitat
intrinseca o;.

7.8 Una mostra de germani sense dopar té els seglients valors de resisténcia eléctrica a les
temperatures que s’indiquen:

T(K) | 310 321 339 360 383 405 434
R(Q) | 135 9.10 4.95 2.41 1.22 0.74 0.37

a) Calculeu I'amplada de la banda d’energia prohibida.

b) S’afegeix una concentracié de 0,0001% d’atoms de As. Sabent que la densitat del germani és
4.4x10%% atoms /cm3, la seua massa efectiva electronica ésm, = 0.73m,, ila de forats m,, =
0.16m,, en quin regim es troba el semiconductor a 300 K, extrinsec o intrinsec?
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QUESTIONS LLICO 8. DIELECTRICS.

8.1 En el context de la teoria de la variable complexa, I'index de refraccié complex, n = n + ik,
té propietats analitiques similars a la constant dieléctrica. Per tant, I'index de refraccié n i el
coeficient d’extincié k sén mutuament dependents a través d’una relacié del tipus Kramers-
Kronig com a:

1 (* k()
n(w) =1 +Epjiwmdﬂ

On P denota la part principal de I'integral.

a) Demostreu, integrant per parts, que la contribucié a I'index de refraccié dels processos
d’absorcio esta relacionada amb els canvis en el pendent del coeficient d’absorcidé a a través de
I’'expressio:

c
n(w)=1+-— dn

27w

1R+ w|da(2)
g fo mlg= a)| an
b) Suposem que tenim un procés d’absorcid el coeficient d’absorcié del qual es pot modelitzar
amb una funcié escalé d’altura a, = 4000 cm™1, tenint lloc I’escalé a 800 nm. Calculeu An =
Ng — Ne, ON Ny | N, representen, respectivament, I'index de refraccié a freqiiencies molt més
baixes i molt més altes que la freqiiencia a la qual ocorre I'escald.

8.2 La figura mostra I'index de refraccio del NaCl a la regié espectral de I'infraroig. Les dades
mostrades es poden modelitzar de manera aproximada suposant que la ressonancia és deguda
a les vibracions del complex idbnic Nat CI~. Si els pesos atdmics del sodi i clor sén 23 i 35.5
respectivament, useu les dades de la figura seglient per a estimar el valor de:

8
e
5 6l NaCl
R
]
% 4 y
I
G
& 2f
0 L/’-——_
0 3 10 15 20

Frequency (10'2 Hz)
a) La constant dieléctrica estatica del NaCl.
b) La freqiiencia natural d’oscil-lacié de la molécula de NaCl.
c) La forca recuperadora de l'oscil-lador per unitat de longitud (és a dir, la constant
de la molla equivalent).
d) La densitat de molécules de NaCl per unitat de volum.
e) La constant d’amortiment de les oscil-lacions.
f) El coeficient d’absorcié maxim.

8.3 Argumenteu en quins dels segiients solids esperarieu una forta absorcié infraroja: a) gel, b)
germani, ¢) argé solida 4 K, d) ZnSe ie) SiC.

8.4 Les constants dieléctriques estatica i d’alta freqtieéncia del NaCl valen £(0) = 5.9 i () =
2.25 respectivament, mentre que la freqiiéncia del mode TO és de 4.9THz.

a) Calculeu el limit superior i inferior de la banda de freqiiéncies en la qual no pot propagar-se
la radiaci6 infraroja a I'interior del material.
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b) Calculeu el valor de la constant dielectrica a una longitud d’ona de 50um, tenint en compte
un factor d’amortiment de 1012571,

c) Calculeu la reflectivitat a 50um.

d) Calculeu el coeficient d’absorcié a 50um i la longitud d’absorcié associada.

8.5 a) Demostreu que la reflectivitat d’un cristall amb un cert caracter polar els ions del qual
oscil-len amb amortiment menyspreable és zero per a la freqiiéncia:

£(0)-1
(o) — 1 @

b) Comproveu que I'equacioé anterior es pot reescriure com a:

c) Utilitzant I’equacié anterior i valorant els ordres de magnitud a partir de les dades dellnAs,
demostreu que en els semiconductors polars la freqliencia del fond longitudinal optic es pot
aproximar per la frequiéncia on la reflectivitat s’anul-la.

Dades Inds: €(0) = 15.1, w = 219cm™!, w!® = 243cm™1.

8.6 La figura segilient mostra la reflectivitat infraroja mesura per a un cristall de AISb. Utilitzeu
aquestes dades per a estimar:

a) La freqliéncia dels fonons LO i TO en el centre de la zona de Brillouin.

b) Les constants dieléctriques de baixa i alta freqléncia.

Sén els resultats experimentals consistents amb les relacions de Lyddane-Sachs-Teller?

]‘ﬂ - 1Y - Ll L] T L] ¥ L]
2% s
Z 06} :
LT
é 04 - -
|

02 [T :
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16 20 24 28 32 36 40
Wavelength {um)

8.7 En lafigura de I'esquerra es mostra I’espectre de reflectivitat a la regid espectral del polaritd
d’una mostra semiconductora de GaAs.

a) Estimeu les constants dieléctriques estatiques (£(0)) i d’altes freqiiéncies (s()) del GaAs.
b) Determineu, aproximadament, les energies dels fonons LO i TO del GaAs.

c) SOn consistents els resultats obtinguts en els apartats a i b amb la relacié de Lyddane-Sachs-
Teller? Justifiqueu la resposta.

d) En la figura de la dreta es mostra I'espectre de reflectivitat en la regié espectral del polarité
adquirit en una mostra de SiC. A la vista dels espectres de reflectivitat obtinguts per al GaAs i
el SiC, quina conclusid es pot extraure respecte a la naturalesa de I'enllag Ga — As en
comparacié amb I'enllag Si — C? Justifiqueu la resposta.
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8.8 Suposem un material en el qual la constant dieléctrica en I'infraroig es puga descriure amb
la seglient formula:

n
B.
cw)=a+ Z ﬁ
i=1

a) Comproveu que la relacié de Lyddane-Sachs-Teller es pot generalitzar a:

on w;q son les freqiiencies a les quals la constant dieléctrica s’anul-la.
Ajuda: Raoneu que &(w) l'[{;l(a)z — a)lz) és un polinomi de grau n en w? i factoritzeu-lo en la
forma a, [T, (w? — w?).
b) Quin és el significat fisic de les frequiéncies w; i w;y ? Argumenteu la resposta.
c) La delafossita CuAlO, és un semiconductor amb una banda prohibida de 3 eV. Si I'index de
refraccié (en la direccié perpendicular a I'eix ¢ val 2.26 a 4000 cm™1, estimeu el valor de la
constant dieléctrica estatica. Per a aix0 useu els nombres d’ona dels modes de vibracio recollits
en la taula seglient, tenint en compte que modes parells (amb subindex g) sén actius Raman i
modes imparelles (amb subindex o) sén actius en I'infraroig.
Mode E () EL(LO) E, Ei( ) E,(LO)

o(lcm™1) 144 149 433 532 645
d) Feu una representaciéo esquematica del comportament de la reflectivitat en funcié del
nombre d’ona. La representacid ha d’incloure els valors més rellevants dels nombres d’ona, aixi
com el valor de la reflectivitat a 0 i a 4000 cm™1.

8.9. La ionosfera reflecteix les ones de radio amb frequencies menors de 3 MHz, pero transmet
ones de major freqiiencia. Estimeu la densitat d’electrons lliures en la ionosfera.

8.10 El cesi (Cs) metal-lic és transparent a la radiacié electromagneética de longitud d’ona per
davall de 440nm. Calculeu el valor de la massa efectiva de I'electré en el Cs sabent que la seua
valéncia és 1 i la seua densitat electronica és 0.91x10%8m™3.

8.11 En la figura es mostren els espectres de reflectivitat, en el rang espectral infraroig, de
diverses capes primes de ITO ( ,05; dopat amb diferents proporcions d’estany). Es tracta d’un
oxid conductor transparent. Com que té la banda prohibida en l'ultraviolat (3-5 eV), és
transparent en el visible i I'infraroig proxim. Pel fet de ser un semiconductor degenerat, amb
una alta concentracio d’electrons lliures en la banda de conduccio, té una alta conductivitat.



Introduccio a la Fisica de I’Estat Solid 173

1.0 F
0.8 |

>

= YOF

°

= 04

[T} i i

o
0.2 L
0.0 |- 4] 32 1

1 i 1 i i M
04 06 08 10 12 14
Energy (eV)

a) Expliqueu i discutiu la forma general dels espectres de reflectivitat i, en particular, per que
presenten un minim per a certa energia i per que tenen una alta reflectivitat per a baixes
energies.

b) Raoneu quin dels espectres correspon a la capa amb menor concentracié d’electrons i
ordeneu-les per ordre de concentracio creixent.

c) Doneu una estimacioé de la proporcié entre les concentracions d’electrons en les capes amb
major i menor concentracio.

8.12 Estimeu la penetracié de les ones de radio de 200 kHz en I'aigua de mar, que té una
conductivitat d’uns 4 2~ 1m™1. Discutiu les dificultats que apareixen en intentar comunicar amb
un submari submergit utilitzant radiofreqiiéncies.

8.13 Les constants dieléctriques estatica i d’alta frequeéncia del InP valen 12,5 i 9,6
respectivament, i la freqliencia del fond TO és de 9,2 THz. Calculeu el vector d’ones d’'un mode
polaritonic amb una freqléncia de 8 THz.

8.14 En un semiconductor la freqiiencia de plasma es pot acostar a la de les vibracions optiques
qguan la concentracié d’'impureses aconsegueix un determinat valor. Considerant la polaritzacio
introduida tant per les oscil-lacions del plasma com per les vibracions de la xarxa, la constant
dieléectrica es pot escriure:

g(w) = (o) <1 +—
w

wio — w” wp
—w?2—iwlr ow(w+iy)

On w}z, = és la frequiéncia de plasma.

ne
&(e)e(0)m,
a) Determineu la concentracié d’electrons lliures necessaris perque la freqtiencia de plasma d’un
cristall de GaAs dopat n coincidisca amb la del fond longitudinal optic.
b) A conseqliencia de la interaccié entre les vibracions longitudinals i I'oscil-lacié del col-lectiu
d’electrons lliures (acoblament foné-plasmd), la constant dielectrica s’anul-la a freqliéncies
diferents (w;o_p) de la del fond longitudinal optic (w; ). Trobeu aquestes freqliéncies en el limit
enelqual ' > 0iy — 0irepresenteu-les graficament en funcié de la freqiencia de plasma
(wp).
c) Deduiu expressions aproximades de w;o_p en el cas en el qual w;p > wp i quan w;p K wp.
Interpreteu el resultat.

Dades: m, =0.067m,,!w =273cm™, w,p =297cm™1 g(e0) = 10.9.
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QUESTIONS LLICO 9. MAGNETISME.

9.1 El moment dipolar magnétic total de les terres rares (i) es pot estimar tenint en compte que

u=gyJJ+ Dug,ong = % + % és el factor de Landé i up és el magnetd de Bohr.

Considereu el cas del Gadolini (Gd, configuracié electronica 4f7) i del Terbi (Tb, configuracié
electronica 41 8). EI Gd té un valor de I’espin total per atom major que el del Th. No obstant aix,
el Tb presenta un major moment dipolar per atom. Justifiqueu el perquée d’aquesta situacio.

9. 2 Calculeu el moment magnétic per atom del ferro en condicions de saturacid, en unitats del
magneto de Bohr yg.

Dades: u,Mg = 2.15T, pp, = 7.86 g/cm?3, Mg, = 55.85 g/mol, m, = 9.1x1073'Kg, e =
1.601x10719C, h = 6.6x1073%] - 5

9.3 Calculeu la susceptibilitat magneética del ned a temperatura i pressié estandard (0 °C, 1 atm),
considerant que el radi mitja dels electrons de I'Gltima capa és de R = 4x10~°cm. Quan es
busquen valors de susceptibilitat magnética en les taules, és freqlient trobar la susceptibilitat
molar, expressada en el sistema d’unitats c.g.s. La relacid entre totes dues susceptibilitats és
Am(S.1.) = 4mymolar(c.g.s.) ﬁ, on p és ladensitat i M la massa molar. Compareu els resultats

amb els experimentals sabent que en les taules es llegeix x,,, = —6.96x107° cm3/mol. Dades:
m, = 9.1x1073'Kg, e = 1.601x1071°C.

9.4 El sodi és un metall alcali que adopta una estructura bcc amb parametre de xarxa a = 4.23A.
La contribucié de l'espin dels electrons de conduccié a la seua susceptibilitat magneética
(contribucié de Pauli) es pot estimar experimentalment, resultant )(;xP = 13.8x107°.

a) Estimeu yp usant 'expressio teorica, xp = pousD(Ef), on ug és el magneté de Bohr i D(Ef)
la densitat d’estats al nivell de Fermi.

b) Milloreu I'estimacié de yp feta a I'apartat anterior sabent que la calor especifica a volum
constant del sodi a baixes temperatures té una dependencia lineal,C, = yT, amb y =
1.7x1073] - mol™1 - K72,

9.5 Siga un material en el qual l'origen del paramagnetisme és donat per un ié el moment
magnétic del qual esta relacionat amb el moment angular d’espin, amb valor 1/2. El nombre
d’ions magnétics per unitat de volum N; és la quarta part del nombre total d’atoms per unitat
de volum N del compost.
a) Demostreu que la contribucié magnetica a la calor especifica a camp magnétic B constant és
expressada per:

_ Nus B sechzﬁ

5= u kg T? kgT
Recordeu que en sistemes magnetics el primer principi de la termodinamica es formula com a
dU = TdS + HdM i que I'entalpia H es defineix mitjancant H = U — HM.
b) Comproveu que Cy té un maxim a una temperatura donada, calculant tant la temperatura a
la qual ocorre el maxim com el valor de Cz/N; que es troba a aquesta temperatura.
c) Si la temperatura de Debye del material és de 400 K, a quina temperatura s’igualaran les
contribucions de la xarxa i magnetiques a la calor especifica?

9.6 Els dos estats d’'una molécula d’heli amb menys energia, en I’'aproximacio de Heitler-London,
son els donats per les seglients funcions d’ona:

PES = o (F) o (7o) + o (7)1 (7))
Y, = 2{4)2 (71)¢1(772) - ¢1(F1)¢2 (Fz)}
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Demostra que la diferéncia d’energia entre tots dos estats, per a separacions grans entre els

nuclis amb vectors de posicidé ﬁl i ﬁz, val E4 — Es = —2A4, on:
—e? —p2 g2 22
A= fd3T1d3T2¢1(Fl)¢2 (FZ){ N = + N = -+ = = + =3 —
|T'1_ 1| |T'2_R2| Irl_rZI |R1_R2|

}@(ﬂ)@@

9.7 Considereu el hamiltonia de Heisenberg de 3 atoms, d’espins idéntics, disposats en els
vertexs d’un triangle equilater de costat |. Considereu els espins com a vectors classics.

a) Discutiu quina és la configuracié d’espins que minimitza I'energia. Considereu tant el cas en
el qual la constant d’intercanvi siga positiva com el cas en el qual siga negativa.

b) Descriviu la cel-la primitiva unitat de I'estructura bidimensional construida a partir de la
repeticid infinita dels triangles de I’apartat anterior.

9.8 Determineu l'espectre d’energia associat al hamiltonia de Heisenberg d’un sistema de 3
espins 1/2, disposats en els vertexs d’un triangle equilater.

=g = = - 2 - 2 > 2
Ajuda: Useu 2S; - S, = (S, + S,) =S, — S,

9.9 En un material amb simetria cubica I'expressié de I’energia d’anisotropia es pot escriure com
a:
— 2.2 2.2 2,2 2,22
Eq = Ki(ata; +ajas +aza3) + Kycajazas

on a; son els cosinus directors que descriuen la direccié de magnetitzacio facil i K;., K5, sén
constants empiriques.

a) Demostreu que el primer terme és equivalent a K, .(sin*8cos?@sin?¢ + cos?0sin?0), on
els angles 6 i ¢ son els angles polars respecte de la direccié de magnetitzacio facil.

b) Raoneu que per a valors petits de el terme dominant és K .sin?6.
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QUESTIONS LLICO 10. SUPERCONDUCTIVITAT.

10.1 Tenim un cilindre buit construit amb un material superconductor. Considerem el cilindre
prou allargat per a menysprear efectes de desmagnetitzacid. S’aplica un camp magneétic H al
llarg de I'eix del cilindre. Descriviu els corrents d’induccié que apareixen, aixi com la distribucio
dels camps B i H, en les seglients situacions:

a) El superconductor es refreda per davall de la temperatura critica en abséncia de camp
magnétic. Una vegada per davall de la temperatura critica s’aplica el camp.

b) Primer s’aplica el camp magneétic i a continuacid es refreda per davall de la temperatura
critica.

10.2 Un dels arguments que s’empren per a suggerir |'existeéncia d’'una banda prohibida en
superconductor és la preséncia d’una contribucié exponencial a la calor especifica a molt baixes
temperatures. Siga un sistema de N particules idéntiques, en quée cada una de les particules pot
ocupar dos nivells energétics separats una distancia 4. El sistema esta en contacte amb un focus
termic a temperatura T. Calculeu la contribucié a la calor especifica associada a I’excitacié de les
particules a través de la banda prohibida. Aproximeu el valor obtingut considerant kzT «< A.

10.3. L’alumini és un metall que adopta una estructura fcc de parametre de xarxa a = 3.61A. La
seua temperatura de Debye és de 428K. L'alumini transita a un estat superconductor a 1.2K.
La banda prohibida superconductora és de 0.34meV . Estimeu:

a) La grandaria d’un parell de Cooper.

b) El nombre de parells de Cooper que se solapen.

c) La longitud de penetracié de London.

d) El camp critic.

e) La longitud de coheréncia.

f) Raoneu, a més, si espereu que siga un superconductor de tipus | o Il.

10.4 La imatge de la figura es va obtenir decorant una mostra superconductora de Nb amb una
pols molt fina de material magneétic. Les particules magnetiques s’acumulen en les zones on el
camp magnetic en la superficie és més intens, i en permeten la visualitzacié. Quant val el camp
magnetic B mitja a I'interior de la mostra?
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