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Definicions

Biblio: Stratton, "Electromagnetic Theory"(1941), Cap.1 (§1.14) |

m Coordenades curvilinies a, 3,: Conjunt de parametres en correspondéncia
biunivoca amb les coordenades cartesianes x, y, z:

x = z(a, B,7) (1)
y=yla B,7) (2)
z=z(a,B,7) (3)
m Punt: P(x,y,z2) = P(a, B,7)
m Vector de posicié:
F=0P =xityj+ 2k (4)

m Linies coordenades [, lg, l, a P: Son les corbes que passen per P, i
s'obtenen variant «, 3, ~, respectivament, en la correspondéncia biunivoca.

m Superficies coordenades sg., Sya, Sap: SOn les superficies que contenen a P,
i s'obtenen amb «, 3, v constants, respectivament, en la correspondéncia
biunivoca.
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Biblio: Stratton, "Electromagnetic Theory"(1941), Cap.1 (g§1.14) Il

m Referéncia local a P: Vectors unitaris tangents a linies coodenades:

1 0F 1 9(xi—+yj+ zk)
Aa == ———_——— 5
b ha O hg Oa (5)
oz \? dy 2 02\?
he = — - — < factors d’escala 6
(ox) +(50) + (&) )
Analogament g i i, (suposeu {u;} = linealment independents).
m Referéncia dual a P: Vectors (no necessariament) unitaris ortogonals a plans
coordenats
oy 1 " .
AL S SNY VY. (7)

Uy - (U X Up)
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Definicions

Biblio: Stratton, "Electromagnetic Theory"(1941), Cap.1 (§1.14) IlI

m Coordenades curvilinies ortogonals:
Ug - Ug = Ug - Uy = Uy - Uq = 0.

m Coordenades curvilinies ortogonals
= Referéncia dual = Referéncia
local.

r2e

Figura: Referéncia local (esquerra) i dual
(dreta) en coordenades curvilinies.
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Elements Diferencials

Elements Diferencials |

m Diferencial de la posicié:

—  or or or
dr = 5 —dx + afdy + a—dz (8)
=dei+dyj+dzk (9)
@d + %dﬁ + ﬁd’y (10)

Per tant, usant Eq.(5)

dr' = (hada)ta + (hgdfB)ig + (hydy)i,
(11)

Figura: Element d'area sobre

una so3-superficie

(a-superficie). Adaptada m Elements de linia:
partint de la figura 4 del Ilibre . A o
de Stratton. dly = (hada)i,, |dly| = hada. (12)

Analogament per a dij i dl;.
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Elements Diferencials

Elements Diferencials Il

m Elements de superficie

dnp = dly x dlg = (hohsdadB)is x dg (14)
|d5ap| = hahgdadBr/1 — (i - 1)° (15)
= hohgdadp. (c. ortogonals) (16)

Analogament per a d53, i d5yq.
m Element de volum:
dv = dl,, - (dlg x dI,)) = hohghdadBdy i - (ig X i) (17)
= hohghydadfdy. (c. ortogonals) (18)

() Caleul de | X dpl:
|1la X ﬂgl =

= /(o x 05) - (il X 15)
(Ea-(13) = /It 2] |2 — (@0 - 2p)?
=4/1— (4a - 0p)?

Producte escalar quadruple: (@ x b) - (€x d) = (@-&)(b-d) — (@-d)(b - ©) (13)
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Camps escalars i vectorials

Camps escalars i vectorials |

m Camp escalar ®(, 3,7) és una funcié de R3 en R.
m Superficie de nivell: Sén superficies on el camp escalar és constant,

O(a, B,7y) = const

m Camp vectorial

A, B,7) = Aa(a, B,7)iia + Agla, B,7) s + A (e, B,7) iy (19)

és una funcié de R3 en R3.

1] . e - 1 A""vv‘
m Flux F d'un camp vectorial A a través d'una A(x)
. . . n
superficie S és la quantitat de camp que passa a ,‘
través de la superficiet S\
F = / Z . ds. (20) TExemples de flux de
s camp:

m gravitatori:

Si el camp és perpendicular al vector superficie Py = =l
m eléctric:

(paral-lel al pla de la mateixa), A 1 d5, llavors el flux

Fe = Q/(ereo)
val zero.
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Camps escalars i vectorials

Camps escalars i vectorials |l

—

m Circulacié C d'un camp vectorial A al llarg d’'un cami 4@, a T
I" és la "quantitat neta de camp que va en la direccié - =
del cami"f -
—— —
—_ —

C:/A’.df. (21)
I

= . s . B ) TExempIe de circulacié
(dl és el mateix que dr). Si el camp és perpendicular de camp:

al cami, A L dl, la circulacié val zero (condicié u Llei d'Ampere:
suficient). §B-dl' = polr
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Operadors diferencials

Operadors diferencials |

Biblio: Griffiths (1999), T.1 i Ap. A
. , — .
m Gradient d’'un camp escalar grad ®: Siga ®(«, 5,7) un camp escalar. El

gradient de ® és un camp vectorial, tal que:

d® = grad ® - dr. (22)

Expressié en coordenades ortogonals

100, 100,  10%, (23)
ho0a T hp 08" T by oy

Propietat: grad ® és perpendicular a la superficie de nivell ® = const. (noteu
que ® = const. — d® = 0, de la qual cosa, usant (22), grad ® L dr)
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Operadors diferencials

Operadors diferencials Il

= Divergéncia d’un camp vectorial divA:
Siga A = Ayile + Apiig + Ayt La
divergencia de A en un punt P és un camp
escalar que representa el flux per unitat de
volum a través de les cares dc del volum
elemental dv en aquest punt

A=V - A=— A-ds 24

div \% @ ), ds (24)
1 I

= Z‘ A, -ds,  (25)

~L
Ul

/I\

@ I

AN |H||

Figura: Diversos exemples de camps
vectorials amb divergéncia (a)

divA > 0, (b) divA =0, (c)
divA > 0 (Griffiths Fig. 1.18).
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Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |



Operadors diferencials

Operadors diferencials 11l

m Expressi6 en coordenades ortogonals: Triant

(% f1 18() ind
el vector superficie cap a fora de les cares, el ‘ jﬂf A= A
balanc en dues cares oposades sera el flux {; . 7
sortint menys I'entrant. En sumar el flux per (g /f/)’as ()
parelles de cares oposades tenim i
- 1
divA = ———— [do (Aahpgh~dfBd Lkr)
v hahﬂhwdadﬂd’y[ ( By /B ’Y)J’- (,W&MJ“
d[; (Aﬂhwhad’ydoz) + / FT‘: A, e o+ By “F T A’M
T hgh i xM\
d, (Ayhahsdadp)] dp Corse i) = Behe Bt
on doB(a) = 8Bdoz = B(a +da) — B(a), amb Figura: Divergéncia en coordenades
« . ' curvilinies.
el que arribem a
- 1 a - B
divd = hahph, | 0a o (Aahshy) + Propietat: divA = 0 =
No hi ha fonts ni em-
&8 (Agh~yha) + bornals en el punt consi-
P derat (Camp Solenoidal,
P (Awhahﬁ)} (26) p.e. el camp magnétic)
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Operadors diferencials

Operadors diferencials IV

m Laplacia d’'un camp escalar Ad = div (gmd <I>). Explicitament tindrem
1 0 (hghy 0P 0 ([ hohy 00 0 ([ hohg 0P
Ap=—— | = 122 )+ 2 1) = = (27
Thish {m( T aa> +85( I 86) +aw( I 87)] (27)

m Rotacional d’un camp vectorial rot A: Siga A = Aqlia + Aptip + A,
El rotacional de A en un punt és un camp vectorial, rot A tal que cada
component, com ara (rot /T)a representa la circulacié al llarg dels costats 0l
de la superficie elemental dsg., a P segons la direccié «, per unitat de

superficie. Es a dir,

= > A - dl

S
By costatsfy

Analogament per a les altres components.
Burjassot, 2023-2024
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Operadors diferencials

Operadors diferencials V

Figura: Exemples de camps vectorials amb rotacional no nul [Griffiths Fig. 1.19].
Tots els exemples de la Figura 4 tenen rotacional no nul.

m Expressié en coordenades ortogonals. Circulant a dretes pel que fa a @, tenim

1

(rot A)o = W[dﬁ(Awhwd’Y) — dy(Aghsdp)] (30)
1 [0(Ayhy)  O(Aghs)
" hghy a}a - v (31)
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Operadors diferencials

Operadors diferencials VI

m De forma compacta per a les tres components tindrem

L | |Betia heis b,
rot A=V x A= TR d/0a  0/0B 0]y (32)
B b, Ay hpAp  hyA,

= Nijk05 (hk Ar)hits, ,5,k=a,B,y (33)

. 0
on Nk = €ijk/(hahghy), i 0; = o z; =a,807.

J
. — . . .
m Propietat: rot A =0 = Circulacié nul-la al voltant del punt considerat (Camp
Irrotacional; p.e. camp gravitatori).

. . — =
m Exercici. Mostreu que Fo?f(gmd ?)=0

m Exercici. Mostreu que div(?ft A)=0
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Teoremes de Gauss i Stokes

Teorema de la divergéncia (Gauss) |

Teorema de la divergéncia (Gauss)

Siga S una superficie tancada que envolta V.

Llavors
/ (dmi’) dv = ]4 A.d5  (34)
\% S

Demostracié: Siga {dv,} una particié de V formada
per volums elementals dv,,. Tenint en compte que

A - d3 es va cancel-lant en les cares contigiies dels
volums elementals, arribarem a que

/ (dmf) dv=>3" (dM) dvn (35)
v : 0
= Z A ds ~duy (36)

den

= > A-dsew 77{14 ds, (37)

Ocext

on dSe.: son els vectors superficie de les cares
externes Oce,t+ del conjunt dels volums elementals

dv,, de la particié de V.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |

T Surface §

Volume V

Figura: [Thorton & Marion
Fig.1.23]. da en la figura es
correspon amb d3..: en el text.
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Teoremes de Gauss i Stokes  Teorema de Stokes

Teorema de Stokes |

Siga I un circuit frontera de la superficie S.

/ ol A ﬁ Aodi (38)
Demostracié: Siga {ds,} una particié de S
/S rot A - ds =
=Y (ot 4) a5, (39) f_n(_T f_ (_T
_ Zn: /8 . /iz Sjldsn (40) fﬁ If:? l T

o - — > —_— —>
:ZA«dlemt:%A-dl, (41)
r

Olegt

on dl..; son els vectors dels costats externs 0l.,; del conjunt de les superficies
elementals ds,, de la particié de S.
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Teoremes de Gauss i Stokes  Teorema de Stokes

Teorema de Stokes Il

m Independéncia de cami. El teorema de Stokes es pot enunciar també com
segueix. Si rot A = 0 llavors la circulacié de A al llarg d'una corba I'pg, que
uneix els punts P i () és independent del cami, és a dir, si I'pg i I"PQ sén
dos camins distints que van de P a @, llavors

Rdi = / A.di (42)

FPQ

Demostracié: En efecte, siga S una superficie, la vora de la qual és el cami
tancat I'pg — I'p(,. Pel teorema de Stokes tenim

/ A. dzl/ A-dl =
Fre /PQ
/ A-dl
FPQ_F;DQ
(43)

/Fftl-d;:O. (4
S

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 25 /41



Teoremes de Gauss i Stokes  Teorema de Stokes

Teorema de Stokes IlI

m La independéncia de cami és equivalent a |'existéncia d'un camp escalar ¢ tal

que A = grad ®. En efecte, a causa de la independéncia de cami, podem
definir el camp escalar

(@.B7)
O(a, B,7) = / A - dr. (44)

Aquest camp P verifica, doncs, que

dd = A - dF. (45)
Per tant, de la definicié de gradient (Eq. (22)), se segueix el resultat. La
implicacié inversa és també verdadera. Si A = grad ® llavors
B Q
A-dF:/ dd = dg — Op (46)
P

és a dir, la circulacié només depend dels punts inicial i final, perd no del cami
que els uneix.
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Teoremes de Gauss i Stokes  Teorema de Stokes

Teorema de Stokes IV

A més, la independéncia de cami ens porta al fet que erol A= 0. En efecte, hi
—_ - — N
existeix A = grad ® i ja vam indicar que rot(g ad ®) = 0.Tenim aixi

—

I'equivaléncia de les tres propietats: ol A = 0, A = grad ® i independencia
de cami.

(x.y.2)

m Una manera de trobar la funcié
®(x,y, z) quan hi ha independéncia de
cami per A és, triar un cami poligonal
paral-lel als eixos coordenats des de R
I'origen O a un punt arbitrari ’ fOA"(t'O'O)‘“
P(z,y,z). Explicitament, 0(0,0,0) (x,0,0)

z
f A, (x,y,t)dt
0

------ = =P (xy0)

Y
| Ay (x,t,0)dt

Figura: Calcul practic de ®(z,y, 2).

T y z
O(z,y,2) :/ Am(t,O,O)dtnL/ Ay(x,t,O)dtJr/ A (x,y,t)dt (47)
0 0 0
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Coordenades cartesianes

Coordenades cartesianes |

— =/

m Definicié:

dy

Figura: Element infinitesimal en
coordenades cartesianes.

m Referéncia local (també base canonica):

Gy = (1,0,0) = i, (51)
ﬁ’y = (O’ 1, 0) = ja (52)
@, = (0,0,1) = k. (53)
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Coordenades cartesianes |l

Coordenades cartesianes

Element de volum:
Gradient:

Divergencia:

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

dxdydz

gradq):ﬁ@: a—@i+
oz

divA=V-A = 04,

0d

ayﬁ

Elements de linia: dz, dy, dz = dF = dzi+ dy j + dz k.
Elements de superficie: dydz, dxdz, dxdy = d§ = dydzi+ dxdz j + dzdy k.

Mecanica |

k. (54)
DA,
o (55)
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Coordenades cartesianes

Coordenades cartesianes Il|

m Rotacional:

? j k
rot A=V x A=1|0/0x 0/dy 0/ (56)
A, A, A,

Desenvolupant

VxA= (85?; a(;i)z (57)
+<8£m8£z>j (58)

m Laplacia:
div (ﬁm) V2P = g:f + gzy(f + 227? (60)
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Coordenades cilindriques

Coordenades cilindriques |

m Definicié:
x = pcos ¢, (61)
y = psin g, (62)
z=z. (63)

amb ¢ € [0, 2m).

Figura: Element infinitesimal en
coordenades cilindriques.

m Referéncia local:

U, = (cos ¢,sin ¢, 0), hy =1, (64)
Gy = (—sin ¢, cos @, 0), hy = p, (65)
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Coordenades cilindriques

Coordenades cilindriques |1

Matriu de canvi de base:

Uy cos¢y sing 0 i
g | = | —sing cos¢ 0O J (67)
0. 0 0 1 k

m Vector posicié i*: Tenint en compte que la rotacié passiva es transforma com
el canvi de base, tenim

Tp cos¢p sing 0 T
re | = —sing cos¢p 0 Yy (68)
Ty 0 0 1 z

= (zcos¢p +ysing)u, + (—zsing +ycosd)iugy + 2z,  (69)

m Elements de linea:

A7 = dpa, + pdeiiy + dzi,. (71)
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Coordenades cilindriques

Coordenades cilindriques Ill

m Elements de superficie:

ds = pdzdou, + dpdztg + pdpddii, . (72)
m Element de volum:
dv = pdpdpdz (73)
m Gradient:
M@:‘Z‘Eaﬁ;‘;ﬁzawzﬁaz. (74)

m Divergéncia:

o 10(pA,) | 104,  0A,
de—p ap +p3d)+82' (75)
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Coordenades cilindriques

Coordenades cilindriques IV

m Rotacional:
Uy plig Uy
rol A= 2|aj/op a/06 0/0- (76)
Pla, o4, A,

Desenvolupant

V x A (18 8A¢) i, (77)
- ( 0= Op ) o (78)
+;( (p4s) _ )u (79)

m Laplacia:

2 2
dw(grad@) 18(8@) 1 0°® 8<I>

pop\"op) " 2087

Burjassot, 2023-2024 36 /41
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Coordenades esfériques

Coordenades esfériques |

m Definicié:
x = rsinf cos ¢, (81)
y =rsinfsin g, (82)
-y z =rcosb. (83)
v amb ¢ € [0,27) i 0 € [0, 7].
Figura: Element infinitesimal en
coordenades esfériques.
m Referéncia local:
U, = (sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos §), h,. =1, (84)
h9 =7, (85)

tlg = (cos € cos ¢, cos 6 sin ¢, — sin 6),

o = (—sing, cos ¢,0), hg = rsiné. (86)

>

Burjassot, 2023-2024 38 /41
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Coordenades esfériques

Coordenades esfériques |l

Matriu de canvi de base:

Uy sinfcos¢ sinfsing cosf i
g | = | cosfcos¢ cosfsing —sind J (87)
g —sin ¢ cos ¢ 0 i

m Vector posicié 7 Es obvi, de la definicié de coordenades esfériques que

7 = ri, (88)

m Elements de linea:
dr' = dri, + rdfly + rsin 0dpi. (89)

m Elements de superficie:

d5 = r?sin 0d0di, + rsin Odrdeig + rdrdfi. (90)

m Element de volum:
dv = 72 sin Odrdfde (91)

Burjassot, 2023-2024 30 /41
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Coordenades esfériques

Coordenades esfériques 111

m Angle solid:
d) = sin 0dOde (92)

L'angle total d'una superficie esférica sera

2m ™
/dQ = / d¢/ sin 0df = 4 (93)
0 0

Els angles esférics es mesuren en estereoradians.

m Gradient:
M@:g—faﬁ%%aﬁﬁg—i% (94)
m Divergeéncia:
divd — i@(rQAT.) . 1 O(sinfAyp) . 1 044 (95)

r2  Or 7 sin 00 rsing 0¢
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Coordenades esfériques 1V

m Rotacional:
Uy rlg  rsinfug
ol A = s |0/or 9/06 /09 (96)
A, rAg rsinfAy

Desenvolupant

1 ((“)(A¢ sinf) QA ) 4

rsin @ a0 0¢
1 04, . 0(rdg)\ .
rsind < 0¢ —sinf or o
1 /0(rdAg) 0A,\ .
r ( ar o0 )" (97)
m Laplacia:
— 10 0P 1 0 0P 1 0%
di dd) = —— (r?=— — | sinf— - =
iv (grad®) = 5 <T 67“) T Zsine o0 (Sm ae> enZg ag2” %8
Burjassot, 2023-2024 41 /41
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Definicions

Definicions |

m La cinematica estudia les quantitats que descriuen el moviment d'una
particula. L'estudi de la causa del moviment és la dinamica.

m Unitat d'espai (metre): 1m = distancia que viatja la llum en 1/299 792 458
segons.

m Unitat de temps (segon): 1s = 9192631770 periodes de transicié hiperfina
de I'estat fonamental del cesi 133.

m Sistema de referéncia S(O; X,Y, 7). Cada
punt P de I'espai queda caracteritzat per
tres coordenades x, %, z en un sistema
d'eixos ortogonals OX, OY, OZ amb 7
origen O. P

v

m Vector posicié: Siga P(z,y, z), llavors el
vector posici6 es defineix com a x

Fp=0P=zityj+zh (1)

Figura: Sistema de referéncia.

Burjassot, 2023-2024 4/27
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Trajectoria i espai recorregut

Trajectoria i espai recorregut |

m Trajectéria: Es una funcié 7(t) de R en R? que
ens dona la posicié en el transcurs del temps

m(t) = z(t)i+y(t) j+ z(t) k ()

m Element de trajectoria: Es la distancia entre dos
punts propers, 7 i 7+ dr, d'una trajectoria x

ds = |dFf| = v/dx? + dy? + dz? 3)

m Espai recorregut entre dos punts de la trajectoria és la suma de distancies
elementals recorregudes entre els punts intermedis

772 2
s=/ds=/ \/dx2+dy2+d22:/ dtN/ 3% 4+ 4% + 22 (4)
r 2 t

1

on & = dx/dt, etc.
m Vector 7 tangent a la trajectoria: és el vector unitari
dr  dr
=2 (5)
|[dr]  ds

F:
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Trajectoria i espai recorregut

Trajectoria i espai recorregut |l

m Radi de curvatura R: Es la relacié entre “I'arc” ds i I'angle di entre els
“radis” perpendiculars a la trajectoria en les posicions 7 i ¥+ di. Perd I'angle
entre els radis és igual que I'angle entre les tangents, per tant,

|d7|

dp = W = |d7] (6)
El radi de curvatura és, doncs,
ds ds
= —_— = — 7
R dp  |d7] (7)

m Vector normal a la trajectoria 77: Per a construir-lo, notem que 7 és un vector
de modul constant i, per tant, es compleix que(t) % 1L 7. Amb a¢d podem
construir el vector unitari

d7/ds d7
n=_——=R—. 8
" lards) T ds ()
que sera perpendicular a 7
n-7=0 (9)
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Velocitat

Velocitat |

m Velocitat: Es la variacié del vector de posicié respecte al temps

Lo di(t)
i(t) = — (10)
En funcié de les components
T(t) = &(t) i+ gt) i+ () k (11)
m Celeritat: Es el modul de la velocitat
d
ot) = [0 = VE@R + §P + 207 = (12)

L’espai recorregut es pot expressar, doncs, com a

5= /t2 v(t)dt (13)

El vector velocitat es pot expressar com a ¥(t) = v(t)T o, cosa que és el
mateix, 7 = U(t)/v(t).
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Velocitat

Velocitat |l

m Velocitat en coordenades cilindriques: A la base local de coordenades
cilindriques es tindra (noteu que els vectors de la base NO sén constants com
en el cas cartesial):

U, = (cos ¢,sin ¢, 0) ﬁ,, = (fésin b, ¢ cos ¢, 0) = qi)zl¢, (14)
Uy = (—sin @, cos ¢,0) = ﬁ¢ = (—(;.Scos 6, —¢sin 0,0) = —(;'Sqlp, (15)
i, = (0,0,1) i, = (0,0,0) = 0. (16)
Com que
(t) = p(t)a, + z(t)d., (17)
per tant,
o(t) = %t) = pli, + pli, + 2,
= pli, + poity + i, (18)
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Velocitat

Velocitat 111
m Velocitat en coordenades esfériques: En la base local de coordenades
esfériques es tindra (noteu que els vectors de la base NO sén constants com

en el cas cartesial):
Uiy = Olig + Gsin By, (19)

U, = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6)
Qg = (cos 0 cos ¢, cos O sin ¢, —sin §) = iy = —0d, + ¢ cos Ot g, (20)
iy = (—sin ¢, cos ¢, 0) ﬁ¢ = —sin O, — ¢ cos Oiig. (21)
Com que
7(t) = r(t)iy,, (22)

per tant,

Lo dr(t) .

u(t) = o = + 7,

(23)

= 7, + rfig + T(,Z‘S sin 074

Burjassot, 2023-2024 11 /27
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Acceleracié

Acceleracié |

m Acceleracié: Es la variacié de la velocitat respecte al temps

du(t)
at) = 24
itr) = (24)
En coordenades cartesianes:  @(t) = &(t) i+ §i(t) j + 2(t) k (25)

m Acceleracié en coordenades cilindriques: Derivant la velocitat en cilindriques
(eq. (18)) obtenim . . ) N
a(t) = pu, + pu, + potiy + pdiey + poity + 24,
= P, + pdiig + pdiig + pdiis — pdi, + i,
= (p— pd®)i, + (200 + po)ity + 2l (26)
m Acceleracié en coordenades esfériques: Derivant la velocitat en esfériques

(eq.(23)), obtenim _ _
a(t) = (¥ — r6* — r¢? sin? 0)a,

+ (10 + 270 — r$? sin 0 cos 0) g
+ (r¢:sin @ + 27¢ sin 6 + 2rf¢ cos 0) i, (27)
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Acceleracié |l

Acceleracié

m Components tangencial i normal de 'acceleracié: Derivant 9(t) =

v(t)T i

usant les definicions del radi de curvatura (eq. (7)) i vector normal (eq. (8)),

obtenim

tenim, doncs, les components de I'acceleracié

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

. do(t) ar
t) = t)—
at) = — 7 +o(t)
dv(t) , o, dT
= t —
dt THU() s
dv(t) v2(t)
= 7 i 28
i TR (28)
dv . .
ar = —, acceleracié tangencial
dt
v leraci |
n = —, acceleracié norma
Qa R raci r
Burjassot, 2023-2024 14 /27
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Moviment circular

Moviment circular |

m Definicié: Moviment en el pla XY, descrivint una
circumferéncia de centre (0,0,0) i radi R. Inicialment
en (R,0,0) i prenent angles 0(t) a partir de I'eix OX.

x(t) = Rcosf(t), (29)
y(t) = Rsin0(t), (30)
2(t) = 0. (31)

Suposarem que 6(t) és una funcié creixent, i aixd
implica el recorregut antihorari de la circumferéncia.

Figu ra: Moviment circular.

m Vector de posicié: 7(t) = (Rcos(0(t)), Rsin(0(t)),0) (32)

m Velocitat: U(t) = Rw(t)(— sin(6(t)), cos(0(t)),0) (33)
amb 6(t) = w(t) > 0,, ja que la funcié és creixent.

m Celeritat: v(t) = RO(t) = Ruw(t). (34)
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Moviment circular Il

m Vector tangent:

m Vector normal:

m Acceleracié:

ST

(t) =0

m Considerant la definicié de radi de curvatura, I'equacié que defineix el lloc
geométric del centre de curvatura (coneguda també com a evoluta) és

Moviment circular

(—sin(6(t)), cos(0(t)),0)

d7/dt - w(t)(—cos(6(t)), —sin(6(t)), 0)
|d7/dt| |d7/dt|

= (—cos(6(t)), —sin(6(¢)), 0) (36)
(cap al centre de la circumferéncia)

St
Il

(t)7 4+ Rw*ii
w(—sin(A(t)), cos(8(t)),0) + Rw*(— cos(A(t)), —sin(6(t)),0). (37)

Burjassot, 2023-2024
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Moviment circular

Moviment circular Ill

m Si v(t) = vy = const (moviment circular uniforme; MCU) llavors de
eq. (34), s'infereix que 0(t) = 0y = const i w(t) = wy = const, per tant,

v(t) = vg = Ry = Rwy (39)

amb la qual cosa 0(t) = wot. (40)
En aquest cas, el moviment només té acceleracié normal (a, o< 0(t) = 0)

ap = Rw%. (41)

m Nota. Usant coordenades cilindriques / polars tenim

p=R, ¢=0(t), z=0, (42)

i, @ més,
= —t,, T(t)=1l4 (43)
aleshores F(t) = Ril, (¢), (44
U(t) = Rw(t)le (1), (45
a(t) = —Ruw?(t),(t) (46)
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Triedre de Frenet

Triedre de Frenet |

m Triedre de Frenet: Es defineix com
la segiient base ortonormal "

dretes"
{7,7,b=7 x ii}. (47)

El vector b s’anomena vector
binormal. El pla que conté els
vectors 7 i 7 (i del qual b és el
vector unitari normal) s'anomena
pla osculant. Es té, per tant, que

pla osculant

. _ o b7 =
Figura: Triedre de Frenet sobre una trajectoria
corba amb forma d'hélix. AT=bx 7—.'7 P=fxb (48)
|7l =il = b = 1

Burjassot, 2023-2024 20 /27
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Triedre de Frenet

Triedre de Frenet Il

m Férmules de Frenet:

la

2na

F. de Frenet
dr 1
— = —1i. 49
ds R (49)
El parametre R es diu radi de curvatura.
Demostracié: Trivial partint de la definicié de vector normal eq. (8).
F. de Frenet:
db 1
s = X . (50)
El parametre o es diu radi de torsié i x = 1/0 és la torsié. La torsié pot
interpretar-se com la velocitat de canvi del pla osculant de la corba.
Demostracié: Com que b és un vector de modul constant, db/ds pertany al pla
perpendicular a b; per tant, db/ds = aT + 7, llavors

(Mg'obté derivant b - # = 0

_ db W d7
- () usant 1a F. de Frenet (49)

(2)
a=T- =

R 1.~
ds T ds b En'bi

Per tant, db/ds || 7, i tindrem que 8 = (db/ds) - i = o = —((db/ds) - 77)~".
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Triedre de Frenet

Triedre de Frenet Il

3ra F. de Frenet:
dn -
di _ 1b 1
ds o R

Demostracié: Com que dii/ds = aT + /Bl_;, llavors

(Dg'obté derivant 7 - 7 = 0
(P ysant la 1a F. de Frenet (49)
(3 s'obté derivant 7 - b = 0

W ysant la 2a F. de Frenet (50)

. dn o df @ 1, 1
O=T — = —— 1l = ——=N -N=——
ds ds R R’
Lodii »  db @ 1 1
=b-— = — - = —n-n=-—. 52
p ds ds o o (52)
Férmules de Frenet
a7 1
2 =R
ds R
db _ 1
— = —xn=——7
ds % o
di 1~ 1 _
— =—b—- =7
ds o R

Burjassot, 2023-2024 22 /27
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Triedre de Frenet

Triedre de Frenet. Exemple |

m Exemple. Donada la trajectoria en coordenades cartesianes
7(t) = (cost,sint, t>) metres, (53)

trobeu en cada instant:
a) La celeritat v.
b) L'acceleracié tangencial i normal.
c) El radi de curvatura.
d) L'espai recorregut entre t = 0 i t = 2.

Solucié:
U(t) = (—sint,cost, 2t)m/s, v(t) = /14 4t>m/s (54)
@(t) = (—cost, —sint,2) m/s%, a(t) = VBEm/s> (55)
L SR (56)
dt V14412

5+ 4t2
an = /a2 — a2 = ,/H‘“2 (57)

v? (1 +4t?) V1 + 482

R=— = ——————— metres 58
an V5 + 4t2 (58)
Per a trobar |'espai recorregut, integrem la celeritat fent el canvi 2¢ = sinhu
2 sinh (2sinh ™' 47 inh~' 4
e= / dty/1 + 4t2 = ( 3 ) + on 1 T 40.41 metres (59)
0
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Transformacions de Galileu

Transformacions de Galileu |

m Principi de relativitat de Galileu: Les lleis fisiques sén les mateixes en
sistemes de referéncia que es mouen relativament entre ells amb moviment
rectilini uniforme. Aixo ens defineix una classe de sistemes de referéncia
anomenats sistemes de referéncia inercials, S;.

/

z

X

Figura: Dos sistemes de referéncia inercials. El sistema S7, centrat en O’ es mou

amb velocitat V' respecte del sistema St centrat en O. En I'esquema de la dreta, el
sistema S} esta rotat respecte de S;.

25 /27
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Transformacions de Galileu

Transformacions de Galileu Il

m Transformacions de Galileu: Canvi de coordenades entre dos sistemes
inercials Sy i S} amb origens iguals en t = 0. (57 es mou amb velocitat V'
respecte de S; sense canviar la seua orientacio):

7 =7Vt (60)

on 7 7" és el vector de posicié (ﬁ) vist des de Sy i 7 és el vector de posicié
O P "vist des de"S} (que és diferent de oP "posat en"S%).

m Si inicialment Sy i S} tenen eixos paral-lels, tindrem la segiient transformacié
de coordenades:

2 =x — Vt,
y' =y -V, (61)
2=z V.t,
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Transformacions de Galileu

Transformacions de Galileu 1l

Si inicialment els eixos de S’ estan girats, llavors cal aplicar una rotacié
I
passiva a la transformacié anterior, és a dir:

z’ x— Vit
y =R |y—Vyt], (62)
Z/ passiu Z = V;t

on R és la matriu canvi de base, amb els vectors base posats en fila. Noteu
que R correspon, en aquesta notacid, a la matriu de rotacid, les files sén
precisament les components de la base girada respecte a la base inicial.
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Interaccions fonamentals

Interaccions fonamentals |

m Definicié. Tenen el seu origen en la matéria elemental i sén les altimes
responsables de totes les forces de la Naturalesa.

m Interaccié gravitatoria: Llarg abast, efectes macroscopics. No s’ha detectat a
nivell elemental. (Molt feble).

m Interacci6 feble: Curt abast, només efectes microscopics. Responsable de la
transmutacié beta dels nuclis.

m Interacci6 electromagnética: Llarg abast. Efectes macroscopics i
microscopics. Es barreja amb la interaccié feble a nivell microscopic.

m Interacci6 forta: Curt abast. Només es detecta a nivell elemental
(Transmutacié alfa nuclear i transmutacié hadronica).
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Forces macroscopiques

Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §1.2.

Forces macroscopiques Biblio:

m Forca de Coulomb: forca de la carrega ¢y sobre ¢;

= q192 .
Fioy =k—5-T12 (1)
r
12
on
T2 =71 — T2,
F12 = T12/T12.
A més

k=1/(4mep) = 1077¢? = 8.988 x 10 Nm? C~?
=2.307 x 1078 Nm? e 2,

sent eg la permitivitat eléctrica del buit i e la carrega de I'electré

e=1.602x 1071 C

C és la unitat de carrega macroscopica (Coulomb).

Burjassot, 2023-2024 6/43
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Forces macroscopiques

Forces macrosc()piques Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §1.2. ]

m Forca Gravitatoria: Forca de la carrega gravitatoria mo sobre my

=3 mims
F1(2) =-G 12 27"12 (2)
12

Aquesta forca és sempre actractiva perqué mymso > 0.

G =6.67x 10" Nm?kg? (3)

Compareu les forces eléctrica i gravitatoria per a Cm2
un proté (m,, = 1.67 x 10727 kg) (). () ?219 ~8x 107" <« 1!
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Forces de friccié

Forces de friccié |

Les Forces de friccié impedeixen o esmorteeixen els moviments.

m Moviment sobre una superficie:
|F| < pe|NJ, (4)

N = normal a la superficie,

11e = coeficient estatic.

m Moviment en un fluid viscés:

F = —bi5, (Forca d’arrosegament) (5)
b= 6mwan (coeficient d'arrossegament per a una esfera de radi a)

1 = coeficient de viscositat del fluid

En caiguda lliure cal considerar, a més, I'empenta cap amunt. El moviment
del cos se suposa que no produeix turbuléncies en el fluid (régim laminar per
a velocitats petites).
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Forces de friccié

Forces de friccié Il

m Moviment en un gas (a majors velocitats que al punt anterior, perd encara
subsoniques):

F = -7, (Forga d'arrosegament) (6)

on

1
c §Ca5’p
C,, = coeficient aerodinamic (depén de la geometria del cos),
S = secci6 transversal,

p = densitat del gas.

disc  esfera avié
C, | 1.2 0.4 0.06

Taula 1: Valors tipics del coeficient aerodinamic en diversos cossos.
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Lleis de Newton

L|eIS de Newton Biblio: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles and systems", cap. 2 |

m Primera llei: Tot cos roman en repds o en moviment uniforme llevat que
actue una forca F sobre el mateix.

m Segona llei: La variacié de la quantitat de moviment per unitat de temps
d'un objecte és igual a la resultant de la forca que actua sobre aquest
objecte.

= d(m?)

F=—- 7
o (7)

m = massa inercial

mu = quantitat de moviment

m Tercera llei: Quan dos cossos

exerceixen forces entre si, aquestes sén I T ——
d'intensitats 'guals I sentits oposats. interaccié entre les particules és electro-
- - magnética, perqué el camp electromag-
Fi=-F ) | "o
nétic es porta part del moment.
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Lleis de Newton

L|eIS de Newton Biblio: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles and systems", cap.

Reflexions sobre les lleis de Newton (Thornton & Marrion):

m La 1a llei no té sentit sense el concepte de forca, una paraula que apareix en les tres
lleis. De fet, quedant sola, la 1a Llei transmet un significat exacte només per a la
forga zero; és a dir, que un cos que quede en repds o en moviment uniforme (és a
dir, sense accelerar, rectilini) no esta subjecte a cap forca. Un cos que es mou
d'aquesta manera s'anomena cos lliure (o particula lliure).

En assenyalar la falta de contingut en la 1a llei de Newton, Eddington va observar
que la llei pot expressar-se aixi:

Cada particula continua en el seu estat de repés o moviment uniforme en linia
recta, excepte en la mesura que no siga aixi.

m La 2a llei proporciona una definicié explicita: la forca es relaciona amb la taxa de
canvi del moment. Perod té un inconveient, perqué cal definir amb cura qué s'entén
per massa.

= Tant la 1a com la 2a llei poden ser considerades com definicions.

m La 3a llei si que és una llei, perd no una llei general de la naturalesa. La llei s’aplica
quan la for¢a exercida per un objecte (punt) sobre un altre objecte (punt) es
dirigeix al llarg de la linia que connecta ambos objectes.

Aquestes forces s'anomenen forces centrals (definicié § 9 i aprofondirem en elles en
el tema 5); la 3a Llei s’aplica tant si una forca central és atractiva o repulsiva.
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Lleis de Newton

L|eIS de Newton io: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles and systems", cap.

Exemples de forces centrals:

m Forces gravitacionals i electrostatiques. Les lleis de Newton es poden utilitzar
en problemes relacionats amb aquest tipus de forces.

m De vegades, les forces elastiques (que en realitat sén manifestacions
macroscopiques de forces electrostatiques microscopiques) sén centrals.

m Els objectes de dos punts connectats per una molla recta o una corda elastica
estan subjectes a forces que compleixen la 3a Llei.

Qualsevol forca que depén de les velocitats dels cossos en interaccié és no central, i
és possible que la 3a Llei no s'aplique. Les forces depenents de la velocitat sén
caracteristiques de les interaccions que es propaguen amb velocitat finita.
Exemples:

m forga entre carregues eléctriques en moviment (la forca es propaga amb la
velocitat de la llum);

m forca gravitatoria entre cossos mobils, perd |'efecte és petit i dificil de detectar.
L’Gnic efecte observable és la precessi6 del periheli dels planetes interiors (si hi
ha temps ho veurem al tema 5).
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Lleis de Newton

L|6IS de Newton io: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles and systems", cap.

Per demostrar la importancia de la 3a llei de Newton, la podem reescriure de la
manera segiient, que incorpora la definicié adequada de massa:

Si dos cossos constitueixen un sistema aillat ideal, les acceleracions d’aquests cossos
sempre estan en direccions oposades i la relacié de les magnituds de les
acceleracions és constant. Aquesta relacié constant és la relacié inversa de les
masses dels cossos.

m La 3a Llei permet deduir també el principi de conservacié de moment.

Efectivament, manipulant la 3a Llei (Eq.8):

dp’ dp: d(p1 + p =
% = 7% — % =0 = pi+ pPa = constant 9)
m Sistema de referéncia inercial: Es aquell en qué es verifiquen les lleis de Newton.

m Equivaléncia de la carrega gravitatoria n i la massa inercial m: En caiguda lliure des
d'una altura h s'obté que

v =+/2ghn/m (10)

Independent del cos! [experiment de Galileo], amb el que n/m és una constant
universal, la qual cosa ens permet fer la identificacié n = m.
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Lleis de Newton

L|eIS de Newton Biblio: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles and systems", cap. 2 \Y

m També es podria comprovar amb un oscil-lador simple en preséncia de gravetat,
[experiment de Newton] F' = ng — kx, comparant el punt d'equilibri (F' = 0),
ZTeq = ng/k, amb el periode del moviment oscil-latori T = 27/m/k

Te gn
Constant = T;] = 2 (11)

m La comprovacié més precisa es realitza
my amb una balanga de torsi6 (Fig. 1;
I's experiéncia de Edtvés, amb 12 xifres
significatives!). Considerant
mi .. .
T, I"acceleracié centrifuga de la massa
G Go inercial, causada per la rotacié de la
x
Terra, s'obté que
Figura 1: (Esquerra) Esquema de forces gravitatoria i _ . .
centrifuga sobre la superficie de la Terra d'una massa en F = ngr + Mdcent (12)
la balanga de Edtvés. ¢ és la latitud del punt sobre la
superficie terrestre on es fa I'experiment. (Dreta) Si la Per dos cossos diferents amb la mateixa

relacié entre Fy i F5 difereix de la relacié entre G1 i G2 R . N la bal d
(cosa que succeiria si les masses inercial i gravitatoria no carrega gravitatoria n, la balanca de

foren iguals), la barra giraria. El mirall s'utilitza per torsié giraria amb masses inercials
mesurar la (abséncia de) rotacié. Font: Wikipedia. H H
( ) P diferents, i no ho fa.
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Lleis de Newton

L|eIS de Newton io: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles and systems", cap.

m Principi d’equivaléncia. Un sistema de referéncia S lligat a un objecte que cau
lliurement en un camp gravitatori (és a dir, amb acceleracié a = g a la Terra) és
equivalent a un verdader sistema de referéncia inercial S; sense gravetat. Els
experiments que es realitzen en S, donaran resultats idéntics als que s'obtindrien en
un St sense gravetat.

m Forma alternativa del principi d’equivaléncia: les mases inercial i gravitatoria
del mateix cos sén iguals (Thornton & Marrion §2.2).

m El principi d'equivaléncia és d'importancia vital en la teoria de la Relativitat
General.

Burjassot, 2023-2024 17 /43
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Resolucié per integracié

esolucié per integracié iblio: sson arger, assica echanics", .6.
Resol ii Bibl 01 & Barger, "Cl 1 Mech: ", gt.6. |

m Per a una particula de massa m en una dimensié tenim

d*x

me~

dt?

Resoldre el cas general en el que la forca depén de la posicid, la velocitat i el
temps sol ser complicat. Per aixd considerem els segiients casos més senzills

en els que la forca només depén d'alguna d'aquestes magnituds. Els casos es
resoldran per integracions successives.

= F(z,v,t) (13)

F = F(z). Tenim de la llei de Newton que F'(z) = m% = mvg—z, amb el

que
m/vdv:/F(m)dm — u= \/i/F(m)dx+K1, (14)

i tenint en compte que v(t) = dz/dt, aillem dt i tornem a integrar

dx
t=
/1/ifF(w)dx+K1

D'aquest resultat podem obtenir la trajectoria z(t).

+ Kos. (15)

Burjassot, 2023-2024 19 /43
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Resolucié per integracié

Resolucié per integracié Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §1.6.

F = F(v). Ara F(v) = m%. Podem aillar dt de I'equacié de Newton i

integrar
m/ — + K. (16)

Si aillem v(t) i integrem respecte al temps obtindrem directament la
trajectoria x(¢).

F = F(t). Aci una primera integraci6 de F'(t) = m% resol v(t):

mv = /F(t)dt + K, (17)
i tornant a integrar tenim la trajectoria
ma(t) = / {/ F(t)dt + Kl} dt + Ko (18)

Les constants d'integracié es determinen a partir de les condicions inicials
z(t =0) i v(t =0), o de dues condicions en qualsevol altre instant.
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Resolucié per integracié

Resolucié per integracié Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §1.6. Il

Métode numéric per F(z,v,t). Amb condicions inicials xo i vo en ¢t = tq,
I"acceleracié inicial sera

1
agp = EF(JJ(),’U()J()) (19)

Deprés d'un temps At (la soluci6é és més precisa si At és prou petit), tindrem

x(to + At) = x(to) + dz) A + O(AY?) = 1 = x0 + VoAl
——

dt |,
fds) N——
vo
d
v(to + AL) = v(to) + | At + O(At?) = vy = vo + apAt
~—— At t
0 S——
ag
t1 =to + At
i, per tant, a1 = %F(whvhh) (20)

i aixi successivament fins ¢,, = to + nAt.

Cal notar, pero, que aquest métode d’integracié numérica és només de primer
ordre en At i, per tant, poc precis. Es poden dissenyar algoritmes de major
ordre per guanyar en precisié.
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Exemples

Tir amb arc Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §1.5. |

m Forca durant el temps en que la corda de I'arc esta en
contacte amb la fletxa (1 dimensié; amb I'eix x cap a la
dreta; condicions inicials vg = 0, xg = —A < 0.)

F=—kx (21)

m Integral primera (F = F(z); tipus 1 en la Sec.5)

. 1 1
Figura 2: Arc (1D) gmv2 = —§kx2 +Cy (Cy = kA?)2). (22)
m Integral segona
dx k
= — = —_ A2 — 2 2
Y dt m( %) (23)

per tant

m 1 dx m .. 1
Rl v R S SUCRCY

amb Cy = (7/2)/m/k.
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Exemples

ir amb arc iblio: sson arger, assica echanics", .5.
T b Bibl 01 & Barger, "Cl 1 Mech v, §1.5. Il

m La trajectoria és, doncs

x(t) = Asin (\/Zt - g) (25)

La fletxa abandona I'arc quan (¢t = t5) = 0. Aixo passa transcorregut un
temps ¢ty = (7/2)y/m/k. La velocitat de sortida de la fletxa sera

i(ty) = A\/k/m.

Des de'l punt de sortida de la fletxa, la trajectoria sera rectilinia i uniforme.
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Exemples

aracaigudisme iblio: sson arger, "Classica echanics", 4.
P d Bibl 01 & Barger, "Cl 1 Mech: v, og1.4. |

m Forca durant el temps després d'eixir de I'avié (1 dimensi6é). Noteu que hi ha
dues forces oposades, la de la gravetat i la de viscositat friccional (per tant,
F = F(v))

F = —mg+ cv? (26)

(I'eix = cap amunt i la gravetat cap avall). La constant de fregament c esta
relacionada, com hem vist, amb |'aerodinamica del cos i amb la densitat de
I'aire.

m Velocitat limit: En comencar el moviment només actua la gravetat. La
velocitat augmenta fins que es cancel-len les forces, F' = 0. Llavors, arribem
a la velocitat limit

mg
v = —_—. 27
' (27)
Per a una massa de 70 kg i un coeficient de fregament de 0.24 obtenim
v~ 54ms~! (= 193kmh~1).
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Exemples

Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §1.4.

Paracaigudisme Biblio:

m Equacié de moviment: La 2a llei de Newton és, en aquest cas,

dv 5 (1)12 — 1)2>
=-mg+cv =-mg| —5—
v

me——
dt ;
on hem fet servir que ¢ = mg/v?. Reagrupant variables, obtenim
dv dv 1 1 dt
T2 o N e T ) T -2 (28)
v — 200 \vyy+v vy —wv v}
m Solucié:
’ m Per a la velocitat de caiguda s'obté, amb
Sky diver velocity vs. time . P
oy velocitat inicial nul-la,
E =20
g 1 — e—29t/u
s
S ol _ -
n_ U(t) (% 1+ e—2gt/vz
6o Tmnimlvlelndty,sd—ﬂ ) ] )
0 s won 2 s Noteu que la velocitat limit v = —v; s’aconsegueix
' asimptoticament per a t > 7 = v;/2¢g(~ 2.7 s). El

Figura 3: Velocitat d'un paracaigudista  signe menys és consistent amb I'eleccié de I'eix x.
en funcié del temps per a una velocitat , . o . -
Per t = 7 s'arriba al 46% de la velocitat limit. Per

limit v; = 54 m s~ L. Figura 1-2 de Olsson &
Barger (1995). t = 47 s'arriba al 96% de la velocitat limit.
Burjassot, 2023-2024 26 /43
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Exemples

aracaigudisme iblio: sson arger, "Classica echanics", 4.
P gd Bibl 01 & Barg 'Cl 1 Mech " 1.4

m Amb l'origen en la superficie de la Terra i I'eix 2 cap amunt, per a una altura
h inicial obtenim la distancia recorreguda

T t —2gt/v
2 gt/vy
/ dﬂc:—w/ (1—%) dt
n o 14 e—29t/u

h—x:vl<t—%l #> (29)

n 1+ e—29t/u

m Per v, ~54ms™ ! it =47 =2u/g(~ 115s), aleshores h — z(47) ~ 400 m.
Aquesta és la distancia que ha de recérrer el paracaigudista per arribar,
practicament, a la velocitat limit.

m La distancia que queda fins a terra és x(t). Aquesta distancia ha de ser tal que
el paracaigudista puga aconseguir la seua velocitat limit. En una competicid,
atés h caldra calcular el temps maxim que el paracaigudista pot volar amb el
paracaigudes tancat i aixi arribar a terra el més rapid possible.
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Treball i Energia

reball i Energia iblio: sson arger, assica echanics", 1.
Treball i E Bibl 01 & Barger, "Cl 1 Mech ', o§2.1. |

Hi ha tres lleis importants de conservacié de la mecanica: energia, moment i
moment angular. Les tres lleis es poden derivar de la teoria newtoniana.
Tanmateix, el seu rang de validesa és molt més ampli, estenent-se fins i tot al
domini de les particules elementals relativistes, encara que canvien de forma
lleugerament. En les seues ramificacions a totes les branques de la ciéncia,
aquestes lleis de conservacié tenen conseqiiéncies excepcionalment amplies. En
aquesta seccié veurem la conservacié de I'energia.

m Treball dinamic d'un camp de forces ﬁ(f’, u,t) al
llarg de la trajectoria 7(t):

B e (01
. v/, integration peth ta
Woin(1 — 2) = /t F(r(t), 5(1), 1) - di(t) (30)
2 1
1 I;?:lhfdy T
7 m Energia cinética (dinamica): Considerem el
segiient desenvolupament, en el que utilitzem la

FIGURE 2-11. Geometrical interpretation of the line integral [T F() - de’, where &' H d
is the integration variable and r,, r are the limits of integration. The projection angle 23 l lel € N eWtO n
@ generally varics alon the path.

=2 2
Figura 4: Treball d'una forca. ﬁ - dr = d(mv) - di = d(mﬁ) o=d muv (31)
Figura 2-11; Olsson & Barger (1995). dt 2

Burjassot, 2023-2024 20 /43
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Treball i Energia

Treball i Energia Biblio: O0Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.1. 1
g

m Definim I'energia cinética T’

aleshores

L'equacié (33) es coneix com teorema Treball-Energia, segons el qual el
treball fet per la forca actuant sobre m és igual al canvi d’energia cinética.

m Treball virtual contra el camp de forces F(F, ¥,t), amb el temps congelat en
to, al llarg d’un cami I":

Wiz (0t) = = [ F(rla).to) - dfa) (34)
r
sent o un parametre que descriu el cami I'.
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Treball i Energia

'Freballi Energia Biblio: O0Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.1.
g

m Energia potencial: Siga ﬁ(r", t) un camp conservatiu (V x F = 0 per a cada
t). Podem definir un camp V(7,t) tal que F(7,t) = —VV(7,t). Llavors,

virt

W(om‘ra(Q =1 tO / F d’l“( ) Vi(to) - VZ(tO) (35)

independent del cami triat en l'instant ¢.
m Conservacié de I'energia total: En una trajectoria dinamica definim |'energia
total del sistema

E(F,5t) = T(v) + V(7,1). (36)

Si I'energia potencial V' no depén explicitament del temps,

1 2
Weentra(g Ly 1) = / F() - dif = / F(7) - di = Wain(1 = 2),  (37)
2 1

virt
és a dir

V1 - V2 = T2 - Tl (38)
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Treball i Energia

Treball i Energia Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.1. \Y

d’'on es dedueix la conservacié de I'energia total

E =T +V, =Ty + V5 = constant (39)

Una altra manera d’arribar a aquest resultat és diferenciant I'energia respecte
al temps

dT = F - d7 (40)

AV =VV - dif + %—‘t/dt (41)

dE = (ﬁ + ﬁv) i+ %—‘Zdt. (42)

Veiem, doncs, que si V' no depén explicitament del temps i la forca és
conservativa (F' = —VV), I'energia total es conserva.
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Moment i moment angular

Moment i moment angular |

(b) m Moment lineal o moment:
P p=mi (43)
Conservacié del moment: Si F; =0
b (i = z,y, oz) llavors
L p; = constant (44)

Figura 5: Diagrama il-lustrant les
relacions (a) 7, F'i N i (b) 7, p'i L.

Figura 5-1 de Olsson & Barger (1995).

és a dir es conserva la component
corresponent del moment lineal.

m Moment d'una forga (respecte de I'origen O):

NO:FXﬁ (45)

m Moment angular (respecte de I'origen O):

Lo=7xp (46)
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Moment i moment angular

Moment i moment angular I

m Equacié del moment angular:(f)

- dL
N=—. 47
o (47)
Conservacié del moment angular: Si
N; =0 (i =z,y02z), llavors
L; = constant (48)

és a dir, es conserva la component
corresponent del moment angular.

() Demostracié:

Il
&‘&
—~
il
X
S}

I
3

|
\i
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Forces Centrals

Forces Centrals Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.5. |
g

(VEn la definicié (49) el centre m Definicié: En sentit estricte es defineix forca
s’ha pres en r = 0, perd po- central com(?)
dria haver-se pres en qual- B
sevol altre punt 7. Les F = f(?“)?2 (49)

expressions es modificarien
amb 7 = 7/r.

Si f(r) > 0 — forca repulsiva.
Si f(r) < 0 — forca atractiva.

perqué en lloc de la depen-
déncia amb r tinguérem la

dependéncia en |7 — 7.

m Propietat: Tota forca central és conservativa. En efecte, prenent el rotacional
en esfériques, 4, = 7, s'obté

1 Uy g 7 sin 0t -
——— | 9/or 09/00 0/0¢ =0 (50)
72 sin

f(r) 0 0

—

V x F =

Com que la for¢ca és conservativa, podem definir una energia potencial de la
qual derivar-la.
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Forces Centrals

Forces Centrals Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.5. |l
g

m Energia potencial: El teorema de Stokes ens garanteix la independéncia de
cami. O equivalentment, existeix una funcié escalar V(7) tal que

F=—-VV(7 (51)

Ara, d'una banda, de la definicié de gradient (d® = grad ® - dr)

/Tﬁ(m LA = —V (7). (52)

D’altra banda

2 = 2 / Tﬁ(F’)-dF’z / Tf(r’)f’-df’(;) / rf(?‘/)dr’ (53)

—

per tant, V (7) només depén de r (e.d. del modul de 7)

m Exemple: Per ﬁ(F) = a/r? (que és com depén de la distancia tant la forca
gravitatoria com la Coulombiana),

Vir)=— /7‘ adr/r* = a/r + const. (54)

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 38 /43



Forces Centrals

Forces Centrals Biblio: Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.5. lll
g

m Conservacié del moment angular: Per a una particula de massa m sotmesa a
una forca central f(r)7 s'obté

N =7x f(r)i=0 (55)
per la qual cosa
dL - -
Z _N=0 56
o (56)
i, per tant
L = m# x ¥ = const. (57)

m Conseqiiéncia 1: El moviment té lloc en el
pla 7 x ¥ que passa per |'origen de forces.

m Conseqiiéncia 2: Per a una forca central la
velocitat areolar és constant
dA 1 |Fxdf  |L]

-3 @ o const.  (58)

Figura 6: Velocitat aerolar.
Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |
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Potencial unidimensional. Petites oscil-lacions.

Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §2.3.

Potencial unidimensional. Petites oscil-lacions. sib1io:

m Siga una particula de massa m en un camp de forces F'(z). Totes les forces
F(x) en una dimensié sén conservatives, ja que entre dos punts només hi ha
un cami. Siga V(z) la corresponent energia potencial.

m Energia total:

B = imi 4 V(z) (59)

Enesgy —»

Rang de velocitats: Donada E s'obté

m

_ &=+
Figura 7: Diagrama il-lustrant les
regions prohibides per al moviment
d'una particula amb energia E' i
energia potencial V (z). z. denota un . .
bunt d'equilibri estable. Els punts z,, ™ Rang de moviment: Per tot x tal que
zo i 3 sén punts de retorn. Figura 2-4
V(z)<E (61)

de Olsson & Barger (1995).

una altra manera la velocitat seria imaginaria.
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Potencial unidimensional. Petites oscil-lacions.

Potencial unidimensional. Petites oscil-lacions. siviio: o1sson & Barger, "Classical Mechanics", §2.3.

m Punts de retorn: xp tal que
V(er) = E (62)

és a dir, en x s'anulla la velocitat i canvia de signe.
m Punts d’equilibri: z. tal que
dv (z)

F=— —2
dx

V'(ze) =0 (63)

Te

L'energia potencial té un maxim o minim local. L'equilibri és estable /
inestable segons

d*V (x)

e =V"(x) 20. (64)

Te
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Potencial unidimensional. Petites oscil-lacions.

Potencial unidimensional. Petites oscil-lacions. sibiio: o01sson & Barger, "Classical Mechanics", g2.3. |

m Petites oscil-lacions al voltant d'un punt z. d'equilibri estable:
Desenvolupament de I'energia potencial

1
V(z)=V(x.)+ EV’/(ze)(x —x)? .., (65)
i la seua derivada prop d'un punt d’'equilibri estable és, aproximadament:
av
d;x) ~ V() (@ — ), (66)
m Equacié de moviment:

i= -2 (67)

mE= dx

d*z
Mo = —k(x — ze)

k=V"(z.) > 0. (68)

m Solucié harmonica al voltant de z.

x(t) = e + Acos <\/Zt + 5) . (69)
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Sistema de N particules
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules |

m Forces del sistema.

Figura 1: Un sistema de cinc particules
marcades per « 0o # =1,2,...,5. La
particula « esta subjecta a quatre forces
internes (s'anota la interaccié de les
particules o i 3, fag). Ademés, la
particula « pot estar subjecta a una
forca externa neta, ﬁ;“ (figura
adaptada de Fig.1.7 del llibre de Taylor).

m Forca externa sobre la particula a = 1,2, .., N:
ﬁezt
[e3
m Forca interna de 8 sobre a:
fas tal que fog = —fsa

(principi d'acci6-reaccié, 3ra llei de Newton)

m Forca interna central:
Jap = [ (rap) Pas

on — - —
Taﬂ =Ta — 7"5

Tap = |Tas|

Tap/ |Tasl

7o
m Forca total sobre a:

ﬁa:ﬁaext+2ﬁ6
BFa

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules Il

m Forga total interna del sistema (tercera llei de Newton):

S =0

a,B (B#a)

m Forca total del sistema:
F=} Fa=) F=F (1)

La forca total sobre el sistema és la suma de les forces externes sobre cada
particula.

m Centre de masses i coordenades relatives.
m Coordenades del centre de masses:

écm - % Z maFou
on

M = Zma = massa total

[e3

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 6/44



Sistema de N particules

Sistemes de N particules IlI

m Coordenades relatives al centre de masses:

Es compleix que

Zmaﬁ'jm = Z (maFa - maécm) = MRem — MReyp, =0, 2

a

Noteu que si derivem respecte del temps el resultat (2),

Maic™ =0, (3)

«
> mars™ =0. (4)

m Moment total del sistema:

P=Y mara=MPR.n (5)
[e%

El moment total del sistema és equivalent al de la massa total concentrada

en el ecm .
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules IV

m Moviment del centre de masses. Derivant respecte al temps i aplicant la

segona llei de Newton (P = F'), tenint en compte (1)

W o Moy = Y mafe = 30 B = o

és a dir, I'equacié de moviment per a P només depend de forces externes

dﬁ mext
& e
dt
Per a Feet = (), llavors
dP .
= -0
dt

Si no hi ha forces exteriors es conserva el moment total P.

Mecanica | Burjassot, 2023-2024
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules V

m Moment angular total (la posicié de totes les particules, 7, esta mesurada

des del mateix origen, O) Biblio: Taylor (2006), §3.5

EO:Zfa:ZFaXﬁa (6)
o @

m Descomposicié del moment angular (fem servir (2) i (3))

I_:O = Z (ch’m + Ecm) X Me (’F;m + écm)

0; Eq. (2)
= Fsm X écm+
+ ﬁcm X + Rem X Z Mo ﬁcm

Per tant, . = - .
LO - Lcm + Rcm x P (7)

El moment angular to-
tal del sistema respecte
de l'origen O d’un siste-
ma de referéncia inerci-
al, es pot descompondre
com el moment angular
total del sistema respecte
del centre de masses més
el moment angular de to-
ta la massa M concentra-
da en el centre de masses

movent-se amb R ,,.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules VI

m Moviment del moment angular: Derivant el moment angular (Eq. (6)), s'obté

(Foe X P =My T'oy X 7o =0)

Sk (B S F
«@

B(F#a)

—ZTQ XFCZt—l- Z 7‘@5 Xfa/g

a,B(>a)
En I'altim sumatori s’ha fet el segiient desenvolupament:

Z Faxﬁxﬂ

o, BF#a

71 X fi2 +72 X fo1 +71 X fi3 +73 X far + ...

(Fl—T2)Xf12+( 1—T3)><f13+
7?12><f12+7713><f13+.--

D Fas X fas (8)

a,B>a

noteu que hem utilitzat la segona llei de Newton valida per a sistemes inercials.
Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 10/ 44



Sistema de N particules

Sistemes de N particules VII

m Per a forces internes centrals tindrem que 73| fas (Fig.2), per tant,
Faﬁ X fa,B =0

dLO Zra % Fea:t +0 _ Nezt (9)

En resum (per a forces internes centrals)
(10)

on N&°t és el moment exercit per forces externes (par, torque o esfor¢ de
torsi¢). L'equacié de movimient per a Lo, en un sistema inercial, només
depend dels moments de les forces externes.

Si no hi ha moments de forces externes, N§ V&'t = 0, el moment angular
total Lo es conserva.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 11/ 44



Sistema de N particules

Sistemes de N particules VIII

m Moviment del moment angular respecte al centre de masses: Si derivem
respecte al temps en la descomposicié del moment angular (7), tenim

6? ﬁ‘lﬁcm (Eq.5)

dLo  dLew = dRey % = dP

df:cm >3 mext
= Rem X F
a

_ dl_:cm >3 Sext
= =+ Rem % za:Fa

Pero, usant Eq. (9) iL
O Z — ext
— = To X Fj
dt —
Igualant els dos resultats arribem al segiient resultat "sorprenent"
dL N e -
d;/’n/ = Z (’r‘a - RC’I’L) X F(ilt - N:’l‘flt (11)
«@

Es a dir, I'equacié de moviment del moment angular, des del centre de masses
només depén dels moments de forces externes, encara que el sistema de
referéncia en el cm no siga inercial.
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules IX

m Energia cinética total: Biblio: Taylor (2006), §4.10

1 2

To = Z 5Mala
(03
m Descomposicié de I'energia cinética

1 - o, . o,
To = Z Ema (Tofm + Rcm) . (Tofm + Rcm)
0; Eq. (3)

1 cm 1 sem \ B
= Z §m& (va )2 + 7M‘/c2rn + ala Rem,

on hem fet els canvis Ve, = Rem i TE™ = 7™ Per tant,
1 2
TO - Tcm + EM‘/cm

Es a dir, I'energia cinética total respecte d'un sistema de referéncia inercial, es
pot descompondre com |'energia cinética total respecte d'un sistema amb
origen en el centre de masses més |'energia cinética de tota la massa M,

concentrada al centre de masses, movent-se amb Ry, .
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Sistema de N particules

Sistemes de N particules X

m Energia potencial total i energia total
m Per a forces externes conservatives i forces internes centrals:

ﬁsmt - _ﬁava ('Fa) B
dVap (Tap) .

fﬂﬁ: W Tap

m Suposem que la preséncia d'altres forces (tant internes com externes) no canvia
la forca entre les particules o i 8.
m V., =diferenciacié respecte a les coordenades de la particula .

Diferenciant I'energia cinética i tenint en compte I'Eq. (1) i (8) arribem a

dTo =Y mab - dia :Zma@ : d&dt*ZF - dfla

dt
= E F(i“” ATy, + E fa,ﬁ - drag (= Treball total)
~— N——
Treball sobre o efectuat per forca externa af>a Treball sobre o efectuat per 3
dV,
==Y dVa-— daﬂdaﬂ
a,B>a

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 14 /44



Sistema de N particules

Sistemes de N particules Xl

Definint

V=> Vat > Vag

a,B>a

obtindrem que dTo + dV = 0, és a dir que

I'energia total del sistema, E, es conserva

E =To + V = constant. (12)
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Simetries i lleis de conservacié

Simetries i lleis de conservacié |

m Homogeneitat del temps (sistema aillat)
L' homogeneitat del temps significa que I'energia potencial no depeén
(explicitament) del temps ( 0V/0t = 0),

ov
0=V (Fl’FQ’ bt E) - V(Flafév "7t) = EE.
D’una banda tenim el segiient desenvolupament de |'energia potencial
1% 8V'+8V'—|—8V73—|— +8V
T 7']: a a DR 7,
dt 8151 ! 8y1 v 821 ! ot

i també (utilitzant la definicié de treball dinamic (W, = 72 — 71))

oV " ov . n 3VZ "
— — .
8[1)1 ! 0 1y1 621 !
S dT
=—F -n =T
per tant,
dE 4T dv P - Si V no depén explicitament del temps

=0 (homogeneitat del temps) I'energia to-
tal es conserva.

at T a T o
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Simetries i lleis de conservacié

Simetries i lleis de conservacié |l

m Homogeneitat de I'espai (sistema aillat)

D'una banda, per a un desplagament segons I'eix OZ, I'homogeneitat de
I'espai vol dir que

OZV(F1+EE,FQ+€E,...,7§) —V (", T2, ... 1)

2% ov 2%
_6215+872;26+:>Ea 8za_0
d’altra banda
ov. oV dP,
821+7azz+...__F1Z_F2z_...__FZ__dt

per la qual cosa Si V és invariant sota una traslacié es-

pacial segons l'eix z, P, es conserva.

F, =0, (13)
Podriem fer el mateix per a cada component
dp; = .
o 0. (14) de P (i obtenir resultats analegs).
Per a dues particules aillades, I'homogeneitat
de I'espai ens porta a la tercera llei de Newton

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |
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Simetries i lleis de conservacié

Simetries i lleis de conservacié |l

m Isotropia de I'espai (sistema aillat)
Siga la rotacié (activa) R. d'angle e < 1 (arbitraria) al voltant de I'eix OZ:

x’ x cose —sine 0 T
Y =R.| vy = sine cose O Y
2 z 0 0 1 z
1 — 0 T T —ey
o~ e 1 0 Y = y+ex
0 0 1 z z

Per a una rotacié al voltant de I'eix OZ, la isotropia de |'espai significa que

OIV(RthRZ’r_"Q,...,t) —V(Fhf'g,.‘.,t)

ov / ov / ov ov
= 3o e (1 — @) + o i (Wi—wp)+...= Fr (—ey1) + s (ex1) + ...
= (Fioyn — Fiyz)e+...= —(F1 X Fi).e+ ... = —=(N1s 4 Noo + .. )e
per la qual cosa
dL. Si I'espai és isotrop voltant de I'eix OZ llavors no hi
Niz+Nozt... = — ha moment total de forces, N, = 0, i L. es conserva.

El mateix per a les altres components.

19 /44
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Teorema del Virial

Teorema del Virial Biblio: Thorton & Marion (2004), §7.13 |

m Funcié G:

diferenciant respecte a ¢
dG . : -
=S (B TatFa ) = Y P+ 2T (15)

on T és |'energia cinética.

m Enunciat: Per a moviments periédics d'un sistema de particules amb periode
T 0 moviments acotats, i donat que T siga suficientement gran, es compleix
que

Teorema del Virial: Z E, -7y ) 4+2(T) =0, (16)

virial (Clausius)

on (..) és el valor mitja en un periode 7.
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Teorema del Virial

Teorema del Virial Biblio: Thorton & Marion (2004), §7.13 ||

m Demostracié: En les condicions de I'enunciat:

<C§>71_/07di£t)dt7l_[G(T)G(0)]%0,

on en el darrer pas considerem que 7 — 0o o 7 = nT (T'= periode de G).

m Cas particular: Potencial central

Per al potencial de Kepler

Ve— = (N+2D)=0 (17)

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 22 /44



Teorema del Virial

Teorema del Virial

Biblio: Thorton & Marion (2004), §7.13 I”

m Gas perfecte en un volum V' amb pressié P en la superficie, llavors
dF = —Pfids
1 = P
§ZFO‘ STy = —g%sfpfds = (T. Gauss)

-5 | (F:-7)av=—5rv

Teorema del Virial per a gasos perfectes: (T) = gPV (18)

Segons el teorema d'equiparticié, I'energia cinética promedi de cada atom en
un gas ideal és 3k(/2 (¢

per tant,

= temperatura). L'energia cinética promedi total
(T) = §N/€C,
N = nombre d'atoms/molécules,

k = constant de Boltzman
llavors

Llei de Boyle: PV = NkC

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos |

m Centre de masses i coordenades relatives. Siguen dos cossos de masses m i
mso, amb coordenades 7 i 7, respectivament. Definim:
Coordenades del centre de masses:
= _ m1771 + mQFQ

cm T
mi + Mo

Coordenades relatives (des de 2 cap a 1):

— —

77:7"1—7’2

Analogament, podem definir la velocitat del centre de masses V,,, i la
velocitat relativa .

m Relacions inverses:

o maf o = mar
1=Reyy + ——— 2 = Rem —
my + mo mi + ma
53 —cm D —cm
E Rc’m + . - Rcm + ro .

Analogament, obtenim relacions per a ¥ i ¥ a partir de la velocitat del

centre de masses V,,, i de la velocitat relativa 7.
Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 25 /44



Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos |l

m Massa total:
M = mi + meo

m Massa reduida:
w=mymso/M

m Descomposicié de |'energia cinética

1 1 1
T= §m1v% + §mgv§ a,uv + MV2 (19)
Definint
L 1 2
Trep == MU Ty = §Mch7 (20)
tenim
T=Te+Tyw

T,e és I'energia cinética vista des del em, Ty.e; = Ty, mentre que, Ty, és
I'energia cinética de tota la massa M movent-se amb el centre de masses.
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos ||

m Descomposicié del moment angular Biblio: Thorton & Marion (2004), §9.4

Lo =mq (71 X 1) + ma (72 X U)

=K (FX 77) +M (ﬁcm X ‘7cm) (21)

Definim,
Lyer = (7 x 7), (22)
EMﬁ:M(ﬁquﬁm):ﬁm1xﬁm (23)

on ﬁcm és el moment lineal del sistema respecte del centre de masses. Usant
aquestes definicions en (21) arribem a un resultat semblant a I'obtingut amb

I'energia cinética (Eq. (19))

I = e =+ i (24) |

Noteu que, L,c; = L¢pm, mentre que Ly, és el moment angular de tota la
massa M movent-se amb el centre de masses.

Burjassot, 2023-2024 27 /44
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos IV

m Forces internes centrals i energia potencial. Biblio: Taylor (2006), §4.9, §8.2
Suposem que no hi ha forces externes i que hi ha homogeneitat i isotropia
espacial. L'energia potencial sera de la forma V (|7} — 74),

fimt = -1V (If - 7a)

—

= VoV (|fL = 7al) = = f3™,
on el subindex de V indica derivada respecte a la posici6 de la particula 1 o
2, és a dir:
- 0 0 ~ 0
Va=t—+)7—+k—, =1,2,... 25
z@za +Jaya + 0za @ (25)
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos V

m Equacions de moviment (sense forces externes):

Fint
my 7“1 1

Fint
Moty = 2

passant a coordenades relatives obtenim

. noteu que
MRem =0 (26) iy +mafs = 74 FT O (28)
prr= =NV (| = 7l) - (fem (31)~(30) =R - FM =0 @)
= _VV V(r) (27) mlmz(fl - 7?) = leiV (30)
mima(fz +7) = —maV1V (31)

A la darrera equacid, el potencial només depén del modul de la coordenada
relativa, donada la isotropia espacial d'un sistema aillat. (Noteu que, com
x=x1 — 29 = 0/0x1 = 0/0x)
Arribem, doncs a les segiients conclusions:
El centre de masses es mou amb moviment uniforme (no hi ha forces externes).
El moviment relatiu equival al d'una particula amb la massa reduida p en un
potencial central V' (r) amb origen de forces en la particula 2.
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos VI

m Lleis de conservacié. Per al moviment (relatiu) d'una particula amb massa
reduida p en un potencial central V(r), es conserva, doncs, el moment

angular _

- o dal . =
I'=Lyq=pFxv)® 0= = wExT+7x 1)

7 X fi2 =0 (7 = 72| f12)

A més com V' no depén del temps també es conserva |'energia relativa

1
E= §u172 + V(r)

En coordenades polars 2 = rcos ), y = rsinf, z = 0 (= moviment en el pla
equatorial; ¥ = 74, + rfiy; v, = 0), per a ¥ = ri, tenim:
1) Conservacié de moment angular relatiu [ = (7 x 7) = <NT29> k-

I = pur*0 = const (32)

El sentit del moment angular [, en aquest cas segons + k, també es conserva.
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos VII

2) Conservacié de I'energia relativa. Energia relativa en coordenades polars
1 1 .
E= 5;”72 +V(r)= S (1*2 + 7’292) +V(r) (33)

Com V(7) no depén explicitament del temps, es conserva |'energia

1 2
E= 5,“%2 + e + V(r) = const (34)

on hem fet servir (32) per escriure 6 = 1 /1>
m Aquestes lleis de conservacié es poden obtenir directament integrant una
vegada les equacions del moviment relatiu en coordenades polars. En efecte,

en el pla z = 0 resulta

F= (7= r02) p + (200 +70) g

Burjassot, 2023-2024
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Sistema de dos cossos

Sistema de dos cossos VIII

Les equacions del moviment relatiu seran
. av
m (r - r@g) =—— (35)
270 + 76 =0 (36)

Multiplicant per r I'equacié (36) s'obté que

)0

D’aci la conservaci6 del moment angular relatiu [ = pr26. Substituint, ara,
0 = 1/ur? a I'equacié (35) i multiplicant-la per 7 obtenim que

) 2V _ 4V
=FE(33) dr  dt
d (22 +2/2u%) @ av d(wi?/2+ P2 + V(1))

D’aci la conservacié de |'energia relativa.
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Sistema de massa variable
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 |

Figura 2: Un coet de massa m viatja cap a la dreta amb velocitat v i expulsa combustible
pel motor a velocitat u relativa al coet. (figura adaptada de Fig. 3.2 del llibre de Taylor).

m Considerem un sistema aillat amb massa inicial my i velocitat vy, que en
t = 0 comenca a perdre massa, que expulsa amb velocitat constant u,
relativa al seu sistema en repos, a raé de i = dm/dt < 0 (pérdua de massa).
Suposem que en l'instant ¢ la massa restant és m(t) amb velocitat v(¢). El
moment lineal P del sistema aillat “massa restant” just abans d’'expulsar dm
(instant t)

P(t) = m(t)o(t)
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 Il

i després d'expulsar dm (després de un instant dt) amb velocitat relativa a
terra v(t) —u

P(t+dt) = (m(t) + dm) (v(t) + dv) — dm (v(t) — u)
= m(t)v(t) + m(t)dv + dmdv + udm
~ m(t)v(t) + m(t)dv + udm (menyspreem dmdv)

on dm < 0. Si no hi ha forces externes, el moment lineal es conserva:

Si actuen forces externes

P(t) = P(t + dt), sobre el coet
i arribem a |'equacié .
P(t + dt) — P(t) = F™*at

m(t)dvtudm(t) =0 = m(t)o = —riu i 'equacié resultant és

m(t)o = —rmu + F&*
Integrant aquesta equacid, obtenim la velocitat de la part del sistema que
perd massa,

v (t) :110+u1nﬂ (37)

m(t)
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 Il

m Exemple 1: El coet de dues fases. Un coet de dues fases consta de la
capsula de massa m més dos contenidors amb combustible. Partint del repds,
el primer contenidor comenca a expulsar gasos, a causa de la combustié, amb
velocitat constant u respecte de la capsula. Quan s'acaba el combustible
d'aquesta fase, es desprén el contenidor i comenca a actuar la segona fase.
Sabent que la massa de la capsula més el segon contenidor (inclos
combustible) és de nm, que la massa total del coet és, inicialment, de Nm i
que, per a cada contenidor, es té la relacié

nm

Fase 2

massa contenidor sense gasos 1@ I

massa contenidor amb gasos

Nm

obteniu en funcid den, N, riu

Fase 1
a) La velocitat del coet en finalitzar la primera
fase.

||

u

b) La velocitat del coet en finalitzar la segona fase. '

c) La velocitat del coet si només tingués una fase
formada pels dos contenidors, o el que és el

mateix, si el coet no es desprén del primer Figura 3: Esquema del problema
contenidor. del coet de dues fases.
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 IV

d) La relaci6 entre n i N perqué la velocitat després de la segona fase siga la
maxima possible. Comproveu que, en aquest cas, la velocitat al final de la
segona fase és el doble que la velocitat al final de la primera fase.

e) Trobeu el valor de r fent els calculs de I'apartat d) per mN = 1000 T,
uw = 7000 kmh™?!, tenint en compte que la massa del combustible és de 900 T i
que la massa de la capsula és menyspreable enfront de la dels contenidors
plens de combustible (tipicament m ~ 10T).

m Solucié.
a) En la primera fase tenim
Massa de la primera fase amb gasos: mN — mn
Massa de la primera fase sense gasos: r(mN —mn)
Massa de la capsula més la segona fase amb els seus gasos: mn
Massa de la segona fase amb gasos: mn — m
Massa de la segona fase sense gasos: r(mn — m)
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 V

Miinicial = MN
M final = mn + (MmN —mn)r
Vlinicial = 0

Per tant, usant (37)

N

V1 final = UIln —————
fina n+rN —rn

b) En la segona fase tenim

M2inicial = NIM
M2 final = M + (mn — m) r
V2inicial = V1final
Per tant,
niN

inal — 1
V2final =1 n(n+rN—rn)(1+rn—r)
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 VI

c) Si el coet només tinguera una fase, llavors
Minicial = mN
Mfinal =m+m (N —1)r
Vinicial = 0
Per tant
N

Vrinat =4 N

Fixeu-vos que per n = N, Vfinal = V2final. Efectivament, si n = N només
hi ha una fase.
d) Hem de igualar a zero la derivada de vainqi respecte a n. Es a dir

d
0:%{lnN—l-lnn—ln(n—f—rN—rn)—ln(1+rn—r)}

d’on 1 1—7r T

n n+rN—-—rn 1+rm-—r
Reagrupant fraccions i igualant el numerador a zero, s'obté la condicié

n=vN
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 VII

Es immediat comprovar que amb aquesta condicié

VN

F (3)

V2final = 2V1final = 2uln

e) Hem de trobar la relacié r. Noteu que la definicié de r es déna per a cada
contenidor, és a dir, per a cadascuna de les fases (i es diu que r és la mateixa
per a les dues fases):

Nm —nm — ¢ C1
f 1: = =1 — 39
ase T Nm—nm Nm_nma ( )
fase2: p —lm-mzTe g2 (40)
nm-—m nm-—m

on ¢y i o s6n les masses dels gasos en cadascuna de les fases i, per tant, la
massa total de combustible és:

c=c1+c (41)
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 VIII

Igualant (39) i (40), i tenint en compte que la massa de la capsula, m, és

menyspreable enfront de la de les fases (m < nm; m < Nm), podem

calcular ¢1 i ¢9:

N—n N —n
c~

N -1 N

N—-n n
CQ—(l_N1>C_NC. (43)

Ara fem servir que per al cas optim de I'apartat d), es compleix que n = VN
i calculem el valor de 7 (per exemple, substituint (42) a (39)):

c, (42)

Cc1 =

c c
=1- ~1— 44
" Nm—m Nm (44)

Amb les dades de I'enunciat (Nm = 1000T; m ~ 10 T= N ~ 100)
substituim en (44):
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Sistema de massa variable

El problema del coet Biblio: Taylor (2006), §3.2 IX

Emprant, novament, les dades de I'enunciat (u = 7000 km hfl) s'arriba a
(noteu que, en aquest cas /N = 0.11/100 = 1 no és molt més gran que 1 i
no podem fer servir el resultat aproximat), substituint per al cas
n=+vN>1en (38)

VN
14+rVN—r

Valor que podem comparar amb la velocitat de escapament de la Terra
(11.2kms™1).

V2 final = 201 final = 2uln ~ 21749 kmh~! = 6kms~!.

Fixeu-vos que, en el cas optime n = v/ N, mentre la massa de la capsula siga

menyspreable enfront de la dels contenidors (noteu que |'aproximacié
VN ) . N .
[ e 1/r només es .pot fer s.| rv N > 11), I'important és que hagen
dues fases, ja que se segueix complint que
V2 final = 2’Ulfinal = —2uln r,

mentre que per a una sola fase

Vfinal = ul “ —ulnr

n1—|—7‘N—r
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Sistema de massa variable

El problema de la cinta transportadora |

Tremuja
amb
sorra

‘ m _17>
(@ @ © 0 )

Figura 4: Esquema d'una cinta
transportadora de sorra. La sorra,
inicialment en repds, cau verticalment des
de la tremuja i té, quan impacta sobre la
cinta, velocitat horitzontal nul-la.

m Una part del sistema (la cinta transportadora)
va incrementant la seua massa a raé de
dm/dt > 0 (p.e. suposem que descarreguem
sorra des d'una tremuja i que la sorra estava
inicialment en repos dins de la tremuja)
mantenint constant la seva velocitat
v = const., I'altra part del sistema, per on es
perd la massa, es manté amb moment nul. La
variacié del moment de la cinta sera deguda a
una forca externa F°', per tant

dP  dm
Fext 2 _ 2
at — dt "
La poténcia necessaria per a mantindre amb

velocitat constant la cinta (treball per unitat
de temps) és

aw _
dt

ext dI ext dm 2
_—— = — 4
dt v=gy (49)
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Sistema de massa variable

El problema de la cinta transportadora Il

Es interessant comparar (46) amb el canvi de I'energia cinética 7' del sistema

dT _1dm , _1dW
dat - 2dt - 2dt

Es perd la meitat de la poténcia a causa de I'energia dissipada pel fregament amb
la cinta transportadora!!

m En general, per a una part del sistema que
canvia la massa i la velocitat, i esta sotmés
a una forca externa F'°*! s'ha de

Demostracié:
- = d(mT)
. _ d d
pert . p— 22 7/ Foot B = G mo = mEly?
dt dt dt
o 1 dm 2 1 o dm
Aplicat a la cinta transportadora quan no My 2™ Tat
hi ha forca externa (per tant, ( D~ e )
dt dt dt
= mT = constant), aquesta guanya

massa perd perd energia cinética a causa
del fregament amb la cinta en dipositar la
massa.
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d'una distribucié de masses |

m Forca gravitatoria de m; sobre m:

=, ms;m N
Fe (7)) = _07‘3 (7 —7)

-7

G = Constant de gravitacié

(Recordeu que la forca de Coulomb és analoga, substituint la constant —G
per la constant eléctrica en el buit i les masses per carregues eléctriques).
Aquesta forca com a funcié de 7 no és central respecte de I'origen de
coordenades, encara que si és conservativa (és central respecte de |'origen de
forces en m;)

6 X ﬁG (Fj = 6
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d'una distribucié de masses Il

m Energia potencial de m deguda a la forca gravitatoria de m;: Tenint en
compte que, per ser F conservatiu,

Fg (i) = =VVg (7)

sent
m;m

a(r)=—
on hem pres I'origen de I'energia potencial (potencial nul) en 7 — oc.

m Camp gravitatori generat per una massa m; : Es la forca sobre la unitat de
massa (e.d. és una acceleracio).

|7 — 7l

> Fg () m;
Co (1) = =— = (T— 175
(=== per A
m Camp gravitatori generat per un conjunt de masses m; (i =1,...,N):
C =-G (F =75
Z 7, B Tz| Z)
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d'una distribucié de masses Ill

m Camp gravitatori generat per una distribuicié de massa, p(7'):

o-affl Ao

m Potencial gravitatori generat per una massa m;: Es |'energia potencial Vg
per unitat de massa

m;

b (7) = - g M
o= =

El potencial gravitatori té dimensions de forca per unitat de massa x
distancia (o, equivalentment d'energia per unitat de massa). Es compleix que

Co (7) = =V (7)
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d’'una distribucié de masses 1V

m Potencial gravitatori d'un sistema de masses {m;}: Com les forces se sumen i
I'operador gradient és lineal, tenim

¢ (r) = GZ\T—M

’ m Potencial d'una distribucié de massa p(7)

o [ 257
|7 =7

oA m Potencial d'una distribucié esférica de massa,
v p(r'), amb radi R. En coordenades
esfériques per a 7/, amb origen en el centre
R de la distribucié de massa i la massa unitat
situada en I'eix z, tenim

=U

Figura 1: Distribucié esférica de |7 — 7| = V2 = 2rr' cos 0 + 172
massa amb p = p(r').
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d'una distribucié de masses V

Integrant la part angular de d®7' = /2 sin 8dr’dfd¢ obtenim

R - .
0do
S (r) = —27TG/ p (Y2 dr’ x / S
0 0o Vr2—2rr'cos + 2
R T
1
= —27TG/ p (r') r2dr’ x [/ V12 = 2rr' cos 0 + 2
rr
0
= —27TG/ dr X [(r+71")—|r—1"|]
Finalment, obtenim
b (r) = —2mG [ paryar { 2T 3)
G\I)= =21 o P 2r', >

1/r, 7' <r

/ (4)

Il
\
Q
S—
S
U
=)
—
=
ﬁ\
<3
vV
=

on
dm’ = 41" p (r') dr’

dm’ = massa d'una capa esférica de radi r’.
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d'una distribucié de masses VI
m Potencial d’'una capa esférica de massa dm/’

1/r, " <r (exterior de la capa)

AN _ /
d®g (r,r") = —Gdm { 1/, ' >=r (interior de la capa)

Conseqiiéncies:

1. El potencial a I'exterior d'una capa esférica és com si la massa estigués
en el centre ' = 0.

2. El potencial a I'interior d'una capa esférica és constant (indep. de 7).

3. El camp a l'interior d'una capa esférica és nul.

Derivada discontinua

r

0.5 1.0 15 20 g 05 1.0 15 20 g

Figura 2: Distribucié uniforme esférica de massa; dreta: potencial; esquerra: camp.
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses

Potencial gravitatori d'una distribucié de masses VII

m Potencial d'una distribucié esférica unifome de radi R i massa M = %waS

()

g (r) Z —GM L ref

{ 3/(2R) —12/(2R%), r <R

1. Hi ha continuitat del potencial per r = R.
2. El potencial a |'exterior de la distribuci6 esférica de masses és com si tota
la massa estigués en el centre.

("'Noteu que en (3) hem que fer:

7 7'/2 R
r<R: ®g(r)=-— 47TGp/ Tdr' — 47TGp/ r'dr’
0 T

R 7‘/2
r>R: @G(r):—lher/ —dr'
o T
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Potencial gravitatori d'una distribucié de masses VIII

m Camp gravitatori d’una distribucié esférica unifome de radi R i de massa
M = 4mpR>. Prenent (menys) el gradient del potencial s'obté

> /2, r>R
Ca (1) = —GM{ (TS/R/?;)?/TZ r <R

1. Hi ha continuitat del camp a r = R.

2. El camp a I'exterior de la distribuci6 esférica de masses és com si tota la
massa estigués en el centre.

3. El camp a l'interior de la distribucié esférica a una distancia » < R és
degut només a la massa en 1’ < r.
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss |

= Enunciat: Siga Co (7) generat per una distribucié de massa My distribuida
espacialment amb densitat p (7). Siga S una superficie tancada que envolta
un volum V, llavors el flux del camp gravitatori compleix

/ /S Cq - d§ = —4nG / / /V p (7)) d*F' = —4nG My (5)
v

ds

Figura 3: Esquerra: Massa puntual, m; envoltada per una superficie esférica (S) i una superficie
arbitraria (S’). El flux de camp gravitatori que travessa ambdues superficies és el mateix. Dreta:
Massa puntual, m; fora de la superficie tancada S’’. El flux de camp gravit. que travessa S’’ és 0.
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss |l

m Demostracié: Per a una massa puntual m; (situada a I'origen de
coordenades, 7; = 0) es té que
ds cosy

ds

it

_dscosyp dsi-7 dS-

r2 r2 T3
on df2 és |'angle solid de I'element de superficie vist des de la massa puntual,
i ¢ és I'angle que formen 7 i d5. Noteu que si la superficie S és esférica,
1 = 0. Perog,

‘ANGVL(, SO'UDD 15 5 (ERRpDAI
S

0 ,sim; foradeS (7)

= 47, sim; dinsde S (8) exterior—

",

segons que la massa estlga, fo'ra o dins de ivdorvior r ds
la superficie tancada S. D'aci que calga -

s
integrar només les masses tancades per S. - ¢+ :
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss Il

Noteu que el flux que travessa la superficie S és el mateix que el que travessa
la superficie arbitraria tancada S’ (Fig. 3). Per tant, si la massa puntual esta
envoltada per una superficie tancada, es compleix (combinant (6) i (8))

/ / Ca.i - d5 = —4rGm,. (9)
S

Es evident que el resultat (9) pot estendre’s a qualsevol conjunt de particules
tancat dins de S:

/ /S 3 Cou-ds = —47G Y m, (10)

o, introduint Cg ==Y, Ce.i (camp gravitatori total en cada punt) i
M =", m; (massa total)

// Cq - d5s = —4nGM. (11)
S

Generalitzar el resultat obtingut per a un conjunt discret de particules al cas
continu és trivial.
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss IV

m Demostracié (cas continu). Resultats previs:

V= =0, (V=22 + =y P+ (= 2)2) i+, ()] +0: (. )k
o ) _ = =
—:i J_U,/iJrl_/, y j+i f,kzi 7;/ sir>r. (12)
L BT A i
- 7—7 1 - / N2 1
. S
(F=p) =™ =7+ =0 (e
3 —3(F—7") i—ﬂ sir > (13)
[F— 7[5 '

|T—r’|3

Suposem que V' és el volum que conté la distribucié de massa que crea el camp
gravitatori. Comprovem que fora d'aquest volum V - Cg = 0:

ane (ol ep)
ve =1
:—G////Q%ﬁ))w dS_’/*O si r>r'. (14)
v/ s
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss V

Utilitzem la definicié de camp gravitatori creat per una
distribucié continua de massa (Eq.1) i descompossarem
el volum V’ (on esta continguda la massa) com
Vi=(V'nV)u V' =) (V=VnV)u [V -V)):

S
. L. Lo . ..,0
//Cg~d§:///V-CGdV:/// v.cgdv+// M-CadV
S vnv'’ V-V’
:/ Cor - ds—// (G/// ng)d%/)-dg
Sn Sh vInv |7“—7"|

intercanviem integrals F_ I ds . .
[ de volum i superficie :| = —G/// // = 2 p(r')d3r/
vAv/ 5o TP=7"
_,_z

dQ(F")
. 47
_ —G/// M(F’)d%’
vnv'’ Sn
— _4rGMy. (15)
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss VI

m NOTES:

m Per a una circumferéncia de radi R, I'arc dl, vist des del
I e et centre amb angle d¢, és dl = Rd¢. L'angle és, doncs,
deradifel deradiicd d¢ = dl/R. L'angle total de la circumferéncia val 27 (vist des
d'un punt interior a la circumferéncia).

m Per a una superficie esférica de radi R, I'element de superficie
ds, vist des del centre és ds = R?sin 8dfd¢. Com hem vist
a=3 a,=w abans, I'angle solid és dQ2 = sin 0dOd$ = ds/R*. L'angle
solid total de la superficie esférica és de 47 (vist des d'un
punt interior a la superficie).

m Forma diferencial del teorema de Gauss: Del teorema de Gauss (5) i del
teorema de la divergéncia tenim

V- Cq (7) = —4xGp (F)

En funcié de ®¢, com Cg (7) = —V® (7) , 'equacié anterior esdevé en

V20 () = 4nGp (7) (16)

Equacié de Poisson del potencial gravitatori generat per p (7).
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Teorema de Gauss

Teorema de Gauss VII

m Camp d'una distribucié esférica de massa p(r’) centrada a I'origen. Siga
Cc (F) = g(r)ri S, una superficie esférica centrada a I'origen de radi r.
D’una banda

//ST Co-ds = //ST g(r)r?dQ = 4mrig(r) (17)

D’altra banda, tenint en compte el teorema de Gauss (5), de la relaci6 (17)

arribem a o
o) =5 [[] st

Obtenim aixi el camp g(r) d'una distribuci6 esférica de massa a una distancia
r, on V,. és el volum de I'esfera de radi r tancada per S,.. El camp és
equivalent al d'una massa puntual de valor igual a la massa total tancada per
Sy
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Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees |

m Desenvolupament de la font extensa de potencial: Recordem el potencial
degut a una distribucié de massa és (Eq.(2))

Considerem |'origen de coordenades a la zona de la distribucié de masses i
suposem que aquesta zona és petita comparada amb la distancia al punt
d'influéncia (r’ < r),

I 1 1 1
= Vi —or tr? v o7 1
I+ {——%+=7
o)
IR TOT U B B £t A W £ttt
T+ 2 8 r 2r r2 r2 8r 72

X
I
+
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Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees |l

m Termes multipolars del potencial. Podem escriure

g (F) = B (F) + 1 (F) + o (F) (18)

on els termes multipolars del potencial sén

D0 (1) = —f/// )
o0 = & [
Dy (1) = o /// {3 77— p () &7
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Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees |1l
z

Figura 4: Esquema de la influéncia de la

Lluna sobre les marees terrestres.

1

rLd, = %—GML

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

m Marees. Desenvoluparem la

zona d'influéncia a la Terra del
camp gravitatori creat per la
Lluna, com a font puntual.
Considerem |'origen de
coordenades al centre de la
Terra i que la mida de la Terra
és petita comparada amb la
distancia a la Lluna, situada en
I'eix OX. El potencial lunar,
amb massa de la lluna puntual
o amb simetria esférica, en un
punt 7 de la Terra (Fig.4), sera

Burjassot, 2023-2024



Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees IV

m Termes multipolars del potencial. Podem escriure

P (1) = @g + @1 (7) + P2 (7) (19)

on els termes multipolars del potencial sén
(Noteu que dr, - 7= dpr sin 6 cos ¢)

Dy = —G—~

Oy (7) = —G—-z = 7G%T81H9COS¢)

i di
Oy (1) = —G =5 (3:102 - 7‘2)

M
=— ﬁrz (3 sin? 6 cos? ¢ — 1)
i

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

Mecanica |
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Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees V

m Termes multipolars del camp gravitatori, C= fﬁq), de la Lluna sobre la
Terra:
El primer terme del desenvolupament s'anul-la (és independent de r)

0o =0.
El segon terme dipolar
5 My, .
Cl (T) = @Z

és constant en tota I'esfera terrestre i origina el moviment planetari, com si la
Terra féra puntual. El terme quadrupolar

Gy (7) = G2 (32— )
dL

origina les marees a la superficie de la Terra.
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Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees VI

m Moviment de les marees: La Terra gira
sobre un eix aproximadament
perpendicular a I'eix Terra-Lluna, per

=
sion exemple I'eix OZ, amb I'Equador en el
pla XY. En les zones de I'Equador
amb ¥ = +Rri, x = £ Rr, el camp
- OM;, Ry
CQ = +G (d3 (3
L
- es dirigeix cap a fora de la Terra,
i mentre que per ¥ = +Rpj, v =0, el
camp
- -""'/\\Uzm C_, G MLRT .
(b) — —_—
FIGURE 511 (ay'n.cnd..nmmmshmm:umm..«pl.u.—smw_mh'mmce 2= :F d3 J
including the points a, b, ¢ and d of Figure 5-10. (b) An exaggerated L

view of Earth’s ocean tides.

es dirigeix cap a dins. Per tant, es produeixen 2 plenamars i 2 baixamars
diaris en cada zona de I'Equador. En els altres paral-lels el camp va canviant
progressivament fins arribar als pols, 7= + Rk on sempre actua cap a dins.
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Desenvolupaments multipolars. Les marees

Desenvolupaments multipolars. Les marees VII

m Intensitat de les marees. En I'equilibri, el canvi de potencial lunar causat per
®,, (7) s’ha de compensar amb el canvi de potencial terrestre causat per
I'altura h de I'aigua:

®y (7) + gh = cte

ambr = Rp i

Mrp
= Gi
g R%
ens porta a
MR}
h= 2]\/[Lde:% (3sin®@cos® ¢ — 1) + cte

A I'Ecuador (6 = 7/2),

2Mp R}, ~ MpR},  3MpR}
2Mrd3  2Mpd:  2Mryd;

hmax — hmin = ~ 1 metre!!

El sorprenent de I'estimacié és que, tot i les quantitats astronomiques, s'obté
un ordre de magnitud en metres. També caldria afegir I'efecte del Sol, que és
de la mateixa magnitud.

(Dades: Ry, = 1738 km, Ry = 6378 km, Rs = 695000 km, My, /My = 1/81,

Ms /My = 333000, drz, = 384400 km, drs = 150 x 10° km)
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Moviment en un potencial central
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Moviment en un potencial central

Moviment en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 |

m Considerem una particula de massa m sotmesa a una forca central
F=f(r)
amb 7 = 7/r. Com tota forca central és conservativa, es té que

- dv(r)
F=f(ryr=——=1u 20
foryp = -, (20)
on V(r) és I'energia potencial de la particula de massa m en el camp central.
A més, com ja hem vist, la conservacié del moment angular exigeix que el
moviment es desenvolupe en un pla que passa per |'origen de forces.

m Coordenades polars (r,0):
Considerarem el moviment en el pla XY tal que

rcosf

y=rsinf
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Moviment en un potencial central

Moviment en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 Il

Definim de forma usual la referéncia local 4, = (cos 6, sin6),
Gg = (—sin 0, cosd), de manera que

7= i,
7 = i, + rhig
a= (i =r6*) i+ (r0+20) iy

m Equacions de moviment (Newton): lgualant els coeficients de 4, i g als
corresponents de la forca (Eq. (20))

mit —mr6* = —dV (r) /dr (21)
0 + 210 = 0 (22)
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Moviment en un potencial central

Moviment en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 lll

m Lleis de conservacié (integrals primeres):
Conservacié de moment angular (demostrat al tema anterior): La segona
equacié (22) es pot reescriure, multiplicant per mr, com

mr (7“9 + 27"9) =d (mr29.> /dt =0
d'on

[ = mr2f = cte

m Conservacié de |'energia (demostrat al tema anterior): Multiplicant per 7 la
primera equacié de Newton (21) i tenint en compte que 7dV (r)/dr = dV/dt,

obtenim 2 V()
. .. T
7 <mr - ) + - 0

D’altra banda, I'energia cinética T val

l2

1 .2 242 I 5
Tzim(r —l—r@):imr +2mr2
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Moviment en un potencial central

Moviment en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 |V

de manera que, per a l'energia total E =T + V, s’ha de

a _ v av
. dt = dt
= i (i ) 4 O
- mr3 dt
=0
és a dir,
1 ., 2
E = — & =
5 + S +V(r) =cte

m Descomposicié de I'energia: Definint I'energia cinética radial T.,q com

.2
Trad = imr
i el potencial efectiu V.. com

2
Vefee (r) = 2mr
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Moviment en un potencial central
Moviment en un potencial central

Biblio:

Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 V

Energy

Podem descompondre E i T de la
segiient manera

FIGURE 85 The effective potential for gravitational attraction V(r) is composed of
the real potential —k /rterm and the centrifugal potential energy
/2ur?,

E=T+V = Trad + ‘/;fec(7')

(23)
l2
T=Tai+ 77—

2mr?2
Figura 5: Potencial efectiu del camp

(24)

gravitatori (adaptada de la Fig. 8.5 del llibre
de Thornton & Marrion).

El terme [2/2mr? s’anomena barrera
centrifuga.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |

Burjassot, 2023-2024

34/73



Moviment en un potencial central

Moviment en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 VI

m Equacié de moviment radial. En termes del potencial efectiu, I'equacié del
moviment radial es pot escriure com

mi = mré? — L/ (r)
dr
2 dv(r)

mr3 dr

o dVefee (1)
dr

que és, per a r, com |'equacié de Newton en una dimensié, perd ara només
esta permés r > 0 (recordem el tema 3, petites oscil-lacions).
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Moviment en un potencial central

Biblio:

Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 VII

Moviment en un potencial central

m Rang del moviment radial: Com que

Energy

Vefec (T)

Eq

b

Figura 6: Quan E = E1, el moviment de
la particula no esta fitat. Si £ = E», la
particula es mou amb ro < r < r4. Pera
E = Ej5 la particula descriu un moviment
circular amb r» = r3. Figura adaptada de la
Fig. 8.6 del llibre de Thornton & Marrion.

Traq > 0, r ha de satisfer que
Vvefec(r) < E.

En la Fig. 6 els rangs del moviment per a
les energies F1, Eo i E3s6n 1 > rq,
ro <1 <74 ir=rgs, respectivament.

Punts de retorn: rr / 7 = 0, per tant

‘/efec(TR) =FE.

Els punts de retorn també s'anomenen
punts apsidals (pericentre, el més
proper i apocentre, el més llunya). Si
|'apocentre ésta a l'infinit el moviment
no esta acotat. En la Fig. 6, els punts de
retorn per a una particula amb E = E,
son rr = 1o (pericentre) i rp = ry
(apocentre).

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

Mecanica |
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Moviment en un potencial central

Moviment en un potencial central  Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.5, 8.6 VIII

m Moviment circular estable: Quan E és igual a un minim del potencial efectiu
llavors el radi del moviment r¢ és constant (només hi ha un punt apsidal).

dVefec (7’)
dr
d*Vegec (1)
dr?

=0=r=rc¢

> 0 = r¢ estable.

rc

En la Fig.6, pera £ = E3, rc = 3.

Exercici: Considereu la familia de potencials centrals de la forma

Obteniu les condicions sobre C' i a perqué hi haja una orbita circular estable.
Quin és el radi d'aquesta orbita?

Analitzeu els casos particulars a = —2,—1,0,1,2 i obteniu els r
corresponents.
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Orbites en un potencial central

Orbites en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.4 |

m Equaci6 integral de les orbites: Volem obtenir 7(¢). En la definicié de
I'energia £ (Eq.(23)), utilitzem que 7 = 6 (dr/df) = (I/mr?) (dr/df) amb

la qual cosa
?(dr\?
B= g () *Vore )

Aillant dr/d0 arribem a

Noteu que [ és constant i, per tant, 6 no pot
dr 2

r canviar de signe. Conseqiientment, 6(t) és una
=x— 2m(E_‘/efec)' ®)

df l funcié monétona en el temps (o creix o decreix).

El signe + cal tenir-ho en compte en fer la integracié. Si iniciem el recorregut
de I'drbita en ro amb angle 6, i recorrem I'orbita (amb angles creixents) cap
a I'apocentre, tenim I'equacié integral de les orbites

0 =00+ Ldr . (25)
ro T24/2m (E — Vegec)

El signe negatiu de |'arrel quadrada correspondria al recorregut de |'orbita
amb angles 6 creixents cap al pericentre.
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Orbites en un potencial central

Orbites en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.4 Il

m Simetria de les orbites: Les orbites s6n simétriques respecte dels eixos que
passen per punts apsidals. En efecte, per a radis 1 > 1, posteriors i
anteriors a un pericentre, amb angles _ < 6, < 6, tindrem

T+ ldr
0y = 0,+
2m (E — ‘/efec)
/ del pericentre cap a 7

N, . v [ dr
\5@ 0, = 0_— =

2m (E — Vegec)

de r_ cal al pericentre

Per tant, demanant que les distancies angulars 6 — 6, i 6, — 6_ siguen iguals

0, —0,="0,—06_

arribem a
/T‘+ l dr Tp l dr
0 = + '
Tp r2\/2m (E - ‘/efec) T r?y/2m (E B Vefec)
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Orbites en un potencial central

Orbites en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.4 |l

Per tant,
és a dir, les orbites sén simétriques abans i després d'un pericentre. El mateix
succeeix per a un apocentre.

m Si el moviment d'una particula en el
potencial V (r) és periddic, I'orbita es
tanca (orbita tancada); és a dir, després
d'un nombre finit d’excursions entre els
limits radials r, (radi del pericentre), i rq
(radi del apocentre) el moviment es
repeteix exactament. Pero si |'orbita no
es tanca sobre si mateixa després d'un

Figura 7: Una orbita que no es tanca nombre finit d'oscil-lacions, es diu que
sobre si mateix en un nombre finit de I'orbita és oberta (Fig. 7).

voltes s'anomena oberta. Figura 8.4 del

llibre de Thornton & Marrion.
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Orbites en un potencial central

Orbites en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.4 IV

De I'equacié (25), podem calcular el canvi en 6 que resulta d'un transit
complet de r de 7, a 7, i de tornada a r,. Com que el moviment és simétric
en el temps, aquest canvi angular és el doble del que resultaria del pas de r,
ary; aixi

ldr

A0 =2(0(rq) —0(rp)) =2 26
o) o) =2 [ e 09

m Per a una orbita acotada la condicié d'orbita tancada és, doncs
2[0(ra) — 0(rp)| b = 2ma,
on

b € N = nombre de "pseudoperiodes”,
a € N = nombre de voltes,

és a dir, que la condicié de que I'orbita siga tancada requerix que A6 siga
una fraccié racional de 27 (Af = 27(a/b)). En aquestes condicions, després
de b periodes, el radi-vector de la particula haura fet a revolucions completes
i haura tornat a la seua posicié original.

Sia=116(t) és mondtona creixent llavors I'orbita tancada és simple.
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Orbites en un potencial central

Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.4 V

Orbites en un potencial central

Teorema de Bertrand: Les (niques forces centrals per a les quals totes les
orbites fitades sén tancades corresponen al potencial de I'oscil-lador, V' =
kr?/2, i al potencial de Kepler / Coulomb, V = —k/r, tots dos amb k > 0.

| Mechanics With Applications (2010)

Es pot trobar una demostracié del Teorema de Bertrand en Johnson, Porter Wear. Classical

m Equacié diferencial de les orbites 7(6). En I'equacié radial

12 v (r)

o —— =

mr3 dr

tenim, d’una banda, que

B d (dr . d . dr
P dt<dt)"de<9de)

_ P d1dr
 m2r2do \r2 db
B 2 d?(1/r)

- m2r2  d20
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Orbites en un potencial central

Orbites en un potencial central Biblio: Thornton & Marion (2004), §8.4 VI

i fent el canvi de variables
w = 1/r,
dw = —dr/r?,
s'obté I'equacié radial
l2 2w Puw® w? av (1/w).

m de2 m dw

Finalment obtenim

I’equacié diferencial de I'orbita

d*w m dV (1/w)
L hw=-— 2
az "' T TR dw (27)
Noteu que I'equacié diferencial de I'orbita es pot reescriure com
d*w m
0z +w=— 2 F(1/w), (28)

que és particularment atil si el que volem es calcular la forca F'(r) que origina
una orbita r(6) coneguda (p.e., cal incloure, termes en la forga oc 7~ -deguts a
efectes relativistes- per explicar I'avancament del periheli de Mercuri).
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Potencial de Kepler

Potencial de Kepler |

m El problema de Kepler és el que es planteja per a calcular el moviment de dues
masses puntuals amb interacci6 gravitatoria donada per I'energia potencial

onr = ‘FI—FQ‘ i
k=Gmims >0
G és la constant de gravitacié universal.

m Equacions de moviment. Utilitzant coordenades relatives i del centre de
masses, la segona llei de Newton és, com hem vist (Tema 4),

. M-é’mn = 6
pr = —VV(r) = —ki/r?

on = myms/M és la massa reduida i M = my + my és la massa total del
sistema de dos cossos. La primera equacié ens dona el moviment del centre
de masses i la segona el moviment relatiu de la massa 2 respecte de la massa
1.
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Potencial de Kepler

Potencial de Kepler Il

m Com en potencials centrals, el moviment relatiu, amb massa reduida p, es
pot expressar en coordenades polars (r,0):

it — prb? = —dv (r)/dr = —k/r?
r0 4 210 = 0.

m Lleis de conservacié. Les integrals primeres de les equacions de moviment,
com en un potencial central, ens porten a les lleis de conservacié

l= ur29 = const.

(conservacié de moment angular relatiu)

(conservacié de I'energia total relativa)
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Potencial de Kepler

Potencial de Kepler Il

m Potencial efectiu:

12 k
VefeC(T) = 2012 o
m Radi de I'orbita circular (donat 1):
Teir = 12/ k1.
m Energia de I'orbita circular:
12 k2
Teir = 5 2 = J?
2urs,. 202
k k2
Vip = ——— = =1,
‘ Tcir 12
k2u

Ecir = Tcir chi'r =~ 579
+ 212
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Potencial de Kepler

Potencial de Kepler IV

Noteu que no hi ha energia cinética radial. A més,
2Tcir + V—cir =0

(teorema del virial).
= Radis apsidals (pericentre i apocentre): (Donats [ i E) E = Voo =

2
ok gy
2ur? 7

1 1k u2k?  2uFE 1 1 2uE
=y Y e 29
TP/U« 12 1 * 12 Teir T2 N 12 ( )

cir

Per E > 0 no existeix apocentre (moviment radial no acotat).
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler |

L’equacié (30) és com la

m Equacié diferencial de les orbites Szr:;:zfjt';'ador amb terme
(Eq.(28)) amb V = —k/r = —kw:

&+ (k/m)z = pag;

d*w wdV(1/w)  pk

7z PR T Pl

on w(f) =1/r(0).

(30)

m=massa subjecta a la
molla; k=constant de la
molla; pg=coef. de fre-

gament dinamic.

m Solucié general:

wk

w(f) = Bcos(0 + ¢) + el

on B > 0 ¢ sén constants d'integracié. També podiem arribar al resultat a
partir de I'equacié integral de les orbites.
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler I
m Constants d'integracié: En el pericentre, w pren el seu valor més gran, és a

dir

per tant, usant el resultat obtingut per al radi del pericentre (29),

w2k?  2uFE

Si triem el pericentre com a punt inicial amb 6, = 0, obtenim: ¢ = 0.

Resumint, I'equacié de les orbites és

% = C + Bcos¥, (31)

o=t (32)

B= o2+ 22 (33)
Mecanica | Burjassot, 2023-2024 52,73
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Orbites de Kepler Il

Hyperbola, £ > 1

Equacié d’una secci6 conica
Parabola,

e=1 Directrix
for parabola,

—— =1+ ¢&cos@
‘ r(6)

Ellipse, 0< e <1

r
&= F = excentricitat

bZ
p= - a(l - 82) = semilactus

rectum

Figura 8: Diverses orbites associades a seccions coniques distintes (adaptada de la
Fig. 8.8 del llibre de Thornton & Marrion).
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler IV

Per interpretar la sol-lucié, hem de considerar que I'equacié d'una seccié
conica amb un focus en I'origen té la forma

=1+c¢ecosb, (34)
,

sent ¢ |'excentricitat i p el semi-lactus rectum (Fig. 8).

Les seccions coniques se formen per la interseccié d'un pla i un con.
Concretament, una seccié conica esta formada pel lloc geométric dels punts
(en un pla), on la raé de la distancia des d'un punt fix (el focus) a una linia
fixa (la directriu) és constant (precisament, eixa raé constant és
I'excentricitat; Fig.8). Podem reescriure I'equacié (31) com

% =14¢ecosb, (35)

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler V

m Orbita circular e =0 = B=0,C >0 (E <0, k> 0):

l/rci'r = C
Teir l2/(:“k)
Eer = —Mk;Q/(QlQ)

Forma polar de I'el-lipse relativa al focus

p

r(0) = 1+ &cosfO

pericentre

a = semieix major

a b = semieix menor
— f = distancia focal
centrede !
. . I
simetria | f b2
: e==—= [1-— — = excentricitat
apocentre a a

b? .
p="_= a(l - 82) = semilactus rectum

Figura 9: El-lipse en coordenades polars relatives al focus F;.
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler VI

m Orbita elliptica0<e<1=C>B>0 (E<0, k>0).
m Pericentre: (z =rcosf, y = rsin0)

1
Tp C =+ B7 (9 - 0)
Tp = Tp, Yp=20
m Apocentre: (xz =rcosf, y = rsin6)
1
Ta = ﬁ, (0 = :tﬂ')
Ta = —Ta, Ya =20

m Semieix major (semidistancia del pericentre a I'apocentre)

p+ Ta C P
= = = 0
2 C? — B2 1—a2>
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler VII

m Posici6 del centre de simetria 2., respecte de |'origen de forces (anomenat

focus)
Tp + Ta Tp — Ta
Lcen = -
2 2
B ep

= = <0 38
B2 -(C?2 g2-1 (38)
Noteu que el centre es troba a I'esquerra del focus, a causa de I'eleccié del
pericentre a 8 = 0.
m Distancia focal: Distancia del centre de simetria al focus

B

G >0

f = lcen| =

m Excentricitat:
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler VIII

m Orbita parabolica: e =1= C =B >0, E =0, k> 0 amb origen en el
focus (Fig. 8).

m Pericentre

m Apocentre

Noteu que els punts apsidals han d'es-
re — oo, (6 = +m, asimptota) tar sobre la parabola, i y, = 0 (valor

Ty, = —00, (ya = iOO) que s'obtindria per continuitat del cas

el-liptic en el limit € — 1) no hi esta!

m Excentricitat
e=1
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler IX

m Orbita hiperbolica. Branca esquerra: ¢ >1=— B> C >0, E >0, k >0,
(forca atractival) amb origen en el focus (Fig. 8).
m Pericentre

1
1 = 6=0
v crp =0
B = T =0

m Apocentre: cos = —C/B = —1/e < 0, (cap a l'esquerra):

esq C .
T — 400, |cosf = -5 asimptota
= oo, (= 4o0)
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Orbites de Kepler X

Orbites de Kepler

m Orbita hiperbolica. Branca dreta. La branca dreta de la hipérbola correspon
a un potencial de Kepler repulsiu V., (r) = +k/r. La solucié per a |'orbita

és, en aquest cas

— =—-C+ Bcos0

r

amb origen en el focus. Ara, necessariament sshade B> C >0, E > 0:

m Pericentre:

dre 1
= — 0 =
"p -C+ B’ (6=0)
dre _ dre dre __
Ty = 1, yp =10

m Apocentre: cos = C/B =1/ > 0, (cap a la dreta)

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

dre C .
Ty — 400, (cosl = B asimptota
24 = oo, Yo = Fo00

a =
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler XI

m Orbita hiperbolica. Ambdues branques

Figura 10: Hipérbola amb semieix transvers (o major) a i semieix conjugat (o
menor) b. Aci b/a = 0.4. Noteu que si ¢ — 11, a — 0, perd b tendeix a ser el que
hem definit com semieix menor de la el-lipse, per aixo s'utilitza la notacié

transvers[conjugat en lloc de major/menor. Font:
http://www.geom.uiuc.edu/docs/reference/CRC-formulas/node27 .html

Burjassot, 2023-2024 61 /73
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler XII

m Semieix "transvers": Semidistancia entre pericentres de ambdues branques

dre es dre es
o = Tp — pq:Tp -
2 2
c
= =2 _>o.
B2-C%? eg2-1

m Posicié del centre de simetria x..,, respecte de |'origen de forces

dre esq dre esq
" rp Xt Ty AT
cen — =
2 2

B pe
232702252,1>0 (39)

Fixeu-vos que en aquest cas el centre es troba a la dreta del focus, perd
formalment, |'expressi6 de .., = B/(B? — C?) donada per (39) és la mateixa
que en el cas el-liptic (Eq.(38)).

m Distancia focal: Distancia del centre de simetria al focus (origen de forces)

B
f: ‘Jicen‘ = m > 0.
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler XIII

m Excentricitat:

m Equacié de les orbites en coordenades cartesianes: Si a I'equacié en
coordenades polars (Eq. (31)), tenim en compte que

r=+/22+ 192, cosf :%

arribem a )
_ 2
(z :c;en) LYy
a b2

que és I'equacié usual de la conica amb centre desplacat (el signe negatiu és
per considerar el cas de la B.D. de la hipérbola), on

B 12 2k2 2uE
wrk? | 2p

Teen = e 2 T 9\ A 12
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler XIV

2 2
a2:(320) :(k) <= depén de E, no de [!

1 I
2 2 2 . .
b*=a _f:Cz—BQZ_QuE <— depén de E i de !

2

2., i que b* = 0 segons la conica siga una ellipse o una

Noteu que f2 ==z
hipérbola.
Demostracié: L'equacié de |'orbita (% = +C + Bcosf) es pot escriure com
Cr=1- Bz
elevant al quadrat tenim
C? (z* +y*) =1 - 2Bz + B*2”.
Ordenant termes

(02 — B*)2* + 2Bz + C?y* = 1.
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Orbites de Kepler

Orbites de Kepler XV

Dividint per C? — B? i completant el quadrat en z

B\’ B\’ CH 1
<x+02—32> _(02—32) oY Ty

c? c \?
2
(x_xcen) +02_32y2:<02_32> .

D’aqui s'arriba directament al resultat.
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Lleis de Kepler

Continguts

B Lleis de Kepler
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Lleis de Kepler

Lleis de Kepler |

m Primera llei: Els planetes es mouen en orbites el-liptiques en les quals el Sol
ocupa un dels focus.

m Segona llei: Les arees agranades pel radi vector (relatiu al focus, el qual es
mou en un sistema de referéncia inercial) en temps iguals sén iguals. Aixd
equival a dir que la velocitat areolar és constant (forga central) -ja ho haviem
vist al tema 3 -:

dA l
E = ﬂ = constant. (40)

m Tercera llei: El quadrat del periode de I'orbita és proporcional al cub del
semieix major.
En efecte, d'una banda, en un periode 7, integrant I'equacié (40)

_
A=l (41)

D’altra banda, I'area d'una el-lipse val

A =mab (42)
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Lleis de Kepler

Lleis de Kepler Il

amb

= C = i>O E <0

2 - B2 2K
12 al?
Z,uE kp

per tant, igualant les equacions (41) i

2

o _ A F a3
k

En el sistema solar (M = massa solar)

]’C = GmM@
p=mMg/(m+ Mg)

aixi que el periode de translacié al voltant del Sol pot calcular-se de:
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Lleis de Kepler

Lleis de Kepler Il

Tercera llei de Kepler aplicada al sistema solar

2
2 4m 3

Ttrans —

Per a m < Mg, la relacié 72.,,,./a® és aproximadament independent del
planeta.
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Continguts

B Satél-lits terrestres
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Satél-lits terrestres

Satél-lits terrestres |

m Considerem que la Terra és una distribucié de massa esférica amb el que, pel
teorema de Gauss, podem considerar-la com una massa puntual en el centre
de I'esfera.

m Periode d'un satél-lit de massa mg,; << M; en orbites circulars: Per a orbites
circulars tenim

27 3/2
= ——(Rce+h
m o et

R B\ /2
2 — 14+ =
i ( *m)

amb g = GM,/R2. Per a poca altura, h < Ry, s'obté

R
e(poca altura) ~ 27 | — ~ 1.4 hores
g
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Satél-lits terrestres

Satél-lits terrestres ||

m Velocitat d'un satél-lit en orbites circulars de poca altura: Per orbites circulars

Tt

Usat =

Per poca altura, h < Ry,
vsat(poca altura) ~ \/gR; ~ 7.9 km/s

Exercici. Calculeu I'altura i velocitat d'un satél-lit geoestacionari (orbita
circular, 7 = 24 hores).
m Velocitat d'escapament d'un satél lit artificial. Es la velocitat des de la Terra,
corresponent a una orbita parabolica (E = 0):
m
0=—vl, +V(R)

9 “esc
m
= E’Ugsc - ngt

Posant valors numérics

Vese = \/2gRy ~ 11.2 km/s
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Continguts

Col-lisions elastiques
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Col-lisions elastiques

Bibliografia

m Thorton & Marion, ‘‘Classical Dynamics of Particles and
Systems’’ (2004), §9.6

m Olsson & Barger, "Classical Mechanics", §4.3.

Una col-lisié és elastica si no es produeix cap canvi en I'energia interna de les
particules; per tant, la conservacié d'energia es pot aplicar sense tenir en compte
I'energia interna. Observeu que es pot generar calor quan dos cossos mecanics
xoquen inelasticament. La calor és només una manifestacié de I'agitacié de les
particules constituents del cos i per tant es pot considerar una part de I'energia
Interna.
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques |

m Plantejament del problema. Considerem el procés de col-lisié 1 +2 — 1+ 2
amb masses m; 2.

m Conservacié del moment total (sense forces externes):

P=p" 45" =p{™+pf™

m Conservacié de I'energia cinética (condicié elastica):

T=T{"+T" =T{" +T{".

m Resolucié de la col-lisié: Coneixent P i T' de I'estat inicial i una mesura de
I'estat final cal determinar els moments ﬁlfm i ;5’2“" en el pla final de col-lisié
(3 equacions amb 3 incognites). Noteu que, en abséncia de forces externes, el
moment angular relatiu es conserva i, per tant, el moviment es desenvolupa en

un pla.

Alternativament, també podriem plantejar-nos fer més mesures de |'estat final
per determinar |'estat inicial.
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques Il

p1 p
_ P1 - m; 01 X _ P N A -p X
7711 i /02 7;11 /\Jn'lo m;
LAB B, -7 o™

Figura 1: Esquema d'una col lisi6 elastica vista des dels sistemes LAB i CM.
Alineem I'eix x perqué el problema es reduisca a dues dimensions en un pla.

m Sistema Laboratori (LAB). Definicié:

Zin . 6

P2

Escrivim 5" := 1, p{ 5" == ] 5, llavors

DL = P1 + Dy
io_ i, iy
2m1 2m1 2m2 '

Mecanica | Burjassot, 2023-2024
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques IlI

Es defineixen els angles de col lisi6 6; 5 de les particules finals pel que fa a la
direccié incident de la col-lisi6. Noteu que les components y del moment en
el sistema LAB després de la col-lisié sén iguals i de signe contrari,

p’l,y = 7p,2,y7 (1)

perqué inicialment no hi ha moment en aquesta direcci6.
m Sistema Centre de Masses (CM). Definicié:

P+ Pt =0

Llavors
—in —in __ =
Py =—P2 =P
—fin Sfin =
1 = by =P

De la conservacié de |'energia cinética tenim

ﬁ2 N ﬁQ N 5/2 N ]7/2
2m1 2777,2 2m1 ng
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques 1V

aixi, doncs
—/ 7 /
1] = p"|, o tambe, p=p (2)
Com que no canvien les masses de les particules que col-lisionen, també les

velocitats abans i després de la col lisi6 s6n iguals (v = v"). Només cal
determinar (mesurar) I'angle de collisié 0 i el problema queda resolt.

m Pas de LAB a CM: Cal fer una transformacié galileana ("boost") en la
direcci6 de p (o ¥) amb velocitat ¥p||¥'; tal que el moment total es faga O:

o - = N mi N
P1 ( 1 2)00 Vo M+ ma U1 ( )

Ara podem escriure els moments dels estats inicials en CM en funcié dels
corresponents en LAB com

P =p1 —mity =mq (U1 — )

0
—p= ﬁ{— maoly = —Maly (mq inicialment en repos en el sistema LAB!)
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques V

Per tant,
pZp —mgy @ 2, T2, (4)
T i me Y mitmg
————

14

També podem escriure les relacions entre els estats finals explicitament

7 LAB = CM

6 —p x

A > pllr :p/z +m1v0 (5)
-0 ’r_

Py, =p, (unboosten z no canvia les components y) (6)

m Relacié entre els angles d'eixida en el sistema CM () i LAB (6;) (estats
finals): Triem I'eix X com la direcci6 incident de la col:lisié en el pla XY

P1 / 12
B mz/<"1 x tan 6, = Py (6) Dy @ Dy
my Mﬂ: P ® pl+mivg P, +map/mo
LAB A

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques VI

Dividint numerador i denominador per p’ arribem a

sin 6
tant) = ————
cosf + my /ma

m Angle maxim en LAB, 6"**. Derivant |'expressié anterior respecte a 0 i
igualant a zero s'obté que
dtan 6

de

meo
= O — COSG = ——
91=911nax m1

Nomeés existira el valor de 67"** si mqy < mq, amb el que

1 — (m2/m1)? 1 — (mg/mi1)? per tant
tan 67 = =
' —ma/mi+mi/mz  mi/ma [l - (m2/m1)’] L gmax _ T2
. sin =—
ma/m1 _ sing"™™ 1 my

1— (m2/m1)2 COS@I ‘

El fet que hi haja un angle maxim es pot interpretar fisicament com que si
me < mq, la particula 1 no pot rebotar.
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Col-lisions elastiques VII

m Lloc geométric de p] (LAB). En CM el modul del moment final de qualsevol
de les particules és

PP =pl -+

Substituint per valors en

‘ LAB, obtenim la
I circumferéncia de radi R i
2 N H
v § centre C desplacat en el pla
' / /
Y (P12 Ply)
6; ¢ 0 : 0, :
: 2 (o 2 /2
0 muvy—  p=p R* = (p1, — O) + iy
l Px .
Pix — on
|41

R=p" =p=maoug
Figura 2: Esquema d'una col-lisi6 elastica vista des

C = mi1vg
dels sistemes LAB i CM.
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques VIII

Noteu que C < R, o el que
és el mateix, my < ma,
indica que I'origen de
moments p; (O en la Fig.2)

) o » .‘ e§té dins fje !a .
S w2 2\ & Ply = —Bhy= D) circumferéncia i, per tant.,
/ A 61 € [0, 7]. Per contra, si
o \9'1""15 c \? 0, C >R, oel queésel
oL o p=p mateix, m1 > mo, indica
myv, que I'origen de moments p
s esta fora de la
circumferéncia (Fig. 3) i per
Figura 3: Angle maxim en una col-lisi6 elastica vista tant, 0; € [0, 912,
des dels sistemes LAB i CM. Geométricament, s'obté, en

aquest cas, que
sin 07" = mgy /m;.
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Col-lisions elastiques

Col-lisions elastiques 1X

m Resolucié de col-lisions en LAB (conegut I'estat inicial). Depenent de la dada
de I'estat final, utilitzarem dues de les segiients expressions

p1 p/22
1) T=
( ) 2m1 + 2m2

2
3

R N2
(2) pi" =, pz/) Zp%+p/22—2p1p’200502
(3) 1

_ SN2
Py = Py — p{)” =pi + pf — 2p1p) cos b,
2
(4) pi= P +p3)" =p7 +p5 + 2piphcos (61 + 62)

m Diferents casos:
m Dada: p’l De (1) s'obté p2 De (2) s'obté 6. De (3) s'obté 6;.
m Dada: p5. De (1) s'obté p'. De (2 ) s'obté #5. De (3) s'obté 6;.
m Dada: 6;. De (1) i (3) s'obtenen p} i py. De (2) s'obté 0.
m Dada: 6>. De (1) i (2) s'obtenen p} i p5. De (3) s'obté 0;.
m Dada: 6; + 602. De (1) i (4) s'obtenen p) i p5. De (2) i (3) s'obtenen 65 i ;.
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Col-lisions inelastiques

Col-lisions inelastiques |

m Considerem el procés de col-lisi6 inelastic 1 +2 — 1+ 2 amb masses m; 5.
Les equacions de conservaci6 sense intercanvi de massa (i sense forces
externes) sén

P=pl"+p" =p{" + 75"

on @ és I'energia dissipada. Se segueix conservant el moment, perd no
I'energia cinétical
m Propietats:
m Interpretacié de Q : Es I'energia dissipada en la col-lisi6 (deformacis, calor).
m Propietat de I'energia dissipada Q : Es independent del sistema de referéncia
on es descriu la col-lisié.
m Classificaci6 (processos inelastics): exotérmics (Q > 0) | endotérmics (Q < 0).

m Relacié amb el centre de masses. Amb la

mateixa notacié que en els processos elastics (T)e"f'\": ) = s
arribem a(?) LA A R AR
9 9 2m1 2m2 2m1 2m2
p-=p° +2uQ 2 p?
—=—+4Q
. 21 20
on = mimz/(mi 4+ m2) = massa reduida.
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Col-lisions inelastiques

Col-lisions inelastiques I

m Relacions entre el LAB i el CM.

ma
P = Moy = vy =

77711 Ty b1

- mi
P -

- 7
mi + mo
vy és la velocitat de la particula 1 en LAB. Pero ara p # p/

sin 0 . 'm
tan 6, = P — Sin 7 = pma
cosf + = pmy

pma

m Lloc geométric de p]. Com en el cas elastic arribem a

2
R® = (pi, — C)" +
on

= p =V —2uQ #p

myvg (igual que en el cas elastic)

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)
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Col-lisions inelastiques

Col-lisions inelastiques 11

m Coeficient de restitucié: és el quocient entre la celeritat relativa de I'estat
final respecte I'inicial

= fin —fin
‘02 — U

wfin(celeritat relativa final)
uin (celeritat relativa inicial) |73 — 5"

e =

Com que les velocitats en el sistema LAB i CM estan connectades amb una
transformacié de Galieu, podem escriure

5" 5 — (5™ )| .
e = - -
" — 5 = (7 — )| (8)

_ |U2 — U]

(9)

Rk

. , o = — o =/ 7
per tant, en el sistema CM s'ha de (F=mith = —ma¥a; P’ = ma ] = —maty)

=B me = | _ o
|*27/m2*17/m1| p
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Col-lisions inelastiques 1V

m Propietats:
m Els valors de w;,,/ i s6n independents del sistema de referéncia i, per tant, ho
és el coeficient de restitucié e (evident).
m Relacié de ¢ amb I'energia de dissipacié:

Q=T" T = Ly, (1 - &)

Dem: Mostreu préviament que, en general,m “ N
Ho verifiquem per a un dels dos casos

5 2 in/ fi (Paltre és analeg)
P°+ M1M2Ujp ) fin = 2(m1 + mz)Tln/fln
N P? 4 mlmzu?n =2(m1 + mg)Ti"
on P és el moment total. Llavors

1

P>+ mima(—7/")? = ¢(m1 + nzg)#
Q _ Tzn _ szn _ ?

m
p; + JP? = (m1 + mz)

També es pot demostrar la relacié anterior
calculant @ directament al centre de masses

(G2 . -
in fin 1 2 2 um:|172*171\:’*i*i =y
Q=T"-T ZE(P —p) me My Iz
g :|ﬁ/_ﬁ/|:‘_i_i,:£l
2,2 (H‘) o 2 ! mo my nw

i mostrant que p? = /12%2” ip”? = =R Upin
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Col-lisions inelastiques

Col-lisions inelastiques V

m Classificacié de col-lisions segons ¢
e =1 = collisi¢ elastica
e =0 = collisi6 completament inelastica
0<e<1 = collisi6 exotérmica
e >1 = col-lisi6 endotérmica
m Considerem el procés de col-lisiéo 1 +2 — 3 +4 amb mq + ms = m3 + my
(un canvi en la massa total només té explicaci6 en el marc relativista). Les
equacions de conservacié amb intercanvi de massa (ﬁcxt = 6) sén ara

P=p"+pin=p{" +p{"

Com en el cas sense intercanvi de massa,
o o , i .
Q és I'energia dissipada en el procés. Ara, SIS Y "
a (1) P p- P P
al centre de masses es té = +Q
2mq 2m1 2ms3 2my
m p2 p/2
2 2 _
= = —+ Q
p mamy p 20120 2p12 2p34
mame
) ’ o P’ =p"? m1m2 +2412Q
sent p11o la massa reduida de I'estat inicial. 3
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Col-lisions inelastiques VI

m Exemple: Col lisi6 totalment inelastica. Considerem el procés de col-lisié
1+2 — 3 en el sistema laboratori, amb m +ms = m3. Tenim las equacions

p1 = p3; p2=0
2 2

b1 o b1

le 2m3 + Q

L'energia dissipada és, per tant

Q=<1—:1>T1=WT1
3

mi + mo

Per my = my = m, s'obté Q = T1/2, és a dir, la meitat de |'energia inicial es
dissipal!!

Podem comparar el resultat anterior amb |'obtingut per a la cinta
transportadora. ldentificant mq = M ;nia > dm = mo, obtenim

dQ ~ v?dm /2, el que coincideix amb el treball que es perdia per fregament.
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El problema de la dispersié = Seccié eficag

Seccié eficac |

m Experiment de dispersié. Preparem

un feix incident homogeni tal que I

particules, per unitat de superficie i

temps, travessen una superficie
rsing (imaginaria) perpendicular al feix, i
es dirigeixen a una zona de
dispersié (blanc). Mesurem en
cada direcci6 de dispersié (6, ¢ rin,)
el nombre de particules
dispersades, N({2), per unitat de
temps i angle solid.

do = sdsd;,

75

2msds 2n(rsin 0)rdo

Tde
Figura 4: Dispersid; seccié eficac.

m Parametre d'impacte s. Es la distancia des del projectil inicial fins a I'eix
paral-lel al seu recorregut que passa pel centre de dispersié (eix de la
dispersi6). En el procés de dispersié, podem establir una relacié s(6, ¢ i)
entre el parametre d'impacte s de la particula incident i la direccié (6, ¢ in)
en la qual és dispersada.
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El problema de la dispersié = Seccié eficag

Secci6 eficac Il

m Seccié eficag diferencial: Considerem una seccié diferencial do en el pla
perpendicular al feix incident

do = sdsdogy,

corresponent als parametres d'impacte entre (s, s+ ds) i (@i, Oin + ddin).
Siga d) el diferencial d'angle solid

dQ) = sin 0d0de ¢ip

entre (6,60 +df) i (¢fin, @fin + ddrin) en el que sén dispersades les
particules que travessen do. Tenim, per tant, que:

Ido = N () dQ2

Suposem que hi ha simetria de revolucié al voltant de I'eix de col-lisi¢, e.d.
bin = Oin = ¢. La secci6 eficag diferencial per unitat d'angle solid do /d$2
és, llavors

do N(Q) s |ds

@~ "1 " smolas| " (10
~——
experimental teorica
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El problema de la dispersié = Seccié eficag

Secci6 eficac Il

La primera igualtat reflecteix la mesura experimental de la seccié eficac. La
segona igualtat correspon a |'expressi6 teorica. El modul es pren perqué, en el
procés de dispersio, el parametre d'impacte s(0) decreix amb I'angle i la
seccié eficag diferencial ha de ser positiva.
Per calcular la seccié eficag integrada, per a tot ¢, en un interval 6 € [01, 65]
és convenient utilitzar que

do 1 ds?

dQ " 2dcosf >0 (11)
amb el que, sent d) = (—d cos0)d¢

02
0(91,92) = —7T/9 d82 =T [82(91) — 82(92)]

m Seccid eficac a LAB. Si el centre de dispersié retrocedeix amb la dispersié
(massa finita del blanc), la relacié s(0, ¢) obtinguda amb blanc fix, per a un
potencial central, segueix sent valida per al sistema CM, pero no per al LAB;
tingueu en compte que en CM, I'angle 0 és el mateix que el del moviment
relatiu (dos cossos) vist des del blanc. Aquest, al seu torn, és equivalent al
del camp central canviant (m per p).
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Secci6 eficag IV
Per passar a LAB considerem que el
Moviment Relatiu nombre de particules dispersades en
R @ (o dQq i dS2 és el mateix

my m, N (1) |d€ | = N () |dQ|

Sistema de referéncia del blanc fix

De la relacié (Eq. (7))

sin 0

tanf; = (12)

cos @ + mq/mo
elevem al quadrat per obtindre

1 — cos? 6, 1 —cos? 6

cos?fy (cos O + p)*

amb p = my/mo. D’aci arribem a

. . . . cosf+p
Figura 5: Col-lisi6 vista des dels sistemes fix cosf, =

al blanc (dalt), CM (medi) i LAB (baix). V14 p?+2pcost

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 26 /37



El problema de la dispersié = Seccié eficag

Secci6 efica¢c V

B 1+ pcosf

B (1+ p? +2pcos 9)3/2

dcos 0,
dcosf

4
dQ)

amb el que

do (1+p*+ 2,0C089)3/2 do

aQ, 14+ pcosb Q2

m Relacié explicita entre 6 i 6. La relacié
que passa del CM al LAB, es pot Partint de (7)
expressar com (demostreu) (cos 6 + p) sin By = sin 6 cos 61
) . psin @y = sin 6 cos 61 — cos 6 sin 6
psinfy = sin (0 — 6y) — sin(0 — 61)
d'on aillem 6
f = sin* (psinéy) + 6,
Burjassot, 2023-2024 27 /37
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El problema de la dispersié = Seccié eficag

Secci6 eficac VI

sin 6 = sin(sin~* (psin61) + 61)

D'aci obtenim (demostreu) — sin(sin™" (psin0y)) cos by

5 + cos(sin™ " (psin 6,)) sin 6y
sin@ = psin @y cos by + /1 — p? sin® 6, sin 6, = i B e G
. . . 1 — sin?(sin—! (psin6;))sin 0
cosf = /1 — p?sin? 6, cos by — psin b, sin 6, + \/ sin®(sin™* (psin 61)) sin 6
= psin 07 cos 0

+ /1 — p2?sin? 0, sin 6y

Amb aquestes relacions podem completar les expressions de la secci6 efica¢ al
LAB. Des del punt de vista teoric, les seccions eficaces es calculen al CM. Per
comparar amb les mesures de |'experiment fetes al LAB, cal passar les
féormules al LAB.
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Disper er una esfera dura

Dispersi6 per una esfera dura |

m Potencial d'una esfera dura

V(r)y=o00 pera 0<r<a
=0 pera r>a

correspon a una esfera impenetrable de massa
infinita (no hi ha retrocés) i radi a. Aquest
potencial de dispersi6é té simetria esférica.

m Parametre d'impacte s. Es la distancia del
projectil inicial a I'eix paral-lel al seu
Figura 6: Dispersi6 per una esfera recorregut que passa pel centre de I'esfera
dura. (centre del potencial).
m Angle de dispersi6 6 : Es I'angle que, pel que fa a la direccié incident, es
desvia el projectil després de col-lisionar amb I'esfera. Es té la segiient relacié
entre s i els angles de dispersié, 6, i d'incidéncia, «a:

S:asina:acos§, (13)

on hem fet servir que 2ac+ 6 = 7 (Fig. 6), perqué I'angle d'incidéncia i de
reflexié sén iguals.
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Dispersié per una esfera dura

Dispersi6 per una esfera dura Il

Clarament el parametre d'impacte no depén de ¢ en aquest cas. Hi ha
simetria rotacional de la dispersié al voltant de I'eix d'incidéncia.

m Relaci6 entre el parametre d'impacte i I'energia del projectil (amb moment
angular [ donat) -1 :=angle entre la posicié del projectil respecte del centre
I'esfera i la seua velocitat-

I = m|F X Tp| = mrog, sing = msv;, (14)
I? = m%? s* = (2mE) s* (15)
Condicié d'impacte amb [ fixat: s < a => E > Fy := [2/2ma®.
m Secci6 eficag diferencial d'una esfera dura. Utilitzant I'eqiiaci6 (13) en
I'expressi6 de do/dQ2 (11) obtenim

do 1 ds> a®d (1 + cosd) /2 2 .. La seccié eficag diferencial

90 3deost — 3 Jeos 0 = az (16) é§ con.sltant per a (.qEJalsevol
direcci6 de dispersié.

m Secci6 eficag total o d'una esfera dura. Cal integrar per a tot angle solid (16)

2m ™
o = /—dQ— /dQ——/ dqb/ —dcosf = ma®
0 0
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Dispersié per un potencial central

Dispersi6 per un potencial central |

m Parametre d'impacte: volem obtenir una relacié
entre s, Ei6
s=s(F,0)

Figura del ilbro ] my

Legciones de Fisica de

per una orbita oberta en un potencial central.

m Procediment: Prenem |'origen d'energia
potencial en r = oo, ed., V(r = c0) = 0.
Llavors, com en el cas de |'esfera dura

x Il =mugs =sV2mE.

De I'equacié integral d'una orbita oberta (1))
obtenim (fent r = c0) I'angle asimptotic
m-,_))OO Yasi = ¢w(S,E) com
o ldr
2m (E — Vefec)

Ty 0= ‘
v T wasi:

Figura 7: Dispersié per un
potencial central. on el pericentre correspon a ¢ = 0. D'aquesta
relacié6 podem extraure 144 (s, E).
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Dispersié per un potencial central |l

L'angle de dispersi6 s'obté de la relacié
2asi (s, B) 0= (17)

segons que la dispersié siga repulsiva o atractiva, respectivament.

m Cas Coulombia: Considerem la dispersi6 repulsiva d'una carrega eléctrica Ze
(i massa m) per un nucli pesat de carrega Z ¢ (M = oo, e.d., estatic). El
potencial és doncs V (r) = +k/r amb k = ZZ ¢? > 0. L'equacié de |'drbita

1:*C+BCOS’(/)
,

km  ZZ'¢>m 2mE
C = ZT = 7[2 B == 02 + l2

L'excentricitat ¢ de la hipérbola val

B 2FI2 (2Es)?
e = 6*‘/Hmk2’ L+=5->1 (18)
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Dispersié per un potencial central Ill

On hem fet servir que 12 = 2mEs?. Tenim, llavors, (branca repulsiva)

1
o= C(—1+¢ecost).
1 C

CoOSYgei = — = —.
qpasz c B

Per tant, per a I'angle de dispersié 6, emprant (17), tenim

Per r = co s'obté

Yasi = T O\ .0
€08 Yasi = COS | 5 — 5 | =sing.
Conseqiientment,
1 as) (2Es)? 1 0
2 2
ol — = — 1 =cot” —.
sin? /2 k2 sin® /2 2
Aillant el parametre d'impacte s s'obté, finalment
k 0
s = ﬁ cot 5 (19)

Per a la dispersié atractiva s'obté el mateix resultat.
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Férmula de Rutherford |

m Seccié6 efica¢ diferencial per al potencial Coulombia: Emprant (19)

ds? B i 2 4d 1+cosf) i 2 2
dcost 2F dcosf \1—cosf) \2F (1_c059)2

En termes de I'angle meitat 8/2 amb k = 77 €2 obtenim, finalment

(20)

Férmula de Rutherford: < do ) 1 ( 77 e? ) 2 1

Q) w4\ 2E ) sin*9/2

m Observacions:

m Aquesta férmula serveix per nuclis sense retrocés o amb retrocés perd fent els
calculs en CM (en aquest cas I'energia es refereix a I'energia relativa a CM).

m La férmula va ser obtinguda per Rutherford per a la dispersié de particules «
per nuclis atomics. Geiger i Marsden van realitzar experiéncies amb particules
« sobre lamines d'or. Les desviacions de la férmula a grans valors de 0 (petits
s) permeten acotar el radi nuclear (< 3 x 107 cm).

m Per 0 = 0 la férmula de Rutherford presenta una singularitat. Aixo indica que
estem davant d'una interacci6 de llarg abast. "Per observar totes les particules
dispersades en la direccié cap a davant hem d’exposar una seccié eficag
infinita".
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Sistemes no inercials

Biblio: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles
and systems", cap. 10

Olsson & Barger, "Classical Mechanics", cap.7

Per descriure, p.e., el moviment d'una particula a la superficie de la Terra o0 a
prop d'ella, és temptador fer-ho escollint un sistema de coordenades fixe
respecte a la Terra.

Pero la Terra experimenta un moviment complicat, compost per moltes
rotacions diferents (=acceleracions) respecte d'un marc de referéncia inercial
identificat amb les estrelles fixes. El sistema de coordenades de la Terra és,
per tant, un marc de referéncia no inercial.

Molts efectes importants resulten de la naturalesa no inercial del sistema de
coordenades terrestres, tot i que les solucions a molts problemes es poden
obtenir amb el grau de precisié desitjat ignorant aquesta distincid.

En analitzar el moviment dels cossos rigids al capitol segiient, també és
convenient utilitzar sistemes de referéncia no inercials i, per tant, aprofitar
gran part del desenvolupament que es presenta aci.
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Conceptes matematics previs

Conceptes matematics previs |

Una matriu antisimétrica de dimensié 3, B (e.d., una matriu que compleix
que B + BT = 0) és de la forma genérica

0 a b
B= —a 0 ¢
b —c O

El conjunt de les matrius antisimétriques de dimensié 3, Asy3, forma un
espai vectorial de dimensié 3. Per tant, podem construir un isomorfisme
A R® — Azy3/ acada @ = (wy,ws, w3) € R? |i associa la matriu A ;:
0 —WwWs3 w2
Ag = w3 0 —w |, (1)
— W2 w1 0

que té la segiient propietat Vo' € R3:

0 —wWs3 w2 V1 — W3V + W3 (117 X 17)1
w3 0 —w1 V2 = w3v1 — W1v3 = (u_f X 77)2 N
—Wa wq 0 U3 —WoV1 + W1V2 (’ID X 17)3
és adir: Agzv=1w x 7.
Burjassot, 2023-2024 5 /35
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Conceptes matematics previs Il

Rotacions coniques: La férmula de Rodrigues (1840; veure
e apendix) ens dona la forma que té una matriu, Ry 4 que rota un
vector, @, per un angle arbitrari, ¢ al voltant d'un eix la direccié
del qual esta donada pel vector unitari w:

Riygy=I+A,sing+ AZ(1— coso),

on la matriu A; és com l'escrita en I'eq. (1), pero substituint o
per w. Per tant,

d=Ryed=d+singw xa+ (1 —cos¢)w x (v xa) (2)

Si I'angle de rotacié és infinitesimal (d¢), obtenim (retenint només termes
O(d¢))

@ =a+dowxd=da:=0a —a=1wxado (3)
.. podem escriure qualsevol variacié infinitesimal da d'un vector arbitrari, d,
com una rotacié diferencial d’angle d¢ al voltant d’un eix amb direccié w, la
qual sera perpendicular tant a @ com a I'eix ().
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Velocitat angular instantania

Velocitat angular instantania |

P m Siga
zy S;={O0r,z1,y1,21}
un sistema de referéncia
= Ao inercial i
S ={0,z,y,z} un
R 0 Yy sistema de referéncia
mobil, des del qual
volem descriure la
/ v dinamica d'un cos no
X relativista. Tant |'origen
x; O com l'orientacié del
sistema mobil canvien
amb el temps.

0,

Figura 1: Sistema no inercial, {O, z,y, z}, movent-se
respecte al sistema inercial {Or, z1,y1,21}.

m La posicié del sistema S respecte a Sy ve donada per: 018 = R(t)
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Velocitat angular instantania Il

Expressem la variacié dels elements de la base (ortonormal) del sistema mobil
(respecte del sistema inercial) en termes de la propia referéncia mobil

did(tt) = ani(t) + a1z j(t) + arsk (t)
djTEf) = ao1? (t) + as2 j(t) + a23]% (ﬁ) (4)
%Et) = az1i (t) + azz j (t) + assh (1)

on i(t), 5(t), k(t) sén els vectors unitaris de la referéncia mobil, que estan
variant respecte de la referéncia inercial. Aquesta variacié instantania dels
vectors i, j, k es pot expressar com una rotacié de S respecte de S;, com
veurem en el que segueix.

di di di

Noteu que = — .3, = — -7 = — .k, etc.
que aj; p 1, A12 at Jr a13 p

Burjassot, 2023-2024 9/35
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Velocitat angular instantania Ill

m Diferenciant les condicions 2-2=1,7-j =0, etc., s'obté que

di
L= 0.

ar ' ’

a . _dj .
a ) T Ta

el que ens porta a les segiients condicions

an = ag = ag =0 és a dir, la matriu {a;;} és
aij = —aji, 1,j=12,3 antisimétrica (i de traca nulla).

m Es defineix el vector velocitat angular instantania @(t) a la base mobil com
w = wi? + wa) + w3/;‘ ‘= ao3l + as1] + algl;:
d'aquesta forma
di
dt
i el mateix per a dj/dt, dk/dt:
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Velocitat angular instantania

Velocitat angular instantania IV

d—i:—wgi—l—wﬂ%:w’xj
dk i j =0 x k
— =wg 1 —wij)=w
i 2 1J
Noteu que, abusant de la notacié matricial,
di (t)
dt WX 1 0 w3 —Ws
dj(t) = |dx7)] = 0
ar | 0 I B v
di (1) w X k wy  —wWq 0
dt

on AT és |a matriu transposta de A definida en (1).

Mecanica |

Ty =
Il
S|
Ty =
—
(o]
N—r

Burjassot, 2023-2024 11 /35
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Velocitat angular instantania

Velocitat angular instantania V

(b)

m Canvi respecte al sistema
inercial d'un vector "fix"en
S: Siga Ao (1) =
Ao1i+ Aos ]+ Aogk amb
Ao1, Aos, Aps constants.
Derivant respecte al temps

obtenim
ddo . =
Figura 2: (a) Rotacié infinitesimal al voltant d'un eix T x Ao (9)
definit pel vector unitari w. En una rotacié infinitesimal,
gerlérica (Eq. 3)_,ng =W X A'odqzi, per tant, es conclou que d/_(o és
|dAo| = [W x Aold¢. Com [W x Ao| = Aosinf =p  ortogonal al pla descrit per

obten.i/m |[dAo| = pdqﬁy, .sen:c d¢ I'angle infinitesimal d.e @i A’O (Fig.2). A mes,
rotacié aJ voltant de | eix W. Noteu que _dAo 1L Aoi dAo correspon a un arc de
dAo 1 W. Podem definir el vector velocitat angular com . ferencia de radi

W= ww = w(t)¢. Adaptada de la Fig. 6-3 de Olsson & cireum er.enCIa € radi
Barger. (b) Les components de la velocitat angular w; p=4Ao .smﬁ, enfl pla
roten el sistema dels eixos {i, J, k}, de manera que, p.e., perpendicular a w, que

ws fa rotar 7 cap a la direccié +. subtendix un angle d¢

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 12 /38
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Velocitat angular instantania

Velocitat angular instantania VI

dAo = (Apsinb) do

sent A I'angle que formen Ao i w. Pero,

d'altra banda (de (9)),

dAp = (Ao sin0) wdt.

Es a dir, en un determinat instant,
Ao gira un angle d¢ al voltant de
la direccié de @ a raé de

d¢/dt = w

d'aci el nom de velocitat angular
instantania w.

Alternativament: comparant (9) i
el resultat (3) aplicat a Ao tenim

(9) : dAp = @ x Apdt = x Apwdt
(3): dAp = i x Apde

D'on, wdt = d¢ o w = do/dt.

Mecanica |

NOTA: Desenvolupant per Taylor la matriu
de rotacié Ry, 44 en la seua forma expo-
nencial, Ry q¢ = exp (Awd¢), sent

0 —3 wWa
Ay = (IEY 0 —7
— g w1 0

per tant,
dgo = A‘;V (A‘o) dd) = <E X /To) dd)
w
D’altra banda
dAo = (@ x Ao) dt

d'on es conclou, de nou, que d¢ = wdt.

Burjassot, 2023-2024 13 /35



Velocitat angular instantania

Velocitat angular instantania VII

m Canvi d'un vector variable en S: Siga A (t) = Ay (t)i+ As (1) )+ As () k
amb A (), As (1), As (t) variant amb el temps ¢, llavors

— —

%—%—Fﬂxﬁ
a ot Y

on

SA dA,_ dA, | dA;z;
F R T

és a dir, 6A/5t representa el canvi de A "vist"des del sistema mobil.
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Teorema de Coriolis

Continguts

Teorema de Coriolis
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Teorema de Coriolis

Teorema de Coriolis |

m Siga un punt P que es mou en I'espai amb vector de posicié 71 respecte del
sistema inercial i 7 respecte del sistema mobil. Es té, doncs, que

71 (t) = 7(t) + R (t)

m Derivant respecte al temps tenim

Ul(t):ﬁ()ererr%

on T és la velocitat respecte al sistema inercial i ¥ = 67/t és la velocitat
"vista" des del sistema mobil.

m Tornant a derivar tenim (noteu que

4 (g x 1) = (wxf’)+wx(w><1?):1ﬁx1?+1ﬁx6+u7><(wxf'))
e e d*R
ar=da+2 ><v+w><r+w><(w><f’)+dt2 (10)

sent @ = §27/6t? I'acceleracié vista des del sistema no inercial. Aquest
resultat es coneix com teorema de Coriolis.
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Teorema de Coriolis

Teorema de Coriolis |l

m Noteu que:

ar = acceleracié inercial
. 5T 0%F .. ) .
a = =5, acceleracié no inercial
ot ot
. dd 6w | ., |
W = — = —, acceleraci6 angular
dt ot
d°R o .
gz = acceleracié d'arrossegament o translacional
2W x U = acceleracié de Coriolis

L’acceleracié de Coriolis només es posa de manifest si el punt P es mou
respecte de sistema mobil!
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Teorema de Coriolis

Teorema de Coriolis Ill

m Segona llei de Newton des d'un sistema no inercial (mobil). Considerem un

camp de forces extern, F', llavors, per a un punt material de massa m
tindrem en el sistema mobil que

7

m5t2 = Fefec

on el terme de la dreta és la forca efectiva

. . L e d?R
Fefee = FmeMXUfmwxr—mwx(wxf‘)me

m Apareixen les segiients forces "ficticies"en el sistema de referéncia mobil

—

centr = —M W X (’U_j X F) = fOT(;a centrl'fuga (11)
fazimu = —mal X 7= forca azimutal (12)
- R , _
Forros = My = forca d’arrossegament o translacional (13)
ﬁcom‘ol = —2m W x ¥ = forca de Coriolis (14)
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Teorema de Coriolis

Teorema de Coriolis IV

m La forca centrifuga (11) és deguda al moviment de rotacié del sistema
de coordenades. Com 1 - Frepir = 0, Foonir és perpendicular a I'eix de
_rotaci6 w. Podem veure que la forca centrifuga esta dlrlglda en la

" direcci6 radial cap a fora (en la Fig. 2a reemplacem Ao — 7) ja que

—
—

P Foontr = —mi - 0 X (@ X 7) = —m# - (@ - 7)@ — w’F)

’ —m((@ - 7)? — w*r?) = mw?r?sin° = mw’p® > 0.

m La for¢a azimutal apareix, només, si la velocitat angular canvia en el temps. Es
perpendicular a 7. Si w canvia de magnitud perd no de direccid, Fi.im. actua
mantenint la velocitat de rotacié de la particula.

m La forca de Coriolis (14) apareix si la particula es mou respect al sistema mobil.
Com 0 - Fc(mol =7- FComol =0, Fc(mol és perpendicular a @ i ¥. Aquesta forca
s'ha de tenir en compte en els calculs de trajectories balistiques de llarga distancia o
en la descripcié de fenomens atmosférics de gran escala (també en la trajectoria de
paracaigudistes o en el calcul de la vertical en edificis alts!).

m La for¢a translacional o d'arrossegament es deu a I'acceleracié de I'origen del
sistema mobil relativa al sistema inercial. Si R gira amb velocitat angular Q i és
constant en O llavors

—:Qxﬁzﬁzﬁxﬁ—i—ﬁx(ﬁxﬁ)
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Moviment en la Superficie Terrestre
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Moviment en la Superficie Terrestre

Moviment en la Superficie Terrestre |

m Triem el sistema inercial fix S; amb
origen O al centre de la Terra i el
sistema mobil S amb origen O en
un punt de la superficie terrestre,
girant amb ella. Triem els eixos
mobils tal que Ox apunta cap a
I'Est, Oy cap al Nord i Oz cap
amunt (passant pel centre de la

7 Terra, suposada esférica). Tant
Ry (t) = 070 com el sistema de
referéncia mobil giren amb la
velocitat angular de rotaci6 terrestre
i wr, al voltant de I'eix Nord-Sud,
amb magnitud (constant)

Figura 3: Sistema de referéncia inercial
St amb origen al centre de la Terra, i or
sistema de referéncia no inercial fixat a wp ~ ——————
la superficie terrestre (en O). Adaptada 24 % 3600
de la Fig. 7-6 de Olsson & Barger.

=0.73x107* rad/s.
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Moviment en la Superficie Terrestre

Moviment en la Superficie Terrestre |l

m Considerant la gravetat ¢ a la superficie i altres forces externes F”, la segona
llei de Newton per a una massa m és

O _ B~ mgh — 2misy x §
m— = F' —mgk — 2miir X U

512 g T

—mu’)’T X (’lj_jT XF)—mU_}'T X (U7T XET)

0

e per a r < Ry, podem menysprear la forca
& Gefee centrifuga del teorema de Coriolis enfront de
A _ la forga (centrifuga) d’arrossegament.

gc = — Wrx(WrxRy)

m Definim la gravetat efectiva com

Jefec = —gk — Wy x (U_fT X RT)

amb el que

Flgura 4: Acceleracié gravitatoria efectiva

- L g L. B m-—5
Jefec. La magnitud de I'acceleracié centrifuga 5t2
(gc) s’ha exagerat per claredat.

:ﬁ’+m§efec—2mlﬁT X U

A part de les forces externes i la gravetat
efectiva ens queda, doncs, la forca de Coriolis.
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Moviment en la Superficie Terrestre

Moviment en la Superficie Terrestre |lI

m La correccié que introdueix el terme centrifug en la gravetat efectiva és
petita. Comparant-la amb ¢ tenim

w2 Ry /g ~ 0.003 (15)

és a dir, una correcci6 del voltant d'un tres per mil. Més en concret, definint
la colatitud @ des del pol nord com

O=m/2—lat N=7/2+1at S
tenim que

Rp = Rok (16)
Wy = wr(sin 0] + cos Ok) (17)
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Moviment en la Superficie Terrestre

Moviment en la Superficie Terrestre IV

i, per tant, podem calcular |'acceleracié centrifuga vista des del sistema sobre
la superficie terrestre, d..,, com

Geen = —0 X (0 X Rp) = wi Ry — 0 - Rpr
= —w? Rysinf (cos@ j—sind l%)
Aeen = w%RT sinf ~ 0.03sin 6,
el que ens porta, finalment a

gefec = _giC + deen

Usant aquesta expressié de
la gravetat efectiva, es pot
obtenir que(®)

() De (15), és evident que g > w2 Ry

Jefec = \/w%R% sin? 6 cos? 6 + (w2 Ry sin? § — g)?2
Jefec = g — wi Ry sin? § ~ \/g® — 2gw7 Rr sin? §
~g (1 = w%RT sin? 0/9)

En els pols no hi ha canvi de gravetat, mentre que a I'equador la correccié
centrifuga és maxima.
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Moviment en la Superficie Terrestre

Moviment en la Superficie Terrestre V

m Observacions:

m Amb la definicié de gravetat efectiva podem canviar lleugerament |'orientacié
del sistema de referéncia mobil de manera que I'eix Oz coincidisca amb la
direccié de la gravetat efectiva. Aquesta direccié coincideix amb la d'una
plomada, que no es dirigeix cap al centre de la Terra, és a dir, no coincideix
exactament amb la perpendicular a la superficie.

gej'ec = _gefeck

m En un punt de colatitud 6 la desviacié de la plomada respecte de la normal a
la superficie de la Terra, subtendeix un angle o donat per (exercici)
|G X Gefeel w3 Rrsinfcosd

a ~ sina >~ 5 =
g g

Fixem-nos que ni en els pols ni en I'equador no hi ha desviacié de la plomada.
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Moviment en la Superficie Terrestre

Moviment en la Superficie Terrestre VI

m La velocitat angular terrestre es pot escriure com en (17) i, per tant, la forca
de Coriolis és

Feoriot = —2m Wy x U =2m wr |(vycosf —v,sinf)i— v, cosd j+ vy sinb k

Per a un moviment en la superficie terrestre, tenim les segiients desviacions
degudes a Coriolis (a I'hemisferi Nord, 0 < 0 < /2, i al Sud, 7/2 < 6 < )

Direccié v Hem N Hem S Veiem, doncs, que les
Nord (v, >0)  Est Oest desviacions sén en

Est (v, > 0) Sud i dalt Nord i dalt sentit de les agulles del
Sud (vy <0)  Oest Est rellotge a I'hemisferi
Oest (v; < 0)  Nord iabaix Sud i abaix nord i en sentit

Dalt (v, >0)  Oest Oest contrari a I'hemisferi
Abaix (v, < 0) Est Est sud.
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Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est.

Continguts

Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est.
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Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est.

Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est. |

m Per a la caiguda lliure d'un cos de massa m tenim la segiient equacié de
moviment des del sistema sobre la superficie terrestre

527 - . .
mﬁ = —Myefeck — 2muWr X U

amb condicions inicials 7 (0) = 0, 7 (0) = (0,0, /). En termes de les
components vectorials

= 2wy (ycosl — Zsin )
= —2wrZ cos
= —Jefec + 2wy sing

ISR SH

Hem utilitzat la notacié de derivaci6 dx/dt = z, etc.
m En aproximacié d’ordre zero en wy (O(w$.)), menyspreem la rotacié de la
Terra wy, amb el que tenim

70 = 0
§© = 0
é(o) =  —Yefec
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Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est.

Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est. Il

Integrant des del repos

i@ =0
y(o) =0
Z(O) = —Yefec t

m Substituint aquesta solucié en els segons membres de les equacions de

moviment
iV = 2wrgesec tsind
i) = 0
Z(l) = —Yefec

Integrant dues vegades, tenim la solucié d'ordre un en wy (O(wr))
1) = %ge‘fect?’ sin 0
y(l) =0

1
Z(l) — _596fect2 +h
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Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est.

Caiguda Lliure. Desviacié cap a I'Est. Il

on h és |'altura de caiguda.

m El temps de caiguda correspon a 21 =0, és a dir, teaiguda = \/2R/Gefec:
amb el que

Qth 2h

Lcaiguda = 3

sin 0
YJefec

Aquesta és la desviacié cap a I'est (tant a I'hemisferi nord com a I'hemisferi
sud). Per exemple, per a una altura h = 1000 m a |'equador (0 = 7/2), la
desviaci6 és d'aproximadament 70 cm. En els pols no hi ha desviacié.

m Exercici. En un tir vertical cap amunt, quina és la desviacié en caure a terra?
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Péndol de Foucault
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Péndol de Foucault

Péndol de Foucault Thornton & Marrion, Ex.10.5 |

m La forca de Coriolis a
la superficie de la
Terra fa que el pla
a d’oscil-lacié d'un
L pendol gire sobre el
seu eix d’oscil-lacié a
causa del moviment
de rotacié d'aquella
T (Jean Foucault,
0, — ~ 1851). A I'hemisferi
» ¢ y Nord, el péndol gira
————————— T,=-Tsinacos¢ = —T{; = —T% en el: Seztllt dﬁ les
y agulles del rellotge,
L - mentre que a
MYefec I"hemisferi sud ho fa

en el sentit contrari.

Figura 5: Esquema de forces en el péndol de Foucault.
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Péndol de Foucault

Péndol de Foucault Thornton & Marrion, Ex.10.5 Il

m Considerem el moviment de la /lentilla del péndol en el pla XY (pla
horitzontal). La forca que mou el péndol, menyspreant el moviment en OZ
(angles petits = moviments horitzontals < L = longitud del péndol), és

Fa—m (gefecsina) = fmgeiecf, amb 7= xi+ yj.

m Considerant, a més, la forca de Coriolis en el pla XY, tenim les segiients
equacions de moviment acoblades

T — 2wrycosl +

YJefec
= 0,
T xZ

i + 2wz cos O + %y:&

Definint la variable complexa ¢ = x + yi, obtenim la segiient equacié
diferencial lineal de segon ordre d'una variable complexa

é‘+z’(2chose)é+g€%§:0 (18)
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Péndol de Foucault

Péndol de Foucault Thornton & Marrion, Ex.10.5 lII

m La solucié del moviment s'obté pels . o
. ., Obtenim I'eqiiacié caracteristica
métodes usuals de resolucié associadala (18):

d'equacions diferencials, resultant A2 4 Ziw A 4 geéec -0,
_ —i(wr cos )t [Gefec on w, := wr cos 6. Les soluci-
C (t) = Ae Ccos < L t+ ¢ ons sén complexes
. Gefec
. £ ’. ., A= —dw, £ 4/—w2 — Z——
on A i ¢ sén constants d'integracio. : - L
En I'arrel quadrada de I'argument el ~ i (wz - /9e£c<:> )
cosinus s'ha considerat |'aproximacié
Per tant,

w2 < gepec/L (la freqiiéncia de
rotacié terrestre, wp, és molt més
lenta que la d'oscil-lacié del péndol, Coe~=t=i\/9esec/ Lt

wo = V gefec/L)-

Els moviments x(t) i y(t) s6n les parts real i imaginaria de ((t), és a dir

<(t) :Cle—iwzt+i gefeu/Lt+

z(t) = Acos|(wrcost)?]cos ge£66t+¢)
y(@t) = _ASin[(wTCOSH)t]COS< gezect+¢>

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 EYWET



Péndol de Foucault

Péndol de Foucault

Thornton & Marrion, Ex. 10.5 IV

/ precession
after one
o period

Figura 6: Defleci6 de la llentilla del péndol
Foucault per la forca de Coriolis vista des de
dalt. L'angle de precissi6 esta exagerat. Fig.
7-10 de Olsson i Barger.

m El periode usual d'oscil-lacié del
peéndol és, doncs,

T = 27\/L/gecfec, mentre que

I"amplitud en els eixos = i y varia
periddicament amb periode

21

T wr |cos |

Aquest és el periode del gir del pendol. A I'equador no hi ha gir, mentre que
als pols el periode de gir és el de rotacié de la Terra.!

1Veure: https://wuw.youtube.com/watch?v=fv_FD51CwUA

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

Mecanica |

Burjassot, 2023-2024
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Solid Rigid: Cinematica i Dinamica

m Biblio: Thornton & Marrion "Classical dynamics of particles
and systems", cap. 11

m Goldstein, "Classical Mechanics", caps.4 i 5
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Definicié i graus de llibertat
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Defin graus de llibertat

Definicié i graus de llibertat |

m Definim un solid rigid com un sistema de punts
materials (discret o continu) tal que la posicié
relativa entre ells roman invariable.

Sistema de referéncia lligat al solid: Siga

S = OXY Z un sistema de referéncia inercial.
Definim el sistema de referéncia
S'=0'X'Y'Z’, tal que, els punts del solid, en
el seu moviment, mantenen les seues
coordenades fixes en ell. Es a dir, aquest
sistema de referéncia es mou amb el solid. En
un determinat instant ¢, siguen 7(¢t) i 7'(t) els
vectors de posicié d'un punt del solid respecte
del sistema inercial i del lligat al solid,
respectivament. Llavors

Figura 1: Relacié entre

dos sistemes de referéncia 7(t) = R(t) + 7' (t)
SiS’. P ésun punt del
NH s — H
solid rigid. on R(t) = OO’. Noteu que les components del
vector 7/ (t) canvien respecte del sistema
inercial.
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Defin graus de llibertat

Definici6 i graus de llibertat Il

m Descomposicié del moviment del solid (Euler-Chasles): Considerem una
rotacié R.(t) que ens gira |'orientacié que el sistema S’ teniaat=0a
I'orientacié de S’ a t. D’aquesta manera, per a cada punt del solid podem
escriure

7(t) = R(t) + R(t) {7 (t = 0)} (1)

Es a dir, el moviment del solid es pot descompondre com una translacié (que
no canvia |'orientacié) més una rotacié. Segons aquesta descomposicid, el
moviment d'un solid rigid té sis graus de llibertat. Tres translacionals i tres
rotacionals.

m Recordem les segiients propietats d’'una matriu de rotacié

R'R=RR’=1
det R=+1

amb RT=R!
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Rotacié i velocitat angular del sslid

Rotacié i velocitat angular del solid

m El canvi dels vectors unitaris del sistema de referéncia Iligat al solid
e/ ={,7,K'} el podem expressar com (veure Sec.7.2, eq. (8))

de;(t)

dt

=Ww/leit), i,7=1,2,3 (2)

(]

amb index j sumat (repetit en el mateix membre de la igualtat), i

w’
w

sent o la velocitat angular
i w/ les seues components

m El caracter antisimétric de

0 wh  —wh
= —w} 0 wh (3)
wh  —wp 0

= (w/la wé’wé)

instantania del sistema de referéncia Iligat al solid
en aquest sistema.

W’ ens permet escriure

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)
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Rotacié i velocitat angular del sslid

Rotacié i velocitat angular del solid |1

m Tenim en compte que: €l (t) = R(t)€{(0) = Ri;(t)é; (5)

on R;; sén els elements de matriu de R i triem que €;(0) = &; coincideixen amb els
vectors unitaris del sistema de referéncia inercial en t = 0. Fixeu-vos que hem triat
la rotacié de manera que els vectors base es transformen en columna, per tant, per

—/

7' (t) = R(t)7(0) (veure descomposicié d'Euler-Chasles (1)), (6)

i per a les components, () Efectivament, d'una banda (7' gira en la base €;)

7' (t) = 2} (t)é&;.
T;(t) = RT (t)Tj (0). ) (7) D’altra banda (gira la base movil &)

7 (8) = 2502 () D 2 (0 R;i8i(t)
Comparant els dos resultats obtenim (7).

Derivant I'equacié (5) obtenim
e} (1)

dt
amb indexs j, k sumats. Comparant (2) i (8) deduim la segiient relacié entre la

rotaci6 del solid i la seua velocitat angular instantania

— (RR")j (9)

= Ry(t)& = Ry RLE(t) = (RR )i (t) (8)

La condici6 RR” =T assegura que RR' siga antisimétrica (provar).
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Rotacié i velocitat angular del sslid

Rotacié6 i velocitat angular del solid 111

m Propietat fonamental: En el moviment del solid, el vector velocitat angular
instantania és independent de I'origen del sistema de coordenades Iligat al
solid. En efecte, considerem dos sistemes de coordenades lligats al solid
S'=0'X'Y'Z'i8" =0"X"Y"Z" (Fig.2). El vector W(t) és un vector
fix tant per a S’ com per a S”. Pel que fa a la derivada temporal des
d’ambdos sistemes tindrem

do?t'(t) — @ x 00" (1)
— dGon x 00" (1)
Per tant,
Gor = dior  (10)
W= W (1)

Figura 2: Dos sistemes de referéncia lligats al solid
(O" 1 O") i un sistema de referéncia inercial O;.
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Rotacié i angles d'Euler

Rotacié i angles d'Euler |

m Volem construir una
rotacié que ens porte de
I'orientaci6 del sistema
de referéncia inercial S
a la del sistema lligat al
solid S’. Definim la
linia de nodes 1 com
la interseccié dels plans
zyix'y’. Ara,
considerem les segiients
rotacions amb eixos
definits com segueix:

Figura 3: Angles d'Euler.

) | eix canvi d'eixos rang nom
9, GI, (8 dfténle's Ry, | 2z ayz —ayiz | ¢ €0,21] precessié
angies d uler. Ry | 21 iz — aiyez’ | 0 €[0,7]  nutacié

Ry | 2 zyed — 2y | ¢ €]0,2n]  espin
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Rotacié i angles d'Euler

Rotacié i angles d'Euler I

Explicitament obtenim:
Ry : S(x,y,2) = Si(w1,41,21 = 2)

i i cos¢ sing 0 i

J | =Re| J | =| —sing cosg 0 J

k k 0 0 1 k
Ry : Si(x1,y1,21) = Sa(w2 = 1,92,20 = 2')

il ’21 1 0 0 il

]:2 =Ry j} =1 0 cosf sinf j}

k' k 0 —sinf cos6 k
Ry : So(za,y2,20 = 2') = S’ (2,9, 2')

i’ O costyp siny 0 n

j’ =Ry | 22 | =| —siny cosy 0 J2

k' k' 0 0 1 k'

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024
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Rotacié i angles d'Euler

Rotacié6 i angles d'Euler Il

m La rotacié R(¢,60,v) : S — S’ és, llavors
R(¢797’¢)) = RwR9R¢ (12)

cocy — spclhsy socy + cpclsyy  shsy
R=| —c¢syp —spchcy —spsip + cocleyp  sbcyp (13)
s¢st —copst cl
i i
()l
K k
Mecanica | Burjassot, 2023-2024 14 /65
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Velocitat angular i angles d'Euler

Velocitat angular i angles d'Euler |
m Expressada matricialment, la relaci6 (9) (recordeu que la velocitat angular és
la mateixa en qualsevol sistema de referéncia lligat al solid (10)) és

R =RyRoR
W'(t) = R(t)RT(t) on R = R¢R9R¢+R¢R9R¢+RwR9R¢
R"=R/R{R} .

Recordant que RR” =T arribem a

RR' = RyR]+R, (RyR]) RY + RyRy (RyR]) RI R

m Calculant els tres termes de la dreta s'obté

0 ¢ 0 0 0 0 siny
R,RY = ( 0 0 ) . Ry, (RQRE) R] = ( 0 0 fcost )
0 0 0 —fsiny  —6cosp 0
0 ¢ cosb —$sinf cosy
R, R (R¢R§;) RIR] = ( —eos 0 psinfsinzp )
¢sinfcosy —¢sinfsiny 0
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Velocitat angular i angles d'Euler

Velocitat angular i angles d'Euler I

m La matriu completa és:

0 beb + 1 Ostp — perpst
W'(t) = —¢cl — 1) 0 Ocyp + psbsip
¢cpsh — Ostp —Ocy) — psbsy) 0
0 wh  —wh
F1.0) —wy 0 wh
why —wy 0

m D’aquestes expressions obtenim les components de la velocitat angular
instantania del solid

w) = $sinfsint) + 6§ cos (14)
wh = psinf cosh — O sinp (15)
wh = ¢cosf + 1 (16)

que sén les components de @ a la base mobil lligada al solid.
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Velocitat angular i angles d'Euler

Velocitat angular i angles d'Euler Il

m La velocitat angular instantania del solid es pot descompondre com a suma de
tres velocitats angulars instantanies: la de precessid, la de nutacié i la d'espin

T=¢+0+10

En efecte, emprant les matrius de rotacié associades als angles d’Euler tenim

6 = 6y = O(cosp i’ —sintp ')
g; = ¢k = ¢(sinfsine i’ +sinhcostp j' + cosf k')
= i

m A la base inercial tenim

-
I

i1 = O(cos¢ i +sing j)
ok
= k' = ¢(sinfsing i — sinfcos ¢ j+ cos k)

©-y-
Il

D
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Velocitat angular i angles d'Euler

Velocitat angular i angles d'Euler IV

amb el que
w1 :¢sin0sin¢+9cos¢
wy = —1psin  cos ¢ + O'sin ¢
@cos@—&—q'b

w3

sén les components de w a la base inercial. Noteu que les components del
vector velocitat angular canvien de base amb la matriu inversa (transposta)
de la emprada per als vectors (veure Eqs. (6) i (7)) wi(t) = R}, (t)w)(t). Aixo
és perqué estem fent una rotacié passiva del vector (veure Apéndix).
Efectivament,

W = wj(t)e(t) = w(t)Rji(t)e;
= w;(t)€;

(comproveu explicitament que w; = R;j;w').
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Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. |

m Energia cinética. Considerem un solid discret amb masses m,, i posicions
7o = R+ 7. L'energia cinética és llavors

Zma"z Zma (R+ )(ﬁ—l—ﬁ;)
Desenvolupant els paréntesi s'arriba a
MR,
1 -, 2, 1 .
T o= JMRE?+ R i +§Za:ma%2

— —/

w X T,
1 , RN 1 .
§MR2+MR-R’CM+§ZmG%42

1.5 5 B 1 S S

§MR2 + MR- Rgpy + §Zma (W x 7L) - (W x 7))
«

Si no hi ha moviment de translacié, R = 0 només sobreviu I'altim terme, que

correspon, doncs, a l'energia cinética de rotacié T}...

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 21/65



Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. Il

m Energia cinética de rotacié. Per calcular el terme de rotacié, fem servir el
desenvolupament del producte escalar quadruple

(AxB).(C<D) = (4.0)(8-5)-(4-D)(5-C)
amb el que s'arriba directament a

(% 77) - (0 x 7)) = (702035 — 170 ) wiw;

= Per arribar a aquest resultat, també es pot utilitzar la segiient expressié
matricial del producte vectorial

axb=Aza (17)
on es defineix la matriu antisimétrica A amb elements de matriu
. 1
(Ag)ij = eijkbk equivalentment by, = 5Ekmn (Ap),..
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Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. I

Utilitzant aquesta expressié matricial tenim

(0 x 7)) - (0 x )
= — (A% ) wiw)
a)ij
Pero
2 _
- (Aﬁ;)ij = - (Afé)ik (A?ci)kj
= _Eikmr;mgkjnrlan
= 70— TiTe

on s'ha utilitzat la propietat €xim€rjn = 0ij0mn — Oindjm.
L'energia cinética de rotacié del solid es pot escriure, doncs, com segueix

1
=12 o i
Trot = B E Mo (T 055 — rmraj)wiwj
«

amb indexs 7, j sumats.
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Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. 1V

m Tensor d’Inércia, I, definicié: és el que té com elements de matriu, calculats
a la base lligada al solid,

— —12 o
[ij - Zma(ra 5ij - r(xir(xj)
«
En notacié matricial, I'energia cinética de rotacié és
1. -
Trot = §’LUTIO/’LU

on les components de w s'expressen en la base lligada al solid. Noteu que, en
funcié de la matriu antisimétrica asociada a 7/, podem escriure

Io = — Z maAZ . (18)

m Per al moment total del solid obtenim:

Po= Somafa =Y ma (B+7) =M (R+Eea)  (19)
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Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. V

m Per al moment angular total del solid podem fer un desenvolupament similar
al de I'energia cinética:

Lo = S mafaxia
Some (B+7) x (B+72)
«

= M(ﬁxﬁwLﬁxR”CvMJrR”Cvaﬁ)+Zmaﬁ;x(lﬁxr"(;)

Tenint en compte el desenvolupament del producte vectorial triple
Ax (BxC)=(4-C)B-(4-B)C
o |'expressié matricial del producte vectorial (17), trobem

FoxX (Wx 7)) = —(W0x7l) %7,
—AZ W

’
Ta
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Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. VI

amb el que usant (18)

M (1:2 X (R+ Rlyy) + Ripy ¥ ﬁ) +Ip0

EXﬁ—i—MﬁbAl XE+IO/w

Si fem R = 0, podem definir el moment angular de rotacié del solid com

Lyt = Lo = low

és a dir és el moment angular del solid respecte a O’.

m Tenim els segiients casos particulars d'interés:

a) O/:CM:>R'ICA/[:6, EZECAJ;

b) O fix, B =0,
) O = CM fix.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA)

Mecanica |

(20)

1) ECMZR —+ ﬁICM — Rc]u:félcjw
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Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia.

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. VII

Resumim les expressions per a |'energia cinética i el moment angular en la
segiient taula

o’ P Lo T
CM MRcy | Row x P+1oyd@ | P?/2M + @ Lon@
fiz MRy Ror x P+ Io10 i o

CM fix 0 Lo LT To 0

m Noteu: en els 3 casos anteriors, el moment lineal del solid és P = M§0A4-
Quan O’ esta fix es pot triar O = O’ amb el que Rp: = 0 i, per tant,

Lo = Iolu_f

que és el moment angular, produit exclusivament per la rotacié al voltant de
I'origen.
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Estudi del Tensor d'inércia

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. |

m Explicitament, els elements de matriu del tensor d'inércia I;;
— —/2 / /
I’ij - E ma(roz 5L] - roziraj)
«

els podem escriure com

Soma (Y + 22 —Zm%w;y’% =Y maal 2,
=) Maly Yy >oma(Ty + 24) — > MaYp?y
— D MaT, 2, — > MalYnZy Zma(xg "‘yg)

on z, =1/, etc. Veiem que es tracta d'un tensor real simétric i, per tant,
diagonalitzable.
m Per a un solid continu

I = ///p(f") (7’/2513‘ - x;x;)dv'

on p és la densitat en cada punt del solid i dv’ és I'element de volum. Hem
— ! / !/

= (21, 5, 75).

m Definim el moment d’inércia respecte a I'eix en la direcci6 del vector unitari 7

com I := nTIp . Per exemple, I, = 111, I; = Iz, I, = I33.
Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 29 /65
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Estudi del Tensor d'inércia

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. Il

m Teorema dels eixos desplacats
paral-lelament (respecte al CM): Siga un
sistema de referéncia centrat en O/,
situat respecte al CM segons
R = Reoa + @, llavors els elements de
matriu del tensor d’'inércia es
transformen com segueix

Lij = (Iea);; + M (a?6i — aja;)

A la demostracié només cal

considerar en el tensor d'inércia que (1) Aquesta propietat fa que els
termes creuats siguen tots zero:

F/ ,,?CJW —-q

@ @ Zma(i . FfM =0,

i tenir en consideracié la propietat S maairM =,
SCM R

E maTy ' =0 (tema 4)(T) S maar M =o.
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Estudi del Tensor d'inércia

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. I

m Teorema de Steiner: Per a un element diagonal del tensor d'inércia, per
exemple I33, el teorema dels eixos desplagats s'escriu

Iz = (Icm)ss + M(a? +a3) = Iom + Md?

on d és la distancia entre el corresponent eix, en aquest cas &', i I'eix
desplacat que passa pel C M.

m Eixos principals. Si diagonalitzem el tensor d'inércia, els autovectors
determinen els eixos principals. Els autovalors I1, I, I3, s'anomenen
moments principals d’inércia.

m Propietat: El valor d’'un moment principal d'inércia és sempre menor o igual
que la suma dels altres dos:

L <Ij+ 1y, i#j#k (21)

Teorema dels eixos perpendiculars: La igualtat es compleix només si el
solid és pla. En aquest cas el moment principal en la direccié perpendicular al
pla és igual a la suma dels altres dos

I3 =1 + I, solid pla; eix 3 perpendicular al pla. (22)
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Estudi del Tensor d'inércia

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. 1V

Aquesta propietat serveix també per als elements diagonals del tensor
d’inércia en qualsevol sistema d'eixos (I33 = I11 + I29; eix 3 perpendicular al

pla).
m Classificacié del solid:
Baldufa asimétrica: 3 moments principals distints
Baldufa simétrica: 2 moments principals iguals
Baldufa esférica: 3 moments principals iguals
Per exemple, un cub és una baldufa esférica respecte al sistema lligat al solid
situat al centre de masses.

m En el sistema d'eixos principals {ip,jp, kp}, |'energia cinética de rotacié
s'escriu com segueix

1
Trot = 5(1111)/12 + IQU)I; + I3w§2)

y el moment angular de rotacié com

Erot = Ilwiip + Igw/sz + I3’wé£3p
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Estudi del Tensor d'inércia

Energia cinética i moment angular: Tensor d'inércia. V

m En qualsevol punt del solid, O, si la direccié de la velocitat angular és fixa,
podem triar W = w4 k’. L'energia cinética de rotacié és llavors

1

Trot = 5]33’(1)?

I33 = Zma(xg +ya) = Zmadlaz
a a

on d,, és la distancia de la massa m,, a I'eix de rotacié. El moment angular
de rotacié sera

—

Lot = 1o = ’wé (]1351 + Ip37 + 133/%/) .

En un sistema d’eixos principals amb k&’ = k%, I'expressié del moment angular
(amb @ = wlk") se simplifica:

T PP
Lrot = Ig’LU3 k .
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Estudi del Tensor d'inércia

Figura 4: Moments d'inércia d'us freqiient. Figura de Rafiada (p. 401).
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Equacions d'Euler

Equacions d’Euler |

m Dinamica del solid. Volem resoldre el moviment del solid en un sistema de
forces amb determinades condicions inicials. Hem de plantejar les equacions
que ens porten a conéixer el moviment de translacié
R(t)= (X (t),Y (t),Z(t)) y el de rotacién R (¢ (t),0 (t), 1) (t)). Com a
pas intermedi en el moviment de rotacié (primera integracid), ens
plantejarem |'obtenci6 de la velocitat angular (Equacions d'Euler)

—

G(t) = o)+ 0(t) + (1)

m Equacions de moviment. Donada la forca total externa F'¢*!, tenim les
segiients equacions de moviment en un sistema inercial

MRCAI _ ﬁext
d‘zo _ \rext
a — °

De la primera equaci6 vectorial (3 components) resolem el moviment del CM.
Considerem el sistema de referéncia lligat al solid amb origen O’ = fiz o

CM (Ro = 0).()
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Equacions d'Euler

Equacions d’Euler |1

()Si O’ = fix convé prendre O = O, amb el que R,/ = 0, i ja tenim resolts tres graus de

llibertat.

Usant (20):

Eozéolxﬁ+iol

amb Lo = Io/W. La segona equacié de moviment es pot escriure

afy d(Bo xP) L dlo

dt dt dt
D Hex dI_:O' \ex
= RO/ X F t —+ dt = O t
Es a dir, B
dLor = _ _ .
Tf = N§'* — Ror x Fe* = Ngit (23)

(veiem que, amb O’ = C'M, aquesta equaci6 és valida encara que el CM es
moga acceleradament, com ja es va demostrar (tema 4), en general, per a un
sistema de particules.) Aquestes sis equacions escalars, ens resolen els sis
graus de llibertat del solid. Noteu, perd, que el moment de la forca externa
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Equacions d'Euler

Equacions d’Euler Il

depén de la posicié del solid, de manera que la resolucié del moviment és, en
general, no trivial.

m Equacions d'Euler. Anem a centrar-nos en |'equacié de moviment

dLo
dt

= 89/;757 on LO/ZIO/U_f

Expressarem aquesta equacié en el sistema de referéncia lligat al solid.
Recordem que

dLo  dLo
dt 5t

Utilitzant el sistema d'eixos principals {ip, jp, kp}, tenim

+117XLO/

Lo = huwlip + Luf jp + Lwt kp
SLo
5t
Ngt = NPip + N jp + N kp

= Lutip + Luwdip + I3U'J31,DEP
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Equacions d’'Euler IV

Ometrem, a partir d'ara, els indexs P de les components. Les equacions de
moviment per Lo/ sén, llavors

Ilu';’l + (13 — Ig) w’ng =N
Igwé + (Il — I3) w’lwé = N2 (24)
I3IU§ + (Ig — Il) w'lwé = N3

Aquestes sén les equacions d'Euler per a la velocitat angular instantania en el
sistema d'eixos principals lligat al solid.

m Ja hem comentat la dependéncia del moment de forces amb |'orientacié del
solid, és a dir amb la rotacié R(¢, 0,1), aixi que la resolucié de les equacions
d’Euler no és trivial. En el cas de moment de forces nul, N = 0, la solucié
s'obté en termes d'integrals el-liptiques.
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Equacions d’Euler V

m Solucions amb N = 0 i 1 = constant: De les equacions d'Euler, amb
w; = 0, s'obtenen les segiients igualtats

(13 7]2) w;wé = 0
(Il —I3) w'lwg = 0
(I, - L)wiw), = 0

Per tant, perqué w = constant siga solucié cal que w siga paral-lel a un eix
principal del solid. En efecte, analitzem els diferents casos possibles:

m Si I, I>, I3 sén diferents entre si, llavors @ amb dos components nul-les és
solucié i, per tant, 1 sera paral-lel a I'eix de la component constant no nul-la.

m Si Iy = I> # I3 llavors wi = 0 0o wi = wy = 0. En el primer cas (w5 = 0)
qualsevol eix en el pla 12 és principal. Per tant, qualsevol  constant en
aquest pla és solucié. En el segon cas, w} constant és solucié.

m Si [; = I, = I3 qualsevol eix és principal i qualsevol valor de  constant és
solucié.
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Solucions estables del solid lliure

Solucions estables del solid Iliure |

m Considerem un solid asimétric I; < I < I3. Hem analitzat que en abséncia
de forces (o moments de forces) hi ha solucions del moviment amb velocitat
angular @ = constant al voltant dels eixos principals. Demostrarem que les
solucions al voltant de ip, kp sén estables, mentre que la solucié al voltant
de jp és inestable (teorema de la raqueta de tenis)

m Considerem una pertorbaci6 de la velocitat angular @ = w}ip (gir al voltant
de ip):
— /A~ A 7
W= wyip +e2jp + eskp
Les equacions d'Euler en abséncia de moments sén

Ilwll + (13 — I2)€2€3 =0
Ireq + (Il — I3) w’153 =0
I3e3 + ([2 — Il)w’leg =0

De la primera equacié obtenim la solucié aproximada w} ~ const + O (£%).
Derivant les altres dues equacions tenim

Iés + (Il — 13) wllég =0
1363 + (Ig - Il)’wllég =0
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Solucions estables del solid Iliure |l

Substituint en aquestes altimes els valors €3 3 aillats de les equacions sense
derivar, obtenim les equacions de la pertorbacié

£y +a%e,=0 k=23

on

o -NL)I2—11)
= 0.
a LT wy >

A causa del signe > 0 les solucions de la pertorbacié sén de tipus oscil-lador
(al voltant de la soluci6 estable). Concretament, s'obté:

A
V(L — 1)
I )
@~ Lyw; 20

eq(t) = cos(at + ¢) (25)

Eg(t) =

A .
= m sin(at + ¢) (26)

Per tant, la velocitat angular @ fa una precessi6 el-liptica al voltant de I'eix
estable 7p.
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Solucions estables del solid lliure

Solucions estables del solid Iliure 11

m Per a una pertorbacié del solid girant al voltant de kp :
W= e1ip + e2jp + whkp

obtenim la solucié aproximada w4 ~ const + O (62). Les equacions de la
pertorbaci6 sén (intercanvieu indexs 1 i 3 del cas anterior)

£+ 0% =0, k=1,2

on

I —1I3) (I, — I
pr = 0 ‘2;22 3)w§3>0.

Una altra vegada, a causa de el signe > 0, les solucions de la pertorbacié sén
tipus oscil-lador (solucié estable). La velocitat angular @ fa, de nou, una

precessio el-liptica al voltant de |'eix estable kp.

Burjassot, 2023-2024 44 / 65

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |



Solucions estables del solid lliure

Solucions estables del solid lliure IV

m Per a una pertorbacié del solid girant al voltant de jp :
W= e1ip +whjp + eskp

obtenim la solucié aproximada w), ~ const + O (£2). Les equacions de la
pertorbacié sén (intercanvieu indexs 1 i 2 del primer cas)

£+ e =0 k=1,3

on
2o i—I) (L~ Iz)wf <0
I3
Ara, a causa del signe < 0, les solucions de la pertorbacié no sén de tipus
oscil-lador siné de tipus exponencial (g5 (t) = A e + B e~ "), de manera que
transcorregut un temps t ~ 1/¢, la pertorbacié es fa gran i la solucié
wl ~ const és, per tant, inestable. Quan aixd passe ja no hi haura precessié.
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Moviment general del solid lliure

Moviment general del solid lliure |

m Anem a descriure qualitativament el moviment general del solid lliure (sense
resoldre explicitament les equacions d'Euler) mitjancant I'anomenada
imatge de Poinsot, en qué s'utilitza un nou concepte lligat al moviment del
solid que és I'el-lipsoide d’inércia.

m En el moviment del solid lliure, T i L s6n constants de moviment. Com que
no hi ha forces externes, podem triar O = O’ = C'M fix. En el sistema
d’eixos principals lligats al solid podem escriure

L = (L), Iywh, Isw}) (27)
T p—

1
5 (hw? + Lwy + I;wf) (28)
L3 L3 | I3

=12, 29
oI, ' 2L, ' 21, (29)

L'equaci6 (28), respecte a les components de la velocitat angular, és un
el-lipsoide de semieixos /27'/I} (el-lipsoide d'inércia). Els punts de la seua
superficie constitueixen el lloc geométric dels possibles valors de . Aco és
una primera restriccié sobre els possibles valors de .
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Moviment general del solid lliure

Moviment general del solid lliure |1

Noteu que
L, (30)

per tant, la projeccié de W sobre L = const. és constant. Aquesta és una
segona restriccié sobre els possibles valors de .

m Corba polhodia. La solucié de les
7 =2 equacions d'Euler per 0, amb
determinades condicions inicials,
sera una corba concreta sobre la
superficie de I'el-lipsoide d'inércia:
La polhodia.

Ellipsoide
d'inércia

Pla
Invariant

polbda m Curva herpolhédia. Observem que
el moment angular es pot escriure
com el gradient de |'energia
cinética respecte a les components
de la velocitat angular

Figura 5: El-lipsoide de Poinsot. L= ﬁwT(wz) .
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Moviment general del solid lliure

Moviment general del solid lliure |1

D’una banda, L és perpendicular en cada instant a la superficie de
I'el-lipsoide d'inércia en el punt corresponent de la polhodia. D'altra banda

L = const. defineix un pla tangent a I'el-lipsoide, que roman fix amb el
temps. Per tant, |'el-lipsoide d'inércia es mou amb el temps de manera que la
polhddia va contactant el pla tangent. La corba que es va “gravant” en el pla
tangent es diu herpolhddia. El moviment de I'el-lipsoide d'inércia en aquest
procés de “gravat” és precisament el moviment del solid.

Visualitzacié de la construccié de Poinsot: https://demonstrations.
wolfram.com/FreePrecession0fARotatingRigidBody/
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Baldufa simétrica lliure

Baldufa simétrica lliure |
m Equacions de moviment: Tenim un solid simétric amb I = Iy = I, # I3, en
abséncia de moments externs, N = 0. Les equacions d'Euler sén

m Solucié del movimient. De I'altima equacié obtenim la solucié w4 (t) = const.
De les dues primeres equacions, definint = w} + iw}, obtenim I'equacié

0 —iQn =0
amb I
0= 31_ wi (31)
La solucié és }
0 (t) = Ce'™

amb C = Ae™ complex, el que correspon a les solucions oscil-latories

wh (1) Acos (Qt +0) P .
wh(t) = Asin(Qt+0) = W° =ws + A” = const. (32)
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Baldufa simétrica lliure

Baldufa simétrica lliure Il

Per tant, la velocitat angular w realitza un moviment de precessié al voltant
de I'eix mobil kp amb modul constant (con polhodi).

Zy

Con
espacial
(fix) : - zp

yp Con

polhodi
o del solid

(mobil)
i

X I]>13

Figura 6: El moment angular L el prenem al llarg de I'eix z; fix. La velocitat
angular descriu el con del solid a mesura que precesa al voltant de |'eix zp i i traca
el con espacial quan precesa al voltant de I'eix zr del sistema fixat en I'espai. Cal
no confundir aquesta precessié amb el moviment de precessié al voltant de I'eix zr
que es defineix amb els angles d'Euler! Podem imaginar el con del cos girant al
voltant del con espacial.
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Baldufa simétrica lliure

Baldufa simétrica lliure Il

m Per comprendre el moviment del solid, o el dels eixos lligats a ell, recordem
que per al moviment lliure L = const. A més, podem escriure

-

N r 77
L = I(wyip +wsyjp) + Lywskp = { Liz + Iywskp

A 33
16+ (- Dutkp, O

on hem introduit la notacié W = 11)12 +w3kp, amb Wi = wiip + whjp, i
L1s = Iit1s. De (33) deduim que, L, i kp estan en un mateix pla, que

gira al voltant de L, mantenint fixes les seues posicions relatives en el pla. El
con fix que descriu w al voltant de L es diu con espacial.

m El moviment del solid s'obté “rodant” sense lliscar el con polhodi sobre el con
espacial. L'angle del con polhodi esta donat per (Fig. 6 dreta)

tan ape = |Wia|/wh = Ajwy .

L’angle de I'eix de la baldufa respecte de I'eix fix L = cte esta donat per

L A
[Lia| _ — = const. (34)

tand = -
an Ly Iyw,

L'angle del con espacial és a.sp = |0 — avpor]-
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Baldufa simétrica lliure IV

(a) Z (b) !

Zp

Con Con
espacial espacial
(fix) (fix)
. Con
polhodi polhodi
Solid prolat: 1 > I3 Solid oblat: I < I3
Q, w3 tenen signes oposats Q, w3 tenen el mateix signe

Figura 7: (a) Solid prolat: el con polhodi gira (precesa) al voltant de la superficie
exterior del con espacial (0 > a,o1). (b) Solid oblat: el con polhodi gira per dins de
la superficie del con espacial (6 < aypo). Adaptacié de Fig.11-14 de Thorton &
Marrion.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 54 /65



Baldufa simétrica lliure

Baldufa simétrica lliure V

m Partint de (33), podem escriure la segiient descomposici6 de @

I3—1 -
—7(31 )wék‘p

~|

w =
Emprant la relacié (31) i introduint el vector unitari en la direccié de

L = Ly, arribem a

L R L L A
W= Ziip, —Qkp  equivalentment 1 = % + (IB - Q) kp  (35)

Veiem, per tant, que el moviment de la baldufa consta d'una rotacié al
voltant de L (precessi6 de tots els eixos mobils) amb freqiiéncia L/I i una
rotaci6 al voltant de I'eix principal zp de la baldufa amb freqiiéncia

Q= (I - I;)wi/I. (36)

Q>0(Q<0)si I <I3(I>1I3),ésadirsiel solid és oblat (prolat).
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Baldufa simétrica lliure

Baldufa simétrica lliure VI

m Moviment de la baldufa lliure en funcié dels angles d’Euler (amb i = k).
Noteu que I'angle 8 = Z;zp és directament el segon dels angles d'Euler.
Usant (34), tan# = const. = 6 = 0. Emprant les relacions (14)—(16) amb
0 =0, i definint w := |wi2](= A = const.), obtenim

/ T. . g 0 .
wy = (bsmﬁsmw Recordeu que hem deixat d'escriure

I e
Wy = (b sin § cos 1/) tats mesurades en el sistema d'eixos

(37)

(38)
wé = (Z-Scosg + Q/} (39) principals lligat al solid; en particu-
wig = /w2 + w2 = $sing.  (40)

De la figura 6 s'obté que sin = Ly /L (i cosf = Ls/L), sent Lig := |Lys|.
Com que wia = L12/I, de (40) obtenim

I'index P per referir-nos a les quanti-

lar, utilitzem w; en comptes de wfj

per anomenar les components de 0.

L1z Lo . L

- 7(;57 = =7 = const. |, (41)
y () Ly 569 Ly Ly @y Lls T

wy = = L+z/1:>1 Q= L+w:> =—-0| (42)

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |

Burjassot, 2023-2024 56 / 65



Baldufa simétrica lliure

Baldufa simétrica lliure VII

En definitiva, arribem a: g =0, = -Q, i¢ = % , (43)

Nota: Si no hi ha precessi6 al voltant de kp, tenim que A=0i/of@=0en
la solucié del moviment o, equivalentment, w] = w), = 0. Per tant,

L= Igwé];p (Lsy=L)iw= wéEp. Es a dir, en termes d'angles d'Euler, la
rotacié de la baldufa al voltant del seu eix de simetria es correspén amb la
suma de I'espin i la precessi6, 1) + ¢ = wh.

m La Terra, es pot aproximar com un solid simétric oblat (I3 > I), en el que
I/(I3 —I)~300. Com que el periode de rotacié terrestre és 27 /wl ~ 1dia,
el periode de rotacié de la velocitat angular terrestre al voltant de I'eix de
rotacié (precessid) sera (7 = wi (I3 — I)/I; Eq. (31)),

27 I 2x

= — ~ 300dies.

T_QiT_Igflng

Aquesta rotacié de @’ s'anomena precessié de Chandler (exp.: 433 dies, la
discrepancia es deu a ser la Terra un solid eldstic, no exactament rigid).
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Baldufa simétrica pesada |

s ¢ (precesio)

zZ
9/_JI
'
1
i yp

Y
X 0 (nutacig) &1

linia de nodes

Figura 8: Esquema d'una baldufa simétrica
pesada. Adaptacié de Thornton & Marion
Fig. 11-15.

m Considerem una baldufa en rotacié

sota I'accié del camp gravitatori,
mantenint un punt fix O = O’ (el
vértex de la baldufa). La for¢a total
externa sobre la baldufa, amb I'eix
cap amunt (Fig. 8), sera

Fevt — Zmagfc = —Mgl% .

[e3

L'energia potencial de la baldufa és
V= meaza = Mgl cosf
[e%

on

M: massa total,
[: distancia des de O aIAC]\A/[
0: angle entre els eixos k i kp.
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Baldufa simétrica pesada. Moment angular. |

m La baldufa simétrica, per definicié, verifica que Iy = I = I. A més, com la
forca de la gravetat és uniforme en la direccié k, el moment total de les
forces externes és

MRcy = Mlkp

ﬁemt: _ aFa Xg]%:—Mgl (];PX];)

[0

Per tant, N°* té la direccié de la linia de nodes ja que és perpendicular a ki
]Afp. Conseqiientment, la component N°* en el sistema inercial és nul-la, de
manera que L, és una constant del moviment. A partir de

Lo = (Iw), Iwh, Iswh) en el sistema lligat al solid, podem obtenir L¢ del
sistema inercial utilitzant la matriu transposta d’angles d'Euler (13), e.d.

Lo =RT(¢,0,¢)Lo/, d’on la component L. resulta:

L, = Iw}sin@sin1) + Twh sin @ cos ) + 3w} cos

= I'sin O(w} sin ) + wh cos ) + [zw} cos 6.
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Baldufa simétrica pesada. Moment angular. Il

Ara substituim les expressions de w) i wh per (14) i (15), respectivament.
S'obté .
L. = I$sin? 0 + Izwh cosf = const.

Definint les constants de moviment a i b com

/
a= L}U?’, b= % (44)
Obtenim . b acosd
e +9)
m L3 és la segona constant del moviment,
Ly = I3w} = const. (46)

L3 es conserva perqué I; = I = I, en eixe cas, la darrera equacié d’Euler
(24) esdevé I3t = N§*t. En general, N¥** = () no garanteix la conservacié
de L3 ja que el sistema lligat no és inercial. Perd en aquest cas, estem
prenent que O = O’ i, per tant, Ro = 0, fent que de I'equacié (23),

_'5“ = N&¥ . Aixi que, en aquest cas, Newt = () — N§*t = 0.

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 61 /65



Baldufa simétrica pesada

Baldufa simétrica pesada. Energia total. |

m La tercera constant de moviment és |'energia total del sistema
E=T+V

L’energia cinética de rotacié amb O’ = O fix és

7= L rug) + B

é ((q'bsimesimw—1—9'cost/})2 + (ci)sin@cosz/) — 951111/1)2) + % (1/1 + éﬁcos@)2

Tl s Is [+ - 2
=3 (0 + ¢” sin 0) + 2 (¢+¢cos9)

En aquesta expressié, podem eliminar la variable ¢ utilitzant la relacié

obtinguda de la conservacié de L, (45). Finalment, cal una altra llei de

conservacié per eliminar ¢). Aquesta relacié s'obté de la tercera equacié
d’Euler (recordem que L = const.; Eq. (46))

Ly = Lwy =1I3 (15 + ¢ cos 9) = const. (47)
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Baldufa simétrica pesada. Energia total. Il

Amb tot aix9, la conservacié de I'energia es pot escriure finalment com

I3 I., I(b—acosh)?
E—Zwl2=-0>+=-"—""" 4 Mglcosf. 48
5 W3 5 + 5 7 g + Mgl cos (48)

Per analitzar les solucions, definim una nova variable

—1<wu=-cosf <+1

= —0siné, (49)
i unes noves constants
E:E—%—g
a=2FE"/I
B=2Mgl/I

L'equacié de moviment esdevé en

w? = (1 —u?)(a—pBu) — (b—au)* = f(u) >0 (50)
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Baldufa simétrica pesada. Energia total. IlI

Aquesta equacié diferencial resol el moviment de nutacié 6(t), perd en termes
d'integrals el-liptiques, que sén dificils d’interpretar. En la baldufa simétrica
pesada hi ha un moment de forces originades per la gravetat i la forca de
reaccié en el vértex, aixi que el moment angular L no és constant (encara que
L, = const.) i, per tant, esperem que 6 canvie en el temps.

Tanmateix, podem intentar analitzar les solucions partint de la relacié (50).
Tenim que f(u) és una funcié cabica que satisfa les condicions segiients

0 I flu — Fo0) ~ pu® =0

| !

“ “W flu—==%1)=—-(bFa)?<0
'%*Smb"‘ & 3f(u) > 0 per a

Aa vefuceso

oS
2

u € [u1,u2] C [—1,+1] (condicié fisica
de existéncia de solucions).

Amb aquestes condicions, el moviment
estara fitat en 0; < 0 < 05. Analitzant

b — acosf podem saber si hi ha canvi de
signe en la precessié ¢ per a algun valor
de 6.
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Baldufa simétrica pesada. Energia total. IV

m Finalment, a partir de 6(t) podem integrar ¢(t) utilitzant (45), amb el que
s'obtindria la precessié ¢(t). Per obtenir ¢, utilitzem que, de (44), s'obté
L3 = Iswh = Ia, i ara gastem (46) per escriure

Ly =13 (d+q§cos€):[a:>¢:%—q§cos€. (51)

Integrant (51) s'obté el moviment de spin v (t).

m Si prescindim de la gravetat i considerem O = C'M, substituint la solucié del
moviment lliure (43), 0 =0, ©» = —Q, ¢ = L/I, en (51) ens porta a
cos = Iswh /L. Aquest valor de cos 6 satisfa I'equacié diferencial de 6
(comproveu).
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Definicions |

m Sistema de referéncia ortogonal a dretes: OXY Z

m Coordenades cartesianes {xz,y, 2z} d’'un punt P(z,y, z) son les projeccions als
eixos coordenats OX, OY, OZ respectivament.

m Base de vectors

Sén vectors d'origen O i de longitud unitat al llarg dels eixos coordenats.
m Vector lliure

T = vpi + v, + vk = (i, 0y, 02) (2)
3

= Zvié,; =v;é; (indexs repetits) (3)
i=1

Es pot transportar paral-lelament a |'origen de manera que v, vy, v, s6n les
projeccions sobre els eixos de coordenades.
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Definicions

Definicions |l

m Modul d'un vector
v=|U] =y /vZ + v + 02 (4)

m Cosinus directors. Sén els cosinus dels

e angles que forma ¢ amb els eixos (Fig. 1)
' py")

Vg v v,
cosa = —, cos =2, cosy=—, (5)

— v v v
¥ = (vcosa,vcos 3,vcosy) (6)

(a) (b)
FIGURE 14 (a) A line segment is defined by angles (a, B, ¥) from the coordinate axes. )
(b) Another line segment is added that is defined by angles (a’, 8", ¥"). ES té |a prop|etat

Figura 1: De Thorton & Marrion (2004) C082 o+ C082 B + COS2 v = 1 (7)
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Definicions Il

m Operacions |d = (aw,ay,az),gz (bm,by,bz)}

@+ b= (ag + by, ay +by,a. +b.) (8)
Ad = (Aag, Aay, Aa.) (9)
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Producte escalar i vectorial

Producte escalar i vectorial |

m Es defineix el producte escalar entre dos vectors @ i b com
3
i-b=asby +ayby +a:b, = a;b; = a;b; (10)
i=1

El producte escalar és commutatiu i distributiu

ST
—
—_
—_
~

i-b=b-
@-(\bo+pud) = Ma@-b) + u(@- o) (12)
m D’altra banda, el teorema del cosinus (demostrar geométricament!) ens diu
N2
(d— b) = a2+ b — 2abcosf (13)
Tenint en compte el desenvolupament

(5—5)2:(124—1)2—2&’-5 (14)
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Producte escalar i vectorial

Producte escalar i vectorial Il

obtenim la segiient definicié alternativa del producte escalar
@-b=abcosh (15)

sent O I'angle que formen @ i b. Com a conseqiiéncia s'obté que si el producte
escalar de dos vectors és nul llavors aquests sén perpendiculars entre si
(obviament, cal que cap dels dos vectors siga nul).

Per als vectors base es compleix

é; - &5 =6y (16)

sent §;; I'anomenada delta de Kronecker.
Per a un vector @ els cosinus directors seran

cosq; = é;-d/a (17)
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Producte escalar i vectorial

Producte escalar i vectorial 1l

m Relacié trigonomeétrica de I'angle 8 amb els cosinus directors de @ i b. De la
definicié de producte escalar, obtenim la segiient relacié per a I'angle entre
dos vectors

cos ) = cos avy cos 31 + cos aip cos B + cos aiz cos B3 (18)

m Es defineix el producte vectorial entre dos vectors @ i b com

gk
ixb=|a, a, a, (19)
by b, b
Utilitzant el tensor totalment antisimétrica de Levi-Civita €5
(€123 = €231 = €312 = 1, €213 = €321 = €132 = —1) podem escriure
(d@ x l;)z = €;jka;bi (suma per a j, k) (20)

El producte vectorial és anticommutatiu. Per als vectors base tenim

éi X éj = Eijkék (21)
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Producte escalar i vectorial

Producte escalar i vectorial IV

En efecte, de la seua definicié

(éi)p = 6ip7 (éj)q = 5jq (22)
llavors
(él X é])m = 67npq5ip6jq = €mij = €kij5k'm (23)
= €ijk (€k),, = (€ijklr),, (24)
és a dir,
é; X éj = ey, (i # j # kciclics) (26)
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Identitats vectorials

Identitats vectorials |

m Producte mixt

(@xb)-c=(bxe)-da=(@xd) b (27)
ag Gy a

=| by by, b, (28)
€z Cy Cs

= €;jka:b;c (29)

m Producte vectorial triple
(@xb)yxé=(a-Ab—(b-3)a (30)
ax(bxd) = (@b b)

m Producte escalar quadruple

(@x)-(@xd) =@ Q- (32)

S

=
I

—

QL
=
—

S
)’
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Identitats vectorials

Identitats vectorials |l

m Exercici: Per demostrar les identitats, tant del producte vectorial triple com
la del producte escalar quadruple, cal fer s de la segiient propietat el tensor
de Levi-Civita

€ijk€imn = 5jm§k’n - 5jn5km (33)

Aquesta darrera identitat és clara, ja que, per a cada valor del subindex i, els
subindexs j, k aixi com els m,n han de ser diferents a i i diferents entre si
perqué el terme corresponent en el sumatori de 7 no s'anul-le.
m Propietats del producte vectorial. Siga ¢ = d x b. Llavors
C és perpendicular @i b

QL
=T
Il
QL
Sl
Il
[es)

(34)

El modul de ¢ és el producte dels moduls de @ i b pel sinus de I'angle entre ells

-

= (@xb)?=a*—(a-b)’=a’b*sin’0 (35)
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Identitats vectorials

Identitats vectorials Il

El sentit de & és a dretes des de @ cap a b pel cami mes curt (sin@ > 0). Per
comprovar aixd @ltim, podem considerar el cas particular en qué @ esta alineat
amb I'eix OX (per tant, @ = ai) i b contingut en el pla (z,7), és a dir,
b=byi+ byj. Aquesta situacié sempre és possible amb simplement rotar
adequadament el sistema de referéncia. En eixe cas:

@ xb=aix (bst+byj) = abyk. (36)

Com que a > 0, la component de k té el signe de b, (orientacié a dretes). De
forma més general, podem provar que la projeccié de b sobre ¢ x @ és positiva.

En efecte
(@xa)-b=[@xb)xa- b (37)
=[@ ab—(b-a)a b (38)
=a’b* — b’ cos® 6 > 0 (39)
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Matrius de rotacions

Matrius de rotacions |

m Matriu de Rotacié: Siguen dos sistemes de referéncia ortogonals OXY 7 i

OX'Y'Z’" amb la mateixa orientacié, diguem a dretes, i vectors base {¢;} i
{él}, és a dir

& -6 =6l 6] =0 (40)
€ x & =éy, (i,74,k ciclics) (41)
el x el =éf. (i,j,k ciclics) (42)

Es defineix la matriu de rotacié R a I'aplicacié que transforma una base
ortonormal en una altra, ¢/ = Ré;, conservant |'orientacié. Explicitament,

siga
Ry1 Ri2 Ris
R=| Ra R Ros (43)
R31 Rz Rss

llavors, en funcié dels elements de matriu R;;, definim

éi = R;j;é;, suma per a j (44)
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Matrius de rotacions

Matrius de rotacions Il

tindrem
(e)k = Rij(é;)k, suma per a j (45)
= Rij0ji = Rig. (46)
Per tant,
é] = (Ri1, Ri2, Ri3) (47)
(48)

i usant I'expressié (17)%, tenim
cos oy = éj . éi/ = (éj)kka(éz)m = (Sk]kaém? = Rji (49)
m Les components de ¢/ en OXY Z s6n les files de R.

m Els elements de matriu R;; sén els cosinus directors de ¢, respecte del sistema
OXY Z.
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Matrius de rotacions

Matrius de rotacions IlI
m Matriu de transformacié entre bases: Amb abus de llenguatge matricial,
observant la relacié anterior é/ = R;;é;, podem establir la segiient igualtat

entre vectors base

ér Ri1 Ri2 R é1
és | = | Rai R Ros €2 (50)
éq R31 R3» Ras €3

m Propietats de les matrius de rotacié: D'una banda, de la ortonormalitat de

{é/}, obtenim
é/-é/ = RyRj, = 6;; — RTR=RR" =1 (51)

D’altra banda, com es conserva |'orientacid, del producte mixt obtenim

(Eq.29)
(52)

Es a dir, una matriu de rotacié és aquella en que la inversa és la seva

trasposta amb determinant unitat.
Burjassot, 2023-2024 19 /45
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Matrius de rotacions

Matrius de rotacions IV

m Rotacié activa. Siga d’ el resultat de “girar” d@ fent una rotacié R (rotacié
activa), @’ = Rd, i siguen a} i a;, les seues respectives components a la base
{€;} abans i deprés de fer la rotaci6, respectivament. D'una banda

(_7:/ = aééh (53)
d'altra banda
Comparant
CL,/L- = CLjRji = R?;Cl] (55)
Explicitament
, T
a} Ri1 Rz Ris a
a/2 = R21 R22 R23 a2 . (56)
al R31 Rsa  Rgs as
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Matrius de rotacions

Matrius de rotacions V

Les components de a; es transformen amb la matriu transposta, considerant
com hem definit la rotacié. Les components de @ a la base girada (amb la
mateixa rotacié R) {é/} seran les mateixes que les de @ a la base inicial. En
efecte,

C_i/ = (R;I;aj)él = ajRjZ-éi = ajéj’ (57)

m Rotaci6 passiva. Es defineixen les components a?*® d'un vector @ = a;é;,
com les seues components en la base girada (rotacié passiva). Invertint la
i6 6! = R:é: imé: = RLe! iui &
relacié ¢/ = R;;é; tenim ¢é; = R; ¢/ (la matriu inversa és la transposta). Per
tant,

a= aiéi = aiR?éj’ (58)
d'on

ab® = GLRT = Rjiai (59)
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Matrius de rotacions

Matrius de rotacions VI

En notacié matricial tindrem

pas

ay Ry Rio Ris ax

pas | _

Ay = R21 R22 R23 a9 . (60)
pas

as R31  Rsz2 Ras as

En aquest cas, doncs, les components passives s'obtenen amb la mateixa
matriu de transformacié que la dels vectors base (Eg. (50)).

INoteu que |é/| = 1 per ser la base ortonormal.
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Propietats sota rotacions

Propietats sota rotacions |

m Conservacié del producte escalar
@b =ab, =R RT ambn = RY  Rintmbn = 6pnamb, =a-b  (61)
Alternativament, podriem haver fet la demostracié en matrius:
- =GR Rb)=aTb=a-b. (62)
En particular, es conserva el modul d'un vector

(@) =d-d=a* (63)

m Conservacié de |'angle. Donats dos vectors @ i b la quantitat escalar

S

a -

cosf = (64)

3
S

és invariant sota rotacions. Es a dir les rotacions conserven |'angle entre dos
vectors.
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Propietats sota rotacions

Propietats sota rotacions Il

m Transformacié del producte vectorial: El producte vectorial es transforma
com un vector sota rotacions. Es a dir, si ¢ = d x b, aleshores
RcZ = Ra x Rb. Demostracié:

R x Rb = R (a;6;) x R (b;é;) (65)
= (a;ef) x (bjéf) (66)
= eijabjény = (a x D)k Réy, (67)
~R ((a X E)kék) —R(@xb) cvd. (68)
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Reflexié espacial: pseudoescalars i pseudovectors

Reflexié espacial: pseudoescalars i pseudovectors |

m Es defineix la reflexié espacial P a I'operacié que canvia el sentit dels eixos
del sistema de referéncia OXY Z — OXpYpZp. Es a dir, donada la base

{ip,Jp, kr} ={&f;i=1,2,3) (69)
en el sistema reflectit, s'ha de complir
{ip,jp, kp} = {~i,—j,—k} (70)

L'operacié P canvia a més |'orientacié del sistema de referéncia.

m La matriu canvi de base és doncs

P=[0 -1 o0]. (71)
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Reflexié espacial: pseudoescalars i pseudovectors

Reflexié espacial: pseudoescalars i pseudovectors Il

m Anomenem vector d, propiament dit, al que canvia de signe les seues
components segons P

a’ = (Pa) = —a. (72)

m Anomenem pseudovector si el vector no canvia les seues components. Per

-

exemple, el producte vectorial de dos vectors @ i b és un pseudovector

axb=al xb’. (73)

m Anomenem escalar al qual no canvia el seu valor sota rotacions i tampoc
sota reflexié espacial. Anomenarem pseudoescalar si no canvia el seu valor
sota rotacions pero canvia de signe sota reflexié espacial.

m S6n vectors, la posicié 7, velocitat U, acceleracié a, forca F,...
m So6n pseudovectors els productes vectorials de dos vectors, productes vectorials

de dos pseudovectors,...
m S6n escalars els productes escalars de vectors o pseudovectors.
m So6n pseudoescalars els productes escalars d'un vector per un pseudovector,...

Burjassot, 2023-2024 28 /45

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica |



Rotacié eix-angle (rotacié cénica)

Continguts

Rotaci6 eix-angle (rotacié conica)
m Descripcié
Relacié vectorial de la rotacié conica
Matriu antisimétrica associada al producte vectorial
Parametritzacié matricial de la rotacié
Forma exponencial de la rotacié

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 29 /45



Rotacié eix-angle (rotacié cénica) =~ Descripcié

Continguts

Rotaci6 eix-angle (rotacié conica)
m Descripcié

Miguel Angel Aloy Toras (UV-DAA) Mecanica | Burjassot, 2023-2024 30/45



Rotacié eix-angle (rotacié cénica) =~ Descripcié

Descripcié |

Figura 2: Esquerra: Esquema d’una rotacié conica d'angle ¢. Dreta: Base ortonormal
{7/r, 4 x ¥/r} sobre la base del con.
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Rotacié eix-angle (rotacié cénica) =~ Descripcié

Descripcié Il

Siga un con amb vertex O, alcada h = |h|, radi de la base r = || i eix definit pel
vector unitari & = (uq1,us,us), amb origen O i sentit cap a la base del con. Siga
el vector @ una aresta del con amb origen O i afix a la base del con, tal que

a=h+7
on h és el vector amb origen O i afix al centre de la base del con i 7 és el radi
vector que va del centre de la base fins a.
Una rotacié Ry 4 d'angle ¢ al voltant de @ transforma @ en @ tal que

a=h+7'

sent 7/ el radi que forma un angle ¢ amb 7.
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Rotacié eix-angle (rotacié conica) = Relacié vectorial de la rotacié conica

Relacié vectorial de la rotacié conica |

Considerem la base de vectors ortonormals 7/r i @ x 7/, tots dos a la base del
con. Expressem 7’ en funcié d’aquesta base

—

U X T

—/

7' = (r'cos ) ; + (r'sin ¢)

i comr =r’', s'obté

7 = Fcosd+ U x Fsin g

El vector h el podem escriure en funcié de @ i @ com

amb el que
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Rotacié eix-angle (rotacié conica) = Relacié vectorial de la rotacié conica

Relacié vectorial de la rotacié conica Il

i, per tant

>

|
S o~
>
S
N~—
>
—~ + +
=
|

Finalment, com 4 x @ = 0, obtenim

a'=dcos¢d+ (4-a)u (1l —cosep)+ 4 x dsing (74)
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Matriu antisimétrica associada al producte vectorial |

m Escrivim explicitament el segiient producte vectorial @ x @

axa = (ugaz—ugas)i
(uzar —uras) j

J
(U1a2 — ugal) E

Aquest resultat es pot expressar matricialment com segueix

(’ll X 5)1 0 —Uus U ay
(’ljt X 6)2 = us 0 —U1 a9
(ﬂ X 6)3 —U2 Ul 0 as

Definim la segiient matriu antisimétrica associada al vector unitari @

0 —us u9
Aﬁ = us 0 —U1
—Ug Uy 0
de manera que
Aza=uxa (75)
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Matriu antisimétrica associada al producte vectorial |l

Calculem A2a

I
>
X

d'on
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Rotacié eix-angle (rotacié conica) = Parametritzacié matricial de la rotacié

Parametritzacié matricial de la rotacié |

m Volem obtenir una matriu Ry, 4 tal que

a'=Rapd
Considerant la parametritzacié vectorial de la rotacié (egs. (74)) i les

expressions anteriors del producte vectorial (eq. (75)) i escalar (eq.(76)),
obtenim la forma matricial matricial

Formula de Rotacié de Rodrigues

Riy,=I+A;sind+ A2 (1—cos¢)
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Rotacié eix-angle (rotacié conica) = Parametritzacié matricial de la rotacié

Parametritzacié matricial de la rotacié Il

on
-1+ u% U U2 ULUZ
A% = Ul -1+ u% UgUs
2
Uusuy U3 U2 -1+ us

de manera que les components de @, per a una rotacié activa sén,

aq aq
aj | =RY as
aj as

m Determinacié d’angle girat per una rotacié. Coneixent I'eix de rotacié, és
directe obtenir I'angle a partir de |'expressié matricial

TrRy¢ =14 2cos¢
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Rotacié eix-angle (rotacié conica) = Parametritzacié matricial de la rotacié

Parametritzacié matricial de la rotacié Ill

m L'eix de rotacié |'obtindrem partint de que la direccié determinada per 4 es
deixa invariant sota la rotaci6:

Ry i =1 = (Ray— D=0

Cal que det(Ry,4 — I) = 0 per a que el sistema siga compatible indeterminat
amb solucié no trivial.
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Rotacié eix-angle (rotacié conica) Forma exponencial de la rotacié

Forma exponencial de la rotacié |

m Calculem les poténcies successives de A

3= 2=
Aza = Ay (Aﬁa)
= —uxd= —Aﬁa
4- 2>
Aﬁa = 7A.,{La,
Acd A,

m Utilitzem ara, els desenvolupaments de Taylor de sin ¢ i cos ¢ en I'expressié
de la rotacié

3 5
R.,, = I+A, (¢+...>

3 5!
2 4
+A3<(§!ﬁ!+ >
A0 (Ag0)?
= I+Aﬁ¢+( 2'¢) ( 3?5) + ..

Aquest desenvolupament ens porta a la segiient expressi6
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Forma exponencial de la rotacié Il

Formula exponencial de la Rotacié

Rip = exp (Aug)

m Noteu que amb la formula exponencial, és facil demostrar que:

Ragre = RagRag
Demostracio :
Ri gt = exp (Aq(p+ ¢')) = exp (Agg) exp (Au¢') = Ry gRa,e
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7 (T + dT) = cos(dyp)

g \dt 97-.7'—|—\7‘||al7'\(:os(7r—9):1_7
do 7 = d 102
}“ 1—|—|d?|cos(z—|——gp):1_i
T 2 2 2
‘d7_| COS (—) cos | — | — sin (—) sin -

2 2 2 9 2

L do dp?
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