Tema 1 - Introduccio a la gestid de la cadena de
subministrament

En aquest primer tema veurem alguns conceptes basics associats a la cadena de
subministrament, la idea d’optimitzacio de la cadena de subministrament i els tipus de decisions
qgue podem prendre per a gestionar-la. Estudiarem alguns problemes basics que apareixen en
I’'optimitzacid de la cadena i que, en alguns casos, seran necessaris també per a resoldre
problemes més complexos en temes posteriors.

Conceptes basics
Cadena de subministrament

Una cadena de subministrament esta formada per totes aquelles parts involucrades de manera
directa o indirecta en la satisfaccié d’una sol-licitud d’un client. La cadena de subministrament
inclou no solament el fabricant i el proveidor, sind també els transportistes, magatzemistes,
venedors al detall i fins i tot els mateixos clients. (Chopra i Meindl, 2015)

Una cadena de subministrament és una xarxa d’infraestructures i opcions de distribucié que fa
les funcions de subministrament de materials, transformacié d’aquests materials en productes
intermedis i finals, i la distribucié d’aquests productes finals als clients. (Ganeshan i Harrison,
1995)

Gestio de la cadena de subministrament

La gestid de la cadena de subministrament és la coordinacié de produccid, inventari, localitzacio
i transport entre els participants d’una cadena de subministrament per a aconseguir la millor
mescla de capacitat de resposta i eficiencia per al mercat que se serveix. (Hugos, 2018)

Tenim, doncs, quatre ambits principals en els quals podem incidir per a la gestid i optimitzaci
de la cadena de subministrament:

1. Produccié: Quins productes produir? En quina quantitat? Quan?

2. Inventari: Quines quantitats hem d’emmagatzemar de materia primera, producte
semiacabat o producte final? Quant i quan hem de reproveir-nos?

3. Localitzacid: On cal localitzar les instal-lacions (magatzems, plantes de fabricacio,
centres de distribucié...)? Cal construir instal-lacions noves o millorar les existents?

4. Transport: Com cal moure les mercaderies d’un punt a un altre? Quins tipus de mitjans
de transport convé utilitzar? Quina ruta han de seguir els vehicles de transport?

Existeixen altres aspectes que poden influir en la gestid de la cadena de subministrament, com
la gesti6 de la informacié (quina informacid recopilar, com tractar-la, com compartir-la entre els
diferents actors de la cadena de subministrament), marqueting, finances..., perd no es tractaran
en aquesta assignatura.

Pot haver-hi multiples objectius a I'hora de gestionar una cadena de subministrament, pero el
més habitual és maximitzar el valor total generat per la cadena, és a dir, la diferencia entre el
que val el producte final per al client i els costos en qué s’incorre per a complir amb la peticid
d’aquest. Es coneix com a rendibilitat de la cadena de subministrament la diferéncia entre els
ingressos generats pel client final i el cost total de la cadena. Es important assenyalar que aquest
concepte de rendibilitat és global, i aquest guany estara repartit entre les diferents etapes i



intermediaris de la cadena. Gestionar la cadena de subministrament de manera global permetra
obtenir una major rendibilitat global que optimitzant cadascun dels processos que intervenen
de manera individual. No obstant aix0, no sempre sera possible aconseguir aquesta gestio
global.

Tipus de decisions en la gestié de la cadena de subministrament

Per a gestionar la cadena de subministraments haurem de prendre decisions que podem
classificar en tres ambits en funcio de la freqiiencia amb qué es prenen i l’horitzé temporal sobre
el qual tenen efecte:

Ambit estratégic

Les decisions d’ambit estratégic es prenen amb poca freqliencia, solen tenir conseqiiencies a
llarg termini (anys) i modificar-les a posteriori sol ser costds. Son decisions que comporten grans
inversions de diners. Parlem, per exemple, de la construccié de noves infraestructures o inversio
en noves linies de transport.

Ambit tactic
Aquest tipus de decisions sdn més freqiients que les d’ambit estrategic, i poden repetir-se o
modificar-se en periodes de temps no gaire llargs (mesos). S6n decisions costoses, pero no tant

com les d’ambit estrategic. Poden incloure decisions com subcontractacié de determinats
serveis, planificacié de la produccié...

Ambit operatiu

Aquest ultim ambit de decisions correspon a aquelles que es prenen de manera diaria o
setmanal. Inclouen, entre altres, les relacionades amb la distribucié dels productes, ordres de
proveiment...

En aquesta assignatura veurem com prendre decisions per a optimitzar cadascun dels elements
de la cadena de subministrament emprant per a aixo eines matematiques.

En aquest primer tema, veurem alguns problemes basics de planificacid, aixi com problemes
generals que seran d’ajuda en temes posteriors.

Problema d’emparellament perfecte de cost minim en un graf

Donat un graf G = (V, E) (vegeu repas al final del tema) on V és un conjunt de vertexs i E és un
conjunt d’arestes, i cada aresta (I, /) € E té associat un cost d’emparellament cij, el problema
de I'emparellament perfecte de cost minim en G, o minimum-cost perfect matching, consisteix
a emparellar tots els vértexs de V, de manera que el cost total de I'emparellament siga minim.

Per a formular-lo, emprarem les variables segiients:

o 1 si s’emparellen els vertexs i i j
7] Osino



La formulacio sera:

Min Z CijXij

(i.))<E
s.a Z xij=1 VieV (1)
(i.))€o(i)
Xij € {0, 1} V(i= ]) €EE (2)

on &(i) és el que anomenem la tall del vertex i, és a dir, totes les arestes incidents amb el vertex
i

Exemple

Donat el graf seglient, troba I'emparellament perfecte de cost minim.
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Figura 1: Graf per a I'emparellament perfecte

El model resolt pot trobar-se al fitxer Tema 1 — emparellament.xlsx, i la solucié pot observar-se
a la figura 2.

2

Figura 2: Solucio optima de I'emparellament

Existeixen algorismes capacos de resoldre aquest problema en temps polinomic, pero, donada
la seua complexitat, no els estudiarem aci.



Problema d’assignacié generalitzada

El problema d’assignacié generalitzada (Generalized Assignment Problem, GAP) és similar al
classic problema d’assignacié. Tenim un conjunt de tasques i maquines. Cada maquina té una
determinada capacitat i cada tasca consumeix un total d’unitats d’aquesta capacitat quan és
assignada a la maquina. A més, assignar la tasca a la maquina comporta un cost (cost
d’assignacid). L'objectiu és assignar cada tasca a una maquina sense que s’excedisca la capacitat
de les maquines i minimitzant el cost total de I'assignacid.

Tenim 7 tasques (index i) i ” maquines (index j). Donada una tasca i i una maquina j, ¢ij
representa el cost d’assignar la tascai a la maquina j, b; és la capacitat de la maquina j, i aij és
la quantitat de capacitat de la maquina j consumida per la tasca i si aquesta és assignada.

Podem formular aquest problema usant les variables

= 1 sis’assigna la tasca i a la maquina j
/7] Osino

D’aquesta manera, la formulacié sera

nom

Min ZZCUXU

i=1 j=1

n

s.a: Zagjxij hS

i=1

injzl i=1,....n 2)

=1
xij €10, 1} i=1,...,n j=1,....m (3)
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La funcié objectiu minimitza els costos totals. Les restriccions (1) garanteixen que no se
sobrepasse la capacitat de les maquines, mentre que les restriccions (2) obliguen al fet que totes
les tasques siguen assignades a una maquina.

Exemple

Suposem que tenim tres maquines per a les quals disposem de 100, 120 i 150 hores de treball,
respectivament, i 12 tasques. La taula 4 mostra el cost de fer cada tasca en cadascuna de les
magquines, mentre que la taula 5 proporciona les hores que necessita cada tasca per a ser
completada en cadascuna de les maquines. L'objectiu és assignar cada tasca a una maquina
sense sobrepassar el nombre d’hores disponible de cadascuna i minimitzant el cost total
d’assignacié. Aquest problema pot trobar-se resolt en el fitxer Tema 1 — GAP.xIsx.

Tasca Maquinal | Maquina2 | Maquina 3

1 14 14 16
2 20 21 19
3 18 19 20
4 15 15 15
5 20 18 22




6 24 22 20
7 20 22 24
8 50 55 60
9 3 5 4
10 14 10 15
11 22 22 22
12 23 34 21

Taula 1: Costos d’assignacio

Tasca Maquinal | Maquina2 | Maquina 3

1 25 30 30
2 20 23 25
3 28 28 30
4 35 35 35
5 33 36 38
6 20 20 20
7 20 21 22
8 41 44 45
9 37 45 50
10 20 25 25
11 10 11 12
12 36 36 40

Taula 2: Hores d’execucio

Problema d’empaquetament

El problema d’empaquetament (Bin Packing Problem) sorgeix quan tenim una serie d’objectes
(per exemple, palets) amb un determinat pes o volum, que hem de col-locar dins d’una série de
contenidors (o vehicles) idéntics de capacitat limitada. L'objectiu és determinar el nombre
minim de contenidors que sdn necessaris per a poder carregar tots els objectes. Es tracta d’un
problema similar al problema de la motxilla multiple, pero en aquest cas, no volem maximitzar
la utilitat dels objectes seleccionats, sind seleccionar-los tots i minimitzar el nombre de
contenidors usats.

Podria pensar-se que aquest problema es pot resoldre trivialment calculant el pes total de tots
els objectesi dividint-lo per la capacitat dels contenidors, perd no és aixi. Suposem, per exemple,
gue tenim contenidors de capacitat 10 i hi hem de col-locar tres objectes de pes 6 cadascun. El
pes total dels objectes és 18, que, dividit per la capacitat dels contenidors, 10, ens dona 1,8, per
la qual cosa sembla que seria suficient amb 2 contenidors. No obstant aixo, és obvi que no hi ha
manera de col-locar els objectes en només dos contenidors, ja que no ens caben dos objectes
en un mateix contenidor. Per tant, realment necessitarem tres contenidors.

Suposem que tenim un conjunt de n objectes, cadascun amb un pes w;,i = 1, ...,n. Per una
altra banda, tenim m contenidors, tots amb capacitat ¢, que representa el pes total que s’hi pot
carregar. Podem suposar que n’hi ha prou contenidors per a carregar tots els objectes. El
problema d’empaquetament consisteix a trobar el nombre minim de contenidors necessaris per
a carregar tots els objectes i determinar quins objectes s’han de carregar en cada contenidor
sense sobrepassar la capacitat de cap d’aquests. Per tal de resoldre aquest problema,
plantejarem un model de programacié lineal entera definint les variables seglients:



| 1sis’utilitza el contenidor j
Yi= 0sino

~_ [ 1sis’assignal’objecte i al contenidor j
Yij =\ 0sino

El model que hem de resoldre és el segiient:

Min 2y
n
s.a waxijgcyj j:],_..,m (l)
i=1
m
injzl i=1,....n 2)
J=1
xij €10, 1} i=1,...,n j=1,...,m 3)
yj €10, 1} j=1,....m @)

La funcié objectiu minimitza el nombre total de contenidors utilitzats. Les restriccions (1)
garanteixen que no se sobrepassara la capacitat dels contenidors (i que no se li assignara un
objecte a un contenidor que no s’utilitza), mentre que les restriccions (2) asseguren que tots els
objectes seran assignats a un contenidor. Aquest model podria ser facilment adaptat en cas que
tinguérem contenidors de diverses capacitats diferents.

Es tracta d’un problema que apareix en la cadena de subministrament quan hem de carregar
vehicles amb mercaderia per a distribuir-la als clients o a altres plantes o magatzems. Més
endavant, en el tema 4 sobre problemes de rutes de vehicles, tornara a apareixer aquest
problema com a component de problemes més complexos. Existeixen versions més sofisticades
del problema, considerant, per exemple, dues o tres dimensions dels objectes (ample, llarg, alt),
perd sén molt més complexes i no les estudiarem en aquesta assignatura.

Exemple
Suposem que tenim 9 objectes, els pesos dels quals poden observar-se en la taula 3, i els nostres

contenidors tenen capacitat 4. Per a assegurar-nos que podem carregar tots els objectes,
suposarem que hi ha 9 contenidors.

Objecte 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Pes p 1 p 1 1 p 3 2 1

Tabla 3: Pesos dels objectes

El model resolt amb el Solver d’Excel es troba en el fitxer Tema 1 — Bin Packing.x/sx. Hi podem
veure que la solucié optima consisteix a utilitzar quatre contenidors. El primer carregara
I'objecte 7, el segon els objectes 4, 5 8, el tercer els objectes 3i 6, i el quart els objectes 1, 2 i
9.

Problema del cami més curt

Donat un graf G = (V, E), on V és un conjunt de vertexs i E és un conjunt d’arestes, i cada aresta
e € E porta associat un pes wy, el problema del cami més curt (CMM) entre dos vértexs s,t € V



consisteix a trobar un cami en el graf unint tots dos vertexs de manera que la suma dels pesos
de les arestes que formen part del cami siga minima.

Resoldre aquest problema té utilitats obvies en la vida real i, en particular, en I'optimitzacid de
la cadena de subministrament, ja que ens permet calcular el trajecte més curt (en termes de
temps, distancia, consum d’energia o qualsevol altre criteri que definim) entre dos llocs. Es, a
més, indispensable per a poder processar les dades abans de plantejar la resolucié de problemes
més complexos de disseny de rutes (temes 4 i 5) o localitzacié (tema 3).

Formulacié del problema del CMM com un problema de programacié lineal

El CMM es pot plantejar mitjangant un model de programacio lineal. Per a aix0, per a cada aresta
e = (i, j) € E, definim les variables

nombre de voltes que I’aresta (i, j) és travessadade i a j

le

xj; = nombre de voltes que Iaresta (i, j) €s travessada de jai

El model que hem de resoldre és:

Min DT welxij + xji)
e=(i,j)eE
s.a: Z Xij— Z xji=0 VieV\isd (1)
)ESD) (i )Ed()
Xjj = Z xji =1 (2)
(5./)E5(s) (5, ))EO(5)
Z Xij = Z xji = -1 3)
(L)ESD) (e
xij >0 Y, j) € E (4)

on 4(i) és el que denominem la tall del vertex i, és a dir, totes les arestes incidents amb el vertex
i. La restriccié (1) indica que el nombre de voltes que el cami ix d’un vértex ha de ser igual que
el nombre de voltes que hi entra (excepte per als vertexs s i t). L'equacio (2) diu que el nombre
de voltes que s’ix de s és una més que el nombre de voltes que s’hi entra (perqué és el principi
del cami), mentre que la (3) indica que el nombre de voltes que s’entra en el vértex t és una més
qgue el nombre de voltes que se n’ix (perqué és el final del cami).

Encara que no és un model excessivament complex, habitualment no s’utilitza per a resoldre el
problema del cami més curt, ja que existeixen algorismes més eficients, com I'algorisme de
Dijkstra.

Algorisme de Dijkstra

L'algorisme de Dijkstra és un meétode que permet calcular el cami més curt des d’un vertex donat
a la resta de vertexs del graf. Si volguérem calcular els camins més curts entre cada parell de
vertexs d’un graf, hauriem d’aplicar Dijkstra |V| vegades (una per a cada vertex), mentre que,
usant el model vist anteriorment, hauriem de resoldre’l |V|x|V| vegades. L'algorisme de
Dijkstra per a calcular els camins més curts des d’un vertex v consta dels passos seglients:



1. Inicialitzar un conjunt de vertexs A = {v}i, a cada vertexu € V \ {v}, assignar-li I'etiqueta
I, = o0, mentre que/, = 0.
2. Per acada vertex u adjacent a v que no haja sigut estudiat encara:
2.1Sil, + wyy, < [y, actualitzar I'etiqueta I, = I, + w,,, i guardar pre(u) = v.
2.2Siu ¢ A, afegir el vertex 1 al conjunt A.
3. Eliminar el vertex vd’ A i marcar-lo com a estudiat.
4. Si A # 0, seleccionar el vértex en A amb menor valor de la seua etiqueta I, i procedir a
partir del punt 2 amb aquest vertex.

L’algorisme finalitza quan el conjunt A queda buit, i les etiquetes I, proporcionen la longitud del
cami més curt des del vértex inicial v. El valor guardat en pre(u) indica el vertex predecessor a u
en el cami des de v. Per tant, si volem coneixer quin és el cami més curt des del vértex v al vértex
u, emprant les etiquetes pre(u) de manera successiva obtindrem la seqiiencia de vertexs del
cami en sentit invers.

Exemple

Donat el graf de la figura 3, on els valors al costat de les arestes son els costos/pesos d’aquestes,
calcularem el cami més curt des del vertex 1 al vertex 6. El fitxer Tema 1 - CMC.xIsx conté el
model de programacio lineal resolt per a trobar el cami més curt. En la figura 4 podem veure els
passos de l'algorisme de Dijkstra. EI cami més curt del vertex 1 al vértex 6, per tant, és la
seqliéncia 1-4-3-6, que té cost 4.

A={2,4,3} A={4,3,5}

pre(u) |- (1|1 pre(u) [-|1(1]|1|2]-
A={3,5,6} A={6,5}

pre(u) | - |1]4|1|2|a pre(u) |-[1]4(1(2]|3




A={5
{5} A=()

pre(u) |-[1|4|1(2|3 pre(u) | - |1]4|1]2|3

Figura 4: Algorisme de Dijkstra

Problema de planificacié agregada

El problema de planificacié agregada es pot definir de la manera segiient: donat el pronostic de
la demanda per a cadascun dels periodes en un determinat horitzé de planificacié, determinar
els nivells de produccid, inventari i capacitat (interna i externa) per a cada periode, que
maximitzen el benefici de la companyia durant aquest horitzé. (Hugos, 2018)

Aguest tipus de problema considera tots els productes com un Unic producte a I'efecte de la
planificacid, és a dir, pretenem determinar la produccié total d’'una planta, pero no la produccié
especifica de cada tipus de producte, per aix0 el terme agregada. Se sol utilitzar per a
determinar la produccié a mitja termini (entre 3 i 18 mesos, per exemple), ja que en aquest
horitzd encara no se solen tenir dades suficients per a dur a terme una planificacio més detallada
producte per producte.

Enresoldre un problema de planificacié agregada, pretenem determinar les incognites seglients:

e Taxa de produccio: nombre d’unitats de producte que es fabricaran en una determinada
unitat de temps (per setmana, per mes...).

e For¢a de treball: nombre de treballadors o unitats de capacitat necessaries per a la
produccid.

e Temps extra: quantitat de temps extra a emprar per a la produccio planificada.

e Nivell de capacitat de maquina: nombre d’unitats de capacitat de maquina necessaries
per a la produccid.

e Subcontractacid: capacitat subcontractada requerida durant I’'horitzé de planificacid.

e Backlog: demanda no satisfeta en el periode estudiat i que es transferira a un periode
futur.

e Inventari disponible: unitats de producte fabricades en el periode planificat que es
transferira a un periode futur.

No obstant aix0, no sempre es tenen en compte tots aquests factors. Per exemple, es pot
considerar una estratégia de persecucié de la demanda, en la qual no s’emmagatzema producte
d’un periode al seglient ni s’Tadmet backlog, és a dir, cal produir cada periode la quantitat exacta
demanada. Una altra estratégia possible consisteix a mantenir una for¢a de treball constant, és
a dir, no es permet contractar ni acomiadar treballadors.

Per a resoldre un problema de planificacio agregada, hem d’especificar I'horitzé de planificacio,
gue és el temps total per al qual calcularem aquesta planificacié (per exemple, 12 mesos). També
hem de determinar la duracié dels periodes en els quals dividirem aquest horitzé de planificacio



(per exemple, en periodes d’'un mes, de setmanes, de trimestres...). A partir d’aci, necessitem
obtenir la informacio seglient per a poder plantejar el problema de planificacid agregada:

F;: pronostic de la demanda per al periode t, tenint en compte que hi ha un total de T
periodes en el nostre horitzé temporal.

¢y cost de la ma d’obra (hores normals).

C,: cost de les hores extres.

c.: cost de subcontractacié de la produccié.

cy: cost de contractar un treballador.

¢;: cost d’acomiadar un treballador.

c;: cost de manteniment d’una unitat en l'inventari.

C,: cost de desproveiment o backlog.

Cp: cost de produir una unitat.

k., : nombre d’unitats produides per treballador en un periode.

k,: nombre d’unitats produides per cada hora extra de treball.

r: nombre maxim d’hores extres que pot fer un treballador en un periode de temps.

Qualsevol restriccié addicional que hagem de tenir en compte: limits d’hores extres,
acomiadaments, capital disponible, desproveiment, proveidors...

Variables del model

Per a plantejar el model de programacié matematica que ens permetra resoldre el problema
de la planificacié agregada, necessitarem les variables seglients:

W,: quantitat de forga de treball per al periode t (W, sera la quantitat de for¢a de
treball disponible a I'inici de I’horitzé de planificacid)

H;: nombre de treballadors contractats a I'inici del periode t

L;: nombre de treballadors acomiadats a I'inici del periode t

P;: nombre d’unitats produides en el periode t

I inventari al final del periode t

S¢: backlog al final del periode t

C¢: nombre d’unitats subcontractades en el periode t

O;: nombre d’hores extres treballades en el periode t

El model de programacié matematica per al problema de planificacié agregada, seria:

Min ZfT:1 (CWW; + ¢oOr + cpHy + ciLs + 5S¢ + cpPr + Cch)

s.a: Wt:Wt,]'i'Ht—Lf t=1,...T (D
P < kyWe + k,0; t=1,....T (2)
[,_1+Pt+ct=Ff+S[_1+[f—SI t=1,...,T 3)

O < W, t=1,....,T (&)

Wy, O, Hy, Ly, 11, St, Py, Cr > 0 enteres t=1,....T (5

L'objectiu del model és minimitzar la suma de tots els costos. La primera restriccio permet
calcular la quantitat de forga disponible en el periode t com la quantitat del periode anterior
més els treballadors contractats menys els acomiadats. La restriccid (3) indica que el nombre



d’unitats produides en un periode no pot ser major que la capacitat de produccid, calculada com
el nombre d’unitats que es poden produir per treballador multiplicades pel nombre de
treballadors més el nombre d’unitats per hora extra multiplicades pel nombre d’hores extres.
En I'equacié (4), la part de I'esquerra representa les unitats de producte disponibles en el
periode t (calculades com la suma de les unitats en inventari al final del periode anterior, les
produides en el periode actual i les produides mitjangant subcontractacid) amb les unitats de
producte que “s’utilitzen” en aquest periode (la suma de la demanda que cal satisfer, el backlog
pendent del periode anterior i les unitats que es quedaren en inventari per al periode seglient
menys les unitats que es queden sense servir de la demanda del periode actual, és a dir, el
backlog d’aquest periode). Les desigualtats (4) limiten el nombre d’hores extres que es poden
contractar en un periode de temps, tenint en compte que cada treballador pot fer un maxim de
r hores.

A vegades, el model pot ser més simple (com en els casos de les estrategies de persecucié de la
demanda o de forca de treball constant comentades anteriorment). En aquest cas, algunes de
les variables o restriccions poden no ser necessaries.

Exemple (Hugos, 2018)

La demanda de les eines de jardineria de Red Tomato per part dels consumidors és altament
estacional; té el pic a la primavera, quan la gent arregla el jardi. Aquesta demanda estacional
afecta la cadena de subministrament, des del detallista fins a Red Tomato, el fabricant. Red
Tomato ha decidit utilitzar la planificacid agregada per a superar 'obstacle de la demanda
estacional i maximitzar el benefici. Les opcions que té per a manejar I'estacionalitat sén
contractar treballadors durant la temporada pic, subcontractar part del treball, acumular
inventari durant els mesos lents, o acumular un backlog de comandes que seran entregades tard
als clients. Per a determinar com utilitzar millor aquestes opcions per mitja d’un pla agregat, el
vicepresident de la cadena de subministrament comenca la primera tasca, que és construir un
pronostic de la demanda. Encara que Red Tomato podria tractar de pronosticar aquesta
demanda per si mateixa, un procés col-laboratiu emprat tant per Red Tomato com pels seus
detallistes permet produir un pronodstic més precis mostrat en la taula 1. Red Tomato ven
cadascuna de les eines als detallistes per 40 dolars. La companyia té un inventari inicial al gener
de 1000 eines. Al principi de gener la companyia té una forca de treball de 80 empleats. La planta
té un total de 20 dies habils cada mes i cada empleat guanya 4 dolars per hora en horari normal.
Cada empleat treballa vuit hores per dia i la resta sén hores extres. La capacitat de produccio
esta determinada principalment pel total d’hores laborables treballades. Per tant, la capacitat
de maquina no limita la capacitat de produccié. A causa de les lleis laborals, cap empleat pot
treballar més de 10 hores extres per mes. Els diversos costos es mostren en la taula 2. En
I’actualitat, Red Tomato no té limits en la subcontractacio, inventaris i desproveiment/backlog.
Tots els casos de desproveiment es posen en backlog i s’assorteixen amb la produccié dels
mesos seglients. S’incorre en els costos d’inventari al final del mes. La meta del gerent de la
cadena és obtenir un pla agregat optim que permeta a Red Tomato acabar al juny amb almenys
500 unitats (sense desproveiment al final de juny). El pla agregat optim és el que produeix el
major benefici durant I’horitzé de planificacié de sis mesos. Ara com ara, donat el desig de Red
Tomato d’oferir un molt alt nivell de servei al client, suposem que tota la demanda sera satisfeta,
encara que pot satisfer-se tard. Per tant, els ingressos obtinguts durant I’horitzé de planificacid
son fixos. Com a resultat, minimitzar els costos durant I’horitzé de planificacié és equivalent a
maximitzar el benefici.

Mes Pronostic de la demanda
Gener 1600
Febrer 3000




Mar¢ 3200

Abril 3800
Maig 2200
Juny 2200

Taula 4: Pronostic de la demanda

Article Cost
Material 10%/unitat
Manteniment de I'inventari 2%/unitat/mes
Backlog 5%/unitat/mes
Contractacio d’un treballador 3009%
Acomiadament d’un treballador 500%

Ma d’obra (hores normals) 4$/hora
Hores extres 6%$/hora
Subcontractacio 30%/unitat
Hores de ma d’obra necessaries 4/unitat

Taula 5: Costos

Es pot trobar aquest problema resolt amb el Solver d’Excel en el fitxer Tema 1 -
Redtomato.xlIsx.

Repas

Que és un graf?

Un graf és una estructura formada per uns punts, anomenats vertexs o nodes, i uns enllagos,
anomenats arestes o arcs, que uneixen tots o alguns d’aquests punts. S6n una forma grafica i
esquematica de representar dades en un problema, i sén molt habituals en problemes de rutes
de vehicles (tema 4), perd també apareixen en problemes de disseny de xarxes (tema 5),
localitzacid (tema 3)... Els vertexs poden representar els llocs on estan o poden estar les plantes,
magatzems, clients... o també interseccions de carrers, carreteres... Els enllagos solen
representar camins, carrers o carreteres que connecten els punts representats pels vértexs.
Quan aquests enllagos poden ser recorreguts en tots dos sentits, els anomenem arestes, i les
representem mitjangant una linia. Si I'enlla¢ pot recérrer-se Unicament en un sentit (carrers
d’una unica direccio, per exemple), 'anomenem arc, i es representa mitjangant una linia
acabada en una punta de fletxa, que indica la direccié en queé pot ser recorreguda.

Si tots els enllacos del graf son arestes, és a dir, poden ser recorreguts en tots dos sentits, diem
que es tracta d’un graf no dirigit, i el denotem G = (V, E), on V és el conjunt de vertexs i E el
conjunt d’arestes. Si tots els enllagos sén d’un Unic sentit, tenim un graf dirigit G = (V, A), on A
és el conjunt d’arcs. També podem tenir grafs que continguen els dos tipus d’enllag, anomenats
grafs mixtos, i representats coma G = (V, E U A).
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Figura 5: Exemple de graf no dirigit, dirigit i mixt

Un graf no dirigit es diu que és complet si existeixen totes les possibles arestes entre tots els
parells de vertexs. Direm que un graf no dirigit és connex si, donat qualsevol parell de vertexs
del graf, existeix un cami d’arestes que connecta tots dos vertexs.
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Tema 2 - Gestid d’inventaris

L'inventari o estoc fa referéncia a una quantitat de mercaderies que es tenen en deposit,
generalment amb I'objectiu de satisfer una demanda. Mantenir un nivell d’estoc massa elevat
pot comportar uns costos d’emmagatzematge massa alts (a causa del cost de I'espai
d’emmagatzematge, pérdues per caducitat dels productes...), mentre que un estoc massa baix
pot fer que no siguem capacos de satisfer la demanda quan s’hi produeixen pics inesperats
(ruptura d’estoc). Es per aixo que es fa necessaria una gestié eficient de I'inventari. En aquest
tema veurem diferents estrategies de gestié d’estocs.

Tipus d’estoc

Es important tenir present que una empresa pot tenir estoc de productes que compleixen
funcions diferents dins dels processos de produccié. Una empresa productora té generalment
tres tipus de productes en estoc: materies primeres que utilitza per a la fabricacié dels seus
productes, productes o parts de producte que formen part d’un procés de produccid (producte
no acabat) i producte acabat que esta llest per a ser distribuit als clients. En canvi, un distribuidor
només tindra un Unic tipus d’estoc, el producte que compren als fabricants i després venen als
clients. També podem tenir estoc d’altres tipus de productes, com peces de recanvi, material
d’oficina...

A més d’aquesta distincié d’estocs segons el tipus de producte que s’emmagatzema, també
podem categoritzar diferents tipus d’estoc segons la seua funcié dins de I'empresa. Alguns dels
tipus d’estoc més rellevants son:

e Estoc de cicle: és aquell que resulta d’aplicar les diferents politiques de comanda. Ve
determinat per la freqiiencia de comandes i la quantitat que es demana.

e Estoc de seguretat: és el que es manté com a proteccidé contra la incertesa de la
demanda. Mantenir un estoc de seguretat adequat ens protegira davant de possibles
pics de demanda. Un estoc de seguretat massa gran comportara costos de
emmagatzematge alts, i un massa baix pot no ser suficient.

e Estoc d’anticipacié: és el que s’acumula com a anticipacié a una necessitat o per a
aconseguir avantatges en el mercat.

e Estoc en transit: les empreses fan comandes de material als seus proveidors
periodicament, pero aquests materials no es reben de manera instantania, sind que hi
ha un retard des del llangament de I'ordre de comanda fins a la recepcié d’aquesta.
L’estoc de productes que ja ha sigut sol-licitat i es troba de cami es coneix com a estoc
en transit. Encara que aquests productes no estiguen encara en el magatzem, es
consideren part de I'estoc de I'empresa.

e Estoc de promocid: inventari acumulat per a una accié promocional.

Estoc de cicle

Les empreses no compren tota la matéria primera de colp, ni tampoc d’unitat en unitat, siné en
lots. Per exemple, una empresa que necessite 50000 tones d’acer anuals pot fer comandes en
lots de 4000 tones. Quan I'estoc esta prop d’esgotar-se, tornara a fer una nova comanda d’altres
4000 tones, i aixi successivament. L'estoc de cicle és el resultant de fer les comandes de material



en lots. Determinar la grandaria optima dels lots i la freqliéncia amb qué s’han de demanar
depeén de diversos factors i seran la clau de la gestid de I'estoc, com veurem més endavant.

Costos associats a I'inventari

Existeixen tres tipus de costos associats al manteniment d’un inventari, sén els costos
d’adquisicio, llangament i emmagatzematge.

El cost d’adquisicid és el que ens costa comprar els productes que emmagatzemem. Si D és la
demanda total al llarg del nostre horitzé de planificacié (per exemple, un any) i C és el cost de
comprar una unitat de producte, el cost total d’adquisicio al llarg del periode de planificacié sera
D-C.

El cost de llangament és el cost fix associat a una comanda de qualsevol quantitat de producte.
Aquest cost és independent de la quantitat que demanem, i inclou costos de transport,
manipulacio... Si C; és el cost de llangament, és a dir, el que paguem cada vegada que fem una
comanda (sense comptar el cost d’adquisicid), el cost total de llancament en el nostre horitzo
de planificacié sera igual al producte de C; pel nombre total de comandes que fem durant
aquest temps.

Finalment, tenim el cost d’'emmagatzematge. Mantenir una unitat de producte emmagatzemat
té uns costos associats. Aquests costos venen causats per diversos factors: el cost d’oportunitat
('empresa ha invertit uns diners en aquests productes que podria haver usat per a algun altre
tipus d’inversid que li proporcionara rendiment), el cost de mantenir I'espai d’emmagatzematge,
el cost derivat de productes que poden caducar, deteriorar-se o quedar obsolets, costos
d’assegurances, manteniment... Per a calcular el cost total de manteniment, necessitem saber
un dels dos costos segiients: el cost d’emmagatzematge per unitat en tot I'horitzd de
planificacié, que anomenarem f, és a dir, el que ens costa tenir una unitat de producte
emmagatzemada durant tot el temps planificat; o el cost d’emmagatzematge per unitat
monetaria emmagatzemada durant I’horitzé de planificacid, que anomenarem k, és a dir, el cost
d’emmagatzemar productes per valor d’una unitat monetaria (un euro, un dolar...) durant tot el
temps. Aixi, podrem calcular el cost d’'emmagatzematge com el producte de / (o de k- C) pel
nivell mitja d’inventari al llarg de tot I'horitzé de planificacio.

El cost total d’inventari (CTT) sera la suma d’aquests tres costos:

CTI =D C+ Cy - nombre de comandes + /4 - nivell mitja d’inventari

Estrategies de gestio d’inventaris
Hi ha tres factors claus que és necessari determinar per a gestionar 'estoc:

e Amb quina freqiiencia hem de controlar el nivell d’inventari d’un producte?
e Quan hem de llancar una ordre d’aprovisionament?
e Quant hem de demanar?

A continuacid, detallarem les estrategies que poden seguir-se per a contestar cadascuna
d’aquestes preguntes.



Freqliéncia de revisié

Basicament, existeixen dues maneres de controlar el nivell d’estoc d’un producte. De manera
continua, és a dir, a cada moment es coneix la quantitat exacta de producte disponible, o de
manera discreta, és a dir, el nivell d’estoc del producte s’actualitza amb una determinada
freqiéncia fixa (una vegada a la setmana, al mes...), pero entre dues actualitzacions no es coneix
la quantitat exacta disponible.

Freqiiéncia d’aprovisionament - Quan demanar?

Tenim dues opcions quant a com prendre la decisi6 de quan llancar una ordre
d’aprovisionament. La primera consisteix a llangar una comanda en el moment en el qual el
nivell d’estoc arribe a un valor predeterminat. Es el que es coneix com a punt de comanda.
Aquest tipus d’estrategia té sentit si tenim una revisié continua de I'inventari ja que, si no, no
podem saber el moment exacte en que s’arriba el punt de comanda. La segona opcié consisteix
a fer ordres de comanda amb una determinada freqiéncia, independentment del nivell d’estoc
que hi haja a cada moment. Aquesta estrategia és més habitual amb estocs de revisid discreta.

Grandaria del lot de comanda - Quant demanar?

La grandaria del lot dependra de diversos factors, com els costos de llangament (cost associat a
fer una ordre, independentment de la grandaria), d’emmagatzematge... Si la grandaria del lot és
xicoteta, haurem de demanar amb més freqliéncia, la qual cosa incrementa el cost total de
llancament. A més, correm el risc de patir un ruptura d’estoc si la demanda és major de I'esperat.
Mentre que, si demanem més quantitat, s’incrementaran el cost d’inventari. Tenim dues
possibles estratégies per a determinar la grandaria del lot, calcular la grandaria que minimitza
els costos totals o fixar un nivell maxim d’inventari i demanar sempre la quantitat necessaria per
a arribar a aquest nivell.

Les diferents combinacions d’estrategies per a determinar aquests tres factors ens donaran com
a resultat I'estrategia global de gestié del nostre inventari. Aquestes estrategies es poden
englobar dins de dues possibles categories: gestid per punt de comanda i gestio per
aprovisionament periodic. Estudiarem amb detall dues de les estratégies més emprades, una
de cada tipus:

e Sistema (s, Q): revisié continua i grandaria de lot fixa (gestio per punt de comanda).
e Sistema (7, S): revisié periodica (discreta) i comanda fins a nivell maxim (gestioé per
aprovisionament periodic).

Sistema (s,Q)

En aquest sistema, I'empresa té un control continu del nivell d’inventari del producte. Aquest
nivell d’inventari anira disminuint a mesura que es consumeix el producte (per a servir demanda
de clients, com a mateéria primera per a la produccié d’altres productes...). Quan I'inventari
assoleix un determinat nivell s, anomenat punt de comanda, automaticament es llan¢a una
ordre de reaprovisionament de Q unitats (grandaria del lot). Cal tenir en compte que aquesta



comanda no es rep automaticament, sind que ha de transcérrer I'anomenat temps
d’aprovisionament L des que es llanga I'ordre fins que es rep el producte. El comportament del
nivell d’estoc amb aquest sistema, suposant una demanda i un temps d’aprovisionament
constants, pot observar-se en la figura 2.

estoc

: : : temps

Figura 1: Sistema (s,Q)

Per a aplicar aquest sistema, hem de determinar la grandaria del lot Q i el punt de comanda s.
Observe’s que una grandaria de lot gran reduira el nombre d’ordres que es llangaran en el nostre
horitzé de planificacid, i fara disminuir els costos de llangament, perd augmentara el nivell mitja
de l'inventari, i incrementara els costos d’emmagatzematge. Per una altra banda, una grandaria
del lot baixa contribuira a reduir el cost d’emmagatzematge, ja que disminueix I'inventari mitja,
pero haurem de llangar més ordres d’aprovisionament, amb la qual cosa augmentara el cost de
llancament. Quant al punt de comanda, hem de calcular-lo perque les comanes arriben
justament quan el nostre inventari s’esgota. Si elegim un punt s més elevat, el nivell mitja
d’inventari augmentara i amb aquest els costos d’emmagatzemament, i si és més baix, es
produira un ruptura d’estoc.

Sistema (T,S)

Aquest sistema s’aplica en inventaris de revisié discreta o periodica. Cada interval de temps T
s’actualitza 'estat de l'inventari del producte i es determina quina grandaria de lot Q és
necessari demanar perque l'inventari arribe a un determinat nivell maxim §. La figura 3 il-lustra
el comportament de l'estoc per a un sistema (7,§), suposant demanda i temps
d’aprovisionament constants.

estoc

T I T temps

Figura 2: Sistema (T,S)



Un periode T curt fara augmentar els costos de llangament i d’emmagatzematge, ja que es faran
més comandes i el nivell d’inventari es mantindra més alt, perd un T massa llarg podria causar
ruptures d’estoc. Per una altra banda, un nivell maxim molt alt fara augmentar els costos
d’emmagatzematge, pero, si és massa baix, podrien produir-se ruptures d’estoc.

Models amb demanda determinista

La gestid de I'estoc esta intimament lligada a les demandes, per la qual cosa és imprescindible
estudiar-les per a poder gestionar I'estoc de manera eficient. Encara que la demanda futura
sempre implica una certa incertesa, en algunes situacions podem assumir que la demanda del
producte sera estable i constant al llarg del nostre horitzé de planificacié. Pot ser que no ho siga
realment, pero si les fluctuacions respecte a aquesta mitjana son xicotetes, podem assumir que
ho és. A continuacid, estudiarem els models que permeten determinar els factors clau del nostre
sistema de gestid d’inventari sota la premissa que la demanda és constant i coneguda.

Calcul del lot economic (model EOQ, Economic Order Quantity)

Mitjancant el calcul del lot econdmic intentarem respondre a la pregunta “Quant hem de
demanar?”. Per als calculs seglients, assumirem el segiient:

e Només estudiem Il'estoc d’'un udnic producte que té demanda coneguda i
aproximadament constant.

e La politica de revisié d’inventari és continua i emprarem un model (s, Q), és a dir,
llancarem una ordre quan el nivell d’inventari baixe del valor s.

e Quan es llanca una comanda, aquesta es rep automaticament (no hi ha temps
d’aprovisionament) i tota d’una vegada. Aix0o no és realista, pero simplifica els calculs.

e Els costos de llancament, emmagatzematge i el preu del producte sén constants.

e Com que l'aprovisionament és automatic, no es produiran ruptures d’estoc.

Habitualment, cada ordre de compra porta associat un cost de llancament que és independent
de la quantitat ordenada. Aixo vol dir que, com més ordres fem durant I'any, més costos de
llancament totals haurem de pagar. Per tant, des del punt de vista dels costos de llancament,
I'ideal és fer el menor nombre de comandes possibles (idealment una) i demanar grans
guantitats cada vegada. No obstant aix0, també existeixen els costos d’emmagatzematge de
mercaderia. Si comprem tot el producte en una sola ordre, haurem de pagar uns costos
d’emmagatzematge elevats, ja que estarem emmagatzemant una quantitat molt gran de
producte durant molt de temps. Quina és, llavors, la quantitat ideal de producte (grandaria del
lot) que hem de demanar en cada ordre perque el cost total (langament més emmagatzematge)
siga minim?

Com hem vist anteriorment, a I’"hora de calcular els costos totals, a més dels costos de
llancament i emmagatzematge, hem d’incloure també el cost d’adquisicié dels productes.
Aquest cost dependra Unicament de la quantitat comprada. Si la demanda total esperada durant
tot I'horitzé de planificacid és D i el cost unitari del producte és C, el cost total d’adquisicid sera
D - C. Com podem veure, el cost d’adquisicié dels productes no depen de la grandaria del lot,
sind que és constant si coneixem la demanda i el cost del producte. Per tant, no podem influir
directament sobre aquest i el deixarem fora en el calcul del cost total de I'inventari.



Si anomenem Q@ la grandaria de cada lot, al llarg de I'horitzé temporal haurem de fer D/Q
comandes. Com cada comanda té un cost de llangcament C;, el cost total de llangament sera

%CL.

Si la demanda és constant i el temps d’aprovisionament és nul, podem suposar que llancarem
I'ordre de comanda quan s’acabe 'estoc del producte, moment en el qual es rebran les Q unitats

del lot, com es representa en la figura 3. Llavors, el nivell d’estoc mitja sera Q/2.

estoc

Q/2

Figura 3: Estoc mitja

El cost d’emmagatzematge pot expressar-se en funcid de les unitats de producte
emmagatzemades o del valor economic d’aquestes unitats. Si anomenem h el cost
d’emmagatzemar una unitat durant tot I’horitzé temporal i k el cost d’emmagatzemar una unitat
econdmica (euros, per exemple), el cost d’emmagatzematge durant I’horitzé de calcul sera

h-

(N](w)

—k-C-

RO

Podem expressar, per tant, el cost total de I'inventari CTI en funcié de Q com la suma dels tres
costos d’adquisicid, llancament i emmagatzematge:

[

CTHQ) =G -CL+k-C-5
Derivant aquesta funcio respecte de Q, tenim:
CTI'(Q) = —% Cp+ EE

Per a trobar el minim de la funcid, igualem la derivada a 0 i aillem (, obtenint:

_ [2DCL vin_ [2DC;
0= rc ©obé0= 7

Es facil veure que la segona derivada és positiva, per la qual cosa aquesta expressié determina
la grandaria del lot necessaria per a minimitzar els costos d’inventari.

Per a aquest calcul, es important que la demanda total D i el cost d’emmagatzematge per unitat
de producte % (o el cost per unitat monetaria k, segons el que utilitzem per al calcul) utilitzen les
mateixes unitats de temps. Es a dir, si / és el cost anual, D ha de ser la demanda anual.

Observe’s que, com que no hi ha temps d’aprovisionament, les comandes es llancen quan el
nivell d’inventari és 0, és a dir, en el nostre model (s, Q), s = 0. A més, com que la demanda és
constant, aquest nivell s’assoleix sempre amb la mateixa periodicitat, per la qual cosa el temps
entre dues ordres sempre sera constant, i es pot calcular com Q/D.



Exemple (Garcia i al., 2004)

Una empresa de distribucié de matalassos té un producte amb una demanda de 150 matalassos
cada dues setmanes. El cost de llangament d’'una ordre és C; =500 euros, i el
d’emmagatzematge és 4 = 10 euros per unitat emmagatzemada a I'any (52 setmanes). Quina és
la grandaria de lot optima?

;) [2.150-22.500 :
0= 2 DhCL _ 1—5 = 624.5 ~ 625 unitats

Introduint el temps d’aprovisionament

En el model anterior, hem suposat que no hi ha temps d’aprovisionament, la qual cosa no és
molt realista en la majoria de les situacions. Si considerem que, quan llancem una ordre, la
comanda tarda un temps L a arribar (constant i conegut), hem de tenir en compte aquest temps
i llangar I'ordre de comanda abans que el nostre inventari arribe a 0, per a aixi poder continuar
satisfent la demanda mentre esperem I'arribada de les noves unitats, sense que arribe a produir-
se un ruptura d’estoc. Si d és la demanda esperada per unitat de temps (dies, setmanes...),
durant el temps d’aprovisionament L haurem de poder cobrir una demanda de L - 4 unitats. Per
tant, el punt de comanda optim es pot calcular com:

s=L-d

Es important que la demanda i el temps d’aprovisionament estiguen expressats en les mateixes
unitats de temps.

Exemple (Shenoy i Rosas, 2018)

Una companyia ven un producte la demanda anual del qual és de 1000 unitats. Si el temps
d’aprovisionament és de 5 dies, calcula el punt de comanda.

o= 5. 1000 _

365 = 13.7 unitats

Calcul de la grandaria del lot economic amb reposicié gradual

A vegades, les comandes llangades no arriben d’una sola vegada, sind que es van rebent de
manera gradual. Aixo ocorre, per exemple, quan es tracta d’un article que es produeix en la
mateixa empresa, encara que també pot donar-se si I'espai d’emmagatzematge és limitat.
Estudiarem queé ocorre si les unitats d’'una comanda no es reben en un sol lliurament, siné que
arriben amb una taxa constant p. Podem suposar que les unitats comencaran a arribar en el
mateix moment en que es llanga I'ordre, per la qual cosa farem la comanda quan l'inventari siga
0.

Una vegada llancem I'ordre de comanda, les unitats comencen a rebre’s a un ritme de p unitats
de producte per unitat de temps, suposem que sén dies, per exemple. Com que, al mateix temps,
satisfem una demanda de d unitats al dia (podem suposar que p > d), I'inventari augmentara
p —d cada dia. Si la grandaria del lot és Q, es tardara Q/p dies a rebre el lot complet. Durant
aquest temps, el nostre inventari haura augmentat en (p — d)% unitats. Aquest sera, per tant, el

nivell maxim que aconseguira el nostre inventari, i el nivell mitja sera:

(p-d)g



Podem, llavors, calcular els costos totals d’inventari com s’ha vist anteriorment:

CTIQ) =5 -Cr+k-C- 28

Igual que anteriorment, derivant, igualant a 0 i aillant Q obtenim la grandaria optima del lot, que
en aquest cas és:

Exemple (Shenoy i Rosas, 2018)

En una planta de produccié es consumeix una materia primera a rad de 100 unitats per dia. El
proveidor d’aquesta materia primera la subministra a la planta a raé de 300 unitats diaries. El
cost d’emmagatzematge és de 0,1 euros per dia, i el cost de llancament és de 250 euros per
ordre. Calcula la grandaria del lot per a la matéria primera.

_ [2D-Cp_p _ (2100250 _ 300 _ _ N .
Q—J e pd = 5 300100 = 866.025 ~ 866 unitats

Model de revisié periodica

Els models amb demanda determinista vistos fins ara empraven un sistema (s, Q) amb revisi
continua. Veurem ara el cas d’un sistema (7, S) amb revisié periodica. Els valors que hem de
determinar per a aplicar aquest model sén el temps optim T entre dues revisions de I'inventari
i el nivell maxim d’inventari S. Suposarem que la demanda és coneguda i constant, i el temps
d’aprovisionament nul.

Si T és el temps transcorregut entre dues revisions d’inventari (i els corresponents llangaments
d’ordre d’aprovisionament), llavors el cost total d’emmagatzematge sera

L . k-C
Si H és el temps total del nostre horitzé de planificacio, el cost total de llangament sera
7 CL
Aixi, doncs, els costos totals d’inventari en funcié del periode de reaprovisionament T seran:
CTIN =%-cp+4Lk-C
Derivant com en casos anteriors, pero ara respecte de T, tenim que el periode optim sera:
Es important recordar que tots els valors (¢, H i k) han d’estar donats en la mateixa unitat
temporal, i que el resultat també estara calculat en aquesta unitat.

Com que estem considerant que el temps d’aprovisionament és nul, el nivell maxim d’inventari
i la grandaria del lot sén iguals, ja que el moment de llangar I'ordre coincideix amb el moment
en que I'inventari arriba a 0, i es pot calcular facilmentcomQ =8 =d - T.

Nota: Sota les condicions que la demanda siga constant i el temps d’aprovisionament nul, els
sistemes (s, Q) i (T,S) sén equivalents, és a dir, les ordres és llancaran amb la mateixa
periodicitat, la grandaria dels lots encomanats sera igual, i el nivell maxim d’inventari també



coincidira, aixi com els costos totals d’inventari. No obstant, si s’introdueixen temps
d’aprovisionament i incertesa en les dades, els dos sistemes proporcionaran resultats diferents.

Exemple (Shenoy i Rosas, 2018)

Una empresa emmagatzema un producte la demanda anual del qual és de 15000 unitats. El cost
de llancament és de 300 euros, el cost de cada unitat és de 2,5 euros, i el cost
d’emmagatzematge és del 15% (0,15 euros per euro) per any emmagatzemat. Determina el
periode optim de reaprovisionament i el nivell maxim d’inventari per a un sistema de revisio
periodica.

_ [zxHCL _ 21300 _ N .
T= dkC — \/]500001525 =0.3265 anys =~ 119 dies

S =d-T =15000- % ~ 4890.41 ~ 4890 unitats

Models amb incertesa en la demanda i/o en el temps
d’aprovisionament

Obviament, la gestié de I'estoc esta intimament lligada a les demandes, per la qual cosa és
imprescindible estudiar-les per a poder gestionar I'estoc de manera eficient.

En funcidé de com varia la demanda dins d’un periode considerat, podem classificar la demanda
com:

e Demanda estable: la mitjana no pateix variacions significatives dins del periode.

e Demanda amb tendeéncia: el valor de la mitjana va creixent o decreixent amb el temps.

e Demanda estacional: la mitjana pateix modificacions significatives coincidint sempre
amb les mateixes dates.

Segons les raons que produeixen la variacio de la demanda, distingim entre demanda
independent o dependent. La demanda independent és aquella que només es veu afectada per
decisions dels clients que no podem anticipar i sobre les quals no podem influir directament. La
demanda dependent és la d’aquells components la quantitat dels quals és resultat de definir
nivells de compra o fabricacid d’altres productes (si decidim produir una major quantitat de pa,
augmentara la nostra demanda dels ingredients necessaris, com la farina).

També podem distingir entre demanda continua o discreta. Es considera que la demanda és
continua si podem coneéixer la demanda en qualsevol instant de temps, mentre que diem que és
discreta si només considerem la quantitat demanada en determinats blocs de temps. Per
exemple, si només coneixem la demanda mensual del producte, es tracta de demanda discreta,
mentre que, si sabem la quantitat demanada dia a dia, es tractaria de demanda continua.

Dins de la demanda discreta, distingim entre la demanda d’un Unic o de diversos periodes. Diem
gue la demanda és d’un unic periode si el producte només es compra/ven una vegada per
temporada. Per exemple, articles de moda (una vegada finalitza la temporada, I'article es retira).
Mentre que la demanda és de diversos periodes si el mateix article pot tornar a vendre’s en el
periode seglient, per la qual cosa per al periode seglient haurem de reproveir-nos d’aquest
article en cas que en tinguem un estoc baix al final del periode anterior.



Una correcta prediccié de la demanda és fonamental per a I'adequada gestié de I'estoc, i ens
ajudara a reduir excessos d’inventari, evitar ruptures d’estoc, millorar el servei al client... No
obstant aix0, en aquesta assignatura no ens ocuparem d’aquest aspecte, ja que és tractat
ampliament en altres assignatures del grau.

De la mateixa manera, els temps d’aprovisionament, és a dir, el temps que tarden les comandes
a arribar des que es llangca una ordre, poden ser variables. Un increment inesperat en el temps
d’aprovisionament pot causar també un ruptura d’estoc.

Estudiarem com evitar aquestes ruptures d’estoc quan la demanda i/o el temps
d’aprovisionament presenten incertesa. Assumirem que els valors d’aquestes mesures
presenten una distribucié normal amb una certa mitjana i desviacid tipica conegudes. Encara
gue aixo no és aixi en la practica, podriem estimar aquests parametres a partir de dades
historiques.

Estoc de seguretat

L’estoc de seguretat és un inventari amb la fi de satisfer la demanda en cas en que aquesta puga
sobrepassar les previsions o els temps d’aprovisionament s’allarguen més de I'esperat.

Si, per exemple, la demanda durant el termini d’aprovisionament L és inferior a la previsid,
I’Gnica cosa que ocorrera és que després de rebre el lot tindrem un estoc superior a I'esperat.
Pero, si la demanda durant aquest termini supera la previsid, es produira un ruptura d’estoc
(vegeu figura 5). Si la demanda segueix una distribucié simeétrica respecte a la mitjana (per
exemple, normal), aix0 es produira aproximadament la meitat de les vegades.

estoc

Ruptura
d'estoc

Punt de
comana

t T T temps
e — T . —
L L L
Demanda Demanda
inferior a superior a
la mitjana la mitjana

Figura 4: Ruptura d’estoc

Si mantenim un estoc de seguretat adequat, podrem fer front a pics inesperats de la demanda i
a comandes rebudes amb retard, i aixi evitar que es perden vendes per falta de producte (figura
6). D’altra banda, un estoc de seguretat massa alt, encara que garantira que mai es perden
vendes per falta d’unitats, incorrera en costos elevats d’emmagatzematge.
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Il-lustracid 5: Estoc de seguretat

L'objectiu ha de ser, per tant, trobar 'estoc de seguretat necessari per a disminuir al maxim els
costos de manteniment sense que descendisca el nivell de disponibilitat dels productes. El nivell
apropiat d’estoc de seguretat vindra determinat per dos factors: la incertesa de la demandai el
temps d’aprovisionament i el nivell desitjat de disponibilitat del producte.

Mesura de la disponibilitat del producte

La disponibilitat del producte reflecteix la capacitat de 'empresa per a completar una comanda
mitjangant I'inventari disponible. Si la comanda no es pot satisfer, es produeix un ruptura
d’estoc. Existeixen diverses maneres de mesurar la disponibilitat del producte:

Ratio d’unitats servides: percentatge de productes demanats que han pogut ser servits
amb l'inventari disponible. Aixd ens dona una mesura de com de probable és que una
comanda puga ser satisfeta. En alguns casos, aquesta ratio pot calcular-se respecte de
comandes completes. Una comanda pot estar composta de diversos productes
diferents, i s’entén que la comanda es completa només si tots els productes estan
disponibles en inventari. Si només tenim un producte, les dues mesures séon molt
paregudes, no aixi si tenim multiples productes.

Nivell de servei de cicle (NSC): percentatge de cicles de reposicio que finalitzen amb tota
la demanda dels clients satisfeta. Un cicle de reposicié és I'interval entre la finalitzacid
de dues ordres de reposicid successives. El NSC és equivalent a la probabilitat que no es
produisca un ruptura d’estoc durant un cicle de reposicié.

Exemple (Shenoy i Rosas, 2018)

La taula 1 mostra les dades de vendes d’un producte (demanda i nombre d’unitats no servides
per falta d’estoc).

CICLE DE DEMANDA UNITATS NO
REPOSICIO SERVIDES

1 23 0

2 18 0

3 31 6

4 24 0

5 12 0

6 32 7




7 38 13
8 40 15
9 13 0
10 20 0
11 24 0
12 25 0
TOTAL 300 41
Taula 1: Dades de vendes
La ratio d'uni o (300-41) _ . . . o
a ratio d’unitats servides és ~—g5— = 0.86, és a dir, se serveix un 86% de la demanda. Dels 12

cicles de reposicid, en 8 s’ha pogut servir tota la demanda, per la qual cosa el nivell de servei de
cicle és NSC = % = 0.67, és a dir, la probabilitat de no patir ruptura d’estoc en un cicle és del

67%.

A I'hora de determinar I'estoc de seguretat, fixarem el percentatge que volem aconseguir per a
una d’aquestes mesures de disponibilitat i calcularem I'estoc de seguretat necessari per a aixo.
En el nostre cas, utilitzarem el NSC. Es a dir, fixarem el nivell de servei de cicle que ens agradaria
aconseguir (95%, 99%...) i a partir d’aci calcularem I’estoc de seguretat.

Calcul del punt de comanda en sistemes (s, Q)

Anteriorment hem vist com calcular la grandaria del lot economic Q i el punt de comanda s quan
la demanda i el temps d’aprovisionament eren constants i coneguts. Veurem ara que fer amb el
punt de comanda quan tenim incertesa en les dades.

Demanda variable i temps d’aprovisionament constant

El punt de comanda per al cas de demanda constant es calculava com s=L-d, on d és la
demanda i L el temps d’aprovisionament (totes dues mesures han d’estar expressades en les
mateixes unitats temporals). Ara, per a cobrir possibles variacions en la demanda, augmentarem
el punt de comanda en una certa quantitat que denominem estoc de seguretat ss. A més, com
que la demanda ja no és constant, utilitzarem la mitjana de la demanda d per al calcul. Aixi
doncs, el punt de comanda seras =d - L + ss.

Primer, hem de decidir quin nivell de servei de cicle volem aconseguir. Com s’ha explicat abans,
el NSC és la probabilitat que no es produisca ruptura d’estoc en un cicle de reposicié qualsevol,
és a dir, la probabilitat que la demanda durant el cicle de reposicié siga menor que el punt de
comanda. Per tant, si X és la demanda durant un cicle, el NSC és P(X < L - d + ss). Com que
assumim que la demanda segueix una distribucié normal N(d, o), la demanda en el periode de
aprovisionament L, és a dir, la variable X, seguira una distribucié normal N(L -d, o - \/Z). Si
estandarditzem (tipifiquem) la variable, tenim:

_ X-Ld . _ss
NSC P(—W d < s \E)
Aixi, usant les taules de la normal estandarditzada, per a un NSC del 95%, per exemple, tindrem

que —5— = 1.65, és a dir, ss = 1.65 - oy - VL. En general, tenim:
O‘d-\/z

ss=z-04- VL
d

on z s’obté de la taula de la distribucié normal estandarditzada per al NSC desitjat. Per als valors
més tipics de NSC tenim la taula segient:



El punt de comanda, per tant, sera
s=d-L+z-0g4- VL
Exemple (Garcia i al., 2004)

Una empresa de distribucié de matalassos té un producte amb una demanda de 150 matalassos
cada dues setmanes, tenint una desviacio tipica de 20 matalassos en aquest periode. Des que
sol-licita una comanda fins que la reben passen 5 setmanes. Quin seria I'estoc de seguretat
corresponent a un nivell de servei de cicle del 99%?

Es important que el temps d’aprovisionament estiga en les mateixes unitats de temps que la
demanda. Com la demanda ve expressada en parells de setmanes, hem de dividir el temps
d’aprovisionament entre 2:

L=5/2=25

Per a un NSC del 99%, el valor de 7 en la taula és z = 2.33. Apliquem la féormula de I'estoc de
seguretat:

ss=z-0g- VL =233-20- V2.5 = 73.68 ~ 74 unitats

Quin seria el punt de comanda?

s=L-d+ss=2.5-150+ 74 = 449 unitats

Temps d’aprovisionament variable i demanda constant

En aquest cas, la demanda d sera coneguda i constant, mentre que el temps L seguira una
distribucié normal amb mitjana [ i desviacié tipica oz. Argumentant de manera similar al cas
anterior, obtenim la férmula seglient per a 'estoc de seguretat:

ss=z-d-op
El punt de comanda sera llavors:

s=d-L+z-d-oy

Demanda i temps d’aprovisionament variables

Ara totes dues mesures seguiran una distribucié normal amb mitjanes d i L i desviacions tipiques
o4 i o, respectivament. La férmula per a calcular I'estoc de seguretat en aquest cas és:

ss§=2- 05-L+o-

El punt de comanda es calcula com:



Exemple (Shenoy i Rosas, 2018)

La demanda diaria d’'una empresa de muntatge d’ordinadors té una distribucié normal amb
mitjana de 20 unitats i desviacio tipica de 6 unitats. L'empresa té un proveidor de memoria RAM
el temps d’aprovisionament de la qual es distribueix amb mitjana de 3 dies i desviacié tipica d’1
dia. Calcula I'estoc de seguretat i el punt de comanda si I'empresa vol tenir un 90% de seguretat
que no es produiran ruptures d’estoc.

Per a un nivell de servei del 90%, tenim que z = 1.28. Aplicant la féormula per a I'estoc de
seguretat amb demanda i temps d’aprovisionament variables, obtenim:

ss=z-\Jo2-L+o2-d®=128- V623 +12-202 = 28.8 unitats
| per al punt de comanda:

s=d-L+ss=20-3+28.8 = 88.8 unitats

El punt de comanda, per tant, és de 89 unitats, i es mantindra un estoc de seguretat de 29
unitats.

Calcul del nivell maxim d’inventari en sistemes (7., 5)

Estudiarem ara les tres situacions anteriors quan tenim un sistema de revisié periodica (7, 5),
és a dir, es revisa I'inventari cada periode de grandaria T i es llanga una ordre per a assolir un
nivell d’'inventari S. El periode T es calcula amb la mateixa férmula que en el cas de demanda i
temps d’aprovisionament constants, és a dir:

_ 2-H-Cy.
r= N dk-C
No obstant aix0, el nivell maxim S i, per tant, la grandaria Q del lot, han de calcular-se tenint en

compte la variabilitat de la demanda i/o el temps d’aprovisionament, per a aix0 haurem
d’incorporar un estoc de seguretat.

Demanda variable i temps d’aprovisionament constant
L’estoc de seguretat, en aquest cas, es calcula com
ss=z-04- NT+L

ja que aquest estoc ha de cobrir la variabilitat que es produisca durant el periode T entre dues
revisions més el temps d’aprovisionament L.

Aixi doncs, el nivell maxim S sera:

S=dT+L)+ss=dT+L)+z-04VT +L



Temps d’aprovisionament variable i demanda constant

Com que ara la demanda és constant, durant el periode entre aprovisionaments no hi ha
variabilitat. La incertesa només es produeix durant el temps des que es llanc¢a la comanda fins
que es rep, ja que aquest és variable. Per tant, I’estoc de seguretat es calculara amb la formula
seguent:

ss=d-z-0p

ja que el temps d’aprovisionament estara per davall de zo;, amb la probabilitat que hagem triat
per al NSC.

Aixi, el nivell maxim sera

S=d (T+L)+d-z -0y

Demanda i temps d’aprovisionament variables

En aquesta situacio el calcul de I'estoc de seguretat és un poc més complex, i es fa mitjangant la
féormula segiient, que incorpora la variabilitat de tots dos factors:

ss=2z- J(T+l_,)0'(21+c?20'%

El nivell maxim en aquest cas queda:

S :J(T+E)+z- ‘/(T+E)o-§+(izo-%
Exemple (Shenoy i Rosas, 2018)

Una botiga que utilitza un sistema de revisié periodica d’inventari té una demanda anual d’un
determinat producte de 5500 unitats. Els costos de llancament sén de 43 euros per ordre, i el
cost d’emmagatzematge per euro és del 35% anual. Cada unitat de producte té un cost de 100
euros. La demanda diaria segueix una distribucié normal amb mitjana 15 i desviacié tipica 3. El
temps d’aprovisionament del producte també segueix una distribucié normal amb mitjana de 5
dies i desviacio tipica d’1 dia. Calcula I'estoc de seguretat per a un nivell de servei de cicle del
90%.

En primer lloc, calculem el periode d’aprovisionament 7

_ [zHC, _ 2143 _ - :
T= G - [ 2= 0.0211 anys ~ 7.7 dies

Ara apliqguem la féormula de I’estoc de seguretat per a temps d’aprovisionament i demanda
variables:

s§=127- \/(T+E)0'3+c?20%
=1.28- \/(7.7 +5)-32 +152 .12 ~ 23.58 ~ 24 unitats




Gestio d’estocs de demanda discreta

En tots els models que hem vist fins ara, hem considerat que la demanda del producte era
continua (encara que en alguns sistemes la revisié de I'inventari es fera de manera discreta).
Estudiarem a continuacio el cas en que la demanda del producte és discreta, és a dir, es fa de
manera agregada per periodes de temps.

Dins dels productes amb demanda discreta, cal distingir entre els que tenen demanda d’un Unic
periode (productes amb alt grau d’obsolescéncia, com moda, peribles...) i els que presenten
demanda de diversos periodes. Per a estudiar la demanda d’un Unic periode és necessari definir
parametres com la probabilitat de venda o el cost residual que sdn dificils d’ajustar de manera
objectiva, per la qual cosa no considerarem aquest cas. Ens centrarem, per tant, en els productes
de demanda discreta de diversos periodes.

D’ara en avant, suposarem que I’horitzé de planificacié esta dividit en T periodes i la demanda
del producte en cada periode r € {1, ..., T}, denotada com d;, és coneguda (o, almenys, tenim
una previsio de quina sera la demanda). Cada llangament té associat un cost C; i podem assumir
que el temps d’aprovisionament és nul (o constant i conegut, per la qual cosa I'ordre es podria
llangar amb I'antelacidé necessaria perqueé arribe exactament en el periode que desitgem). Tant
la recepcid de les comandes com el lliurament de la demanda del periode es fan al principi
d’aquest. També tenim un cost d’emmagatzematge & per cada unitat de producte i periode.
L'inventari al principi de la planificacio se suposara nul.

Model de programacié matematica

Per a planificar les comandes que cal fer al llarg de I'horitzé de planificacié per a minimitzar el
cost de l'inventari, podem plantejar i resoldre un model de programacié matematica. Les
variables que utilitzarem seran les segilients:

q: : quantitat demanda en I’ordre 1lancada en el periode ¢

I; : inventari al principi del periode ¢ (després de tindre en compte
les comandes i la demanda d’eixe periode)

~ _ [ lsienel periode ¢ s’ha llancat una ordre
Y=\ 0sino

El model a resoldre és el seglient:

T
Min Z(CL-yt+h-Iz)
i=1
s.a: L= 1+q—d; t=1,...,T (D
T
g <y Yy dy t=1,....T )
r=1
Ihy=0 3)
I,g; =0 t=1,....,T @)

v € 0,1} t=1,...,T (5)



La funcié objectiu minimitza la suma dels costos de llancament i els costos d’emmagatzematge.
Les equacions (1) estableixen que I'inventari en el periode ¢ sera el resultat de sumar a I'inventari
del periode anterior la comanda rebuda i restar-li la demanda d’aquest periode.

Les restriccions (2) obliguen al fet que, si no és llanga una ordre en el periode ¢ (v; = 0), la
quantitat rebuda ¢gr siga 0, mentre que, si es llanga, no hi ha més limitacié que la quantitat total
demanada en tot I’horitzé de planificacid.

Exemple
Per a un dels articles produits per una empresa es coneixen les seglients demandes per als sis

primers mesos de I'any (vegeu taula 2). El cost de llangament és de 80%€, i el d'emmagatzematge
és 1,75€ per unitat al mes.

Mes Gener | Febrer | Marg Abril Maig Juny
Demanda 36 60 85 11 39 75

Taula 2: Demandes mensuals

Volem determinar la planificacié de les comandes necessaries per a satisfer la demanda amb un
cost d’inventari minim. El model resolt amb Solver es troba en el fitxer Tema 2 - demanda
discreta.xlsx.

Encara que hem vist una manera de convertir el model en lineal, aixd no sempre és eficient, ja
que suposa introduir més restriccions, algunes amb un parametre M que pot causar problemes
a I’hora d’obtenir la solucié optima. Es per aixd que existeixen altres métodes alternatius que
ens permeten obtenir la solucid optima, com el que veurem a continuacio.

Meétode de Wagner-Whitin

Aguest metode es basa en el fet que es pot demostrar que en l'estrategia optima només
llancarem una ordre en un periode si I'inventari s’ha esgotat en el periode anterior. Per a aplicar
aquest metode, construirem un graf dirigit format per T + 1 vértexs. Des de cada vertex i
tindrem arcs que ixen cap als vertexs i+ 1,i+2,...,T. Cadascun d’aquests arcs (i, j)
representen una comanda que cobriria la demanda des del periode i fins al periode j — 1. Si es

decideix fer aquesta ordre, la quantitat a demanar sera Z"’;; dr. Per tant, el cost total que
suposaria per a I'inventari llangar aquesta ordre seria Cy, + h - Zi;l] (k — i)dy. Aquest sera el cost
cij que li assignarem a I'arc (i, j) en el graf. Una vegada construit el graf, calculem el cami més
curt del vertex 1 al T + 1. Els arcs que formen part d’aquest cami ens indicaran les comandes
que cal llancar, i el cost del cami sera el cost total d’inventari.

Exemple

Considerem I'exemple anterior resolt amb el model de programacié matematica. Aplicarem el
meétode de Wagner-Whitin per a obtenir la mateixa solucié optima. Primer construim el graf
dirigit. Com que la planificacié correspon a 6 mesos, el graf tindra 7 vertexs. Des de cadascun
dels vertexs eixira un arc cap a cadascun dels vertexs posteriors. En la figura 7 podem veure
alguns d’aquests arcs (no s’han dibuixat tots per qlestié d’espai).



Figura 6: Graf per a I'algorisme de Wagner-Whitin

Ara hem de calcular els costos associats a cada arc. Per exemple, peral'arc(1, 4), que representa
una comanda que cobrira la demanda dels mesos 1, 2 i 3, el cost sera:

c14 =80+ 1.75- (60 + 2 - 85) = 482.5

En el calcul incloem el cost de llangament, 80, i el cost d’emmagatzematge, que és 1,75 per
unitat al mes, aixi que cal multiplicar-lo per les quantitats emmagatzemades durant aquest
interval i el nombre de mesos que s’emmagatzema aquesta quantitat. La quantitat destinada al
primer mes no suposa costos d’emmagatzematge, ja que s’utilitza immediatament. La quantitat
per al segon mes, 60 unitats, s’ha d’emmagatzemar durant un mes, i la quantitat per al tercer
mes, 85, s’'emmagatzema durant els mesos 1i 2, aixi que s’ha de multiplicar per dos. D’aquesta
manera calculem els costos de tots els arcs, que poden veure’s en la taula 3.

El cami més curt en aquest graf dirigit pot observar-se en la figura 8, i correspon a fer comandes
els mesos 1, 2, 3 (que cobrira també el mes 4), 5i 6, amb un cost total de 419.25€. Com podem
veure, es tracta de la mateixa solucid obtinguda resolent el model anterior.

Arc Cost Arc Cost Arc Cost
(1,2) 80 (2,4) | 228.75 | (3,7) 629.5
(1,3) 185 (2,5) | 267.25 | (4,5) 80
(1,4) 482.5 (2,6) 472 (4,6) | 148.25
(1,5) | 1055.75 | (2,7) 997 (4,7) | 410.75

(

(

(

(1,6) | 1328.75 | (3,4) 80 5,6) 80
(1,7) 1985 (3,5) 99.25 5,7) | 211.25
(2,3) 80 (3,6) | 235.75 6,7) 80

Taula 3: Costos dels arcs
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Figura 7: Cami més curt

L’algorisme de Wagner-Whitin té també I’avantatge que pot aplicar-se facilment per a casos en
els quals el calcul dels costos d’inventari és més complicat i no pot expressar-se com una funcio
lineal.



Sistema de classificacié ABC de productes

Quan en l'inventari es manté un gran nombre de productes diferents, a vegades no és possible
dedicar la mateixa quantitat de recursos per al control i gestié de I’estoc de tots aquests. Es per
aix0 que és important saber quins productes prioritzar per a aconseguir un major efecte en
I'eficiencia de la gestid de I'inventari. L’analisi ABC ens permetra classificar els productes de
I'inventari segons una certa mesura d’importancia (demanda, ingressos per vendes, nivell de
consum...).

L’analisi ABC esta basat en la regla de Pareto, segons la qual, quan s’analitzen grans quantitats
de dades, la distribucié de la major part dels parametres és irregular. Suposem, per exemple,
que el nostre criteri de classificacio dels articles son els ingressos per vendes generats per cada
article. Llavors, la regla de Pareto aplicada a la gestid de I'inventari ens diu que, per regla general,
aproximadament el 20% dels nostres productes suposaran el 80% dels ingressos per vendes, el
30% seglient correspondra a un 15% d’aquests ingressos, mentre que I'dltim 50% suposara
només el 5%.

Per a aplicar I'analisi ABC, el primer que hem de fer és decidir quin criteri o mesura utilitzarem
per a determinar la importancia de cada article. Aquest criteri pot ser el nombre d’unitats
demanades al llarg d’'un determinat termini, els ingressos per vendes generats per aquest article,
el nivell de consum del producte si es tracta d’un article per a consum intern de I'empresa...

Una vegada obtinguts els valors d’aquesta mesura per a tots els productes, els ordenarem de
major a menor valor d’aquest criteri i calcularem els valors acumulats d’aquesta mesura per a
tots els productes. Finalment, classificarem els productes en tres grups A, B i C a partir d’aquests
valors acumulats. El grup A el formaran aquells pocs productes (~ 20%) que sumen el 80% del
valor de l'inventari d’acord amb el criteri triat, el grup B correspondra a aquells (= 30%) que
representen el seglient 15% del valor, mentre que en el grup C tindrem els productes (= 50%)
que representen I'tltim 5% del valor. Obviament, aquests percentatges poden variar i ser molt
diferents depenent de cada cas.

Com a conseqiiéncia, els productes del grup A seran els més importants i als quals més recursos
haurem de dedicar (actualitzacié més freqiient del nivell d’estoc, revisié periodica dels métodes
de calcul de previsions, actualitzacid freqlient dels parametres de gestid, eleccié de nivell de
servei de cicle més elevat...). Els productes del grup B seran els segiients en importancia, mentre
que els del grup C seran aquells als quals no sera necessari prestar tanta atencid.

Exemple

Una empresa ven 10 articles diferents. La taula 3 mostra els nivells de demanda anuals de cada
article, aixi com el seu valor monetari per unitat. Aplicarem I’analisi ABC a aquests productes.

Producte Demanda anual Valor monetari per unitat (€)

A 3000 50

B 4000 12

C 1500 15

D 6000 10

E 1000 20

F 500 500

G 300 1500

H 600 20

|

1750 10



J 2500 5

Taula 4: Demanda i valor dels productes

En primer lloc, hem de triar el criteri que utilitzarem per a classificar els productes. Un possible
criteri seria la demanda anual. En eixe cas, ordenem els productes de major a menor demanda
(taula 4) i calculem la demanda acumulada.

Producte Demanda anual Demanda acumulada
D 6000 6000
B 4000 10000
A 3000 13000
J 2500 15500
| 1750 17250
C 1500 18750
E 1000 19750
H 600 20350
F 500 20850
G 300 21150

Taula 5: Productes ordenats per demanda

La demanda total és 21150. El 80% de la demanda total suposen 16920 unitats, aixi que el grup
A el conformen els productes D, B, A, Ji I. El 95% de la demanda sén 20092 unitats, aixi que el
grup B serien els productes C, E i H, mentre que el 5% restant de la demanda determina el grup
C, que estara format pels productes Fi G.

No obstant aix0, aquest no és I’Unic criteri possible de classificacid. En comptes de fixar-nos en
la demanda, podem classificar els productes sobre la base del valor anual que suposa aquesta
demanda (producte de la demanda anual i el valor unitari). En la taula 5 veiem el valor total
calculat i els productes ordenats segons aquest valor total.

Producte Valor anual (€) Valor anual acumulat (€)
G 450000 450000
F 250000 700000
A 150000 850000
C 67500 917500
D 60000 977500
B 48000 1025500
E 20000 1045500

| 17500 1063000
J 12500 1075500
H 12000 1087500

El 80% del valor total sén 870000€, per la qual cosa el grup A el formen els productes G, Fi A. El
grup B el componen els productes C, D i B, mentre que en el grup C estan els productes E, I, J i
H.

Com acabem de veure, usar diferents criteris de classificacid pot donar lloc a grups molt
diferents, per la qual cosa és important saber quin és el criteri que realment ens interessa
prioritzar.



Bibliografia

Chopra, S. i Meindl, P. (2013). Administracion de la cadena de suministro: estrategia,
planificacion y operacion. 5a ed. Pearson Educacién de México.

Garcia, J. P, Cardds, M., Albarrasi, J. M. i Garcia, J. J. (2004). Gestion de stocks de demanda
independiente. Universitat Politécnica de Valéncia.

Shenoy, D. i Rosas, R. (2018). Problems & Solutions in Inventory Management. Springer.



Tema 3 - Problemes de localitzacio

Aquest tema esta dedicat a la formulacid i resolucié de problemes de localitzacié, que apareixen
en el disseny de la cadena de subministrament i impliquen decisions com on situar instal-lacions,
de quin tipus, com assignar la demanda a les localitzacions... Es tracta de decisions molt
importants, ja que, generalment, impliquen inversions altes i tenen gran influencia en altres
factors clau, com els costos de produccié, inventarii transport o la capacitat de resposta al client.

Introduccio

Els problemes de localitzacié que estudiarem en agquest tema ens ajudaran a prendre diversos
tipus de decisions. La primera i principal és on construir les instal-lacions. Aquesta és una decisié
que tindra un impacte a llarg termini en el funcionament de la cadena de subministrament, ja
que tancar-les, traslladar-les a un altre lloc o obrir-ne de noves implica uns costos molt elevats.
Es tracta, per tant, de decisions d’ambit estrategic, encara que, si les instal-lacions no sén
propies, sind llogades, és més facil i menys costds dur a terme canvis, i podrien fer-se amb més
freqiéncia, de manera que es considerarien decisions d’ambit tactic. A més de decidir la ubicacié
de les noves instal-lacions, podem prendre altres decisions relacionades, com tancar-ne alguna
de les existents, ampliar-les, reduir-ne la capacitat... Els tipus d’instal-lacions que podem
considerar en aquests problemes sén molt diversos, i inclouen plantes de produccié,
magatzems, centres de distribucié..., perd també veurem instal-lacions relacionades amb serveis
publics, com hospitals, parcs de bombers....

A més de decidir on col-locarem les instal-lacions, també hem de prendre decisions relacionades
amb I'assignacid de la demanda o de les fonts de subministrament a aquestes instal-lacions. Per
exemple, quines plantes s’encarregaran de la produccié de la demanda de cada client, quins
ciutadans seran atesos en cada hospital... Aquestes decisions també tenen un impacte
significatiu, ja que afecten els costos totals de produccid, operacié, inventari i transport en que
incorre la cadena per a satisfer la demanda del client i/o la qualitat del servei. Es tracta d’una
decisié que pot ser reconsiderada amb més regularitat per a poder modificar I'assignacié segons
vagen canviant les condicions de les instal-lacions o les demandes. Parlem, per tant, de decisions
d’ambit tactic. Les decisions de localitzacié d’instal-lacions i d’assignacié de demandes o
subministraments estan molt relacionades entre si i, sovint, han de prendre’s simultaniament,
per la qual cosa aquests problemes es coneixen també com a problemes de localitzacio-
assignacio.

Aquest tipus de decisions sobre el disseny de la xarxa que sosté la cadena de subministrament
han de ser revisades a mesura que la companyia creix o quan dues companyies es fusionen, pero
també pot ser necessari quan la demanda ha patit un canvi considerable (en quantitats o en
ubicacid) o quan I'estratégia de produccid ha canviat de manera important (produccié de nous
tipus de productes o retirada d’alguns d’obsolets, per exemple).



Factors a tenir en compte

A I'hora de plantejar el problema que hem de resoldre per a dissenyar la xarxa logistica,
existeixen una série de factors que hem de considerar per a coneixer amb detall les
caracteristiques del nostre problema i, per tant, el model i métode de resolucid que hem
d’emprar:

e Quin sera el nostre objectiu? Quan parlem de la cadena de subministrament d’una
empresa, els objectius solen ser de tipus economic (minimitzar costos o maximitzar
beneficis), mentre que els problemes de localitzacid que apareixen en serveis publics
solen tenir com a objectiu principal proporcionar un servei a l'usuari equitatiu i de
qualitat.

e Quin nombre d’instal-lacions volem construir? Si només hem de construir una
instal-lacio, el problema resulta més senzill, ja que no és necessari prendre decisions
respecte a I'assignacio de recursos o demandes.

e On puc situar les instal-lacions? Si podem obrir les instal-lacions en qualsevol lloc, tenim
un espai continu de possibles localitzacions, mentre que si hi ha un nombre finit de punts
potencials on podem obrir-les, es tracta d’un espai discret (aix0 Ultim sol ser més
realista).

e Quants tipus de mercaderia es mouen des de / cap a les instal-lacions? Podem tenir un
Unic tipus de mercaderia (o0 que, encara que siguen tipus diferents, es poden tractar com
un només) o multiples tipus.

e Quants tipus diferents d’instal-lacions hem d’obrir? Pot ser que totes les instal-lacions
siguen del mateix tipus o que hagem de construir diversos tipus diferents d’instal-lacions
(per exemple, plantes de produccid i centres de distribucid).

e Quins fluxos de producte sén rellevants? Es possible que només ens interesse considerar
el flux de mercaderia que ix des de les nostres instal-lacions cap al seu desti, mentre que
no hi ha entrada de materials a la instal-lacié (o a I'inrevés, només volem preocupar-nos
per la materia primera que entra, perdo no pel que ix). En aquest cas, tindriem un
problema d’un dnic nivell de flux (single-echelon). Pero en alguns casos haurem de
considerar un flux entrant i un altre sortint (per exemple, la matéria primera que entra
en la planta de fabricacié i el producte acabat que n’ix), amb la qual cosa tindriem un
problema amb dos nivells de flux (two-echelon).

e Esla demanda divisible? Sila demanda d’un client pot ser servida per més d’una de les
nostres instal-lacions alhora (de forma compartida), diem que la demanda és divisible,
pero en alguns casos pot ser que siga requerit que la demanda d’un client haja de ser
servida integrament per una Unica instal-lacid.

La resposta a aquestes preguntes determinara a quina mena de problema ens enfrontem.
Obviament, no és possible veure en aquesta assignatura tots els models possibles per a totes les
combinacions de factors abans descrits. | encara que aixi fora, aixo no cobriria tota la casuistica
qgue pot donar-se en la vida real, ja que cada empresa i situacié té les seues caracteristiques
particulars. Per tant, el que veurem a continuacio és una representacié dels models basics més
comuns que poden servir-nos com a punt de partida per a resoldre problemes reals.



Models amb un sol tipus de producte i un nivell de flux

Suposarem que treballem en un espai discret, és a dir, tenim un conjunt finit de localitzacions
on és possible construir les nostres instal-lacions. També assumirem que, encara que puguem
construir diverses instal-lacions, totes seran del mateix tipus i amb les mateixes caracteristiques
(és a dir, un conjunt homogeni d’instal-lacions). Com que es tracta de models amb un nivell de
flux, només ens preocuparem pel flux de mercaderia sortint de les instal-lacions (podria ser
igualment el flux entrant, pero només un). Finalment, tota la mercaderia sortint es tractara com
si es tractara d’un Unic producte i la demanda sera divisible. Aquest tipus de models es coneixen
com a models d’un sol tipus de producte i un nivell de flux (Single-Commodity Single-Echelon,
SCSE).

Els models SCSE es poden representar mitjancant un graf dirigit bipartit, és a dir, un graf dividit
en dos conjunts de vertexs on tots els arcs ixen del primer conjunt i acaben en el segon.

Figura 1: Graf bipartit

En aquest graf bipartit G = (Vi UV3,4), els vertexs de V| representen les possibles
localitzacions de les instal-lacions (suposem que sdn plantes de produccid) des de les quals ix la
mercaderia, mentre que V> sén els llocs on s’envien els productes que ixen d’aquestes plantes
(suposem que sén clients). Els arcs representen tots els possibles fluxos de mercaderia des dels
potencials magatzems fins als clients.

Cada vertex j de V5, és a dir, cada client, té associada una certa demanda del producte denotada
dj, mentre que cada vértex i de V| té una certa capacitat de produccié denotada ¢;. Suposarem

que tant la capacitat com la demanda sén constants per a qualsevol periode de temps. Definim
les variables seglients:

e u; = unitats produides a la plantai Vi€ V

e s;; = unitats enviades des de la planta i al client j Yie Vi VjeV,

Definim també la funcié C;;(s;;) com el cost de transportar si; unitats de producte des de la
planta i fins al client Jj, i la funcié F;(u;) com el cost d’operacié a nivell #; de la possible planta i,
és a dir, el cost de produir ; unitats de producte (incloent cost d’obertura i tots els costos
necessaris). El problema SCSE es pot resoldre mitjangant el model seglient:



Min Z Z Cij(sip) + Z Fi(u;)

i€V jeVa ieV)
s.a: Z Sij = uj ieV] (D
JeVa
> sij=d; jEVa (2)
i€V
Z Sij < qi i€V (3)
JEV2
SUEO ieV,jeW, 4)
u; =0 ieV (5

Les variables #; determinen si es construeix o no la instal-lacid, ja que un nivell de produccié
estrictament major que 0 implica 'obertura d’aquesta planta, mentre que les variables 5;; ens
indiquen la quantitat de producte que s’envia des de cada planta als clients finals. La funcio
objectiu és la suma dels costos de transport i els costos d’operacid. Les restriccions (1), una per
a cada possible planta, diuen que la quantitat total enviada des d’aquesta planta ha de ser igual
que la quantitat produida. Les equacions (2), una per client, obliguen al fet que la quantitat total
de producte enviada a cada client siga igual a la seua demanda, mentre que les desigualtats (3),
una per planta, impedeixen que la quantitat total enviada (i produida) sobrepasse la capacitat
de produccio de la planta.

Observe’s que la funcio objectiu s’ha construit com la suma de les funcions C; ; i Fj, pero aquestes

funcions poden prendre moltes formes. Un assumpcié molt habitual és que el cost de transport
per unitat és constant i els costos d’operacid son lineals a trossos i concaus, per exemple:

Cij(sij) = aijsij
Fiwp = { 800 S0

on a;j és el cost de transportar una unitat de producte de i a j, Ji és el cost d’obertura o
construccio de la plantai i & és el cost de produir una unitat en la plantai. El cost de produccid
d’una unitat g; pot afegir-se al cost de transport a;;, per la qual cosa podem definir b;j = a;; + g;
, que inclou el cost de produir i transportar una unitat al seu desti. D’aquesta manera, si definim
una nova variable

~_ | 1siobrim la planta i
!~ 1 0sino

podem reescriure el model com



Min Z Z bijsij + Z fivi

i€V jeVa ieVy
s.a: Zsij:dj j€V2 (1)
ieVy
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Ja no necessitem les variables ;. Les restriccions (2) ara indiquen que, si s’obri la planta, la
guantitat total enviada des d’aquesta planta no pot sobrepassar-ne la capacitat, mentre que
que, si no s’obri, la part de la dreta val 0, la qual cosa obliga al fet que la quantitat total enviada
des d’aquesta planta siga 0. Aix0 és el que coneixem com una restriccid6 de capacitat
condicionada.

Una altra forma habitual d’expressar aquest model és reemplacant les variables s;; per unes

altres que, en comptes de representar les unitats enviades, representen el percentatge de la
demanda coberta:

x;jj = percentatge de demanda del client j cobert per la planta i

D’aquesta manera, es té la relacid s;; = dx;; i el model queda

Min DT> cipxij+ D fvi

i€V, jeVp ieVy
s.a: inj-:l jev, (1)
eV
Z djxij < qiyi i€V 2)
JjeVa
xijZO ieVy,jeV, (3)
yi €10,1} ieVy 4)

on ¢jj = b;jd; = (a;j + g;)dj. Aquest model ha sigut ampliament estudiat en la literatura i és
conegut com el problema de localitzacié de plantes amb capacitats (Capacitated Plant Location,
CPL).

Exemple (Ghiani i al., 2013)

Milatog és una companyia productora de pinso per a animals. A la provincia hi ha set granges
qgue tenen unes demandes diaries de pinso de 36, 42, 34, 50, 27, 30 i 43 quintars,
respectivament. Milatog pretén comprar plantes productores des de les quals proveir les set
granges. S’han identificat sis llocs potencials a la zona, amb una produccio diaria de pinso de 80,
90, 110, 120, 100 i 120 quintars, respectivament. Els costos fixos de cadascuna de les possibles
plantes sén (en euros): 321420, 350640, 379860, 401775, 350640 i 336030. Com que la
companyia preveu mantenir les operacions durant quatre anys (1461 dies), el cost fix diari per a
cada planta (resultant de dividir el cost fix entre el nombre de dies) és de 220, 240, 260, 275,
240 230 euros, respectivament. El cost diari de produccié d’un quintar de pinso, en euros, per
a cada planta és 0,15, 0,18, 0,20, 0,18, 0,15 i 0,17, respectivament. El cost del transport d’un



quintar és de 0,06 euros per quilometre. Les distancies des de cada planta fins a cada granja, en
quilometres, venen donades en la taula 1 (tingues en compte que cada viatge suposa anar i
tornar). El fitxer Tema 3 - Milatog.xIsx conté el model resolt amb el Solver d’Excel.

Granja

1 2 3 4 5 6 7

1 18 23 19 21 24 17 9

2 21 18 17 23 11 18 20

Planta 3 27 18 17 20 23 9 18
4 16 23 9 31 21 23 10

5 31 20 18 19 10 17 18

6 18 17 29 21 22 18 8

Taula 1: Distancies

Variants del model SCSE

El model que acabem de veure pot adaptar-se a situacions més particulars o complexes
modificant o afegint variables i/o restriccions. Per exemple, en algunes situacions, les plantes no
son rendibles si no produeixen una quantitat minima de producte al dia. Per tant, hem d’afegir
restriccions que ens asseguren que aquesta quantitat minima de produccioé s’aconseguira en cas
que decidim obrir la planta. Si la quantitat minima diaria d’una plantai és g, les restriccions que
hem d’afegir al model seran:

Z djx,:j = qug, ieV;
JjeVa

Un altre cas interessant és quan, a causa de I'economia a escala, la funcid de costos de
produccié F;(u;) és una funcio lineal a trossos i concava, per exemple

0 siu; =0
! ’ . =
Fi(up) =4 [ +8ui si0 < u; < iy
f+glwi sid <w <y

En aquest cas només esta formada per dos trossos lineals, perd podria generalitzar-se a més.
Com que aquesta funcié no és lineal (ho és a trossos), no podem utilitzar-la directament en el
nostre model. Per a adaptar el model a aquesta situacio, el que hem de fer és considerar com si
tinguérem dues possibles plantes en cada lloc. Una planta “xicoteta” que tindra els costos del
primer tros de la funcid, i una planta “gran” que tindra els costos de la segona part. En realitat,
es tracta d’una Unica planta, pero el que farem és decidir quina de les dues versions de la planta
obrirem (o cap de les dues). Tindrem, per tant, dues variables d’obertura per a cada planta, yy i
yir, de les quals podem utilitzar-ne una com a maxim. Per tant, haurem d’afegir les restriccions
seguents:

v+ v <1

Els costos fixos de les plantes i’ e i”” seran f/ i f/, i els costos per unitat produida g/ i g/,

respectivament.

Per una altra banda, si no existeix una limitacié en la capacitat maxima de produccié de les
plantes, les restriccions (2) del model han de modificar-se perqué no es limite la quantitat



enviada, pero, al mateix temps, si no s’obri la planta no es puga produir ni enviar res des
d’aquesta. Aix0 s’aconsegueix escrivint-la de la manera seglient:

Z xij < [Valyi, i€V
JeV2

Aixi, quan la planta no s’obri, la part de la dreta val 0 i la suma del que ix de la planta és 0
obligatoriament. Si la planta s’obri, la part de la dreta és el nombre total de clients, per la qual
cosa la restriccid no limita en res el valor de les variables de I'esquerra. El model resultant en
substituir (2) per aquestes noves restriccions es coneix com el problema de localitzacié de
plantes simple (Simple Plant Location, SPL).

Una altra restriccid habitual consisteix a fixar el nombre de plantes que cal construir. Aixo
s’aconsegueix facilment mitjangant I'equacio segilient:

> yi=

ieVy
on p és el nombre de plantes que es desitja obrir.

També és possible considerar incertesa en el model. La incertesa pot aparéeixer en la demanda
de cada client o en els costos de transport i/o produccid. La introduccié d’incertesa pot
complicar considerablement la formulacié i resolucié del problema. Existeixen diferents
tecniques per a tenir en compte aquesta variabilitat en les dades. Una és la utilitzacié de
diferents escenaris. Cada escenari representa diferents possibles situacions, cadascuna amb
unes determinades demandes i costos. No sabem quin escenari ocorrera finalment, pero podem
assignar una probabilitat d’ocurréncia a cadascun (si no tenim niidea, podem assignar la mateixa
probabilitat a tots).

Anomenarem § el conjunt de possibles escenaris. Cada possible escenari s € S té un conjunt de
demandes dels clients d 5, uns costos de transport i produccié que determinen els coeficients
Cijs i una probabilitat d’ocurréncia ps, complint-se que (s ps = 1. Llavors, el model SCSE amb
incertesa pot formular-se amb les variables seglients:

xjjs = percentatge de demanda del client j cobert per la planta i en I'escenari s

~_ [ 1sis’obrilaplanta i
Yi=1 0sino

Observe’s que la decisiod de quines plantes obrir és Unica per a tots els escenaris, ja que és una
decisié que s’ha de prendre abans de saber quin escenari ocorrera. Pero I'assignacio de la
demanda als clients pot ser diferent en funcié de I'escenari que finalment es done. Aixo si, hem
d’assegurar-nos que les restriccions de demanda i capacitat es compliran en qualsevol dels
escenaris. Per a aix0, el model que s’ha de resoldre és:



Min Z Ps Z Z CijsXijs + Z fivi

seS ieVy jeVs ieV)
s.a: th-js:l jeVyseS (1)
i€V
> djexijs < aii icVy,ses )
JEV2
Xijs =20 ieVy,jeVyses 3)
yi € {0, 1} i€V 4)

En la funcié objectiu, els costos de produccid i transport estan ponderats per la probabilitat de
I’escenari. Aixi, escenaris amb una alta probabilitat tindran més influéncia en la solucio
obtinguda que aquells amb baixa probabilitat. Les restriccions son les mateixes que en el model
basic, pero repetides per a tots els escenaris.

Problemes de localitzacié-cobriment

En els problemes de localitzacié-cobriment, I'objectiu consisteix a decidir la localitzacié d’una
serie d’instal-lacions de manera que tots els usuaris/clients de la instal-lacié puguen ser servits
dins d’un limit maxim de temps i minimitzant el cost d’obertura de les instal-lacions.

En aquest cas, representarem el problema mitjancant un graf no dirigit G = (V] U V3, E), on V,
son les possibles localitzacions de les instal-lacions, V5 representa el conjunt de clients i el
conjunt d’arestes E representa els camins més curts entre instal-lacions i clients. Cada possible
instal-lacié i € V| té associat un cost d’obertura f;. A més, tindrem una matriu A de dimensié
V1] x |Va| formada per zeros i uns, anomenada matriu de cobriment, on cada element ajj
prendra el valor 1 si el client j pot ser servit des de la instal-lacié i (perqué compleix els requisits
de distancia, temps... que hagem establit) i O si no pot ser servit.

Per a modelitzar el problema, utilitzarem les variables seglients:

. _ | 1siobrim la planta:
Yi=1 0sino

El model que caldria resoldre seria el seglient:

Min Z fivi

i€V
5.a Za,‘jygz | JEW (D
i€V
yi €10, 1} eV 2)

La funcié objectiu representa el cost total d’obertura de les instal-lacions. Les restriccions (1)
obliguen al fet que tot client puga ser servit des d’almenys una instal-lacié. Aquest model no sols
s’utilitza per a resoldre problemes de localitzacid-cobriment, sind que apareix també a I’hora de
resoldre molts altres problemes (el veurem, per exemple, com a part d’algun problema de rutes
de vehicles en el tema 4). Es coneix també com el problema de cobriment de conjunts (Set-
covering, SC), i ha sigut ampliament estudiat en la literatura.



Exemple (Ghiani i al., 2013)

A Portugal, I'administraciéo de Coimbra necessita situar estacions de bombers per a cobrir set
districtes residencials de la ciutat en un temps maxim de 16 minuts. Les distancies entre els
centres de cada districte venen donades en la taula 2, i la velocitat mitjana de viatge es considera
65 km/h. Els costos anuals de les estacions, donats en milers d’euros, sén 200, 160, 240, 220,
180, 180 i 220. L’objectiu és decidir quines estacions de bombers obrir minimitzant el cost i
garantint que tots els districtes estan coberts. El fitxer Tema 3 — Coimbra.xIsx conté el model
resolt amb Solver.

1 2 3 4 5 6 7
1 8 24 18 30 20 16
2 8 0 30 120 14 4 6
3 24 30 0 16 12 10 18
4 18 120 16 0 18 20 6
5 30 14 12 18 0 4 100
6 20 4 10 20 4 0 54
7 26 6 28 6 100 54 0

Taula 2: Distancies entre districtes

Variants del model de localitzacié-cobriment

Si els costos d’obertura sén iguals per a totes les instal-lacions, I'objectiu és equivalent a
minimitzar el nombre d’instal-lacions obertes, i és possible que existisquen multiples solucions
optimes alternatives. En aquest cas, pot ser interessant introduir un segon criteri per a triar entre
aquestes alternatives. Per exemple, minimitzar els temps de recorregut. Per a incloure aixd en
el model, necessitem definir un altre conjunt de variables binaries:

~_ [ Lsielclient jes servit des de la installacio i
Yij =\ 0sino

Sitjjés el temps de viatge des de lainstal-laci6 j al client j, i M és un valor gran arbitrari, el model

Min Z My; + Z Z t,-jxl-j

quedaria:

ieV) i€V jeVs
s.a: Za,'jxijZI je Vs (D)
i€V
> xij < Valy; i€V )
jEVz
yi €{0,1} ieV 3)
x,-jE{O,l} iEVl,jEVQ (4)

El valor M s’utilitza perque la part de la funcié objectiu que calcula el nombre d’instal-lacions
obertes tinga molt més pes que la part del total de temps emprat i, d’agquesta manera, es
prioritze minimitzar el nombre d’instal-lacions obertes. Les restriccions (1) obliguen al fet que
tots els clients siguen servits per almenys una instal-lacié d’entre les que compleixen els



requisits. Les desigualtats (2) impedeixen que es puga assignar un client a una instal-lacié que
no haja sigut oberta. Observe’s que es tracta d’un model multiobjectiu.

Una altra forma alternativa d’incloure aquest segon objectiu consistiria a resoldre primer el
model que només minimitza el nombre d’instal-lacions:

Min Z Vi

ieVy
s.a: Za,'jyjz 1 JEV> (D
i€V
yi €10, 1} eV (2)

Una vegada es coneix el nombre minim d’instal-lacions, siga aquest p, resolem un segon model
similar al que acabem de veure fixant el nombre d’instal-lacions construides a p mitjangant una

nova restriccio:
Min Z Z 1ijXij

fEV[ jEVz
s.a: Za,-jx,-jzl jeV, (1)
eV

D xij < Valy; i€V @)

JEV2
Z Yi=p (3)

iEV[
yi € {0, 1} i€V 4)
xij €1{0, 1} ieVy,jeW, (5

Un altre possible criteri de desempat quan tenim diverses solucions optimes amb el mateix
nombre d’instal-lacions construides és I'anomenat doble cobriment. Amb aquest criteri
pretenem triar la solucid que, a més de minimitzar el nombre d’instal-lacions construides,
intente maximitzar el nombre de clients que tenen almenys dues instal-lacions que complisquen
amb els criteris de distancia/temps per a poder ser atesos des d’aquestes. D’aquesta manera, es
persegueix que el client tinga una instal-lacié alternativa per al cas en el qual la seua instal-lacié
inicialment assignada no estiguera en funcionament o estiguera saturada. Per a modelitzar
aquesta situacio, necessitem definir les variables
__ [ 1sis’obrilainstallacio i
Yi= { 0sino
o { (1) si el client j esta cobert per, almenys, dos installacions
A sino

El model seria:



Min szj—ZSj

i€V, JeVa
s.a: Zaijy,-—sjz 1 jeVy (1)
ieV;

yi €{0,1} eV (@
SJ'E{O,I} jeVa (3)

La funcid objectiu li dona un pes gran M al nombre d’instal-lacions obertes perquée aquest siga
I’objectiu prioritari (igual que en el model anterior). La segona part de la funcid és el nombre
total de clients coberts per, almenys, dues instal-lacions. Com que s’esta minimitzant la funcié
objectiu, per a maximitzar aquest nombre hem de canviar-li el signe i posar-lo en negatiu. Les
restriccions (1) sdn una variacié de les desigualtats de cobriment de models anteriors. Si el client
esta cobert per una unica instal-lacio, el sumatori valdra 1 i, obligatoriament, la variable s;
prendra el valor 0. Si, en canvi, esta cobert per dues o més instal-lacions, aquest sumatori valdra
2 0o més, amb el que la variable s; podra valdre 1.

En algunes situacions, és possible deixar sense servir alguns clients a canvi de pagar una
penalitzacié per aix0. Per a modelitzar aixo sdn necessaries les variables seglients:

~_ [ 1sis’obrilainstallaci6 i
Yi=1 0sino

~_ [ lsielclient jno és servit
%J =\ 0sisi que és servit

| el model sera:

Min Z fivi + Z Pjzj

i€V JjeVa

s.a: Za,’jy,"l‘ZJiZl jev, (1)
eV

viel ) ievy @

Gel0l)  jevr ()

La funcid objectiu inclou un primer terme amb els costos de les instal-lacions obertes i un segon
terme amb les penalitzacions pels clients no servits. Cada client pot tenir una penalitzacié
associada diferent p;. Les restriccions (1) s"han modificat per a obligar al fet que, o bé el sumatori
és major o igual que 1 (vol dir que el client esta servit) o bé la variable zj val 1 (el client no esta
servit).

Quan cada usuari té associada una demanda d; i no és possible servir a tots els usuaris perque
el nombre d’instal-lacions a construir esta limitat i no pot sobrepassar un cert nombre p, convé
plantejar el problema com un model de maxim cobriment. Per a aix0, definim el mateix tipus de
variables que en el model anterior:

. _ | 1sis’obrila installacio i

Yi =)\ 0sino

~_ [ 1sielclient jés servit
<j =1 0sino és servit

| modelitzem el problema com:



Max Z djzj

JEVa
s.a: Z aijyi 2 zj JEWVy (D
eV
DL Visp 2
i€V
yi €10, 1} eV (3)
Gel0l  jeva (4

La funcid objectiu consisteix a maximitzar la demanda total coberta. Les desigualtats (1) obliguen
al fet que la variable z;només puga valdre 1 si el client esta cobert per alguna instal-lacié, mentre
que la desigualtat (2) limita el nombre total d’instal-lacions que poden ser obertes.

Problemes del p-centre

En aquests problemes I'objectiu és situar p instal-lacions de manera que el temps maxim de
viatge entre els clients i la seua instal-laci6 més proxima siga el minim possible. D’aquesta
manera es persegueix proporcionar un servei equitatiu a tots els clients i que no hi haja cap que
estiga especialment lluny de la instal-lacié més proxima.

Encara que existeixen versions del problema en les quals les instal-lacions poden col-locar-se en
qualsevol lloc de la xarxa (tant en vertexs com a la meitat d’un enllag), estudiarem només el cas
en el qual les instal-lacions poden situar-se només en els vertexs. Siga G = (V, E) un graf no
dirigit, on el conjunt de vértexs V representa tots aquells punts on es pot construir una
instal-lacid, E representa els camins més curts entre aquests vertexs i tenim un subconjunt de
vertexs V/ c V que son aquells vertexs en els quals hi ha clients. Cada aresta (i, j) té associat un
temps de recorregut tij, que és el temps de viatge des de fins a j. Definim les variables segiients:

= { 1 siel client j és servit des de la installaci6 i
ij =

0 sino

_ | 1sis’obrilainstallacio i
Yi=1 0sino

A més, tindrem una variable z que representara el temps maxim de viatge de qualsevol client a
la seua instal-lacié més proxima. El model a resoldre sera:
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sa D i=p (1)
i€V
Doxj=1 jev )
eV
D X<V i ieV 3)
%
Ztijxijéz jev’ 4)
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yi €10, 1} i€V (5
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La funcio objectiu minimitza el major temps de viatge dels clients, representat per la variable z.
Aguesta variable pren el valor del temps de viatge més llarg gracies a les restriccions (4), que
obliguen al fet que z siga major igual que el temps de viatge de tots els clients. Aquesta és la
forma habitual de poder minimitzar el maxim d’un conjunt de valors en el que es coneixen com
a problemes min-max. La restriccié (1) fixa el nombre d’instal-lacions que hem d’obrir. Les
equacions (2) indiquen que cada client ha de ser assignat a una instal-lacid, mentre que les
desigualtats (3) impedeixen que puguem assignar clients a una instal-lacié que no s’ha obert.
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Tema 4 — Problemes de rutes de vehicles

Una vegada les mercaderies estan llestes per a ser distribuides als clients (o centres de
distribucid, o magatzems), aqguestes ha de ser carregades en vehicles, generalment camions, que
han de seguir una ruta determinada per a repartir-les. Dissenyar adequadament aquestes rutes
resulta de vital importancia, ja que permet reduir costos (combustible, hores de treball, nombre
de camions...), disminuir la quantitat d’emissions contaminants i millorar el servei al client.
Aquest tipus de problemes en els quals tractem de dissenyar rutes optimes es coneixen com a
problemes de rutes de vehicles. En aquest tema estudiarem alguns dels problemes de rutes de
vehicles més coneguts, aixi com diverses tecniques per a resoldre’ls.

Introduccio

Dins de la problematica de la distribucié de mercaderies, hem de distingir entre dos tipus de
problemes: els problemes de rutes definits en distancies curtes i els definits per a distancies
llargues.

En els problemes de rutes en distancies llargues, les mercaderies es mouen generalment entre
terminals de transport i/o instal-lacions (magatzems, centres de distribucié...). Els mitjans de
transport utilitzats solen ser vaixells, avions, trens o camions de gran capacitat, i el transport sol
ocupar llargs periodes de temps (dies o setmanes). Aquest tipus de problemes es tractaran en
el tema 5.

Els problemes de rutes en distancies curtes son els que solen aparéeixer en la distribucié del
producte al client final. Els vehicles utilitzats solen ser camions o furgonetes, i cada ruta esta
composta d’una seqiiencia de punts que cal visitar (els clients). Aquests repartiments solen fer-
se en periodes relativament curts de temps, maxim un dia. Aquest tipus de problemes, que son
els que abordarem en aquest tema, també es coneixen com a problemes de repartiment
d’dltima milla. No sols apareixen en el repartiment d’articles als clients, sind també en contextos
com el transport urgent, repartiment de correu, recollida de fem, rutes per a serveis de
reparacio...

El disseny de les rutes dels vehicles és una decisié d’ambit operatiu, ja que normalment aquestes
rutes han de ser recalculades amb freqliéncia (cada dia o setmana), o fins i tot han de ser
modificades sobre la marxa. No obstant aixo, la resolucié d’aquests problemes també ens pot
ajudar a prendre algunes decisions que poden considerar-se d’ambit tactic, com la composicid
d’una flota de vehicles.

Per a representar els problemes de rutes utilitzarem grafs. Els vertexs hi poden representar
punts on hem de fer un servei (clients que visitar) o simplement interseccions entre carrers o
carreteres. Els enllagos del graf representaran els carrers, carreteres o camins que uneixen els
vertexs.

Dins dels problemes de rutes, podem trobar dues grans families: els problemes de rutes per
vertexs i els problemes de rutes per arcs. En els problemes de rutes per vertexs, I'objectiu sera
dissenyar rutes que visiten una série de vertexs del graf (perqué hem de visitar els clients que
s’hi troben per a recollir o entregar mercaderia o fer algun servei). En els problemes de rutes per
arcs, en canvi, I'objectiu no és visitar uns vertexs concrets, sind recérrer una serie d’enllagos del



graf, ja que el servei que farem es du a terme recorrent el carrer (per exemple, netejar el carrer,
retirar neu, recollir fem...).

Factors a tenir en compte

A I'hora de plantejar el problema que hem de resoldre per a dissenyar rutes de vehicles,
existeixen una série de factors que hem de considerar per a coneéixer amb detall les
caracteristiques del nostre problema i, per tant, el model i métode de resolucié que hem
d’emprar:

Demanda

Cada client que cal visitar té associada una certa demanda, les caracteristiques de la qual
influeixen de manera determinant en el tipus de problema que haurem de resoldre:

Hem d’entregar mercaderia, recollir-la, o totes dues coses? Si cal recollir i entregar, és
mercaderia que es recull en un punt i s’entrega en un altre, o no hi ha relacié entre
recollides i lliuraments?

Podem entregar/recollir la mercaderia en qualsevol moment, o hi ha uns horaris
predeterminats per a fer-ho (finestres temporals)?

Les comandes es componen d’un Unic tipus de mercaderia, o tenim diversos tipus
diferents?

La demanda d’un client ha de ser servida per un Unic vehicle, o podem repartir-la entre
dievrsos en diferents moments?

Els clients sdn tots iguals, o existeix algun tipus de prioritat, de manera que hagem de
servir alguns clients abans que uns altres?

La demanda és coneguda a priori, o no es coneix amb exactitud fins a arribar al client?

Vehicles

Les caracteristiques de la nostra flota de vehicles també poden influir en la manera de plantejar
el problema:

La flota és homogenia (tots els vehicles sén iguals) o heterogénia (vehicles amb diferents
caracteristiques)?

Hi ha limitacions de temps de treball o de capacitat per als vehicles?

Tenen un sol compartiment, o n’hi ha diversos per a diferents tipus de mercaderia?
Existeix algun tipus d’incompatibilitat entre vehicles i clients? Per exemple, si un client
esta situat en un carrer estret, els vehicles de grans dimensions no podran accedir-hi.
Existeixen incompatibilitats entre vehicles i mercaderies? Per exemple, si la mercaderia
necessita mantenir-se a baixa temperatura, no podra ser transportada per un vehicle
que no tinga cambra refrigerada.

La grandaria de la flota és fixa, o podem afegir o eliminar vehicles?

Els vehicles ixen tots del mateix lloc (deposit), o cadascun pot tenir un deposit diferent?
Han de tornar al deposit en acabar?

Conductors

També poden existir condicionants que afecten els conductors dels vehicles.

Quin tipus de contracte tenen els conductors (fix, autonom, per hores...)?



e El nombre de conductors disponibles, és fix o variable?
e Hem de tenir en compte descansos, temps per a menjar...?

Dades rellevants de les quals hem de disposar

A més dels condicionants anteriors, les dades de les quals puguem disposar que siguen rellevants
per al nostre problema també determinaran les caracteristiques del nostre model. Algunes de
les dades que podem / hem de tenir en compte sén:

e Localitzacié dels clients: hem de saber on estan els clients, és a dir, els punts que els
nostres vehicles han de visitar.

e Temps de viatge: generalment, necessitarem coneixer els temps de viatge entre clients
i del deposit als clients. Aquests temps poden ser constants, variables que depenguen
del moment en que es faca el trajecte (si és hora punta, o no), aleatoris amb una certa
distribucid...

e Distancies: un altre element que hem de tenir en compte sén les distancies entre clients.
Si es considera una velocitat constant (poc realista, pero més senzill), els temps de viatge
seran proporcionals a les distancies.

e Regulacions de transit: pot ser que hagem de tenir en compte algunes normes per al
disseny de les nostres rutes (velocitats maximes, tipus de vehicles que poden circular
per cada carretera, girs prohibits...).

e Costos fixos: a més dels costos associats a les distancies recorregudes, pot ser que
existisquen costos fixos per I'is de cada vehicle.

La resposta a aquestes preguntes i les dades de les quals disposem determinaran a quin tipus
de problema ens enfrontem. Obviament, no és possible veure en aquesta assignatura tots els
models possibles per a totes les combinacions de factors abans descrits. | encara que aixi fora,
aix0 no cobriria tota la casuistica que pot donar-se en la vida real, ja que cada empresa i situacio
té les seues caracteristiques particulars. Per tant, el que veurem a continuacié és una
representacié dels models basics més comuns que poden servir-nos com a punt de partida per
a resoldre problemes reals.

Problemes de rutes de vehicles per vertexs

Els problemes de rutes de vehicles per vértexs sén aquells en queé el servei que els vehicles han
de fer (generalment, recollir o entregar mercaderia) esta situat en punts concrets i per a dur-lo
a terme és necessari visitar aquests punts. Representem aquests problemes graficament
mitjancant grafs, on el conjunt de vertexs correspon als clients (encara que també poden
representar el/els deposit/s o interseccions entre carrers o carreteres) i els enllagos sén els
trajectes que connecten els clients. La figura 1 representa el graf corresponent a un problema
amb cinc clients. Les arestes del graf son tots els possibles trajectes entre clients.



Figura 1: Graf per a un problema de rutes per vertexs

Cada enllag del graf té associat almenys un cost, que pot representar la distancia o el temps de
viatge entre els seus dos extrems. L'objectiu d’un problema de rutes per vértexs és trobar una
(o diverses) rutes que visiten tots els clients amb un cost total minim. Addicionalment, pot haver-
hi més dades i restriccions que hagem de tenir en compte a I’'hora de construir les rutes
(demandes, capacitats, deposits, horaris...).

A continuacid, veurem alguns dels problemes de rutes per vértexs basics.

El problema del viatjant (Traveling Salesman Problem, TSP)

El problema del viatjant o TSP és el problema de rutes per vertexs més basic i el més conegut i
estudiat. Donat un graf complet G = (V, E) amb un conjunt de vértexs V que representen els
clients, un conjunt d’arestes E que representen el cami més curt i, per a cada aresta (i, j) € E
entre un parell de vertexs i, j € V, un cost ¢j corresponent al cost de recérrer aquesta aresta, el
TSP consisteix a trobar una ruta (també anomenada cicle o tour) tancada (que comence i acabe
en el mateix vertex) visitant tots els vertexs amb cost total minim.

Figura 2: Tour del TSP

La figura 2 mostra un tour del TSP corresponent al graf de la figura 1 (encara que no sabem si és
la solucid optima del TSP, ja que no coneixem els costos).

El TSP il-lustra la situacio en la qual un representant ha de visitar una série de clients recorrent
per a aixo la minima distancia possible. Encara que és un problema que no sol tenir moltes
aplicacions reals directes (els problemes reals solen tenir molts més condicionants i
caracteristiques addicionals), apareix com a component basic de molts problemes de rutes més
complexos. Malgrat I'aparent simplicitat, és un problema NP-dificil, per la qual cosa no s’espera
poder desenvolupar algorismes que el resolguen de manera optima en temps polinomic.

Formulacié del TSP



Podem formular el TSP com un problema de programacié lineal entera emprant les variables
seglents:

| 1lsilaresta (i, j) €s recorreguda
Yij =\ Osino

Es facil deduir que, si el graf és complet (i si no ho és, sempre podem completar-lo calculant
camins més curts) mai sera necessari recorrer una aresta més d’una vegada.

Donat un conjunt de vertexs S cV, anomenem tall §(S) el conjunt d’arestes que tenen un
extremenSilaltreenV \ S, ésadir,5(S)={(i.))e E:i€S,jeV\SoieV\S,je S} Quan
el conjunt § esta format per un Unic vértex i, escrivim 6(i) per a representar totes les arestes

| OV\ |

Arestes en 0(5)

incidents amb aquest vertex.

Figura 3: Exemple de tall

D’aquesta manera, la formulacié del TSP sera:

Min Z CijXij

(i.)EE

s.a Z xij=2 ieV (1)
(i./)€8(i)

Xjj=2 ScVi|S| =2 (2)
(i./)E3(S)

xij € 10,1} (i,/) € E (3)

La funcid objectiu calcula el cost total de la ruta, és a dir, de les arestes utilitzades en la ruta. Les
equacions (1) asseguren que tots els vertexs seran visitats exactament una vegada (per a aixo,
és necessari que s’usen dues arestes incidents amb cada vertex, una per a entrar i una altra per
a eixir). Les desigualtats (2) es diuen restriccions de connectivitat, i fan que la soluciod siga una
ruta connexa. Si no les incloguérem, podriem obtenir solucions com les de la figura 4, que no és
connexa. Les restriccions de connectivitat obliguen al fet que, per a qualsevol tall, siga obligatori
creuar-lo almenys dues vegades, amb la qual cosa aquesta solucié no seria possible.
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Figura 4: Solucid no connexa

La solucié no connexa de la figura 4 esta formada per dos cicles. Aquests cicles reben el nom de
subtours. Les desigualtats de connectivitat poden substituir-se per aquestes altres, que reben el
nom de restriccions d’eliminacio de subtours:

> xii<ISI-1 Scv
(i./)EE(S)

on E(S) és el conjunt d’arestes amb tots dos extrems en S.

Aquesta formulacié té un inconvenient: per a assegurar completament que la solucié sera
connexa, fan falta tantes desigualtats de connectivitat com possibles subconjunts § amb
almenys dos vertexs. Aixd suposa un nombre de desigualtats que és exponencial sobre el
nombre de vertexs del graf, per la qual cosa, per a un graf mitjanament gran, és impossible
escriure totes les desigualtats de connectivitat. Per exemple, per a un graf amb 7 vertexs serien
necessaries 259 desigualtats de connectivitat, i per a un de 8 vertexs, 1400.

Com podem, llavors, obtenir la solucié optima d’aquesta formulacié? Podem recérrer a una
mena d’algorisme conegut com a plans de tall.

Algorisme de plans de tall
L'algorisme de plans de tall consta dels passos seglients:

1. Resoldre una relaxacié del problema original (és a dir, una versié simplificada del model
de la qual hem llevat algunes restriccions).

2. Trobar, entre les restriccions que hem relaxat en el pas 1, aquella que és violada
(incomplida) per la solucié que hem trobat.

3. Sihem trobat una restriccio violada, afegir-la al problema, resoldre’l i tornar al pas 2. Si
no existeix cap restriccio violada, la solucié que hem trobat és optima.

Aguest tipus d’algorisme no és exclusiu del TSP, pot aplicar-se a molts problemes, i és util quan
tenim un conjunt de restriccions en la formulacié que no podem incloure al complet. Aplicat a
la formulacié del TSP que acabem de veure, |'algorisme consistiria a comengar eliminant les
restriccions de connectivitat de la formulacid i resoldre la relaxacio resultant (mitjangant algun
meétode per a problemes lineals enters, per exemple, ramificacié i acotacid). Aixo ens donara
una solucié que probablement no és connexa (com la de la figura 4). Ara hem de trobar un tall
que separe la solucié en dos (o més) subtours. Aquest tall correspondra a una desigualtat de
connectivitat que esta violada per aquesta solucid, aixi que hem d’incorporar-lo a la relaxacio
del problema que hem resolt anteriorment. Tornem a resoldre el problema, analitzar la solucid
i afegir les restriccions que facen falta, i aixi successivament, fins que aconseguim una solucio
que ja és connexa, per la qual cosa no existeixen desigualtats de connectivitat violada i aquesta
sera la solucid optima del TSP. D’aquesta manera, no és necessari incorporar totes les



desigualtats de connectivitat existents a la formulacid, sin6 només aquelles que soén
imprescindibles.

Exemple

Un representant ha de visitar clients en 10 ciutats espanyoles: A Corunya, Albacete, Alacant,
Burgos, Granada, Murcia, Oviedo, Salamanca, Santiago i Valéncia. Resol un TSP mitjangant un
algorisme de plans de tall per a trobar la ruta que passe per totes les ciutats amb distancia total
minima. La solucio pot veure’s en el fitxer Tema 4 — TSP Espanya.xlsx.

Aixi i tot, per a problemes molt grans aquest métode pot no ser eficient, ja que és necessari
resoldre un problema lineal enter cada vegada que afegim desigualtats noves, i el nombre de
desigualtats necessaries pot ser elevat. Per a no haver d’aplicar I'algorisme de ramificacio i tall
cada vegada, és possible relaxar la condicid que les variables siguen enteres. Quan la solucié que
obtinguem tinga valors no fraccionaris, es coneix que ha d’haver-hi alguna desigualtat valida per
al problema que talle aquesta solucid no factible. Només hem de trobar-la i afegir-la al
problema. Si férem capacos de trobar sempre aquesta desigualtat que ens fa falta, no seria
necessari recorrer a la ramificacid. Per aix0 es continua estudiant el conjunt de solucions del TSP
alarecerca de noves families de desigualtats valides que puguen ser utilitzades per a la resolucio
del problema. Existeixen moltes d’aquestes families de desigualtats conegudes: desigualtats
pinta, clique..., perd son massa complexes i no les estudiarem aci.

Quan el problema és massa dificil per a aplicar métodes exactes per a resoldre’l, hem de recérrer
als algorismes heuristics, que ens permeten obtenir solucions molt bones, en alguns casos
optimes (encara que sense garantia que ho siguen) en temps raonables.

Algorismes heuristics per al TSP

Donada la importancia del TSP, un gran nombre d’algorismes heuristics i metaheuristics han
sigut desenvolupats per a la resolucié d’aquest problema. Entre els metodes heuristics
constructius per al TSP més coneguts, trobem els algorismes del vei més proxim, dels estalvis,
d’insercid... També s’han dissenyat multitud d’algorismes de millora: k-optim, Or-optim, Lin-
Kernighan... Finalment, la gran majoria d’algorismes metaheuristics han sigut provats amb el
TSP: cerca tabu, temperat simulat, GRASP, geneétics...

A continuacid, veurem alguns dels algorismes constructius més emprats per a obtenir solucions
del TSP.

Algorisme del vei més proxim

Segurament es tracta de I'algorisme més senzill que puguem imaginar. Es tria un vertex
qualsevol com ainici de la ruta i, en cada pas successiu, afegim el vertex més proxim (amb menor
distancia) a I'altim afegit i I'incorporem al final de la ruta que construim. Quan ja s’han afegit
tots els vertexs, es tanca la ruta tornant al vertex inicial. Si es repeteix aquest procés partint de
diferents vértexs inicials, pot donar lloc a solucions diferents.

Es un algorisme molt facil d’aplicar, perd les solucions obtingudes no solen ser molt bones, ja
que els dltims vertexs afegits per I'algorisme solen distar molt entre si, especialment en els
ultims passos.



Algorisme dels estalvis (Clark i Wright)

Per a aplicar aquest algorisme comencem triant un vértex inicial, anomenem-lo k. Ara calculem
els estalvis per a cada parell de véertexs i, j, definits com s;i; = ¢cjx + cxj — ¢ij. Aquest valor
representa quant estalviariem en distancia si, en comptes de viatjar des del vertex inicial £ al
vertex i i tornar al k (i el mateix per alj), visitarem el vertex j a continuacié del i i després
tornarem a l'inicial. En la figura 5 podem veure un exemple del que succeeix en fer aixo.
Inicialment, la ruta segueix la seqiéncia k — i — k — j — k. En visitar el vértex j a continuacié del
i, desapareixen les arestes verdes i afegim la roja, amb la qual cosa, reduim la distancia total
recorreguda en cjx + Ckj, pero I'augmentem en ¢;j. Per tant, com més gran siga I'estalvi, millor.
Agafem el primer estalvi s;j de la llista (el major) i incorporem el vértex j a la ruta on esta el
vertex i a continuacié d’aquest, sempre que no es forme un subtour. Continuem recorrent la
llista i incorporant els vertexs que puguem fins que es complete la ruta.

Figura 5: Exemple d’estalvi

Algorisme d’insercié del més proxim

Aguest algorisme va inserint un a un els vertexs en la seua posicié idonia. Suposem que ja tenim
construida una ruta parcial, és a dir, que visita alguns vertexs, perd no tots. Ara busquem el
vertex k més proxim a la ruta parcial. Es considera que el vertex més proxim és aquell la distancia
del qual al vértex més proxim de la ruta és minima. Sij, j son dos vertexs consecutius en la ruta
parcial, inserir el vertex k en la ruta entre aquests dos vertexs faria incrementar el cost de la ruta
en cjx + cxj — ¢;j (vegeu figura 6). Per tant, inserim el vertex k entre aquells dos vertexs per als
quals I'increment del cost és menor. Continuem I'algorisme inserint vertexs d’aquesta manera
fins que la ruta estiga completa. Per a iniciar la ruta al principi de I'algorisme, es tria un vertex
qualsevol i el seu vertex més proxim.

O “ |

Figura 6: Increment del cost en I'algorisme d’insercio

Variants de I’algorisme d’insercié

En I'algorisme d’insercié que acabem de veure, en cada pas se selecciona el vertex que esta més
prop de la ruta parcial i s’insereix en la seua posicid ideal en aquest moment. Si canviem el criteri



d’eleccié del vértex a inserir, obtenim diferents variants de I’algorisme que poden donar lloc a
resultats diferents. Alguns dels criteris que es poden emprar son:

e Insercié del més llunya: en comptes de seleccionar el vertex més proxim a la ruta
parcial, es tria el més llunya (aquell per al qual la minima de les distancies als vertexs de
la ruta és el més gran possible).

e Insercié més barata: s’avalua el cost d’insercié en la seua posicié ideal per a tots els
vértexs que no estan en la ruta, i es tria aquell la insercié del qual resulta en un
increment menor del cost de la ruta.

e Insercid aleatoria: el vertex que s’insereix en cada pas es tria de manera aleatoria.

El problema de rutes de vehicles amb capacitats (Capacitated Vehicle Routing
Problem, CVRP)

En el CVRP tenim un graf no dirigit G = (V, E). El conjunt de vértexs VV conté els clients més un
vertex especial que representa el deposit, des del qual parteixen i al qual han d’arribar tots els
vehicles. El conjunt d’arestes E representa els camins entre clients i deposit. Cada aresta té un
cost associat ¢;j, i cada client i € V té una demanda d;. Disposem d’una flota de vehicles (el
nombre dels quals pot ser fix o variable), cadascun dels quals té una capacitat C. L'objectiu és
trobar un conjunt de rutes amb cost total minim, de forma que totes les rutes comencen i acaben
en el deposit, tots els clients siguen visitats per una ruta i la demanda servida en cada ruta no
sobrepasse la capacitat C.

9

Figura 7: Exemple de solucid del CVRP

Per suposat, el CVRP és NP-dificil, ja que conté el TSP com a cas particular (amb un vehicle,
demandes unitaries i capacitat igual al nombre de clients).

Formulacié del CVRP
Per a formular el CVRP utilitzarem les variables segilients:

x;j = nombre de vegades que I’aresta (z, j) €s utilitzada

Cal assenyalar dues coses interessants sobre aquestes variables. La primera és que no
distingeixen quin vehicle recorre cada aresta. No obstant aix0, una vegada obtinguda la solucio,
no és dificil diferenciar la ruta de cada vehicle. La segona és que, a diferencia del TSP, les



variables aci no sén binaries i poden ser recorregudes més d’una vegada. Tanmateix, és possible
demostrar que aixdo només pot océrrer amb les arestes que ixen del deposit, i es recorreran com
a maxim dues vegades. Amb aquestes variables, la formulacié del CVRP és la seglient:

Min Z CijXij

(i.])eE
sa: > xij=2 ieV\10) (1)
=0
Z xij=2m 2)
(1.j)€3(0)
xij = 2a(S) S CV\{0) (3)
(1.)E3(S)
xij € 10,1} (i, )) € E(VA{OD “4)
xi; €10,1,2) i, j) € 6(0) )

on el vertex 0 correspon al deposit i 7t és el nombre de vehicles disponibles o que fan falta per
a servir als clients.

La funcio objectiu és igual a la del TSP i minimitza la distancia total de les rutes. Les restriccions
(1) també les haviem vistes en el TSP, i garanteixen que qualsevol vértex excepte el deposit sera
incident amb dues arestes. La restriccio (2) diu que el deposit ha de ser incident amb 2im arestes.
Aix0 és aixi perqué cada vehicle ha d’eixir i entrar en el deposit. En les restriccions (3), el
parametre a(S) és el nombre de vehicles que sdn necessaris per a cobrir la demanda dels vértexs
en el conjunt S. Aquestes desigualtats tenen una doble funcid. D’una banda, asseguren que no
se sobrepasse la capacitat dels vehicles i, d’'una altra, que la solucid siga connexa, ja que obliga
al fet que qualsevol tall §(S') siga travessat almenys dues vegades. Una manera de calcular a(S)
és sumant la demanda dels vertexs de S i dividint-la per la capacitat C dels vehicles, és a dir

a(§) = [%-‘ Amb aquest valor de «(S) és suficient perqué la formulacid siga correcta. No

obstant aix0, és possible millorar aquest valor, tal com vam veure en el problema
d’empaquetament en el tema 1, la qual cosa donaria lloc a una desigualtat millor.

Aquesta formulacié presenta la mateixa dificultat que la del TSP, és a dir, el nombre de
desigualtats (3) és massa gran per a poder generar-les totes, aixi que es pot aplicar un algorisme
de plans de tall com en el cas anterior. No obstant aix0, per a aquest problema resultara més
complicat identificar desigualtats violades, ja que no sols cal estar atent als possibles subtours
gue apareguen, sind també a conjunts de clients servits per una mateixa ruta la demanda de la
qual supere la capacitat del vehicle.

Exemple (Ghiani, Laporte i Musmanno, 2013)

Bengalur Oil produeix i distribueix carburants a gasolineres a la regié de Karnakata (I'india). Avui
ha rebut 5 comandes de 5 gasolineres diferents. Les quantitats sol-licitades, en hectolitres,
poden veure’s en la taula 1. Les distancies entre les gasolineres i el deposit, en quilometres, es
mostren en la taula 2. La capacitat de cada vehicle és de 150 hectolitres. L'objectiu és trobar el
conjunt de rutes optim per a servir les comandes minimitzant la distancia total recorreguda. El
fitxer Tema 4 — Bengalur.xIsx conté el problema resolt, primer suposant que tenim 3 vehicles i
després amb 2.



Gasolinera 1 2 3 4 5
Comanda 50 75 50 50 75
Taula 1: Comandes

Deposit 1 2 3 4 5
Deposit 0 90 100 90 80 80
1 90 0 10 20 10 30
2 100 10 0 10 20 40
3 90 20 10 0 10 30
4 80 10 20 10 0 20
5 80 30 40 30 20 0

Taula 2: Distancies

Formulacié del CVRP basada en el cobriment de conjunts (set-covering)

La formulacié que hem vist més amunt no és I’inica formulacié possible per al CVRP. Estudiarem
ara una altra formulacio basada en la del problema de cobriment de conjunts que vam veure en
el tema 3. Aquest tipus de formulacid es pot aplicar no sols per al CVRP, sind per a molts altres
tipus de problemes de rutes, i fins i tot per a problemes fora de I'area de les rutes de vehicles.
Suposem que coneixem totes les rutes possibles que podria fer un vehicle del nostre problema
i anomenarem K el conjunt d’aquestes rutes. Entenem per ruta possible qualsevol ruta que
poguera ser feta per un dels nostres vehicles complint totes les condicions del nostre problema:
comencar i acabar en el deposit, ser una ruta connexa i no excedir la capacitat del vehicle, en el
cas del CVRP, pero podria considerar-se qualsevol altre tipus de condicié addicional si el nostre
problema la requerira. Donada una ruta k € K, ¢ sera el cost d’aquesta ruta i, per a cada vertex
i€V, definim

_ _ [ 1silarutak visita el vertex i
%k =1 0sino

Note’s que a;j;x no és una variable, sind un parametre conegut. Per a cada ruta k, tindrem la
variable seglient:

_ [ 1sien lasoluci6 utilitzem la ruta &
Yk =\ 0sino

El CVRP pot formular-se llavors com:

Min Z CrYk

keK
s.a: Za,-kykzl ieV\{0) (1)
keK
Divk=m 2)
kekK
vr €10, 1} keK 3)

La funcid objectiu minimitza el cost total de les rutes utilitzades. Les restriccions (1) asseguren
que cada vertex siga visitat per exactament una de les rutes utilitzades, i 'equacié (2) fixa el
nombre de rutes utilitzades igual al nombre de vehicles disponibles.



Aquesta formulacié que acabem de veure és molt simple i facil d'implementar, i és, a més, molt
flexible, ja que permet incorporar tot tipus de condicions sobre les rutes. No obstant aixo, té un
inconvenient bastant obvi. Per a emprar-la, és necessari coneixer el conjunt K de totes les rutes
possibles, el qual és molt dificil d’obtenir. I, encara que forem capacos de generar aquest
conjunt, el nombre de rutes segurament seria tan gran que tindriem un problema amb un
nombre de variables massa gran per a poder resoldre’l amb les tecniques habituals. Un metode
habitual per a resoldre aquest tipus de formulacions és el conegut com a generacio de columnes.
S’hi parteix d’un conjunt de rutes conegut (habitualment rutes prometedores que es consideren
que poden ser utils) i es resol la formulacié amb aquest conjunt. A continuacio, hem de trobar
una o diverses rutes que, en afegir-les al conjunt K i resoldre de nou la formulacid, milloren la
solucié obtinguda. Aixo és el que es coneix com a generar columnes (generar rutes noves). Per
a garantir que la solucié millorara en introduir aquestes noves rutes, necessitem que aquestes
tinguen cost reduit negatiu. Podem trobar-les mitjancant procediments heuristics o resolent un
subproblema de manera exacta. Si trobem aquestes rutes, les afegim al conjunt i tornem a
resoldre, i aixi successivament. Si en un moment donat podem demostrar que no existeixen més
rutes de cost reduit negatiu, haurem resolt el problema original. Tanmateix, demostrar aixo
implica resoldre el subproblema de manera exacta, i aixo sol ser dificil, per la qual cosa no
estudiarem aquest metode amb detall. Si que podem implementar-lo a manera heuristica:
simplement generarem un conjunt (gran) de rutes inicials per al conjunt K i resoldrem el
problema amb aquest conjunt, perd ja no generarem més rutes. Aix0 ens proporcionara una
solucid heuristica, perd no podem garantir que siga optima.

Exemple (Ghiani, Laporte i Musmanno, 2013)

El mateix exemple anterior s’ha resolt utilitzant la formulacié tipus set-covering en el fitxer Tema
4 — Bengalur SC.xlsx.

Algorismes heuristics per al CVRP
Algorisme dels estalvis

L'algorisme dels estalvis que hem vist per al TSP pot ser adaptat facilment per al CVRP. L’Unica
diferéncia és que, a I’hora d’aplicar un estalvi i afegir una aresta unint dos clients de manera
consecutiva, hem de comprovar que la ruta que resulta d’aquesta unié no excedisca la capacitat
maxima del vehicle. En aquest cas, aquesta aresta es descarta i es procedeix amb el seglient
estalvi de la llista.

Algorisme d’agranament

Aguest algorisme es pot aplicar si els vértexs tenen coordenades i podem situar-los en un pla.
Triem un vértex que sera l'inicial de la primera ruta. A continuacid, ordenem els vértexs per la
seua coordenada angular respecte d’aquest vertex inicial prenent el deposit com a origen. Anem
afegint els vértexs a la ruta en aquest ordre fins que ja no és possible afegir més vertexs perque
sobrepassariem la capacitat. En aquest moment tanquem la ruta tornant al deposit i iniciem una
nova ruta amb el segiient vertex de la llista. Acabem quan tots els vértexs han sigut afegits a una
ruta. En altres paraules, I'algorisme consisteix a tracar una linia des del deposit que passe pel
vertex inicial i anar fent girar aquesta linia (en sentit horari o antihorari, és igual). A mesura que
la linia va “agranant” els vertexs, els incorporem a la ruta mentre capien en el vehicle. Una
vegada construides les rutes, aquestes es poden intentar millorar aplicant algun tipus de cerca



local. A més, es pot executar I'algorisme diverses vegades, triant un vértex inicial diferent cada
vegada.

Algorisme route-first cluster-second

La idea d’aquest algorisme és construir primer una gran ruta que visite tots els vertexs (route-
first) i després partir-la en rutes més xicotetes que no sobrepassen la capacitat dels vehicles
(cluster-second). Per a construir la ruta inicial podem aplicar qualsevol algorisme, exacte o
heuristic, per al TSP. A continuacid, triem un vértex qualsevol com a inicial i anem afegint més
vertexs a la ruta en el mateix ordre en que es visiten en la solucié del TSP que hem trobat
inicialment. Quan ja no es poden afegir més vertexs perqué ens passariem de la capacitat,
tanquem la ruta tornant al deposit i iniciem una nova amb el segiient vertex de la ruta. A partir
d’una mateixa ruta inicial, podem generar diferents solucions del CVRP triant cada vegada un
vertex inicial diferent o recorrent la ruta del TSP en cadascuna de les dues possibles direccions.

Algorisme de Fisher i Jaikumar (cluster-first route-second)

En aquest algorisme procedirem de manera inversa a I’anterior, és a dir, primer decidirem quins
vertexs incloure en cada ruta i després I'ordre en que es visiten dins de cada ruta. L’algorisme
de Fisher-Jaikumar consta dels passos seglients:

1. Seleccionar m clients com a llavor (tants com vehicles tinguem). Encara que qualsevol
seleccid valdria, és recomanable triar vertexs que estiguen allunyats entre sii, si pot ser,
també del deposit. Anomenem iy, iy, ..., i, aquests clients llavor, que seran els vertexs
a partir dels quals construirem cada ruta.

2. Per a cada vertex i que no siga llavor i cada llavor ir, calculem I'anomenat cost
d’assignacid aj;, = co1 + cji, — cpj,. Aquest cost d’assignacié és una manera d’avaluar
quant ens costaria incorporar el vertex i a la ruta corresponent a la llavor i,.. Si
inicialment la ruta consisteix només a anar i tornar a la llavor, en afegir el vertexi a la
ruta, ens estalviem un dels viatges (I'anada o la tornada) entre el deposit i la llavor, pero
hem d’afegir les arestes que uneixen el vertex i amb el deposit i la llavor (més o menys
el que feéiem en els algorismes d’insercid).

3. Resolem el problema d’assignacié generalitzada amb aquests costos d’assignacié i la
capacitat dels vehicles. D’aquesta manera assignem cada vertex a una ruta minimitzant
els costos d’assignacid i garantint que no se sobrepassa la capacitat dels vehicles.

4. Per a cada ruta ja tenim els vértexs que la componen, aixi que resolem un TSP amb el
deposit i els vertexs que hem assignat a aquesta ruta.

Exemple (Ghiani, Laporte i Musmanno, 2013)

El mateix exemple anterior s’ha resolt mitjancant I'algorisme de Fisher-Jaikumar en el fitxer
Tema 4 — Bengalur FJ.xlsx.

Amb els algorismes vistos anteriorment, a excepcid de I'algorisme de Fisher i Jaikumar, no és
possible determinar a priori quants vehicles utilitzarem. Una vegada conclos 'algorisme sabrem
quants vehicles usa la solucié, pero si aquest és limitat, podria ser que s’utilitzaren més dels
disponibles, de manera que la solucié proporcionada no seria valida.



El problema de rutes de vehicles amb finestres temporals (Vehicle Routing
Problem with Time Windows, VRP-TW)

En aquest problema considerarem que, a més de tenir diversos vehicles amb capacitat limitada,
cada client té un horari de servei, és a dir, una finestra horaria fora de la qual no se li pot servir.
El vehicle no pot arribar després d’aquest horari i, si arriba abans, haura d’esperar que aquest
comence.

Com que hem de tenir en compte també els temps de viatge per a saber si el vehicle arriba a
temps al client, cada aresta (7, j) € E tindra, a més del cost ¢;j, un temps de viatge 7;;. Cada vertex
(client) i € V té una finestra temporal associada [¢;, [;], on ¢; és I'inici de la finestra (el client no
pot ser servit abans d’aquest instant) i /; el final (el client no pot ser servit després d’aquest
instant). El deposit, anomenat veértex 0, també tindra una finestra de servei, que representa
I’'hora d’obertura i tancament d’aquest. A més d’una demanda d;, cada vertex tindra un temps
de servei s; (el temps de descarregar i entregar la mercaderia).

Per a formular el VRP-TW, necessitarem dos tipus de variables:
% _ [ 1silaruta k utilitza I’aresta (i, j)
ij — | Osino
= hora en la qual el vehicle k£ comenca a servir la demanda del client i

Si n és el nombre de clients, per a simplificar la formulacié, en el model per al VRP-TW
representarem el deposit mitjancant dos vertexs, denotats Oin + 1.V’ sera el conjunt de vertexs
que representen clients, mentre que V = V/ U {0, n + 1}. La flota de vehicles estara representada
pel conjunt K. El model sera el seglient:

v 33 S

keK ieV jeV

s.a:ZfojZI YieV (1

keK jeV
Ddi) =cC Vke K 2)

eV’ jeVv
D= vk e K 3)

Jjev
DA - =0 Yhe V' VkeK )

eV Jjev
D=1 Yk e K 5)

ieV

X+ si+ 1=y <0 Vi,jeV.\Vke K (6)
<Y<y VieV,\Vke K (7)
;e (0,1) Vi,jeV,Vke K (8)

La funcié objectiu minimitza el cost total de les rutes. Les equacions (1) garanteixen que tots els
clients seran visitats. Les restriccions (2) serveixen perque les rutes no excedisquen la capacitat
dels vehicles. Les equacions (3) obliguen a eixir tots els vehicles del deposit, mentre que les (4)
forcen al fet que el nombre de vegades que cada ruta entra en un client siga igual al nombre de
vegades que ix (entraiix una vegada), i les (5) fan que les rutes tornen al deposit. Les restriccions



(6) son les més complexes, ja que estableixen la relacid entre les variables Xiji yf-‘. Silaruta k no

passa per I'aresta (i, j), la variable Xij valdra 0 i, en aquest cas, la desigualtat es compleix

trivialment. Pero si la ruta passa per aquesta aresta, vol dir que la ruta k servira els dos clients i
i j. En aquest cas, la desigualtat obliga al fet que el terme entre paréntesis siga menor o igual
que 0, és a dir, y’j- = )’f-( + 8; + ], la qual cosa vol dir que el temps d’inici del servei del client j
sera major o igual que l'inici del servei del vertex i, yf-‘, més el temps que coste servir aquest
client, s;, més el que es tarde a viatjar del client i al j, 7ij. Finalment, les restriccions (7) obliguen
al fet que I'inici del servei de cada client estiga dins de la seua finestra de temps.

Aquesta formulacié té un gran inconvenient: les restriccions (7) no sén lineals, ja que involucren
el producte de les variables xf.‘j i yf-‘. Per a evitar aquest problema, es poden substituir aquestes

restriccions per les seglients, que si que son lineals:

yf+sl-+t,-j—M(1—xfj)<yI; Vi,jeVVkeK

on M és un valor molt gran (pot ser, per exemple, I'hora de tancament del deposit). Amb
aquestes restriccions, si la ruta k passa per I'aresta (i, j), el terme amb la M desapareix, amb el
gue tenim la mateixa desigualtat d’abans. | si la ruta no passa per aquesta aresta, com que M és
molt gran, la desigualtat es compleix trivialment, ja que la part de I'esquerra sera negativa valga
el que valga la variable yf.‘. Aquesta desigualtat té I'inconvenient que introduir aquest tipus de

parametres M complica la resolucié del problema, ja que les solucions obtingudes en relaxar la
condicié d’integritat de les variables solen ser dolentes, pero sempre és millor que tenir
restriccions no lineals.

Algorismes heuristics per al VRP-TW

El fet d’haver de tenir en compte les finestres temporals complica notablement el disseny
d’algorismes heuristics. Alguns algorismes que, sense ser excessivament complexos, han
mostrat obtenir bons resultats per a aquest problema sén els algorismes d’insercié, com
I'algorisme de Solomon. Aquest algorisme és similar als algorismes d’insercié estudiats
anteriorment. Quan s’estudia la insercié d’un client en una ruta, hem de calcular el temps
d’arribada a aquest client i recalcular els de tots els clients posteriors en aquesta ruta per a
comprovar si la insercié és possible. Si no ho és, es descarta. A més, per a afavorir insercions que
no retarden molt les comandes posteriors, el cost d’insercié es modifica sumant un terme que
avalua el retard que pateix el client immediatament posterior en la ruta. D’aquesta manera,
s’afavoreix la insercid de clients que no retarden molt el servei dels clients que ja estan en la
ruta. Donada la complexitat d’aquests algorismes, no els estudiarem amb més detall.

Problemes de rutes per arcs

Com s’ha esmentat el principi del tema, els problemes de rutes per arcs sén aquells en els quals
el servei es fa recorrent les arestes o arcs del graf. Aquest tipus de problemes sén més comuns
quan parlem de serveis com recollida de fem, neteja de carrers, vigilancia..., perd no tant quan
es tracta de lliurament o recollida de mercaderies. Els problemes de rutes per arcs tracten de



trobar una o diverses rutes de cost minim que recérreguen, almenys una vegada, un determinat
subconjunt d’arestes d’un graf.

El problema del carter xinés (Chinese Postman Problem, CPP)

Donat un graf no dirigit G = (V, E) i un cost ¢, associat a recérrer cada aresta e € E, el problema
del carter xinés consisteix a trobar una ruta de cost total minim que recérrega totes les arestes
del graf almenys una vegada. El problema del carter xines va ser estudiat per primera vegada
per Guan (1962), i representa la situacié en la qual un carter vol recérrer tots els carrers d’un
districte o ciutat per a repartir les cartes, recorrent per a aixo la menor distancia possible.

Es diu que un graf és euleria si tots els seus vértexs tenen grau parell, és a dir, sdn incidents amb
un nombre parell d’arestes. Se sap que, si un graf és euleria, aquest pot ser recorregut passant
per cada aresta exactament una vegada, sense repetir-ne cap. Obviament, el cost d’aquesta ruta
sera igual a la suma dels costos de totes les arestes. Habitualment, el graf sobre el qual voldrem
resoldre el CPP no sera euleria, perd podem convertir-lo en euleria duplicant algunes de les
seues arestes (duplicar una aresta vol dir que haurem de recérrer-la dues vegades en la nostra
ruta). Per tant, resoldre el CPP és equivalent a trobar quines arestes hem de duplicar per a
convertir el graf en euleria, de manera que I'increment del cost siga minim. Aixo es pot fer
resolent un problema d’emparellament perfecte de cost minim (vegeu tema 1) sobre el graf
complet format pels vertexs de grau imparell del graf original, on els costos d’emparellament
entre cada parell de vertexs sén iguals al cost del cami més curt entre aquests. Com que
existeixen algorismes amb temps polinomic per a resoldre el problema d’emparellament, el CPP
es pot resoldre també en temps polindmic, per la qual cosa no és un problema NP-dificil.

Exemple

Troba la ruta que recorre totes les arestes del graf seglient amb cost minim.

SR

w
w

Figura 8: Graf per al CPP

El graf en questid té 4 vertexs de grau imparell, els vértexs 2, 3, 4 i 6. Hem de calcular tots els
camins més curts entre aquests quatre vertexs i construir el graf seglient:



Figura 9: Graf complet amb els vertexs de grau imparell

Ara calculem I'emparellament perfecte de cost minim sobre aquest graf, que ens dona la solucié
seglent:

NS

Figura 10: Solucid de I'emparellament

En el graf original, dupliquem els camins més curts corresponents a les arestes de la solucié de
I’emparellament per a convertir-lo en un graf euleria:
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Figura 11: Graf euleria solucié del CPP

Només falta trobar una manera de recérrer aquest graf passant una vegada per cada aresta,
pero aixo és trivial.

El problema del carter rural (Rural Postman Problem, RPP)

Donat un graf no dirigit G = (V. E), un cost ¢, associat a recérrer cada aresta e€ E i un
subconjunt d’arestes Er € E anomenades arestes requerides, el problema del carter rural



consisteix a trobar una ruta de cost total minim que recérrega totes les arestes requerides del
graf almenys una vegada. Les arestes que no pertanyen a Ep, és a dir, Eyr = E \ Ep, €s
denominen arestes no requerides. El RPP és un problema NP-dificil i pot formular-se definint les
variables seglients per a cada aresta:

xe = nombre de vegades que I’aresta e es recorreguda sense servir-la

Com que les arestes requerides s’han de recérrer exactament una vegada (per a fer-hi algun
servei) podem definir les variables com el nombre de vegades que es recorre cada aresta sense
fer servei, tenint en compte que les arestes requerides seran sempre recorregudes una vegada
més del que diga la variable. La formulacio, llavors, és la seglient:

Min E CeXe

ecE
sa: Z Xe = |0p(v)| mod 2 ve Vp (1)
ecd(v)
Z Xe 22 S CVpor(S)=0  (2)
eco(S)
xe > 0 entera ecE 3

on 6(v) sdn les arestes incidents amb el vértex v, 6gr(v) sén les arestes requerides incidents amb
v, 8(5) son les arestes en el tall definit pel conjunt de veértexs § i Vg és el conjunt de vertexs
incident amb almenys una aresta requerida. La funcié objectiu minimitza el cost total de les
arestes utilitzades (atencid, les arestes requerides només estan comptades quan es recorren
sense servir, aixi que, per a calcular el cost total real, caldria sumar el cost de totes les arestes
requerides una vegada). Les restriccions (1) diuen que, si un vertex és incident amb un nombre
imparell d’arestes requerides, caldra recdrrer sense servir un nombre imparell addicional
d’arestes incidents amb aquest vertex (perque tots els vertexs han d’acabar sent incidents amb
un nombre parell d’arestes), i, si el nombre d’arestes requerides incidents és 0 o parell, el
nombre d’arestes addicionals utilitzades haura de ser parell també. Les restriccions (2) son
restriccions de connectivitat, que obliguen al fet que qualsevol tall haja de ser travessat almenys
dues vegades si a I'altre costat hi ha un vertex incident amb una aresta requerida.

Les restriccions (1) no son restriccions que puguen ser expressades de manera lineal, pero poden
ser reemplacades afegint les restriccions i variables segiients:

Z Xe + 6ROV =2z, VveV
eco(v)

zy = 0Oentera YveV

Aix0 augmenta les dimensions del problema, ja que tenim més variables enteres. A més, les
restriccions de connectivitat (2) ja sabem que no podem incloure-les totes en el model per a
garantir que la solucié obtinguda siga connexa. Per aix0, hem de relaxar aquestes restriccions
(eliminar-les de la formulacid) i afegir-les en un algorisme de plans de tall tal com hem vist en
problemes anteriors.



El problema de rutes per arcs amb capacitats (Capacitated Arc Routing Problem,
CARP)

El CARP pot considerar-se com I'equivalent al CVRP en problemes de rutes per arcs. Considerem
un graf no dirigit G = (V, E), un cost ¢, associat a recérrer cada aresta e € E i un subconjunt
d’arestes requerides Eg C E, cadascuna de les quals té una demanda (,. Disposem d’un conjunt
de K vehicles idéntics, cadascun dels quals té capacitat C. El CARP consisteix a trobar K rutes,
una per a cada vehicle, amb cost total minim, de manera que se servisca la demanda de totes
les arestes sense sobrepassar la capacitat dels vehicles.

Per a formular aquest problema, utilitzarem les variables seglients:
x‘é‘ = nombre de vegades que la ruta k travessa I’aresta e sense servir-la
o { 1 sila ruta k serveix I’aresta e
. =

0 si no

La formulacid és:

K K
Min Z cex’;+z Z Cey]cf
k=1 ecE k=1 ecEgr
K
Zy’g=1 Ve € Eg )
k=1
DldaiscC k=1,....K )
eeER
Z 4 Z ygzzyj;. VS CV\{ILVYfeERS),k=1...,K
e€8(S) e€dR(S)
(3)
Do+ D k=0mod2 VSCV\(ILk=1.. K 4)
e€s(S) e€dR(S)
k>0 VeeE,k=1,...,K (5)
ye(0,1)  VeeEpk=1,....K (6)

La funcid objectiu minimitza el cost total de les rutes (cal sumar el cost de recérrer |'aresta quan
la servim i quan només hi passem). Les igualtats (1) garanteixen que totes les arestes requerides
seran servides per una ruta. Les desigualtats (2) serveixen per a evitar que se sobrepasse la
capacitat dels vehicles. Les restriccions (3) garanteixen la connectivitat de les rutes: la part de
I’esquerra representa el nombre de vegades que la ruta k travessa el tall corresponent al conjunt
de véertexs S. Si hi ha alguna aresta f entre les arestes requerides amb tots dos extrems en el

conjunt § que siga servida per la ruta &, és a dir y]]i =1, la part de la dreta valdra 2 en la

desigualtat amb aquesta aresta, la qual cosa obliga a travessar el tall dues vegades (anada i
tornada), ja que, si no, no es podria servir I'aresta. Si no existeix cap aresta servida en aquest
conjunt, la part de la dreta és 0 i la restriccid no obliga a travessar el tall. Les restriccions (4)
garanteixen que cada vertex és incident amb un nombre parell (o zero) d’arestes dins de cada
ruta.

Les restriccions (3) i (4) presenten els mateixos inconvenients que hem vist en altres problemes.
Hi ha un nombre exponencial de totes dues i, a més, les (4) no sén lineals. En el cas d’aquestes
ultimes, es poden substituir per les seglients:



o Z P Zy’;—|F|+1 k=1,....,K, S c V\{1}, FC8g(S),|F|imparell
e€i(S)  ecdr(SI\F eeF

F ha de ser un conjunt imparell d’arestes requerides del tall. En eixe cas, si la ruta k serveix totes
les arestes de F, la part de la dreta val 1, la qual cosa vol dir que la ruta ha d’utilitzar una aresta
més del tall (perque sempre ha de ser un nombre parell per a poder anar i tornar) que no siga
de F. Sila ruta no serveix totes les arestes de F, la part de la dreta és zero o negativa, per la qual
cosa la desigualtat no implica res. En qualsevol cas, aquestes desigualtats, encara que lineals,
suposen també un nombre exponencial, per la qual cosa, tant les (3) com aquestes ultimes,
hauran de ser relaxades i afegides dins d’un algorisme de plans de tall.

Transformacié de problemes de rutes per arcs en problemes de rutes per vértexs

Quan tenim un problema de rutes per arcs, és possible transformar-lo en un problema de rutes
per vertexs equivalent aplicant algunes modificacions al graf. Una vegada transformat el
problema, podem aplicar algun dels algorismes existents per a problemes de rutes per vertexs
pera resoldre’l. No obstant aix0, aquesta transformacié té un cost computacional, ja que la
grandaria del graf en el qual haurem de resoldre el problema per vertexs sera bastant major que
la del graf original. La transformacio inversa, de problema per vértexs a problema per arcs,
també és possible, encara que no I'estudiarem en aquest curs.

Veurem com funciona la transformacid per al cas del RPP. A partir del graf original (amb un
conjunt d’arestes requerides), construirem un nou graf. El procediment consta dels passos
seguents:

1. Percadavertexdel graf original, posarem tantes copies d’aquest com arestes requerides
incidents tinga.

2. Entre cada parell de vertexs del nou graf que es corresponguen amb el mateix vertex
original, posarem arestes de cost 0.

3. Entre cada parell de vertexs del nou graf associats amb la mateixa aresta requerida
original, posarem una aresta amb cost -M (on M és un valor molt gran).

4. Entre tots els parells de vertexs entre els quals no hi haja encara una aresta, afegim una
aresta el cost de la qual sera el del cami més curt en el graf original entre els dos vertexs
corresponents.

Una vegada construit el nou graf d’aquesta manera, hi resoldrem un TSP, la solucié optima del
qual ens donara el recorregut de la solucié optima del RPP original.

Exemple

Resol el RPP corresponent al graf de la figura 12, on les arestes en roig sén les arestes requerides
i el vertex quadrat és el deposit.



Figura 12: Graf per al RPP

En primer lloc, posem els vertexs del nou graf, tants com arestes requerides incidents amb els
veértexs originals. En la figura 13 (pas 1) els vertexs estan identificats per colors per a saber a quin
vertex original corresponen. A continuacid, posem les arestes de cost 0 unint els veértexs
corresponents al mateix vertex original, en aquest cas els del mateix color (pas 2). Després,
posem una aresta de cost -M per cada aresta requerida del graf original (pas 3). Aquestes noves
arestes han d’unir els mateixos colors que unien les arestes requerides originals, i no pot haver-
hi dues arestes de cost -M tocant el mateix vertex. Finalment, completem el graf posant arestes
el cost de les quals siga el del cami més curt en el vértex original (pas 4). Per exemple, entre el
vertex blau clar i el blau fosc es posa una aresta de cost 2, ja que el cami més curt entre aquests
vertexs del graf original té cost 2 (passant pel vertex verd o pel blanc). El graf del pas 4 de la
figura 13 no esta complet (perqué no quede molt confusa la il-lustracid), caldria posar totes les
arestes possibles que hi falten.

o e “% =
'0/' 0

Pas 1 Pas 2 Pas 3 Pas 4

Figura 13: Transformacio del RPP en TSP

Una vegada hem completat el nou graf, hi resolem un TSP. Com que el TSP tracta de minimitzar
el cost total, passara per totes les arestes amb cost -M si M és prou gran, aixi que la solucio del
RPP passara per totes les arestes requerides. La solucié optima del TSP pot veure’s en la figura
144, i correspon a la ruta de la figura 14b en el graf original, que és la solucié optima del RPP.

Figura 14: Solucions del TSP i el RPP
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Tema 10 — Transport de mercaderies en llarques
distancies

En aquest tema tractarem el transport de mercaderies en llargues distancies. En aquests casos,
els mitjans de transport utilitzats poden ser camions, ferrocarrils, vaixells, avions o una
combinacid d’aquests, la duraciod dels viatges sol ser llarga (més d’un dia), i cada trajecte inclou
poques parades (o cap).

Introduccio

En els transports de mercaderies en llargues distancies, els productes es desplacen generalment
entre terminals i/o instal-lacions (plantes, magatzems...). Aquests moviments de mercaderies
poden produir-se directament des de I'origen fins a la destinacié o utilitzar una seqliencia de
viatges a través de diversos punts de transbord, en els quals es pot canviar de tipus de transport
si és necessari. Per a aix0, és possible utilitzar els recursos d’una xarxa de transport ja existent
(problemes d’assignacio de transit de mercaderies) o, si aquesta xarxa fins i tot no existeix o és
inadequada, dissenyar una nova xarxa de transport (problemes de disseny de xarxes). Un altre
tipus de problemes en aquest context sén els d’assignacid de vehicles, en els quals hem de
planificar la localitzacié i moviment d’una serie de vehicles en una xarxa de transport. En aquest
tema estudiarem problemes d’assignacioé de transit de mercaderies i d’assignacié de vebhicles.

Problemes d’assignacié de transit de mercaderies

En els problemes d’assignacié de transit de mercaderies (Freight Traffic Assignment Problems,
TAP), I'objectiu és trobar la manera de fer arribar una serie de productes, a través d’una xarxa
de transport ja existent, d’'uns punts d’origen a uns altres de destinacié amb el menor cost
possible.

Els TAP poden classificar-se en estatics o dinamics. En els models estatics, el factor temps no es
té en compte, mentre que en els dinamics si, ja que la disponibilitat de recursos de transport pot
canviar segons el dia. Representarem els TAP mitjancant un graf dirigit G = (V, A), on el conjunt
de vertexs V representa una série d’instal-lacions (plantes, magatzems, terminals...) i els arcs A,
els possibles serveis de transport entre aquestes instal-lacions. Dins dels vertexs, podem
distingir-ne de tres tipus, els punts d’origen, els de destinacid i els de transbord. Cada arc tindra
associat un cost de transport i una capacitat maxima.

El problema de flux de cost minim

Considerem un graf dirigit G = (V, A), on el conjunt de vértexs esta dividit en vértexs d’origen,
0, vertexs de destinacid, D, i vertexs de transbord, 7,V = O U D U T'. Cada vertex d’origenj € O
té associada una oferta o; (quantitat de producte que ha d’eixir d’aquest vértex), i cada vertex
de destii € D té una demanda d; (quantitat de producte que ha d’arribar a aquest vértex). Cada
arc (i, j) € Ades d’un vertexi a un altre vertex j té associats un cost ¢;; per unitat transportada,
una capacitat maxima #;; (quantitat maxima de producte que pot viatjar per aquest arc) i, pot
ser, una cota inferior /;; (quantitat minima de producte que ha de viatjar per aquest arc).



L'objectiu és trobar la quantitat de producte que ha de viatjar per cada arc perque tota la
mercaderia dels vertexs d’origen siga transportada fins als vertexs destinacid, respectant la
capacitat i la cota inferior dels arcs, amb cost total minim.

Per a resoldre aquest problema, plantejarem un model amb les variables seglients:
Xjj = quantitat de flux (producte) que viatja per I'arc (i, j)

El model de programacié matematica a resoldre és el seglient:

Min Z CijXij

(i./)€A
aj siie O
(1, )ed* (i) (DEG (i) 0 siieT
liij;'jSMij (i,j)eA )

ond*(i)i6~ (i) representen el conjunt d’arcs que ixen i entren del / en el vértexi, respectivament.
La funcid objectiu representa el cost total de transport. Les restriccions (1) garanteixen que de
cada vertex origen eixira una quantitat de producte igual a la seua oferta, en els de destinacid
entrara una quantitat igual a la seua demanda, i en els de transbord no quedara res de producte.
Les desigualtats (2) asseguren que es respecten la capacitat i la cota inferior de cada arc.

Aquest model suposa que la suma de totes les ofertes és igual a la suma de totes les demandes.
Si I'oferta total fora superior a la demanda total, és a dir, X;cp 0; > X iep d;, les restriccions (1)
per als vértexs d’origen haurien de transformar-se en desigualtats <.

Es tracta d’'un model molt similar al que vam veure en el tema 1 per al problema del cami més
curt. De fet, el problema del cami més curt es pot considerar un cas particular del problema de
flux de cost minim en el qual només cal transportar una unitat de producte d’un vertex d’origen
a un altre de destinacid.

Si les cotes inferiors i les capacitats son valors enters, existeix una solucié optima d’aquest
problema en la qual totes les variables prenen valors enters, per la qual cosa no és necessari
imposar la restriccid que les variables siguen enteres.

Encara que el problema de flux de cost minim pot resoldre’s amb aquest model, existeixen
algorismes que funcionen en temps polinomic i son més eficients per a resoldre’l, com el de
Ford-Fulkerson (no ho estudiarem en aquest curs).

Existeixen variants més complexes d’aquest problema que consideren funcions objectiu no
lineals o multiples productes.

Exemple (Ghiani, Laporte i Musmanno, 2013)

NTN és una companyia de transport intermodal de Lausanne. Quan un client vol transportar un
producte entre un origen i una destinacid, NTN proporciona un o més contenidors buits per a
transportar-lo. Una vegada en la seua destinacid, el producte és descarregat i els contenidors
buits han de ser transportats al punt d’origen d’un nou client. Setmanalment 'empresa ha de
redistribuir els contenidors buits, la qual cosa suposa al voltant del 35% del cost total d’operacié
de la companyia. En aquest moment té diversos contenidors buits que han de ser redistribuits



entre les terminals d’Amsterdam, Berlin, Munic, Paris, Mila, Barcelona i Madrid. Cada vertex del
graf seglient representa una d’aquestes ciutats. Els valors al costat de cada vértex representen
la quantitat de contenidors disponibles (positiu) o necessaris (negatiu) en cada ciutat, i els valors
al costat dels arcs son el cost de transportar cada contenidor entre aquestes ciutats.

El problema de flux de cost minim amb multiples productes

Aqguest problema generalitza I'anterior considerant que existeix un conjunt K de productes
diferents i que cada arc té una capacitat maxima u'l'.‘j per a cada tipus de producte k € K que
limita les unitats de producte k que poden passar per aquest arc, i una capacitat conjunta u;;
que limita les unitats totals de producte que poden passar. Si no existira la capacitat conjunta,

podria resoldre’s un problema individual de flux de cost minim per a cada producte per separat.

Per a cada producte k € K existeix un conjunt de vertexs origen O(k), cadascun amb una oferta
de producte of.‘, un conjunt de vertexs destinacido D(k) amb una demanda df.‘, i un conjunt de

vertexs de transbord 7'(k).

Per a formular el problema, utilitzem les variables segiients:

k

Xii = quantitat de producte k que viatja per I’arc (i, /)

| el model resultant és:
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Problemes d’assignacié de vehicles



Els problemes d’assignacié de vehicles (Vehicle Allocation Problems, VAP) es plantegen en
empreses de transport que es dediquen al transport de carregues completes (per a cada
enviament s’utilitza un camid) a llargues distancies. Amb una certa antelacid, 'empresa coneix
les comandes de transport en els dies seglients i ha de decidir quines comandes accepta tenint
en compte les disponibilitats de vehicles i els possibles beneficis per fer cada comanda, a més
de tenir en compte possibles moviments de vehicles buits. Estudiarem el cas en el qual tots els
vehicles de la nostra flota sén iguals, encara que es podria estendre al cas de flotes heterogeénies.

L’horitzo de planificacié es divideix en T periodes, i disposem de les dades seglients:

e N: conjunt de punts d’arreplegada i/o lliurament de les comandes.

. d;j: nombre de carregues completes a transportar des d’i fins a j en el
periode .

tjj: temps de viatge des d’i fins a j (en nombre de periodes).

pij: benefici net obtingut al transportar una carrega des d’i fins a j.

cjj: cost de moure un vehicle buit des d’i fins a j.

mi nombre de vehicles disponibles al periode t en el punt i.

L’objectiu del problema consisteix a decidir el nombre de vehicles carregats i/o buits que han de
viatjar de cada punt; a cada punt j durant cada periode ¢ de manera que es maximitze el benefici
total (es poden deixar comandes sense servir).

Aquest problema es pot resoldre com un problema de flux de cost minim plantejant una xarxa
(graf) adequada de la manera seglent:

Vertexs:

Arcs:

Per a cada punti € N posem T vértexs, un per cada periode.
Posem un vertex més, s, al qual anomenarem embornal.

Per a cada comanda en el periode ¢ per a transportardl{j carregues des del punti al punt
j, posem un arc des del vertex i corresponent al periode ¢ al vertex j corresponent al
periode 7 +7;; amb capacitat dl{j i cost —pij (aquests arcs representen moviments de
vehicles carregats que fan una comanda).

Per a cada parell de puntsi i j i cada periode?, sit + t;; < Tposem un arc des del vertex
i del periode ¢ al vertex j del periode 7 + f;j amb cost ¢;; i capacitat infinita (aquests arcs
representen moviments de vehicles en buit que poden fer-se durant I'horitz6 de
planificacid).

Per a cada punti i cada periodet < T posem un arc del vértexi en el periode r al vértex
j en el periode r + 1 amb cost 0 i capacitat infinita (aquests arcs representen vehicles
que no es mouen del punt d’un periode al seglient).

Per a cada punt j posem un arc des del vértex ; del periode T a I'embornal s amb cost 0
i capacitat infinita.

Ofertes i demandes:




e Cadavertexi del periode té una oferta igual al nombre de vehicles disponibles (a priori)
en aquest punt i aquest periode, és a dir, mf..

e L’'embornal s tindra una demanda igual a la suma de tots els vehicles disponibles (en
negatiu), és a dir, dy = = Y,e7 Djen M.

En aquest graf que hem construit resoldrem un problema de flux de cost minim la solucié del
qual ens dira quins moviments han de fer els nostres camions i quines comandes ens convé
servir.

Exemple (Ghiani, Laporte i Musmanno, 2013)

Murty és una empresa de transport que opera en una regié de I'india amb 5 ciutats, a les quals
anomenarem A, B, C, Di E. De I'11 al 13 de juliol té les seglients demandes de transport:

e 11 dejuliolunacarregadeBaDiunacarregadeEacC.
e 13 dejuliol, 2 carregues d’A a B.

L’11 de juliol es disposa d’un vehicle en B i un altre en D, i el 12 de juliol un altre vehicle més
estara disponible en B.

Els temps de viatge, en dies, entre cada parell de ciutats venen donats en la taula seglient:

A B

moOlolm| >
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O|IN|Rr|[N[N(m

El benefici que proporciona el viatge d’un vehicle carregat és 1,8 vegades el cost del viatge en
buit. Suposem que el cost del viatge en buit és proporcional a la duracioé del viatge, per exemple,
el cost del viatge en buit de A a C és 2xP.

Construeix el graf apropiat per a resoldre el problema com un problema de flux de cost minim.

Bibliografia

G. Ghiani, G. Laporte i R. Musmanno (2013). Introduction to Logistics Systems Management. 2a
ed. Wiley.



	Tema 1
	Tema 2
	Tema 3
	Tema 4
	Tema 5

