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Proleg

L’assignatura 34666 - Matematica discreta i logica s’imparteix en primer curs d’En-
ginyeria Informatica a la Universitat de Valéncia. Es una assignatura introductoria
que hauria de servir de pont entre conceptes matematics, logics i computacionals, im-
portants a 1’hora d’assolir certes competéncies transversals com ara la capacitat per a
representar informacié i per a resoldre problemes.

En l’assignatura hi ha quatre blocs principals: combinatoria, logica, recursid, i
estructures grafiques i arborescents. Encara que en queden fora molts continguts
tipics de cursos i llibres de matematica discreta (com ara resolucié de recurréncies,
codificacid, teoria de nombres, etc.), també és veritat que de qualsevol dels quatre
blocs es podria impartir una assignatura sencera (encara que no en primer curs).

El tret principal del present manual és la col-leccié de problemes. Es tracta major-
ment de problemes que han sigut utilitzats en examens o en exercicis practics. Molts
admeten solucions obertes, ramificacions i extensions que poden resultar interessants
per a la comprensié dels conceptes relacionats.

Per aix0 s’ha reduit la teoria a ’enumeracié de conceptes importants, i s’han estés
les solucions de problemes seleccionats perque il-lustren i expliquen la part teorica
corresponent.

El material no s’hauria d’utilitzar com a apunts complets i autocontinguts, siné
com un resum de conceptes que cal ampliar en altres fonts. Tampoc no s’haurien de
considerar les solucions com a respostes tipus que cal estudiar. Al contrari, la millor
manera d’aprofitar el material consisteix a intentar seriosament la resolucié de cada
problema abans de mirar la solucié.

El llibre s’ha concebut com un projecte obert, de manera que la col-leccié de
problemes puga anar creixent. La idea és que estiga disponible en linia de manera
oberta i que es puga navegar facilment entre les seues parts.

©) Francesc J. Ferri Agost 2022



X INDEX
Finalment, val a dir que aquest projecte s’ha beneficiat d’una manera o d’una altra
de material (concret) previ, discussions (discretes) i reflexions (logiques) amb diversos

companys del departament amb qui he tingut el plaer de treballar. Principalment,
Fernando Barber, Ignacio Garcia, Sergio Casas, Miguel Lozano i Salva Moreno.

Burjassot, 26 de febrer de 2020.
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1. Combinatoria

Combinatoria. 1

1.1 Conjunts, seqiieéncies i aplicacions

Conjuntos, secuencias y aplicaciones

1.1.1 Conjunts

Un conjunt és una agrupacié o col-leccié de ze-
ro o més elements d’algun tipus (per exemple
nombres enters, reals, complexos, lletres, o fins
i tot altres conjunts) de manera que no importa
I'ordre i els elements no es poden repetir.

Un multiconjunt és un conjunt en que els ele-
ments es poden repetir un nombre arbitrari de
vegades.

Un element x pertany a un conjunt, X, si és
un dels que formen la col-leccié6. Ho escrivim
com a x € X. Si un element y no pertany a
X, s'escriu y ¢ X. Aquesta situacié la repre-
sentem graficament mitjangant diagrames de

Venn com a

Conjuntos

Un conjunto es una agrupacion o
coleccion de cero o mds elementos
de algin tipo (por ejemplo numeros
enteros, reales, complejos, letras, o
wncluso otros conjuntos) de manera
que no wmporta el orden y los ele-
mentos no se pueden repetir.

Un multiconjunto es un conjunto
donde los elementos se pueden repe-
tir un numero arbitrario de veces.

Un elemento x pertenece a un con-
jJunto, X, st es uno de los que forman
la coleccion.
x € X. St un elemento y no pertene-
ce a X, se escribe y ¢ X. Esta situa-
cién la representamos grdficamente
mediante diagramas de Venn como

Lo escribimos como



Si tots els elements d’un conjunt X estan en el
conjunt Y, diem que Y conté X o que X és con-

tingut en Y, i ho escrivim com a X C Y. També
diem que X és un subconjunt de Y.

De la mateixa manera, diem que Y és un super-
conjunt de X. Graficament

Y

Si X C YiY C X, aleshores necessariament
X=Y. SiXCYiX=#Y, diem que X és un
subconjunt estricte de Y. O també que esta
estrictament contingut en Y o que Y conté
estrictament X. També es pot dir que X és un
subconjunt propi de, o que esta propiament
contingut en Y.

Si cap dels elements d’un conjunt X pertany a
un altre conjunt Y (i per tant, també al revés) es
diu que X 1Y, sén conjunts disjunts.

X

De la mateixa manera, ens referim a qualse-
vol col-lecci6 de conjunts com a disjunts o
mutuament disjunts si sén tots ells disjunts
dos a dos.

El conjunt buit, (), és un conjunt que no conté
cap element. Com a conseqiiéncia, () és subcon-
junt de qualsevol altre conjunt. Fins i tot d’ell
mateix.

Anomenem univers un conjunt que és supercon-
junt de tots els conjunts en un determinat con-
text.

Versié 2.4b

CAPITOL 1. COMBINATORIA

St todos los elementos de un conjun-
to X estdn en el conjunto Y, dectmos
que Y contiene a X o que X esta
contenido en Y, y lo escribimos co-
mo X C Y. También dectmos que X
es un subconjunto de Y.

Igualmente, dectmos que Y es un su-
perconjunto de X. Grdficamente

St XCY eYC X entonces necesari-
amente X=Y. St XCY y X#Y de-
ctmos que X es un subconjunto es-
tricto de Y. O también que esta es-
trictamente contenido en Y o que Y
contiene estrictamente a X. Tam-
bién se dice que X es un subcon-
junto propio de, o que esta propi-
amente contenido en Y.

St ninguno de los elementos de un
conjunto X pertenece a otro conjun-
toY (y por lo tanto también al revés)
se dice que X e Y son conjuntos dis-
juntos.

De la misma manera, nos referimos
a cualquier coleccion de conjuntos
como disjuntos o mutuamente dis-
juntos st son todos ellos disjuntos
dos a dos.

El conjunto vacio, (}, es un conjun-
to que mo contiene ningun elemento.
Como consecuencia, ) es subconjun-
to de cualquier otro conjunto. Inclu-
so de st mismo.

Llamamos universo a un conjunto
que es superconjunto de todos los
conjuntos en un determinado con-
texto.

Matematica Discreta i1 Logica



1.1.

Per a denotar conjunts utilitzem claus com en

A ={a,b,c}

on hem definit el conjunt A per extensié (enu-
merant tots els seus elements).

També podem definir un conjunt per compren-
sid si especifiquem alguna propietat que ha de
complir un element (de 'univers) si i només si
esta en el conjunt. Per exemple,

CONJUNTS, SEQUENCIES I APLICACIONS 3

Para denotar conjuntos utilizamos
llaves como en

donde hemos definido el conjunto
A por extensién (enumerando todos
sus elementos).

También podemos definir un conjun-
to por comprension si especificamos
alguna propiedad que tiene que cum-
plir un elemento (del universo) si
y solo st estd en el conjunto. Por
ejemplo,

B ={x e N|x =2k},

es llegeix com “el conjunt B és format per tots
aquells nombres naturals tals que es poden es-
criure com a 2k (per a algun k, s’entén)”.

En algunes ocasions podem definir conjunts in-
formalment com en N = {1,2,3,...}. A banda
dels naturals, N, altres conjunts concrets que
utilitzarem sovint sén:

©) Francesc J. Ferri

se lee como “el conjunto B estd for-
mado por todos aquellos numeros
naturales de tal manera que se pu-
eden escribir como 2k (para a algin
k, se entiende)”.

En algunas ocastones podemos de-
finir conjuntos informalmente como
en N={1,2,3,...}. Aparte de los na-
turales, N, otros conjuntos concre-
tos que utilizaremos frecuentemente
son:

Agost 2022



4 CAPITOL 1. COMBINATORIA
N naturals {1,2,3,...}
naturales
Ny k-naturals {1,2,3,...,k}

k-naturales

Z enters {..,—2,—-1,0,1,2,...}
enteros

Y/ k-enters {—k,...,—2,—1,0,1,2,...,k}
k-enteros

7t enters no negatius {0,1,2,...}
enteros no negativos

Z! k-enters no negatius {0,1,2,...,k}
k-enteros no negativos

Z{  univers binari {0, 1}
universo binario

Q racionals {p/qlp€Z,qeN}
ractonales

R reals {punts de la recta real }
reales puntos de la recta real

[0,1] interval unitari tancat xeR|0<x<1}
intervalo unitario cerrado

(0,1) interval unitari obert xeR|0<x<1}

wntervalo unitario abierto

Donat un conjunt X,
potencia de X el conjunt format per tots els seus 3
subconjunts,

anomenem conjunt

P(X) =2%

Per exemple, €l conjunt poténcia de Z; és

{0,{05,{1},{0,1}}

La cardinalitat d’un conjunt X, que escrivim :
com a |[X| o com a card(X), és el nombre d’ele-
ments que conté. Si X C Y aleshores |X| < |Y]. 3
La cardinalitat d’un conjunt és infinita si conté 3
infinits elements.

Versié 2.4b

Dado un subconjunto X, llamamos
conjunto potencia de X al conjunto
formado por todos sus subconjuntos,

—[Y|YCXD)

Por ejemplo, el conjunto potencia de
Z7 es

La cardinalidad de un conjunto X,
que escribimos como |X|
card(X), es el numero de elemen-
tos que contiene. St X C Y entonces
IX| <|Y|. La cardinalidad de un con-
jJunto es infinita st contiene infinitos
elementos.

o como

Matematica Discreta i1 Logica



1.1.

Una col-leccié (o conjunt) de conjunts, B =
{B1,...,By}, s’lanomena particié d’un conjunt A
si tots ells sén subconjunts disjunts no buits
de A i tot element de A pertany també a algun
dels subconjunts B;. Els conjunts B; s’anomenen
blocs de la particié B. Com a cas especial, es
pot acceptar que {()} és una particié de 0.

Donades dues particions, B,C, d'un mateix con-

junt A, es diu que C és un refinament de B si
tot bloc de C és subconjunt d’algun bloc de B. |

En el segiient exemple, B, és una particié (en 3 |
blocs) de Z, i C és un refinament (amb 5 blocs) |
de B. l

B={N,{0},{n| —neN}}

C={n|n=2k,keN,{n|n=2k—1, ke NL{0},{n| n=-2k,ke N,{n |n=1-2k k € N}},

1.1.2 Operacions sobre conjunts

La unié de dos conjunts, A, B, és formada pels :
elements que estan en A o en B. S’escriu AUB. |
Formalment, }

CONJUNTS, SEQUENCIES I APLICACIONS 5

Una coleccion (o conjunto) de con-
juntos, B ={B1,...,Bx}, se denomi-
na particion de un conjunto A st to-
dos ellos son subconjuntos disjuntos
no vacios de A y todo elemento de
A pertenece también a alguno de los
subconjuntos B;. Los conjuntos B;
se les llama bloques de la particién

B.

Dadas dos particiones, B,C, de un
maismo conjunto A, se dice que C es
un refinamiento de B si todo bloque
de C es subconjunto de algun bloque
de B.

En el siguiente ejemplo, B, es una
particion (en 3 blogques) de Z, y C es
un refinamento (con 5 blogues) de B.

Operaciones sobre conjuntos

La unién de dos conjuntos, A, B,
estd formada por los elementos que
estdin en A o en B. Se escribe
A U B.Formalmente,

AUB={x|xeAVxeB}L

La intersecci6 de dos conjunts, A, B, és formada
pels elements que estan en A i en B. S’escriu |
A N B. Formalment, |

La interseccién de dos conjunts, A,
B, estd formada por los elementos
que estdn en A y en B. Se escribe
A NB. Formalmente,

ANB={x|xeAAxecB}

©) Francesc J. Ferri
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La diferencia conjuntista entre A i B, és forma-
da pels elements de A que no estan en B. S’escriu
A\B, o també A — B. Formalment,

CAPITOL 1. COMBINATORIA

La diferencia conjuntista entre A
y B, estd formada por los elementos
de A que no estdn en B. Se escribe
A\B, o también A—B. Formalmente,

A\B={x|xe€AAx¢&B}

El complement del conjunt A (respecte de I'u-
nivers U) es defineix com a A = A® = U\A.
Formalment,

A ={x|x¢gA}L

Aquestes quatre operacions, graficament es po-
den representar mitjangant diagrames de Venn
de la seglient manera.

El complemento del conjunt A (res-
pecto al unwerso U) se define como
A = A°¢ =U\A. Formalmente,

Estas cuatro operaciones grdfica-
mente se pueden representar medi-
ante diagramas de Venn de la st-
gutente manera.

AUB ANB

1.1.3 Seqiiencies i tuples

Una seqiiéncia és una enumeracié ordenada de
zero o més elements normalment del mateix ti-
pus. Una tupla és un element del producte
cartesia de zero o més conjunts.

Una seqiiéncia (homogeénia) és una tupla sobre
un unic conjunt d’elements. No distingirem
entre seqiéncies i tuples que escriurem com a

(XHXZ)-- )

Sixy € X; per a i=1,2,..., k, aleshores

(X1, X2y« v vy X)

Versié 2.4b

A\B

AC

Secuencias y tuplas

Una secuencia es una enumeracion
ordenada de cero o mds elementos
normalmente del mismo tipo. Una
tupla es un elemento del producto
cartesiano de cero o mds conjuntos.

Una secuencia (homogénea) es una
tupla sobre un dnico conjunto de ele-
mentos. No distinguiremos entre se-
cuenctas y tuplas que escribiremos
como (x1,%X2,...).

Si xy € Xy para 1=1,2,..., k, enton-
ces

Matematica Discreta i1 Logica
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També podem escriure que

X XX2><"'XXk:{(X],Xz,...,Xk) |Xi€Xi,i:],2,...

Una tupla de k elements s’anomena k-tupla. El
valor de k és la dimensio, grandaria o talla de
la tupla. Un parell és una 2-tupla. Una terna,
trio o tripleta és una 3-tupla. De vegades, ano-
menarem vector qualsevol k-tupla de nombres
(reals, en principi).

(X1, X2y« vy X

Si estem considerant conjunts sobre un determi-
nat univers els elements del qual es poden nume-
rar, U ={e;, ey,..., ey}, aleshores podem definir
per a cada conjunt, A C U, el seu vector carac-
teristic com a

CONJUNTS, SEQUENCIES I APLICACIONS

También podemos escribir que

, k.

Una tupla de k elementos se llama k-
tupla. Elwvalor dek es la dimensién,
tamano o talla de la tupla. Un par
es una 2-tupla. Una terna, trio o
tripleta es una 3-tupla. A veces, lla-
maremos vector a cualquier k-tupla
de nimeros (reales, en principto).

St estamos considerando conjun-
tos sobre un determinado universo
cuyos elementos se pueden enume-
rar, U = {e1,ez,...,en}, entonces
podemos definir para cada conjunto,
A C U, su vector caracteristico co-
mo

XA = (X1)X2)"‘)Xn))

on

1 sieg€e A
0 sieg€ A

Xi =

Per exemple, els vectors caracteristics dels
conjunts () 1 {2,3} sobre l'univers Ny sén
(0,0,0,0,0,0) i (0,1,1,0,0,0), respectivament.

Els wectors caracteristics sobre universos infi-
nits sén de dimensié infinita. Per exemple,
(0,1,0,1,0,...) representaria el subconjunt for-
mat pels nombres parells de N.

©) Francesc J. Ferri

donde

los wectores carac-
teristicos de conjuntos 0 y
{2,3} sobre el wunwerso Ng
(0,0,0,0,0,0) v (0,1,1,0,0,0),
pectivamente.

Por ejemplo,
los
son
res-

caracteristicos sobre
infinitos son de di-
mension infinita. Por ejemplo,
(0,1,0,1,0,...) representaria el sub-
conjunto formado por los niumeros
pares de N.

Los vectores
UNIVETrsos
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1.1.4 Relacions i aplicacions

CAPITOL 1. COMBINATORIA

Relaciones y aplicaciones

Una relacié (binaria), R, entre els conjunts A i
B és un subconjunt del producte cartesia A x B.
Es a dir, un conjunt de parells formats per un
element de A i un altre de B. O siga,

R C A x B.

Unarelacién (binaria), R, entre los
conjuntos A y B es un subconjunto
del producto cartesiano A x B. Es
decir, un conjunto de pares forma-
dos por un elemento de A y otro de
B. O seaq,

En el cas particular que B = A diem que R és
una relacié en el conjunt A.

Diem que un element a € A esta relacionat amb
un element b € B segons R 1 ho escrivim com a
aRDb si i només si

En cas contrari els elements no estan relacionats
i escrivim aRb. Es poden definir relacions entre
un nombre k d’elements diferent de 2. Les ano-
menem relacions k-aries. L’enter k és 'aritat
de la relacié.

Una relacié que siga R = () (ningd es relaciona
amb ningi) o R = A x B (tots es relacionen amb
tots) s’anomena trivial.

Una relacié entre dos conjunts A i B en
qué almenys un element de A esta relacio-
nat amb almenys un element de B s’anomena
correspondeéncia.

Versié 2.4b

En el caso particular en que B = A
decimos que R es una relacion en el
conjunto A.

Decimos que un elemento a € A estd
relactonado con un elemento b € B
segun R, y lo escribimos como aRb
sty solo st

En caso contrario los elementos
no estan relacionados y escribimos
aRb. Se pueden definir relaciones
entre un numero k de elementos di-
ferente de 2. Llamaremos a éstas re-
laciones k-arias. El entero k es la

aridad de la relacién.

Una relacién que sea R = () (nadie
se relactona con nadie) o R=A x B
(todos se relacionan con todos) se la
llama trivial.

Una relacién entre dos conjuntos A
y B en que al menos un elemento de
A estd relacionado con al menos uno
de B recibe el nombre de correspon-
dencia.
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Com que una relacié (binaria) no és més que |
un subconjunt del producte cartesia de dos con-
junts, sempre és possible definir el vector carac- 3
teristic d’una relacié a partir de qualsevol enu-
meracié d’aquest producte. 3
Per exemple, si considerem la igualtat modul 2
entre els conjunts Zj i Z3,

nR,m sii mod (n,2) =

1 'enumeracid

(0,0),(0,1),(0,2), (0,3),(1,0),...

també anomenada enumeracié lexico-grafica, el
corresponent vector caracteristic de R, seria

(1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1

No obtstant aix0, en el cas de relacions, resulta
més natural i interessant representar aquest vec-
tor com una matriu, xg = [x;;], que anomenarem
matriu caracteristica de la relaci6 R C A x B,

que es pot definir com

1 si Clin]'

X = i
) 0 si ainj

on

A:{cu,...,an}, BI{b],..

Per exemple, la matriu caracteristica de la relacié
R, anterior seria

©) Francesc J. Ferri

Como una relacion (binaria) no es
mds que un subconjunto del producto
cartesiano de dos conjuntos, siem-
pre es posible definir el vector carac-
teristico de una relacién a partir de
cualquier enumeracién de este pro-
ducto.

Por ejemplo, st consideramos la
igualdad médulo 2 entre los conjun-
tos Z3 y 23,

mod (m,2)

y la enumeracion

,(2,2),(2,3)

también llamada enumeracién lexi-
cogrdfica, el correspondiente vector
caracteristico de R, seria

,0)

No obstante, en el caso de relacio-
nes, resulta mds natural e interesan-
te representar este vector como una
matriz, xg = [xi,j], que llamaremos
matriz caracteristica de la relacion
R C A xB, gque se puede definir como

donde

-)bm}

Por ejemplo, la matriz caracteristica
de la relacidn R, anterior seria

Agost 2022
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XR, =

—_ O —
o = O
—_—C —
o = O

Una relacion de equivalencia es

Una relacié d’equivaléncia és una relacid o .
.. . j . una relacion binaria en un conjunto
binaria en un conjunt A que és reflexiva (aRa
per a qualsevol a), simétrica (si aRb aleshores
bRa per a qualsevol parell d’elements), i transi-
tiva (si aRb i bRc aleshores aRc per a qualsevol

terna d’elements).

A que es reflexiva (aRa para cual-
quier a), simétrica (si aRb enton-
ces bRa para cualquier par de ele-
mentos), y transitiva (st aRb y bRe
entonces aRc para cualquier terna
de elementos).

Ejemplos de relaciones de equivalen-
cta serian la tgualdad, R—, o la tgual-
dad mddulo 2, R,, definidas sobe un
unico conjunto. Por ejemplo, sobre

Exemples de relacions d’equivaléncia serien la |
igualtat, R_, o la igualtat modul 2, R;, defini- 3
des sobre un dnic conjunt. Per exemple, sobre el 3
conjunt Z7, les matrius caracteristiques d’aques-
tes relacions serien l

el conjunto Z3, las matrices carac-
teristicas de estas relaciones serian

100 0 101 0
o100 o101
XR==10 01 0 X2 =11 01 0

000 1 0101

Dada una relaciéon binaria de equi-
valencia R sobre un conjunto A, lla-
mamos clase de equivalencia a todo
subconjunto B de A que cumple

Donada una relacié binaria d’equivaléncia R so- |
|
bre un conjunt A, anomenem classe d’equi- |
|
valéncia tot subconjunt B de A que compleix |
|

aRb sii a € B,b € B

Es decir, contiene a todos los ele-

Es a dir, B conté tots els elements de A que estan . .
i mentos de A que estdn relacionados

relacionats entre ells. entre ellos.

.. o Lo ' La notacion [algr significa clase de
La notacié [al significa classe d’equivaléncia de ' eguivalencia de R en A que contie-
R en A que conté l’element a € A. Per tant, 3 ne el elemento a € A. Por lo tanto,

donada una classe d’equivaléncia B, es té que dada una clase de equivalencia B, se
tiene que
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El subindex es pot eliminar si no pot haver-hi
confusid.

S’anomena conjunt quocient del conjunt A ila |
relacié R, o simplement quocient de la relacid,
i se denota com a A/R, el conjunt format per 3
totes les classes d’equivaléncia induides per R
en A. l

A/R={lal | a € A}

Els conjunts quocient corresponents a les relaci-
ons R_ i R, definides anteriorment serien

Si considerem la relacié R, sobre el conjunt in-
finit Z" tindriem també un conjunt quocient de |
cardinalitat 2, |

Z7 /Ry = {[0], (1]}

on les classes d’equivaléncia [0] i [1] contenen els
enters parells i senars, respectivament.

CONJUNTS, SEQUENCIES I APLICACIONS

11

El subindice se puede eliminar st no
puede haber confusion.

Se denomina conjunto cociente del
conyunto A y la relacién R, o simple-
mente cociente de la relacién, y se
denota como A/R, el conjunto for-
mado por todas las clases de equi-
valencia inducidas por R en A.

Los conjuntos cociente correspondi-
entes a las relaciones R_ y Ry defi-
nidas anteriormente serian

Z3 /Ry = {0, 2},{1,3}

St constderamos la relacién R, sobre
el conjunto infinito Z* tendriamos
también wun conjunto cociente de
cardinalidad 2,

donde las clases de equivalencia (0]
y [1] contienen los enteros pares e
impares, respectivamente.

Una relacié d’ordre és una relacié binaria en
un conjunt A que és reflexiva, antisimetrica
(si aRb i bRa aleshores a = b per a qualsevol
parell), i transitiva.

Una relacion de orden es una rela-
cion binarta en un conjunto A que
es reflexiva, antisimétrica (si aRb
y bRa entonces a =b para cualqui-
er par), y transitiva.

Serien exemples la relacié < entre nombres o la :
relacié C entre conjunts. Per exemple, les rela-
cions R< en Zj i Rc en 2% = {(,{0},{1},{0, 1}}
serien relacions d’ordre i tindrien com a matrius
caracteristiques,

©) Francesc J. Ferri

Serian ejemplos la relacion < en-
tre numeros o la relacién C entre
conjuntos. Por ejemplo, las rela-
ciones R< en Z] y Rc en 2721 =
{0,{0},{1},{0,1}} serian relaciones de
orden y tendrian como matrices ca-
racteristicas,

Agost 2022
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XRe = XRc

o O o =
S O = =
OC —- = =
—_ o

En canvi, les relacions estrictes < i C no sén re-
lacions d’ordre ja que no es compleix la propietat
reflexiva.

CAPITOL 1. COMBINATORIA

o O o =
S O = =
o = O =
_ o

En cambio, las relaciones estrictas
< y C no son relaciones de orden ya
que no se cumple la propiedad refle-
xiva.

Una aplicacio, f, del conjunt A al conjunt B és
una relacié on cada element de A esta relacio-
nat amb un tnic element de B. El conjunt A
s'anomena conjunt de partida o domini de
f, Dom(f), i el conjunt B s’anomena conjunt
d’arribada o codomini de f, Cod(f). Per in-

dicar que f és una aplicacié de A a B escrivim

f: A—=B

Una aplicacion, f, del conjunto A
al conjunto B es una relacién don-
de cada elemento de A estd rela-
ctonado con un Unico elemento de
B. El conjunto A se denomina con-
junto de partida o dominio de f,
Dom(f), y el conjunto B se denomi-
na conjunto de llegada o codomi-
nio de f, Cod(f).
f es una aplicacién de A a B escri-
bimos

Para indicar que

Si a € A esta relacionat amb b € B segons f
escrivim f(a) = b en lloc de afb. Diem que b
és la imatge de a o, equivalentment, que a és
antiimatge de b. El conjunt imatge o rang
de f, Im(f), és el subconjunt de B format per
aquells elements que tenen antiimatge en A.

Graficament, dibuixem una fletxa des de a fins
a b per a indicar que f(a) = b.

Versié 2.4b

Si a € A estd relacionado con b € B
segun f escribimos f(a) = b en lugar
de afb. Dectmos que b es la ima-
gen de a o, de manera equivalente,
que a es antiimagen de b. El con-
junto imagen o rango de f, Im/(f),
es el subconjunto de B formado por
aquellos elementos que tienen antii-
magen en A.

Grdficamente, dibujamos una flec-
ha desde a hasta b para indicar que
f(a) =b.
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Aquesta mateixa representacié grafica es pot fer
servir també per a relacions i per a corres-
pondéncies (es dibuixa una fletxa de a a b si
aRb).

CONJUNTS, SEQUENCIES I APLICACIONS
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Esta misma representacién grdfica
se puede utilizar también para rela-
ciones y para correspondencias (se
dibuja una flecha de a a b si aRb).

Una aplicacié és injectiva si tot element del
conjunt imatge té, com a molt, una dnica antii-
matge. Una aplicacié és suprajectiva o ex-
haustiva si no hi ha elements en el conjunt
imatge sense antiimatge. Diem que una apli-
cacié és bijectiva si és alhora injectiva i ex-
haustiva.

Una aplicacion es inyectiva st to-
do elemento del conjunto imagen ti-
ene, como mucho, una dnica an-
tismagen. Una aplicacion es su-
prayectiva, sobreyectiva o ex-
haustiva st no hay elementos en
el conjunto imagen sin antivma-
gen. Decimos que una aplicacion es
biyectiva si es a la vez inyectiva y
exhaustiva.

Tot element del domini d'una aplicacié f ha de
tenir imatge i aquesta ha de ser tnica (per de-
finici6 d’aplicacid). Els elements del codomini
poden no tenir antiimatge, tenir una tnica an-
tiimatge o tenir-ne més d'una. Tots en tindran
una o cap si ’aplicacié és injectiva. I tots en
tindran una o més si f és exhaustiva.

Els elements de Im(f) han de tenir exactament
una unica antiimatge si f és bijectiva o simple-
ment injectiva. I una o més si és exhaustiva.

Alguns exemples d’aplicacions sobre conjunts
petits es mostren graficament a continuacié.

©) Francesc J. Ferri

Todo elemento del dominio de una
aplicaciéon f ha de tener imagen y
ésta tiene que ser unica (por defini-
cién de aplicacién). Los elementos
del codominio pueden no tener antii-
magen, tener una unica antitmagen
o tener mds de una. Todos tendrdn
una antiumagen o cap st la aplica-
cién es inyectiva.
una antitmagen o mds st f es ez-
haustiva.

Y todos tendrdn

Los elementos de Im(f) tienen que
tener ezactamente una unica anti-
magen st f es bwyectiva o simplemen-
te inyectiva. Y una o mds st es ez-
haustiva.

Algunos ejemplos de aplicaciones
sobre conjuntos pequenos se mues-
tran grdficamente a continuacion.
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injectiva no exhaustiva
nyectiva no exhaustiva

{a,b, ¢}

bijectiva
biyectiva

La composicio de les aplicacions f : A — B i
g: B — C, és una aplicacié6 fog: A — C de
manera que fo g(a) = g(f(a)) per a tot a € A.

Donada una aplicacié f: A — B, definim la in-
versa, f~', per a qualsevol element y € B com
a

{a,b,c}

{a,b,¢j

ni injectiva ni exhaustiva

CAPITOL 1. COMBINATORIA

N,

exhaustiva no injectiva
ezhaustiva no nyectiva

nt tnyectiva nt ezhaustiva

fly)={xeAl f(x)

Aquesta inversa es pot veure com una relacié en-
tre B i A que no és necessariament una aplicacié.
De fet, la relacié inversa es pot definir per a
qualsevol relacié exactament de la mateixa ma-
nera:

La composicién de las aplicactones
f:A—>Byg:B— C, es una apli-
cacién fog: A — C de manera que
fog(a) =g(f(a)) para todo a € A.

Dada una aplicacion f: A — B, defi-
nimos la inversa, f~', para cualqui-
er elementoy € B como

=y}

Esta inversa se puede ver como una
relacién entre B y A que no es nece-
sartamente una aplicacién. De hec-
ho, la relacién inversa se puede de-
finir para cualquier relacién ezacta-
mente de la misma manera:

Donada una relacié, R C A x B, la relacié in-
versa, R™' C B x A, es defineix de manera que
per a tot parell d’elements, a € A, b € B,

bR 'a sii aRb,

Dada una relacién, R C A x B, la
relacién inversa, R~ C B x A, se
define de manera que para todo par
de elementos, a € A, b € B,

Aquesta relacié inversa es pot representar
graficament a partir de la representacié grafica
de la relacié (directa) només invertint el sentit
de les fletxes.

Versié 2.4b

Esta relacion tnversa se puede re-
presentar grdficamente a partir de la
representacién grdfica de la relacién
(directa) tan solo invirtiendo el sen-
tido de las flechas.
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En el cas particular de les aplicacions, la inversa
també es pot veure com una aplicacié entre B i
el conjunt poténcia de A, P(A). Per exemple, la
inversa de I'altim dels quatre exemples anteriors
es podria veure com a una relacié, f~' C N3 x

{a,b,c}, o també com una aplicacié, f' : N3 —
2Ha,bye}.

correspondéncia (relacié), no aplicacié
correspondencia (relacion), no aplicacidn

Donada qualsevol aplicacié f : A — B no exhaus-
tiva, es pot definir trivialment una altra aplicacié
exhaustiva només canviant el codomini pel con-
junt imatge de f. Es a dir, f': A — B’ C B on
B’ =Im(f) ={y € B | f(x) =y per a algun x}.

La inversa de I’'tltim exemple sera exhaustiva si
considerem el conjunt {0, {a, b},{c}} com a codo-
mini en lloc de la totalitat del conjunt poténcia.

Donada qualsevol aplicacié f: A — B injectiva,
sempre podrem definir la seua aplicacié inver-
sa, f!:Im(f) — A com a f'(y) = x si i només
si f(x) =vy.

1.1.5 Aplicacions i cardinalitat

A partir de les definicions es pot arribar a una
relacié entre les cardinalitats dels dominis i co-
dominis, i el tipus d’aplicacié que hi ha entre
ells.

©) Francesc J. Ferri
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En el caso particular de las aplica-
ciones, la tnversa también se pue-
de ver como una aplicacién entre B
y el conjunto potencia de A, P(A).
Por ejemplo, la tnversa del ultimo
de los cuatro ejemplos anteriores se
podria ver como una relacidn, 1 C
N3 x {a,b,c}, o también como una
aplicacion, 1 : N3 — 2{a:bse}

aplicacié no exhaustiva
aplicaciéon no ezhaustiva

Dada cualquier aplicacion f: A — B
no erhaustiva, se puede definir tri-
vialmente otra aplicacion erhausti-
va sélo cambiando el codominio por
el conjunto imagen de f. Es decir,
f’: A — B’ C B donde B’ = Im(f) =
{y € B | f(x) =y para algun x}.

La wnversa del dltimo ejemplo serd
ezhaustiwva st consideramos el con-
junto {0,{a,b},{c}} como codominio
en lugar de la totalidad del conjunto
potencia.

Dada cualquier aplicacion f: A — B
inyectiva, stempre podremos definir
su aplicacién inversa, ! : Im(f) —
A como f'(y) = x si 1 sélo si f(x) =
y.

Aplicaciones y cardinalidad

A partir de las definiciones se puede
llegar a una relacién entre las cardi-
nalidades de los dominios y codomi-
nwos, y el tipo de aplicacion que hay
entre ellos.
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Decimos que |A| < |B| sii If: A — B

Diem que |A| < |B| sii 3f : A — B injectiva. . :
inyectiva.

Decimos que |A| > |B| sii 3f: A — B
erhaustiva.

Diem que |A| > |B| sii 3f : A — B exhaustiva.

Diem que |A| = |B| sii If : A — B bijectiva
(regla de la bijeccid)

Decimos que |A| = |B| sii I3f: A — B
biyectiva (regla de la biyeccién)

' Un conjunto tiene cardinalidad k
| st se puede encontrar una biyeccién
. entre él y el conjunto Ny.

Un conjunt té cardinalitat k si es pot trobar
una bijecci6 entre ell i el conjunt Ny.

1.2 Comptatge de conjunts d’elements

Conteo de conjuntos de elementos

. .. . Hay una serie de reglas que perma-
Hi ha una seérie de regles que permeten relacionar : o
ten relacionar las cardinalidades de

les cardinalitats de conjunts diferents de mane- | conjuntos diferentes de manera que

ra que pot resultar relativament senzill deduir la 3 puede resultar relativamente sencillo

cardinalitat d’un conjunt a partir de la cardina- : deducir la cardinalidad de un con-

litat de 1'altre.

junto a partir de la cardinalidad del
otro.

regla de la bijeccié: el cardinal de dos con- regla de la biyeccién: el cardi-

junts entre els quals existeix una bijeccidé és el | nal de dos conjuntos entre los que

mateix existe una biyeccion es el mismo.

regla de la divisiéon: st hay una
aplicacion ezhaustiva f : A — B
de manera que todo elemento de B
tiene exzactamente k antiimdgenes
(aplicacion k a 1), entonces |A| =
k|BJ.

regla de la divisié: si hi ha una aplicacié ex-
haustiva f : A — B de manera que tot element
de B té exactament k antiimatges (aplicacié k
a 1), aleshores |A| = k[B|.

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica



1.2. COMPTATGE DE CONJUNTS D’ELEMENTS

principi de les caixes: Si |A| > |B| aleshores
per a qualsevol aplicacié, f: A — B, almenys
un element de B ha de tenir més d’una antii-
matge. Hquivalentment, almenys 2 elements
de A han de tenir la mateixa imatge.

principi de les caixes generalitzat: Si
|A| > k|B| aleshores per a qualsevol aplicacid,
f: A — B, almenys un element de B ha de
tenir més de k antiimatges. Equivalentment,
almenys k + 1 elements de A han de tenir la
mateixa imatge.

regla del producte: el cardinal del producte
cartesia de dos conjunts és el producte dels
seus cardinals, |A x B| = |A] - |B].

regla de la suma: el cardinal de la unié de
dos conjunts disjunts és la suma de les seues
cardinalitats.

principi d’inclusié-exclusié o regla de la
suma generalitzada: el cardinal de la unié
de dos conjunts és la suma de les seues cardi-
nalitats menys la cardinalitat de la seua inter-
seccid.

©) Francesc J. Ferri
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principio de las cajas: Si |A| >
|B| entonces para cualquier aplica-
cion, f: A — B, al menos un ele-
mento de B tiene que tener mds
de una antuimagen.
equivalente, al menos 2 elementos
de A tienen que tener la misma
1magen.

De manera

principio de las cajas generali-
zado: Si |A| > k|B| entonces para
cualquier aplicacion, f : A — B,
al menos un elemento de B tiene
que tener mds de k antitmdgenes.
De manera equivalente, al menos
k + 1 elementos de A tienen que
tener la misma tmagen.

regla del producto: el cardi-
nal del producto cartesiano de dos
conjuntos es el producto de sus

cardinales, |A x B| = |A] - |B].

regla de la suma: el cardinal de
la union de dos conjuntos disjun-
tos es la suma de sus cardinalida-
des.

principio de inclusiéon-exclusién
o regla de la suma generaliza-
da: el cardinal de la unién de dos
conjuntos es la suma de sus car-
dinalidades menos la cardinalidad
de su interseccion.

Agost 2022



18 CAPITOL 1. COMBINATORIA
1.3 Variacions, permutacions i combinacions

Variaciones, permutaciones y combinaciones

El conjunto de las variacionnes con
repeticiéon de m elementos toma-
dos de n en n, VR},, es el conjun-
to formado por todas las posibles n-
tuplas de Ny,,. O sea, NI. Su cardi-

nal se obtiene por tanto como

El conjunt de les variacions amb repeticié de !
m elements agafats de n en n, VR, és el 3
conjunt format per totes les possibles n-tuples 3
de Ni,. O siga, Nj,.. El seu cardinal s’obté, per |

tant, com a

VR = N[ = m"

en aplicar el principi del producte. ' ql aplicar el principi del producte.

... ee ., . Debido al principio de la biyeccidn,
A causa del principi de la bijeccié, identificarem identificaremos VR con n-tuplas

VR}, amb n-tuples sobre qualsevol altre conjunt | sopre cualquier otro conjunto de car-
de cardinalitat m. També de vegades abusarem ' dinalidad m. A veces también abu-

de la notacié i usarem VR™, per a referir-nos en | Saremos de la notacion y usaremos
realitat al seu cardinal VRY, para referir-nos en realidad a
' su cardinal.

El conjunto de las variaciones sin

repeticion de m elementos toma-
de m elements agafats de n en n, Vi, €s el | dos de n en n, V2, es el subcon-

El conjunt de les variacions sense repeticié |
subconjunt de VRT, que conté només les n-tuples junto de VR, que contiene sélo las

sense elements repetits. El seu cardinal s'obté | m-tuplas sin elementos repetidos. Su

també mitjancant la regla del producte com a cardinal se obtiene también median-
te la regla del producto como

Vil = Nm[ - (INg| =1) -+ - (INp| =+ 1) = m*

donde m* =m(m—1)---(m—n+1)
es la potencia decreciente n-ésima

on m*=m(m—1)---(m—n+1) és la poténcia
decreixent n-esima de m (o també factorial - . ;
de m (o también factorial decreci-
ente de orden n de m) stempre que
n<m. En el caso en que n > m el
cardinal de V., es dbviamente cero.

m. En el cas en qué n > m el cardinal de V}} és

|
|
l
|
decreixent d’ordre n de m) sempre que n <
|
l
obviament zero.
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El conjunt de les permutacions de m ele-
ments, P, és el conjunt V. Es a dir, totes les
m-tuples de N,, sense elements repetits. Aquest
conjunt es correspon amb totes les maneres pos-
sibles d’ordenar els m primers nombres naturals
(o qualsevol altre conjunt de cardinalitat m). El
cardinal de P,, és determinat per

[Pl = Vil = m™

Alternativament, una permutacié dels m ele-
ments d'un conjunt A es pot veure com una apli-
cacié bijectiva de A en ell mateix. O altrament
dit, hi ha una bijeccié entre el conjunt P,, i el
conjunt de totes les aplicacions bijectives de la
forma f: A — A si Al =m.

El conjunt de les permutacions amb repe-
tici6 de m elements que es repeteixen
(ki, Kz, ..., ki) vegades, PRy, x,,..kn), €S €l con-
junt format per les (ki + k; + - -+ + ki )-tuples
de N,, que contenen k; repeticions de l’element
i,perai=1,...,m.

El cardinal de PR, x,....k..) €8 pot obtenir a partir
del cardinal de les permutacions de (k; + k; +
-+ 4 ki) elements, Py i, +.1x,), €0 aplicar el
principi de la divisié com a

19

El conjunto de las permutaciones
de m elementos, P, es el conjun-
to V. Es decir, todas las m-tuplas
de N, sin elementos repetidos. Es-
te conjunto se corresponde con todas
las formas posibles de ordenar los m
primeros ndmeros naturales (o cual-
quier otro conjunto de cardinalidad
m). El cardinal de Py, viene dado
por

m!

Alternativamente, una permutacfion
de los m elementos de un conjunto
A se puede ver como una aplicacion
biyectiva de A en si mismo. O dicho
de otra manera, existe una biyeccion
entre el conjunto P, y el conjunto
de todas las aplicaciones biyectivas
de la forma f: A — A st |[A| =m.

El conjunto de las permutaciones
con repeticion de m elementos
que se repiten (ki,kz,...,km) ve-
ces, PR, k,,...k.), €s el conjunto
formado por las (k1 +kz+ -+ +km)-
tuplas de N,, que contienen ki re-
peticiones del elemento i, para i =
1,...,m.

El cardinal de PR(y, x,,... x..) S€ DU~
ede obtener a partir del cardinal
de las permutaciones de (ki + ky +
-+ ki) elementos, P, 4,4tk )
aplicando el principio de la divi-
sién como

(kh*--)km)!

PR o o] _ktket - Fka)! (5 k)
( 155250009 m) k]'kz' .. kfm,| HZ] k/],'
on (kq,...,kn)! és el que es coneix com a coefi-

cients multinomials

©) Francesc J. Ferri

donde (ki,...,km)! es lo que se
conoce como coeficientes multino-
miales.
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CAPITOL 1. COMBINATORIA

Per a justificar ’anterior podem raonar de la
seglient manera. Suposem que les k; diferents
ocurrencies de cada element, i, en cada permu-
tacié amb repeticié de PRy, k,,.x.) €S pogue-
ren distingir. En aquest cas, el cardinal que
cerquem seria

Per exemple, les permutacions amb repeticid,
PR(3,2,1) sobre el conjunt {a,b,c} les podriem
identificar amb les permutacions, Ps sobre el
conjunt {a;, ay,as,by,by,c}. Si considerem
una de les permutacions com per exemple

veiem que es poden permutar les a de P; = 6
maneres, les b de P, = 2 maneres i les ¢ de
P; = 1 manera, sense que canvie la permutacié
amb repeticié.

En general, la diferéncia entre distingir o no
distingir entre les k; ocurréncies de 1’element
1 és que cada tupla del segon cas es correspon
amb k;! tuples del primer cas, que serien totes
les maneres de permutar les k; ocurrencies alla
on foren. Com que aix0 es pot fer amb els m
elements alhora, hi haura una correspondéncia
[T5, k! a 1 entre els conjunts P, i+ tkm) 1
PRk, kz,...km), PET la qual cosa es pot aplicar el
principi de la divisio.

Para justificar lo anterior pode-
mos razonar de la siguiente mane-
ra. Supongamos que las ki diferen-
tes ocurrencias de cada elemento,
i, en cada permutacién con repeti-
cion de PRy, k,,... k) Se pudiesen
distinguir. En ese caso, el cardinal
que buscamos seria

Por ejemplo las permutaciones
con repeticién de PR3, 1) sobre
el conjunto {a,b,c} las podriamos
identificar permuta-
ciones, Pg conjunto
{Cl],az,a3,b1,b2,(:1}. St conside-
ramos una de las permutaciones
como por ejemplo

con las

sobre el

vemos que se pueden permutar las
a de P3; = 6 maneras, las b de
P, = 2 maneras y las ¢ de P; =1
manera, sin que cambie la permu-
tacién con repeticion.

En general, la diferencia entre dis-
tinguir o no entre las ki ocurrenci-
as del elemento 1 es que cada tupla
del segundo caso se corresponde con
ki! tuplas del primero, que serian
todas las formas de permutar las
ki ocurrencias alli donde estuvie-
Como esto mismo se puede
hacer on los m elementos a la vez,
habrd también una corresponden-
cia H?; ki! a 1 entre los conjuntos

Sen.

Pl kot akm) Y PR Kz, k) POT
lo que se puede aplicar el principio
de la divisién.

Versié 2.4b
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1.3. VARIACIONS, PERMUTACIONS I COMBINACIONS

El conjunt de les combinacions de m elements
agafats de n en n, C}, és format per tots els
subconjunts de N,,, de cardinalitat n i es corres-
pon amb totes les maneres de triar n elements

d’entre m possibles sense que importe 1’ordre.

Si pensem en els vectors caracteristics dels con-
junts que formen C7, veiem que es tracta de m-
tuples en Z{ = {0, 1} que contenen exactament
n uns i m —n zeros. Per tant, també hi ha una
bijeccié entre C}, i PRin_nn), per la qual cosa
podem obtenir la cardinalitat de CT, com a

N m!
Gl = n!/(m—n)!

on (') representa el que es coneix com a coefici-
ent binomial o0 nombre combinatori d’ordre
(m,n) i es llegeix com “m sobre n”.

21

El conjunto de las combinaciones
de m elementos tomados de n en
n, Cpr, estd formado por todos los
subconjuntos de Ny, de cardinalidad
n y se corresponde con todas las for-
mas de elegir n elementos de entre

m postbles sin que importe el orden.

St pensamos en los vectores carac-
teristicos de los conjuntos que for-
man CJ, vemos que se trata de m-
tuplas en Z{ = {0,1} que contienen
exactamente N unos y m — m ceros.
Por lo tanto, también hay una biyec-
cion entre Cl y PRin_nn) por lo
que podemos obtener la cardinalidad
de C};, como

m
donde (n) representa lo que se
conoce como coeficiente binomial
o numero combinatorio de orden
(m,n) y se lee como “m sobre n”.

Algunes propietats interessants dels coeficients
binomials sén

-Gy 2=

La primera és trivial. La segona es pot deduir
a partir del principi de la suma i del fet que
hi ha una bijeccié entre P(N,,) (subconjunts de
Nin) 1 VRT* (els seus vectors caracteristics). La
tercera és un poc més complicada. La seua de-
duccié aixi com els casos particulars es deixen
com a exercici.

Algunas propiedades 1interesantes
de los coeficientes binomuales son

)= (") G5)
_|_

n n n—1

La primera es trivial. La sequnda
se puede deducir a partir del prin-
cipio de la suma y del hecho de que
existe una biyeccién entre P(Ny,)
(subconjuntos de Ny,) y VRY' (sus
vectores caracteristicos). La terce-
ra es un poco mds compleja. Su de-

duccion asi como los casos particu-
lares se dejan como ejercicio.

©) Francesc J. Ferri
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El conjunt de les combinacions amb repeti-
ci6 de m elements agafats de n en n, CR},
és format per tots els multiconjunts sobre N, de
cardinalitat n i es correspon amb totes les mane-
res de triar n elements d’entre m possibles sense
que importe ’ordre, perd amb ’opcié de poder
elegir el mateix element més d’una vegada.

Una bijeccié interessant és que CR[, es corres-
pon també amb les differents formes de distri-
buir n objectes indistingibles entre m conteni-
dors il-limitats i distingibles (o numerats). Do-
nat un multiconjunt particular, cada contenidor
és un element de N, i els objectes que conté
s6n les vegades que aquest element apareix en el
multiconjunt.

Per exemple, la figura segiient il-lustra un cas

particular de multiconjunts de 4 elements.

{a,b,b,b,b,b,c,c}

CAPITOL 1. COMBINATORIA

El conjunto de las combinaciones
con repeticién de m elementos to-

., estd forma-
do por todos los multiconjuntos so-
bre N, de cardinalidad n y se cor-
responden con todas las formas de
elegir n elementos de entre los m po-
sibles sin que importe el orden, pero
con la opcion de poder elegir el mis-
mo elemento mds de una vez.

mados de n en n, CR

Una biyeccion interesante es que
CR}, se corresponde también con las
diferentes formas de distribuir n ob-
jetos indistinguibles entre m conte-
nedores ilimitados y distinguibles (o
numerados). Dado un multiconjun-
to particular, cada contenedor es un
elemento de Ny, y los objetos que
contiene son las veces que ese ele-
mento aparece en el multiconjunto.

Por ejemplo, la siguiente figura tlus-
tra un caso particular de multicon-
jJuntos de 4 elementos.

Una altra bijeccié més interessant encara entre
CR! i un subconjunt de Z{ és la segiient. Re-
presentem el nombre d’ocurrencies de 1'i-ésim
element, ki, en unari. Hs a dir, com una ki-
tupla d’uns, (1,1,...,1). Si concatenem les m

kivegades
ki-tuples, perod les separem amb m—1 zeros tenim

una representacié que és inica per a tots els pos-
sibles multiconjunts de tallan = k;+ky+- - -4k,

(1,1,...,1,0,1,1,...,1,0,...

2

kq k2

Versié 2.4b
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Otra biyeccion aun mds interesan-
te entre CR} y un subconjunto de
Z{ es la siguiente.  Representa-
mos el nuimero de ocurrencias del i-
éstmo elemento, ki, en unario. Es
decir, como una ki-tupla de unos,
(1,1,...,1). St concatenamos las

kivegades
m ki-tuplas pero las separamos con

m — 1 ceros tenemos una represen-
tacion que es unica para todos los
posibles multiconjuntos de talla n =
ki +kz2+-+km,

1,1, 1),
k
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1.4. TECNIQUES VISUALS DE COMPTATGE 23

Esto quiere decir que podemos repre-
sentar cualquier multiconjunto de
cardinalidad n como una secuencia
de ZT que contenga exactamente n
unos y m — 1 ceros. Y de la mas-

|
Aix0 vol dir que podem representar qualse- !
|
|
|
|
l
|
. ma manera, dada cualquier cadena
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

vol multiconjunt de cardinalitat n com una
seqiiéncia de Z{ que continga exactament n uns
im—1 zeros. I de la mateixa manera, donada
qualsevol cadena amb n uns i m—1 zeros, es pot
interpretar com un multiconjunt de m elements
on cada un es pot repetir zero o més vegades pero
la cardinalitat és n.

con n unos y m — 1 ceros, se pue-
de interpretar como un multiconjun-
to de m elementos donde cada uno
de ellos se puede repetir cero o mds
veces pero la cardinalidad es n.

En otras palabras, ezriste una biyec-
cion entre las (n+m — 1)-tuplas de
Z7 con n unos y los conjuntos de
n+ m—1 elementos de talla n, por
lo que se puede obtener el cardinal
de CR} como

En altres paraules, hi ha una bijeccié entre les
(n+m—1)-tuples de Z{ amb n uns i els conjunts
de n+m—1 elements de talla n, per la qual cosa
es pot obtenir el cardinal de CR} com a

ICRY| = |Chy ] = <n+21—1) B ((:))

on ((]:)) és el que es coneix com a coeficient donde () es lo que se conoce como

coeficiente multiconjunto.

multiconjunt.

1.4 Tecniques visuals de comptatge

Técnicas visuales de conteo

Una forma interesante de aplicar la
regla de la biyeccion consiste en ha-
cerlo entre descripciones visuales o
diagramdticas de lo que se quiere
contar. Ejemplos interesantes de es-
to son algunos sumatorios que sue-
len aparecer en computacion.

Una forma interessant d’aplicar la regla de la bi-
jeccidé consisteix a fer-ho entre descripcions vi-
suals o diagramatiques del que es vol comptar.
Exemples interessants sén alguns sumatoris que
apareixen sovint en computacio.

Suma dels n primers enters

Suma de los n primeros enteros

Sin)=) i=1+2+--+n
i=1

©) Francesc J. Ferri Agost 2022



24 CAPITOL 1. COMBINATORIA

Podem representar cada terme del sumatori
com una pila de boletes d’altures 1, 2, 3, ... 3
i col-locar-les en fila l

123 n

de manera que el valor del sumatori es corres- '
pon amb el nombre de boletes. En altres parau- 3
les, es pot establir una bijeccié entre el valor del
sumatori per a cada n i el nombre de boletes en 3
n piles de boletes. 1

Pero si considerem dues vegades el mateix su-
matori i girem la representacié grafica 180° i les |
|
ajuntem, tenim que !
|

A partir de la representacié grafica queda clar
que

Podemos representar cada término
del sumatorio como una pila de bo-
las de alturas 1, 2, 83, ... y colocar-
las en fila

de manera que el valor del sumato-
ri0 se corresponde con el numero de
bolas. En otras palabras, se puede
establecer una biyeccion entre el va-
lor del sumatorio para cada n y el
numero de bolas en n pilas de bolas.

Pero si consitderamos dos wveces el
mismo sumatorio y giramos la re-
presentacion grdfica 180° y las jun-
tamos, tenemos que

A partir de la representacidn
grdfica queda claro que

2Sin)=n-(n+1)

d’on s’obté |

Sin)=5Mm+1)

N3

de donde se obtiene

Versié 2.4b

Matematica Discreta i1 Logica




1.4. TECNIQUES VISUALS DE COMPTATGE

25

Suma dels n + 1 dobles successius

Suma de los n+ 1 dobles sucesivos

n

Sam) =Y 2'=1+42+4+.. 42"

i=0

Representarem ara cada un dels n + 1 termes
del sumatori com una fila de boletes de colors |
alterns i les apilarem ;

—_

Si ara desplacem les files de la segient manera

12 4 8

observem clarament que el nombre total de bo-
les és

Sq(n)=2-2"—1

Representaremos ahora cada uno de
los n+1 términos del sumatorio co-
mo una fila de bolas de colores al-
ternos y las apilaremos

211

St ahora desplazamos las filas de la
stgurente manera

ZT\
y las compactamos todas en sdlo
dos filas

21’1

observamos claramente que el
numero total de bolas es

(©) Francesc J. Ferri
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Suma dels n primers quadrats

Suma de los n primeros cuadrados
n
S;(n)=) 2=17+22+...+n’
i=1

Representem el terme i-ésim del sumatori com | fiepresentamos el término i-ésimo

|
, L i del sumatorio como una cuadricula
una quadricula de i x i boletes |
|

de i X 1 bolas

i les apilem totes formant una espécie de | Y las apilamos todas formando una

piramide de manera que el seu vértex estiga en
el cantd superior esquerre.

especie de pirdmide de manera que
su vértice esté en la esquina superi-

or i1zquierda.

< <40
ooo 1
x ot @ ) ,
00 -
J 2
[oRNeINe] n
1 2 3 n

St miramos esta pirdmide desde la

Si mirem aquesta piramide des de la direccié z | ©* ™7

. direccion z y apuntamos en cada
1

1

|

1

|

1 apuntem en cada cercle el nombre de boles en
cada posicié (x,y), tenim

circulo el nimero de bolas en cada
posicion (x,y), tenemos

X

r» n n-1m—2 1
y n—1 n—-1m-—2 1
n—-2n—-2mn-—2 1
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I si fem el mateix pero mirant la piramide des
de la direccié y. I, a part, copiem aquest ma-
teix resultat, perd canviant files per columnes,
obtenim

Si superposem ara les dues quadricules després
d’eliminar la diagonal que estava marcada la su-
ma de la qual és exactament S;(n), arribem a

1 2 3 n
2 2 3 n
3 3 3 n
o

n

n n n n

Si superposem ara a aquesta quadriculade nxn
boles numerades (o piles de boles) a la que es
veu des de direccié z, obtenim una quadricula
de n xn piles de n+1 boles (o boles numerades
on totes valen exactament n + 1). De manera
equivalent, podem escriure

(©) Francesc J. Ferri

z
3 n 4—1
3 n X
l\”s \; n
— = S3(n)

27

Y st hacemos lo mismo pero miran-
do la pirdmide desde la direccion
y. Y, aparte, copiamos este muis-
mo resultado, pero cambiando filas
por columnas, obtenemos

St superponemos ahora las dos cu-
adriculas después de eliminar la di-
agonal que estaba marcada cuya su-
ma es exactamente S1(n), llegamos
a

2-5(n) = Si(n)

St superponemos ahora a esta cu-
adricula de n x n bolas numeradas
(o pilas de bolas) a la que se ve
desde la direccion z, obtenemos una
cuadricula de n X n pilas de n + 1
bolas (o bolas numeradas donde to-
das valen ezactamente n+1). De
manera equivalente, podemos escri-
bir

Agost 2022



28 CAPITOL 1. COMBINATORIA

nxnxn+1)=Sn)+2-S(n)—S;(n)

d’on s’obté que } de donde se obtiene que

3S;(n) =n*(n+1)=S;(n) = 2n+ 1)S;(n)

i, per tant, ‘ y, por tanto,

S1(n):%(n+1)(2n+1)

\

Suma dels n primers cubs
Suma de los n primeros cubos

Ssn)=) #=1P+22+...4n°
i=1

Lamentablement no és facil generalitzar els pro- | L[@mentablemente no es fcil gene-

. . i ralizar los procedimientos anterio-
cediments anteriors per a aquest sumatori.

res para este sumatorio.

Considerarem la representacié grafica dels | Consideraremos la representacion

termes del sumatori anterior, S,(n), en la
pagina 26 1 tornarem a dibuixar-los pero en di- 3
agonal. |

grdfica de los térmanos del sumato-
rio anterior, S;(n), en la pdgina 26
y volveremos a dibujarlos pero en
diagonal.

o

2 g g da Esta claro que podemos inscribir la
Es clar que podem inscriure la representacié an-

. J representacion antertor en una cu-
terior en una quadricula de talla L x L on

adricula de talla L x L donde
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L=1+42+34 - +n=_5(n).

Representarem els termes com a arees i associa-
rem al terme i-ésim l’area rectangular que esta
exactament damunt i també la que queda a la
seua esquerra (pintades en gris en la figura).

2
3 Si(i—1)

S1(1)

L’area associada a l'i-esim terme aleshores és i2
més dues vegades ’area grisa que és

iSi(i—1)

per la qual cosa la i-ésima area és

421511 =+¥1i-1)=1

(©) Francesc J. Ferri
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Representaremos los térmanos co-
mo dreas y asoctaremos al término
i-éstmo el drea rectangular que estd
exactamente encima y también la
que queda a su izquierda (pintadas
en gris en la figura).

L=3S§(n)

El drea asociada al i-ésimo término

2

entonces es i mds dos veces el drea

gris que es

por lo que la i-ésima drea es
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O sea, que a cada término le esta-
mos asoctando un drea que es exac-
tamente igual al i-éstmo cubo. Y
como la suma de estos términos ez-
tendidos por una parte ha de ser
tgual a la suma de los cubos, pero
por otra ha de ser igual al drea total
de la cuadricula, que es 12, resulta
que

O siga, que a cada terme li estem associant una
area que és exactament igual a l'i-ésim cub. I
com que la suma d’aquests termes estesos per
una banda ha de ser igual a la suma dels cubs,
perd per l'altra ha de ser igual a 1’area total de
la quadricula, que és L2, resulta que

(n+1)?

S3(n) = $i(n)* = n{
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1.5 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

31

Problema 1.1:

Es el mateix correspondencia que relacié no
trivial?

[correspondenciaRelacio]

¢Es lo mismo correspondencia que
relacién no trivial?

La pregunta sén en realitat dues: 1) Tota re-
laci6é no trivial és correspondéncia? i 2) Tota
correspondencia és relacié no trivial?

La resposta a 1) és si, ja que almenys algi ha
d’estar relacionat amb algd. Si no, seria trivi-
al. La resposta a 2) és no, perqué una corres-
pondeéncia en que tots es relacionen amb tots és
trivial per definicié.

Com a conseqiiéncia, correspondéncia és més
general que relacié no trivial. Tota relacié no
trivial és correspondéncia, perd no al revés.

La situacié es mostra graficament en la figura.

La pregunta son en realidad dos: 1)
¢ Toda relacion no trivial es corres-
pondencia? y 2) ;Toda correspon-
dencia es relacién no trivial?

La respuesta a 1) es si, ya que al
menos algun elemento ha de estar
relacionado con algun otro. St no,
seria trivial. La respuesta a 2) es
no, porque una correspondencia en
la que todos se relactonan con todos
es trivial por definicion.

Como consecuencia, corresponden-
cia es mds general que relacién no
trivial.
correspondencia, pero no al revés.

Toda relacion no triwvial es

La situacion se muestra grdfica-
mente en la figura.

relacid —
relacion correspondencia

correspondencia

relacié no trivial
relacion no trivial

Donats un parell de conjunts, A, B, I’tinica rela-
ci6 entre ells que no és correspondéncia és la re-
lacié buida, (). I I"inica correspondéncia que és
relacié trivial és la seua relacié complementaria,
A x B.

Dados un par de conjuntos, A,B,
la Unica relacion entre ellos que no
es correspondencia es la relacion
vacia, (. Y la tunica corresponden-
cia que es relacion trivial es su re-
lacion complementaria, A x B.

©) Francesc J. Ferri
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Problema 1.2: [unioDeTres]

' ;Cual es la cardinalidad de AUB en
I funcion de las cardinalidades de A
. yB? ;Ylade AUBUC?

Quina és la cardinalitat de A U B en funcié de
les cardinalitats de A i B? Ilade AUBUC?

PR EVEICTY > .. . Por el principo de inclusion-
Pel principi d’inclusié-exclusié tenim que .,
exclusion tenemos que

|AUB| =|A|+ |B|]—|A N B

St aplicamos lo anterior dos veces

Si apliquem l’anterior dues vegades, s’arriba a !
i sellega a

JAUBUC|=|A|+B|+I|C|—|ANB|—BNC|—|CNA|+]ANBNC]

Problema 1.3: [dabaleArroz]

La frase ' La frase

“Dabale arroz a la zorra el abad”
és una frase palindromica (les lletres sén les ma- | es una frase palindroma (las letras
teixes si es llegeixen d’esquerra a dreta o de dre-
ta a esquerra) formada per 7 paraules i 25 lletres
(sense comptar espais).

son las mismas st se leen de izqui-

|
|
l
. erda a derecha o de derecha a izqui-
3 erda) formada por 7 palabras y 25
! letras (sin contar espacios).

a) St no considamos espacios,
scudntas frases palindromas di-
ferentes podemos formar con las
masmas letras?

|
a) Si no considerem espais, quantes frases pa-
|

lindromiques diferents podem formar amb les |
. |
mateixes lletres? !

b) [ si considerem espais? 1 b) 4Y st consideramos espacios?

c) I quantes frases palindromiques de 7 paraules
podriem formar?

c) ¢Y cudntas frases palindromas
de 7 palabras podriamos formar?
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r
d) I si només considerem paraules de 4 i 5 lle-
tres?

e) I si considerem paraules de 3, 4 i 5 lletres?

33

d) 4Y si sélo conisderamos pala-
bras de 4 y 5 letras?

e) Y st consideramos palabras de
3, 4y 5 letras?

a) La lletra central de la frase ésla £ i és I'tinica
que apareix un nombre imparell de vegades.
Per tant, qualsevol frase palindromica amb les
mateixes lletres haura de tenir-la en el centre.

A cada costat de la lletra central tenim 8 lletres
diferents, (d, a,b, e, r,0,z,{), que es repeteixen
(1,4,1,1,2,1,1,1) vegades, respectivament. 12
en total.

La posicié central ha quedat fixada i les lletres
de la segona meitat han de ser les mateixes que
les de la primera per0 en sentit invers.

Per tot aix0, el nombre de frases palindromiques
que es poden formar és determinat per les per-
mutacions amb repeticié de 8 elements que
es repeteixen (4,2,1,1,1,1,1,1) vegades.

12!
Sa =IPRuz11,1101)] =

b) Si considerem espais (entre qualssevol de les
25 lletres), resulta que hi ha 24 possibles posi-
cions on els podem posar (o no). I les formes
diferents de posar espais és determinada ales-
hores per les variacions amb repeticiéo de 2
elements agafats de 24 en 24.

E=|WVR =2* =16777216

©) Francesc J. Ferri

111

4120 (116 4

a) La letra central de la frase es la {
y es la unica que aparece un numero
impar de veces. Por lo tanto, cual-
quier frase palindroma con las mis-
mas letras tendrd que tenerla en el
centro.

A cada lado de la
tral tenemos &8 distintas,
(d,a,b,e,1,0,2,{), que se repiten
(1,4,1,1,2,1,1,1) wveces, respectiva-
mente. 12 en total.

letra cen-

letras

La posicién central ha quedado fija-
da y las letras de la seqgunda mitad
tienen que ser las mismas que las de
la primera pero en sentido tnverso.

Por todo ello, el numero de fra-
ses palindromas que se pueden for-
mar viene determinado por las
permutaciones con repeticion de
8 elementos que se repiten
(4,2,1,1,1,1,1,1) veces.

=| 9979200

b) Si consideramos espactos (entre
cualesquiera de las 25 letras), re-
sulta que hay 24 posibles posiciones
donde los podemos poner (o no). Y
las formas diferentes de poner es-
pacios viene pues determinada por
las variaciones con repeticion de
2 elementos tomados de 24 en 24.
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I pel principi del producte, el total de frases
palindromiques amb espais sera

CAPITOL 1. COMBINATORIA

Y por el principio del producto,
el total de frases palindromas con
espactos serd

Sy=| ExS, |=22-111=

167423193907 200

c) Si hi ha 7 paraules és perqué hi ha exacta-
ment 6 espais que haurem de posar en algunes
de les 24 possibles posicions. Per tant, en la
férmula anterior haurem de canviar les varia-
cions amb repeticié per combinacions sense

repeticio de 24 elements agafats de 6 en 6.

2
245 24-23-22-21-20 -

c) Si hay 7 palabras es por que hay
ezactamente 6 espacios que habrd
que poner en algunas de las 24 po-
stbles posiciones. Por tanto, en la
féormula anterior habrd que cambiar
las vartaciones con repeticion por
combinaciones sin repeticién de
24 elementos tomados de 6 en 6.

]9:23-22-7-2-19:134596

24
E6:|Cg4|:(6>_6! &-53-4-3-2-1

Amb la qual cosa i també pel principi del pro-
ducte obtenim

|
S, : - 23-22-7-2-19-% =23.11.7-1

d) En total hi ha 25 lletres. Per tant les tiniques
opcions sén i) 5 paraules de 5 lletres, ii) 5 pa-
raules de 4 lletres i 1 de 5.

En el cas i) només hi ha una opcié per a
col-locar els espais: cada 5 lletres.

En el cas ii) tenim tantes opcions com posicions
relatives puga ocupar la paraula de 5 lletres dins
la seqiiéncia de les 6 paraules. Es a dir, sis
opcions.

Versié 2.4b

Con lo cual y también por el prin-
cipio del producto obtenemos

9110 =| 1 343160403 200

d) En total hay 25 letras. Por tan-
to las unicas opciones son i) 5 pa-
labras de 5 letras, 1) 5 palabras de
4 letras y 1 de 5.

En el caso 1) sélo hay una opcién
para colocar los espactos: cada 5 le-
tras.

En el caso 1) tenemos tantas opcio-
nes como posiciones relativas pueda
ocupar la palabra de 5 letras dentro
de la secuencia de las 6 palabras.
Es decir, seis opciones.
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En general, st tuviésemos n pala-
bras de un tipo y m palabras del
otro, las posibilidades (para los es-
pacios) vendrian determinadas por
las permutaciones con repeticion
de 2 elementos que se repiten n y
m veces. En particular, para cada
uno de los casos tenemos

En general, si tinguérem n paraules d’un tipus
i m paraules de l’altre, les possibilitats (per als
espais) serien determinades per les permuta-
cions amb repeticio de 2 elements que es
repeteixen n i m vegades. En particular, per
a cada un dels casos tenim

Si = Sa X PR(530) = Sa

6!
Sﬁ = Sa X PR(5’1) = Sa C ﬁ = 6Sa

Y aplicando el principio de la su-

. I 5 11s ke !
I en aplicar el principi de la suma s’obté que I i 5E obtione|que

Sa=Si+Su=| 7Sq :{ 69 854 400

e) Elrazonamiento es exactamente
el mismo pero con mds casos. En
la primera columna de la tabla si-
gutente se indican los casos. Cada
palabra se representa mediante un
digito que indica cudntas letras tie-
ne. Los casos i) y 1) anteriores se
marcan como superindices.

e) El raonament és exactament el mateix pero
amb més casos. En la primera columna de la
taula segiient s’indiquen els casos. Cada parau-
la es representa mitjancant un digit que indica
quantes lletres té. Els casos i) i ii) anteriors es
marquen com a superindexs.

55555 *V PRso0) =2 =1
5554 33 PR32 =35 =6-5-4/2=60
55 ... 554443 PRa2s1) =60

5533333 | PRpos) =35 =7:6/2=21
5... 5 44444*W | PRyso) =2 =6

5443333 | PRo4 =35 =7-6-5/2=105
4444 333 PRiog3) = 75 =76-5/31=35
43333333 PRo17 =5=38

©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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Aplicando el principio de la suma
y el principio del producto a ca-
da uno de los 8 casos, igual que en
apartado anterior se llega a

Aplicant el principi de la suma i el principi
del producte a cada un dels 8 casos, igual que
en ’apartat anterior s’arriba a

Se=Sax(14+60+60+21+6+105+35+8)=| 296S, :‘ 2953843200

Problema 1.4: [futbetDutxes]

10 amegos juegan a futbito los vier-

10 amics juguen a futbet els divendres. nds

a) De quantes maneres es podrien distribuir en
2 equips de 57

a) sDe cudntas maneras se podrian
distribuir en 2 equipos de 572

b) Sihay 7 de los 10 amigos que no
estdn dispuestos a jugar de portero,
sde cudntas maneras se podrdn ha-
cer los equipos?

b) Si hi ha 7 dels 10 amics que no estan dispo- |
sats a jugar de porter, de quantes maneres es |
podran fer els equips?

. . ] c) Y st de los 3 posibles porteros
c) I si dels 3 possibles porters n’hi ha 2 que / ol
hay 2 que no quieren jugar en el

1
l
|
. . . |
no volen jugar en el mateix equip, de quantes ' nismo equipo, ;de cudntas mane-
|
maneres es podran distribuir? | ras se podrdn distribuir?
|
i d) Y qué pasaria si los 2 que no
| quieren jugar juntos son de los 7
| .
' que no quieren ser porteros?

d) I queé passaria si els 2 que no volen jugar sén
dels 7 que no volen ser porters?
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Dels 10 amics n’hi ha 6 que en acabar es dutxen
al mateix temps en alguna de les dues dutxes
col-lectives, C1 i C2, que hi ha al pavellé.

e) De quantes maneres es poden dutxar?

f) En el mateix pavell6 construiran 3 dutxes
més, pero individuals (I1, I2, I3). De quan-
tes maneres es podran dutxar els 6 (al mateix
temps)?

g) Isi, en lloc de 3 dutxes individuals, en cons-
truiren una triple (T1), on podrien cabre fins a
tres persones?

37

De los 10 amigos hay 6 que al aca-
bar se duchan al mismo tiempo en
alguna de las dos duchas colectivas,
C1 y C2, que hay en el pabellon.

e) ¢De cudntas maneras se pueden
duchar?

f) En el mismo pabellén van a
construtr 8 duchas mds, pero indi-
viduales (11, 12, 13). ;De cudntas
maneras se podrdn duchar los 6 al
mismo tiempo?

g) éY st en lugar de 8 duchas in-
dunduales construyeran una triple
(T1), donde podrian caber hasta
tres personas?

a) Sén 10 amics. I en total hi ha |C| = (V)
subconjunts diferents de grandaria 5.

Una vegada format un possible equip, la res-
ta d’amics fins a 10 (el complementari) formen
Paltre.

Pero cada possible particié en 2 equips es comp-
tara dues vegades, ja que cada equip i el seu
complementari formen part dels (%) subcon-
junts. Per tant, en aplicar el principi de la
divisio, el cardinal del conjunt de totes les pos-

sibles particions valides, Sqo, és determinat per

& (150) _J@’z_9.g.7.6.]

b) Només hi ha, doncs, 3 possibles porters. I hi
ha d’haver un porter en cada equip. Per tant,
aquests 3 amics s’han de repartir entre els 2
equips i aixd es pot fer de (3) = () = 3 maneres
possibles.

©) Francesc J. Ferri
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7.2 —

a) Son 10 amigos. Y en total hay
I3l = () subconjuntos de ta-
mano 5.

Una vez formado un posible equipo,
el resto de amigos hasta 10 (el com-
plementario) forman el otro.

Pero cada posible particion en 2
equipos se contard dos veces, ya que
cada equipo y su complementario
forman parte de los (]50) subconjun-
tos. Por tanto, aplicando el prin-
cipio de la divisién, el cardinal del
conjunto de todas las posibles parti-

ctones vdlidas, Sq1o, viene dado por

126

b) Sdlo hay pues 8 posibles porte-
ros. Y tiene que haber un portero
en cada equipo. Por lo tanto, es-
tos 8 amigos se tienen que repartir
entre los 2 equipos y eso se puede
hacer de (;) = (?) = 3 maneras po-

sibles.
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A banda, els 7 amics romanents s’han de distri-
buir entre els dos equips: 4 amb el porter que
esta sol 1 3 amb els 2 porters. Ara no hi ha
confusié ni repeticié perque les grandaries sén

diferents, i aquesta quantitat és () = (7).

En aplicar el principi de la multiplicacié, ja
que la seleccié dels porters és independent de la
dels jugadors no porters, el nombre de possibles
particions en aquest cas és determinat per

r-()-0)

Alternativament, també haguérem pogut comp-
tar les particions impossibles en que els 3 possi-
bles porters estigueren junts en el mateix equip.
Aquesta quantitat seria

+-0)-0)-3

2!

per la qual cosa les particions possibles s’obtin-
drien a partir de Sy i del principi de la suma
com a

Sz3) =S10—S3 =

c) En el cas en qué 2 dels possibles porters no
vulguen jugar junts, les (7) possibilitats de re-
partir els porters de l'apartat anterior queden
reduides a 2 (amb qui dels 2 s’ajunta el tercer

porter).

A partir d’aci el calcul és exactament el mateix.

Versié 2.4b

105

3-35=| 105
Alternativamente,  también hu-
biésemos  podido contar  las

CAPITOL 1. COMBINATORIA

Aparte, los 7 amigos restantes se
tienen que distribuir entre los dos
equipos: 4 con el portero que estd
solo y 8 con los 2 porteros. Ahora
no hay confustén ni repeticion por
que los tamanos son diferentes, y
esta cantidad es (Z) = (;)

Aplicando el principio de la mul-
tiplicacién, ya que la seleccién de
los porteros es independiente de la
de los jugadores mo porteros, el
numero de posibles particiones en
este caso viene dado por

partictones impostbles en las que
los 8 posibles porteros estuviesen
juntos en el mismo equipo. Esta
cantidad seria

21,

por lo que las partictones posibles
se obtendrian a partir de S1o y del
principio de la suma como

c) En el caso que 2 de los posi-
bles porteros mo quieran jugar jun-
tos, las (?) postbilidades de repar-
tir los porteros del apartado anteri-
or quedan reducidas a 2 (con cudl
de los 2 se queda el tercer portero).

A partir de aqui el cdlculo es ezac-
tamente el mismo.
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7
3(7’2’1) =2x (3> =2-.35 :.

Alternativament, podriem calcular quantes de
les particions en S(;3) tenen junts els dos porters
incompatibles (i 1’altre porter en ’altre equip).
Aixd correspon a fixar els porters i repartir els
restants i seria

+-()-0)-=

Per tant, a partir de S73) i en aplicar el principi
de la suma es tindria que

Si7a1) = Siz3) — S2 =105 — 35

El conjunt de totes les particions dels 10
amics en dos equips que estan involucrades
en els apartats anteriors es pot representar
graficament en el segiient diagrama de Venn.

39

Alternativamente, podriamos calcu-
lar cudntas de las particiones en
S(7,3) tienen juntos los dos porteros
tncompatibles (y al otro portero en
el otro equipo). Esto corresponde a
fichar a los porteros y repartir a los
restantes y seria

Por tanto, a partir de S(7 3y y apli-
cando el principio de la suma se
tendria que

El conjunto de todas las particio-
nes de los 10 amigos en dos equipos
que estdn tnvolucradas en los apar-
tados anteriores se puede represen-
tar grdficamente en el siguiente di-
agrama de Venn.

Sz

(&)

S0

La part en color es correspon amb Sp3 =
Siz21) U Sy, 1 els tres subconjunts representats
dins de Sy sén subconjunts disjunts. (Estem
abusant de la notacié i referint-nos indistinta-
ment a conjunts i els seus cardinals).

(©) Francesc J. Ferri

La parte en color se corresponde
con S(73) = S(7,2,1)US2, y los tres
subconjuntos representados dentro
de S1o0 son subconjuntos disjuntos.
(Estamos abusando de la notacidn
y refirténdonos indistintamente a
conjuntos y sus cardinales).
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d) Siels 2 que no volen jugar junts sén dels no
porters, tornem al raonament de l'apartat b). 3
Les (}) maneres de repartir els porters s’han de
combinar ara amb les |P,| = 2 maneres de repar- 3
tir aquests 2 amics i finalment amb les maneres
de distribuir els romanents (3 a un equip i 2 a
laltre). 3

3 5
3(5’2’3) = (]) x 2! x <2>

La identificacié de les configuracions prohibides
del calcula alternatiu resulta ara un poc més 3
complexa. D'una banda hi ha (}) maneres de
repartir els porters, perd els 2 jugadors poden 3
anar o be amb ’equip de 2 porters (amb la qual 3
cosa faltaria repartir 1 i 4 en cada equip) o be |
amb l’equip que només en té 1 (amb la qual 3
cosa faltaria repartir-ne 3 i 2). Aleshores i mit-

jangant el principi de la suma es té que

3 5 5
Si=
=()[6)+G)]
En aplicar novament el principi de la suma
com en els casos anteriors s’arriba doncs a

S(523) = Si73) — S5 =105 — 45

e) Tal com es fa referéencia a les dutxes
col-lectives, hauria de quedar clar que les du-
es dutxes son distingibles i de capacitat
il-limitada.

Pert tant, cada un dels 6 amics que es dutxen
només ha de decidir en quina de les dues dutxes |
col-lectives disponibles entra. O siga, :

Versié 2.4b
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d) St los 2 que no quieren jugar
juntos son de los no porteros, vol-
vemos al razonamiento del aparta-
do b). Las (?) maneras de repartir
los porteros se tienen que combinar
ahora con las |P2| = 2 maneras de
repartir estos 2 amigos y finalmen-
te con las maneras de distribuir los
restantes (8 a un equipo y 2 al otro).

La identificacion de las configura-
ctones prohibidas del cdlculo alter-
natwo resulta ahora un poco mds
compleja. Por un lado hay (?) ma-
neras de repartir los porteros, pero
los 2 jugadores pueden ir bien con el
equipo de 2 porteros (con lo que fal-
taria repartir 1 y 4 en cada equipo)
o bien con el equipo que sélo tiene
1 (con lo que haria falta repartir 8
y 2). Entonces y mediante el prin-
cipio de la suma se tiene que

45.

Aplicando nuevamente el principio
de la suma como en los casos an-
teriores se llega pues a

e) Tal y como se hace referencia
a las duchas colectivas, tendria que
estar claro que las dos duchas son
distinguibles y de capacidad ili-

mitada.

Por lo tanto, cada uno de los 6 amz-
gos que se duchan sélo tienen que
decidir en cudl de las dos duchas
colectivas disponibles entra. O sea,
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f) Sihihaguera 3 dutxes individuals i distingi-
bles, cada un dels 6 podria decidir utilitzar-ne
alguna o no. Per0 sempre que no estiguera ja
ocupada.

Per tant, caldra considerar casos quant a ’'ocu-
pacié de les dutxes individuals: Siningd es dut-
xa en les individuals, Oy = () = 1. Si només
se n’utilitza una d’individual, hi ha 3 possibi-
litats, Oy = (}) = 3. Si se n'utilitzen dues,
O, = (3) = 3. Ien el cas que s'ompliren les
tres, O3 = (}) = 1.

En resum, les diferents possibilitats d’ocupar
les dutxes individuals es poden representar
agrupades en quatre casos com s’indica en la
seguent taula.

i|111213 ] O; |

0| 000 |C§
001

1| o010 |C}
100
011

2| 101 | CE
110

3] 111 |G

I es compleix que

©) Francesc J. Ferri

C) =25 =|VR} =38.
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f) St hubiese 3 duchas individua-
les y distinguibles, cada uno de los
6 podria decidir usar alguna o no.
Pero siempre que no estuviese ya
ocupada.

Por lo tanto, habrd que conside-
rar casos en cuanto a la ocupacion
de las duchas indiwviduales:
die se ducha en las wndividuales,
05 = () = .
una ndiwidual, hay 3 posibilidades,
07 = (?) = 3. Si1 se utilizan dos,
0, = (;) =3. Y en el caso en que
se llenaran las tres, O3 = (g) =1.

St na-

St sélo se utiliza

En resumen, las diferentes posibili-
dades de ocupar las duchas indivi-
duales se pueden representar agru-
padas en cuatro casos como se in-
dica en la stgutente tabla.

Y se cumple que
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Ara caldra analitzar de manera independent per
a cada cas de quantes maneres es poden omplir
les dutxes individuals i les col-lectives.

En el cas Oy només hi ha una manera d’ocu-
par les individuals, Iy =1, els 6 amics van a les
col-lectives i es dutxarien de Cs; maneres possi-
bles tal i com s’ha calculat en ’apartat anterior.

En el cas O4, un dels 6 amics ocuparia la indivi-
dual (de I; = 6 maneres perque hi ha 6 possibles
amics) i els 5 romanents anirien a les col-lectives
de Cs = |[VR3| maneres possibles.

El mateix passaria en el cas O, pero ara hi hau-
ria

L=V} =6

maneres possibles d’ocupar les dues individuals
i els 4 romanents anirien a les col-lectives de
C,4 = |VR]| maneres possibles.

Per 1iltim, en el cas O3, les individuals s’ompli-
rien també de 62 = 120 maneres possibles i les
col-lectives de C; = |[VR3| maneres possibles.

Podem completar ara la taula anterior amb tota
la informacié.

Versié 2.4b
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Ahora habrd que analizar de mane-
ra independiente para cada caso de
cudntas maneras se pueden llenar
las duchas individuales y las colec-
tivas.

En el caso Og sélo hay una manera
de ocupar las individuales, 1y =1,
los 6 amigos van a las colectivas y
se ducharian de Cg maneras posi-
bles tal y como se calculé en el apar-
tado anterior.

En el caso Oy, uno de los 6 ami-
gos ocuparia la indwidual (de I; =
6 maneras por que hay 6 posibles
amigos) y los & restantes irian a
las colectivas de Cs = !VR%} mane-
ras posibles.

Lo mismo pasaria en el caso Oy
pero ahora habria

maneras posibles de ocupar las dos
individuales y los 4 restantes irian a
las colectivas de C4 = |VR}| maneras
postbles.

Por dltimo, en el caso O3, las in-
dwiduales se llenarian también de

62 = 120 maneres possibles i les
col-lectives de C3 = \VR%I maneres
posstbles.

Podemos completar ahora la tabla
antertor con toda la informacidn.
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Per a obtenir el resultat final caldra sumar els
4 possibles casos d’ocupacié de les individuals
(principi de la suma) i en cada cas multipli-
car les possibilitats d’ocupacié per les formes
d’omplir les individuals, i també per les formes
d’omplir les col-lectives (principi del produc-

te).

>

i=0

©) Francesc

casos mapiel o
dutxes persones
duchas personas
' O; 14 0]
i 11213 ; , ,
: \Z VRS
0 000 |()=1| =1 2°
001
1 010 |(})=3| 6 =6 yig
100
011
2 101 | (3)=3]| 62=30 2
110
3 111 | () =1] =120 23

3

3
Oi-L-Coi =) ICH-IVEl-IVREH =) (
i=0

64

J. Ferri

i=0

576

Para obtener el resultado final
habrd que sumar los 4 posibles ca-
sos de ocupacion de las individua-
les (principio de la suma) y en ca-
da caso multiplicar las posibilidades
de ocupacion por las formas de lle-
nar las individuales, y también por
las formas de llenar las colectivas
(principio del producto).

)_61_26—1'.:
1

—6 ..5 4 ..--3:
=1.1-2543:6:2243.6-5:-2241:6-5:4-2

1440

= (14+9)2°+ (90 +60)2* =640+ 880 = 3040 |

260

43
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g) Sicanviem les 3 dutxes individuals (i distin-
gibles) per una tunica dutxa triple (o equive-
lentment 3 dutxes individuals indistingibles),
I’analisi per casos anterior continua sent valida
perd ara només hi ha una forma d’ocupacié. Es
a dir, O; = 1 per a tot i. I la forma d’elegir
les persones que van a la triple vindra donada
per combinacions sense repeticio en lloc de
variacions sense repeticié. Es a dir, [; = ICY
per a tot i.

Tot plegat, el nombre total de possibilitats seria
ara

3
Z E+Cem

i=0

CAPITOL 1. COMBINATORIA

g) St cambiamos las 8 duchas indi-
vtduales (y distinguibles) por una
unica ducha triple (o equivalente-
mente 3 duchas individuales in-
distinguibles), el andlisis por ca-
sos anterior continua stendo vdlido
pero ahora sélo hay una forma de
ocupacién. FKEs decir, O; = 1 pa-
ra todo i. Y la forma de elegir las
personas que van a la triple vendrd
dada por combinaciones sin repe-
ticion en lugar de variaciones sin
repeticién. Es decir, I; = |CL| para
todo 1.

Conjuntamente, el numero total de
posibilidades seria ahora

Problema 1.5:

Una botiga d’animals té 5 gabies numerades i
grans per a ocells. Suposant que no sabem dis-
tingir 2 ocells de la mateixa espécie,

a) de quantes maneres es poden distribuir 1 llo-
ro, 1 cotorra, i un tuca?

b) I si foren 2 lloros, 3 cotorres i 1 tuca?

c) I 7 tucans? !

[gabiesAnimals]

Una tienda de animales tiene 5 jau-
las numeradas y grandes para aves.
Suponiendo que no sabemos distin-
gutr 2 aves de la misma especie,

a) ;de cudntas maneras se pueden
distributr 1 loro, 1 cotorra y un
tucdn?

b) Y si fueran 2 loros, 3 cotorras
y 1 tucdn?

c) ¢Y 7 tucanes?

Versié 2.4b
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Si ens diuen que les gabies sén grans és perqué
hi cabran tots els ocells que vulguem posar-hi.
I com que estan numerades, aix0 significa que
sén distingibles.

També és important remarcar que sabem dis-
tingir especies diferents, pero no diferents indi-
vidus de la mateixa especie.

a) En aquest cas tenim 3 ocells distingibles
(perque sén d’especies diferents) cada un dels
quals pot estar en qualsevol de les 5 gabies.

El lloro el podem col-locar en qualsevol de les 5
gabies. Aix0 sén 5 possibilitats.

De la mateixa manera, tenim altres 5 possibi-
litats per a col-locar la cotorra i 5 més per al
tuca.

I en aplicar el principi del producte arri-
bariem a un total de 5-5-5 = 125 possibilitats
per a distribuir els tres.

De manera equivalent, podem pensar que a ca-
da un dels 3 ocells li hem d’assignar un d’entre
5 nombres possibles. O siga, variacions amb
repeticio de 5 elements agafats de 3 en 3,

VRE,

Sa=|VR§| —5 —

¢) Respondrem primer a aquest apartat que és
més senzill.

©) Francesc J. Ferri
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St nos dicen que las jaulas son gran-
des es por que cabrdn todos los
pdjaros que queramos poner. Y co-
mo estdn numeradas, significa que
son distinguibles.

También es importante remarcar
que sabemos distinguir especies di-
ferentes, pero no diferentes indivi-
duos de la misma especie.

a) En este caso tenemos 8 pdjaros
distinguibles (por que son de es-
pecies diferentes) cada uno de los
cuales puede estar en cualquiera de
las 5 jaulas.

El loro lo podemos colocar en cual-
quiera de las 5 jaulas.
postbilidades.

FEso son 5

De la misma manera, tenemos
otras 5 posibilidades para colocar la

cotorra y 5 mds para el tucdn.

Aplicando el principio del produc-
to llegariamos a un total de 5-5-5 =
125 posibilidades para distribuir a
los tres.

De manera equivalente, podemos
pensar que a cada uno de los 3
padjaros le hemos de asignar uno de
entre 5 numeros posibles. O seaq,
variaciones con repeticion de 5
elementos tomados de 3 en 3,
VRE.

c) Responderemos primero a este
apartado que es mds sencillo.
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La diferéncia fonamental respecte al primer
apartat, a banda que sén 7 ocells en lloc de |
3, és que ara son ocells indistingibles. ;

Distribuir n ocells (distingibles) en m gabies
numerades ja hem vist en I’apartat anterior que
es correspon amb variacions amb repeticié de m
elements agafats de n en n, VRT.

Per0 si els ocells sén indistingibles, el problema
equival a distribuir n boles iguals en m caixes
numerades. O també, a considerar multicon-
junts de m gabies de cardinalitat n. Es a dir,
combinacions amb repeticié de m elements
agafats de n en n.

En el nostre cas particular, tenim que

(-2

b) Si ara cal distribuir n; ocells d’una espécie
i n, ocells d'una altra, podem fer-ho indepen- |
dentment i aplicar el principi del producte. !

Aleshores, les diferents maneres de repartir els |
2 lloros, les 3 cotorres i el tuca es poden calcular
com a |

Sp = CRIX CRIx CRy = () < () x (5)

(3)

Podem veure que d’aquesta manera obtindriem ;
també el resultat del primer apartat on teniem |
un lloro, una cotorra i un tuca, i per tant l

Versié 2.4b
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La diferencia fundamental respecto
al primer apartado, aparte de que
son 7 pdjaros en lugar de 3, es que
ahora son pdjaros indistinguibles.

Distribuir n pdjaros (distinguibles
en m jaulas numeradas ya hemos
visto en el apartado anterior que
se corresponde con vartaciones con
repeticion de m elementos tomados
den enmn, VR},.

Pero si los pdjaros son indistingui-
bles, el problema equivale a distri-
buir n bolas tguales en m cajas nu-
meradas.
multiconjuntos de m jaulas de car-
dinalidad n. Es decir, combinacio-

O también, a considerar

nes con repeticion de m elemen-
tos tomados de n en n.

En nuestro caso particular, tene-
mos que

_11410-9-8

- 4321 330

b) Si ahora hay que distribuir mn,
pdjaros de una especie y ny pdjaros
de otra, podemos hacerlo indepen-
dientemente y aplicar el principio
del producto.

Entonces, las diferentes maneras de
repartir los 2 loros, las 8 cotorras y
el tucdn se pueden calcular como

()< () =15355=| 2625 |

Podemos ver que de esta mane-
ra obtendriamos también el resul-
tado del primer apartado donde
teniamos un loro, una cotorra y un
tucdn, y por tanto
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S. = CR! x CRL x CR! =
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125

Considera rutes de senderisme en que a cada
quilometre es pot pujar o baixar 10 m o planar
(no canviar d’altitud).

a) Quants perfils de ruta diferents de 12 km pot
haver-hi amb desnivell positiu acumulat (suma
dels metres pujats) de 60 m?

b) I quants de 12 km amb desnivell positiu i
negatiu acumulats de 60 i 40m, respectivament?

Com a exemple, en la figura es mostra un per-
fil de 12 km amb desnivells positiu i negatiu
acumulats de 60 i 40 metres, respectivament.

Problema 1.6:

[senderisme]

Considera rutas de senderismo de
manera que en cada km se puede
subir o bagar 10 m o planear (no
cambiar de altitud).

a) sCudntos perfiles de ruta dife-
rentes de 12 km puede haber con
desnwvel positivo acumulado (suma
de los metros subitdos) de 60m?

b) ;Y cudntos de 12 km con desni-
veles positivo y megatiwo acumula-
dos de 60 y 40m, respectivamente?

Como ejemplo, en la figura se mu-
estra un perfil de 12 km con desni-
veles positivo y negativo acumuila-
dos de 60 y 40 metros, respectiva-
mente.

Des del punt de vista del seu perfil, podem re-
presentar les diferents rutes de m quilometres
com a seqiiencies de longitud m formades per
elements del conjunt {+1,—1,0} (pujar, baixar
i planar).

Per exemple, la ruta de la figura de ’exemple
es podria representar com a

©) Francesc J. Ferri

(+1,+1,0,—1,+1,+1,+1,—1,—1,—1,0, +1).

Desde el punto de vista de su perfil,
podemos representr las diferentes
rutas de m kilémetros como secu-
encias de longitud m formadas por
elementos del conjunto {+1,—1,0}
(subir, bajar y planear).

Por ejemplo, la ruta de la figura del
ejemplo se podria representar como
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El nombre total de rutes de longitud m (en km),
S, seria aleshores determinat per les variaci-
ons amb repeticié de 3 elements agafats de
m en m, VR

Per tant tenim en el cas de 'exemple que

S12= VR =312,

a) Si dels m quilometres de la ruta, n han de 3
ser de pujada, la qual cosa implica un desnivell
positiu acumulat de 10n metres, aixo significa 3
que els restants m — n quilometres de la ruta
han de ser neutres o de baixada. 3

Aleshores, d'una banda haurem de decidir |
de quantes maneres es poden collocar els |
quilometres de pujada dins de la ruta. 3

I d’altra banda haurem de decidir si cada un
dels restants quilometres és de baixada o neu-
tre.

La quantitat de casos total sera, doncs, deter-
minada pel principi del producte.

Els n quilometres de pujada dins dels m de la
ruta es poden elegir de (') maneres. O, en
altres paraules, es corresponen amb combina-
cions de m elements agafats de n en n.

I les maneres possibles d’etiquetar els m — n
romanents com a baixar o planar es correspon
amb les variacions amb repeticié de 2 ele-
ments agafats de m—n en m —n.

El nombre total de rutes de m quilometres amb
desnivell acumulat de 10n metres sera, doncs,

Versié 2.4b
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El numero total de rutas de longi-
tud m (en km), Sy, vendria enton-
ces determinado por las variacio-
nes con repeticion de 3 elementos
tomados de m en m, VRS

Poer tanto tenemos en el caso del
ejemplo que

a) St de los m kildmetros de la
ruta, n tienen que ser de subida,
lo que implica un desnivel positi-
vo acumulado de 10n metros, es-
to significa que los restantes m —n
kilometros de la ruta tienen que ser
neutros o de bajada.

Entonces, por una parte tendre-
mos que decitdir de cudntas mane-
ras se pueden colocar los kilémetros
de subida dentro de la ruta.

Y por otra tendremos que decidir si
cada uno de los restantes kilémetros
es de bajada o neutro.

La cantidad de casos total serd pu-
es determinada por el principio del
producto.

Los n kilémetros de subida dentro
de los m de la ruta se pueden ele-
gir de (‘:) maneras. O en otras pa-
labras, se corresponden con combi-
naciones de m elementos toma-
dos de n en n.

Y las maneras posibles de etiquetar
los m — n restantes como bajar o
planear se corresponden con las va-
riaciones con repeticion de 2 ele-
mentos tomados de m—n en m—n.

El numero total de rutas de m
kilémetros con desnivel acumulado
de 10n metros serd pues,
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S(m,n) = C; X VREan = (

En particular, el nombre de rutes de 12 km amb
60 m de desnivell positiu acumulat serien

12

m
n

20’2-19-1/8'2-17-}6'2-\1%1---}4'2-11

)2
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En particular, el nimero de rutas
de 12 km con 60 m de desnivel po-
sttivo acumulado serian

26

Sq26)

(3=~

6

b) Ara en les rutes de m quilometres, n han de
ser de pujada i k han de ser de baixada per a
tenir desnivells positiu i negatiu acumulats de
10n i 10k, respectivament.

Per a comptar totes les possibilitats, hem de
seleccionar ara k quilometres de baixada d’entre
els m —n que no sén de pujada.

I aplicarem el principi del producte igual que
abans, amb la qual cosa el nombre total de rutes
de m quilometres amb 10n metres i 10k metres
de pujada i baixada acumulada seran

Stmniy = Coy x Cr_, = (

En particular, el nombre de rutes de 12 km amb
60 m i 40 m de desnivells positiu i negatiu acu-
mulats serien

2
_ R1-109-8 7
= 4]

12
6

6!

pgrrrindl

(5)- ()

S(12,64)

W9 . 6-54-%-2-1
—19-17-13-11-2% = 46189 - 256

Hr

1.

= 11824384
b) Ahora en las rutas de m
kilé6metros, n tienen que ser de

subida y k tienen que ser de baja-
da para tener desniveles positivo y
negatiwo acumulados de 10n y 10k
respectivamente.

Para contar todas las postbilidades,
tenemos que selecctonar ahora k
kilé6metros de bajada de entre los
m—mn que no son de subida.

Y aplicaremos el principio del pro-
ducto igual que antes, con lo que
el numero total de rutas de m
kilémetros con 10n metros y 10k
metros de subida y bajada acumu-
lada serdn

("7

En particular, el numero de rutas
de 12 km con 60 m y 40 m de des-
nwveles positivo y negativo acumu-
lados serian

10-9-7-2= 13860 |

m-—n
k

©) Francesc J. Ferri
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Problema 1.7:
Intenta trobar un argument visual per a calcular

I
:
I
el seglient sumatori en qué cada terme no és un
1
nombre enter siné una fraccié de la unitat. :

I

1

U | 1 1
Rlsi=5y

[meitatsSuccessives]

Intenta encontrar un argumento vi-
sual para calcular el siguiente su-
matorio en el que cada término no
es un numero entero sino una frac-
cton de la unidad.

Zn

Potser la forma més senzilla d’obtenir un resul-
tat per a sumatori de ’enunciat és relacionar-lo
amb la suma dels dobles successius, Sq(n), que
s’ha vist en la pagina 25.

Primer anomenem S,,(n) el resultat, ho multi-
pliquem tot per 2™ i obtenim

n n—1

i=1 =0

on hem fet un canvi d’index, hem sumat i res- :
tat 2" i hem introduit Sq(n), amb la qual cosa |
arribem a l

des d’on s’obté que el resultat del sumatori és

1

Snm)=|1 + o

No obstant aixd, hi ha un argument visual molt
senzill que permet obtenir facilment el mateix
resultat.

Versié 2.4b

Z“Sm(n) = Zzn_i — ZZJ _|_2T1 —_|2m =

7S, (n)=2-2"—1-2",

Tal vez la forma mds sencilla de
obtener un resultado para el suma-
torio del enunciado es relacionar-
lo con la suma de los dobles suce-
swos, Sq(n), que se ha visto en la
pdgina 25.

Primero llamamos S;,(n) al resul-
tado, lo multiplicamos todo por 2™
y obtenemos

Sa(n) — 2%,

donde hemos hecho un cambio de
indice, hemos sumado y restado 2™
y hemos wntroducido Sq(n), con lo
que llegamos a

desde donde se obtiene que el resul-
tado del sumatorio es

Sin embargo hay un argumento vi-
sual muy sencillo que permaite obte-
ner fdcilmente el mismo resultado.

Matematica Discreta i1 Logica



1.5. PROBLEMES RESOLTS I COMENTATS

Primer pensem en la unitat (una unitat de qual-
sevol cosa) com un cercle. Pensem, per exem-
ple, en una pizza.

El nostre sumatori consisteix a sumar la meitat
de la unitat (de la pizza) amb la meitat de la
meitat, i amb la meitat de la meitat de la mei-
tat, i aixi successivament. De manera grafica,

N[—=

1
1

La figura il-lustra el sumatori amb quatre ter-
mes. Si observem el dibuix de la dreta on estan
“sumades” totes les porcions veiem que el total
és igual a la unitat menys una porcié que és
exactament igual que I'iltim terme del sumato-
ri. Bs a dir, en el cas de la figura tindriem

1— e
I aquesta relacio és certa per a qualsevol nombre
de termes en el sumatori ja que cada nou terme
que s’afegeix ocupa la meitat del romanent i el
nou romanent acaba sent també de la mateixa
grandaria.

Per tant podem deduir 1’expressié correcta per
al sumatori,

(©) Francesc J. Ferri
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Primero pensamos en la wunidad
(una unidad de cualquier cosa) co-
Pensemos, por
ejemplo, en una pizza.

mo un circulo.

Nuestro sumatorio consiste en su-
mar la mitad de la unidad (de la
pizza) con la mitad de la mitad, y
con la mitad de la mitad de la ma-
tad, y asi sucestwamente.
nera grdfica,

De ma-

IS

La figura tlustra el sumatorio con
cuatro términos. Si observamos el
dibujo de la derecha donde estdn
“sumadas” todas las porciones ve-
mos que el total es igual a la unidad
menos una porcion que es ezxacta-
mente i1gual que el dltimo término
del sumatorio. Es decir, en el caso
de la figura tendriamos

Y esta relacién es cierta para cual-
quier numero de términos en el su-
matorio ya que cada nuevo término
que se anade ocupa la mitad del
resto y el nuevo resto acaba siendo
también del mismo tamano.

Por lo tanto podemos deducir la ez-
presién correcta para el sumatorio,

Agost 2022



52

CAPITOL 1. COMBINATORIA

Versié 2.4b

Matematica Discreta i1 Logica



1.6. PROBLEMES PROPOSATS

1.6 Problemes proposats
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Problemas Propuestos

Problema 1.8:

El sumatori S;(n) de la pagina 24 és un cas
particular de suma dels termes d’una pro-
gressié aritmetica. Una sequencia de valors,
(ar,az,...,a,), diem que és una progressié
aritmetica si per a tot i = 2,...,1 es com-
pleix que

a; = a1 +d,

on d és ’anomenada diferencia entre dos ter-
mes qualssevol de la progressio.

Estén l'argument visual utilitzat per obtenir la
solucié de S;(n) per a la suma de qualsevol pro-
gressid aritmetica.

[progressioAritmetical

El sumatorio S1(n) de la pdgina 2/
es un caso particular de suma
de los términos de una progresion
aritmética. Una secuencia de valo-
res, (a7,0a2,...,0an), decimos que es
una progresioén aritmética s: para
todoi=2,...,n se cumple que

donde d es la llamada diferencia
entre cualesquiera dos términos de
la progresion.

Eztiende el argumento wvisual uti-
lizado para obtener la solucién de
Si(n) para la suma de cualquier
progresion aritmética.

La solucid és

n n—1
Bor o= (o 251a).

La solucién es

Problema 1.9:

Intenta trobar un argument visual per calcu-
lar el seguent sumatori en qué cada terme es
correspon amb una quantitat que va duplicant-
se multiplicada per un factor (enter) que creix
amb l'index del sumatori. En el dibuix que s’ad-
junta com a ajut, cada terme del sumatori es re-
presenta com a i barres horitzontals de longitud
27"

©) Francesc J. Ferri

[mesDoblesSuccessius|

Intenta encontrar un argumento vi-
sual para calcular el siguiente su-
matorio en el que cada término se
corresponde con una cantidad que
va duplicdindose multiplicada por
un factor (entero) que crece con el
En el dibu-
jo que se adjunta como ayuda, ca-

indice del sumatorio.

da término del sumatorio se repre-
senta como i barras horizontales de
longitud 211,

Agost 2022
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n

> i2'=1+2-243-4+4-8+4---4+n- 2"

i=1

CAPITOL 1. COMBINATORIA

La solucid és :

n2t 2" 1

La solucion es

Problema 1.10:

Flannagan és un jugador trampds que sempre
té un as de cors en la manega i !’habilitat
d’intercanviar-lo per qualsevol de les 5 cartes
de la seua ma sense que ningd se n’adone. Re-
corda que a la baralla hi ha 13 valors i 4 pals.

a) De quantes maneres diferents pot obtenir un
poquer (4 cartes amb el mateix valor)?

b) I un full (3 cartes amb un valor i 2 amb un
altre)?

c) Calcula els dos apartats anteriors per a un
jugador honrat.

[flannagan]

Flannagan es un jugador tramposo
que sitempre tiene un as de corazo-
nes en la manga y la habilidad de
intercambiarlo por cualquiera de las
5 cartas de su mano sin que nadie
se de cuenta. Recuerda que en la
baraja hay 13 valores y 4 palos.

a) jde cuantas maneras diferentes
puede obtener un poker (4 cartas
con el mismo valor)?

b) ¢y unfull (8 cartas con un valor
y 2 con otro?

c) calcula los 2 apartados anterio-
res para un jugador honrado

1
Les solucions per a cada un dels apartats sén: !
|

a) 624+ 1128 = 1752,

b) 3744 + 15840 = 19584,
ca) 624,

cy) 3744.

Las soluciones para cada uno de los
apartados son:

Versié 2.4b
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Problema 1.11:

Els Estats Units de Discretalia (EUD) han deci-
dit utilitzar per als cotxes matricules de 5 digits
d’entre els 10 possibles: 0123456789. Pero cada
estat ha afegit condicions a les seues matricules:

a) A Variolina del Nord (VN) han decidit usar
matricules que tinguen un maxim de 3 digits
diferents. (consell: prova primer amb 2).

b) A Nova Vertex (NV) només volen matricules
capicues.

c) A Grafifornia (GF) exigeixen matricules sen-
se zeros a l’esquerra.

d) A Arcansas (o Aristansas, AR) acceptaran
matricules que siguen valides a Nova Vértex o
a Grafifornia.

e) A Ojaio (o Disjuncijaio, OJ) només accepten
matricules que siguen valides a Nova Vértex i a
Grafifornia (curiosament).

f) A Existalia (EX) no es posa cap condicié.

g) I a Connexicut (CX), aprofitant que els
digits 0, 6, 819 es poden girar 180 graus, només
accepten matricules que siguen girables sense
gue canvie el ntmero.

Digues quantes matricules diferents pot haver-
hi en cada estat, raonant amb detall I'obtencié
de les respostes.

©) Francesc J. Ferri

[discretaliaMatricules]

Los FEstados Unidos de Discretalia
(EUD) han decidido utilizar para
los coches matriculas de 5 digitos de
entre los 10 posibles: 0123456789.
Pero cada estado ha anadido con-
dictones a sus matriculas:

a) En Varwolina del Norte (VN)
han decidido usar matriculas que
tengan un mdzimo de 3 digitos di-
ferentes. (consejo: prueba primero
con 2).

b) En Nueva Vértice (NV) solo
quieren matriculas capicua.

c) En Grafifornia (GF) exigen
matriculas sin ceros a la 1zquierda.

d) En Arcansas (o Aristansas,
AR) aceptardn matriculas que se-
an vdlidas en Nueva Vértice o en
Grafifornia.

e) En Ojato (o Disyunciyjaio, OJ)
solo aceptan matriculas que sean
vdlidas en Nueva Vértice y en Gra-
fifornia (curiosamente).

f) En Ezistalia (EX), no se pone
ninguna condicion.

g9) Y en Conezicut (CX), aprovec-
hando que los digitos 0, 6, 8 y 9 se
pueden girar 180 grados, solo acep-
tan matriculas que sean girables sin
que cambie el numero.

Di cudntas matriculas diferentes
puede haber en cada estado, razo-
nando con detalle la obtencion de
las respuestas.

Agost 2022
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A continuacié es mostren alguns exemples de
matricules valides i no valides en cada estat.

CAPITOL 1. COMBINATORIA

A continuacidon se muestran algu-
nos ejemplos de matriculas vdlidas
y no vdlidas en cada estado.

| a) VN b) NV ¢)GF d) AR e)0J f)EX g) CX
si | [E-13233] |E-13531] |E-73210] bVc  bAc - |E-96896 | =|96896-3 |
no | |E-13244] |E-11112]| |E-00700] - |E-00088] #[88000-3]

|
Les solucions per a cada un dels apartats sén: !
|

|a) VN b)NV ¢) GF d) AR ) OJ

Las soluciones para cada uno de los
apartados son:

f)EX g)CX

‘ 19360 1000 90000 90100

900

100000 32

Problema 1.12:

Suposem un equip de futbol que juga en tres
linies. Es a dir, amb 4 defenses (2-5), 4 mig-
campistes (6-9) i 2 davanters (10-11). Ano-
menem, cami directe a gol una jugada que par-
teix del porter (1) i passa per un jugador de
cada una de les tres linies i acaba en gol.

a) Quants camins directes a gol diferents poden
haver-hi?

b) De quantes maneres es poden distribuir els |
10 jugadors de camp en les 3 linies si no importa |
quina posicié ocupen dins de la linea? 3

c) Isisique importa? ‘
d) Aquesta forma de jugar s’anomena 1-4-4-2.

Quantes altres formes de jugar poden haver
amb 3 linies (no buides)? |

e) I si no restringim el nombre de linies, perdo
no considerem linies amb menys de 2 jugadors?

[futbol]

Supongamos un equipo de futbol que
jJuega en tres lineas. Es decir, con
4 defensas (2-5), 4 medios (6-9)
y 2 delanteros (10-11).
mos camino directo a gol una juga-
da que parte del portero (1) y pasa
por un jugador de cada una de las
tres lineas y acaba en gol.

Llama-

a) ;Cudntos caminos directos a gol
diferentes puede haber?

b) ¢De cudntas maneras se pueden
distribuer los 10 jugadores de campo
en las 3 lineas st no importa qué
posicion ocupen dentro de la linea?

c) ¢Y si si que tmporta?

d) Esta forma de jugar se la llama
1-4-4-2. ;Cudntas otras formas de
jugar puede haber con 8 lineas (no
vacias)?

e) ¢Y sino restringimos el nimero
de lineas, pero mno consideramos
lineas con menos de 2 jugadores?

Versié 2.4b
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Les solucions per a cada un dels apartats sén:

a) | b) c)

d)

Las soluciones para cada uno de los
apartados son:

e)

32 | 3150 | 3628800

36

34

Problema 1.13:

Definim una escala musical heptatonica simple
com una seqiéncia de 7+1 notes separades per
un interval de segona major (2 semitons) o
de segona menor (1 semitd) i que cobreixen
exactament una octava.

Una octava conté 13 notes i 12 semitons que
les separen: els 4 dibuixos de tecles de piano
mostren les 13 notes consecutives, separades per
semitons que cobreixen ’octava que comencga en
Do i acaba en Do.

En els 3 primers apartats de la figura hi ha 3
exemples d’escales amb notacié musical i mar-
cades sobre el teclat amb cercles. L’interval d’'u-
na nota a la segiient pot ser d’1 o de 2 semitons
(en notacié musical es marquen per sota les se-
gones menors). Com a curiositat, les escales
mostrades sén i) l’escala major, ii) I’escala me-
nor, iii) l'escala Lidia.

L’apartat iv) mostra 1’escala menor oriental que
no seria valida (segons la definicié anterior) per-
qué conté 2 intervals de segona augmentada
(3 semitons), que es marquen per dalt.

©) Francesc J. Ferri

[escales]

Definimos una escala musical hep-
taténica stmple como una secuen-
cta de 7+1 notas separadas por un
intervalo de segunda mayor (2 se-
mitonos) o de segunda menor (1
semaitono) y que cubra exactamente
una octava.

Una octava contiene 13 notas y 12
sematonos que las separan: los 4 di-
bujos de teclas de piano muestran
las 18 notas consecutivas, separa-
das por semitonos que cubren la oc-
tava que comienza en Do y acaba en
Do.

En los 8 primeros apartados de la
figura hay 8 ejemplos de escalas en
notacién musical y marcadas sobre
el teclado con circulos. El intervalo
de una nota a la siguiente puede ser
de 1 o de 2 semitonos (en notacién
mustical se marcan las segundas me-
nores por abajo). Como curiosidad,
las escalas mostradas son t) la es-
cala mayor, 1) la escala menor, 1)
la escala Lidia.

El apartado tw) muestra la escala
menor oriental que no seria vdlida
(segin la definicién anterior) ya
que contiene 2 intervalos de segun-
da aumentada (3 semitonos), que
se marcan por arriba.

Agost 2022
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LULL IR LU

%% wﬁ
i) i)

LUL N UL

%%%%@@%

iii)

S . . ; Cudnt l heptatona
a) Quantes escales heptatoniques simples dife- a) §Qudnias [escalas heptaignites

|
. |1 3 stmples diferentes se pueden formar
rents es poden formar a partir d'una nota? ‘
|

a partir de una nota?

. b) ¢Y si consideramos los 3 tipos
' de segundas como en el ejemplo

w)?

b) I si considerem els 3 tipus de segones com en
I’exemple iv)?

¢) ¢Qué pasaria si considerdsemos
cualesquiera intervalos?

c) Que passaria si considerarem qualssevol in-
tervals?

. d) 4Y si consideramos escalas pen-
' tatonicas y/o hezatdnicas (5 y/o 6
! notas, respectivamente)?

d) I siconsiderem escales pentatoniques i/o he-
xatoniques (5 i/o 6 notes, respectivament)?

Las soluciones para cada uno de los

Les solucions per a cada un dels apartats sén:
apartados son:

a) | b) | c) d)
21 | 266 | 462 330\462

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica
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¥
Problema 1.14: [comptalnclusionsSubconj]

Considera un conju to A de 4 ele-
mentos cualesquiera y su conjunto
potencia 2 (todos sus posibles sub-
conjuntos). Considera también la
relacion binaria, R, definida para
todo o, 3 C A como

Considera un conjunt A de 4 elements qualsse- |
vol i el seu conjunt poténcia 2* (tots els seus 3
possibles subconjunts). Considera també la re-
lacié binaria, R, definida per a tot «, C A
com |

aRB sii aCP,~IYCA:xCyCPp

Algunos ejemplos de la relacion R

Alguns exemples de la relacié R sén p

{ar, az}R{as, az, az}, {aj, a3}RA, {as, a3} R{ar,az}, {ai,as} Riar, az, ash

a) ;Cudl es el cardinal de R? O en
otras palabras, ;cudl es el numero
de pares de elementos de A que
estan relacionados segun R?

a) Quin és el cardinal de R? O en altres parau- :
les, quin és el nombre de parells d’elements de |
A que estan relacionats segons R?

S c . \ b) ;Cudl [ cardinal de 1 la-
b) Quin és el cardinal de la relacié C? ! ) A S T e S A
= ' cion C 2
. ¢) Generaliza los resultados anteri-
' ores para conjuntos A de cardinali-
| dadn.

c) Generalitza els resultats anteriors per a con-
junts A de cardinalitat n.

Las soluciones para cada uno de los

|
Les solucions per a cada un dels apartats sén: !
i apartados son:

a) | b) c)
42 [ 81 | n2n T | 3"

©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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2. Logica

Légica. 2

2.1 Proposicions i equivalencies

Proposiciones y equivalencias

Una proposicié és una afirmacid, un fet, o qual-
sevol altra frase que pot ser certa o falsa. Per
exemple, “els rucs volen”.

V, 1 fals, F, s6n les

(Gniques) constants en logica proposicional.

Els valors vertader,

Farem servir variables proposicionals per a
referir-nos a proposicions determinades. Les es-
criurem normalment p, q,,...

Es possible construir noves proposicions fent ser-
vir connectives o operadors logics. En parti-
cular, considerarem la negacio, —, la conjuncié,
/\, la disjuncio, V, la implicacid, =, i la coim-
plicacié, &.

61

Una proposicién es una afirmacién,
un hecho, o cualquier otra frase que
puede ser cierta o falsa. Por ejem-
plo, “los burros vuelan”.

Los wvalores verdadero, V, y falso,
F, son las (idnicas) constantes en
légica proposicional.

Utilizaremos variables proposicio-
nales para referirnos a proposicio-
nes determinadas. Las escribiremos
normalmente como p,q,T,...

Es posible construir nuevas propost-
ctones usando conectivas u opera-
dores légicos. En particular, const-
deraremos la negacién, —, la con-
juncién, /\, la disyuncién, V, la
implicacién, =, y la coimplica-
cion, &.
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CAPITOL 2. LOGICA

Definici6é recursiva

1. Vertader (V) i Fals (F) sén proposicions.

2. Qualssevol  variables  proposicionals,
P,q,T,... sOn proposicions.

3. Sip és proposicié, —p també ho és.

4. Si p i q sén proposicions, p /A q, p V q,
P=4qip& q, també ho sén.

Definicion recursiva

1. Verdadero (V) y Falso (F)
son proposiciones.

2. Cualesquiera variables propo-
sictonales, P, q,T,... SOn pro-
posticiones.

3. S p es proposicién, —p tam-
bién lo es.

4. S1 p y q son proposiciones,

PAG, PV, P=4qypeq,
también lo son.

Les proposicions definides només segons 1 i 2
s’anomenen proposicions simples. La res-
ta de proposicions s’anomenen proposicions
compostes o també expressions (proposici-

onals).

Las proposiciones definidas sdélo
segun 1 y 2 se denominan propo-
siciones simples. El resto de pro-
posiciones se denominan Proposi-
ciones compuestas o también ex-
presiones (proposicionales).

En una expressié amb diversos operadors, sem-
pre s’'interpreten aquests d’esquerra a dreta i se-
gons l'ordre de preferéncia o prioritat donat per
la seqiiéncia (—,/\,V, =, &).

Si es vol canviar ’ordre d’actuacié dels ope-
radors en una expressid, es poden utilitzar els
paréntesis. Per exemple, les dues expressions
segliients sén equivalents.

pVqV-T=1ApVréE&q

En la practica escriurem algunes altres connec-
tives logiques tal i com es recull en la segient
taula.

Versié 2.4b

En una expresion con diversos ope-
radores, siempre se interpretan estos
de 1zquierda a derecha y segun el or-
den de preferéncia o prioridad dado
por la secuencia (—,/\,V,=,&).

St se quiere cambiar el orden de ac-
tuacién de los operadores en una
expresion, se pueden utilizar los
paréntests. Por ejemplo, las dos ez-
presiones siguientes son equivalen-
tes.

((pVa V()= ((rAp)VrT)) & q

En la prdctica y por comodi-
dad escribiremos algunas conectivas
l6gicas mds tal y como se recoge en

la sigurente tabla.

Matematica Discreta i1 Logica
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connectiva equivaléncia nom
conectiva equivalencia nombre

P&<q q=7 implicacié oposada o reciproca

implicacion opuesta o reciproca
P4 q —(p&q) disjuncié exclusiva
disyuncion ezxclusiwa
rTq —(p/Aq)  conjunci6 oposada (operador NAND)
conjuncion opuesta
plq =(pVq) disjuncié oposada (operador NOR)

disyuncion opuesta

A una expressié amb n variables diferents, 1i cor- :
responen |VJ'| = 2™ possibles valors de veritat en
funcié que cada una de les variables siga vertade- 3
ra o falsa. Aquesta informacié en forma de taula
rep el nom de taula de veritat de I'expressié. 3

Les taules de veritat corresponents a les connec-
tives basiques en logica proposicional sén:

A una expresién con n variables di-
ferentes, le corresponden |V} = 2"
posibles valores de verdad en funcion
de que cada una de las variables sea
verdadera o falsa. Esta informacién
en forma de tabla recibe el nombre
de tabla de verdad de la expresion.

Las tablas de wverdad correspondi-
entes a las connectivas basicas en
légica proposicional son:

P 4| da|pANa|pVa|lpP=4q|Pe(q
V V| F | V \Y vV v
V F| V| F \Y% F F
F V F \% \% F
F F F F \Y% \Y%

Diem que dues expressions, e; i e;, sén equiva- '

. . . !
lents si tenen la mateixa taula de veritat. S’es-
criu |

e = ey.

Una expressié que sempre és vertadera s’anome-
na tautologia. Una expressié que sempre és fal-

sa s’anomena contradiccid.

(©) Francesc J. Ferri

Decimos que dos expresiones, €1 Y
€2, son equivalentes s: tienen la
misma tabla de verdad. Se escribe

Una expresion que stempre es verda-
dera se denomina tautologia. Una
expresion que siempre es falsa se de-
nomina contradiccién.,

Agost 2022
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2.1.1 Equivaléncies amb disjuncions i conjuncions

Equivalencias con disyunciones y conjunciones

Llei del tercer exclos ; Ley del tercio excluso

pV—p=V

Llei de contradicci6 ' Ley de contradiccion

PA-Pp=F

Leyes de identidad (elementos

Lleis d’identitat (elements neutres) i
| neutros)

pVFE=p PAV=p

Lleis de dominacio ' Leyes de dominacion

pvVvV=YV PAF=F

-

Lleis d’idempoteéencia } Leyes de idempotencia

PVP=Dp PAP=DP

Llei de doble negacié ' Ley de doble negacion

Lleis commutatives ' Leyes conmutativas
pVag=qVp PAG=qAp
Lleis associatives ; Leyes asociativas
(pVa)Vr=pViqVr) (PAGAT=pA(qAT)

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica
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Lleis distributives (factor comu) : Leyes — distributivas (factor
. comin)
pV@AT)=(pVag APV pA(Q@VT)I=(PAqQV(pAT)

Lleis de De Morgan ‘

—(pVdq)=—pA—q —(p

Leyes de De Morgan

Nq)=—pV—q

|
Lleis d’absorcié de la conjuncié/disjuncié !
|

(PVaAp=p (PAg)Vp=p

Leyes de absorcion de la conjun-
cion/disyuncion

Una variable proposicional o la seua negacié s’a-
nomena literal. Una clausula disjuntiva o sim-
plement clausula és qualsevol disjuncié de lite-
rals.

(GLGVELV - V)

Analogament, una clausula conjuntiva és qual- :
|
|
|

sevol conjuncié de literals.

(G AN A

Un tipus de clausules que seran importants
més endavant sén les anomenades clausules de
Horn que sén aquelles disjuncions de literals on
no pot haver-hi més d’un literal no negat.

pVqV-or

©) Francesc J. Ferri

Una wvariable proposicional o su
negacion se llama literal. Una
clausula disyuntiva o simplemente
clausula es cualquier disyuncién de
literales.

Andlogamente, una clausula con-
juntiva es cualquier conjuncién de
literales.

Un tipo de cldusulas que serdn im-
portantes mds adelante son las lla-
madas clausulas de Horn que sdn
aquellas disyunciones de literales
donde no puede haber mds de un li-
teral no negado.

—pV—q

Agost 2022
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2.1.2 Equivaléncies basiques amb implicacions
Equivalencias bdsicas con implicaciones

Definicié de la implicacié ' Definicion de la implicacion

P=49d="pV{(

Definicié de la coimplicacié ' Definicion de la coimplicacion

peq=pP=49) N(q=7p)

Contraposicio logica ' Contraposicion légica

P=q=-q=p

2.1.3 Algunes propietats interessants de les implicacions
Algunas propiedades interesantes de las implicaciones

Distributivitat per I’esquerra respecte de ‘ Distributividad por la izquierda
la disjuncio . respecto a la disyuncién

p=0@Vr)=pP=q9 V=T

(def.) (idemp.) (def.)
p=(qVr) = —pV(qVr) = —pVgV-pVr = (p=q)Vip=>T)

Py

-

Distributivitat per I’esquerra respecte de ‘ Distributividad por la izquierda
la conjuncio | respecto a la conjuncion

(p=d)N(p=r)

p=(qAT)

Yep VAPV E o A =)

Py

o
-+

ef.) (dis

p=(qAT) = pVI(qAT) =

‘o
-
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Pseudodistributivitat per la dreta respec-
te de la disjuncié/conjuncié

Es pot traure factor comu per la dreta pero can-
viant conjuncions per disjuncions.

(pVag)=r=p=1)A(q=r1)

Pseudodistributividad por la de-
respecto a la disyun-
cion/conjuncion

recha

Se puede sacar factor comin por la
derecha pero cambiando conjuncio-
nes por disyunciones.

=
-

\/r(

pVa =1 = —pVvy
(-pVT)A(=q V1)

Morgan)

(d

dis

—+

r.)

(~pA-q)Vr'

o
-+

; p=1)A(g=r1)

Pseudodistributivitat per la dreta respec-
te de la conjuncié/disjuncié

Es pot traure factor comu per la dreta pero can-
viant disjuncions per conjuncions.

PAg)=T=(p=>1V

Pseudodistributividad por la de-

recha respecto a la conjun-

cion/disyuncion

Se puede sacar factor comun por la
derecha pero cambiando disyuncto-
nes por conjunciones.

(g=71)

E_'p\/T\/_‘q\/T'(

idemp.)

(
(~pV=q)Vr
de

Tp=nVigs)

Les clausules de Horn amb exactament un li-
teral positiu (no negat) s’anomenen clausules
definides i es poden escriure com una implica-
ci6 'antecedent de la qual és una conjuncié de
literals positius. En altres paraules,

©) Francesc J. Ferri

Las clausulas de Horn con ezacta-
mente un literal positivo (no nega-
do) se llaman clausulas definidas y
se pueden escribir como una impli-
cacion cuyo antecedente es una con-
Juncién de literales positivos. En
otras palabras,
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(pdistr)

=pi=q9g)V---Vipe=q)

(pr /A Apd =q.

2.2 Implicacions, deduccions i inferéencia
Implicaciones, deducciones e inferencz'al

En una implicacié, p = (, la proposicié a l'es-
querra, p, rep el nom d’antecedent i la propo-
sici6 a la dreta és el conseqiient.

Es important adonar-se que la implicacié sempre
és certa si ’antecedent és fals. Aixd vol dir que
per a comprovar la veracitat d’'una implicacié,
només cal plantejar-se el cas en queé ’antecedent
és vertader. Sien aquest cas el conseqiient també
és vertader, la implicacié sera certa.

Alternativament, podem veure el conseqient
com una proposicié que és certa quan 1’antece-
dent ho és. En altres paraules, podem deduir la
veritat de q a partir de la veritat de p (sempre
que siga cert que p = q).

En general, diem que una expressié, Q, es pot
deduir a partir d’'una altra expressi6, P, si Q
és certa quan P ho és. En aquest context, P
rep el nom de premissa i Q s’anomena conclu-
si6 semantica o simplement conclusié. Si P
és una conjuncié de dos o més subexpressions,
P = Py, Py,..., totes les P; s’Tanomenen premis-
SesS.

Quan una conclusié, Q, es dedueix d'un conjunt
de premisses, P, Py, ..., Py, escrivim

Versié 2.4b

En una tmplicacién, p = q, la pro-
posicién de la izquierda, p, recibe el
nombre de antecedente, y la propo-
sicién de la derecha es el consecu-
ente.

Es importante darse cuenta de que
la wmplicacién sitempre es cierta st
el antecedente es falso.
fica que para comprobar la veract-
dad de una wmplicacion, sélo nece-
sitamos plantearnos el caso en que

Esto signi-

St en
ese caso el consecuente también es
verdadero, la implicacién serd cier-
ta.

el antecedente es wverdadero.

Alternativamente,
consecuente como una proposicion
que es cierta cuando el anteceden-
te lo es. En otras palabras, podemos
deducir la verdad de q a partir de la
verdad de p (stempre que sea cierto

que p = q).

podemos ver el

En general, dectmos que una expre-
sion, Q, se puede deducir a partir
de otra expresion, P, si Q es cierta
cuando P lo es. En este contezto,
P recibe el nombre de premisa y Q
se denomina conclusiéon semantica
o stmplemente conclusién. St P es
una conjuncién de dos o mds sub-
ezpresiones, P =Py, P,,..., todas las
Pi se denominan premisas.

Cuando una conclusién, Q, se de-
duce de un conjunto de premisas,
P1,P2,..., Pk, escribimos

Matematica Discreta i1 Logica
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Py, Py oy, Pk EQ

Aquesta expressid s’anomena també teorema.
El conjunt de premisses es denomina també
hipotesi i la conclusié s’anomena tesi. Del fet
de comprovar que la conclusié es pot deduir a
partir de les premisses se’'n diu també demos-
tracio.

Esta expresién se denomina también
teorema. Las premisas reciben tam-
bién el nombre de hipdtesis y la con-
clusion se denomana tesis. Al hec-
ho de comprobar que la conclusion
se puede deducir a partir de las pre-
misas se le denomina también de-
mostracién.

Si P = Q aleshores P+ Q, i al revés

O altrament expressat,

A partir de la taula de veritat de P = Q és obvi
que Q és cert si P ho és. I, per tant,

PEQ.

De la mateixa manera, quan P - Q, I'inic cas
prohibit és que P siga vertader i Q fals. I aixo
coincideix exactament amb la taula de veritat
de P = Q.

PFQsiiP=Q

St P = Q entonces P+ Q, y al

revés

O de manera alternativa,

A partir de la tabla de verdad de
P = Q es obvio que Q es cierto st
P lo es. Y, por tanto,

De la misma forma, cuando P+ Q,
el unico caso prohibido es que P sea
verdadero y Q falso. Y esto coinci-
de ezactamente con la tabla de ver-
dad de P = Q.

2.2.1 Algunes propietats de

Algunas propiedades de +

Propietat reflexiva

pEp

~

Propiedad reflexiva

Evident.

Euvidente.

©) Francesc J. Ferri
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Propietat antisimetrica ' Propiedad antisimétrica

p=qsipFqAqkp

Si q tiene que ser cierto cuando
p lo es y al revés, necesariamente
tendrdn que ser los dos ciertos o los
dos falsos. Es decir,

Si g ha de ser cert quan p ho és i al revés,
necessariament hauran de ser tots dos certs o |
pd . !

tots dos falsos. Es a dir, |
|

<
Il
a

Una consequéncia immediata de 'anterior i de la
propietat que relaciona deduccié i implicacié és
que

Una consecuencia tnmediata de lo
anterior y de la propiedad que rela-
ctona deduccion e implicacion es que

P=QsiiP&Q

Propietat transitiva ' Propiedad transitiva

pErsipFgqAqbT

i Cuando p es cierto, q tiene que ser-
i lo. Y r también, por que q+ r. En-
| tonces serd cierto también que

Quan p és cert, q ho ha de ser. I r també,
perque q - r. Aleshores sera també cert que

pET.

s ) . Como consecuencia de las tres pro-
A consequencia de les tres propietats anteriors, piedades anteriores, la relacién - es
’

I
:
I
la relacié F és una relacid binaria d’ordre dins de | wuna relacidn binaria de orden dentro
I
I
I
I
1

de las expresiones en légica proposi-
ctonal.

les expressions en logica proposicional.
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Fites inferior i superior

FEpFV

Cota inferior y superior

La demostracié és obvia a partir de la definicié
de .

Quan escrivim p F V estem dient que qualsevol
premissa p és bona per a deduir una cosa que
és certa independentment de p.

Quan escrivim F |- p estem expressant que sem-
pre es pot deduir qualsevol cosa quan la pre-
missa no es compleix mai. Aquest cas concret
s’anomena inferéncia inconsistent perqué en
realitat no estem deduint res.

La demostracion es obuvia a partir
de la definicion de F.

Cuando escribimos p  V estamos
diciendo que cualquier premisa p es
buena para deducir algo que es ci-
erto independientemente de p.

Cuando escribimos F - p estamos
expresando que siempre Sse puede
deducir cualquier cosa cuando la
premisa no se cumple nunca. Este
caso concreto se denomina inferen-
cia inconsistente por que en real:-
dad no estamos deduciendo nada.

L’expressié F F p no s’hauria de confondre amb
I’expressié - p que és sovint utilitzada per a indi-
car que p és una tautologia. O, equivalentment,
que la veritat de p es pot deduir a partir d’un
conjunt buit de premisses.

De fet, la conjuncié d’un conjunt buit de pre-
misses és V (’element neutre de /\) per la qual
cosa les expressions - p 1 V I p sén equivalents
1 signifiquen que p = V.

La ezxpresion F F p no deberia con-
fundirse con la expresion Fp que se
usa a menudo para indicar que p es
una tautologia. O, de manera equi-
valente, que la verdad de p se pue-
de deducir a partir de un conjunto
vacio de premaisas.

De hecho, la conjuncién de un con-
junto vacio de premisas es V (el ele-
mento neutro de /) por lo que las
ecpresiones - p y V F p son equiva-
lentes y significan que p = V.

P = Q en llenguatge natural

Hi ha moltes maneres de referir-se a la implica-
cié en la parla informal. Heus-ne aci algunes:

©) Francesc J. Ferri

P = Q en lenguaje natural

Existen muchas maneras de referir-
se a la tmplicacién en el habla wn-
formal. Algunas de ellas son:
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si P aleshores/llavors Q.

e s1 P entonces Q.

e P implica Q. |
e P, llavors/aleshores Q.  ® P umplica Q.
e quan P, Q 3 o P, luego/entonces Q.
? * 1

e QsiP. 3 e cuando P, Q.
e 10 P 0 Q (només en alguns casos com per | ® Q st P.

exemple: “No cantes o plourd”)

P & Q en llenguatge natural ' P& Q en lenguaje natural

' También hay maneras informales
| de ezpresar la implicacién contra-
1

L Tial

També hi ha maneres informals d’expressar la
implicacié contraria:

e només si P aleshores Q. e sclo/solamente si P entonces Q.

e només quan P, Q.

e Q només si P. " e Q sdlo si P.
. e sélo cuando P, Q.

P & Q en llenguatge natural ' P& Q en lenguaje natural

' De la misma manera, la coimplica-
I cion (en este caso siempre podemos
| - .

i wntercambiar P y Q):

:

De la mateixa manera, la coimplicacié (en
aquest cas sempre podem intercanviar P i Q):

e siinomés si P aleshores Q. e siy sélo st P entonces Q.

e P siinomés si Q. e P siysélosiQ.

e Psii Q.
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2.2.2 Regles d’inferencia estandard

Hi ha alguns esquemes que permeten deduir ex-
pressions a partir de premisses amb una certa
forma. Aix0 és el que es coneix com a regles
d’inferencia. Algunes sén més que Obvies, men-
tre que altres requereixen un poc més d’atencio.

Totes tenen el seu origen en la logica classica i
el seu objectiu és que es puguen combinar per a
dur a terme deduccions més complexes.

Una manera alternativa i més grafica d’expressar
una regla Py, Py, ... Q és

P;
P,

Es a dir, una linia per a cada una de les premisses
i per a la conclusié. D’aquesta manera és facil
aplicar noves regles usant premisses o conclusi-
ons anteriors. Només cal identificar clarament
cada una de les linies perqué quede clar quina
regla s’aplica i sobre quines premisses per a l’ob-
tencié de cada nova linia.

73

Reglas de inferencia estandar

Hay algunos esquemas que permaiten
deducir expresiones a partir de pre-
misas con una cterta forma. Esto es
lo que se conoce como reglas de in-
ferencia. Algunas de ellas son mds
que obuias, mientras otras requieren
un poco mds de atencion.

Todas tienen su origen en la légica
cldsica y su objetivo es que se pue-
dan combinar para dar lugar a de-
ducciones mds complejas.

Una forma alternativa y mds grdfica
de expresaer una regla P1,P2,...F Q
es

Es decir, una linea por cada una de
las premisas y para la conclusion.
De esta manera es facil aplicar nue-
vas reglas usando premisas o conclu-
stones anteriores. Sdlo es necesario
identificar claramente cada una de
las lineas para que quede claro qué
regla se aplica y sobre qué prema-
sas para la obtencion de cada nueva
linea.

EC. Eliminacié de la conjuncié

| ZAY
P

P/Aq

Eliminacion de la Conjuncion

q

Aquesta regla s’obté directament a partir de la
taula de veritat de la conjuncié.

Esta regla se obtiene directamente
a partir de la tabla de verdad de la
conjuncion.

©) Francesc J. Ferri
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IC. Introduccié de la conjuncié |

P/Aq

Introduccion de la Conjuncion

Més que d’una regla, es tracta d’expressar el
mateix de dues maneres diferents.

P,a=p/Aq
La deduccié en el sentit contrari es pot obtenir :
molt facilment a partir de ’aplicacié consecuti- |
va de les dues regles EC sobre p /A q. 1

Mds que de una regla, se trata de
expresar lo mismo de dos maneras
distintas.

La deduccion en el sentido contra-
ri0 se puede obtener fdcilmente a
partir de la aplicacién consecutiva
de las dos reglas EC sobre p /\ q.

ID. Introduccié de la disjuncié |

P

pPVq PV

Introduccion de la Disyuncion

q

Molt similar a la regla EC. També s’obté di- !
rectament a partir de la taula de veritat de la 3
disjuncid. 3

Muy stmalar a la regla EC. También
se obtiene directamente a partir de
la tabla de verdad de la disyuncidn.

EN. Eliminacié de la negacié |

Eliminacion de la Negacion

Es en realitat una equivaléncia (llei de doble
negacio).

Es en realidad una equivalencia (ley
de doble negacion).

Versié 2.4b

Matematica Discreta i1 Logica



2.2. IMPLICACIONS, DEDUCCIONS I INFERENCIA

75

IN. Introduccié de la negacio, o també re-
duccié a ’absurd

Introduccion de la Negacion, o
también reduccién al absurdo

sem certa una expressid, p, i ho indiquem mit-
jangant claudators. Sia partir d’aci aconseguim
deduir F, és a dir, arribem a una contradiccié,
és perqué p ha de ser fals i aleshores —p és cert.

[p]
F
P
Es una forma muy usual de razo-
Es una manera molt usual de raonar. Supo- nar. Suponemos cierta una ezrpre-

sion, p, y lo indicamos mediante
corchetes. St a partir de ahi con-
sequimos deducir F, es decir, llega-
mos a una contradiccién, es por que
p ha de ser falso y entonces —p es
cterto.

ED. Eliminacié de la disjuncié, o també
demostracié per casos

Eliminacion de la Disyuncion, o
también demostracion por casos

Es també molt usual i es pot estendre a disjun-
cions de tres o més proposicions. Si en suposar
per separat cada una de les opcions en una dis-
juncid, s’arriba a la mateixa conclusié, aleshores
aquesta conclusié es pot deduir en general.

Es también muy usual y se puede
extender a disyunciones de tres o
mds proposiciones. St al suponer
por separado cada una de las opci-
ones en una disyuncion, se llega a
la misma conclusién, entonces esta
conclusién se puede deducir en ge-
neral.

©) Francesc J. Ferri
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[

El. Eliminacié de la implicacié, o tamb Eliminacion de la Implicacién, o

modus ponens también modus ponens

Es una de las formas mds cldsicas
de razonar. El nombre completo es
modus ponendo ponens: modo que al
afirmar, afirma.

Es una de les formes més classiques de raonar. :
El nom complet és modus ponendo ponens:
|
mode que en afirmar afirma. l
|

S1 una implicaci6 és certa i també ho és el | g yng implicacion es cierta y tam-

|
Y z l .
seu antecedent, aleshores ho sera també el con- ' bién lo es su antecedente, entonces
sequent. i lo serd también el consecuente.

|

Introduccion de la Implicacion, o
también demostracion de la im-
plicacion

(@

Il. Introduccié de la implicacié, o tamb
demostracié de la implicacio

.
P=4d

Si1 suponemos cierto p, y a partir

o o o o o |
Si suposem cert p, 1 a partir d’aix0 arribem a q
I de esto llegamos a q entonces serd
| g q
|
|

aleshores sera cert que et G

P=4q.

. . . . N . Las ocho reglas de inferencia
Les vuit regles d’inferéncia estandard (in- p : R
estdndar (introduccién/eliminacidn

1
:
., . . .« ., . !
troduccié/eliminacié de la negacid/conjun- ! ge ia negacion/conjuncién/disyun-
ci¢/disjuncié/implicacié) sén les que farem cién/implicacién) son las que

|

|

|

|

|

|

servir per a dur a terme deduccions i demostra- | usaremos para llevar a cabo de-
ducciones y demostraciones mds

cions més complexes. .
complejas.
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No obstant aix0, hi ha altres regles d’inferéncia
classiques tan famoses o més que les que nos-
altres anomenem estandard. A continuacié n’e-
nunciem algunes i les deduirem a partir de les
estandard.

No obstante, hay otras reglas de
inferencia cldsicas tan famosas o
mds que las que nosotros llamamos
estdndar. A continuacidn enuncia-
mos algunas de éstas y las deducire-
mos a partir de las estdndar.

modus tollens
P=q
19 |
- p

Es com el modus ponens, perd ara neguem el
conseqiient per a demostrar la falsedat de 1’an-
tecedent. El nom complet és modus tollendo
tollens: mode que en negar nega.

Demostrarem la deduccid,

primer mitjangant regles estandard:

P=4q,qF—p,

Es como el modus ponens pero aho-
ra negamos el consecuente para de-
mostrar la falsedad del antecedente.
El nom complet és modus tollendo
tollens: modo que al negar, niega.

Vamos a demostrar la deduccion,

primero mediante reglas estdndar:

comienza IN, suponemos lo contrario de lo que queremos deducir

1) I[p] comenga IN, suposem el contrari del que volem deduir
2) p=gq ... premissa 1

3) ¢ ... El (modus ponens) en 1), 2)

4) —q ... premissa 2

5) qA—q=F|..ICen 3),4)

6) —p acaba IN en 1)

Alternativament, podem aplicar la contrapo-
sici6 logica (l'ultima de les equivaléncies nota-
bles en la pagina 66) per a modificar la implica-
ci6 i aleshores demostrar-ho només aplicant El
(modus ponens).

Alternativamente, podemos aplicar
la contraposicién légica (la dlttma
de las equivalencias notables en la
pdgina 66) para modificar la tmpli-
cacion y entonces demostrarlo sélo
aplicando El (modus ponens).

©) Francesc J. Ferri
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modus tollendo ponens

o també sil-logisme disjuntiu

q

pPVq
1P

PV
|

o también silogismo disyuntivo

P

P'exercici 2.6

modus tollendo ponens: mode que en negar
afirma. Aquesta regla d’inferéncia s’il-lustra en

modus tollendo ponens: modo que al
negar, afirma. Esta regla de infe-
rencia se tlustra en el ejercicio 2.6

modus ponendo tollens

P
—q

~(p/Aq)

la seua negacio.

modus ponendo tollens: mode que en negar
afirma. Aquesta regla es pot obtenir a partir de
I’anterior només canviant cada proposicié per

modus ponendo tollens: modo que al
negar, afirma. FEsta regla se puede
obtener a partir de la anterior sélo
cambiando cada proposicion por su
negacion.

sil-logisme hipotétic

P=q

q=r

p=r

silogismo hipotético

d’inferéncia seria:

Aquesta regla d’inferéncia s’obté a partir de la
transitivitat de la implicacié. Utilitzant regles

Esta regla de inferencia se obtiene
a partir de la transitividad de la 1m-
plicacié. Utilizando reglas de infe-
rencia seria:

1) [p]
2) p=>4q
3) 9
4) q=r
5T
6) p=>T

... premissa 1

. Elen 1), 2)
... premissa 2
... Elen 3), 4)
acaba Il en 1)

comenca ll, suposem 'antecedent
comienza ll, suponemos el antecedente

Versié 2.4b
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Llei d’absorcidé

[P
P=pP/\q

Ley de absorcion

Aquesta regla d’inferéncia és en realitat una

equivaléncia.

m D
P=pPAG="pV(pAq) =

N

En cada pas s’ha aplicat la definicio de la im-
plicacié (1), la propietat (llei) distributiva
(2), 1a llei del tercer exclos i la definicié de
la implicacié (3), i la llei d’identitat de la
conjuncié (4). Totes elles equivaléncies nota-
bles enumerades en la seccié 2.1.1, pagina 64.

Alternativament, podem aplicar la distributi-
vitat per ’esquerra de la implicacié (a), la

cer exclos (c), i la llei d’identitat de la con-

definicié6 de la implicacié (b), la llei del ter-
juncié (d).

(a) (b)
p=pAq=(p=p) A (p=4q)

3) (4)
(pVPIN(PVq =VA[P=9) =p=(q

(c) (d)
=(pVpIAp=q=VAp=q=p=¢(

Esta regla de inferencia es en reali-
dad una equivalencia.

En cada paso se ha aplicado la de-
finicién de la implicacién (1), la
propiedad (ley) distributiva (2),
la ley del tercio excluso y la de-
finicién de la implicacién (3), y
la ley de identidad de la conjun-
cion (4). Todas ellas equivalenci-
as notables enumeradas en la Sec-
cion 2.1.1, pdgina 64.

Alternativamente, podemos aplicar
la distributividad por la izquier-
da de la implicacién (a), la defini-
cién de la implicacién (b), la ley
del tercio excluso (¢), y la ley de
identidad de la conjuncién (d).

Llei d’exportacio :

p=@g=1)=

(PAQ)=T

Ley de exportacion

2 . N . . !
Es una equivaléncia que es pot aplicar com a

. ~ . . |
regla d’inferéncia en els dos sentits. La demos- !
tracié es deixa com a exercici. 3

Es una equivalencia que se puede
aplicar como regla de inferencia en
los dos sentidos.
se deja como ejercicto.

Su demostracidn

©) Francesc J. Ferri
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dilema constructiu

p=r
q=s
pVq
rVs

dilema constructivo

Aquesta regla d’inferéncia és una versié disjun-
tiva del modus ponens. La demostracié es deixa
com a exercici.

Esta regla de inferencia es una ver-
sion disyuntiva del modus ponens.
Su demostracion se deja como ejer-
cicto.

dilema destructiu

p=r
q=s:

TV —s
—pV—q

dilema destructivo

Aquesta regla d’inferéncia és una versié disjun-
tiva del modus tollens. La demostracid es deixa
com a exercici.

Esta regla de inferencia es una ver-
sion disyuntiva del modus tollens.
Su demostracion se deja como ejer-
cicto.

resoluci6
pPVq
pVrT
qVvr

resolucion

Aquesta regla d’inferéncia relaciona i simplifica
clausules. La demostracié es deixa com a exer-
cici.

Esta regla de inferencia relaciona y
simplifica cldusulas.
cién se deja como ejercicto.

Su demostra-

2.3 Logica de predicats

Logica de predicados

Un predicat k-ari o d’ordre k és una aplicacié
del producte cartesia de k dominis o universos
(contextos) al conjunt {V, F},

Versié 2.4b

Un predicado k-ario o de orden k
es una aplicacién del producto car-
testano de k dominios o universos
(contextos) al conjunto {V,F},
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PID]XD2X"‘XDkH{\/>F}>

de manera que P(aj, az,...,qy), una vegada fi-
xats els a; € D;, ha de ser o vertader o fals.

Alternativament, un predicat es pot veure
també com una relacié k-aria en els conjunts
D4, D3,...,Dy de manera que podem escriure
(abusant de la notacié) que

de manera que P(aj,az,...,ax), una
vez fiyados los a; € Dy, tiene que ser
o verdadero o falso.

Alternativamente, un predicado se
puede ver también como wuna re-
laciéon  k-aria conjuntos
Dq,D3y,...,Dyx de manera que pode-
mos escribir (abusando de la nota-
cion) que

en los

P={(aj,az,...,ax) | Plaj,az,...,ax) =V} C Dy x Dy X -+ X Dy.

Exemples de dominis poden ser: persones, ani-
mals, nombres, simbols, etc. Exemples de predi-
cats amb k = 11 k = 2 sobre un mateix domini
format per tres persones es mostren a continu-
acié com a aplicacié i com a relacié (i com a
correspondéncia en el cas k = 2).

predicat P, com a aplicacié
predicado Py como aplicacion

D x D

{(V,F}

(Anna,Neus)
(Anna,Joan)
(Joan,Anna)

P, com a aplicacié
Pa como aplicacion

Po. como relacion

(©) Francesc J. Ferri

P, com a relacié

Ejemplos de domintos pueden
ser: personas, amimales, numeros,
stmbolos, Ejemplos de pre-
dicados con k = 1 y k = 2 sobre
un maismo dominio formado por
tres personas se muestran a con-
tinuacion como aplicaciéon y como
relacién (y como correspondencia

en el caso k =2).

etc.

Joan

predicat P, com a relacié
predicado Py como relacion

P, com a correspondencia
Pa como correspondencia
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Cada element concret de cada un dels dominis
implicats sén constants. A més a més podem
utilitzar variables per a referir-nos a elements
generics o0 indeterminats de cada un dels do-
minis. Normalment escriurem les variables com
a Xi 0 Yi.

Les constants i/o les variables es poden combi-
nar per a donar lloc a nous elements (de nous
dominis) mitjancant les anomenades funcions o
functors. Alguns exemples de funcions que po-
den servir com a arguments de predicats serien

flar, x2) g(ar, f(x1,x2))

Tant les constants com les variables i les funcions
I
poden ser arguments dels predicats i s’anomenen |
I
en general termes. !
I

Una formula atomica és un predicat k-ari apli-
cat sobre k termes.

CAPITOL 2. LOGICA

Cada elemento concreto de cada
uno de los dominios implicados son
constantes. Ademds podemos utili-
zar variables para referirnos a ele-
mentos genéricos o indetermina-
dos de cada uno de los dominios.
Normalmente escribiremos las vari-
ables como xi 0 Yi.

Las constantes y/o las variables se
pueden combinar para dar lugar a
nuevos elementos (de nuevos do-
minios) mediante las denominadas
funciones o functores. Algunos
ejemplos de funciones que pueden
servir como argumentos de predica-
dos serian

h(ar, h(x1,x2))

Tanto las constantes como las vari-
ables y las funciones pueden ser ar-
gumentos de los predicados y se de-
nominan en general términos.

Una féormula atémica es un pre-
dicado k-ario aplicado sobre k
términos.

Férmula ben formada (fbf) |

1. Si A és una férmula atomica, aleshores és
fbf.

2. Si A 1B sén fbfs, aleshores també ho seran

3. Si A(..,,v,..) és una fbf i v € D és una de |
les variables que conté, aleshores també |
ho seran 3

Versié 2.4b

~A,AABIAVB,A = B,A&B

Foérmula bien formada (fbf)

1. St A es una férmula atémaca,
entonces es fbf.

2. St A y B son fbfs, entonces
también lo serdn

3. St A(..,Vv,..) es una fof y v €
D es una de las wvariables
que contiene, entonces tam-
bién lo serdn
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Iv,ve D' Al..,v,..)

La férmula

La férmula

w:ve D A(.,v,..)

es llegeix "per a tot element v tal que v pertany
al conjunt D/, A(..,v,..)”. I significa que el pre-
dicat A és cert per a tots els valors de v dins
del subdomini D’ que pot ser qualsevol subcon-
junt del domini corresponent a ’argument del
predicat on apareix v. Aquest nou operador s’a-
nomena quantificador universal o simplement
generalitzador.

La férmula

se lee “para todo elementov tal que v
pertenece al conjunto D', A(..,v,..)".
Y significa que el predicado A es
cierto para todos los wvalores de v
dentro del subdominio D' que pue-
de ser cualquier subconjunto del do-
minto correspondiente al argumento
del predicado donde aparece v. Es-
te nuevo operador se denomina cu-
antificador universal o sitmplemen-
te generalizador.

La férmula

Iv,ve D’ : Al..,v,..)

es llegeix “existeix un element v, que pertany al
conjunt D', tal que A(..,v,..)”. I significa que el
predicat A és cert per a algun dels valors de v
en D’. Aquest nou operador s’anomena quan-
tificador existencial o simplement particula-
ritzador.

Quan el conjunt D’ associat als quantificadors
siga el mateix domini D associat a 1’argument
corresponent del predicat i/o aquest siga prou
clar pel context, escriurem simplement

v, A(..,v,..)

Els quantificadors universal i existencial es po-
den escriure com a conjuncions i disjuncions, res-
pectivament. Si D ={ay,...,a,} tenim que

©) Francesc J. Ferri

se lee “existe un elemento v, que
pertenece al conjunto D', tal que
A(.yv,.)".7 Y significa que el pre-
dicado A es cierto para alguno de
los wvalores de v en D’.
evo operador se demomina cuanti-

FEste nu-

ficador existencial o simplemente
particularizador.

Cuando el conjunto D’ asociado a
los cuantificadores sea el mismo do-
minto D asociado al argumento cor-
respondiente del predicado y/o éste
esté sufictentemente claro por el
contezto, escribiremos simplemente

iAWY,

Los cuantificadores universal y exis-
tencial se pueden escribir como con-
junciones y disyunciones, respecti-
vamente. Si D’ ={aj,...,an} tene-
mos que
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Wive DALY, = N ALy, = Al
veD’

F,ve D' :A(.,v,..) = \/ Al.,v,..)=A(
veD’

amb l'tinica particularitat que aquestes conjun-
cions o disjuncions poden ser infinites.

Si una férmula ben formada no conté variables
o si les que conté estan associades a quantifica-
dors, s’anomena férmula tancada. En cas con-
trari s’anomena férmula oberta. Les variables
no associades a quantificadors en una férmula
s’anomenen variables lliures mentre que les as-
sociades s6n variables lligades.

2.4 Inferencia amb predicats

CAPITOL 2. LOGICA

ey @1y A ANA(L A, -.)

ey @1y Ve VAL ap, ..)

con la dnica particularidad de que
estas conjunciones o disyunciones
pueden ser infinitas.

St una férmula bien formada no
contiene variables o si las que con-
tiene estdn asocitadas a cuantifica-
dores, se la llama férmula cerra-
da. En caso contrario se denomina
férmula abierta. Las vartables no
asoctadas a cuantificadores en una
formula se las llama variables li-
bres mientras que les asociadas son
variables ligadas.

Inferencia con predicados

A una férmula tancada li correspon un valor de
veritat: cert o fals. En canvi, el valor de veritat
d’una férmula oberta dependra dels valors que
puguen prendre les seues variables que no esti-
guen lligades a quantificadors.

Amb férmules tancades o obertes perd sense
quantificadors es pot raonar de la mateixa ma-
nera que amb proposicions. En particular, es
poden aplicar totes les regles d’inferéncia de la
logica proposicional. L’tnica particularitat de
les férmules obertes és que el raonament depen
dels possibles valors de les variables lliures. Perd
per a raonar amb quantificadors, necessitarem
introduir dos nous parells de regles d’inferéncia.

Versié 2.4b

A una férmula cerrada le correspon-
den un valor de verdad: cierto o fal-
so. En cambio, el valor de verdad
de una férmula abierta dependerd de
los valores que puedan tomar sus va-
riables que no estén ligadas a cuan-
tificadores.

Con férmulas cerradas o abiertas
pero sin cuantificadores se puede ra-
zonar de la misma manera que con
proposiciones. En particular, se pu-
eden aplicar todas las reglas de infe-
rencia de la l6gica proposicional. La
untica particularidad de las férmulas
abiertas es que el razonamiento de-
pende de los posibles valores de las
variables libres. Pero para razo-
nar con cuantificadores, necesitare-
mos wntroducir don nuevos pares de
reglas de inferencia.
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EG. Eliminacié del generalitzador } Eliminacion del Generalizador

Vx, P(x)
P(a)

En la formula P(a), a es un ele-
mento cualquiera del dominio que
nos pueda interesar. Puede ser una
varitable o una constante que haya
aparecido anteriormente. O puede
ser una nueva variable sin ningun
tipo de restriccion. Normalmente
usaremos las letras a,b,c,...

En la féormula P(a), a és un element qualsevol
del domini que ens puga interessar. Pot ser una
variable o una constant que haja aparegut an-
teriorment. O pot ser una nova variable sense
cap mena de restriccié. Normalment usarem les
lletres a,b,c,...

IG. Introduccié del generalitzador } Introduccién del Generalizador

P(a)
Vx, P(x)

Sélo en el caso que a sea una varia-
ble sobre la que no haya ningun tipo

Només en el cas que a siga una variable sobre |
|
|
. de restriccién, podemos sustituir la
|
|
|
|
|

la qual no hi haja cap mena de restriccié, po-

dem substituir la férmula P(a) pel corresponent férmula P(a) por el correspondiente

generalitzador. generalizador.
IP. Introduccio del particularitzador \ Introduccién del Particularizador
P(a)
Ix : P(x)

La resla & | b ident Panteri La regla Ies formalmente zdentzcg a
gla és formalment idéntica a l'anterior. ' 14 anterior. Pero hay una dife-

|
|
|
Perd hi ha una diferéncia fonamental: ara es ' rencia fundamental: ahora se pu-
|
|
|
|
|

pot aplicar independentment del que siga a. ede aplicar independientemente de
lo que sea a.
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EP. Eliminacié del particularitzador | Eliminacién del Particularizador
dx : P(x)
[P(ai)]

Q
Q

Podemos eliminar el i-ésimo par-
ticularizador st introducimos una
nueva vartable, a;. A partir de ese
momento continuamos razonando
hasta que llegamos a una férmula,
Q, que no depende de a;.

Podem eliminar 1'i-ésim particularitzador si in-
troduim una nova variable, a;. A partir d’a-
quest moment continuem raonant fins que arri-
bem a una férmula, Q, que no depén de a;.

2.4.1 Algunes propietats interessants amb quantificadors

Leyes de De Morgan con cuanti-

Lleis de De Morgan amb quantificadors 3 o

—(Vx € D,P(x)) = dx € D : =P(x)
—(3dx € D,P(x)) =Vx € D : =P(x)

Reordenacié de quantificadors ! Reordenacion de cuantificadores

vx, Yy, P(x,y) = Wy, ¥x, P(x,y)
Ix :dy: P(x,y) = Jy: Ix: P(x,y)

Normalmente y para stmplificar es-

. . . . 1
Normalment i per simplificar, escriurem o
I cribiremos

VX, Yy 2, ..., P(X,Y, 2,...) Ix,y,z,...: P(x,y,z,...)

en lloc de | en lugar de
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Vx, Yy, Vz,...P(x,y,2,...) Ix:3dy:3Jz:---: P(xyy,2,...)

Un detalle importante es que cuan-
tificadores diferentes mo se pueden
intercambiar.

Un detall important és que quantificadors dife-
rents no es poden intercanviar.

Vx, 3y : P(x,y) # Fy : Vx, P(x,y)

Exemple: existeix per a tot? ; Ejemplo: ;existe para todo?

Es cert que | sEs cierto que

Jy:Vx, P(x,y) FVx,3y : P(x,y)?

Mitjancant regles estandard a partir de la pre-
missa es té que

Mediante reglas estdndar a partir
de la premisa se tiene que

1) [¥x : P(x,a;)] |EP, introduim variable particular ...
EP, introducimos variable particular ...

2) Pla,a) ... EG, introduim variable geneérica
EG, introducimos variable genérica

3) Jy:Pla,y) IP en 2. Acaba EP de 1.
4) Vx,3dy : P(x,y) | IG en 3, s’obté la conclusié

se obtiene la conclusion

Exemple: per a tot existeix? } Ejemplo: ;para todo existe?

Es cert que i ¢Es cierto que

Vx,dy : P(x,y) F Fy:Vx, P(x,y)?

St intentamos  aplicar  reglas

Si intentem aplicar regles estandard ara, ; §
| estdndar ahora,

1) Jy : P(a,y) | EG, introduim variable generica

EG, introductmos variable genérica

2) [P(a,a)] EP, introduim variable particular ...
EG, introductmos variable particular ...

3)
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El seglient pas que ens interessaria aplicar és la
introduccié del generalitzador sobre 1’expressié
de la linia 2, que és una suposicio.

Pero, el fet important és que aquesta suposicié
introdueix una restriccio entre les variables a i
a;. En particular, per a que ’expressio siga cer-
ta, la variable a; ha de dependre de la variable
a.

En altres paraules, P(a, a;) no pot ser certa per
a qualsevol valor de a y el mateix valor de a;.

Com que hi ha una restriccié sobre la variable
generica, a, no és possible aplicar la regla IG i
no es pot completar la regla EP anterior.

Podem aleshores afirmar que

Vx, Jy

Lamentablement no. Per a poder negar la pre-
gunta inicial, el més facil és trobar un contrae-
xemple que en el present cas és molt senzill.

Considerem un univers amb 2 elements, {a;, a},
de manera que

P(ai,a;) = P(az,a1) =V, P(aj,a;) =Plaza;) =F.

La deduccié inicial en aquest cas particular es-
devé

(P(ar, a1)VP(ay, az))A(P(ar, a1)VP(as, az)) = (P(ay, a1)AP(as, a2))V(P(a, a1)/AP(ay, az))

d’on directament s’obté

Versié 2.4b

P(x,y) 7 Jy : ¥x,

CAPITOL 2. LOGICA

El siguiente paso que nos intere-
saria aplicar es la introduccion del
generalizador sobre la expresion de
la linea 2, que es una suposicion.

Sin embargo, el hecho tmportante es
que esta suposicion introduce una
restriccion entre las variables a y
ai. En particular, para que la ez-
presion sea cierta, la variable a; ti-
ene que depender de la variable a.

Dicho de otra manera, P(a,a;) no
puede ser cierta para cualquier va-
lor de a y el mismo valor de a;.

Como hay una restriccion sobre la
variables genérica, a, no es posi-
ble aplicar la regla IG y no se puede
completar la regla EP anterior.

Podemos entonces afirmar que

P(x,y)?

Lamentablemente no. Para poder
negar la pregunta inicial, lo mds
fdcil es encontrar un contraejemplo
que en el caso presente es muy sen-

cillo.

Consideramos un unwverso con 2
elementos, {a1,as}, de manera que

La deduccién inicial en este caso
particular se conuvierte en

de donde directamente se obtiene
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Vi F

la qual cosa és impossible. } que es imposible.
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2.5 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

91

Problema 2.1:

Considera les expressions segiients, calcula les
corresponents taules de veritat i digues quines
sén equivalents.

[equivalencies]

Considera las expresiones siguien-
tes, calcula las correspondientes ta-
blas de verdad y di cudles de ellas
son equwvalentes.

(p=4q)=r p=I(q=r)

BN A=) I E=Vig= 1

Deixarem les taules de veritat per al final i ana-
litzarem primer les diferents expressions.

Observem primer que en 1'dltima expressié po-
dem aplicar la pseudodistributivitat per la
dreta de la implicacié (podem traure factor
comu per la dreta perd canviant disjuncié per
conjuncié),

(pdistr.)

p=1)Vig=r1)

amb la qual cosa arribem a una implicacié que
tindria el mateix consequent que la primera ex-
pressié. No obstant aix0, els antecedents sén
molt diferents i no sembla que puguen ser equi-
valents la primera i la quarta expressions.

Una altra possibilitat és aplicar la distributi-
vitat per I’esquerra a la segona expressié des-
prés d’haver aplicat la definicié de la implicacié
al conseqiient (en aquest cas ja tenim l’expres-
sié factoritzada i el que fem és introduir-hi el
factor),

(def.)

bl
=4
&

S

B

p=(g=1) = p=(~qVr

©) Francesc J. Ferri

(pAg)=r,

i

! p=—q9Vip=r).

Dejaremos las tablas de verdad para
el final y analizaremos primero las
diferentes expresiones.

Observamos primero que la
ultima expresion podemos aplicar la
pseudodistributividad por la de-
recha de la implicacién (podemos
sacar factor comun por la derec-
ha pero cambiando disyuncién por

conjuncion),

en

con lo que llegamos a una tmplica-
cién que tendria el mismo consecu-
ente que la primera ezxpresién. Sin
embargo, los antecedentes son muy
diferentes y no parece que puedan
ser equivalentes la primera y la cu-
arta expresiones.

Otra posibilidad es aplicar la dis-
tributividad por la izquierda a la
segunda expresion después de haber
aplicado la definicion de la tmpli-
cacién al consecuente (en este caso
ya tenemos la expresion factoriza-
da y lo que hacemos es introducir
el factor),
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D’aquesta manera arribem a una disjuncié
d’'implicacions com en el cas de la quarta ex-
pressié.

Encara que les implicacions sén diferents, és
facil veure que si apliquem la definicié de la im-
plicacié i la llei d’idempoténcia tant en el cas de
la segona com en el de la quarta expressié s’ar-
riba a ’expressié equivalent (que és per cert,
una clausula de Horn),

“pVTqVT,

la qual cosa significa que ambdues expressions !
z . 1
sén equivalents. !
Com a curiositat, i com a conseqiiéncia de la |
|

“simetria” respecte de les variables p i q, també |
1

s’ha de complir que |
|

Les taules de veritat de les quatre expressions !
. 1

que ens demanen (marcades en la primera fila)
z 1
sén ‘

p=(@=>r)=q=(p=r1).

CAPITOL 2. LOGICA

De esta manera llegamos a una
disyuncion de implicactones como
en el caso de la cuarta expresion.

Aungue las tmplicaciones son dife-
rentes, es fdcil ver que st aplicamos
la definicion de la implicacién y la
ley de idempotencia tanto en el caso
de la segundo como en el de la cuar-
ta expresién se llega a la expresion
equivalente (que es por cierto una
clausula de Horn),

lo cual significa que ambas expresi-
ones son equivalentes.

Como curiosidad, y como consecu-
encta de la “simetria” respecto de
las variables p y q, también se tie-
ne que cumplir que

Las tablas de verdad de las cuatro
ezpresiones que se nos piden (mar-
cadas en la primera fila) son

p‘q‘eréq‘ (P=>Q)=>T‘q=>r‘P=>(q:>f) ‘ P=qgA(q=r1) ‘q:w‘ (P=>T)\/(q=>T)‘
VIVIV] V v \% \Y% \Y \% \Y
V|V|F \Y F F F F F F
VIF|V|| F \% \% \Y% F \% \%
V|F|F|| F \% \% \Y% F F \%
FIVIV|] V \% \4 \% \4 \4 \%
FIVIF]| V F F \Y% F \ \4
FIFV| F \ \ \% \4 \ \4
FIF|F|| F F Y \% \4 \ \4
Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica
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I a partir d’aquestes es veu com efectivament,
les Uniques expressions que sén equivalents en-
tre elles sén la segona i la quarta. (S’han marcat
en les quatre columnes els valors F per a facilitar
la comparacié.)

93

Y a partir de éstas se ve como efec-
las dnicas ezpresiones
que son equivalentes entre ellas son
(Se han
marcado en las cuatro columnas los
valores F para facilitar la compara-
cion).

tivamente,

la segunda y la cuarta.

A partir de ’expressié e, es pot deduir I’expres-
si6 e;? I ey a partir de e,? Justifica la resposta.

1IVX,
e, : Vx, P(x

Problema 2.2:

P(x) = Q(x))
) = Vx, Qx)

[implicaForallDistr]

A partir de la expresion ey, sse pu-
ede deducir la expresion ez ? ;Y ey
a partir de e ? Justifica la respues-
ta.

Primer farem una deduccié informal mentre in-
tentem entendre que signifiquen les expressions.

La primera férmula ens diu que existeix una
implicacié entre els predicats P 1 Q per a cada
element del domini. O expressat d’una altra
manera,

Px1) = Qx1),

En canvi, la segona és una tnica implicacid
I’antecedent de la qual afirma P per a tots els
elements del domini. Aquest tinic antecedent el
podem expressar de manera equivalent com un
conjunt de premisses,

P(Xl)a P(XZ))

©) Francesc J. Ferri

P(x2) = Q(x2),

Primero haremos una deduccién in-
formal mientras intentamos enten-
der qué significan las expresiones.

La primera férmula nos dice que
existe una wmplicacién entre los
predicados P y Q para cada ele-
mento del dominio. O ezxpresado

de otra manera,

En cambzo, la seqgunda es una tinica
implicacién cuyo antecedente afir-
ma P para todos los elementos del
dominio. HEste dnico antecedente lo
podemos expresar de manera equi-
valente como un conjunto de pre-
misas,
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Per aixo0, si sén certes totes les implicacions de
que consta eq, i aplicant el modus ponens tan-
tes vegades com elements continga el domini, a
partir de les premisses es dedueix el conseqiient
que afirma Q per a tot el domini.

Més formalment, com que es tracta de deduir
e, que és una implicacié, podem usar la regla Il
que consisteix a suposar ’antecedent, Vx, P(x),
i intentar arribar al conseqtient, vx, Q(x). Es-
quematicament escrivim

CAPITOL 2. LOGICA

Por eso, st son ctertas todas las
implicactones de que consta ey, y
aplicando el modus ponens tantas
veces como elementos contenga el
dominio, a partir de las premisas se
deduce el consecuente que afirma Q
para todo el dominto.

Mds formalmente, como se trata
de deducir e, que es una impli-
cacién, podemos usar la regla Il
que consiste en suponer el ante-
cedente, Vx, P(x), e wntentar lle-
gar al consecuente, ¥Vx, Q(x). FEs-

quemdticamente escribimos

1) e

2) [vx, P(x)]

introduim la premissa
introducimos la premisa

suposem cert 1’antecedent (11 sobre la conclusid)
suponemos cierto el antecedente (Il sobre la conclusion)

eliminem el generalitzador (EG) en 1 (elegim x = a)
eliminamos el generalizador (EG) en 1 (elegimos x = a)

4) P(a) eliminem el generalitzador (EG) en 2 (usem x = a)
eliminamos el generalizador (EG) en 2 (usamos x = a)

5) Q(a) modus ponens (regla El) en 3,4

6) Vx, Q(x) introduim el generalitzador (regla IG) en 5

7)  Vx, P(x) = Vx, Q(x)

introducimos el genealizador (regla 1G) en 5

... acaba la regla Il aplicada en 2

Per tant, es compleix que

€1|_€2.

Si ens plantegem la implicacié e, com a premis-
sa, resulta que aquesta significa que ha de ser
cert P per a tot el domini perqué siga cert Q
(també per a tot el domini). I aixd no implica
necessariament cap regla separada per als ele-
ments del domini. Ac¢O ens fa sospitar que tal
vegada e,/*e;. Perd, com podem demostrar-ho?

Versié 2.4b

Por tanto se cumple que

St nos planteamos la tmplicacién ez
como premisa, resulta que esta sig-
nifica que tiene que ser cierto P pa-
ra todo el dominio para que sea ci-
erto Q (también para todo el domi-
nio). Y esto no tmplica necesaria-
mente ninguna regla serparada pa-
Es-
to nos hace sospechar que tal vez
ex}fer. sPero como demostrarlo?

ra los elementos del dominio.

Matematica Discreta i1 Logica



2.5. PROBLEMES RESOLTS I COMENTATS

La forma més senzilla de demostrar que una
expressié no es pot deduir a partir d’una altra
consisteix a trobar un contraexemple. Es a
dir, un cas concret per al domini de manera
que existisca una assignacié de veritat que faga

certa e, i falsa e; al mateix temps.

Aquest domini ha de tenir com a minim 2 ele-
ments, ja que per a dominis d'un o de cap ele-
ment, les dues expressions coincideixen. En
canvi, per a dominis de 2 elements tenim que
e; - e esdevé

(P(x1) AP(x2)) = (Q(x1) A Q(x2)) F (P(x1) = Q(x1)) A (P(x2) = Q(x2)),

gue en el cas concret en que

P(x1) =Q(x2) =F Px2) =Qx1) =V,

ens dona

EAV=S VAR FFS VAV,

F F v

d’on s’obté que V I+ F la qual cosa és dbviament
falsa.

Com que hem trobat un cas concret on no es
compleix, aleshores no és cert que e, - e; i per

tant

95

La forma mds sencilla de demos-
trar que una ezxpresién no se pue-
de deducrt a partir de otra consis-
te en encontrar un contraejemplo.
Es decir, un caso concreto para el
dominio de manera que exista una
astgnacion de verdad que haga cier-
ta ey y falsa ey al mismo tiempo.

Este dominio ha de tener como
minimo 2 elementos, ya que par do-
minios de un o ningun elemento,
las dos expresiones coinciden. En
cambio, para dominios de 2 elemen-
tos tenemos que e, - ey se convierte
en

que en el caso concreto en que

nos da

F

de donde se obtiene que V F F lo
que es obuiamente falso.

Como hemos encontrado un caso
concreto donde no se cumple, en-
tonces no es cierto que ex F ey y
por tanto

©) Francesc J. Ferri
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CAPITOL 2. LOGICA

Problema 2.3:

Demostra que les dues regles segiients sén equi-
valents:

AFB=C

[iiAlternativa]

Demuestra que las dos reglas si-
gutentes son equivalentes:

A,BI-C

Per a demostrar que les dues regles d’inferéncia
sén equivalents, podem deduir cada una d’elles 3
assumint 'altra com a valida. Suposem primer 3
que la primera és una regla d’'inferéncia valida
i I’anomenem regla A A. Aleshores, 3

Para demostrar que las dos reglas
de inferencia son equivalentes, po-
demos deducir cada una de ellas
asumiendo la otra como vdlida. Su-
ponemos primero que la primera es
una regla de inferencia vdlida y la
llamamos regla AA. Entonces,

0) A B = C (regla AA)

1) A premissa 1

2) B premissa 2

3) B=C | reglaAAenl

4) C eliminacié de la implicacié }EI) en 2,3
eliminacién de la implicacién (El) en 2,8

Es a dir, és possible deduir la conclusié C a
partir de les premisses A i B si la regla AA és |
certa. |

Si suposem ara que la segona és valida i I’ano-
menem regla BB tenim també que

Es decir, es posible deducir la con-
clusion C a partir de las premisas
A y B st la regla AA es cierta.

St suponemos ahora que la segunda
es vdlida y la llamamos regla BB
tenemos que

0) A, B C (regla BB)

1) A premissa

2) [B] introduccié de la implicacié (II). Suposem I'antecedent ...
wntroduccion de la tmplicacion (11). Suponemos el antecedente ...

3) C regla BB en 1,2

4) B = C | ... acaba la regla Il de 2

O siga, que hem pogut deduir B = C a partir
de A tot suposant certa la regla BB.

Versié 2.4b

O sea, que hemos podido deducir
B = C a partir de A suponiendo ct-
erta la regla BB.
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En lloc d’utilitzar les regles d’inferéncia, podem
raonar directament a partir de la definicié.

Sisuposem que la regla AA és certa, aixo vol dir
gue si A =V, aleshores B = C també ha de ser
vertader segons la definicié. Si volem demostrar
que la regla BB és certa, hem de mostrar que
guan A =B = V s’obté que C=V.

En particular, si B=Vi (B = C) =V (perque
suposem certa la regla AA), podem deduir la
veritat de C (usant modus ponens o a partir
de la taula de veritat de les dues expressions),
per la qual cosa queda demostrat que es pot
deduir C a partir de A i B (regla BB).

En sentit contrari, suposem certa la regla BB
(a partir de A = B = V es dedueix C), partim
del fet que A =V, i ens preguntem si és cert o
no que B = C.

Sabem que A =V pero pot ser que B siga ver-
tader o fals. En el primer cas, podem deduir la
veritat de C (per la regla BB), per la qual cosa
la implicacié és certa. En el segon cas (B = F),
resulta que també la implicacié és certa inde-
pendentment del valor de veritat de B. Per
tant, com que podem deduir la implicacié en
qualsevol cas, la regla AA és certa.
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En lugar de utilizar las reglas de in-
ferencia, podemos razonar directa-
mente a partir de la definicion.

St suponemos que la regla AA es ci-
erta, esto quiere decir que st A =V,
entonces B = C también tiene que
ser verdadero segun la definicion.
St queremos demostrar que la regla
BB es cierta, tenemos que mostrar
que cuando A = B = V se obtiene
que C = V.

En particular, ssB=V y (B= C) =
V (porgue suponemos cierta la regla
AA), podemos deducir la verdad de
C (usando modus ponens o a par-
tir de la tabla de verdad de las dos
expresiones), por lo que queda de-
mostrado que se puede deducir C a
partir de A y B (regla BB).

En sentido contrario, suponemos
cierta la regla BB (a partir de A =
B = V se deduce C), partimos del
hecho que A =V, y nos pregunta-
mos st es cierto o no que B = C.

Sabemos que A =V pero puede ser
que B sea wverdadero o falso. En
el primer caso, podemos deducir la
verdad de C (por la regla BB), por
lo que la tmplicacion es cierta. En
el segundo caso (B = F), resulta que
también la tmplicacion es cierta in-
dependientemente del valor de ver-
dad de B. Por tanto, como podemos
deducir la tmplicacion en cualquier
caso, la regla AA es cierta.

©) Francesc J. Ferri
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CAPITOL 2. LOGICA

Problema 2.4:

Intenta establir la veritat o falsedat de cada una
de les dues afirmacions segiients:

a) El que vaig a dir a continuacié és fals. ;

b) Tot el que dic és fals. ]

[lesDuesAfirmacions]

Intenta establecer la verdad o false-
dad de cada una de las dos afirma-
ciones sigutentes:

a) Lo que voy a decir a continua-
cion es falso.

b) Todo lo que digo es falso.

Considerarem les variables proposicionals aib |
1
per representar cada una de les dues afirmacions |
1
(proposicions) anteriors. 1
|

La primera, a, diu que la segiient, b, és falsa.

Mentre que la segona, b, diu que tot (tant a
com b) és fals. Es a dir, 1

En substituir la definicié de a en la de
def

per la qual cosa arribem a que b és fals. I en |
|
substituir agd en la primera definicié s’obté de |
|
la mateixa manera que a és certa. Per tant, 1
|

\'%

a=

b=—-(-b)A—-b=bA-b=F

b=F

Constderaremos las wvariables pro-
posictonales a y b para representar
cada una de las dos afirmaciones
(proposiciones) anteriores.

La primera, a, dice que la siguiente,
b, es falsa. Mzientras que la sequn-
da, b, dice que todo (tanto a como
b) es falso. Es decir,

Al sustiturr la definicion de a en la
de b se obtiene

por lo que llegamos a que b es falsa.
Y al sustituir esto en la primera de-
finicion se obtiene de la misma ma-
nera que a es cierta. Por lo tanto,

Alternativament, podem escriure les definicions
de les dues afirmacions com un conjunt de pre-
misses:

Versié 2.4b

Alternativamente, podemos escribir
las definiciones de las dos afirma-
ctones como un conjunto de prema-
sas:
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a& —b
b&e —(aVb)

on hem aplicat la llei de De Morgan. Si desple- | 2onde hemos aplicado la ley de De

|
; ! : : = i Morgan. Si desplegamos ahora las
guem ara les coimplicacions i les manipulem,

covmplicaciones y las manipulamos,

P]E(l:>_‘b =b=a
PzE_‘b:>Cl =—a=Db
Pi=b=—aA-b =(b=>—a)A(b=—-b)=PiADb
— \?}g/
Py =rs
P,=—(aVb)=a =aVb=P,

vegem que podem resumir les anteriors afirma- vemos que podemos resumir las an-

1
| . . . | teriores afirmaciones sdlo con 3
cions només amb 3 premisses simples una de les |
l
|
|

premisas stmples, una de las cuales

quals és ja la falsedat de b. es ya la falsedad de b.

Pi=a=-"b=b=—a
P,=—-b=a=—a=D»
P3E_‘b

De la premisa P3 y de la P, se de-

De la premissa P; i de la P, es dedueix la vera- : .
duce la veracidad de a al aplicar la

citat de a en aplicar la regla El. Si escrivim la |

., . regla El. St escribimos la deduccion
deduccié completa pas a pas tenim

completa paso a paso tenemos

P,) —b = a | premissa 2

P;) —b premissa 3
4) a regla El en P,, P;
5) a/A—b |reglalICen P3, 4

En aquesta deduccié es veu que no s’ha necessi- | L7 este deduccion se ve que no se

l
: . : i ha necesitado la primera premisa
tat la primera premissa per a arribar al resultat.

para llegar al resultado.
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Si analitzem un poc més la deduccié vegem que
1
es tracta en realitat d’una equivaléncia entre les |
1
premisses P, 1 P31 el resultat. !
|

F
PAP;=(-b=a)A-b=(bVa)A-b= (bA—-b] V(aA—b)=aA—b

CAPITOL 2. LOGICA

St analizamos un poco mds la de-
duccion vemos que se trata en rea-
lidad de una equivalencia entre las
premuisas Py y P3 y el resultado.

Problema 2.5:

Intenta establir la veritat o falsedat de cada una
de les dues afirmacions seguients:

a) El que vaig a dir a continuacié és fals. ;

b) El que he dit abans és fals. !

[IesDuesAﬁrmacionsBis]

Intenta establecer la verdad o false-
dad de cada una de las dos afirma-
ciones siguientes:

a) Lo que voy a decir a continua-
cion es falso.

b) Lo que he dicho antes es falso.

Considerarem les variables proposicionals aib |
1
per representar cada una de les dues afirmacions |
1
(proposicions) anteriors. ;
|

La primera, a, diu que la segiient, b, és falsa. 3
Mentre que la segona, b, diu que la primera, a, |
és falsa. Es a dir, 1

Contrariament al que passava en l’exercici 2.4,
la substitucié de la definicié de a en la de de
b, o al revés, déna lloc a una expressié de la
forma,

Versié 2.4b

Constderaremos las wvariables pro-
posictonales a y b para representar
cada una de las dos afirmaciones
(proposiciones) anteriores.

La primera, a, dice que la siguien-
te, b, es falsa. Mientras que la se-
gunda, b, dice que la primera, a, es
falsa. Es decir,

Contrariamente a lo que pasaba en
el ejercicio 2.4, la sustitucion de
la definicion de a en la de b, o al
revés, da lugar a una expresion de
la forma,
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def
P="P
que es correspon amb una paradoxa del tipus
“aquesta afirmacié és falsa” a partir de la qual
no se’n pot establir ni la veritat ni la fasedat,
per la qual cosa haurem de considerar un rao-
nament alternatiu.

Suposem que a és certa, la qual cosa vol dir que
b ha de ser falsa. b afirma la falsedat de a, pero
com que és falsa, a és efectivament vertadera.

Si suposem en canvi que a és falsa, aleshores b
hauria de ser vertadera. I b efectivament afirma
la falsedat de a.

En resum, a partir de les dues afirmacions
només podem arribar a qué a és vertadera i b
falsa, 0 a que a és falsa i b vertadera. I aixo
ho podem expressar simplement com a # b la
qual cosa és equivalent a

(a=VAbD=F)V(a=FAb=YV)

O be fent servir expressions purament proposi-
cionals com a

(aA=b)V (maAb)=—(a& b)=a&b

si acceptem el simbol & per representar la dis-
juncioé exclusiva.
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que se corresponde con una parado-
ja del tipo “esta afirmacion es fal-
sa” a partir de la que no se puede
establecer ni su verdad nt su false-
dad, por lo que habrd que conside-
rar un razonamiento alternativo.

Suponemos que a es cierta, lo que
quiere decir que b tiene que ser fal-
sa. b afirma la falsedad de a, pero
como es falsa, a es efectivamente
verdadera.

St suponemos en cambio que a es
falsa, entonces b tendria que ser
verdadera. Y b efectivamente afir-
ma la falsedad de a.

En resumen, a partir de las dos
afirmactones sdlo podemos llegar a
que a es verdadera y b falsa, o a
que a es falsa y b verdadera. Y es-
to lo podemos expresar stmplemente
como a %= b lo que es equivalente a

O bien usando ezxzpresiones pura-
mente proposicionales como

st aceptamos es simbolo & para re-
presentar la disyuncién exclusiva.

Si considerem les dues afirmacions com a pre-
misses les podem escriure com a

a&s b
b& —a

©) Francesc J. Ferri

St constderamos las dos afirmacio-
nes como premisas las podemos es-
cribir como
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I una vegada desplegades les coimplicacions do-

nen lloc només a

Pi=—a=b=aVVb

Pb=b=—a=-bV—-a=—(a/A\Db)

La conjuncié de les premisses és exactament

la disjuncié exclusiva obtinguda abans.

I les

questes premisses serien les que s’il-lustren en

|
|
:
|
liniques coses que es poden deduir a partir d’a-
|
1
|
|
|
|
1

la segiient taula de veritat.

CAPITOL 2. LOGICA

Y una vez desplegadas las coirmpli-
cactones dan lugar sélo a

La conjuncién de las premisas es
ezactamente igual a la disyuncion
exclusiva obtenida antes. Y lo
unico que se puede deducir a par-
tir de estas premisas seria lo que se
tustra en la siguiente tabla de ver-
dad.

a b||PiAP;=aéb|aVb|—=(aADb)| V
vV V F v F \Y%
vV F A\ Vv A\ A%
F V A\ A% A\ Vv
F F F F \% \%

Com a conclusié i resultat final, no és possible :
de cap manera establir la veritat o la falsedat |

de cap de les dues afirmacions.

Como conclusién y resultado final,
no es posible de ninguna manera es-
tablecer la verdad o la falsedad de
minguna de las dos afirmaciones.

Demostra que és cert que

Problema 2.6:

PVQ,~PFQ

[tollendoPonens]

Demuestra que es cierto que

Versié 2.4b
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Aquesta regla que s’utilitza en logica classica,
s’anomena modus tollendo ponens o també
sil-logisme disjuntiu (pagina 78). Un exemple
d’aquesta regla el trobem en la coneguda fra-
se atribuida al personatge més famés de Conan
Doyle: “Una vegada que es descarta l’impos-
sible, el que queda és la veritat per improba-
ble que semble”.

Per a demostrar-la podem usar les regles d’in-
ferencia estandard.

Esta regla que se utiliza en ldgica
cldsica, se denomina modus to-
llendo ponens o también silogismo
disyuntivo (pdgina 78). Un ejem-
plo de esta regla lo encontramos en
la conocida frase atribuida al perso-
naje mds famoso de Conan Doyle:
“Una vez descartado lo imposible, lo
que queda es la verdad por improba-

ble que parezca”.

Para demostrarla podemos usar las
reglas de inferencia estdndar.

;ED) en 1. Primer cas ...

ED) en 1. Primer caso ...

1) PVQ premissa 1
2) —P premissa 2
3) [Q] suposem el contrari del que volem (IN) ...
suponemos lo contrario de lo que queremos (IN) ...
4) [P] ... Comencem demostracié per casos
Comenzamos demostracién por casos
5 PA=P=F | ... introduccié de la conjuncié (IC) en 2, 4
introduccion de la conjuncion (1C) en 2, 4
Q= Segon cas ...
Segundo caso ...
) QA-Q=F]| ... .. introduccié de la conjuncié (IC) en 3, 6
introduccion de la conjuncién (IC) en 8, 6
8) F ... acaba la regla ED en 1. Contradiccié en qualsevol cas
acaba la regla ED en 1. Contradiccion en cualquier caso
9) Q acaba la regla IN

L’anterior és una demostracié per reduccid
a l'absurd: comencem negant el que vo-
lem demostrar i comprovem que s’arriba ne-
cessariament a una contradiccio.

Una alternativa a ’anterior és convertir la dis-
juncié de la primera premissa en una implicacié
per a poder aplicar el modus ponens o regla
El

(©) Francesc J. Ferri

Lo anterior es una demostracion
por reduccién al absurdo: comenza-
mos negando lo que queremos de-
mostrar y comprobamos que se lle-
ga necesariamente a una contradic-
cion.

Una alternativa a lo anterior es
convertir la disyuncién de la prime-
ra premisa en una implicacion para
poder aplicar el modus ponens o
regla EI.
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1) PVQ
2) —P
3) —P=0Q
4) Q

premissa 1

premissa 2

definicio de la implicacio en 1
definicion de la implicacion en 1
eliminem la implicacié (El) en 2,3.
eliminamos la tmplicacion (El) en 2,3.

Alternativament, podem veure que la conjuncié
de les dues premisses és

(PVQIA—P=(PA-P)V(QA—-P)=F

I d’aquesta conjuncié es dedueix Q mitjangant :
la regla d’eliminacié de la conjuncié (EC). El |
mateix en forma de taula seria l

Alternativamente, podemos ver que
la conjuncion de las dos premisas
es

V(QA-P)= QAP

Y de esta conjuncion se deduce Q
mediante la regla de eliminacion de
la conjuncién (EC). Lo mismo en
forma de tabla seria

1) PVQ premissa 1

2) —P premissa 2

3) (PV Q) A—P |introducci6 de la conjuncid (IC) en 1,2
introduccion de la conjuncion (1C) en 1,2

4) QAN-P equivalent a 3
equivalente a 3

5 Q eliminaci6 de la conjuncié (EC) en 4
eliminacidn de la conjuncién (EC) en 4

Problema 2.7:

Explica que significa la seguent deduccié i
demostra-la a partir de les taules de veritat.

PVQ,~PFQVR

[tollendoPonensDisj]

Ezplica qué significa la siguiente
deduccion y demuéstrala a partir de
las tablas de verdad.

Versié 2.4b
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Tenim dues premisses. Una disjuncié de dues
proposicions i la negacié d’una d’elles. La con-
clusié és una altra disjuncié de la proposicié no
negada en les premisses i una altra proposicié
gue no apareix en cap premissa.

Formalment, és com el modus tollendo po-
nens o sillogisme disjuntiu (pagina 78),
pero amb la introduccié d’una disjuncié en la
conclusié. Per aixd mateix, és relativament
facil demostrar-la aplicant modus tollendo po-
nens primer (com en l’exercici 2.6) i la regla
d’introduccié de la disjuncio, ID, després.

Deixem aquesta opcié de demostracié com a
exercici.

Per a demostrar-ho mitjangant taules de veritat
necessitarem primer calcular-les per a la con-
juncié de les premisses d'una banda, i per a la
conclusié de l'altra.

De les files de la taula de veritat, marcarem
aquelles que es corresponen amb la veritat de
les premisses que sén les critiques a 1’hora de
decidir si es pot deduir o no la conclusid.

premisas. Una
disyuncion de dos proposiciones y
la negacién de una de ellas. La
conclusién es otra disyuncion de la
proposicton no negada en las prema-
sas y otra proposicion que mo apa-
Tece en MINguna premisa.

Tenemos dos

Formalmente, el mo-
dus tollendo ponens o silogismo
disyuntivo (pdgina 78), pero con
la introduccién de una disyuncion
en la conclusion.
mo, es relativamente fdcil demos-
trarla aplicando modus tollendo po-
nens primero (como en el ejerci-
cto 2.6) y la regla de introduccién

de la disyuncion, ID, después.

es como

Por eso mas-

Dejamos esta opcién de demostra-
cién como ejercicto.

Para demostrarlo mediante tablas
de verdad mnecesitaremos primero
calcularlas para la conjuncién de
las premisas por un lado, y para la
conclusién por otro.

De las filas de la tabla de verdad,
marcaremos aquellas que se corres-
ponden con la verdad de las prema-
sas que son las criticas a la hora de
decidir si se puede deducir o no la
conclusion.

premisses conclusié
premisas conclusion
PIQ|R|PVQ|-P|(PVQIA-P| QVR |
VIV |V AV F F
V|V |F Vv F F
VI F |V A% F F
V|F|F Vv F F
F|V |V Vv A\ Vv Vv
F|V|F A\ \% Vv \%
F|F |V F A\ F
F|F|F F Vv F
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Podem observar que en els dos casos en que
les premisses sén certes, la conclusié també ho
és. I per tant, la deduccié queda demostrada.
Observem, finalment, que la resta de la tau-
la de veritat de la conclusié (en gris) no calia
calcular-la.

CAPITOL 2. LOGICA

Podemos observar que en los dos
casos en que las premisas son ci-
ertas, la conclusién también lo es.
Y por tanto, la deduccion queda de-
mostrada. Observamos, finalmen-
te, que el resto de la tabla de ver-
dad de la conclusion (en gris) no
era necesario calcularla.

Problema 2.8:

Analitza la deduccié segiient i demostra-la uti-
litzant les regles d’inferéncia estandard.

vX,3Y: (P(X,Y) A Q(X)) VY, 3X :

[quantificadorsinvertits]

Analiza la siguiente deduccion y de-
muéstrala utilizando las reglas de
inferéncia estdndar.

(PX, Y) V Q(X))

Es tracta de dues férmules, una premissa i una
conclusid, amb quantificadors niats amb 1'ordre
invertit en cada cas.

Tenim un predicat binari i un altre unari, que
apareixen connectats mitjangant conjuncié i
disjuncié en la premissa i la conclusié, respec-
tivament.

Perd la part més important la formen els quan-
tificadors invertits. La premissa diu que per a
tot element del domini, X, n’hi ha d’haver un
altre amb el qual es relacione, P(X,-), i a més
a més s’ha de complir Q(X).

Com que la férmula oberta sense els quantifica-
dors és una conjuncid, es pot deduir separada-
ment

vX,3Y: P(X,Y)

Versié 2.4b

Se trata de dos férmulas, una pre-
misa y una conclusion, con cuanti-
ficadores anidados con el orden in-
vertido en cada caso.

Tenemos un predicado binario y
otro unario, que aparecen conecta-
dos mediante conjuncién y disyun-
cton en la premisa y la conclusion,
respectivamente.

Pero la parte mds importante la
forman los cuantificadores inverti-
dos. La premisa dice que para todo
elemento del dominio, X, tiene que
haber otro con el cual se relacione,
P(X,-), y ademas se tiene que cum-

plir Q(X).

Como la férmula abierta sin los cu-
antificadores es una conjuncion, se
puede deducir separadamente

VX, Q(X)
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com a subconclusions a partir de la premissa.
1
(De fet, la conjuncié d’aquestes és equivalent a |
1
la premissa.) l
|

En canvi, la conclusié diu que per a tot ele-
ment, Y, ha d’haver-n’hi un altre que, o bé es |
relacione, P(+,Y), o bé complisca Q. !

Afortunadament, com que es tracta d’una dis-
|
juncié, podrem deduir la conclusié si arribem a |
1
una de les dues férmules segiients :
|

VY, 3X: P(X,Y)

A la primera no hi ha manera d’arribar llevat
que P siga commutatiu. Pero la segona si que
és facilment deduible a partir de la segona sub-
conclusié abans esmentada.

Per tant, l'estratégia de deduccié de la conclu- |
si6 a partir de la premissa, haura de passar per 3
la segona subconclusié per a arribar a 1'dltima
de les férmules, amb la qual cosa deduiriem la 3
conclusié. :

La deducci6 formal usant regles d’inferéncia re-
produeix aquesta estrategia d’una manera una |

|
mica més directa. l

IX: Q(X)
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como subconclusiones a partir de la
premissa. (De hecho, la conjuncién
de éstas es equivalente a la prema-

sa.)

En cambio, la conclusién dice que
para todo elemento, Y, tiene que ha-
ber otro que, o bien se relacione,
P(-,Y), o bien cumpla Q.

Afortunadamente, como se trata de
una disyuncion, podremos deducir
la conclusion st llegamos a una de
las dos férmulas siguientes

A la primera no hay manera de
llegar excepto si P es conmutativo.
Pero la segunda si que es facilmente
deducible a partir de la segunda
subconclusién antes comentada.

Por tanto, la estrategia de deduc-
cion de la conclusion a partir de la
premisa, tendrd que pasar por la se-
gunda subconclusion para llegar a la
ultima de las férmulas, con lo que
deduciriamos la conclusion.

La deduccion formal usando reglas
de inferencia reproduce esta estra-
tegia de una manera un poco mds
directa.

1) vX,3Y: (P(X,Y)AQ(X)) | premissa
2) 3Y:(P(a,Y)AQ(a)) EG en 1 (elegim) X =a
(elegtmos)
3) [P(a,b;) AQ(a)] EP en 2 (introduim) b, ...
(introducimos)
4) Q(a) ... EC en 3 (b1 ja ha desaparegut) ... acaba EP
(b1 ya ha desaparecido)
5) P(a,c)V Q(a) ID en 4 (introduim c, vegeu text)
(introducimos ¢, ver texto)
6) IX:P(X,c)V Q(X) IPenb
7) VY, 3X:P(X,Y)V Q(X) IGen 6
©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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En la linia 5, hem introduit una variable, c, que
pot ser qualsevol element del domini, ja que no
és en absolut important que la férmula P(a,c)
siga certa perque ho siga la disjuncié. Aquesta
matisaci6 és important perque després (linia 7)
voldrem introduir un generalitzador associat a
aquesta variable.

CAPITOL 2. LOGICA

En la linea 5, hemos introducido
una vartable, ¢, que puede ser cual-
quier elemento del dominto, ya que
no es en absoluto tmportante que la
férmula P(a,c) sea cterta para que
lo sea la disyuncion. Esta matiza-
cton es importante porque después
(linea 7) gquerremos wntroducir un
generalizador asociado a esta vari-
able.

Problema 2.9:

Demostra 'afirmacié: Si un enter parell és
el quadrat d’un altre, aleshores aquest al-
tre és també parell. Per a aix0, pots seguir
el segiient esquema informal: imagina que el
quadrat és parell pero el nombre no, i intenta
arribar a una contradiccié.

Fes primer una demostracié informal utilitzant
llenguatge natural i després expressa tant 1'e-
nunciat com la demostracié fent servir la logica
de primer ordre.

[quadratPareII]

Demuestra la afirmacién, Si un en-
tero par es el cuadrado de otro,
entonces este otro es también
par. Para esto, puedes seguir el si-
gutente esquema wnformal: 1magi-
na que el cuadrado es par pero el
numero no, y wntenta llegar a una
contradiccion.

Haz primero una demostracion in-
formal usando lenguaje natural y
después ezpresa tanto el enuncia-
do como la demostracién usando la
l6gica de primer orden.

L’enunciat ens suggereix una demostracié per
reduccié a ’absurd. I l'estrategia consisteix a
suposar que un enter senar al quadrat déna com
a resultat un nombre parell.

Pero si ho pensem un poc, un enter no parell
multiplicat per ell mateix, mai no podra donar
com a resultat un nombre parell.

Versié 2.4b

El enunciado mos sugiere una de-
mostracion por reduccion al absur-
do. Y la estrategia consiste en su-
poner que un entero impar al cua-
drado da como resultado un numero
par.

Pero st lo pensamos un poco, un en-
tero no par multiplicado por él mis-
mo, nunca podrd dar como resulta-
do un numero par.
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Podem per exemple imaginar la descomposicié
en factors primers del quadrat i la del nombre.
Si en el quadrat no pot apareixer el factor 2,
és impossible que en el nombre hi haguera cap
factor 2 (Perque aleshores hauria d’apareixer
també en el quadrat).

Ara expressarem formalment 1’enunciat del que
volem demostrar i després la seua demostracio.

109

Podemos por ejemplo tmaginar la
descomposicion en factores primos
del cuadrado y la del nudmero. St
en el cuadrado no puede aparecer
el factor 2, es imposible que en
el ndmero hubiese ningun factor 2
(Porque entonces tendria que apa-
recer también en el cuadrado).

Ahora expresaremos formalmente
el enunciado de lo que queremos de-
mostrar y después su demostracion.

vn ezt (3k>0

: n?=2k) = (30> 0

:n=2{)

Des del punt de vista de la logica de predicats,
podem eliminar el generalitzador i escriure

>0 :n*=2kkFIH>0 : n=2,

Desde el punto de vista de la l6gica
de predicados, podemos eliminar el
generalizador y escribir

Py

de manera que si som capagos de demostrar
aquesta deduccié per al valor genéric, n, que- |
|
dara demostrat el resultat general. :
|

©) Francesc J. Ferri

Q

de manera que st somo capaces de
demostrar esta deduccion para el
valor genérico, N, quedard demos-
trado el resultado general.

Agost 2022



110 CAPITOL 2. LOGICA

1) Jk>0: n*=2k premissa 1
2) [n?=2k] EP en 1 (introduim ki) ...
wntroducimos
3) [(3H>0: n=20] .. IN ...
3y VOO, mE2Z T De Morgan en 3
4) H>0 1 m=2Vn=201) || .. .. introduim una tautologia
wntroducimos una tautologia
5) m=2kaVm=2ks+1+ " | = EP en 4 (introduim  k;) ...
wntroducimos
6) n#2k, | EGen 3
Om=2k+t111 T modus tollendo ponens en 5, 6
8) Mm2=(2ky+1)2?=2(kp+ 12k 4T | e oo .. elevem al quadrat
— elevamos al cuadrado
k3
9) n?=2kiAnt=2k;+1 | .... .. ICen 2,8
10) F| | | | | | | |1 equivalent a 9 si n, ki, k3 € Z"
equivalente a 9 st
11) H>0:n=2 ... acaba EP 4 (k;), acaba IN
12) >0 : n=2 acaba EP1 (k;)
-
Problema 2.10: [inferenciaDosF]

. Lo | . . | En la siguiente expresion, identifi-
En la seguent expressi6, identifica premisses i | col priemisas y| conclusitn |y haz la
conclusio i fes la demostracidé pas a pas especi- | demostracién paso a paso especifi-
|
|
|
|
|

ficant totes les regles d’inferéncia usades. cando todas las reglas de inferencia
usadas.

Y (WX, p(X,Y) = —q(X)) F 3Y: g(Y) = —p(Y,Y).

Explica qué canviaria en la demostracié si en la | Zzplica qué cambiaria en la demos-

|
|
premissa intercanviarem ’ordre dels quantifica- |
a . . . ’ I

dors, Hs a dir, si la premissa féra 1
|

tracion st en la premisa intercam-
bidramos el orden de los cuantifica-
dores. Es decir, si la premisa fuera

VX, Y (p(X,Y) = —q(X) ).

Es tracta d’una 1nica premissa amb dos quan-
tificadors niats,

. Se trata de una nica premisa con
|
|
|

dos cuantificadores antdados,

Py =4dY: (VX,D(X,Y) = _'q(X) 5
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y una conclusién con un Unico par-

1 una conclusié amb un dnic particularitzador, Fiutdrizador
)

Y :q(Y) = —p(\,Y).

Cuantificadores aparte, la premisa
es una tmplicacion y la conclusion
también. Por tanto, en algin mo-

I
Quantificadors a banda, la premissa és una im- |
I
:
. . | .

moment haurem d’aplicar la regla Il i haurem ' mento tendremos que aplicar la re-
I
I
1
I
I
I

plicacié i la conclusié també. Per tant, en algun

gla Il y tendremos que suponer el
predicado q para algun valor del do-
minto correspondiente.

de suposar el predicat q per a algun valor del
domini corresponent.

Este predicado q se tendrd que com-
binar con la implicacién de la pre-

Aquest predicat q s’haura de combinar amb la |
| misa para llegar al consecuente de

implicaci6é de la premissa per a arribar al con-
sequent de la conclusié. Més detalladament i en
forma de taula,

la conclusion. Mds detalladamente
y en forma de tabla,

1) 3Y: (¥X, p(X,Y) = —q(X) ) | premissa

2) VX, p(X;a1) = —q(X) EP en 1 (introduim  a;)
introducimos

3) pla,a1) = —qlar) ... EGen 2 (elegim X = aqay)

elegimos

4) [q(ay)] T | P

5) | =playay) | | L L L L modus tollens en 3, 4

6) qla;) = —pla,ar) ... acaba Il de 4

7) JY:q(Y)=—p,Y) IP en 6, acaba EP en 1 (ay)

La deduccion anterior seria un po-
co mds larga st en lugar de usar el
modus tollens en la linea 5 hubiese
que usar reglas estdndar.

La deduccié anterior seria un poc més llarga si
|
en lloc d'usar el modus tollens en la linia 5 |
|
s'hagueren d’usar regles estandar. !
|

En el caso que en la premisa se in-
tercambiaran los cuantificadores co-
mo se especifica en el enunciado
tendriamos que

En el cas que en la premissa s’intercanviaren
1
els quantificadors com s’especifica en ’enunciat |
|
tindriem que l
|
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1) vX:(3Y, p(X,Y) = —q(X) ) | premissa

2) 3JY: p(a,Y)= —q(a) EGen 1 (elegim X =aqa)
elegimos

3) pla,a1) = —q(a) EP en 2 (introduim  ay) ...
introducimos

[q(a)] |
-pla,aq) | modus tollens en 3, 4

q(a) = —pla,ar) . acaba Il de 4
Y, Z: q(Y) = —p(Y,Z) IP en 6 (x2), acaba EP en 2

ot

@)} >
~— — ~— — —

~J

Com que ara estem obligats a eliminar primer
el generalitzador (i introduir un valor genéric,
a), el valor que s’introdueix en eliminar el par-
ticularitzador no es pot elegir de manera que els
dos coincidisquen, com abans. De fet, el valor
particular a; depén del valor de a.

En altres paraules, no es pot arribar a la con-
clusié amb la mateixa extrategia que abans.

No obstant aix0, si volem demostrar que, efec-
tivament la conclusié no és deduible a partir de
la premissa, hem de mostrar almenys un con-
traexemple. Es a dir, un cas particular en qué
la premissa siga certa i la conclusié falsa.

Aquest contraexemple el podem construir sobre
un domini amb dos elements, {1,2} de manera
que els valors de veritat siguen

p(1,2) | p(2,1) | a(1) | 9@ | p(1,1) | P(2,2) |

Como ahora estamos obligados a
eliminar primero el generalizador
(e introducir un valor genérico, a),
el valor que se wintroduce al elima-
nar el particularizador no se puede
elegir de manera que los dos coinci-
dan, como antes. De hecho, el valor
particular de a; depende del valor
de a.

En otras palabras, no se puede lle-
gar a la conclusién con la misma
estrategia que antes.

Sin embargo, st queremos demos-
trar que, efectivamente la conclu-
si6m no es deducible a partir de la
tenemos que mostrar al
menos un contraejemplo. FEs de-
cir, un caso particular en que la
premisa sea cterta y la conclusion
falsa.

premisa,

Este contraejemplo lo podemos
construir sobre un dominio con dos
elementos, {1,2} de manera que los
valores de verdad sean

F | F

[ v [V |

v ITY I

Segons 'assignacié de veritat elegida tenim que
la premissa és certa,

Versié 2.4b

Segiun la astgnacion de verdad ele-
gida tenemos que la premisa es ci-
erta,
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pero la conclusio és falsa,

F

' pero la conclusién es falsa,

P

~

(q(1) = =p(1,1))V(q(2) =
it s

X
—p(2,2))
F

La deduccié a partir de la segona premissa és
falsa per que, segons ’enunciat, es tracta de dos
guantificadors niats aplicats sobre una implica-
ci6. Pero si haguérem escrit la premissa com

de manera que el particularitzador només ac-
tua sobre el predicat, p, i no sobre la impli-
cacio, aleshores la deduccié si que seria certa.
La demostracié d’aquesta nova deduccié sobre
la segona premissa modificada es deixa com a
exercici.

Es pot comentar que aquesta doble interpre-
tacié quant a l’abast dels quantificadors no té
sentit en el cas de la primera premissa ja que la
variable del predicat unari, q, esta associada al
guantificador extern.

La deduccion a partir de la sequn-
da premisa es falsa porque, segin
el enunciado, se trata de dos cu-
antificadores anidados aplicados so-
bre una wmplicacion.
biésemos escrito la premisa como

Pero st hu-

¥X, (3Y: p(X,Y) ) = —q(X)).

de manera que el particularizador
sélo actua sobre el predicado, p, y
no sobre la implicacion, entonces la
deduccion si que seria cierta. La
demostracion de esta nueva deduc-
cién sobre la seqgunda premisa mo-
dificada se deja como ejercicio.

Se puede comentar que esta doble
interpretacién en cuanto al alcance
de los cuantificadores no tiene sen-
tido en el caso de la primera premi-
sa ya que la variable del predicado
unarto, (, estd asociada al cuanti-
ficador externo.

©) Francesc J. Ferri
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CAPITOL 2. LOGICA

Problema 2.11:

Considera les tres férmules que es donen a con-
tinuacié i raona si alguna es pot o no deduir a 3
partir de les altres dues. Si és el cas, explicita
la deduccié corresponent fent servir les regles 3
d’inferéncia estandard. |

[tresFormules]

Constidera las tres formulas que se
dan a continuacién y razona st al-
guna de ellas se puede o no dedu-
cir a partir de las otras dos. Si es
el caso, explicita la deduccion cor-
respondiente utilizando las reglas de
inferéncia estdndar.

f‘]: =

‘ Ix : R(x) ’fz ‘ Jy: Vx, ((P(x)

Dues de les féormules sén fets o afirmacions de
veracitat dels predicats R (per a alguns valors
del domini) i P (per a un element concret, p).
Mentre que l'altra férmula combina implicaci-
ons per a determinats parells d’elements del do-
mini.

A partir de fets no sembla facil deduir implica- |
cions per la qual cosa descartarem en principi |
f, com a conclusié. !

Aix0 vol dir que f, és una premissa i que l'altra
ha de ser un fet o conjunt de fets que es puguen |
combinar amb les implicacions de f,. |

Perd com que totes les implicacions de f, tenen
R com a conseqient, aixd vol dir que 'iinica
férmula que té sentit plantejar-se com a con-
clusié és fy.

Demostrarem, per tant, que |

Dos de las féormulas son hechos o
afirmaciones de wveracidad de los
predicados R (para algunos valores
del dominio) y P (para un elemen-
to concreto, p). Mientras la otra
férmula combina tmplicaciones pa-
ra determinados pares de elementos
del domanzo.

A partir de hechos no parece fdcil
deducir wmplicactones por lo que
descartaremos en principio f2 como
conclusién.

Esto quiere decir que f, es una pre-
misa y que la otra tiene que ser un
hecho o conjunto de hechos que se
puedan combinar con las implicact-
ones de f;.

Pero como todas las implicaciones
de f, tienen R como consecuen-
te, esto quiere decir que la unica
formula que tiene sentido plantear-
se como conclusion es 1.

Demostraremos, por tanto, que

P(p) , Jy: ¥x, (P(x)VQ(Y)) = R(y)) F Ix: Rx)

\ J ~ - ~~ -

premissa 1 premissa 2 conclusié
conclusion

Versié 2.4b
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1) Jy: ¥x, ((P(x)VQ(y)) = R(y))
2) [vx, ((P(x)V Q(ar)) = R(ar))]

3) (P(p)VQla1)) = R(ay)

4) P(p)

5) P(p)V Qlar)
6) R(ar)

7) Ix: R(x)

premissa 2
EP ... (introduim

. EG (elegim

... premissa 1
.IDen 4

IP

: ‘ a)
wntroducimos

x=7p)

elegimos

Elen 3,5
en 6, acaba EP ( a; ha desaparegut )

ha desaparecido

Si repensem ara f, com a conclusié, i ens fi-
xem en que el generalitzador només abarca la
disjuncié, la podem aleshores reescriure com a

Fy,x: (P(x) VQ(y) = R(y))

I per a que siga certa, només cal trobar una
combinacié de valors que facen cert algun R(y).

I sabem que aix0 pot passar si f; és certa.

Anem doncs a intentar la deduccid

' S repensamos ahora f; como con-
i clusion, y nos fijamos en que el ge-
. neralizador sélo abarca la disyun-
3 cion, la podremos entonces reescri-
' bir como

i Y para que sea cierta, sélo hace fal-
| ta encontrar una combinacion de
. valores que hagan cierto algin R(y).
3 Y sabemos que esto puede pasar st
' fy es cierta.

1 Vamos pues a intentar la deduccion

fi,f3 1,
1) Ix: R(x) premissa 1
2) P(p) premissa 2
3) R(aj) EP ... (introduim  a;)
introducimos
4)  [Vx, ((P(x)V Q(a1))] ... Il (suposem antecedent q;)...

5) (vx, ((P(x)V Qla1))) = R(ai)
6) Jy: vx, ((P(x)V Qy)) = R(y))

.. acaba Il
IP en 5, acaba EP ( a; ha desaparegut )

suponemos antecedente

ha desaparecido

©) Francesc J. Ferri
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Si considerem finalment f; com a conclusié no
es veu cap manera de deduir-la a partir de les
altres férmules. Perd per a estar segurs de que
no és deduible, cal trobar un contraexemple.

Considerem el cas més senzill en qué el domini
de P només conté l'element p i el domini de Q
i R (que han de ser el mateix) només tenen un
element. En eixe cas, totes les férmules esdeve-
nen proposicionals i la nostra deduccié es pot
escriure com a

R,PVQ=RFP

Sisuposem que la primera premissa, R, és certa,
tenim que

(PVQ=V=V)F

la qual cosa és falsa ja que P pot no ser cert.

P

CAPITOL 2. LOGICA

St consideramos finalmente f3 co-
mo conclusién no se ve mninguna
manera de deducirla a partir de las
otras férmulas. Pero para estar se-
guros de que no es deducible, hay
que encontrar un contraejemplo.

Consideremos el caso mds sencillo
en que el dominio de P sélo contie-
ne el elemento p y el dominio de Q
y R (que tienen que ser el mismo)
sélo tienen un elemento. En ese ca-
so, todas las férmulas son proposi-
ctonales y nuestra deduccién se pu-
ede escribir como

St suponemos que la primera pre-
masa, R, es cierta, tenemos que

lo cual es falso ya que P puede no
ser cierto.

Versié 2.4b
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2.6 Problemes proposats
Problemas Propuestos

Problema 2.12: [absorcions]

Considera les lleis d’absorcié de la conjunci i | Considera la leyes de absorcidn de

de la disjuncié (pagina 65),

I la conyjuncién y de la disyuncion
. (pdgina 65),

(pPVa)Ap=p (PAG)Vp=p
1 demostra-les, } y demuéstralas,
a) usant taules de veritat. ' a) usando tablas de verdad.

| .
7 s b) usando otras leyes de equivalen-
b) usant altres lleis d’equivaléncia. cfa v z
) ) | : c) usando ezclusivamente reglas de
c) usant exclusivament regles d’inferéncia. e L
' inferéncia.

. 2 A b d) En resumen, ;cudl es la forma
d) En resum, quina és la forma més facil de de- ) : b f

. L 3 mds fdcil de demostrar las dos leyes
mostrar les dues lleis d’absorcid? :

de absorcion?

Problema 2.13: [IesTresAfirmacions]

Intenta establir la veritat o falsedat de cada una | [7tenta establecer la verdad o false-

. . I dad de cada una de las tres afirma-
de les tres afirmacions segiients: |

ciones siguientes:

a) La segiient afirmacié és falsa. ' a) La siguiente afirmacidn es falsa.

b) Lo que voy a decir a continua-

|
b) El que vaig a dir a continuacié és cert. S )
1 cion es cierto.

2 g 5 c) No s€¢ st falsas o ciertas, pero las
c) No sé si certes o falses, pero les dues afirma- ) 4 =

cions anteriors sén el mateix.

1
|
| . .
' dos afirmaciones antertores son lo
! mismo.

©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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[ 4
Problema 2.14:

Sabries dir quines de les seglients afirmacions
sén certes?

a) Totes les posteriors (a aquesta). !
b) Cap de les que segueixen. ‘
c) Només una de les anteriors. ‘
d) Totes les anteriors. ‘
e) Cap de les anteriors. !

f) Cap de les anteriors. !

Resol primer el problema amb la suposicié ad-
dicional que només una de les afirmacions és
certa.

[IesSisAfirmacions]

sSabrias decir cuales de las siguien-
tes afirmaciones son ciertas?

a) Todas las posteriores (a ésta).
b) Ninguna de las que siguen.

c) Sdlo una de las anteriores.

d) Todas las anteriores.

e) Ninguna de las anteriores.

f) Ninguna de las anteriores.

Resuelve primero el problema con
la suposicion adicional de que soélo
una de las afirmaciones es cierta.

Problema 2.15:
En la seguent expressié, identifica premisses i

|
7
|
conclusié i fes la demostracié pas a pas especi- |
1
ficant totes les regles d’inferencia usades. }

|

|

VX ((=P(X) V Q(X)) = R(X)) AIX: Q(X) F3IX: (P(X) VR(X))

[tresPredicats]

En la siguiente expresion, identifi-
ca premisas y conclusion y haz la
demostracion paso a paso especifi-
cando todas las reglas de inferencia
usadas.

Versié 2.4b
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Problema 2.16:

Considera les relacions de parentiu familiars
normals de primer i segon grau (pares, fills, avis,
etc.), i tradueix les afirmacions a la logica de
primer ordre. Digues si constitueixen o no una
contradiccié i si es pot deduir alguna cosa sobre
la familia concreta.

Bohigues tenia un germa. El germa de Bohigues |
|

va morir. No obstant aixo, I'home que va morir no |
o o N !

va tenir mai cap germa. !

[germa ns]

Considera las relaciones de paren-
tesco famziliares normales de primer
y segundo grado (padres, hijos, abu-
elos, etc.) y traduce las afirmacto-
nes siguientes a la ldgica de primer
orden. D1 si constituyen o mo una
contradiccion y st se puede deducir
algo sobre la familia concreta.

Bohigues tenia un hermano. El herma-
no de Bohigues murié. Sin embargo, el
hombre que murié nunca tuvo ningtn
hermano.

Problema 2.17:

Una demostracié sengzilla de la irracionalitat de |
|

/2 consisteix a suposar el contrari, és a dir que |
. |

podem escriure ;

a
2 ——
V2 3

i que, a més a més, aquesta fraccidé no es pot
simplificar més (és irreductible).

Si aixo fos cert, en elevar al quadrat i aillar,
tindriem que

a’ = 2b?
la qual cosa implica que a? és parell. |

Si a’ és parell, també ho ha de ser a (proble-
ma 2.9),

©) Francesc J. Ferri

[irracional]

Una demostracién sencilla de la ir-
racionalidad de /2 consiste en su-
poner lo contrario, es decir que po-
demos escribir

Yy que, ademds, esta fraccién no se
puede stmplificar mds (es irreduci-
ble).

St eso fuera cierto, elevando al cua-
drado y despejando tendriamos que

2

lo que tmplica que a“ es par.

Si a? es par, también lo tiene que
ser a (problema 2.9),

Agost 2022
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la qual cosa implica que b no pot ser parell,
perque en aquest cas § es podria simplificar.

Pero si a és parell s’ha de poder escriure a = 2k
per a algun k, amb la qual cosa

a? = 2k 2k = 2b?

I, per tant, b? és parell i b també.

O siga, que b ha de ser parell i senar alhora, la
qual cosa és impossible. Per tant, la suposicié
inicial que /2 és racional ha de ser falsa.

CAPITOL 2. LOGICA

lo que wmplica que b no puede ser
par, por que en ese caso ¢ se podria
stmplificar.

Pero s1 a es par se tiene que poder
escribir a = 2k para algun k, con lo
cual

Y, por tanto, b? es par y b también.

O sea, que b tiene que ser par e
impar al mismo tiempo, lo que es
impostible. Por tanto, la suposicion
wmictal de que V2 es racional tiene
que ser falsa.

Descriu aquesta demostracié, incloent-hi 1'e-
nunciat, usant la logica de predicats i les cor-
responents regles d’inferencia. El resultat del
problema 2.9 el pots fer servir com una regla
d’inferéncia més.

Describe esta demostracién, in-
cluyendo el enuncitado, usando la
l6gica de predicados y las correspon-
dientes reglas de inferencia. El re-
sultado del problema 2.9 lo puedes
usar como una regla de inferencia
mds.

Problema 2.18:

En la seguent expressid, i en el text a conti-
nuacio, identifica premisses i conclusié i fes la
corresponent deduccid fent servir les regles d’in-
feréncia estandard.

vX:3Y: (P(X) = (Q(X,Y) VR(Y))), P(k), ¥X:—R(X) - 3X,Y: Q(X,Y)

Versié 2.4b

[enTira nt]

En la siguiente expresion, y en el
texto a continuacion, tdentifica pre-
misas y conclusion y haz la corres-
pondiente deduccién usando la re-
glas de inferencia estdndar.
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Tot cavaller errant té la seua amada, de manera
que o bé aquest l'estima bojament o és que ella
és monja (o totes dues coses). En Tirant és un
cavaller errant. | no hi ha monges en el regne.
Com que l'estimada d’en Tirant ha d'existir (com
la de qualsevol cavaller errant), i com que resulta
que no hi ha monges en aquest regne, aleshores hi
ha almenys un cavaller i una dama de manera que
el primer estima bojament la segona.

121

Todo caballero andante tiene su
amada, de manera que o bien éste
la ama alocadamente o es que ella
es monja (o las 2 cosas). Don Ti-
rante es un caballero andante. Y no
hay en el reino monja alguna. Pues-
to que la amada de Don Tirante tie-
ne que existir (como la de cualquier
caballero andante), y resulta que no
hay monjas en este reino, entonces
hay al menos un caballero y una da-
ma de manera que el primero ama
alocadamente a la segunda.

©) Francesc J. Ferri
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3. Induccid 1 recur-
s10

Induccion y
recursion. 3

3.1 Definicions i predicats recursius
Definiciones y predicados recursivos

Una definicié es pot entendre com una mane-
ra d’especificar un concepte nou a partir d’altres
conceptes més basics o ja coneguts. En el context
de la 1ogica, la definicié d'un predicat és una do-
ble implicacié amb una férmula, de manera que
podem establir univocament el valor de veritat
o falsedat del predicat en funcié dels seus argu-
ments. Per exemple, els predicats P(n) i I(n)
que sén certs si n és parell/senar i falsos en cas
contrari es podrien definir com a

Una definicion se puede entender
como una manera de especificar un
concepto nuevo a partir de otros
conceptos mds bdsicos o ya conoct-
dos. En el conterto de la ldgica,
la definicién de un predicado es una
doble tmplicacion con una férmula,
de manera que podemos establecer
univocamente el valor de verdad o
falsedad del predicado en funcién de
sus argumentos. Por ejemplo, los
predicados P(n) y I(n) que son ci-
ertos st n es par/impar y falsos en
caso contrario se podrian definir co-
mo

P)|e|3kezt : n=

2-k

I(n) & ‘ﬁP(n)’

Un altre exemple en matematiques és la definicié
de limit d’una successié

Otro ejemplo en matemdticas es la
definicion de limite de una sucesion

Yn >ng, [shn—al<e

1imsn:a<:>[v£eR, e>0, IngeN :
n—oo
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Parlem de definicié recursiva quan el concepte
I’especifiquem en funcié d’ell mateix. Per exem- 3
ple i de manera informal, “un nombre enter és
parell si (i solament si) el seu immediat anterior
no ho és”. 3

Tota definicié recursiva ha de tenir un o més ca-
sos base de manera que quan s’aplica la definicié 3
recursiva a qualsevol element del domini sempre
s’arribe a algun cas base. |

‘

Per exemple, el cas base de 1’exemple anterior
podria ser que el nombre zero és parell. De ma-
nera que la definicié recursiva expressada formal-
ment seria

\% sin=0

PV =9 pm_1)

sin>0

i si 'aplicarem a I’enter 3 tindriem una cosa com
ara

P(3) =—P(2) =—P(1) =P(1) =

La definicié anterior que és una igualtat amb
condicions és el que anomenem relaciéo de re-

currencia.

Una forma alternativa en logica per a la matei- :
xa definicié seria una conjuncié (implicita) entre
el(s) cas(os) base i el cas recursiu on tindriem
una coimplicacid, ja que la relacié entre un enter
i el seglient o ’anterior és la mateixa.

P(0)

vn >0, P(n) & —P(n—1)

Versié 2.4b
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Hablamos de definicién recursiva
cuando el concepto lo especifica-
mos en funcién de él mismo. Por
ejemplo y de manera informal, “un
numero entero es par si (y solamen-
te s1) su inmediato anterior no lo

es”.

Toda definicién recursiva tiene que
tener uno o mds casos base de ma-
nera que cuando se aplica la defini-
cton recursiva a cualquier elemen-
to del dominio siempre se llegue a
algun caso base.

Por ejemplo, el base del
ejemplo anterior podria ser que el
numero cero es par.
que la definicion recursiva expresa-
da formalmente seria

caso

De manera

(CB,cas base )

caso base

(CR,cas recursiu )

caso recursivo

y st lo aplicdramos al entero 3
tendriamos algo como

La definicién anterior que es una
tgualdad con condictones es lo que
denominamos relacién de recur-
rencia.

Una forma alternativa en légica para
la misma definicion seria una con-
Juncién (vmplicita) entre el(los) ca-
so(s) base y el caso recursivo donde
tendriamos wuna covmplicacién, ya
que la relacién entre un entero y el
sigutente o el anterior es la misma.

(CB)
(CR)

Matematica Discreta i1 Logica
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i calculariem P(3) de la manera segiient. Primer
obtindriem un total de 4 premisses en aplicar la
regla CR per an =1,2,3 i la regla CB.

DEFINICIONS I PREDICATS RECURSIUS
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y calculariamos P(3) de la manera
stgutente. Primero obtendriamos un
total de 4 premasas al aplicar la regla
CR paran=1,2,3 y la regla CB.

(P3) & —=P2)) N (P(2) & —P(1)) A (P(1) & —P(0)) A P(0)

~"

P1

~~

P2

I a partir d’aquestes podriem fer la segiient de-
duccié

~—~—
P4

~"

P3

Y a partir de estas podriamos hacer
la sigurente deducciéon

Def. coimp + EC+ Contrap. 10g. en p;

Def. coimp + EC+ Contrap. 10g. en p;

1) | P(0) P4

2) | P(0) = —P(1)

3) | =P(1) Elen 1) 2)

4) | =P(1) = P(2) Def. coimp + EC en p;
5) | P(2) El en 3) 4)

6) | P(2) = —P(3)

7) | =P(3) El en 5) 6)

Es important adonar-se que per a poder afir-
mar alguna cosa a partir d'una definicié recursiva
s'esta fent un raonament que connecta el que es
vol demostrar amb un cas base per a poder en-
cadenar una seqiiéncia d’implicacions (linies 2, 4
i 6) des del cas base fins a la conclusié corres-
ponent (linia 7).

En logica sén particularment interessants les de-
finicions que fan servir implicacions en el mateix
sentit en queé després seran aplicades en les de-
mostracions de veritat corresponents. Es a dir,
definicions de predicats, Q, en principi sobre Z*
com ara

ngb,

v+ x> b/ [G(QIau(x)) = Q)

©) Francesc J. Ferri

Es importante darse cuenta de que
para poder afirmar algo a partir de
una definicién recursiva se estd ha-
ciendo un razonamiento que conec-
ta lo que se quiere demostrar con un
caso base para poder encadenar una
secuencia de implicaciones (lineas 2,
4 y 6) desde el caso base hasta
la conclusién correspondiente (linea

7).

En légica son particularmente in-
teresantes las definiciones que usan
implicactones en el mismo sentido
en que después serdn aplicadas en
las demostraciones de verdad corres-
pondientes. FEs decir, definiciones
de predicados, Q, en principio sobre
7" como

(CB, un o més casos base )

uno o mds casos base

(CR;, cas recursiu i-ésim )

caso recursivo i-€simo

Agost 2022
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on «; és un functor que a partir d’un element
del domini, x, ens dona un element “anterior”,
ai(x) < x, 1 C; és una fbf que conté Q i que
normalment és una conjuncié de predicats.

Per a obtenir una definicié d’aquest tipus en el
cas de ’exemple anterior podem transformar-la
de manera que en la definicié apareguen les im-
plicacions en el sentit en qué seran usades en les
deduccions.

CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

donde «; es un functor que a partir
de un elemento del dominio, x, nos
da un elemento “anterior”, xi(x) <
x, ¥y C; es una fbf que contiene Q y
que normalmente es una conjuncion
de predicados.

Para obtener una definicién de este
tipo en el caso del ejemplo anteri-
or podemos transformarla de mane-
ra que en la definiciéon aparezcan las
implicactones en el sentido en que
serdn usadas en las deducciones.

P(0) (CB)
yn>0, Pn—1) = —-Pn) (CR;)
vyn>1, -P(n—1) = P(n) (CR,)
' Con esta definicion los razonamsi-
Amb aquesta definici6 els raonaments acabarien ' .pto5 gcabarian en CR; o en CR,
en CR; o en CR,; segons es vulga demostrar la | segin se quiera demostrar la false-
falsedat o la veritat de P, respectivament. dad o la verdad de P, respectivamen-
| te.
' También podemos combinar los dos
També podem combinar els dos casos recursius ' 4505 recursivos anteriores (y hacer
anteriors (i fer algunes manipulacions més) Per | algunas manipulaciones mds) para
a arribar a la segiient definici6 equivalent. ' llegar a la siguiente definicion equi-
' wvalente.
P(0) (CB»1)
—P(1) (CB;)
vyn>1, Pn—-2) = Pn) (CRy)
vn>2, —P(n—2) = —P(n) (CR;)

on ara relacionem la veritat (falsedat) de dos
nombres parells (senars) consecutius.

Sobretot si ens plantegem la possibilitat d’auto-
matitzar raonaments, és encara més important
restringir les definicions recursives a implicaci-
ons on el consequent no aparega negat.

Versié 2.4b

donde ahora relactonamos la wver-
dad (falsedad) de dos ndmeros pares
(vmpares) consecutivos.

Sobre todo st nos planteamos la posi-
bilidad de automatizar razonamien-
tos, es aun mds importante restrin-
gir las definictones recursivas a 1m-
plicaciones donde el consecuente no
aparezca negado.
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Aix0 planteja un problema a 1’hora de demos-
trar la falsedat. Per aix0, en alguns sistemes de
raonament automatics i en el llenguatge de pro-
gramacié Prolog en particular, se segueix la con-
vencié anomenada negacié per fallada. Aixo
vol dir, amb poques paraules, que si no podem
deduir la veritat d’un predicat a partir de la
seua “definicié”, aleshores és fals.

Per exemple, el predicat P anterior es podria “de-
finir” també com a

vyn > 1,

la qual cosa es traduiria en Prolog com a

DEFINICIONS I PREDICATS RECURSIUS
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Esto plantea un problema a la hora
de demostrar la falsedad. Por eso,
en algunos sistemas de razonamien-
to automdticos y en el lenguaje de
programacion Prolog en particular,
se sigue la convencion llamada ne-
gacion por fallo. Esto quiere decir,
con pocas palabras, que st no pode-
mos deducir la verdad de un predi-
cado a partir de su “definicion”, en-
tonces es falso.

Por ejemplo, el predicado P anterior
se podria “definir” también como

lo que se traduciria en Prolog como

parell(0) . % CB
parell(N) :-
N>1, % CR
M is N-2, % avaluaci6 del functor corresponent
evaluacion del functor correspondiente
parell(M).

Ara considerarem un altre exemple de definicié
recursiva usant logica de predicats:

S(1,1)

vn>1,vyeZt, S(yn—1)= S(y+n,n)

El predicat S(y,n) és cert si y és la suma dels n
primers enters.

Aquesta ultima “definicié” podem modificar-la
lleugerament

S(1,1)

Ahora conseideraremos otro ejemplo
de definicion recursiva usando l6gica
de predicados:

El predicado S(y,m) es cierto sty es
la suma de los n primeros enteros.

Esta ltima “definicion” podemos

modificarla ligeramente

yn>1,vxeZt, x>n, S(x—m,n—1) = S(x,n)

©) Francesc J. Ferri
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' B incluso introducir nuevas varia-
i bles para el antecedente de la tmpli-
| : oz

| cacion

I fins i tot introduir noves variables per a ’ante-
cedent de la implicacié

S(1,1)
ym>1vxeZ, x>n, Jym: y=x—mnAm=n—1AS(y,m) = S(x,n)

i lo que admaite una traduccion casi
i literal al lenguaje de programacion
| Prolog.

la qual cosa admet una traduccié quasi literal al
llenguatge de programacié Prolog.

suma(1,1).
suma(X,N) :-
N>1,
M is N-1,
suma (Y,M),
X is Y+N.

No obstante, el predicado anterior
(convenientemente extendido para el
valor cero) se corresponde en reali-
dad con una funcion.

No obstant aix0, el predicat anterior (conveni- :
entment estés per al valor zero) es correspon en
|
realitat amb una funcié, 1
|

s: 2t — 7,

gue podriem representar alternativament mit-
jancant la recurréncia

que podriamos representar alternati-
vamente mediante la recurrencia

0 sin=0

stn) = sm—1)4+n sin>0

Una relacié de recurréncia és en realitat un siste-
ma d’equacions, que també es pot escriure com
a

Una relacion de recurrencia es en
realidad un sistema de ecuaciones,
que también se puede escribir como

s(0) = 0
sm) = sm—1)4+n, Vn>0.
No obstante, las relaciones de re-

|
I
I currenctia se suelen interpretar como
| e 7

| una operacién o un cdlculo:

No obstant aix0, les relacions de recurréncia se
solen interpretar com una operacié o un calcul:
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0

s(n) < sm—1)4+n

on el simbol « significa “es calcula com a” o
“es reescriu com a” segons que estiguem en un
context de programacié imperativa o funcional.

Per exemple, el predicat s(n) de 1'iltim exemple
es podria implementar en Haskell i en Python de
la seglient manera:

DEFINICIONS I PREDICATS RECURSIUS
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sin=0
sin>0

donde el simbolo «+ significa “se cal-
cula como” o “se reescribe como”
segun estemos en un conterto de
programacion imperativa o funcio-

nal.

Por ejemplo, el predicado s(n) del
ultimo ejemplo se podria implemen-
tar en Haskell y en Python de la si-
gutente manera:

suma Integer -> Integer def suma (n):
suma 0 = 0 if n==0:
suma n | n > 0 =n + suma (n-1) return O
else:
return n + suma(n-1)

Es molt important observar que totes les defi-
nicions recursives dels predicats anteriors junta-
ment amb 1'iltima recurréncia aixi com totes les
implementacions es corresponen amb la mateixa
idea recursiva que en aquest cas consisteix a
relacionar la suma dels n primers enters amb la
suma dels n — 1 primers enters.

Aquesta idea també es pot representar de manera
grafica:

©) Francesc J. Ferri

Es muy importante observar que to-
das las definiciones recursivas de los
predicados anteriores junto con la
ultima recurrencia asi como todas
las implementaciones se correspon-
den con la misma idea recursiva
que en este caso consiste en relacio-
nar la suma de los 1 primeros ente-
ros con la suma de los n—1 primeros
enteros.

Esta idea también se puede represen-
tar de manera grdfica:

Agost 2022
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En aquest diagrama la fletxa descendent indica | £n este diagrama la fiecha descend:-

., . . ente wndica la relacién recursiva en-
la relacié recursiva entre el problema, s(n), i el
tre el problema, s(n), y el subpro-

subproblema, s(n — 1), que es representen com 3 blema, s(n — 1), que se representan
a nodes. La fletxa puntejada ascendent indica ! como nodos. La flecha punteada as-
que la subsoluci6 o resultat del subproblema es @ cendiente indica que la subsolucion

. . . ltado del subprobl
fa servir per a obtenir la solucié del problema 0 resuitado get subprodiema s€ usa
para obtener la solucién del proble-
per a n.

ma para M.

Como el subproblema (o subproble-
mas) se puede(n) volver a relacio-
nar con otros subproblemas recur-
swamente, al expandir el diagrama
anterior se obtiene lo que llamare-
mos arbol de recursién, que en el
caso concreto del ejemplo daria un
darbol con una sola rama que repre-
sentariamos simplificadamente co-

Com que el subproblema (o subproblemes) es po-
den tornar a relacionar amb altres subproblemes
recursivament, en expandir el diagrama anterior

gue en el cas concret de l'exemple donaria un
arbre amb una sola branca que representariem

|
|
|
|
|
|
l
|
s’obté el que anomenarem arbre de recursio, |
|
|
|
l
|
simplificadament com a 3

|

s(0)

En general serd conveniente separar
la idea recursiva de una particular
implementacién o tipo de férmula
para ezpresarla.

En general sera convenient separar la idea recur-
|
siva d’una particular implementacié o tipus de |
|
férmula per a expressar-la. ;
|

Mads concretamente, para cualquier

|
Més concretament, per a qualsevol funcié, f, ! .
i funcidn, f,

f:D—C

siempre existird el correspondiente

1
mpre existira el corr nent predi P | :
sempre existira el corresponent predicat, Py, | predicado, Py,

Pi:Dx C—{V,F}

de manera que ! de manera que

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica



3.1.

DEFINICIONS I PREDICATS RECURSIUS

131

Vce CVdeD,

c:f(d)](:)LPf(c, d)’

A partir d’una mateixa idea recursiva sempre po-
drem donar definicions recursives que utilitzen f
o P; de manera equivalent.

Normalment sol ser més senzill escriure una re-
lacié recursiva per a f que no una definicid logica
per a P;. I més encara si la férmula logica ha de
ser “executable” en, o traduible a sistemes com
ara Prolog.

3.1.1 Estructures recursives

De vegades interessa representar informacié
usant estructures definides recursivament com
per exemple el que aci anomenarem llista la de-
finicié de la qual donem a continuacié.

e La llista buida, ), és una llista.

e Si [ és una llista, la mateixa amb 1’addicié a
I’esquerra d’un element e qualsevol, que anome-
narem constr(e, L), també és una llista.

Si L és el domini format per totes les possibles
llistes, 1 U és qualsevol domini, la funcié constr
la descriurem com

A partir de una misma idea recursi-
va siempre podremos dar definicio-
nes recursivas que utilicen f o Py de
manera equivalente.

Normalmente suele ser mds sencillo
escribir una relacién recursiwa para
f que una definicién légica para Ps.
Y mds aun st la férmula l6gica tiene
que ser “ejecutable” en, o traducible
a sistemas como Prolog.

Estructuras recursivas

A wveces interesa representar infor-
macién usando estructuras definidas
recursivamente como por ejemplo lo
que aqut llamaremos lista cuya defi-
nicion damos a continuacion.

e La lista vacia, (), es una lista.

e Si L es un alista, la misma con
la adicion a la izquierda de un ele-
mento e cualquiera, que llamaremos
constr(e,L), también es una lista.

St L es el dominio formado por to-
das las posibles listas, y U es cual-
quter dominio, la funcién constr la
describiremos como

constr : U xL — L.

Aquesta funcié s’anomena en altres contextos
constructor de la corresponent estructura per
que permet obtindre qualsevol llista del domini
a partir del cas base, (). Per comoditat, abrevia-
rem ’expressié constr(e,L) com a e|L.

©) Francesc J. Ferri

Esta funcion se denomina en otros
contezxtos constructor de la corres-
pondiente estructura por que permi-
te obtener cualquier lista del domi-
nio a partir del caso base, ). Por co-
modidad, abreviaremos la expresion
constr(e,L) como e|l.
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A partir de la definicion, una lista
no es mds que una secuencia de ele-
mentos de cualquier tipo. Sin em-
bargo, las escribiremos usando corc-
hetes para que quede claro que es-
tamos hablando de listas definidas
recursiwvamente. Ejemplos de listas
serian

A partir de la definicid, una llista no és més que
una sequéncia d’elements de qualsevol tipus. No 3
obstant aix0, les escriurem usant claudators per
gue quede clar que estem parlant de llistes defi- 3
nides recursivament. Exemples de llistes serien

=0 0,2,a,pepl la,b,[1,¢,2],00  [[]I]]]

La segona d’aquestes llistes es pot escriure també
com

La sequnda de estas listas se puede
escribir también como

1112, a,pep] = 1|2|[a, pep] = 1]2|a|lpep] = 1|12|alpep|d

Associades a les llistes definirem també les fun-
cions basiques:

Asociadas a las listas definiremos
también las funciones bdsicas:

cap:L — U,
que devuelve el elemento que se en-

| cuentra en el primer lugar de la lis-
 ta, y

gue torna I'’element que es troba en el primer lloc
de la llista, 1

cua:L — L,

' que devuelve la misma lista sin el
i elemento que se encontraba en el
| primer lugar de la lista.

gue torna la mateixa llista sense 1’element que es
trobava en el primer lloc de la llista.

Per a qualsevol llista no buida s’ha de complir
necessariament que

Para cualquier lista no vacia se debe
cumplir necesariamente que

L = constr(cap(L),cua(L)) = cap(L)|cua(L)

Una vez definida una estructura re-
cursiwva se pueden plantear funcio-
nes recursivas que las utilicen. Por
ejemplo, la funcidn recursiva que a
partir de una lista de enteros calcula
su suma se podria especificar como

Una vegada definida una estructura recursiva, es |
poden plantejar funcions recursives que les uti- 3
litzen. Per exemple, la funcié recursiva que a
partir d’una llista d’enters calcula la seua suma
es podria especificar com l
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s(L) = 0

Aquest tipus de funcions sobre llistes ademeten
una traduccié quasi directa a llenguatges com 3
Prolog: |

133

siL=1(

s(cua(L)) +cap(L) si L#0

Este tipo de funciones sobre listas
admaten una traduccidn casi directa
a lenguajes como Prolog:

suma([],0).
suma([E|L],S) :-
suma(L,SS),
S is SS+E.

3.1.2 Tipus de recursié i exemples

Diem que una recursié és lineal quan la relacié
és només amb un sol cas anterior. S’anomena 3
lineal perqué podem dibuixar el procés de calcul
per a un valor donat com una dnica cadena que
acaba en un cas base. 3

Tipos de recursion y ejemplos

Decimos que una recursion es line-
al cuando la relacion és unicamente
con un solo caso antertor. Se la lla-
ma lineal por que podemos dibujar el
proceso de cdlculo para un valor da-
do como una Uunica cadena que acaba
en un caso base.

Factorial

Fn) = n-Fn-—1)

1 sin=0
sin>0

Aquest exemple és exactament igual que el de
la suma dels n primers enters només canviant la 3
suma per la multiplicacié i tenint en compte que
el cas base es correspon amb 1’element neutre de |
cada operacié.

L’arbre de recursié per a n = 3 seria

©) Francesc J. Ferri

Este ejemplo es exactamente igual
que el de la suma de los n primeros
enteros sélo cambiando la suma por
la multiplicacion y teniendo en cu-
enta que el caso base se corresponde
con el elemento neutro de cada ope-
racion.

El drbol de recursiéon para n = 3
seria
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Esta representacién arborescente se

Aquesta representacié arborescent es correspon
corresponde con la sigutente secu-

|
. e . . . :
amb la seguent seqiiéncia de substitucions, re- | . 1 ] .
i encia de sustituciones, reescrituras
|
|

escriptures o calculs. o cdlbulos.

F3)=3-F(2)=3-2-F(1)=3-2-1-F0)=3-2-1-1=31=6.

Una recursién es no lineal o tam-
bién maultiple st la relacién es al
mismo tiempo con dos o mds casos
anteriores. En este caso el proceso
de cdlculo o arbol de recursion ti-
ene mds de una rama.

Una recursié és no lineal o també multiple si la
relacié és al mateix temps amb dos o més casos
anteriors. En aquest cas el procés de calcul o
arbre de recursio té més d’una branca.

Successi6é de Fibonacci ' Sucesion de Fibonacci

n sin<I

Find= Fm—1)+Fmn—2) sin>1

El drbol de recursion para n = 3

L . 1
L’arbre de recursié per a n = 3 seria ! ,
. seria

El calcul de F(3) representat per ’arbre anterior | EiI cdiculo de F(3) representado por

el drbol anterior seria

seria
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F(3) =F(2)+F(1) =F(1) +FO) +F(1) =1+0+1=2.

La recurrencia anterior la pode-
mos escribir como un predicado,
Pr(n,x), que sea cierto cuando x =
F(n).

La recurréncia anterior la podem escriure com
|
un predicat, Pg(n,x), que siga cert quan x = |
1
F(n). |
|

PF(O> O) N PF(]) 1 )
n > 1,VX1,X2 & Z+, PF(TI— 1,X1) VAN PF(TL— Z,Xz) = PF(TI,X1 —|—X2)
. | Y este predicado se puede escribir
I aquest predicat es pot escriure també com un ' tembién como un conjunto de reglas

conjunt de regles en Prolog. Escrivim també el | en Prolog. Escribimos también el

e
programa en Haskell que calcularia la funcié F. | Programa en Haskell que calcularia
la funcién F.

£ib(0,0) .
£ib(1,1). .
£ib(N.R) fib :: Integer -> Integer
* o £ib 0 = 0
" fib 1 = 1
18- A=Y fib n [n>1 = fib (n-1) + fib (n-2)
M2 is N-2,

fib(M1,X1),
fib(M2,X2),
R is X1+X2.

Hablamos de recursiéon anidada cu-
ando se hace referencia a algun caso
anterior como argumento de otro

Anomenem recursié niada quan es fa referéncia
I
a algun cas anterior com a argument d’un altre |
I
I
I

cas anterior. caso anterior.

Funcié d’Ackermann } Funcion de Ackermann
n+1 sim=0
A(m,n) = Alm—1,1) sim>0An=0
Am—T,A(myn—1)) sim>0An>0

(©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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El calcul de A(2,1) seria ‘

~——
3

Observem que en aquest punt arribem al calcul |
de A(1,1) per segona vegada. I com que ja sa-
bem que A(1,1) = 3, continuem directament.

L’especificacié d’aquesta recursié en logica de
predicats i en Prolog es deixa com a exercici.

El programa recursiu en Haskell que calcula la .

funcié A és practicament una traduccié literal |
1
de la relacié de recurréncia. :

Versié 2.4b

A(2,1)
V% N
A(2,0) A(1,3)
Vg
A(1,2)
% N
A(1,1) A(0,3)
v \
A(1,0) A(0,2)
!
A(0,1)

N

A(0,4)

El cdlculo de A(2,1) seria

~—

2

Observamos que en este punto lle-
gamos al cdlculo de A(1,1) por se-
gunda vez. Y como ya sabemos que
A(1,1) = 3, contitnuamos directa-
mente.

— A(0,A(0,3)) = A(0,4) = 5.

La especificacion de esta recursion
en légica de predicados y en Prolog
se deja como ejercicto.

El programa recursivo en Haskell
que funcion A es
prdcticamente una traduccion lite-
ral de la relacion de recurrencia.

calcula la
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ack
ack O n | n>=0

n+1

ack m O

Integer -> Integer -> Integer

| m>0 = ack (m-1) 1
ack mn | m>0,n>0 = ack (m-1) (ack m (n-1))
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3.2 Principis d’induccié

Principios de induccion

El principi d’induccié és un esquema de raona-
ment per a deduir férmules que han de ser certes
per a un domini infinit numerable.

Normalment el que es vol demostrar és de la for-
ma VR, P(n). I aquesta alternativa a utilitzar
les regles d’inferéncia en logica de predicats es
pot enunciar informalment de la segiient mane-
ra.

El principio de induccién es un es-
quema de razonamiento para dedu-
cir férmulas que tienen que ser ci-
ertas para un dominio infinito nu-
merable.

Normalmente lo que se quiere de-
mostrar es de la forma VN, P(n) . YV
esta alternativa a utilizar las reglas
de inferencia en légica de predicados
se puede enunciar informalmente de
la siguriente manera.

Principi d’induccié (informalment)

1. Un predicat, P, és cert per a un primer
valor.

2. Suposem aquest predicat, P, cert per a un
valor genéric.

Si a partir de ’anterior podem demostrar
que P és cert per al valor segtient,

aleshores es pot assegurar que P és cert
per a tots els valors a partir del primer.

Principio de induccion (infor-
malmente)

1. Un predicado, P, es cierto pa-
ra un primer valor.

Suponemos este predicado, P,
cierto para un valor genérico.

St a partir de lo anterior po-
demos demostrar que P es ci-
erto para el valor siguiente,

4. entonces se puede asegurar
que P es cierto para todos los
valores a partir del primero.

L’item 1 és el que anomenem cas base o base
d’induccié (Bl), i normalment s’identifica amb
el valor 0 o el valor 1 o, en general, amb el valor
enter més baix per al qual es puga complir P.

©) Francesc J. Ferri

El item 1 es lo que llamamos caso
base o base de induccién (Bl), y
normalmente se identifica con el va-
lor 0 o el valor 1 o, en general, con
el valor entero mds bajo para el que
se pueda cumplir P.
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138 CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

El item 2 es la llamada hipétesis de
induccién (Hl), que consiste en su-
poner cierto lo que se quiere demos-
trar.

L’item 2 és ’anomenada hipotesi d’induccié :
(HI), que consisteix a suposar cert el que es vol |

|
demostrar. 1

El paso de induccién (Pl) del item
3 es la demostracion de la veracidad
de P para el valor siguiente, lo cual
(por la regla I1) demuestra la vera-
ctdad de una implicacion entre cua-
lesquiera valores consecutivos.

El pas d’induccié (PI) de I'item 3 és la demos- |
tracié de la veracitat de P per al valor segiient, la 3
qual cosa (per la regla Il) demostra la veracitat
d’una implicacié entre qualssevol valors consecu- 3
tius. l

Y son precisamente estas implicaci-
ones encadenadas las que mos per-

I s6n precisament aquestes implicacions encade- |
|
|
. miten llegar a la conclusidén (item 4)
|
|
|
|
|

nades les que ens permeten arribar a la conclusié
(item 4) gracies a l'aplicacié multiple de la regla
El comencgant pel cas base.

gracias a la aplicacion multiple de la
regla El empezando por el caso base.

Més formalment, ' Mds formalmente,
Principi d’induccié (basica) " Principio de induccion (bdsica)
P(no) BI
(%) (%) HI

~ =
yn >mny, P(n)=Pn+1) PI
VTIZTIO, P(Tl)

-

Exemple: Es cert que | Ejemplo: ;Es cierto que

Primero comprobaemos el valor de
la férmula para algunos valores pe-
quenos de mn.

Primer comprovarem el valor de la férmula per
a alguns valors petits de n.

n Si(n) Sm+1)
0 0 0

1 1 12) =1
2 1+2=3 %(3):3
3/11+2+3=6|24)=6

Com veiem, es pot agafar el cas n = 0 com a
base d’induccio.

Como vemos, se puede tomar el ca-
son =0 como base de induccion.

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica



3.2. PRINCIPIS D’INDUCCIO

Suposem com a hipotesi d’induccié que per a
un valor generic que anomenem n es compleix
que

[51 (n) =

Escrivim la HI entre claudators per a indicar
que es tracta d'una suposicié.

El pas d’induccié consisteix a arribar a la
férmula per a l'enter segiient, és a dir a

o n+1

S](Tl—i‘]) =

a partir de la hipotesi, per a la qual cosa neces-
sitarem relacionar dos casos consecutius.

En el cas de sumatoris quasi sempre resulta
molt facil relacionar dos casos consecutius mit-
jangant la separacié de 'altim terme,

n+1 n

Sin+1)=) i=) i+n+D)=Sn)+n+1).
i=1 i=1

Es interessant adonar-se que la relacié entre dos
termes consecutius del sumatori juntament amb
el fet que S;(0) = 0 es correspon amb la defi-
nicié recursiva del mateix sumatori,

Si(n) = 0

Podem ara encadenar la relacid recursiva amb
la hipotesi d’induccié i aleshores

©) Francesc J. Ferri

n
E(n—H) .

sin=0
Sin—=1)+n sin>0.

139
Suponemos como hipétesis de
inducciéon que para wun valor

genérico que llamamos n se cum-
ple que

Escribimos la HIl entre corchetes
para tndicar que se trata de una su-

posicion.

El paso de induccién consiste en
llegar a la férmula para el entero
stgutente, es decir a

a partir de la hipdtesis, para lo que
necesitaremos relacionar dos casos
consecutivos.

En el caso de sumatorios cast siem-
pre resulta muy fdcil relacionar dos
casos consecutiwos mediante la se-
paracion del ultimo término,

Es interesante darse cuenta de que
la relacion entre los dos términos
consecutivos del sumatorio junto
con el hecho de que S1(0) = 0 se cor-
responde con la definicién recursi-
va del mismo sumatorio,

Podemos ahora encadenar la rela-
cién recursiva con la hipdtesis de
induccidn y entonces
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. +2
Sl 1) 1= S H A1) = SN G = NG == 1))
que es, precisamente, donde se

|
que és, precisament, on es volia arribar. ;
|

Podem resumir la demostracié esquematica-
ment de la segiient manera:

Bl: S:(0) =0,
HI: [Si(n) =35 (n+1)],
P S+ Y s+ n+ 1) E 2+ D+ m+1) =22Mn+1).

queria llegar.

Podemos resumir la demostracién
esquemdticamente de la siguiente
manera:

3.2.1 Principi d’induccié forta

En alguns casos, la relacié entre un cas i el
seguent és dificil d’especificar perd en canvi és
facil la relacié amb casos anteriors que no siguen
I'immediatament anterior.

En aquests casos, es pot utilitzar una versié més
forta (amb una suposicié més amplia) del prin-
cipi d’induccié.

Principio de induccion fuerte

En algunos casos, la relacion entre
un caso y el siguiente es dificil de
especificar pero en cambio es fdcil la
relacién con casos anteriores que no
sean el inmediatamente anterior.

En estos casos, se puede utilizar una
version mds fuerte (con una supo-
sictén mds amplia) del principio de
nduccion.

Principi d’induccié forta :

P (1)
(%)

-~

vn>no (VK<n PK)) = P(n)

Principio de induccion fuerte

(%) HI

Pl

vn > ny P(n)

Versié 2.4b
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' Ejemplo: el n-ésimo término
i de la sucesion de Fibonacci, f,,
i cumple que

Exemple: I'n-esim terme de la successio
de Fibonacci, f,,, compleix que

o< 2™

Recordem primer la definicié de la successié de
Fibonacci,

Recordemos primero la definicion
de la sucesion de Fibonacct,

fo=0, fi=1, \in>1, f, =11+,

y comprobemos los primeros valores

|
1 comprovem els primers valors de n, | den
| )

n|f,|2"
001

2
21114
31218

La demostracié usant el principi d’induccié for- | La demostracion usando el princi-

|
. . i pto de induccidn fuerte se podria re-
ta es podria resumir com a ‘
|

sumir como

Bl: fo=0<2°=1
fi=1< 21=2
HI: [Vk <n, fi <2
def (HD)
P o f < 2 e (24122 <42 =
Es important remarcar que en aquest cas sén | IS importante remarcar que en este
necessaris dos casos base perqué cada cas (re-
cursiu) esta sempre relacionat amb els dos casos
immediatament anteriors.

caso son necesartos dos casos base

|

|

|

|

| . <
1 por que cada caso (recursivo) estd
! 5 5

| siempre relactonado con los dos ca-
|
|

sos inmediatamente anteriores.
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3.2.2 Principi d’induccié general o Noetheriana

Principio de induccion general o Noetheriana

El principio de induccion fuerte

El principi d’induccié forta es pot generalitzar | , puede generalizar para dominios

per a dominis més enlla dels enters en els quals
es puga definir una relacié d’ordre o fins i tot una
relacié encara més simple.

mds alld de los enteros en los cua-
les se pueda definir una relacién de
orden o incluso una relacién todavia

mds stmple.

-

Preordre ben fundat ; Preorden bien fundado

Una relacién binaria, <, es un pre-

Una relacié binaria, <, és un preordre ben . :
orden bien fundado s: cumple las

fundat si compleix les propietats .

a) reflexiva (a < a, Va),
b) transitiva (a < bAb <c=a=<c, Ya,b,c),

c) y en el dominio no hay
sucestones infinitas estric-
tamente decrecientes de la
forma

c) ien el domini no hi ha successions
infinites estrictament decreixents de
la forma

ap - ag - -

on la relacid > es defineix com a ‘ donde la relacién - se define como

ai > aiy1 & (a1 2T ai N\ ai # i)

Una consecuencia inmediata de un
preorden bien fundado es la existen-

Una conseqiiéncia immediata d’un preordre ben |
|
|
| cta de un comjunto mo wvacio, M,
|
|
|
|
|

fundat és ’existéncia d’un conjunt no buit, M,
d’elements minimals que constituiran els casos
base d’induccié.

de elementos minimales que cons-
tituirdn los casos base de induccién.

. ., . , . La induccién Noetheriarna es exac-
La inducci6é Noetheriana és exactament igual que ;.. .z0 iqual que la induccion fu-

la induccié forta només canviant la relacié d’or- erte sélo cambiando la relacién de

dre usual sobre els enters pel preordre ben fundat 3 orden usual sobre los enteros por el
! preorden bien fundado definido sobre

definit sobre el domini corresponent. e )
el dominio correspondiente.
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. . . . . » . !
Principi d’induccié general o Noetheriana
|

Vzo € M, P(Zo)

(%)
—_——

Vzg M (VE<z P(t)) = P(2)

Principio de induccion general o
Noetheriana

Bl
(%) HI

Pl

Vz P(z)

Exemple: El valor de la funcié d’Acker-
mann, A(m,n), compleix que

A(m,n) > 2mm1?

A partir de quins valors de m i n? i

Ejemplo: ;El valor de la funcion
de Ackermann, A(m,n), cumple
que

;A partir de qué valores de m y
n?

El primer que cal fer és definir un preordre :
ben fundat sobre parells d’enters de manera que
aquesta relacié siga compatible amb la relacié 3
de recurréncia de la funcié d'Ackermann en la
pagina 135. 3

Com que la referéncia niada a un cas anteri-
or apareix com a segon argument d’una altra,
basarem el preordre en el primer element del
parell d’enters.

En particular, definim la relacid, <, entre pa-
rells d’enters com a

k) = (mn)&e(k<m)Vk=mAL>n).

D’aquesta manera, els casos anteriors a que fa |
|
referéncia la definicié recursiva sén també ante- |
1
riors segons <. 1
1
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Lo primero que hay que hacer es
definir un preorden bien fundado
sobre parejas de enteros de mane-
ra que esta relacion sea compati-
ble con la relacion de recurrencia
de la funcién de Ackermann en la
pdgina 135.

Como la referencia anidada a un
caso anterior aparece como segun-
do argumento de otra, basaremos el
preorden en el primer elemento del
par de enteros.

En particular, definimos la rela-
cion, =, entre pares de enteros co-
mo

De esta manera, los casos anterio-
res a que hace referencia la defini-
cion recursiva son también anter:i-
ores segun <.
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Posposarem intencionadament la base d’induc-
cié 1 enunciarem directament la hipotesi.

Hl:
. . ) i !

I a continuacié el pas d’induccié. ;
|

Pl:

Considerem primer el cas en qué n és igual a |
|
|

ZEro.

A(m,n) =)
Vegem que el Pl es compleix per a valors arbi-
traris de m > 0.

En el cas alternatiu, n > 0, es té que

(n>0)

A(m,n) =

En I'dltima desigualtat hem considerat que

m—2>0)

( >
2m+n72 — 2m72 .on Z 20 A

per la qual cosa el pas d’induccié en aquest se-
gon cas només sera cert si

m > 2.

Com veiem, la demostracié és correcta llevat de
la base d’induccié. Analitzem ara els valors més
petits de la funcié per a esbrinar quins sén els
valors associats a la base d’induccié.

En el cas m = 0 tenim
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(HE m—1
Am—T1,1) > 2™ —

HD m+n—2
Am—1,Aim,n—1)) > A(m—1,2 ) >

-
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Pospondremos intencionadamente
la base de induccion y enunctare-

mos directamente la hipdtesis.

Y a continuacién el paso de induc-
cion.

Constderemos primero el caso en
que 1 es igual a cero.

2m+0—1 = 2m+n—1

Vemos que el Pl se cumple para va-
lores arbitrarios de m > 0.

En el caso alternativo, n > 0, se
tiene que

(HI) 2m_2+2m+n72 > 2m+n_]

En la 4dltima desigualdad hemos
considerado que

(n>0)
> n+1,

por lo que el paso de induccion en
este segundo caso sélo serd cierto st

Como vemos, la demostracidén es
correcta excepto la base de induc-
cion.
res mds pequenos de la funcién pa-
ra averiguar cuales son los valores
asociados a la base de induccion,

Analicemos ahora los wvalo-

En el caso m =0 tenemos

Matematica Discreta i1 Logica



3.2. PRINCIPIS D’INDUCCIO 145

Agn) =A0,n) =n+1,

i és clar que no es compleix que 'y estd claro que no se cumple que

‘ Ao(n) > 2" vn > 0.

Enelcas m=1, | En el casom =1,

A(0,1) =2 sin=0

Ai(n) =A(1,n) ={ AO,A(T,n—1)) =A;(n—1)+1 sin>0,

o siga que A;(n) =n+ 2. I tampoc no es com- | o sea que Aj(n) =n+2. Y tampoco

pleix que se cumple que
‘ Ai(m) >2" vn>0.
Si m = 2 tenim que } St m =2 tenemos que

A(l,1)=3 sin=20

amb la qual cosa A;(n) = 2n + 3. I tampoc no
es compleix que

con lo que Ay(n) =2n+3. Y tam-
poco se cumple que

‘ As(n) > 2" vn > 0.

: . . . . 1 Siconsideramos ahora m = 3 obte-
Si considerem ara m = 3 obtenim la recurréncia !

nemos la recurrencia

A(2,1)=5 sin=0
As(n) = A3,m) = 1) .

A(2,A(3,n—1))) =2A3(n—1)+3 sin >0,
que, a diferéncia de les anteriors, no és gens facil | que, a diferencia de las anteriores,
de calcular. Perd en realitat només necessitem @ "™° © nada fdcd de calcular. Pero
¢ 6 f _ on+2 det inad | en realidad sdlo mecesitamos saber
saber que la unFlo (n) = ve determinada | que la funcion f(n) = 2" viene
per la recurrencia ' determinada por la recurrencia

©) Francesc J. Ferri Agost 2022



146 CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

4 sin=0
f(n) = .
2f(n—1) sin >0,
per a concloure facilment que " para concluir fécilmente que

As(n) > 22 vn > 0.

. . ) Por tanto y finalmente podemos de-
Per tant 1 finalment, podem dir que es compleix ' ¢ir gue se cumple que A(m,n) >

que A(m,n) > 2™ per a parells de valors | 2™ para pares de valores (m,n)

(m,n) majors o iguals (segons <) que (3,0). gay)ores o iguales (segin =) que
,0).

En altres paraules, podem enunciar la base ! En otras palabras, podemos enunci-
i ar la base de induccién como

d’induccidé com a
BI: A(3,0)=5> 2T =4

i el que finalment s’ha demostrat com a Zlo que finglmente se ha demostra-
o como

A(m,n) > 2™ vm >3 vn > 0.

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica



3.3. PROBLEMES RESOLTS I COMENTATS 147

3.3 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

Problema 3.1: [billarREC]

Les 15 boles de billar america a I’inici formen
un triangle equilater de costat 5. I les 3 boles
més internes en formen un de costat 2. De la
mateixa manera, podriem afegir 21 boles més
per a formar un triangle de costat 8. Si anome-
nem B(n) el nombre de boles en tot el triangle
de costat n,

a) Escriu la relacié anterior entre els casos
B(2) =3, B(5) = 151 B(8) = 36 com una defi-
nicié recursiva valida en general.

b) Raona quin seria el valor de B(n) per a tot
n.

c) Defineix domini, codomini i imatge per a I’a-
plicacié B i digues si és injectiva, exhaustiva i/o
bijectiva.

Las 15 bolas de billar america-
no al wnicio forman un tridngulo
equildtero de lado 5. Y las 8 bolas
mds wnternas forman uno de lado
2. De la misma forma, podriamos
anadir 21 bolas mds para formar un
tridngulo de lado 8. Si llamamos
B(n) al nimero de bolas en todo el
tridngulo de lado n,

a) escribe la relacién anterior en-
tre los casos B(2) =3, B(5) =15y
B(8) = 36 como una definicién re-
curswa vdlida en general.

b) Razona cudl seria el wvalor de
B(n) pera todo n.

c) Define dominio, codominio e
imagen para la aplicacion B y di st
es inyectiva, erhaustiwa y/o biyec-

tiva.

a) La relacié entre casos consecutius que es co-
menta és

B(5) = B(2) + 12,

En general, si tenim un triangle de B(n) bo-
les de costat n, el seglient triangle que podem
formar en afegir una fila de boles que envolte
totalment el triangle tindra costat n + 3.

©) Francesc J. Ferri

a) La relacién entre casos consecu-
twos que se comenta es

B(8) = B(5) + 21.

En general, si tenemos un tridngulo
de B(n) bolas de lado m,
gutente tridngulo que podemos for-
mar anadiendo una fila de bolas que
envuelva totalmente el tridngulo
tendrd lado n + 3.

el si-
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148 CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

Y el nimero de bolas anadidas serd
tres veces el lado menos tres (ya

I el nombre de boles afegides sera tres vegades |
i que las tres bolas en los vértices se

el costat menys tres (ja que les tres boles en
els veértexs s’hauran comptat dues vegades. En
resum,

habrdn contado dos veces. En resu-
men,

B(n+3)=B(n)+3(n+3)—3.

O alternativament 'O alternativamente

B(n) =B(n—3)+3n-3.

Para que esta relacién sea una de-
fintcién recurswa vdlida hay que
anadir los casos base. En este caso,
hardn falta 3 casos base para que la
definicién sea vdlida para todo en-
tero n (mayor o igual a 0).

Perqué aquesta relacié siga una definicié re- |
cursiva valida cal afegir-hi els casos base. En 3
aquest cas, caldran 3 casos base perque la de-
finicié siga valida per a tot enter n (major o |
igual a 0). |

Bn)=B(n—3)+3n-—3, sin>3.

b) Podemos intentar encontrar el
valor de B(n) por inspeccién. St
aplicamos la definicion recursiva
varias veces, llegamos a

b) Podem intentar trobar el valor de B(n) per |
inspeccié. Si apliquem la definicié recursiva di- |
verses vegades, arribem a

Bn)=BM—-3)+3(n—1)=B(n—-6)+3(n—4)+3(n—-1) =
=BMm—-94+3n—7)+3(n—4)+3(n—-1)=---

O en general a } O en general a

B(n) = B(n — 3k) +3Z(n—3€+2) = B(n —3k) + 3k(n +2) —32§(k+ 1).
=1

Ahora podriamos estudiar en qué
casos B(n — 3k) llega a ser un ca-

Ara podriem estudiar en quins casos B(n —3k) |
|
|
| so base, sustituirlo en la expresion
|
|
|
|
|

arriba a ser un cas base, substituir-ho en 'ex-
pressié anterior i intentar arribar a una férmula
general per a B(n).

anterior e intentar llegar a wuna
férmula general para B(n).
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3.3. PROBLEMES RESOLTS I COMENTATS

En lloc d’aix0, deduirem relacions de re-
curréncia equivalents perd més senzilles per a
B(n).

Si tenim un triangle de boles de costat n i li
llevem les boles de dos costats, i no tres com
en la recurréncia anterior, podem arribar a la
recurrencia equivalent,

B(0) =0, B(1) =1,

Alternativament, podem considerar un triangle
de boles de costat n i llevar-li les boles de només
un costat, amb la qual cosa tenim que

B(n) =B(n—1) +n,

I aquesta ultima recurréncia si que es correspon
trivialment amb el sumatori ) |, i, per la qual
cosa

B(n) =

N3

Podem resumir les tres recurréncies obtingudes
per a B(n) graficament de la seglient manera.

Bn)=Bn—-2)+2n—1,

(m+1).

AA

sin>1.

149

En lugar de eso, deduciremos rela-
ciones de recurrencia equivalentes
pero mds sencillas para B(n).

St tenemos un tridngulo de bolas de
lado n y le quitamos las bolas de
dos lados, y no tres como en la re-
currencia anterior, podemos llegar
a la recurrencia equivalente,

sin> 2.

Alternativamente, podemos consi-
derar un tridngulo de bolas de la-
do n y quitarle las bolas de sélo un
lado, con lo cual tenemos que

Y esta dltima recurrencia si que se
corresponde trivialmente con el su-
matorio Y . ;1i, por lo que

i=1" p q

Podemos resumir las tres re-
currencias obtenidas para B(n)
grdficamente de la  siguiente
manera.

Bn—1)

c) Ara que coneixem els valors que pren B, po-
dem descriure-la com una aplicacié de la forma

(©) Francesc J. Ferri

c) Ahora gque conocemos los valores
que toma B, podemos describirla co-
mo una aplicacion de la forma
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150 CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

B:ZT — Z%,
1, . R ] . que ast definida es inyectiva y no
que aixi definida és injectiva i no exhaustiva.
Injectiva perqueé per a tot parell de valors del
domini, (n, m), tals que n # m necessariament
B(n) # B(m). I no exhaustiva perque valors del
codomini com 4 o 5 no tenen antiimatge segons
B.

i ezhaustwa. Inyectiva porque pa-
. ra todo par de valores del dominio,
3 (n,m), tales que n # m necesaria-
' mente B(n) # B(m). Y no ezhaus-
\  tiwa porque wvalores del codominio
| como 4 0 5 no tienen antiimagen
3 segun B.

Por consiguiente, B tampoco es

Consequentment, B tampoc no és bijectiva. B A
I bwyectiva.

Finalmente, el conjunto wmagen

|
Finalment, el conjunt imatge seria, j ,
,  serta,

ImB)={meZ" |IneZ" : m=—=(n+1)}={0,1,3,6,10,15,21,28,36,... }

|3

Problema 3.2: [duesRecurrencies|

Considera les relacions de recurréncia que defi- Considera las relaciones de recur-

neixen les funcions B i C, i demostra per induc- |
ci6é que B(n) = C(n), per a tot n > 0. 1

rencia que definen las funciones B
y C, y demuestra por induccion que
B(n) = C(n), para todo n > 0.

Bm)=Bn—-1)4+n, sin>1 Cm=CmM—-3)+3n—3, sin>3

. " Estas recurrencias son dos de las
Aquestes recurréncies sén dues de les tres que

1 Rt I tres que hemos deducitdo informal-
hem dedult informalment en l’exercici sobre les | nente en el ejercicio sobre las bolas
boles de billar america (pagina 149). Perd ara | de billar americano (pdgina 149).
es tracta de demostrar formalment per inducci¢ i Pero ahora se trata de demostrar

) . ormalmente por induccidn que las
que les dues sén exactament equivalents. f i e
dos son exactamente equivalentes.

1 ) ) Utilizaremos induccién fuerte sobre
Utilitzarem induccié forta sobre els enters (no los enteros (no negativos) guiados

negatius) guiats per la recurréncia de B. Per | por la recurrencia de B. Por tan-

tant, tenim com a base d’induccié que to, tenemos como base de induccion
que
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3.3. PROBLEMES RESOLTS I COMENTATS 151

Bl: B(0) =0 = C(0).
Ara establim la hipotesi. ' Ahora establecemos la hipotesis.
Hl: [B(k) = C(k), Vk < n].

I a continuacié ja podem demostrar el pas d’in-
duccié.

Y a continuaciéon ya podemos de-
mostrar el paso de induccién.

Pl:

(n>2) (n3)

Bn) 2" Bm-1+n"Bm-2)+n-1+n"2

n>3)

—Bm-3)+m—-2)+M—-1)+n=Bm—3)+3n-3"2"cm).

Vemos que el paso de induccion
queda demostrado, pero sélo sin >
3.

Veiem que el pas d’'induccié queda demostrat,
pero només si n > 3.

Entonces, para completar la demos-

Aleshores, per a completar la demostracié ne- L . . .
tracion necesitamos o bien ampliar

1
l
L , | ye - 1
cessitem o bé ampliar la base d’'induccié amb ', puse de induccidn con los casos
els casos n = 11in = 2, o equivalentment com- 3 n=1yn =2, o equualentemente

|

1

|

|

1

|

provar aquests dos casos separadament dins del comprobar estos dos casos separa-
pas d’induccié damente dentro del paso de induc-

cion.

En qualsevol cas, tenim que ' En cualquier caso, tenemos que

con lo que finalizamos la demostra-
cion.

r Problema 3.3: [imparellParell]
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152 CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

Considera la definicié recursiva de la funcid f Considera la definicién recursiva de

. g 3 2 =1
i demostra per induccié que f(n) > 5. Jus-

tifica el tipus d’induccié i raona clarament els
diferents passos.

i la funcion f y demuestra por induc-
3 cion que f(n) > “T_l Justifica el ti-
' po de induccion 1 razona claramen-
! te los diferentes pasos.

1 sin=1,
f(n) = fn—1)+1 sin=2{ peraalgun {>1,

para algun

f(n—2)+1 sino.

Calculem la funci6 per als primers valors de n | C®cwlamos la funcién para los pri-

i comprovem la desigualtat.

. meros valores de n y comprobamos
. la desigualdad.

n | f(n) “T_]
1 1 >110
20 12T (>0 3
3 2 > | 1
41 3 |>| 3
5 3 > |2

A la vista de la taula podem fixar com a cas
base n = 1.

A la vista de la tabla podemos fijar
como caso basen =1,

Bl: =T33 =0
Como la recurrencia no relaciona

Com que la recurréncia no relaciona sols valors

I
. — ., i solo valores de n consecutivos, usa-
de n consecutius, farem servir induccié forta. |
1

remos tnduccion fuerte.
HI: [f(k) > 51, vk <n].

Y a continuacién estudiaremos qué
pasa con el valor de n. Pero ten-
dremos que distinguir entre el caso

I a continuacié estudiarem qué passa amb el
valor n. Pero haurem de distingir entre el cas |
1
|
|
|

que n siga parell o senar. en que n sea par o impar.

Pl:

m=20 fm)=fn—1)+1> A

m#£20 f)=fn—2)+1> LanCIPE S il
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3.3. PROBLEMES RESOLTS I COMENTATS

Com que en els dos casos arribem al mateix
resultat, podem concloure que es compleix el
pas d’induccié en general.

Com a alternativa a la demostracié anterior, po-
dem transformar la recurrencia original en una
altra d’equivalent.

Primer reescrivim la recurréncia,

I a continuacié fem la substitucié f(n — 1) =
f(n—2)+1 en I'dltima equacié, ja que n = 2{+1
implicaquen—1=20{pera{>1.

f(1)y = 1
f(n) fn—1)+1
f(n) fn—1)

Aquesta 1ltima recurréncia la podem escriure
usant la funcié mod(m,n) que dona el residu
de la divisi6 entera entre m i n.

f1) = 1

A partir d’aquesta recurréncia equivalent es pot
fer una demostracié per induccié (basica) per-
gue la relacié es dona només entre enters con-
secutius. Aix0 es deixa com a exercici.

©) Francesc J. Ferri

f(1) = 1
fn) = fn—1)+1 si3>1:n=2,
fn) = fm—2)+1 siW>1:n=20+1.

si 30> 1
si 3> 1

fn—1) +mod(n—1,2)

153

Como en los dos casos llegamos al
masmo resultado, podemos concluir
que se cumple el paso de induccion
en general.

Como alternativa a la demostracion
antertor, podemos transformar la
recurrencia original en otra equiva-
lente.

Primero reescribimos la recurren-
cla

)

Y a continuacidn hacemos la susti-
tucién fin—1) =fn—2)+1 en la
ultima ecuacion, ya que n = 20+ 1
implica quen—1=2{ para { > 1.

:n=2¢
Tn=2+T.

Esta ultima recurrencia la pode-
mos escribir usando la funcidn
mod(m,n) que da el resto de la di-
vision entera entre m y n.

sin> 2,

A partir de esta recurrencia equiva-
lente se puede hacer una demostra-
cién por wnduccién (bdsica) porque
la relacion se da sélo entre ente-
ros consecutivos. Esto se deja como
ejercicto.
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Alternativament, podem resoldre la re- |
1
curréncia, ja que es correspon trivialment amb |
1
el sumatori, !
|

n—1

fn) =f(1)+ ) mod(,2) =T+]1+0+1+0+-.

i=1

la solucié del qual és ‘

T+14+0+1+0+-+0+1 =2+ — " =

n—2

si n és parell (tant el primer com 1"iltim terme
del sumatori sén 1), i

141 4+04+T1+0+--+0=1+"——,

n—1

en cas que m siga senar i per tant exactament
la meitat dels termes del sumatori sén 1.

O

A partir de ’anterior podem escriure la soluci
de la recurréncia com a

=1+ (3] =1,

d’on es dedueix trivialment que |

CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

Alternativamente, podemos resol-
ver la recurrencia, ya que se corres-
ponde trivialemente con el sumato-
710,

n—1

cuya solucién es

n—2 n
2 2

st n es par (tanto el primero como
el ultimo término del sumatorio son

1), y

en el caso que n sea ivmpar y por
tanto exactamente la mitad de los
térmanos del sumatorio son 1.

A partir de lo anterior podemos es-
cribir la solucién de la recurrencia
como

de donde se deduce trivialmente que

Versié 2.4b
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Problema 3.4:

Per a cada una de les funcions, f i g, definides
més avall, contesta:

a) Si la definicié té sentit, calcula els valors de
la funcié fins n =4 i, si pots, una expressié Vn.
Si alguna de les definicions no té sentit, explica
clarament per que.

b) Quin tipus d’induccié hauries d’usar per a
demostrar coses relacionades amb la funcié?

c) Identifica domini, codomini i imatge, i di-
gues si la funcié és injectiva, exhaustiva i/o bi-
jectiva.

(n)

{ fn) = 2fn+1)—f(n)—1 g
£(0) 0 g(n)

sin>0 {

= gn—1)—gn—2)+1
= 0 si no

[teSentit]

Para cada una de las funciones, f y
g, definidas abajo, contesta:

a) St la definicién tiene sentido,
calcula los wvalores de la funcion
hasta n = 4 y, st puedes, una ezx-
presion Vn. St alguna de las de-
finiciones no tiene sentido, explica
claramente por qué.

b) sQué tipo de induccién deberias
usar para demostrar cosas relactio-
nadas con la funcion?

c) Identifica dominio e imagen y di
st la funcién es tnyectiva, exhausti-
va y/o biyectiva.

si n>0

a) Si entenem el cas recursiu de la primera re-
curréncia com una férmula per a calcular o “re-
escriure” el valor de f(n), aleshores aquesta de-
finicié recursiva no té sentit perque estariem de-
finint el cas n en funcié d’ell mateix (definicié
circular) i d’un cas posterior, n+1, la qual cosa
donaria lloc a una seqiiéncia infinita de calculs
gue no acabarien en cap cas base.

No obstant aix0, el que ens déna la definicié
no és més que una equacié. I se’ns diu que és
valida per a tot n > 0.

Si ens hi fixem bé, el cas n = 0 esta cobert tant
per a la part recursiva com per al cas base. Si
escrivim les dues equacions per a n = 0, tenim
que

©) Francesc J. Ferri

a) Si entendemos el caso recursivo
de la primera recurrencia como una
férmula para calcular o “reescribir”
el valor de f(n), entonces esta de-
finicién recurswa no tiene sentido
porque estariamos definiendo el ca-
son en funcién de él mismo (defi-
nicién circular) y de un caso poste-
rior, n+1, lo que daria lugar a una
secuencia infinita de cdlculos que
no acabarian en ningun caso base.

Sin embargo, lo que nos da la defi-
nicion no es mds que una ecuacion.
Y se nos dice que es vdlida para to-
don > 0.

St nos fijamos bien, el caso n = 0
estd cubierto tanto por la parte re-
St
escribimos las dos ecuaciones para

curswa como por el caso base.

n =0, tenemos que
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f(0) = 2f(1)—f(0)—1 ,
f(0) = 0
la qual cosa significa que |
1
f(1) = 7

De la mateixa manera podem ara aplicar la ma-
|
teixa equacié als casos n = 1,2,...1calcular els |
|
primers valors de la funcié: :
1

-

—
=

N—

A wWw NN = o3
N NIW — = O©

En resum, estem interpretant el cas recursiu .
com una férmula per a calcular f(n+1) a partir |
de f(n). De fet, ho podem reescriure com a !

2f(n+1) =2f(n) + 1, si

|
Si ara dividim les dues parts de l'equacié per 2
i fem un canvi de variable, arribem a la segiient
|
relacié de recurréncia equivalent: l
|
|

f(n—1)—|—%,
f(0) = 0

A partir d’aquesta recurréncia es
lor de f(n) és determinat per un

veu que el va-
sumatori,

Versié 2.4b

sin>1,
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b

lo que significa que

De la misma manera podemos aho-
ra aplicar la misma ecuacién a los
casosn=1,2,... y calcular los pri-
meros valores de la funcién:

En resumen, estamos interpretando
el caso recursiwo como una férmula
para calcular f(n + 1) a partir de
f(n).
cribir como

De hecho, lo podemos rees-

n > 0.

St ahora diwvidimos las dos partes
de la ecuacién por 2 y hacemos
un cambio de wvariable, llegamos a
la sigurente relacién de recurrencia
equivalente:

A partir de esta recurrencia se ve
que el valor de f(n) wiene dado por
un sumatorio,

Matematica Discreta i1 Logica
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0 n
e £
i=1

La recurrencia que defineix la funcié g és una
férmula que ens permet calcular-la per a tot
valor de n a partir de dos valors anteriors.

L’dnica cosa que té d’especial és que el cas base
inclou el valor zero i tots els negatius. De
fet, necessitem almenys el valor —1 per a poder
calcular la funcié a partir de n = 1.

Els valors de la funcié fins a n = 5 es mostren

en la taula segiient.

157
n
ik

La recurrencia que define la funcion
g es una féormula que nos permi-
te calcularla para todo valor de n
a partir de dos valores anteriores.

Lo dnico especial es que el caso ba-
se wncluye el valor cero y todos los
negativos. De hecho, necesitamos
al menos el valor —1 para poder cal-
cular la funcién a partir den =1,

Los valores de la funcién hasta n =
5 se muestran en la tabla siguiente.

n | g(n) | mod(n,6)
: 0

—1 0

0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 2 3

4 1 4

5 0 5

Si continuem calculant, veiem que g(6) = 0, S1 continuamos calculando, vemos

amb la qual cosa podem deduir que es compleix
que

g(n) =gn+e6), vn=-1.

O en altres paraules, es tracta d’una funcié pe-
riddica el periode de la qual és 6.

Per a poder escriure una expressié valida per a
tot n > 0 podem fer servir la funcié mod(n, 6)
que també és periodica i amb el mateix periode.
De fet, es compleix que

©) Francesc J. Ferri

que g(6) = 0, con lo que podemos
deducir que se cumple que

O en otras palabras, se trata de una
funcidn periédica cuyo periodo es 6.

Para poder escribir una expresion
vdlida para todo n > 0 podemos
usar la funcién mod(n,6) que tam-
bién es periédica y con el mismo
periodo. De hecho, se cumple que
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g(n) =mod(n,6) sempre que

stempre que

En canvi quan 3 < mod(n,6) < 5 els valors
decreixen i es compleix que

g(n) =5—mod(n,6) quan

cuando

2z

Per tant, podem expressar el valor de la funcié

gperatotn>0coma

3 <mod(n,6) <5

CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

mod(n,6) <2

En cambio cuando 3 < mod(n,6) <
5 los valores decrecen y se cumple
que

Por tanto, podemos expresar el va-
lor de la funcién g para todon > 0
como

0, sin <0,
g(n) = ¢ mod(n, 6), sin>0A0<mod(n,6) <2,
5—mod(n,6), sin>0A3<mod(n,6)<5
O també com a } O también como
0, sin <0,
g(n) =
min(mod(n,6),5 —mod(n,6)), sino.

b) En el cas de la primera recurréncia, com que
el que s’estableix és una relacié entre el valor de
la funcié per a dos enters consecutius, es podra
utilitzar el principi d’induccié basica.

A titol d’exemple, podem demostrar que la fun-
cié que defineix la recurréncia és f(n) = 7, de
la segiient manera.

Bl: f(0)=0=19
HI: [f(n)=1]
Pl:

Escrivim primer el cas recursiu

Versié 2.4b

b) En el caso de la primera recur-
rencia, como lo que se establece es
una relacién entre el valor de la
funcién para dos enteros consecu-
twos, se podrd utilizar el principio
de induccién bdsica.

A titulo de ejemplo, podemos de-
mostrar que la funcién que define
la recurrencia es f(n) = 5, de la s1-
guiente manera.

Escribimos primero el caso recursi-
vo

Matematica Discreta i1 Logica
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f(n) =2f(n+1) —f(n) — 1.

I ara apliquem la hipotesi d’induccié,

n n

d’on s’obté que

2fln+1)=n+1,

i d’aci el resultat f(n + 1) = ™ que demostra
el pas d’induccié.

_])

En el cas de la segona recurrencia la relacié s’es-
tableix entre un enter i els dos anteriors, per la
qual cosa necessitarem utilitzar el principi d’in-
ducci6 forta.

Com a exemple, demostrarem per induccié que
g(n) <2 peratotn>0.

Enunciem primer la hipotesi i posposem la base
d’induccié.

HIi: [g(k) <2, Vk <n].
En el pas d’'induccié intentarem desfer-nos dels
termes negatius que ens donaran problemes a

I’hora d’aplicar la hipotesi, ja que en aquest cas
es tracta d’una fita superior.

Pl:

(n>2)

o) "2 gn—1)—gn—2) +1"2" gn—27 — g(n—3) — gln—27 +2.

Hem arribat a una relacié directa entre g(n) i
g(n - 3))

©) Francesc J. Ferri
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Y ahora aplicamos la hipdtesis de
induccion,

de donde se obtiene que

1 _onl
y de aqui el resultado f(n+1) = %

que demuestra el paso de induccion.

En el caso de la segunda recurren-
cta la relacion se establece entre un
entero y los dos anteriores, por lo
que necesitaremos utilizar el prin-
cipro de induccion fuerte.

Como ejemplo, demostraremos por
induccién que g(n) < 2 pera todo
n > 0.

Enunciamos primero la hipdtesis y
posponemos la base de induccion.

En el paso de induccion intenta-
remos deshacernos de los términos
negativos que dardn problemas a la
hora de aplicar la hipdtests, ya que
en este caso se trata de una cota
supertor.

Hemos llegado a una relacién direc-
ta entre g(n) y g(n—3),
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que podem tornar a aplicar perque aparega
només g(n — 6) en positiu i poder aplicar la |
hipotesi. Aleshores, 1

amb la qual cosa conclou el pas d’induccié.

Com que el pas d’induccié nomsés és cert per a :
n > 5, els valors menors o iguals a 4 s’hauran |

|
d’incloure en la base d’induccié. 1

1
¢) La funcié f la podem descriure com a ;

f:Zt — R,

gm)=2—gn—3) si n>2

(HI)
gm—6)—2+2 < 2,

Bl:
gm)=0<2 s n<0
g(1)=g(0)—g(-1)+1=1<2
9(2)=g(1)—g(0)+1=2<2
g(3)=9(2)—g(1)+1=2<
g(4)=9(3)—g(2)+1=1<2

CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

que podemos volver a aplicar para
que aparezca sélo g(n — 6) en po-
sitivo y poder aplicar la hipdtesis.
Entonces,

con lo que concluye el paso de in-
duccion.

Como el paso de induccién sdlo es
cterto para n > 5, los valores me-
nores o iguales a 4 se tendrdn que
incluitr en la base de tnduccidn.

¢) La funcién f la podemos descri-
bir como

Yy, sequn hemos wisto, es inyectiva

1
i ns hem vist, és injectiv. rqué j
, segons he st, és injectiva perque | pargrie

T?n:f(m) sin#m.

i Ademds, es no ezhaustiva y, por
| tanto, el conjunto
| 1magen de f es

A més a més, és no exhaustiva i, per tant, no

el . . , no biyectiva.
bijectiva. El conjunt imatge de f és

Im(f)={x eR | In e Z" : x:%}:{xemzxezﬂ.
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Quant a la funcié g la descrivim com a

g:Z —>{O)])2})
i no és injectiva (ja que, per exemple, g(0) =
g(6)) i per tant no bijectiva. Pero si que és
exhaustiva tal com 1'hem definida, ja que els
conjunts codomini i imatge de g coincideixen.

161

En cuanto a la funcion g la descri-
bimos como

y no es inyectiva (ya que, por ejem-
plo, ¢g(0) = g(6)) y por tanto mo
biyectiva. Pero si que es erhaustiva
tal como la hemos definido, ya que
los conjuntos codominio e imagen
de g coinciden.

Problema 3.5:

Considera la definicié recursiva de la successié |
|
de Fibonacci, F(n), i demostra per induccié que !
|
F(n) <nl !

[fibonacci]

Constidera la definicién recursiva de
la sucesion de Fibonacci, F(n), y de-
muestra por induccion que F(n) <
nl.

Com que en la recurréncia de Fibonacci, s’esta-
bleix una relaci6 entre tres termes consecutius, |
1
necessitarem utilitzar induccié forta. l
|

A més a més, pel tipus de relacié, necessitarem |
|
dos casos base consecutius que complisquen el |
|
que es vol demostrar. ;

Bl:

La hipotesi d’induccié sera !
Hl:

I en el pas d’induccié estudiem que passa per al
valor n.

Pl:

©) Francesc J. Ferri

[F(k) < k!, Vk < nJ

Como en la recurrencia de Fibonac-
ct, se establece una relacion entre
tres términos consecutivos, necesi-
taremos utilizar induccién fuerte.

Ademds, por el tipo de relacidn, ne-
cesitaremos dos casos base consecu-
twos que cumplan lo que se quiere
demostrar.

La hipdtesis de induccion serd

Y en el paso de induccion estudia-
mos qué pasa para el valor n.
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F(n) (TZUF(TL—U%—F(TL—Z) “%U M-+ nm=-2=n=-T+1)(n-2)! <n!

Com que hem arribat al resultat correcte per
a n fent servir la hipotesi d’induccié, podem
assegurar que la desigualtat és certa per a tot

Como hemos llegado al resultado
correcto para n usando la hipdtesis
de induccion, podemos asegurar que

- la destgualdad es cierta para todo n.

Problema 3.6: [pseudoFibonacci

4 ., ; .. Considera la definicidn recursiva de
Considera la definicié recursiva de la successid f

de Fibonacci, F(n), i la definicié recursiva de
la funcié G(n). Es possible expressar G(n) en
funcié de F(n) de manera no recursiva? Com?
Raona la resposta.

la sucesién de Fibonacci, F(n), y la
definicton recursiva de la funcion
G(n). ;Es posible expresar G(n) en
funcién de F(n) de manera no re-
curswa? ;Como? Razona la res-
puesta.

n si0<n<1

Gn) =
Gm—1)+Gn—-2)+1 sin>2

Calcularem els primers valors de les dues funci- | C@lculeremos los primeros valores

. i de las dos funciones para ilustrar el
ons per a il-lustrar-ne el comportament. |

comportamiento.

n|Fn) | Gn)
0| O 0

1 1 1

21 1 2

3| 2 4

41 3 7

5| 5 12

L L) Ahora podriamos buscar alguna re-
Ara podriem cercar alguna relacié entre els va- + ;.60 entre los wvalores de las

|
:
|
lors de les dues funcions, per a proposar una . dos funciones, para proponer una
|
|
|
|
|

férmula i demostrar-la per induccid. férmula y demostrarla por induc-
cion.
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1
En lloc d’aixo raonarem a partir de les dues
definicions recursives. HEscriurem primer la de- |
|
finicié recursiva de G per als valors nin—1, |
|
1

Si ara restem les dues equacions anteriors, po- |
|
dem arribar a una nova equacié que haura de |
1
ser valida per a tot n > 3. ;
|

GmM)—-GMM—1)=Gn—1)—-GMn—-2)+Gn—-2)—-G(n

A

163

En lugar de esto razonaremos a
partir de las dos definiciones recur-
swas. Escribiremos primero la de-
finicién recursiva de G para los va-
loresnyn—1,

St ahora restamos las dos ecuact-
ones anteriores, podemos llegar a
una nueva ecuacton que tendrd que
ser valida para todo n > 3.

_3).

J/

~"

Podem veure que l'equacié anterior encara es
pot simplificar més. Perd no ho hem fet amb
tota la intencid, perqué ara definirem una nova
funcié, H, com a

H(n) =

Independentment del(s) cas(os) base de la fun-
cié H, s’haura de complir que

H(n) = H(n—1) + H(n —2), ¥n > 3.

Aquesta relacié és exactament la mateixa que

G(n)—G(n—1),

~"

Podemos ver que la ecuacion ante-
rior aun se puede stmplificar mds.
Pero no lo hemos hecho con toda
la intencién, porque ahora definire-
mos una nueva funcion, H, como

vn > 1

Independientemente del o de los ca-
sos base de la funcion H, se tendrd
que cumplir que

Esta relacion es exactamente la
misma que la que define F ezcepto
los casos base. Pero se cumple que

la que defineix F llevat dels casos base. Perd es
compleix que |
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i podem fixar H(0) = 0
de H.

F(0) en la definicié !

Com a consequencia, podem assegurar que es |
|
1
|

compleix que

F(n)

Com veiem, hem expressat F en funcié de G
(Tot i que caldria afegir que F(0) = G(0)). Pero
I’enunciat de ’exercici ens demana exactament
el contrari.

Podem aleshores escriure la relacié anterior,
junt amb el fet que G(0) = 0, alternativament |
com a :

0

G(n)
Gn—1)+Fmn)

la qual cosa no és més que una definicié recur- '
. ., sz .
siva per a G en funcié de F la solucié de la qual !
2 |
és !

que és la definicié de G en funcié de F que se’ns
demanava.

En el cas que haguérem arribat a I’expressié an- !
terior per inspeccié a partir de la primera taula
de valors, caldria aleshores demostrar el resultat 3
per induccid, tal i com es resumeix a continua-
cié. l

YO FA),GM=1=Y%

Versié 2.4b

Gm)—Gn—1), vn>1.

1

i=1

CAPITOL 3. INDUCCIO I RECURSIO

y podemos figar H(0) = 0 = F(0) en

la definicion de H.

Como consecuencia, podemos ase-
gurar que se cumple que

Como vemos, hemos expresado F
en funcién de G (Aunque habria
que aniadir que F(0) = G(0)). Pero
el enunciado del ejercicio nos pide
ezactamente lo contrario.

Podemos entonces escribir la rela-
cién anterior, junto con el hecho de
que G(0) = 0, alternativamente co-
mo

sin=0,

sin>1,

lo cual no es mds que una defini-
cion recursiva para G en funcion de
F cuya solucion es

que es la definicion de G en funcién
de F que se nos pedia.

En el caso de que hubiésemos llega-
do a la expresién anterior por ins-
peccion a partir de la primera tabla
de valores, habria entonces que de-
mostrar el resultado por induccion,
tal como se resume a continuacion.

F(i) = F(1).
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HI: GmpzziﬁﬁLVk<ny
Pl:
(n<2) (HI) = E=
Gn) = Gn—-1+Gm-2+1 =) Fi)+) Fi)+1=
i=1 i=1
=Y Fl—-D+) FG—2)+1= (F(]) +ZF(j)> + =) F().
j=2 =3 j=3 F(2) j=1
F

Problema 3.7:
Demostra per induccié:

o 1
S)=) =1+

: 2 4
i=0

1
St <2

[sumaGeometrica]

Demuestra por induccion:

Normalment quan es tracta de demostrar co-
ses per induccié relacionades amb un sumatori
se sol descompondre aquest deixant de banda
I’dltim terme del sumatori.

En aquest cas concret tindriem |

SmM)=S(n—1)+

Perd ocorre que si intentem aplicar la correspo-
nent hipotesi d’induccié en aquest cas concret
|
arribariem a l
|

1
4+ =

S(n) o

=S(n—1)
I resulta que la quantitat per la qual podem fitar
el valor de S(n) fent servir la HI és estrictament |
superior a 2 per a tot n. !

©) Francesc J. Ferri

1

,

(HI)
< 2+

Normalmente cuando se trata de
demostrar cosas por induccion rela-
ctonadas con un sumatorio se suele
descomponer éste dejando aparte el
dltzmo término del sumatorio.

En este caso concreto tendriamos

Pero ocurre que st intentamos apli-
car la correspondiente hipdtesis de
induccidn en este casos concreto
llegariamos a

1

o’

Y resulta que la cantidad por la
que podemos acotar el valor de S(n)
usanto la Hl es estrictamente supe-
rior a 2 para todo n.
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La conclusién es que la relacion re-
curswa con la que hemos caracteri-

La conclusié és que la relacié recursiva amb qué |
1
|
. zado nuestro sumatorio no nos per-
|
|
|
|
1

hem caracteritzat el nostre sumatori no ens per-
met demostrar aquest resultat directament mit-
jangant induccié.

mite demostrar este resultado direc-
tamente mediante induccidn.

Un alternativa podria consistir en
demostrar algun resultado mds ge-
neral a partir del que se pueda de-
ducir el nuestro, como por ejemplo

Una alternativa podria consistir a demostrar al-
gun resultat més general a partir del qual es |
puga deduir el nostre, com per exemple 1

Una altra alternativa més interessant consisteix | Otra alternativa mds interesante

a obtenir una caracteritzacié recursiva diferent | Comsiste en obtener una caracter:-

1
:
|
: : . 1 zacidon recursiva diferente del su-
del sumatori. En el nostre cas tenim que, si !
:
1

n>1,

matorio. En nuestro caso tenemos
que, stn>1,

T 1 1 1 1 1 1

] ] ] | Con esta caracterizacion alternati-
Amb aquesta caracteritzacié alternativa la in- va la induccidén bdsica nos sirve per-

|
1
|
duccié basica ens serveix perfectament per a de- | fectamente para demostrar el resul-
|
|
|
|
|

mostrar el resultat com es mostra a continuacié. | tedo como se muestra a continua-
cion

Bl: S(0)=1<2,
HI: [S(n) < 2],

Pl: S(n+1):1+%5(n) < 1+2=2
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3.4 Problemes proposats
Problemas Propuestos

[exponenciacio]

Problema 3.8:

Considera la funcién G(n) definida

Considera la funcié G(n) definida més avall. : . ‘ ‘
. mds abajo. Demuestra por induc-

i i6 ! .
Demostra per induccié que G(n) > n! cibn lgus G(n)|> !

G(3) = (22)2 =16, G(4) = ((22)*)? = 256.

[binomials]

Problema 3.9:

Considera la segiient propietat dels coeficients

binomials
n
m

a) Digues quin(s) cas(os) base cal afegir perque
tinga sentit com a definicié recursiva.

b) Anomena la funcié com a F i defineix-la for-
malment explicitant els conjunts domini, codo-
mini i imatge.

c) Digues si és injectiva, exhaustiva i/o bijecti-
va.

d) Demostra per induccié que el valor de la fun-
cié (a partir de la definici6 recursiva) és igual
a

n!

m!(n —m)!"

()

n—1

sy

Considera la sigutente propiedad de
los coeficientes binomaiales

a) Di qué caso(s) base(s) hay que
anadir para que tenga sentido como
definicion recursiva.

b) Nombra la funcién como F y
definela formalmente exzplicitando
los conjuntos dominio, codominio e
imagen.

c) Di st es inyectiva, ezhaustiva
y/o biyecta.

d) Demuestra por induccién que el
valor de la funcidn (a partir de la
definicion recursiva) es tgual a

©) Francesc J. Ferri
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Problema 3.10: [induccioMultiple]

A partir de la definicion recursiwa
de la funcion f,

A partir de la definicié recursiva de la funcié f,,,

a) Calcula els seus valors fins a n = 4. a) Calcula sus valores hastan = 4.

b) Demuestra por induccién gque

b) Demostra per induccié que f, > n! £ >nl

¢) Demuestra por induccién que

c¢) Demostra per induccié que f,, < 1)!
) Demostra per induccié que f, < (n+1) bl

n
Z ifi; si n>0
=55

1 si no
" )
Problema 3.11: [multiinduccio]
Donada la definicié recursiva de N, } Dada la definicién recursiva de Ny,
1 sin=20

n—1

N, = I
E Ny 1Ny sin>0
k=0

a) demostra per induccié que ' a) demuestra por induccién que

b) iEs podria demostrar que ' b) ;Se podria demostrar que

N, > 2™?

Explica qué i com hauries de canviar en la pri- | Z#plce como y qué deberias cambr-

.. . N ar en la primera demostracié o ez-
mera demostracié o explica per qué no es pot.

plica por qué no se puede.
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4. Grafs 1 arbres

Grafos y darboles. j

4.1 Grafs: definicions i propietats
Grafos: definiciones y propiedades

Un graf és un parell de conjunts, (V,A), de ma-
nera que

a) el conjunt de nodes o vertexs, V, és un con-
junt d’elements arbitrari, i

b) el conjunt d’arcs o arestes, A, és una relacié
binaria entre elements de V.

Sovint representem els nodes com a punts o cer-
cles i els arcs com a fletxes que uneixen parells
de nodes.

Un graf no dirigit (moltes vegades graf, sim-
plement) és un graf el conjunt de nodes del qual
és no buit i on el conjunt d’arcs és format per
parells no ordenats de nodes. Es a dir,

Un grafo es un par de conjuntos,
(V,A), de manera que

a) el conjunto de nodos o vértices,
V, es un conjunto de elementos ar-
bitrario, y

b) el conjunto de arcos o aristas,
A, es una relacion binaria entre
elementos de V.

A menudo representamos los nodos
como puntos o circulos y los arcos
como flechas que unen pares de no-
dos.

Un grafo no dirigido (muchas veces
stmplemente grafo) es un grafo cuyo
conjunto de nodos es no vacio y don-
de el conjunto de arcos estd formado
por pares no ordenados de nodos.
Es decir,

A C{{u,v} : u,veVvy
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Alternativament es pot dir que en un graf no
dirigit, A és una relacié binaria simetrica i
antireflexiva (aRa, Va) en V. Es a dir,

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

Alternativamente se puede decir que
en un grafo no dirigido, A es una
relacién binaria simétrica y anti-
reflexiva (aRa, Ya) en V. Es decir,

(uy,v) e A (vyu) € A) A ((w,v) EA = U H#V).

Quan un graf és no dirigit, se’l sol representar
mitjangant cercles units per linies.

Un graf dirigit o també digraf és un graf el
conjunt de nodes del qual és no buit i el conjunt
d’arcs del qual és format per parells ordenats
de nodes diferents. Es a dir,

AC{(u,v)eVxV:

També es pot dir que en un graf dirigit, A és una
relacié binaria antireflexiva. Els grafs dirigits
es representen mitjancant cercles units per flet-
xes 1, per definicié, no poden contenir ni arcs
paral-lels (arcs entre un mateix parell ordenat
de nodes) ni bucles (arcs entre un node i ell ma-
teix).

T

_ —

Un multigraf o graf amb arcs paral-lels és
un graf, (V, A), (del tipus que siga) on A és un
multiconjunt en lloc d’un conjunt d’arcs.

Versié 2.4b

Cuando un grafo es no dirigido, se le
suele representar mediante circulos
unidos por lineas.

Un grafo dirigido o también digra-
fo es un grafo cuyo conjunto de no-
dos es mo wvacio y cuyo conjunto de
arcos estd formado por pares orde-
nados de nodos diferentes. Es de-
cur,

u # vh

También se puede decir que en un
grafo dirigido, A es una relaciéon
Los grafos
dirigidos se representan mediante

binaria antireflexiva.

circulos unidos por flechas y, por de-
finicién, o pueden contener ni arcos
paralelos (arcos entre un mismo par
ordenado de nodos) ni bucles (arcos
entre un nodo y él mismo).

Un multigrafo o grafo con arcos
paralelos es un grafo, (V,A), (del
tipo que sea) donde A es un mul-
ticonjunto en lugar de un conjunto
de arcos.

Matematica Discreta i1 Logica
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Un grafo con bucles es un grafo,
(V,A), (del tipo que sea) donde ad-
mitimos relaciones entre un nodo y
€l mismo como elementos de A.

Un graf amb bucles és un graf, (V,A), (del ti-
pus que siga) on admetem relacions entre un no- |
de i ell mateix com a elements de A. 1

En algunos casos podremos definir
lo que llamaremos grafo nulo, () =

En alguns casos podrem definir el que anomena- |
. (0,0), que es un grafo especial que

rem graf nul, o graf buit, ) = (0,0), que és un
graf especial que no conté cap node i, per tant,
cap arc.

no contiene nmingun nodo y, por tan-
to, ningun arco.

Un grafo vacio de n nodos o de or-
den n, 0, = 0v = (V,0), es un grafo
cuyo conjunto de nodos, V, tiene n
nodos y no contiene ningun arco. Se
tiene que

Un graf buit de n nodes o d’ordre n, (), =
Ov = (V,0), és un graf el conjunt de nodes del
qual, V, té n nodes i no conté cap arc. Es té que

@:(Z)o:@@.

Dos nodos son adyacentes st exis-
te un arco entre ellos. Dos arcos
son adyacentes st tienen un nodo en
comiun.

Dos nodes sén adjacents si existeix un arc entre
ells. Dos arcs sén adjacents si tenen un node en |

|
comd. !

' Decimos que un arco incide o es in-
i cidente en cada uno de los nodos
|

i que lo forman.

Diem que un arc incideix o és incident en cada
un dels nodes que el formen.

El grado de un nodo u, gr(u), es
el nimero de arcos que inciden en
u. En los grafos dirigidos se pue-
de distinguir entre grado de entra-
da o igrado, gi(u) (ndmero de arcos
que llegan a u), y grado de salida o
ogrado, go(u) (ndumero de arcos que
salen de u).

El grau d’un node u, gr(u), és el nombre d’arcs
que incideixen en u. En els grafs dirigits es pot
distingir entre grau d’entrada o igrau, gi(u)
(nombre d’arcs que arriben a u), i grau d’eixida
o ograu, go(u) (nombre d’arcs que ixen de u).

Proposicio

VG = (V,A), Ik Z" Zgr(u)=2k

ueV

En otras palabras, la suma de los

En altres paraules, la suma dels graus dels no- ,
I grados de los nodos de cualquier

des de qualsevol graf és parell. grafo es par.
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La demostracio és evident, ja que cada arc con-
tribueix en 1 al grau de cada un dels dos nodes
als quals incideix. Per tant, quan sumem per a
tots els nodes tenim que

ueVv

Z gr(u) =2-|Al

La demostracion es evidente ya que
cada arco contribuye en 1 al grado
de cada uno de los dos nodes a los
que wncide. Por tanto, cuando su-
mamos para todos los nodos tene-
mos que

Corol-lari

En tot graf hi ha d’haver necessariament un
nombre parell de nodes amb grau imparell.

En todo grafo tiene que haber nece-
sartamente un numero par de no-
dos con grado impar.

4.1.1 Connexid i descomposicio

Diem que un graf, G’ = (V', A’), és subgraf d’un
altre, G = (V, A), i ho escrivim com a G’ C G, si

VICVAA'CA.

Donat un graf, G = (V;A), i un subconjunt, V' C
V, anomenem subgraf induit per V’ el subgraf |
(V/,A’) on |

Conexion y descomposicion

Decimos que un grafo, G’ = (V/,A’),
es subgrafo de otro, G = (V,A), y lo
escribimos como G’ C G, st

Dado un grafo, G = (V,A), y un sub-
conjunto, V' C V, llamamos sub-
grafo inducido por V'’ al subgrafo
(V/;A’) donde

A'={(uv)eA : u,ve V%L

Es a dir, és aquell subgraf de G que conté tots els
arcs de G que enllacen nodes de V'. De vegades,
si G’ té m < |V| nodes, direm que és un subgraf
d’ordre m de G.

Donats dos grafs, G; = (Vi, A1) 1 G, = (V,, Az),
definim la seua unidé com a

Versié 2.4b

Es decir, es aquel subgrafo de G que
contiene todos los arcos de G que
enlazan nodos de V'. A wveces, si G’
tiene m < |V| nodos diremos que es
un subgrafo de orden m de G.

Dados dos grafos, G = (Vi,A1) y

Gy = (V2,A2), definimos su unién
como
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G] U Gz = (V] UVz,A1 UAz).

Diem que un graf, G = (V, A), és un graf com-
plet o que és un clique, si hi ha un arc en A per
a tot parell de nodes en V.

Un graf, G = (V,A), és graf bipartit respec-
te d’una biparticié (U, W) de V si tots els seus
arcs relacionen nodes de U amb nodes de W o al
revés. Equivalentment, el seu conjunt d’arcs ha
de complir

A ={(u,v)

Donat un graf, G = (V,A), anomenem recor-
regut tota successié de nodes i/o arcs adjacents
que podem representar com a

ruelUusev

Decimos que un grafo, G = (V,A),
es un grafo completo o que es un
clique, st hay un arco en A para todo
par de nodos en V.

Un grafo, G = (V,A), es bipartido
respecto a una biparticién (U, W) de
V st todos sus arcos relacionan no-
dos de U con nodo nodos de W o al
revés. Equivalentemente, su conjun-
to de arcos tiene que cumplir

e W}

Dado un grafo, G = (V,A), llama-
mos recorrido a toda sucesién de
nodos y/o arcos adyacentes que po-
demos representar como

(Xh (XHXZ))XZ) (X23X3)>X3> ceeyXn—1y (Xn—hxn))Xn))
((XHXZ)) (XZ)XS)» sy (anhxn)))

(XhXZ)X?n s »anl))

sempre que

stempre que

Vi, x; €V, Vi<n, (xi,xi1) € A.

Diem que el recorregut comenga en x; i acaba
en x,. Un exemple de recorregut que comenca
en v, i acaba en v, per al graf de la figura de la
pagina 176 seria

(V2,V3,V1,V2,V4), O també
o también

Un cami és un recorregut on tots els nodes que
conté sén diferents. Un exemple de cami per al
graf de la mateixa figura seria

©) Francesc J. Ferri

Decimos que el recorrido comienza
en xq1 y acaba en x,,. Un ejemplo de
recorrido que comienza en v, y acaba
en vq para el grafo de la figura de la
pdgina 176 seria

(Clz, Qay4, Qy, (13).

Un camino es un recorrido donde
todos los nodos que contiene son di-
ferentes. Un ejemplo de camino pa-
ra el grafo de la misma figura seria

Agost 2022
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(v3,V1,V2,V4) O també
o también

Un recorregut circular o circuit és un recorre-
gut que comencga i acaba en un mateix node. Un
cicle és un circuit on I'iinic node que es repeteix
és l’inicial.

La relacié entre els diferents tipus de recorreguts
es mostra graficament en la figura.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

((]-4) ap, (13)

Un recorrido circular o circuito es
un recorrido que comienza y acaba
en un mismo nodo. Un ciclo es un
circutto donde el dnico nodo que se

repite es el inicial.

distintos
muestra

La relacién entre los
tipos de

grdficamente en la figura.

recorridos se

/
recorreguts
. recorridos
camins
caminos
circuits
circuitos

J

Exemples de circuit i cicle per al graf de la figura
gue es mostra després, sén, respectivament,

(V2,V3,V1,V2, V4, V3), O tambg
o también

i |
(V3,V1,V2,V4,V3), O també

o también

as

R

Vi V3 ag
az az /
a1\4 / \ /
%) V.

4
as

Un recorregut /circuit en un graf G = (V; A), s’a- |
|
nomena euleria si recorre tots els arcs en A perd |
|
només una vegada. !

Versié 2.4b

Ejemplos de circuito y ciclo para el
grafo de la figura que se muestra des-
pués, vendrian dados respectivamen-
te por

(az» as, az, s, (17))

Yy por

((14, a, as, C17).

V5

as

Un recorrido/circuito en un grafo
G = (VA), se denomina Euleriano
st recorre todos los arcos en A pero
sélo una vez.

Matematica Discreta i1 Logica



4.1. GRAFS: DEFINICIONS I PROPIETATS

Un recorregut (circuit) en un graf G = (V,A),
s’anomena cami (cicle) hamiltonia si recorre
tots els nodes en V perd només una vegada (lle-
vat del primer/dltim en el cas de circuits).

4.1.2 Representacio

Donat un graf, G = (V,;A),iV ={uw,...,u,}, es
defineix la seua matriu d’adjacencia com una
matriu, W, cada un dels coeficients de la qual
val

La matriu d’adjacéncia d'un graf no dirigit és
simetrica. I els valors de la diagonal sén zero si
parlem de grafs sense bucles.

Per exemple, la matriu d’adjacéncia del graf de
I'altima figura seria:

S

I
oo —=0oo
c oo o —
© =0 =0
—c o —-o

4.1.3 Connexid

Un graf s’anomena graf aciclic o sense cicles
si no conté cap cicle d’un o més arcs.

©) Francesc J. Ferri
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Un recorrido (circuito) en un gra-
fo G = (VJA), se denomina cami-
no (ciclo) Hamiltoniano s¢ recorre
tods los nodos en V pero sélo una
vez (ezxcepto el primero/iltimo en el
caso de circuitos).

Representacion

Dado un grafo, G = (VA), y V =
{us,...,un}, se define su matriz de
adyacencia como una matriz, W,
cuyos coeficientes valen

La matriz de adyacencia de un grafo
no dirtgido es stmétrica. Y los valo-
res de la diagonal son cero st habla-
mos de grafos sin bucles.

Por ejemplo, la matriz de adyacen-
cia del grafo de la dultima figura
seria:

Conexion
Un grafo se llama grafo aciclico o

sin ciclos st no contiene ningun ci-
clo de uno o mds arcos.

Agost 2022
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Un graf G = (V, A) és connex si entre qualsevol :
parell dels seus nodes hi ha un cami que els |
uneix. Es a dir, si 1

Vvu,ve 'V, vy, eV, k>0 1 Cuy = (Wyviy .oy v V),

i Cyy €és un cami en G. ‘

Un grafo G = (V,A) es conexo st
entre cualquier par de sus nodos
hay un camino que los une. Es de-
cir, st

y Cu,v es un camino en G.

n graf connex i aciclic s’anomena arbre.
Un graf lic &’ b

Un grafo conezxo y aciclico se deno-
mana arbol.

Teorema (d’Euler)

Un graf (no dirigit) connex conté un circuit
euleria sii tots els seus nodes tenen grau parell.

Un grafo (no dirigido) conezxo con-
tiene un circuito Fuleriano sii to-
dos sus nodos tienen grado par.

Corol-lari

Un graf (no dirigit) connex conté un recorre-

1
|
gut no circular euleria sii només dos dels seus |
|
nodes tenen grau imparell. 1

|

Un grafo (no dirigido) conezxo con-
tiene un recorrido no circular Eu-
lertano sii sdlo dos de sus nodos ti-
enen grado tmpar.

En el graf de I'altim exemple, el recorregut :

En el grafo del ultimo ejemplo, el re-
corrido

(V2,V3,V1,V3, V4, V5, V4, V3),

és euleria. Sabem que no hi pot haver un circuit
euleria perque els nodes v, i v; tenen grau 3.

En el mateix graf, el recorregut !

(Vs5, V4, V3, V1, V2),

és un cami hamiltonia i no existeix cap cicle ha-
miltonia. En canvi, si que es pot trobar un cicle
hamiltonia en el subgraf induit per {vi, vz, V3, v4},
per exemple:

Versié 2.4b

es Euleriano. Sabemos que no puede
haber un circuito Euleriano porque
los nodos v, y v3 tienen grado 3.

En el mismo grafo, el recorrido

es un camino Hamailtoniano y no
existe mingun ciclo Hamailtoniano.
En cambio st que se puede encontrar
un ciclo Hamaltoniano en el subgra-
fo wnducido por {vi,v2,v3,v4}, por
ejemplo
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(\)4,\13,\)1,\12,\)4).

4.1.4 Potencies i clausures
Potencias y clausuras

' La potencia n-ésima de un gra-
1 fo G = (V,A), es un grafo, G™ =
. (V,A™), donde

La poténcia n-eésima d’un graf G = (V,A), és
un graf, G™ = (V,A"), on

(wv) e A" Iy, eV, k>n—1 0 Cyuy = (Wyvy, ...y Vi V),

' siendo Cy, un camino en G. En
i otras palabras, los arcos de G™ son
| . .

i caminos en G de longitud n.

sent C,, un cami en G. En altres paraules, els
arcs de G™ sén camins en G de longitud n.

Per a qualsevol relacié binaria, R, R" és la | Para cualquier relacion binaria, R,

|
N . N . L4 . . ! . , .
potéencia n-esima de la relacié i es defineix ' R" es la potencia n-ésima de la re-
' lacién y se define como

com a
aR™" & Ixg, ..oy Xn1 0 a=Xp, b =%, VO <1< My x;RXq47.
Es compleix que } Se cumple que
G° =0y, G'=G.

La clausura transitiva o de vegades simple- | [, clausura transitiva o a wveces

stmplemente clausura de un grafo
es el grafo GT = (V,A"), donde

ment clausura d’un graf és el graf GT =
(V,AT), on

At=JAr

n>1
Per a qualsevol relacié binaria, R, R* és la clau- | FPara cualquier relacién binaria, R,
Rt es la clausura transitiva de la

|
|
sura transitiva de la relacié que es defineix | » B
i relacion que se define también co-
|
|
|
|
|

també com la menor relacié transitiva que conté
R.

mo la menor relacién transitiva que
contiene R.
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180

ay

Vi V5 Vi V5 Vi
\ v \ v
i > v > [
N N
4 ‘| a; a2 as
\\/ az
A% Vg %) T Vg %)
3
! 4!
\ ! 1 !
N N
G° G!

En la figura es mostren les primeres poténcies
del graf de la figura anterior (que coincideix amb
G7). En alguns d’aquests grafs es mostren bu-
cles, ja que en aquests casos poden tenir interes.
Per exemple, el bucle sobre v; en Gj significa
que hi ha un cicle que comenca i acaba en v; de
longitud 3, que és

(V3,V1,V2,V3).

La clausura transitiva del graf anterior es corres-
pon amb un graf complet, ja que es tracta d’un
graf connex.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

V5 Vi «———> V5
A/ \
V3 \ V3
N 0
L \
V4 vV ——» Vg
¢ \ ﬁ \ \_/
1 /' \ /'
G? G?

En la figura se muestran las prime-
ras potencias del grafo de la figura
antertor (que coincide con Gy). En
algunos de estos grafos se muestran
bucles ya que en estos casos pueden
tener interés. Por ejemplo, el bucle
sobre v3 en G3 significa que hay un
ciclo que comienza y acaba en v de
longitud 3, que es

La clausura transitiva del grafo an-
tertor se corresponde con un grafo
completo ya que se trata de un grafo
conezo.

Proposicio

La clausura transitiva de tot graf connex és un
graf complet.

La clausura transitiva de todo grafo
conexo es un grafo completo.

A partir de la definicié de connex, és evident
que hi ha d’haver un cami de longitud k, 1 <
k < |V| entre tot parell de nodes. I aquest
cami apareixera com un arc en la corresponent
poténcia del graf.

A partir de la definicion de conezxo,
es evidente que tiene que haber un
camino de longitud k, 1 < k < |V|
entre todo par de notos. Y este ca-
mano aparecerd como un arco en la
correspondiente potencia del grafo.

Versié 2.4b
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En el cas que considerem grafs amb bucles, o
relacions binaries en general, té sentit definir la
clausura reflexiva. En el cas d’una relacié, R,
es defineix com la relacié reflexiva més petita que
la conté. O equivalentment, la mateixa relacié
perd on a més a més tot element del domini esta
relacionat amb ell mateix. O siga,

RCUR.

En el cas de grafs, aix0 es correspon amb afegir
bucles en tots els nodes (que no els tingueren ja).

La clausura transitiva i reflexiva d'una re-
lacid, R, és la relacié transitiva i reflexiva més
petita que la conté i és equivalent a

R* = URE

i>0

Donat un graf G = (V,; A), anomenem compo-
nent connexa de G qualsevol subgraf connex
de G que siga maximal respecte de la relacié
d’ordre induida per la inclusié entre grafs.

En la figura es mostra un graf d’ordre 6 que té 3
components connexes que sén determinades pels
subgrafs induits per

Vo

©) Francesc J. Ferri
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En el caso de que consideremos gra-
fos con bucles, o relaciones binarias
en general, tiene sentido definir la
clausura reflexiva. En el caso de
una relacién, R, se define como la
relacion reflexiva mds pequenia que
la contiene. O equivalentemente, la
misma relacion pero donde ademds
todo elemento del dominio estd rela-

cionado consigo mismo. O sea,

En el caso de grafos, esto se corres-
ponde con anadir bucles en todos los
nodos (que no los tuviesen ya).

La clausura transitiva y reflexiva
de una relacion, R, es la relacion
transitiva y reflexiva mds pequena
que la contiene y es equivalente a

Dado un grafo G = (V,A), llamamos
componente conexa de G a cual-
quier subgrafo conexo de G que sea
maximal respecto a la relacién de
orden inducida por la inclusién en-
tre grafos.

En la figura se muestra un grafo
de orden 6 que tiene 3 componen-
tes conezas que vienen dadas por los
subgrafos inducidos por

V5

z

V4
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Proposicio

Tot graf no dirigit, G = (V, A), té almenys |V|—
|A| components connexes.

Proposicion

Todo grafo mo dirigido, G = (V,A),
tiene al menos |V|—|A| componentes
conezxas.

La demostracié és per induccié sobre el nombre
d’arcs.

Siga A ={aj,...,aqa]}1i

Gn == (\A{ah-")an})) vn) 0 S |A|

Anomenem c,, el nombre de components conne-
xes del subgraf G,.

BI:

La base d’induccié es correspon amb n = 0 arcs.
En aquest cas Gy té tantes components conne-
xes com nodes i per tant

co= V| = |[V|=0=[V|-]Al

HI:
[cn > [V]—nl].

PI:
Tenim el subgraf G, que té c, components con-

nexes i volem caracteritzar el nombre de com-
ponents connexes del subgraf G, cni1.

Per¢ 'inica diferéncia entre G,, i G, és l'arc
a,.1. I hi ha dos casos possibles:

a) a,;7 uneix dos nodes dins de la mateixa
component connexa. Aleshores

(HI)
Cntl =Cn > |V|—T'I.> |V|—(TL+])

Versié 2.4b

La demostracion es por induccion
sobre el numero de arcos.

Sea A ={a,...,qa} ¥

Llamamos ¢, al nimero de compo-
nentes conezas del subgrafo G, .

La base de induccion se correspon-
de con n = 0 arcos.
Go tiene tantas componentes cone-
zas como nodos y por tanto

En ese caso

Tenemos el subgrafo G, que tie-
ne ¢, componentes conexras y que-
remos caracterizar el nimero de
componentes conezxas del subgrafo

Gnt1, Cntt-

Pero la unica diferencia entre G, y
Gni1 es el arco any1. Y hay dos

casos posibles:

a) any1 une dos nodos dentro de
la misma componente conexa. En-
tonces
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b) a,.; uneix dos nodes en diferents compo-
nents connexes. Aleshores

Com que en els dos casos arribem al mateix,
podem concloure finalment que

(HI)
Chpi=Can—1 > V= —=1=|V|—(n+1).

VG =(VA) : |[Al=n, cn 2 [V —n =[V[-|A]

183

b) ani1 une dos nodos en diferen-
tes componentes conexas. Enton-

ces

Como en los dos casos llegamos a lo
mismo, podemos concluir finalmen-
te que

Corol-lari

Tot graf no dirigit connex té almenys |V| — 1
arcs. Es a dir,

Al > VI —1.

Todo grafo no dirigido tiene al me-
nos |V| —1 arcos. Es decir,

4.1.5 Demostracio del teorema d’Euler
Demostracion del teorema de Euler

La demostracié del teorema d’Euler és senzilla
en un sentit pero significativament més comple-
xa en l'altre. La formulacié més general amb
multigrafs amb bucles no només no afegeix com-
plexitat si no que fa una part de la demostracié
més natural.

Per conveniéncia demostrarem primer un lema
que estableix l'existéncia de cicles en un multi-
graf (sense bucles).

La demostracion del teorema de Eu-
ler es sencilla en un sentido pero sig-
nificatitvamente mds compleja en el
otro. La formulacién mds general
con multigrafos con bucles no sélo
no anade complejidad st no que ha-
ce una parte de la demostracion mds

natural.

Por conveniencia demostraremos
primero un lema que establece la
existencia de ciclos en un multigrafo

(sin bucles).

(Lema

Si G és un multigraf no dirigit i connex on el
grau de tots els seus nodes és major o igual que
2, aleshores ha d’existir algun cicle en G.

©) Francesc J. Ferri

St G es un multigrafo no dirigido y
conezo donde el grado de todos sus
nodos es mayor o igual que 2, en-
tonces tiene que existir algun ciclo
en G.
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La demostracio fa servir el principi de les cai- :
xes. Comencem per un node arbitrari, u;, dels |
n > 2 nodes de G i construim una seqiiéncia de 3
nodes diferents, cada un adjacent a 1’anterior, 3
fins que arribem a un node uy que siga adja-
cent a algun node u, anterior en la seqiiencia 3
(L < k).

(W, ugy .oy uy)

Aquesta sequiéncia sempre es podra construir ja
que tots els nodes tenen com a minim altres 2
nodes adjacents. A més a més, el valor de k
complira necessariament,

2<k<n

i en tots els casos el node wy tindra (almenys)
un node adjacent, w;, ¢ < k, a banda de u, ; |
per tindre grau major o igual a 2. 1

dy | |
Com a consequiéncia podem afirmar que !
|

(U,g, Wty ooy Wiy uk»u‘l)

és un cicle en G. !

La demostracién utiliza el princi-
pio de las cajas. Empezamos con
un nodo arbitrario, uy, de losn > 2
nodos de G y construimos una secu-
encia de nodos diferentes, cada uno
adyacente al antarior, hasta que lle-
guemos a un nodo Uy que sea adya-
cente a algun nodo u; anterior en
la secuencia (¢ < k).

Esta secuencia siempre se podrd
construir ya que todos los nodos ti-
enen como minimo otros 2 nodos
adyacentes. Ademds, el valor de k
cumplird necesariamente,

y en todos los casos el nodo uy
tendrd (al menos) un modo adya-
cente, ug,{ < k, aparte de uy_q por
tener grado mayor o tgual a 2.

Como consecuencia podemos afir-
mar que

es un ciclo en G.

Teorema d’Euler :

Siga G = (V,;A) un multigraf amb bucles no
dirigit i connex. G conté un circuit Euleria sii
tots els seus nodes tenen grau parell major o
igual que 2.

Versié 2.4b

Teorema de Euler

Sea G = (V,;A) un multigrafo con
bucles no dirigido y conezo. G
contiene un circuito Fuleriano sii
todos sus modos tienen grado par
mayor o tgual a 2.
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Organitzarem la demostracié en dues parts, una
pera cada sentit de la coimplicacié. També, per
comoditat, expressarem com a

Cce(G)

el fet que G conté un cicle Euleria.

Ccee(G) = Vu e V,dk > 1: gr(u) =2k

La demostracié és per reduccié a 1'absurd. I el
que suposem és que hi ha en G un node, v, el
grau del qual és senar.

Pero resulta que el circuit Euleria que ha d’exis-
tir ha de passar per tots els arcs (una vegada)
i per tots els nodes (per ser connex) una o més
vegades.

Aixo vol dir que haura d’entrar i eixir, una o
més vegades de cada node. Per0 en el cas de v,
per tindre grau senar, arribaria un moment en
qué no es podria eixir. La qual cosa és impos-
sible.

Vue V,Fk > 1:gr(u) =2k = Cce(G)

La demostracio és per induccié sobre el nombre
d’arcs, n, en el multiconjunt d’arcs de G. Pri-
mer que res, establim una numeracié arbitraria
de tots els arcs.

A={ay...,a,}

©) Francesc J. Ferri

Organizaremos la demostracién en
dos partes, una para cada sentido
de la coimplicacion. También, por
comodidad, expresaremos como

el hecho de que G contiene un ciclo
Euleriano.

La demostracién es por reduccion al
absurdo. Y lo que suponemos es que
hay en G un nodo, v, cuyo grado es
impar.

Pero resulta que el circuito Euler:-
ano que tiene que eristir tiene que
pasar por todos los arcos (una vez)
y por todos los nodos (por ser cone-
zo) una o mds veces.

Esto significa que tendrd que entrar
y salir, una o mds veces de cada no-
do. Pero en el caso de v, por tener
grado wmpar, llegaria un momento
en que no se podria salir, lo que es
imposible.

La demostracion es por induccion
sobre el numero de arcos, n, en el
multiconjunto de arcos de G. Pri-
mero, establecemos una numera-

cién arbitraria de todos los arcos.
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BI:

Per a un sol arc, 'inica possibilitat és un tnic
node amb un bucle (per tant amb grau 2, mos-
trat entre paréntesis). En eixe cas, el bucle
constitueix un circuit Euleria.

2) DO
(ar)

circuit:
circuito:

Amb 2 arcs hi ha dos casos. Un node amb dos !
bucles (grau 4) , o dos nodes amb dos arcs pa-
ral-lels (grau 2 cada un). En els 2 casos, la |
seqiiencia formada pels 2 arcs és un circuit Eu- 3
leria. l

7 (>

circuit: (a7,az)

circuito:

Entre els casos que hi ha amb 3 arcs, apareix '
el graf més simple (no multigraf i sense bucles) 3
que estaria format per tres nodes totalment con-
nectats entre ells i que conté també un circuit
Euleria. l

0 (2)
az az aj az
7~ 7~
O 7 (N 2 @ @ “Dw / \
ar (26 T as Y \(1_3/ (2) =t (2)
circuit: (a1,a2,a3)
circuito:

Estrictament només necessitem el cas n = 1
com a base d’induccid.

Versié 2.4b
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Para un solo arco, la unica posibili-
dad es un dnico nodo con un bucle
(por tanto con grado 2, mostrado
entre paréntesits). En ese caso, el
bucle constituye un circuito Euler:-
ano.

Con 2 arcos hay dos casos. Un no-
do con dos bucles (grado 4), o dos
nodos con dos arcos paralelos (gra-
do 2 cada uno). En los 2 casos, la
secuencia formada por los 2 arcos
es un circurto Euleriano.

Entre los casos que hay con 3 ar-
cos, aparece el grafo mds simple (no
multigrafo y sin bucles) que estaria
formado por tres modos totalmente
conectados entre ellos y que contie-
ne también un circuito FEuleriano.

Estrictamente sdlo necesitamos el
cason =1 como base de induccion.
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HI:

Com a hipotesi d’induccié suposarem que tot
multigraf amb bucles connex amb nodes de grau
parell major que zero, i amb estrictament menys

de n arcs, conté un circuit Euleria.

Altrament dit, necessitarem induccié forta. I
podem expressar formalment la hipotesi com

[VG' = (V/,A") : A/l =t <n, (Vue V', gr(u) >2) = Cce(G')]

PI:

Considerarem ara un multigraf ,G, amb exacta-
ment n arcs i m nodes, tots ells amb grau parell |

major o igual que 2. Es a dir,

G=(MA), V={vi,...,vn}, A={ay,...,a,}

El multigraf G ha de contindre un cicle. Be per
I’existéncia de bucles, be com a consegiiéncia
del lema anterior. Ja que fins i tot sense comp-
tar els bucles tots els nodes tenen graus majors

o iguals que 2 per ser G connex.

Si expressem aquest cicle com a sequéncia de

nodes i arcs,

Cb = (uhb])uz)bZ)-")uk)bk)u1))

Si eliminem ara el conjunt d’arcs

B=1{bi,...

(©) Francesc J. Ferri
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Como hipdtests de induccion su-
pondremos que todo multigrafo con
bucles conexo con nodos de grado
par mayor que cero, y estrictamen-
te menos de n arcos, contiene un
circutto Eulertano.

Dicho de otra manera, necesitare-
mos induccion fuerte. Y podemos
expresar formalmente la hipdtesis
como

Constderaremos ahora un multigra-
fo, G, con exactamente n arcos y
m nodos, todos ellos con grado par
mayor o tgual que 2. Es decir,

El multigrafo G tiene que contener
un ctclo. Bien por la existencia de
bucles, bien como consecuencia del
lema anterior. Ya que incluso sin
contar los bucles todos los nodos ti-
enen grados mayores o iguales que
2 por ser G conezo.

St expresamos este ciclo como secu-
encta de nodos y arcos,

Vi, W € VAD; €A,
Vil wAuAb #b

St eliminamos ahora el conjunto de
arcos
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del multigraf G, el resultat sera un multigraf G’ |
amb els mateixos nodes i amb n’ = n — k arcs 3
on |

< <=1

El multigraf G’ no sera necessariament connex
i tindra entre 1 i m components connexes,

ClyetslCop 1T £p <my

que contindran tots els nodes de G.

El grau dels nodes de ¢ haura decrescut en 2 i
per tant tots els nodes de G’ tindran grau pa-
rell només que alguns (dels de ¢) podran tindre

grau zero.

Quant a les components connexes, n’hi haura
de dos tipus: a) les formades per un tnic node
de ¢ de grau zero, i b) les formades per un o 3
més nodes de ¢ i possiblement altres, tots ells
amb grau major o igual a 2. 3

No pot haver cap component sense nodes de ¢ si
el multigraf original era connex. En la figura es
mostra un exemple amb 4 components connexes
i un cicle ¢ amb 7 arcs.

Versié 2.4b
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del multigrafo G, el resultado serd
un multigrafo G’ con los mismos
nodos y con n’ = n—k arcos donde

El multigrafo G’ no serd necesaria-
mente conezro y tendrd entre 1 y m
componentes conezas,

que contendrdn todos los nodos de

G.

El grado de los nodos de ¢ habrd
decrectdo en 2 y por lo tanto to-
dos los nodos de G’ tendrdn grado
par solo que algunos (de los de ¢)
podrdn tener grado cero.

En cuanto a las componentes cone-
zas, las habrd de dos tipos: a) las
formadas por un unico nodo de ¢
de grado cero, y b) las formadas por
uno o mds nodos de ¢ y posible-
mente otros, todos ellos con grado
mayor o tgual a 2.

No puede haber ninguna componen-
te conezra sin nodos de ¢ st el mul-
tigrafo original era conexo. En la
figura se muestra un ejemplo con 4
componentes conexas y un ciclo ¢
con 7 arcos.

Matematica Discreta i1 Logica



4.1. GRAFS: DEFINICIONS I PROPIETATS

189

En el cas que totes les components connexes sén
nodes de grau zero, el circuit ¢ ja és un circuit
Euleria per al multigraf G.

En cas contrari es pot construir un circuit Eu-
leria de la segiient manera. Comencem en 1 i
anem recorreguent el cicle ¢ i afegint els seus
arcs al circuit en construccié comencgant per
I’arc by.

Quan arribem per primera vegada a una com-
ponent connexa, si el corresponent node, u;, té
grau zero continuem (la component només té el
node ;) i si no, la component connexa és un
multigraf connex amb estrictament menys de n
arcs.

Per hipotesi d’induccid, la component con-
tindra un circuit Euleria que comenca i acaba
en u; i que podrem insertar en el circuit. A
continuacié afegim 1’arc b; i continuem.

(©) Francesc J. Ferri

£

En el caso en que todas las compo-
nentes conezas son nodos de grado
cero, el circuito ¢ ya es un circuito
Euleriano para el multigrafo G.

En caso contrario se puede cons-
truir un circuito Euleriano de la si-
gutente manera. FEmpezamos con
u; y vamos recorriendo el ciclo ¢ y
anadiendo sus arcos al circuito en
construccion empezando por el arco
b;.

Cuando llegamos por primera vez a
una componente coneza, st el no-
do correspondiente, u;, tiene gra-
do cero continuamos (la componen-
te sélo tiene el nodo ui) y si no, la
componente conezra es un multigra-
fo conexo con estrictamente menos
de n arcos.

Por hipétesis de induccion, la
componente contendrd un circuito
Euleriano que empieza y acaba en
w; y que podremos insertar en el
circutto. A continuacidn anadimos

el arco b; y continuamos.
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Si en algun moment tornem a una component
connexa ja visitada, ens limitarem a entrar i ei-
xir del corresponent node u; usant els arcs b;_;
1 b; ja que tots els altres arcs d’aquesta compo-
nent ja s’hauran insertat en el circuit la primera
vegada que s’ha visitat.

Després d’afegir I'iltim arc de ¢, by, arribarem
de nou al node u; i haurem completat un circuit
Euleria.

El cas més senzill és quan el circuit és un bu-
cle, d = (uy, by, ;). Aleshores només hi hauria
una unica component connexa que seria tot el
multigraf sense el bucle ¢ i per tant amb exac-
tament n — 1 arcs. Aquesta component contin-
dria un circuit Euleria per hipotesi d’induccié
1 només caldria afegir el bucle per tal d’obtindre
un circuit Euleria de tot G.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

St en algin momento volvemos a
una componente conezra ya visita-
da, nos himitamos a entrar y salir
del correspondiente nodo u; usando
los arcos bj_1 y bj ya que todos los
otros arcos de esta componente ya
se habrdn insertado en el circuito
la primera vez que se ha wvisitado.

Después de anadir el dltimo arco de
$, by, llegaremos de nuevo al nodo
u; y habremos completado un cir-
cutto Euleriano.

El
do el circuito es un bucle, ¢
(ur,by,uq).
una unica componente conera que

caso mds sencillo es cuan-

Entonces sélo habria

seria todo el multigrafo sin el bucle
¢ y por lo tanto con exactamente
n—1 arcos. Esta componente cone-
za contendria un circuitto Euleriano
por hipotesis de inducciéon y sélo
haria falta ariadir el bucle para ob-
tener un circuito Euleriano de todo

Versié 2.4b
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4.2 Arbres: definicions i propietats
Arboles: definiciones y propiedades

. . Ya hemos definido un drbol como un
Ja hem definit un arbre com un graf connex i

aciclic. Pero aquesta definicié no respon a la idea

grafo conezo y aciclico. Pero esta
definicién no responde a la idea de

|

|

|

|

. . . | . . .

de jerarquia que normalment associem als arbres. ' jerarguia que normalmente asocia-
Per aixd, aquests arbres s’anomenen també ar- : ™os a los drboles. Por este moti-
. wo, estos drboles se les llama tam-
|
|

bres sense arrel. R . .
bién arboles sin raiz.

En un arbre sense arrel no hi ha cap node que | En un drbol sin raiz no hay ningin

siga origen de cap jerarquia. Tampoc no podem
parlar de cap relacié jerarquica entre nodes (pa-
re, fill, ancestre, etc.).

nodo que sea origen de minguna je-

|

|

|

|

| g

i rarquia. Tampoco se puede hablar
I . L R

' de ninguna relacidn jerdrquica entre
|
|

nodos (padre, hijo, ancestro, etc.).

Entre qualssevol dos nodes d’un arbre sense arrel
hi ha un tnic cami.

Entre cualesquiera dos nodos de un
drbol sin raiz hay un dnico camino.

A qualsevol subgraf d'un arbre que siga arbre
I’anomenem subarbre.

A cualquier subgrafo de un drbol
que sea drbol se le llama subéarbol.

Si suprimim un arc en un arbre sense arrel, el | St suprimimos un arco en un drbol

resultat és un graf no connex amb dues com-
ponents connexes cada una de les quals és un
subarbre.

sin raiz, el resultado es un grafo no

|

I

|

|

|

. conexo con dos componentes cone-
|

' zas cada una de las cuales es un
|

|

subdrbol.

. Dado un grafo conezo G = (V,A),
Donat un graf connex G = (V,A), diem qQue ' gecimos que G’ = (V,A') es un

G’ = (V,A’) és un arbre generador o arbre | arbol generador o arbol de exten-

d’extensi6 de G sii G’ C G i G’ és un arbre. si6n de G sii G € G y G’ es un
darbol.

En la figura se muestra un grafo y

En la figura es mostra un graf i un dels seus ar- i
uno de sus subdrboles generadores

bres generadors (marcat amb linies més grosses). (marcado con lineas mds gruesas)

O~

Vi V3 Vs

R 4

Vo V2, —— V4

\_/
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Proposicio

Tot graf connex conté almenys un arbre gene-
rador.

Proposicion

Todo grafo conexo contiene al me-
nos un drbol generador.

Demostracié (informal):

Suposem que el graf no és arbre (altrament ja
estaria demostrat). En aquest cas contindra al-
menys un cicle.

Si eliminem qualsevol arc del cicle tenim un nou
graf connex amb un arc menys i podem tornar
al principi del raonament.

En repetir aquest raonament arribarem ne-
cessariament a un graf connex i sense cicles.

Demostracién (informal):

Supongamos que el grafo no es
drbol (en otro caso ya estaria de-
mostrado). En ese caso contendrd
al menos un ciclo.

St eliminamos cualquier arco del ci-
clo tenemos un nuevo grafo conezxo
con un arco menos y podemos vol-
ver al principio del razonamiento.

Al repetir este razonamiento llega-
remos mnecesariamente a un grafo
conezxo y sin ciclos.

4.2.1 Arbres amb arrel

Un arbre amb arrel és un arbre (graf connex
i aciclic) en que distingim un node especial que
anomenem arrel.

Com a conseqiiencia de la definicié anterior te-
nim que:

a) Els nodes que no sén arrel s’organitzen en
m > 0 conjunts disjunts que indueixen arbres.

b) Els m > 0 nodes adjacents a l’arrel, v, se'ls
anomena fills de r i se’ls distingeix com a arrels
dels corresponents m > 0 subarbres. També es
diu que r és pare dels seus nodes adjacents.

Versié 2.4b

Arboles con raiz

Un arbol con raiz es un drbol (grafo
conezo y aciclico) en el que distin-
guimos un nodo especial que llama-
mos raiz.

Como consecuencia de la definicion
anterior tenemos que:

a) Los nodos que no son raiz se or-
ganizan en m > 0 conjuntos disjun-
tos que inducen drboles.

b) Los m > 0 nodos adyacentes a
la raiz, r, se les llama hijos de v y
se los distingue como raices de los
correspondientes m > 0 subdrboles.
También se dice que v es padre de
sus nodos adyacentes.
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c) Els nodes d’un arbre amb arrel s’organitzen
també en nivells. El nivell o profunditat d’un
node és la longitud (en nodes) del cami des de
I’arrel fins al node. L’arrel esta a profunditat 1,
els fills a profunditat 2, etc.

d) La profunditat d’un arbre es defineix com
el nivell maxim dels seus nodes. I la talla o
grandaria de l'arbre és el nombre de nodes que
conté.

e) Els nodes que no tenen fills s’anomenen fu-
lles.

Ens referirem a l’arbre que té per arrel r com
a T(r) o moltes vegades simplement com a .
La profunditat d’aquest arbre l’escriurem com
a h(T(r)) o h(r) i la seua grandaria com a |T(r)]
o |rl.

En la figura es mostra un arbre amb arrel de
grandaria 7 i profunditat 3 que té per arrel el
node a. S’indiquen a més a més els 3 subarbres
de a que tenen per arrels b, ¢ i d. L’arbre té 4
fulles en total: b, e, fi g que sén a profunditat
(o nivell) 2, 3, 3 i 3 respecte de ’arbre a.

(@)
® ()
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¢) Los nodos de un drbol con raiz se
organizan también en niveles. El ni-
vel o profundidad de un nodo es la
longitud (en nodos) del camino des-
de la raiz hasta él.
profundidad 1, sus hijos a profundi-
dad 2, etc.

La raiz estd a

d) La profundidad de un &arbol se
define como el nwel mdzimo de sus
nodos. Y la talla o tamano del drbol
es el numero de nodos que contiene.

e) Los nodos que no tienen hijos se
llaman hojas.

Nos referiremos al drbol cuya raiz
es v como T(r) o muchas veces sim-
plemente como r. La profundidad
de este drbol la escribiremos como
h(T(r)) o h(r) y su tamario como
IT(r)| o Ir].

En la figura se muestra un drbol con
raiz de tamano 7 y profundidad 3
cuya raiz es el nodo a. Se indican
ademds los 3 subdrboles de a cuyas
raices son b, ¢ y d. El drbol tiene
4 hojas en total: b, e, f y g que se
encuentran a profundidad (o nivel)
2, 3, 3 y 8 respecto al drbol a.

g

Els arbres amb arrel es poden veure com a
estructures de dades que representen diferents
classes de jerarquies, per la qual cosa admeten
també 1 de manera natural definicions recursi-
ves com la que esbossem a continuacié.

©) Francesc J. Ferri

Los drboles con raiz se pueden ver
como estructuras de datos que re-
presentan diferentes tipos de jerar-
quias por lo que admiten también
y de forma natural definictones re-
cursivas como la que esbozamos a
continuacion.
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a) Un graf d’un node és un arbre amb arrel
(l’arrel és I'inic node).

b) Un arbre amb arrel, T(r), de grandaria major
que 1 és format per k > 1 subarbres amb arrels

T(ﬁ)) 5oC »T(Tk)»

que estan units amb r mitjangant arcs.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

a) Un grafo de un nodo es un arbol
con raiz (la raiz es el Unico nodo).

b) Un drbol con raiz, T(r), de ta-
mano mayor que 1 estd formado
por k > 1 subdrboles con raices

que estdn unidos con v mediante ar-
cos.

4.2.2 Arbres ordenats o m-aris

Un arbre ordenat d’ordre m o arbre m-ari és
un arbre amb arrel on tot node té exactament
m subarbres distingibles que poden ser buits.

L’arbre buit (cap node) es considera un cas es-
pecial d’arbre ordenat.

Es pot dir que en els arbres ordenats m-aris cada
node té una seqiiencia de fills de longitud m,
mentre que en els arbres amb arrel cada node té
un conjunt de fills.

1

En un arbre m-ari hi ha un maxim de m" ! nodes

a profunditat h.

Arboles ordenados o m-arios

Un arbol ordenado de orden m o
arbol m-ario es un drbol con raiz
donde todo nodo tiene exactamente
m subdrboles distinguibles gque pu-
eden ser vacios.

El arbol vacio (ningin nodo) se
considera un caso espectal de drbol
ordenado.

Se puede decir que en los drboles
ordenados m-arios cada nodo tiene
una secuencia de hijos de longitud
m, mientras que en los drboles con
raiz cada nodo tiene un conjunto de
hijos.

En un drbol m-ario hay un mdzimo
de m" ! nodos a profundidad h.

Un arbre m-ari esta o és un arbre ple fins a
profunditat h sii té exactament

Versié 2.4b

Un drbol m-ario estd o es un arbol
lleno hasta profundidad h siitzene
exactamente
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nodes a profunditat menor o igual que h.

195

nodos a profundidad menor o igual
que h.

Un arbre m-ari esta o és un arbre ple si esta ple
fins a la seua profunditat.

En un arbre m-ari ple de n nodes es compleix
que

mh—1
m—1"

o alternativament

(n>1)
<

h=log, (1+n(m—1))

Una caracteristica fonamental dels arbres orde-
nats com a estructura de dades és la seua pro-
funditat. I en molts casos és clau que aquesta
siga logaritmica respecte al nombre de nodes.

L’exigéncia de profunditats logaritmiques moti-
va diverses definicions que afegeixen condicions
a l'estructura particular dels arbres ordenats.

Un drbol m-ario estd o es un arbol
lleno st estd lleno hasta su profun-
didad.

En un drbol m-ario lleno de n nodos
se cumple que

o alternativamente

1+ log,, n.

Una caracteristica fundamental de
los drboles ordenados como estruc-
tura de datos es su profundidad. Y
en muchos casos es clave que ésta
sea logaritmica respecto al mumero
de nodos.

La ezxigencia de profundidades lo-
garitmicas motiva diversas definici-
ones que anaden condiciones a la es-
tructura particular de los drboles or-
denados.

Un arbre m-ari de profunditat h esta o és un
arbre complet sii

a) esta ple fins a profunditat h — 1,

b) per als m fills de qualsevol node, s7,...,8n,
es compleix que

Is1l > ... > [sml-

Un drbol m-ario de profundidad h
estd o es un arbol completo sii

a) estd lleno hasta profundidad
h—1,

b) para los m hijos de cualquier no-
do, s1,...,Sm se cumple que

Un arbre m-ari esta o és un arbre equilibrat
sii

©) Francesc J. Ferri

Un drbol m-ario estd o es un arbol
equilibrado sii
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a) la maxima diferéncia entre qualsevol parell
dels m subarbres és de 1,

b) els m subarbres sén equilibrats.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

a) la mdzima diferencia entre cu-
alquier par de los m subdrboles es
de 1,

b) los m subdrboles son equilibra-
dos.

Els arbres binaris sén el cas particular dels m-
aris quan m = 2. Pero sén especialment impor-
tants tant per motius tedrics com, especialment,
practics i d’'implementacid.

Quan m = 2 els dos fills de cada node se solen
anomenar esquerre i dret, respectivament.

Los arboles binarios son el caso
particular de los m-arios cuando
m = 2. Pero son espectalmente 1m-
portantes tanto por motivos tedrios
como, especialmente prdcticos y de

implementacidn.

Cuando m = 2 los dos hijos de cada
nodo se suelen llamar izquierdo y
derecho, respectivamente.

En la figura es mostren 3 arbres ordenats d’or-
dres 4, 31 2 respectivament. Els arbres contenen
22, 15 i 8 subarbres buits, 5, 4 i 4 fulles, encara
que tots tres tenen 7 nodes i sén de profunditat
3.

L’arbre de l’esquerra, que és 4-ari, és un arbre
ple fins al nivell 2 i complet, mentre que 1'ar-
bre de la dreta és ple (la qual cosa implica ple
fins al nivell 3 i complet).

Versié 2.4b

En la figura se muestran 3 drboles
ordenados de drdenes 4, 3 y 2 res-
pectivamente. Los drboles contienen
22, 15 y 8 subdrboles vacios, 5, 4 y 4
hojas, aunque los tres tienen 7 nodos
y son de profundidad 3.

El drbol de la izquierda, que es 4-
ario, es un drbollleno hasta el nivel
2 y completo, mientras que el drbol
de la derecha es lleno (lo gque implica
lleno hasta el nivel 3 y completo).
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Llevat que es tinga un interés especial, no sera
normal representar tots els subarbres buits com
s'ha fet en la figura anterior. No obstant aixo,
si un node té menys fills que l'ordre de l'arbre
ha de quedar clar quin dels m fills és cada un.
En particular, els arbres anteriors els dibuixarem
també com en la figura segiient.

(0)
(b (© @ ©
010

® ©@
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A no ser que se tenga un interés es-
pectal, no serd normal representar
todos los subdrboles vacios como se
ha hecho en la figura anterior. Sin
embargo, st un nodo tiene menos hi-
jos que el orden del drbol, tiene que
quedar claro cual de los m hiyos es
cada uno. En particular, los drboles
antertores los dibujaremos también
como en la siguiente figura.

(9)
@ (o) ()

ONORONCO)

4.3 Grafs i arbres amb contingut
Grafos y drboles con contenido|

Fins ara els grafs i arbres sén estructures que re-
presenten diferents tipus de relacions dins d'un
conjunt de nodes el nom dels quals no és impor-
tant. De fet, sovint els nodes es representen com
a cercles que no tenen cap nom.

Perd de vegades és interessant emmagatzemar o
assignar alguna informacié als nodes o als arcs.
Aquesta informacié pot ser de qualsevol mena,
pero els casos més importants i interessants sén
quan es tracta d’un pes (valor numeric normal-
ment positiu que indica una quantitat d’algu-
na cosa: diners, distancia, cost, etc.), una clau
numerica (valor numeric enter que pot ser dnic
0 no: normalment un nimero d’ordre, una pri-
oritat, etc.) o una clau alfanumerica (cadena
de caracters que representa un identificador nor-
malment tnic: un DNI, un nom d’algi, un codi,
etc.).

©) Francesc J. Ferri

Hasta ahora los grafos y drboles son
estructuras que representan diferen-
tes tipos de relaciones dentro de un
conjunto de nodos cuyos nombres no
son wmportantes. De hecho, a me-
nudo los nodos se representan como
circulos que no tienen ningun nom-
bre.

Pero a veces es interesante almace-
nar o asignar algun tipo de informa-
cton a los nodos o a los arcos. Esta
informacion puede ser de cualquier
tipo pero los casos mds importantes
e interesantes son cuando se trata
de un peso (valor numérico normal-
mente positivo que indica una canti-
dad de algo: dinero, distancia, cos-
te, etc.), una clave numérica (valor
numérico que puede ser Unico o no:
normalmente un numero de orden,
una prioridad, etc.)
alfanumérica (cadena de caracteres
que representa un identificador nor-
malmente unico: un DNI, un nom-
bre de alguien, un cddigo, etc.).

o una clave
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Un graf amb nodes ponderats és un graf G =
(V,; A) i una aplicacié,

p:V — R".

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

Un grafo con nodos ponderados es
un grafo G = (V,A) y una aplicacién,

Un graf amb arcs ponderats o simplement
graf ponderat és un graf G = (V,;A) i una
aplicacié,

p:A— R,

Un grafo con arcos ponderados
o simplemente grafo ponderado es
un grafo G = (V,A) y una aplica-
cién,

A vegades representarem ambdés tipus de grafs
ponderats com a

En els grafs ponderats es pot associar un pes a
cada camfi i també a tot el graf. Alguns exemples
de problemes amb grafs ponderats sén 1’'obten-
ci6 de camins de pes minim, de ’arbre d’exten-
sié minimal o de la biparticié de cost minim (o
maxim).

En la figura segiient a l'esquerra es mostra un
graf (dirigit) amb nodes ponderats que podria
correspondre a relacions d’amistat en una mini-
xarxa social on el pes de cada node significa el
nivell d’influéncia o popularitat de cada membre.

Versié 2.4b

A veces representaremos ambos tipos
de grafos ponderados como

En los grafos ponderados se pue-
de asociar un peso a cada camino
Algu-
nos ejemplos de problemas con gra-

y también a todo el grafo.

fos ponderados son la obtencidn de
caminos de peso minimo, del drbol
de extension minimal o de la bipar-
ticidn de coste minimo (o mdzimo).

En la figura siguiente a la izquierda
se muestra un grafo (dirigido) con
nodos ponderados que podria corres-
ponder a relaciones de amistad en
una minired social donde el peso de
cada nodo significa el niwvel de influ-
encta o popularidad de cada miem-
bro.

Matematica Discreta i1 Logica



4.3. GRAFSI ARBRES AMB CONTINGUT

3 — 0

/7 N

0 1
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En la mateixa figura a la dreta es mostra un graf
ponderat que podria correspondre a un conjunt
de ciutats i les connexions per carretera entre
elles. En aquest cas el pes de cada arc podria cor-
respondre a la distancia en quilometres de cada
tram de carretera.

Un arbre amb claus és un arbre (del tipus que
siga) format per un conjunt de nodes, V, un con-
junt d’arcs, A, i una aplicacié ¢ : V — C, de
manera que c(u) és la clau associada al node u.

Quan no puga haver-hi confusié, escriurem u per
a referir-nos a c(u). Es més, moltes vegades quan
els nodes només continguen claus i aquestes si-
guen uniques definirem directament

Yuey, clu) =u.
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13

33

En la misma figura a la derecha
se muestra un grafo ponderado que
podria corresponder a un conjunto
de ciudades y las conezxiones por car-
retera entre ellas.
peso de cada arco podria correspon-
der a la distancia en quilémetros de
cada tramo de carretera.

En este caso el

Un arbol con claves es un arbol
(del tipo que sea) formado por un
conjunto de nodos, V, un conjun-
to de arcos, A, y una aplicacion
c:V — C, de manera que c(u) es
la clave asociada al nodo u.

Cuando no pueda haber confusion,
escribiremos W para referirnos a
c(u).
do los nodos sélo contengan claves y
éstas sean unicas definiremos direc-
tamente

Es mds, muchas veces cuan-

Un arbre binari de cerca és un arbre binari
amb claus de manera que en C hi ha una relacié
d’ordre tal que per a tot node, a, es compleix
que

Vx,y €V : x € esq(a) Ay € dre(a), x<a<wy.

Un arbol binario de biusqueda es
un drbol binario con claves de ma-
nera que en C hay una relacién de
orden tal que para todo nodo, a, se
cumple que

(©) Francesc J. Ferri
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En la figura seglient es mostren tres arbres bina-
ris de cerca de 7 nodes i de profunditats 3,415
respectivament.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

En la figura siguiente se muestran
tres drboles binarios de busqueda de
7 nodos y de profundidades 3, 4 y 5
respectivamente.

Un monticle (de minims) és un arbre amb
claus numeriques de manera que en C hi ha una
relacié d’ordre tal que per a tot node, a, es
compleix que

Vx €V : a=pare(x), a <x.

Un monticulo (de minimos) es un
drbol con claves numéricas de ma-
nera que en C hay una relacion de
orden tal que para todo nodo, a, se
cumple que

A vegades es poden definir monticles que sén
conjunts d’arbres. Es a dir, boscos.

Els monticles sén en general estructures arbores-
cents que sén ideals per a implementar un tipus
de dades que s’anomena cua de prioritat i que
suporta operacions com obtencid/eliminacié del
minim, insercié de nous elements, canvis de pri-
oritat o eliminacions.

Perqué unes operacions o altres puguen ser efi-
cients, cal restringir fortament l’estructura ar-
borescent, i aix0 dona lloc a diferents tipus de
monticles.

A
monticulos

se
que
de drboles. Es decir, bosques.

pueden
son

definir

conjuntos

veces,

Los monticulos son en general es-
tructuras arborescentes que son tde-
ales para tmplementar un tipo de da-
tos que se denomina cola de priori-
dad y que soporta operaciones como
obtencion/eliminacidon del minimo,
insercion de nuevos elementos, cam-
bitos de prioridad o eliminaciones.

Para que unas operaciones u otras
puedan ser efictentes, hace falta res-
tringir fuertemente la estructura ar-
borescente lo que da lugar a diferen-
tes tipos de monticulos.

Un monticle binari (de minims) és un arbre
binari complet que és monticle.

Un
minimos)
completo que es monticulo.

monticulo  binario (de

es un drbol binario

Versié 2.4b
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El fet de ser complet permet identificar un mon-
ticle binari d’ordre n amb una n-tupla de valors,
la qual cosa fa que moltes operacions es puguen
fer de manera molt eficient.

(1) (1)
) @ © 2 @ ©®
ONONO, ®) (3)
® (4)
©

‘
En la figura es mostren tres arbres que complei-
xen la condicié de monticle (de minims). El de
I’esquerra és un arbre amb arrel, el del mig és un 3
arbre ternari i el de la dreta és un arbre binari
complet i, per tant és un monticle binari. 3

‘

La representacié d’aquest monticle binari com a
tupla seria

201

El hecho de ser completo permite
identificar un monticulo binarlo de
orden n con una n-tupla de valores
lo que hace que muchas operaciones
se puedan hacer de manera muy efi-
ciente.

En la figura se muestran tres
drboles que cumplen la condicion de
monticulo (de minimos). El de la
1zquierda es un drbol con raiz, el del
medio es un drbol ternario y el de
la derecha es un drbol binario com-
pleto y, por tanto es un monticulo
binario.

La representacién de este monticulo
binario como tupla seria

1 2 3 4 5 6 7 8
[4]2](e][s][3][7]L]

©) Francesc J. Ferri
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4.4 Problemes resolts i comentats

Problemas resueltos y comentados

Si un graf dirigit té n vértexs, quin és el nombre
minim i maxim d’arestes que pot tenir? I en
el cas particular que siga connex? Raona les
respostes.

Problema 4.1:

[minmaxArcs]

St un grafo dirigido tiene n vértices,
¢Cual es el numero minimo y
mazimo de aristas que puede tener?
¢ Y en el caso particular de que sea
conezxo? Razona las respuestas.

El nombre minim d’arestes o arcs de qualsevol
graf és clarament zero i es correspon amb el graf
buit d’ordre n, 0.

Com que es tracta d’un graf dirigit (sense bu-
cles, ni arcs paral-lels) tot arc ha d’unir dos dels
n nodes. El nombre maxim d’arestes es corres-
pondra, doncs, al nombre de possibles parells
(ordenats) sense repeticions, que és

També es pot raonar que cada un dels n nodes
pot estar unit amb tots els n — 1 restants. I la
quantitat anterior s’obté en aplicar el principi
del producte.

En el cas particular que el graf siga connex el
nombre maxim no canvia, ja que es correspon
amb un graf on tots els nodes estan connectats
amb tots (o graf complet) que sera, doncs, con-
nex.

Quant al nombre minim en grafs connexos, cal
tenir en compte que hi ha d’haver camins entre
els n(n — 1) parells de nodes, tot i que aquests
camins compartisquen arcs.

©) Francesc J. Ferri

IVTZLI =nZ=n(n-1).

El numero minimo de aristas o ar-
cos de cualquier grafo es claramen-
te cero y se corresponde con el grafo
vacio de orden n, (y.

Como se trata de un grafo dirigido
(sin bucles, ni arcos paralelos) todo
arco tiene que unir dos de los n no-
dos. El nimero mdximo de aristas
se corresponderd pues al numero de
postbles pares (ordenados) sin repe-
tictones, que es

También se puede razonar que ca-
da uno de los 1 nodos puede estar
untdo con todos los n—1 restantes.
Y la cantidad anterior se obtiene al
aplicar el principio del producto.

En el caso particular en que el gra-
fo sea conezo, el mumero mdzimo
no cambia, ya que se corresponde
con un grafo donde todos los nodos
estdn conectados con todos (o grafo
completo) que serd, pues, conezo.

En cuanto al numero minimo en
grafos conezxos, hay que tener en
cuenta que tiene que haber camu-
nos entre los n(n — 1) pares de no-
dos, aungue estos caminos compar-
tan arcos.
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Una manera de connectar tots els parells és la
seglient: Podem recérrer els n nodes (en un or-
dre donat) mitjangant n—1 arcs dirigits i afegir
un altre arc per a tornar a l’origen. Es a dir,
podem construir un cicle hamiltonia i euleria de
n arcs que contindra de fet camins entre tots els
parells (ordenats) de nodes.

a az
uq uz

an

De l'anterior es dedueix que el nombre minim
d’arcs en un graf dirigit connex de n nodes ha
de ser menor o igual que n. Pero pot ser infe-
rior? Ho demostrarem per reduccié a ’absurd.

Suposem que es pogueren connectar n nodes
amb k < n arcs. En aquest cas, com que la
suma total de graus és 2k, es pot assegurar que
hi ha d’haver nodes amb grau menor que 2. (Si
tots els nodes tingueren grau major o igual que
2 la seua suma seria major o igual que 2n).

Aix0 implica que a aquests nodes, o bé no es
pot arribar, o bé no se’n pot eixir, i per aixo hi
ha d’haver parells de nodes sense connectar i el
graf no pot ser connex.

Com a conseqiiéncia, podem estar segurs que el
nombre minim d’arcs en un graf dirigit connex
ésn

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

Una manera de conectar todos los
pares es la siguiente: Podemos re-
correr los 1 nodos (en un orden da-
do) mediante n—1 arcos dirigidos y
anadir otro arco para volver al ori-
gen. KHEs decir, podemos construir
un ciclo hamiltoniano y euleriano
de n arcos que contendrd de hecho
camanos entre todos los pares (or-
denados) de nodos.

an—1

— Up

De lo anterior se deduce que el
numero minimo de arcos en un gra-
fo dirigido conexo de n nodos tiene
que ser menor o igual que n. Pero
spuede ser inferior? Lo demostra-
remos por reduccion al absurdo.

Supongamos que se pudieran conec-
tar n nodos con k < n arcos. En es-
te caso, como la suma total de gra-
dos es 2k, se puede asegurar que ti-
ene que haber nodos con grado me-
nor que 2. (St todos los nodos tuvi-
esen grado mayor o igual que 2 su
suma seria mayor o igual gque 2n).

Esto vmplica que a estos nodos, o
bien no se puede llegar, o bien no
se puede salir, y por esto tiene que
haber pares de nodos sin conectar y
el grafo no puede ser conezo.

Como consecuencta, podemos estar
seguros de que el numero minimo
de arcos en un grafo dirigido conexo
es m.

Versié 2.4b
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Problema 4.2:

Considera el graf G = (V| A), de la figura.

a) Es pot trobar un recorregut euleria en aquest
graf? Per que? Escriu-ne un si és possible.

b) Es pot trobar un circuit que siga euleria i ha-
miltonia al mateix temps? Per que? I en algun
subgraf de G de 5 nodes? Digues en quants ien
guins.

c) Hi ha algun arbre generador de G que es pu-
ga veure com a arbre binari? Dibuixa’n alguns
o digues per que no n’hi ha.

[caseta]

Considera el grafo G = (V,A), de la
figura.

a) ;Se puede encontrar un recorri-
do Euleriano en este grafo? jpor
qué? Escribe uno st es postble.

b) ;Se puede encontrar un circuito
que sea Euleriano y Hamultoniano
al mismo tiempo? jpor qué? ;Y en
algun subgrafo de G de 5 nodos? D1
en cudntos y en cudles.

c) ¢Hay algun drbol generador de
G que se pueda ver como drbol bi-
nario? Dibuja algunos o di por qué
no hay.

a) Si que es pot trobar un recorregut euleria a
causa del teorema d’Euler (pagina 178). O més
concretament del seu corol-lari que afirma que
si hi ha exactament dos nodes amb grau im-
parell, ha d’haver-hi un recorregut euleria (no
circular), que comengara i acabara en aquests
dos nodes.

Un d’aquests recorreguts eulerians seria

©) Francesc J. Ferri

a) Sique se puede encontrar un re-
corrido euleriano a causa del te-
orema de Euler (pdgina 178). O
mds concretamente de su corolario
que afirma que st hay exactamen-
te dos nodos con grado impar, tie-
ne que haber un recorrido euleriano
(no circular), que comenzard y aca-
bard en estos dos nodos.

Uno de estos recorridos eulerianos
seria
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(4)])3)2)1)5)4)2)5)

b) Segons també el teorema d’Euler només hi
pot haver un circuit euleria si tots els nodes
tenen grau parell. Per tant, menys encara pot
haver-n’hi un que siga euleria i hamiltonia.

La mateixa pregunta sobre subgrafs d’ordre 5
requereix primer calcular tots els subgrafs con-
nexos de 5 nodes.

Afortunadament, dels 256 subgrafs d’ordre 5 (ja
que hi ha 8 arcs i el nombre total de subconjunts
sera [VRS| = 28), només cal tenir en compte els
que sén CONNexos.

Perd aixo tampoc no és tan facil. En el seu lloc
considerarem directament grafs connexos que
tinguen exactament 5 arcs, que és la longitud
(en arcs) que haura de tenir qualsevol circuit
euleria i hamiltonia (i per tant, cicle).

En aquest cas tampoc cal considerar tots els
subconjunts de 8 arcs de cardinalitat 5, ja que
algunes configuracions donen lloc a grafs no
connexos. HEfectivament, si el cicle ha de pas-
sar pel node 3, aixd implica que els seus 2 arcs
incidents hi han d’estar. I com a conseqiiéncia,
I’arc (1,2) no cal considerar-lo perque es forma-
ria un cicle de 3 nodes (i el recorregut resultant
no podria ser hamiltonia).

Versié 2.4b
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b) Segin también el teorema de
Euler sélo puede haber un circuito
eulertano st todos los nodos tienen
grado par. Por tanto, menos aun
puede haber uno que sea euleriano
y hamailtoniano.

La masma pregunta sobre subgrafos
de orden 5 requiere primero calcu-
lar todos los subgrafos conezos de
5 nodos.

Afortunadamente, de los 256 sub-
grafos de orden 5 (ya que hay 8 ar-
cos y el numero total de subconjun-
tos serd [VRS| = 28), sélo hay que
tener en cuenta los que son cone-
zos.

Pero eso tampoco es tan fdacil. En
su lugar consideraremos directa-
mente grafos coneros que tengan
ezactamente 5 arcos, que es la lon-
gitud (en arcos) que tendrd que te-
ner cualquier circuitto euleriano y
hamiltoniano (y por tanto, ciclo).

En este caso tampoco hay que con-
stderar todos los subconjuntos de 8
arcos de cardinalidad 5, ya que al-
gunas configuractones dan lugar a
grafos no conexos. Efectivamente,
st el ciclo tiene que pasar por el no-
do 3, esto implica que sus 2 arcos
incidentes han de estar.
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En altres paraules, qualsevol cicle hamiltonia
haura d’estar format d’una banda pels arcs
(1,3) i (3,2). I de I’altra per un cami que vaja
(indirectament) des de 1 a 2 o al revés. I les
Uiniques possibilitats sén:

Per tant, els tnics cicles hamiltonians que hi
podria haver en algun subgraf (de 5 nodes) de
G serien

(4)])3’2)1)5)4)2)5)

(4?])3)2)1)5)4)2)5)

Com que ens demanen que els cicles siguen ha-
miltonians i eulerians, aixo vol dir que els sub-
grafs que els continguen no poden tenir cap arc
més a banda dels que formen el cicle.

Per tant, els dnics subgrafs de G d’ordre 5 que
contenen un circuit (cicle) hamiltonia i euleria
son:

©) Francesc J. Ferri
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' En otras palabras, cualquier ciclo
I hamztltoniano habra de estar forma-
i do por una parte por los arcos (1,3)
3 1 (3,2). Y por otra por un camino
' que vaya (indirectamente) desde 1
. a2 o al revés. Y las unicas posibi-
. lidades son:

. Por tanto, los unicos ciclos hamil-
3 tonianos que podria haber en algun
' subgrafo (de 5 nodos) de G serian

Como nos piden que los ciclos se-
an hamiltonianos y eulerianos, es-
to quiere decir que los subgrafos
que los contengan no pueden tener
ningun arco mds aparte de los que
forman el ciclo.

Por tanto, los tinicos subgrafos de G
de orden 5 que contienen un circut-
to (ciclo) hamultoniano y euleriano
son:
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En realitat, hauriem pogut arribar a la mateixa
conclusié més directament de la segiient ma-
nera. Els nodes d’un subgraf que continga un
circuit euleria han de tenir grau parell. Pero si
a més a més ha de ser hamiltonia, el grau de
tots els nodes ha de ser 2 (perque només es pot
entrar i eixir de cada node una vegada).

Per a obtenir subgrafs de G on tots els nodes
tinguen grau 2, caldra anar eliminant arcs con-
siderant totes les possibilitats. Ja hem raonat
que l'arc (1,2) s’ha d’eliminar per a desfer el
cicle no desitjat (1,3,2,1).

A partir d’aci tenim els nodes 1,2,4 i 5 amb
grau igual a 3. Per a aconseguir que els quatre
acaben amb grau igual a 2 només hi ha dues
possibilitats. O eliminem (1,5) i (2,4), o eli-
minem (1,4) i (2,5). I aix0 porta a les dues
solucions d’abans.

Les sequencies de subgrafs que s’obtindrien amb
indicacié del grau de cada node seria:

c) Si que n’hi ha arbres generadors que es po-
den veure com a binaris. I sén molts.

Versié 2.4b
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En realidad, habriamos podido lle-
gar a la misma conclusion mds di-
rectamente de la siguiente manera.
Los nodos de un subgrafo que con-
tenga un circuito euleriano han de
tener grado par. Pero si ademds ti-
ene que ser hamiltoniano, el grado
de todos los nodos debe ser 2 (por-
que solo se puede entrar y salir de
cada nodo una vez).

Para obtener subgrafos de G don-
de todos los nodos tengan grado
2, habrd que ir eliminando arcos
consitderando todas las posibilida-
des. Ya hemos razonado que el arco
(1,2) se tiene que elitminar para des-
hacer el ciclo no deseado (1,3,2,1).

A partir de aqui tenemos los nodos
1,2,4 y 5 con grado igual a 3. Para
conseguir que los cuatro acaben con
grado tgual a 2 sélo hay dos posibilei-
dades. O eliminamos (1,5) y (2,4),
o eliminamos (1,4) y (2,5). Y esto
lleva a las dos soluciones anterio-
res.

Las secuencias de subgrafos que se
obtendrian con indicacién del grado
de cada nodo seria:

c) Si que hay drboles generadores
que se pueden ver como binarios. Y
son muchos.
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Problema 4.3: [grausSpan]

Es possible que en un arbre generador d'un graf
de n nodes els graus de tots els nodes siguen
parells? I que siguen tots imparells? Justifica
les respostes i posa’n exemples si es pot.

¢ Es posible que en un drbol genera-
dor de un grafo de n nodos los gra-
dos de todos los nodos sean pares?
&Y que sean todos impares? Justi-
fica las respuestas y da ejemplos st
se puede.

Un arbre generador d’'un graf de n nodes és un
arbre dels mateixos n nodes. Per tant, ha de
ser connex i aciclic.

Raonarem per reduccio a ’absurd. Suposem
que tots els nodes tenen grau parell. Aleshores,
pel teorema d’Euler, hauria d’existir un circuit
euleria, cosa que implicaria que el graf (arbre)
I aix0 és impossible. Per tant, no
poden ser tots els nodes de grau imparell.

és ciclic.

La pregunta de si poden ser tots els nodes de
grau imparell es pot reformular com a: Existeix
un graf connex i aciclic de n nodes tots ells de
grau imparell? I aquesta pregunta la podem
contestar amb un exemple.

uz

iz

Ug

us

©) Francesc J. Ferri

Un

Un drbol generador de un grafo de
n nodos es un drbol de los mismosn
nodos. Por tanto, ha de ser conexo
y aciclico.

Razonaremos por reduccion al ab-
surdo. Supongamos que todos los
nodos tienen grado par. Entonces,
por el teorema de Euler, tendria que
extstir un circuito eulertano, lo que
tmplicaria que el grafo (drbol) es
ciclico. Y eso es impostble.

La pregunta de st pueden ser todos
los nodes de grado impar se puede
reformular como: ;Existe un grafo
conezo y aciclico de n nodos todos
ellos de grado vmpar? Y esta pre-
gunta la podemos contestar con un
ejemplo.
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A partir de I'exemple podem dir que si que po-
den ser tots els nodes de grau imparell, perd
sempre que n siga parell (i major que zero,
clar). Aixo és perqueé en l'exemple el grau del
node u; és exactament n — 1.

I que passa si n és imparell? En aquest cas és
impossible que tots els nodes tinguen grau im-
parell perque aleshores la suma dels graus de
tots els nodes seria un nombre imparell. I sa-
bem que aquesta suma ha de ser igual a dues
vegades el nombre d’arcs (2n — 2 en el nostre
cas), que és un nombre parell.

De fet, hauriem pogut simplement aplicar la
proposicié de la pagina 173 i el seu corol-lari
que diu que no pot haver-hi un nombre impa-
rell de nodes amb grau imparell.

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

A partir del ejemplo podemos decir
que si que pueden ser todos llos no-
dos de grado impar, pero siempre
que M sea par (y mayor que cero,
claro). Esto es porque en el ejemplo
el grado del nodo u, es exactamente
n—1.

¢ Y qué pasa st n es impar? En este
caso es vmposible que todos los no-
dos tengan grado impar porque en-
tonces la suma de los grados de to-
dos los nodos seria un ndmero im-
par. Y sabemos que esta suma tiene
que ser tgual a dos veces el numero
de arcos (2n — 2 en nuestro caso),
que es un numero par.

De hecho, habriamos podido sim-
plemente aplicar la proposicion de
la pdgina 173 y su corolario que di-
ce que no puede haber un numero
impar de nodos con grado impar.

Considera el graf G = (V,;A), on els nodes sén
les boles (numerades de la 1 a la 15) i els arcs es
corresponen amb parells de boles que es toquen
entre elles, com es mostra en la figura.

(4

GQ
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Problema 4.4:

[billar]

Considera el grafo G = (V,A), don-
de los nodos son las bolas (numera-
das de la 1 a la 15) y los arcos se
corresponden con pares de bolas que
se tocan entre ellas, como se mues-
tra en la figura.
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a) Defineix formalment el graf G.

b) Calcula el grau de cada node i la suma dels
graus de tot el graf.

c) Dona, si existeix, un recorregut euleria. Jus-
tifica la resposta.

d) Dona, si existeix, un cami i/o cicle hamilto-
nia. Justifica la resposta.

e) Qué podem deduir del teorema d’Euler apli-
cat a G?

f) Siguen els subgrafs G; = (V;, A;),1=1,2,de
manera que V; sén les bolesde 'l ala7iV, les
boles de la 9 ala 15. I els corresponents A; estan
formats per les arestes de A que relacionen els
corresponents nodes. Descriu clarament els dos
subgrafs i digues quantes i quines components
connexes té cada un.

211

a) Define formalmente el grafo G.

b) Calcula el grado de cada nodo y
la suma de los grados de todo el gra-

fo.

c) Da, si existe, un recorrido Eule-
riano. Justifica la respuesta.

d) Da, st eziste, un camino y/o ci-
clo Hamiltoniano. Justifica la res-
puesta.

e) ¢Qué podemos deducir del teore-
ma de Euler aplicado a G?

f) Sean los subgrafos G; = (Vi, Ai),
i=1,2, de manera que V7 son las
bolas de la 1 ala 7y V; les bolas de
la 9 ala 15. Y los correspondientes
A; estdn formados por las aristas
de A gque relactonan los correspon-
dientes nodos.
te los dos subgrafos y di cudntas y
qué componentes conezras tiene ca-
da uno.

Describe claramen-

a) Hs tracta d’un graf no dirigit, G = (V,A),
on el conjunt de nodes és V = {1,2,...,15}, i
el conjunt d’arcs el separarem en 3 subconjunts
disjunts, A = HU D U B, per a distingir entre
arcs que connecten boles en horitzontal (H), en
diagonal (D) i en antidiagonal (B).

{
{

H
D
B ={(

(1
(14
3,

Graficament,

©) Francesc J. Ferri

,2),(10,8),(8,11),(3,12), (12,4), (4,13), (14,5), (5,15), (15,6), (6, 7)}
,3),(3,10), (10, 1), (1,9), (5,12), (12, 8), (8, 2), (15,4), (4, 11), (6, 13)}
5),(10,12),(12,15),(1,8), (8,4), (4,6), (9,2), (2,11), (11,13), (13, 7)}.

a) Se trata de un grafo no dirigi-
do, G = (V;A), donde el conjun-
to de modos es V = {1,2,...,15},
y el conjunto de arcos lo separa-
remos en 8 subconjuntos disjuntos,
A = HUD U B, para distinguir en-
tre arcos que conectan bolas en ho-
rizontal (H), en diagonal (D) y en
antidiagonal (B).
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9
4 7 N 4
1 P 2
4 / N V4 AN 4
10 3 8 3 11
4 4 N 4 N 4 AN 4
3 )] — ] e— 3
2 / N / N / N / N 2
14 == 5 15 6 7
4 4 4

b) El grado de cada nodo se ha in-
dicado en la figura anterior median-
te nimeros pequenos cerca de cada
nodo. La suma de los grados serd

b) El grau de cada node s’ha indicat en la figu- :
ra anterior mitjangant nombres petits prop de |
cada node. La suma dels graus sera 3

$S=3-3-443-243-6=3(124+2+6) =60.

c) Segun el teorema de FEuler, como
todos los nodos tienen grado par,
necesariamente tiene que haber un
circutto euleriano. Por tanto, la

c) Segons el teorema d’Euler, com que tots els 3
1 respuesta es que si. FEriste un re-

nodes tenen grau parell, necessariament hi ha
d’haver un circuit euleria. Per tant, la respos-
ta és que si. Existeix un recorregut (circular)
euleria. Per a trobar-ne un cal procedir per ins-
peccié. Se’n mostra un en la figura segiient.

corrido (circular) euleriano. Para
encontrar uno hay que proceder por
inspeccion. Se muestra uno en la
figura siguiente.
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c) Per a veure si existeix o no algun recorregut
hamiltonia només podem procedir per inspec-
ci6. Bs relativament facil trobar un recorregut
hamiltonia si recorrem el graf per files (en sen-
tits alternats) comengant pel node 14 i acabant
en el 9. També podem recérrer aquest mateix
cami de manera simeétrica (comengant pel 7), i
cada un dels dos de manera inversa (comengant
pel 9). I també podriem intercanviar el costat
horitzontal del triangle per qualsevol dels altres
dos en tots els recorreguts anteriors.

Trobar un cicle hamiltonia és un poc més en-
tretingut. En la figura segiient es mostren un
cami i un cicle hamiltonians sobre el graf.

9
"
¥y — 2
Va_ avo Va . \§
10— 8 —311
V O gV Vel gV Ve oY
) — 12 — 4 —13
o T e Y e YN /
48— 58— 58— 6 —— 7 14

Cami hamiltonia:
Camino hamzaltoniano:

(14,5,15,6,7,13,4,12,3,10,8,11,2,1,9)

Ciclo hamiltonia:
Cticlo hamiltoniano:

(14,5,15,6,7,13,4,12,8,11,2,9,1,10, 3,14)

9
7/ N
1T —N
7 AN / AN
10— 8 == 11
— 1@ — 4 — 13
S5 —— 15— 6 —=27
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c) Para ver st eziste o no algun re-
corrido hamzilotniano sélo podemos
proceder por inspeccién. Es relati-
vamente fdcil encontrar un recor-
rido hamiltoniano st recorremos el
grafo por filas (en sentidos alter-
nos) comenzando por el nodo 14 y
acabando en el 9. También podemos
recorrer este mismo camino de ma-
nera sitmétrica (comenzando por el
7), y cada uno de los dos de mane-
ra inversa (comenzando por el 9).
Y también podriamos intercambiar
el lado horizontal del tridngulo por
cualquiera de los otros dos en todos
los recorridos anteriores.

Encontrar un ciclo hamiltoniano es
un poco mds entretenido. En la fi-
gura sigutente se muestran un ca-
mino y un ciclo hamiltonianos so-
bre el grafo.

Demostra per induccié que el nombre maxim

de fulles en un arbre binari de n nodes és com
o . - —

a molt [Z]. Quin seria el minim?

Problema 4.5:

[maxFulles]

Demuestra por induccion que el
numero mdzrimo de hojas en un
drbol binario de n nodos es co-
mo mucho [5]. ;Cudl seria el
minimo?

Bl

©) Francesc J. Ferri
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Un arbre binari buit té zero fulles i un arbre | Um drbol binario vacio tiene cero

, B . I hojas y un drbol de un nodo tiene
d’un node en té una. Es compleix, doncs, que

una. Se cumple pues que

on f, és el nombre maxim de fulles d'un arbre | 20nde fn es el nimero mdzimo de
hojas de un drbol binario de n no-

binari de n nodes.

dos.

o< e

' Cualquier drbol binario de n nodos
I (m>0), Ay, esta formado por dos
| subdrboles de tallas estrictamente

HI

Pl

Qualsevol arbre binari de n nodes (n > 0), A,
és format per dos subarbres de talles estricta-
ment menors que n de manera que entre tots mEndres quie 1 de manera gue entre

dos sumen n — 1 nodes. los dos suman n— 1 nodos.

Siga f(A) el nombre de fulles de qualsevol arbre
A. Aleshores,

Sea f(A) el numero de hojas de cu-
algquier drbol A. Entonces,

fn = max f(A,) = L (flesq(An)) + f(dre(An))) <

n

(HD) —f—
< max (fe —|—fn,e*1) S max (’VE—l + ’Vn—“—‘) 5

T 0<i<n T 0<t<n—1 2

. . ' En el caso que { sea par tenemos
En el cas que { siga parell tenim que ! 1 il

que
L | n—{—1 _g+ n—1 g<[n“
2 2 B 2 T2
I si és senar tenim també que } Y si es tmpar tenemos también que
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3+ [ = -

O siga, que tenim una fita superior per a f,
independent de {, i per aix0 podem assegurar
que

n
W3]

‘
Una vegada completat el pas d’induccié on s’ha |
considerat qualsevol arbre binari d’un o més no- 3
des, podem concloure que l'inic cas base es-
trictament necessari en aquesta demostracié és
n = 0. 3

El nombre minim de fulles en un arbre binari
de n nodes és 1, que es correspon amb un arbre 3
binari degenerat on cap dels nodes té dos fills. |

215

€+

-I31

O sea, que tenemos una cota supe-
rior para f, independiente de {, y
por eso podemos asegurar que

Una vez completado el paso de in-
duccién donde se ha considerado
cualquier drbol binario de uno o
mds nodos, podemos concluir que el
Unzco caso base estrictamente nece-
sario en esta demostraciéon es n =

0.

El numero minimo de hojas en un
drbol binario de n nodos es 1, que
se corresponde con un drbol binario
degenerado donde ningun nodo tie-
ne dos hijos.

Problema 4.6:

Un arbre binari és o esta coix si és format per
una arrel d’on pengen dos arbres coixos de ma-
nera que la profunditat de ’esquerre és la mei-
tat de la del dret.

1
a) Converteix l’anterior descripcié informal en |
|

una definicié recursiva formal utilitzant logica i |
) |

la notacié que cregues oportuna. |

b) Posa exemples d’arbres coixos d’almenys 3
profunditats diferents.

[arbresCoixos]

Un drbol binario es o estd cojo st
estd formado por una raiz de la que
cuelgan dos drboles cojos de manera
que la profundidad del 1zquierdo es
la matad que la del derecho.

a) Convierte la anterior descrip-
cion informal en una definicién re-
curswva formal utilizando l6gica y la
notacién que creas oportuna.

b) Da ejemplos de drboles cojos de
al menos 3 profundidades diferen-
tes.

©) Francesc J. Ferri
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Primero contestaremos a) de ma-
nera informal (pero precisa), dan-

Primer contestarem a) de manera informal |
. do los ejemplos que se piden en b).

(pero precisa), donant els exemples que es de-
manen en b). I després donarem les definicions
formals que es demanen en a).

Y después daremos las definiciones
formales que se piden en a).

b) Nos ayudard a decidir primero
cudl es el drbol mds pequeno que
puede ser cojo. La opcién mds
l6gica es considerar el arbol vacio,
(), como cojo, porque entonces un

b) Ens ajudara a decidir primer quin és ’arbre |
3 drbol de un sélo nodo (del cual cu-

més menut que pot ser coix. L’opcié més logica
és considerar I'arbre buit, (), com a coix, per-
que aleshores un arbre d’un sol node (del qual
pengen 2 subarbres buits, ja que sén arbres bi-
naris) sera evidentment coix, ja que 0 és la mei-
tat de 0. Amb aix0 ja tindriem 2 dels exemples
que demana b):

elgan 2 subdrboles vacios, ya que
son drboles binarios) serd euviden-
temente cojo, ya que 0 es la mitad
de 0. Con esto ya tendriamos 2 de
los ejemplos que pide b):

2
I
=

A]E /O\

. N Para poder continuar hay que de-
Per a poder continuar cal decidir si interpretem T Tk .
ctdir st interpretamos mitad como

|
:
- o el o . !
meitat com a divisi6 entera, [5], o com a divi- | giision entera, 12], o como di-
., . . I o E
si6 arredonida per dalt, [5]. En el primer cas, ' visién redondeada por arriba, [5].
|
|
|
|
|
|

els segiients arbres coixos que podriem formar : Zn el primer caso, los sigurentes
serien arboles cojos que podriamos formar

serian

Al = /O\o Al = /{%@ Al = %

que cumplirian la condicién de ser
cojos, ya que las profundidades de
los subdrboles de las raices cumplen
que

que complirien la condicié de ser coixos, ja
que les profunditats dels subarbres de les arrels |
compleixen que ;

OZI_%L 1:|.%J’ 1:|_%J7
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y todos los subdrboles implicados

i tots els subarbres implicats sén coixos. )
son cojos.

La definicié recursiva en aquest primer cas ' La definicidn recursiva en este pri-
, R . . . | L .
nomeés requereix un cas base i es podria escriure ' mer caso sélo requiere un caso base
|
1

com y se podria escribir como

A= 0

L= A sin>1

/ /
iz Aw

' En cambio, en el segundo caso en
I que la mitad se redondea por arriba
| ol . e s

i los sigutentes drboles serian

En canvi, en el segon cas en que la meitat s’ar-
redoneix per dalt els segiients arbres serien

A= A AY= /{?% A

i en les seues arrels es compliria ara 'y en sus raices se cumpliria ahora
1 2 3
1=T31, 1=T151, 2=1T3].
En el segon cas la definicié recursiva seria ales- | En el segundo caso la definicién re-

hores cursiva seria entonces

[/ —
A.O =
"

n+1

0
/O\ sin>1

" /A
3 Aa
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Tant en un cas com en ’altre hi ha un dnic arbre
coix per cada enter no negatiu: Ay, Aj, Ay, ....
I resulta que el subindex es correspon amb la
profunditat de cada arbre.

Que passaria si comencarem amb A; com
a cas base?

En el segon cas, res. Només caldria explicitar
com a (unic) cas base

i la seqiiéncia d’arbres seria ara A, A},...

En canvi, en el primer cas necessitariem definir

tant A; com A} com a casos base. Aixo és
b . , N /

perque en el primer cas A; depen de A, que ara

no seria coix.

Aleshores tenim 2 opcions per a definir el cas
base. I altres 2 per al cas recursiu. En total
(variacions amb repeticié de 2 elements agafats
de 2 en 2), 4 definicions possibles lleugerament
diferents.

Podem visualitzar graficament les diferencies
entre les diferents definicions recursives si di-
buixem els corresponents arbres de recursié per
al cas d’arbres coixos de 4 nodes.
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Tanto en un caso com en el otro hay
un unico drbol cojo por cada ente-
ro no negatwo: Ag,A1,A2,.... Y
resulta que el subindice se corres-
ponde con la profundidad de cada
drbol.

;Qué pasaria si comenzaramos
con A; como caso base?

En el sequndo caso, nada. Sélo
habria que ezxplicitar como (unico)
caso base

y la secuenctia de drboles seria aho-
ra A{,A%,...

En cambio, en el primer caso nece-
sitariamos definir tanto Aj como
A/, como casos base. Esto es por-
que en el primer caso A} depende
de A} que ahora no seria cojo.

Entonces tenemos 2 opciones para
definir el caso base. Y otras 2 para
el caso recursivo. En total (variaci-
ones con repeticiéon de 2 elementos
tomados de 2 en 2), 4 definiciones
postbles ligeramente diferentes.

Podemos wvisualizar grdficamente
las diferencias entre las diferentes
definiciones recursivas st dibujamos
los correspondientes drboles de re-
cursion para el caso de drboles cojos
de 4 nodos.

Matematica Discreta i1 Logica
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En la figura es mostren els dos arbres de recur-
sié segons cada una de les definicions recursives
en funcié de com s’interprete la meitat d’un en-
ter. S’han marcat les parts dels arbres que sén
diferents.

També s’ha indicat per on s’hauria de retallar
cada arbre en el cas que no es considerara el cas
n = 0. En el cas de la dreta totes les fulles es
correspondrien amb l'arbre A;. Pero en el de
I’esquerra, tenim fulles amb A; i amb A, els
dos possibles casos base.

Considerarem a partir d’aci només la primera
definicié que té en compte l’arbre buit (n = 0)
i arredoneix per baix. Es a dir, arbres de recur-
sié com el de 'esquerra de la figura anterior al
complet.

La definicié formal podria constar de dues afir-
macions (cas base i cas recursiu):

) és coix
es cojo

Il

C.B. Ao

©) Francesc J. Ferri
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En la figura se muestran los dos
drboles de recursion segun cada una
de la definiciones recursivas en fun-
cién de como se interprete la mitad
de un entero. Se han marcado las
partes de los drboles que son dife-
rentes.

También se ha indicado por dénde
se tendria que recortar cada drbol
en el caso de que no se considerara
el cason =0. En el caso de la de-
recha todas las hojas se correspon-
derian con el drbol A{. Pero en el
de la 1zquierda, tenemos hojas con
Al y con A}, los dos posibles casos
base.

Consideraremos a partir de aqui
sélo la primera definicion que tie-
ne en cuenta el drbol vacio (n=0)
y redondea por abajo.

La definicion formal podria constar
de dos afirmaciones (caso base y ca-
S0 Tecursivo):
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A és de la forma o b
es de la forma A, Ay

C.R. VA, Aéscoix sii ¢ A, A4 sén coixos ,
€s cojo son cojos

P(Ac) = [254),

' donde p: A — Z* es una funcidn
. que mnos da la profundidad de cual-
| quier drbol, A € A.

on p:.A— Z" és una funcié que ens dona la
profunditat de qualsevol arbre, A € A.

A AP Observamos que mno se dice
Observem que no es diu explicitament en cap

lloc que A siga binari. Perd és que l'anterior | A seq binario. Pero es que la

1
| ezplicitamente en ningun sitio que
|
1
. b, .y, 5 A I . I . . .0,
definici6 sense la condicio6 de les profunditats és ' anterior definicidn sin la condicion
|
1
|
|
|
|

de las profundidades es en realidad
una definicion recursiva de drbol

en realitat una definicié recursiva d’arbre
binari! T 1
binarto!

Por eso, se puede dar también una
definicién alternativa sabiendo que

Per aixo0, es pot donar també una definicié al- |
| todo drbol binario (excepto el vacio)

ternativa sabent que tot arbre binari (llevat del

buit) ha de tenir un subarbre esquerre i un sub- tiene que tener un subdrbol izquier-

arbre dret: do y un subdrbol derecho:
C.B. Ay=0 éscoix ,
es cojo
e(A),d(A) sén coixos |,
C.R. VA € Ag\{0}, A és coix sii SO;’LACO]OS
ge coic ple(A)) = [24AY ),

donde Ag es el conjunto de todos

on Ag és el conjunt de tots els arbres binaris i | ) L
i los drboles binarios y

e,d:AB%AB

son funciones que nos dan cada
subdrbol de cualquier drbol binario
no vacio, A € Ag\{0}.

sén funcions que ens donen cada subarbre de
qualsevol arbre binari no buit, A € Ag\{0}.
Si volguérem utilitzar explicitament predicats, | St quisiéramos utilizar explicita-

dri . mente predicados, podriamos escri-
podriem escriure:

bir:
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coix(0) AN

VA #£ 0, coix(A) sii {binari(A) A

(HE) D) Pd) esq(A> E) AN dTe(A> E) /\PT(D> Pd) /\pT(E, LEJ )>} )

on ara esq, dre i pr sén predicats equivalents a
les funcions anteriors. I A,E,D, P4 sén varia-
bles que representaran arbres i enters, respecti-
vament.

Alternativament, també podem expressar la :
mateixa definicié amb molt poca notacié perd |
igual de formalment de la segiient manera: ;

e [’arbre buit és coix. !

e Tot arbre no buit és coix sii
— és binari,
— la profunditat del seu subarbre es-

querre és |5 |, on p és la profunditat 3

del seu subarbre dret,

— I a més a més tots dos subarbres sén
Coixo0s.

221

2

donde ahora esq,dre y pr son pre-
dicados equivalentes a las funciones
anteriores. Y A E, D, P4 son varia-
bles que representardn darboles y en-
teros, respectivamente.

Alternativamente, también pode-
mos ezxpresar la misma definicion
con muy poca notacién pero igual
de formalmente de la siguiente ma-
nera:

e FEl drbol vacio es cojo.

e Todo drbol no vacio es cojo
sii

— es binario,

— la profunditat de
subdrbol izquierdo es
%], donde p es la pro-
fundidad de su subdrbol

derecho,

SU

— Y ademds los dos sub-
drboles son cojos.

Problema 4.7:

Siga N,, el nombre d’arbres binaris diferents de
n > 0 nodes. Tenim per a n < 3 que

©) Francesc J. Ferri

[arbresDiferents]

Sea N, el numero de darboles bina-
rios diferentes de n > 0 nodos. Te-
nemos para n < 3 que

Agost 2022
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>
l“/‘;;i Nt N

o ?

I podem establir les seglients relacions on
representa tots els arbres de n nodes.

a) Descriu i explica el raonament recursiu ante-

|
|
rior i arriba a una definicié recursiva per a N,,, .
|
b) Calcula els valors Ny i Ns. !

|

CAPITOL 4. GRAFS I ARBRES

N3=5

A

TL

—_—— =

Y podemos establecer las siguientes
relactones donde representa to-
dos los drboles de n nodos.

a) Describe y ezplica el razonamsi-
ento recursiwo antertor y llega a
una definicién recursiva para N,
b) Calcula los valores Ny y N5.

Només observant la série hauria de ser facil ar-
ribar a:

Sdlo observando la serie deberia se-
er fdcil llegar a:

i fins i tot arribar a calcular els corresponents
valors com a

1
Perd és molt més important descobrir per queé: |
|

Ny=5+2+2+5=14,
Ns=14+5+2-2+5+14 =42.

e wncluso llegar a calcular los cor-
respondientes valores como

Pero es mucho mds importante des-
cubrir por qué:

Tot arbre binari de n > 1 nodes (llevat del
cas n = 0) és necessariament format per una |
arrel i dos subarbres que, entre tots dos, han
de contenir els restants n — 1 nodes. 3

Todo drbol binario de n > 1 no-
dos (excepto en el cason =0) estd
necesariamente formado por una
raiz y dos subdrboles que, entre los
dos, tienen que contener los res-
tantes n — 1 nodos.

Versié 2.4b
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;Y de cuantas maneras pueden los
) p
I de quantes maneres poden els 2 subarbres (que 2 subdrboles (que son distinguibles

son distingibles en un arbre binari) repartir- | en wn drbol binario) repartirse los

se els n — 1 nodes? Aix0 sén parells ordenats 3 n —1 nodos? Eso son pares orde-
' nados de enteros diferentes meno-
. res que n (incluyendo el cero). En
3 total, n,

d’enters diferents menors que n (incloent-hi el
zero). En total, n.

(Tl—1»0))(n—Z,U’(n—3)2)»--->(1an—2)»(0>T1—1)-

O, en general } O, en general

Ny
—

] [

I quants arbres corresponen a cada parell d’en-
ters?

¢ Y cudntos drboles corresponden a
cada par de enteros?

St el subdrbol 1zquierdo tiene k no-
dos, habrd Ny opciones para com-
pletarlo. Y otras N__1 opctones
para el derecho. Por el principio
del producto, para cada valor de
k tendremos entonces Ny X Ny _x_1
opciones. Y el total serd la suma
para todo valor de k (por el princi-
pio de la suma),

Si el subarbre esquerre té k nodes, hi haura Ny
opcions per a completar-lo. I altres N,, _; op-
cions per al dret. Pel principi del produc-
te, per a cada valor de k tindrem aleshores
Ny X Nn_7 opcions. I el total sera la suma
per a tot valor de k (pel principi de la suma),

n—1
Nn - Z Nan—k—h
k=0

qgue juntament amb el cas base, Ng = 1, ens duu
a la definicié recursiva,

que junto con el caso base, Ny =1,
nos lleva a la definicién recursiva,

No =0,
Np =Y 10 NeN g, V> 1.

' En este caso, la definicidn recursiva
i la podemos expresar también sim-
|

i plemente como

En aquest cas, la definicié recursiva la podem
expressar també simplement com a

(©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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n—1

Np=> NiNp i1, V120,

k=0

ya que el caso base (n =0) se cor-

. . !

ja que el cas base (n = 0) es correspondria amb S , g
) respondema con un sumatorio vacto
|

|

un sumatori buit que és igual a zero. TIENESY: i XaNee o)

Els successius valors de la funcié es poden cal-
cular com a:

Los suceswos valores de la funcidn
se pueden calcular como:

No =0,
11
N1ZM M :1>
11 1L
N =N - Ng + N D =2,
2 2
Ny=MNs 14+1-141-N =5,
5 2 2 5
Ny =D - T+MN 141D +1-MNg =14,

14

14 5 5
Ns =N - T4+D - 1+42-241-D +1-MNg =42

.z . ; y Z
Els valors d’aquesta successié es coneixen en la | L0S valores de esta sucesion se

. | conocen en la literatura como los
literatura com els nombres de Catalan. |

nimeros de Catalan.
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4.5 Problemes proposats

225

Problemas Propuestos

Problema 4.8:

Considera el graf de la figura i calcula: a) els
graus de tots els nodes, b) la matriu d’ad-
jacéncia, ¢) un recorregut que passe pel maxim
d’arcs sense repetir-ne cap, d) un recorregut que
passe pel maxim de nodes sense repetir-ne cap,
e) un arbre d’extensié que siga binari i un altre
que siga ternari, i f) digues quants cicles dife-
rents conté el graf i quins sén.

[grafSobre]

Constdera el grafo de la figura y
calcula: a) los grados de todos los
nodos, b) la matriz de adyacen-
cia, ¢) un recorrido que pase por el
mdzimo de arcos sin repetir ningu-
no, d) un recorrido que pase por el
mdximo de nodos sin repetir ningu-
no, e) un drbol de extensién que sea
binario y otro que sea ternario, y
f) di cudntos ciclos diferentes con-
tiene el grafo y cudles son.

Siga G el graf de la figura. a) Digues quants cli-
ques (grafs totalment connexos) diferents conté
G. b) Calcula un recorregut hamiltonia en G
(o explica per qué no n’hi ha). c) Calcula un
recorregut euleria en G (o explica per qué no
n’hi ha). d) Digues quants cicles té el recorre-
gut anterior. e) Calcula un recorregut euleria
sense cicles en G (o explica per que no n’hi ha).

©) Francesc J. Ferri

Problema 4.9:

[grafRomb]

Sea G el grafo de la figura. a) Dz
cuantos cliques (grafos totalmen-
te conezos) diferentes contiene G.
b) Calcula un recorrido Hamiltonz-
ano en G (o ezplica por qué no hay
ninguno). c¢) Calcula un recorri-
do Eulertano en G (o ezplica por
qué no hay ninguno). d) Di cuan-
tos ciclos tiene el recorrido anteri-
or. e) Calcula un recorrido Euler:-
ano sin ciclos en G (o explica por
qué no hay ninguno).
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r
Problema 4.10: [grafZ]

Constdera el grafo de la figura y

Considera el graf de la figura i respon a les giies- :
contesta: a) su matriz de adyacen-

|
|
tions: a) La matriu d’adjacéncia. b) Un recor- « . : : .

) T T ] i cta, b) un recorrido Euleriano, st
regut euleria, si existeix; 1 si no, digues per que. eziste. Y si no, di por qué, c) un
c¢) Un camf euleria, si existeix; i si no, digues per | camino Euleriano, si existe. Y st

c 5 | . 3 .

queé. d) Hi ha algun subgraf que continga algun @ 70 di por qué, d) hay algin sub-
|
|
1

! . . grafo que contenga algun ciclo Eu-
cicle euleria? Quants? Quins? X . !
Q Q lertano? Cudntos? Cudles?

Problema 4.11: [components]

Constdera la proposicion de la
pdgina 181 que relaciona los
numeros de modos, arcos y com-
ponentes conezas de un grafo y
demuéstrala por induccion sobre
el niimero de nodos.

Considera la proposicié de la pagina 181 que re-
laciona els nombres de nodes, arcs i components
connexes d’'un graf i demostra-la per induccié
sobre el nombre de nodes.
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r
Problema 4.12: [sumaGrausind]

. .. Demuestra por induccion que la su-
Demostra per induccié que la suma dels graus .
ma de los grados de un drbol terna-

d’un arbre ternari és un nombre parell. Enun- | 1 es un ndmero par. Enuncia for-
cia formalment el que es vol demostrar (usant ' malmente lo que se quiere demos-
Idgica de predicats), justifica el tipus d’inducci6 | a7 (usando légica de predicados),

. L justifica el tipo de induccion © razo-
i raona clarament els diferents passos. .
na claramente los diferentes pasos.

Problema 4.13: [arbresEquilibrats|

I ) ) ) Demuestra por induccién que en
Demostra per inducci6 que en un arbre binarl ' ypn grbol binario equilibrado de n

equilibrat de n nodes, la profunditat, h, és lo- | nodos, la profundidad, h, es lo-

garitmica i com a molt 2lgn. Equivalentment, | 9garitmica y como mucho 2lgn.
Equivalentemente,

Nl

h<2lgn = n>2

©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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A. El
PROLOG--

llenguatge

A.1 Definicions

FEl lenguage
PROLOG--. A

Deﬁnicionesl

Per tal d’il-lustrar conceptes relacionats amb la
logica i la recursié considerarem un llenguatge de
programacié que és un subconjunt (estricte) del
llenguatge de programacié Prolog. Per aquest
motiu anomenarem aquest llenguatge PROLOG--.

Es important subratllar que no es tracta d’un
llenguatge de programacié complet ja que només
es pretén utilitzar la part purament logica
de Prolog. Per aix0 exclourem explicitament
aquells aspectes no logics de Prolog com ara 1'en-
trada/sortida i sobretot 1’'operador tall (cut).

La implementacié que s’ha fet servir per als
exemples i problemes i que es recomana és SWI-
Prolog'. En particular s’ha usat la versié 7.6.4.
No obstant aix0, tots els exemples de PROLOG--
haurien de funcionar perfectament amb qualse-
vol altra implementacié de Prolog.

229

Para ilustrar conceptos relacionados
con la légica y la recursion consi-
deraremos un lenguaje de progra-
macién que es un subconjunto (es-
tricto) del lenguaje de programacién
Prolog. Por este motiwvo llamaremos
a este lenguaje PROLOG--.

Es wmportante subrayar que no se
trata de un lenguaje de programa-
cion completo puesto que sdlo se
pretende utilizar la parte puramen-
te légica de Prolog. Por este motiwo
excluiremos explicitamente aquellos
aspectos no légicos de Prolog como
por ejemplo la entrada/salida y so-
bre todo el operador corte (cut).

La wmplementacién que se ha usa-
do para los ejemplos y problemas y
que se recomienda es SWI-Prolog'.
En particular se ha usado la ver-
ston 7.6.4. Swn embargo, todos los
ejemplos de PROLOG-- deberian fun-
ctonar perfectamente sobre cualqui-
er otra implementacién de Prolog.
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A.1.1 Elements

FElementos

Los componentes de un programa en
PROLOG-- son bdsicamente los mis-
mos que se han definido en la légica
de predicados.

Els components d'un programa en PROLOG-- s6n
basicament els mateixos que s’han definit en la |
logica de predicats. !

D'una banda tenim les constants que poden ser | For una parte tenemos las constan-

de tipus numeric (enter o real) o atomic. Els
nombres enters o reals s’escriuen usant les nota-
cions habituals.

l

I tes que pueden ser de tipo numérico
. (entero o real) o atémico. Los
3 numeros enteros o reales se escriben
' usando las notaciones habituales.

1024 3.14 2.4e-3

Los atomos representan elementos
de cualquier dominio y son ca-
denas de caracteres alfanuméricos
(incluyendo el simbolo subrayado,
“”) que comienzan con una letra
manudscula.

Els atoms representen elements de qualsevol
domini 1 sén cadenes de caracters alfanumerics
“wn

(incloent-hi el simbol subratllat, “_”) que comen-
cen amb una lletra minuscula.

a aaaa aB_c123_Ab

Por otra parte, las variables en
PROLOG-- se escribirdn como cade-

D’altra banda, les variables en PROLOG-- s’es- |
| nas de caracteres alfanuméricos (in-

criuran com a cadenes de caracters alfanumerics

3 “wn
(1nc'loent ") que comencen amb una lletra | .. .4, “7) que comiencen con
majuscula. una letra mayidscula.
[ A X1 Ab_102_X

Eziste una variable especial que es la
variable anénima, “.”, que repre-
sentard una vartable diferente cada

vez que aparezca en una ecrpresion.

Existeix una variable especial que és la variable |
|
anonima, “”, que representara una variable di- |
|
|
|
|

ferent cada vegada que aparega en una expressié.

TAquesta implementacié és de llicéncia piiblica i es pot trobar en https://www.swi-prolog.org
Esta tmplementacidn es de licencta piblica y se puede encontrar en
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A.1. DEFINICIONS

Els atoms, nombres i variables sén els termes
basics o simples en PROLOG--. Perd a banda hi ha
dues maneres d’agrupar termes per a formar-ne
de nous. D’una banda els functors ja introduits
en definir les férmules ben formades en logica de
predicats (pag. 82), i d’altra les llistes, també
introduides en la secci6 3.1.1 (pag. 131).

Els functors tenen un nom com el dels atoms
i un nombre variable d’arguments que han de
ser necessariament termes. També és possible
agrupar termes formant tuples la qual cosa es
pot entendre com un functor sense nom.

231

Los dtomos, nimeros y variables son
los términos bdsicos o simples en
PROLOG--. Pero aparte existen dos
maneras de agrupar términos para
crear otros nuevos. Por un lado los
functores ya introducidos al definir
la formulas bien formadas en l6gica
de predicados (pdg. 82), y por otro
las listas, también introducidas en
la seccion 3.1.1 (pdg. 131).

Los functores tienen un mombre co-
mo el de los dtomos y un numero va-
riable de argumentos que han de ser
necesariamente términos.
es posible agrupar términos forman-
do tuplas en cuyo caso se puede en-
tender como un functor sin nombre.

También

a(b,X) f(a,X,.)

f(a,gX,b))

(a,g(X,b),c)

Una llista és una seqiiéncia de zero o més termes
separats per comes i delimitat per claudators.

Una lista es una secuencia de cero o
mds términos separados por comas y
delimitado por corchetes.

(b,X] [a,X, ] [a,

(X,b], (1]

Una variable o un functor o llista que conté va-
riables és un terme generic, que pot representar
diversos elements d’un determinat domini. En
un moment donat una variable es pot instanci-
ar a qualsevol altre terme, fins i tot a una altra
variable.

©) Francesc J. Ferri

Una wvariable o un functor o lista
que contiene variables es un término
genérico, que puede representar di-
versos elementos de un determinado
domanio. En un momento dado una
variable se puede instanciar a cual-
quier otro término, wncluso a otra
variable.
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Aparte de los términos, el otro
componente bdsico de los progra-
mas en PROLOG-- son los predi-
cados. Un predicado tiene aso-

|
A banda dels termes, l'altre component basic
dels programes en PROLOG-- sén els predi- |
cats. Un predicat té associat un nom (ca- i ciado un nombre (cadena de ca-
dena de caracters alfanumeérics que comenga ' racteres alfanuméricos que comien-
amb mintscula) i una aritat o nombre d’ar- ' za con mindscula) y una aridad
' o ndmero de argumentos asociados.
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

guments associats. Ho escriurem resumidament o :
Lo escribiremos resumidamente co-

com nom/#, on # és 1’aritat del predicat nom. En
el segiient exemple es mostren els predicats aa/3,
aa/21aa/l.

mo nombre/#, donde # es la aridad
del predicado nombre. En el siguien-
te ejemplo se muestran los predica-
dos aa/3, aa/2 y aa/l.

aa(a,X,.) aa(a,g(X,b)) aa(a)

En l6gica de primer orden, los argu-
mentos de un predicado tienen que

En logica de primer ordre, els arguments d'un |
|
|
| ser mecesariamente términos por lo
|
|
|
|
|

predicat han de ser necessariament termes per la
qual cosa no pot haver cap confusié en expressi-
ons com

que no puede haber minguna confu-
S10N en erpresiones como

aa(aa,aa(.),aa(_,.))

1 ix identificad s alh di donde el mismo identificador, aa, es
on el mateix identificador, aa, és alhora predi- al mismo tiempo predicado con ari-

cat amb aritat 3 , atom, functor amb aritat 1 dad 8, dtomo, functor con aridad 1

|
|
|
l

i functor amb aritat 2. De la mateixa manera, 3 y functor con aridad 2. De la mus-
! ma manera, predicados con idéntico
. nmombre y aridad diferente pueden
3 coexistir sin confusion.

predicats amb idéntic nom 1 aritat diferent po-
den coexistir sense confusié.

A.1.2 Estructura

FEstructura

Un programa en PROLOG-- consiste
en la definicién de cero o mds predi-
cados junto con una o mds pregun-

Un programa en PROLOG-- consisteix en la defi-

nicié de zero o més predicats juntament amb una
tas o cuestiones. FEl resultado del

o més qiiestions o preguntes. El resultat del .
! programa estd formado entonces por

programa és format aleshores per les respostes a
les qiiestions, donats els predicats definits. Un
esquema general es mostra en la segiient figura.

las respuestas a las preguntas, dados
los predicados definidos. Un esque-
ma general se muestra en la siguten-
te figura.

Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica



A.1. DEFINICIONS 233
preguntes Interpret respostes
preguntas Intérprete respuestas

!

Base de dades
Base de datos

(fets 1 regles)
(hechos y reglas)

Cada predicat es defineix mitjangant una o més
clausules (de Horn, pag. 65) que poden ser de dos
tipus, fets o regles, i totes dues han d’acabar
amb el simbol “.” (punt).

Un fet és una afirmacié sobre la veracitat d’al-
guna cosa i que pot contenir o no variables.

En PROLOG-- els fets només poden ser formules
atomiques. BEs a dir, han d’estar formats per
un tnic predicat (de qualsevol aritat) juntament
amb tots els seus arguments i sense cap connec-
tiva logica. Aix0d vol dir que en PROLOG-- no
podem afirmar coses com

PVQ, =(PAQ

Si que és possible en canvi afirmar la conjuncié
de diverses coses simplement en afirmar separa-
dament cada una d’elles.

Una regla en PROLOG-- és una implicacié 1’an-
tecedent de la qual és una expressié formada a
partir de predicats usant les connectives “,” (con-
juncié) i “” (disjuncié). El conseqiient en canvi

ha de ser una férmula atomica.
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Cada predicado se define median-
te una o mds cldusulas (de Horn,
pdg. 65) que pueden ser de dos ti-
pos, hechos o reglas, y las dos tie-
nen que acabar con el simobolo “.”

(punto).

Un hecho es una afirmacién sobre la
veracidad de algo y que puede conte-
ner o no variables.

En PROLOG-- los hechos sélo pueden
ser féormulas atémicas. FEs decir,
tienen que estar formados por un
Unico predicado (de cualgquier ari-
dad) junto con todos sus argumen-
tos y sin minguna conectiva légica.
Esto significa que en PROLOG-- no se
pueden afirmar cosas como

S7 que es posible en cambio afirmar
la conjunciéon de wvarias cosas sim-
plemente afirmando separadamente
cada una de ellas.

Una regla en PROLOG-- es una tmpli-
cacion cuyo antecedente es una ezx-
presion formada a partir de predica-
dos usando las conectivas “,” (con-
Juncién) y 4" (disyuncion). El con-
secuente en cambio tiene que ser
una férmula atémaca.
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En les implicacions s’escriu primer el conseqiient
seguit dels simbols “:-” que es llegeixen “si” i a
continuacié l'antecedent, normalment en linies
diferents i indentat respecte del consequient. A
continuacié es mostren exemples tant de fets com
de regles en PROLOG--.

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

En las implicaciones se escribe pri-
mero el consecuente seguido de los

que se leen “si” y
a continuacion el antecedente, nor-
malmente el lineas diferentes y in-
dentado respecto al consecuente. A
continuacion se muestran ejemplos
tanto de hechos como de reglas en
PROLOG--.

“w._n ”

simbolos

1. plou.

2. color(roig).
3. color(gris).

4. trist :- color(roig) .
5. trist :- plou.
6. trist :- color(roig); plou.

En la linia 1 es mostra la definicié del predicat
plou/0. Les linies 2 i 3 il-lustren la definicié
de color/1. Enmn els 3 casos es té una férmula
atomica. En canvi, les linies 4 i 5 constitueixen
una definicié de trist/0 mitjancant regles. En
realitat, ’enumeraci6 de regles (o fets) és equi-
valent a la seua conjuncié per la qual cosa (i en
aplicar la pseudodistributivitat per 'esquerra de
la implicacid) les linies 4 i 5 sén equivalents a la
regla de la linia 6 on l'antecedent és format per
una disjuncio.

En PROLOG-- sempre evitarem 1’'ds de la disjun-
ci6 fins on siga possible i sempre sera preferible
definir predicats usant (la conjuncié de) diverses
regles en lloc d’utilitzar disjuncions en l'antece-
dent.

Versié 2.4b

Enlalinea 1 se muestra la definicion
del predicado plou/0. Las lineas 2 y
3 lustran la definicién de color/1.
En los 3 casos se tiene una férmula
atomica. En cambio, las lineas 4
y 5 constituyen una definicion de
trist/0 mediante reglas.
lidad, la enumeracién de reglas (o
hechos) es equivalente a su conjun-
cién por lo que (aplicando la pseu-
dodistributividad por la izquierda de
la wmplicacién) las lineas 4 y 5 son
equivalentes a la regla de la linea 6
cuyo antecendente estd formado por
una disyuncion.

En rea-

En PROLOG-- siempre evitaremos el
uso de la disyuncion hasta donde sea
postible y siempre serd preferible de-
finir predicados usando (la conjun-
cién de) varias reglas en lugar de
utilizar disyunciones en el antece-
dente.
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En PROLOG-- es pot escriure la negacié d’un pre-
dicat o expressié amb predicats mitjangant el
pseudopredicat not/1 de manera que l'expressié
not (expressiologica) és certa si la veritat de
expressioLogica no es pot demostrar. Cal tin-
dre la precaucié d’envoltar les expressions que
continguen connectives amb parentesis per tal
que el compilador interprete correctament 1’inic
argument de not/1.

En PROLOG-- també evitarem 1'ds explicit de la
negacié ja que aquesta no es correspon exacta-
ment amb la negacié logica.

Una qiiestié o pregunta en PROLOG-- és qualse-
vol expressié formada amb predicats, paréntesis,
conjuncions i disjuncions.

Si 'expressié és tancada, la resposta sera verta-
der o fals. Sil'expressié conté variables (férmula
oberta) la resposta, que podra ser tnica o no,
vindra donada pels valors de les variables que fan
vertadera l'expressio.

En qualsevol cas, quan la contestacié és fals, no
significa necessariament que 1'expressié correspo-
nent a la pregunta siga logicament falsa, siné que
PROLOG-- no ha sigut capag de demostrar la se-
ua veracitat. Aix0 és el que s’anomena negacié
per fallada.

Sintacticament, les preguntes en PROLOG-- es po-
den afegir a les definicions dels predicats o es po-
den introduir de manera interactiva. Només en
el primer cas s’escriuen precedides dels simbols
“.."  BEs a dir, com una regla sense conseqiient.

©) Francesc J. Ferri
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En PROLOG-- se puede escribir
la negacion de wun predicado o
expresién con predicados medi-
ante el pseudopredicado mnot/1
de manera que la expresion
not (expresionlLogica) es cierta st
la verdad de expresionLogica no se
puede demostrar. Hay que tener la
precauciéon de rodear las expresio-
nes que contengan conectivas con
paréntesis para que el compilador
interprete correctamente el unico
argumento de not/1.

En PROLOG-- también evitaremos el
uso ezxplicito de la negacion ya que
ésta mo se corresponde exactamente
con la negacién légica.

Una cuestion o pregunta
PROLOG-- es cualquier ezxpresion
formada con predicados, paréntests,
conjunciones y disyunciones.

en

St la expresion es cerrada, la respu-
esta serd verdadero o falso. Si la ex-
presion contiene variables (férmula
abierta) la respuesta, que podrd ser
unica o no, vendrd dada por los va-
lores de las variables que hacen ver-
dadera la expresion.

En cualquier caso, cuando la contes-
tacién es falso, no significa necesa-
riamente que la expresién correspon-
diente a la pregunta sea légicamente
falsa, sino que PROLOG-- no ha st-
do capaz de demostrar su veracidad.
Esto es lo que se conoce como nega-
cién por fallo.
Sintdcticamente, las preguntas en
PROLOG-- se pueden anadir a las de-
finictones de los predicados o se pu-
eden introducir de manera interacti-
va. Sdlo en el primer caso se escri-
ben precedidas de los simbolos “:-”.
Es decir, como una regla sin conse-
cuente.
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APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

A.1.3 Unificacié i comparacié de termes
Unificacion y comparacion de términos

La igualtat de dos termes qualssevol es pot
comprovar usant l’operador “ L’expressid
termel == terme2 constitueix un predicat i és
cert sii els 2 termes sén logicament idéntics.

”

La unificacié de dos termes que en general con-
tenen variables s’escriu com a termel = terme2.
Aquesta expressié és certa sii existeixen valors
per a les variables dels termes que facen que els

dos termes siguen identics.

L’anomenat algorisme d’unificacié és el que s’en-
carrega de comprovar-la i també de calcular els
conjunts de valors per a les variables. De la ma-
teixa manera que en el cas de la comparacié de
termes, la expressid termel = terme2 constitu-

eix un predicat.

Existeixen també versiéns negades tant per a la
comparacié de termes com per a la unificacié que
s’escriuen com a “\==" 1 “\=", respectivament.

A continuacié es mostren alguns exemples de
unificacié i comparacié de termes.

La igualdad de dos términos cua-
lesquiera se puede comprobar usan-
do el operador La ezpre-
si6n terminol == termino2 consti-

bh__n

tuye un predicado y es cierto s los 2
términos son légicamente idénticos.

La unificacién de dos términos que
en general contienen wvariables se
escribe como terminol = termino2.
Esta expresion es cierta sit exis-
ten wvalores para las wariables de
los términos que hagan que los dos

términos sean tdénticos.

El llamado algoritmo de unificacion
es el que se encarga de comprobar-
la y también de calcular los conjun-
tos de valores para las variables. De
la misma manera que en el caso de
la comparacién de términos, la ez-
presién terminol = termino2 cons-
tituye un predicado.

Existen también wversiones nega-
das tanto para la comparacién de
términos como para la unificacion
que se escriben como “\=="y “\=7,
respectivamente.

A continuacién se muestran algunos
ejemplos de unificacién y compara-
cton de términos.

?- f(a,b)==f(a,b).
true.

?- £f(X,b)==f(a,b).
false.

?7- £(X,b)=f(a,b).
X = a.

Versié 2.4b
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7- £(X,Y,2)=f(Y,X,X).
X=Y,Y=2.

X =
Y =

a, Z =1;
b, Z = 2.

7- £(X,b,2)=f(a,b,1);f(a,Y,Z2)=f(a,b,2).
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Si hi ha més d’un conjunt de valors per a les va-
riables, ’intérpret donara diverses respostes que
caldra obtindre en introduir el caracter “” o
també polsant la barra d’espai del teclat (segons
implementacions). Aquest caracter es mostra en

pantalla o no també segons implementacions.

En I'altim exemple del quadre anterior, la pri-
mera resposta diu que la variable X ha de valdre
(o s’ha d’instanciar a) a i la variable Z a 1, i que
la variable Y pot valdre qualsevol cosa (o pot no
estar instanciada a cap valor) ja que no es diu
res d’ella. En la segona resposta la variable Z ha
d’estar instanciada a 2 i les variables X i Y han
intercanviat els seus papers.

A.1.4 Resolucio

En els exemples anteriors hem vist programes
(interactius) sense cap predicat definit, on les
preguntes es donen com a entrada a l'intérpret
(identificat pel prompt “?-”). No obstant aixo,
la situacié més normal és que el programa con-
tinga diversos predicats la definicié dels quals es
trobe en un arxiu amb extensié “.pl”, com per
exemple
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St hay mds de un conjunto de va-
lores para las variables, el intérprete
dard varias respuestas que habrd que
obtener iwntroduciendo el cardcter
“7” o también pulsando la barra es-
paciadora del teclado (segun tmple-
mentaciones).

En el dltimo ejemplo del cuadro an-
tertor, la primera respuesta dice que
la variable X tiene que valer (o se ti-
ene que wnstanciar a) a y la variable
Z a 1, y que la variable Y puede valer
cualquier cosa (o puede no estar ins-
tanciada a ningun valor) ya que no
se dice nada de ella. En la segunda
respuesta la variable Z tiene que es-
tar instanciada a 2 y las variables X
e Y han wintercambiado sus papeles.

Resolucion

En los ejemplos anteriores hemos
visto programas (interactivos) sin
mingun predicado definido, donde
las preguntas se dan como entra-
da al intérprete (identificado por el
prompt “?-”). Sin embargo, la situa-
cion mds normal es que el programa
contenga varios predicados cuya de-
finicién se encuentra en algun arc-
“°

hiwvo con extensién
ejemplo

.pl”, como por
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% Arxiu ¢

‘prova.pl’’

cotxe (bmv) .

moto (ducati) .

vehicle(reliant).

vehicle(X) :-
cotxe(X).

vehicle(X) :-

moto (X) .

N O O W N

Aquest arxiu es pot carregar en PROLOG-- equiva-
lentment mitjancant qualsevol de les quatre pre-
guntes segiients.

Este archiwo se puede cargar en
PROLOG-- de manera equivalente me-
diante cualquiera de las cuatro pre-
guntas stgutentes.

7-  [proval.
true.

7- [’prova.pl’].
true.

7- consult(prova).
true.

?7- consult(’prova.pl’).
true.

La contestacié és la mateixa encara que pot de-
pendre de diferents implementacions. Si el nom
de l’arxiu (sense extensié) no és (sintacticament)
un atom, aleshores és necessari envoltar-lo amb
cometes simples.

A banda del predicat consult/1, també es poden
fer servir els predicats predefinits 1s/0, pwd/0 i
cd/1 per llistar, comprovar i canviar de directori.

En el cas que ’arxiu continga també preguntes,
aquestes no han de contindre variables no lliga-
des i el seu resultat ha de ser vertader. Altra-
ment, 'intérpret emitira un avis (warning)
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La contestacion es la misma aun-
que puede depender de diferentes
implementaciones. st el nombre
del archwo (sin eztensién) no es
(sintdcticamente) un dtomo, enton-
ces es necesario encerrarlo entre co-
mallas simples.

Aparte del predicado consult/1,
también se pueden usar los predica-
dos predefinidos 1s/0, pwd/0 y cd/1
para listar, comprobar y cambiar de
directorio.

En el caso que el archivo conten-
ga también preguntas, éstas no de-
ben contener variables no ligadas y
su resultado debe ser verdadero. En
otro caso, el intérprete emitird un
aviso (warning).
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Al conjunt de definicions format per fets i regles
que es carrega en l'intérpret se’l coneix com a
base de dades. Una vegada carregats, fets i re-
gles esdevenen axiomes del sistema i es poden fer
preguntes com, per exemple

239

Al conjunto de definiciones formado
por hechos y reglas que se carga en el
intérprete se lo conoce como base de
Una vez cargados, hechos y
reglas se conuvierten en aziomas del
sistema y se pueden hacer preguntas
como, por ejemplo

datos.

cotxe (bmv) .
true.

moto (bmv) .
false.
vehicle(Y).
Y=reliant ;
Y=bmv ;
Y=ducati.
vehicle(X), not(moto(X) ;cotxe(X)).
X=reliant
false.

Quan les preguntes consisteixen en predicats,
PROLOG-- recorre la base de dades de mane-
ra seqilencial i intenta unificar el predicat de
la pregunta amb algun fet o amb el cap (con-
seqiient) d’alguna regla. Si es troba primer un
fet, PROLOG-- respon cert, o amb els valors de
les variables que fan cert el predicat, com en els
exemples anteriors sobre unificacié.
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Cuando las preguntas consisten en
predicados, PROLOG-- recorre la base
de datos de manera secuencial e in-
tenta unificar el predicado de la pre-
gunta con algun hecho o con la ca-
beza (consecuente) de alguna regla.
St se encuentra primero un hecho,
PROLOG-- responde cierto, o con los
valores de las vartables que hacen ci-
erto el predicado, como en los ejem-
plos anteriores sobre unificacion.
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Si el que es troba és (el conseqiient o cap d’) una
regla, aleshores tot ’antecedent esdevé una nova
pregunta i el procés continua recursivament fins
que no queden possibilitats. Cada vegada que
ocorre una unificacié, algunes variables poden
ser instanciades a diferents elements. Si hi ha
més d’una possibilitat, 'interpret anira provant-
les totes si s’obté com a resultat fals o si s’in-

@

trodueix la tecla
positiva.

després d’una contestaciéd

Per exemple, la pregunta “vehicle(Y).” dona-
ria lloc a una primera unificacié amb el fet de la
linia 3 que faria que la variable s’instanciara al
valor “reliant” i provocaria la primera resposta.

Si aleshores polsem “;” l'intérpret torna enrere
(desfa la instanciacié de la variable) i troba una
nova unificacié en la linia 3 (la variable Y s’ins-
tanciaria a la variable X, que continuaria sent una
variable 1liure).

Aix0 donaria lloc a la nova pregunta
“cotxe(X).” que trobaria una dunica unifi-
cacié en la linia 1 que donaria lloc al seu temps
a la segona resposta.

Si tornem a polsar “;” l'interpret tornara enre-
re 1 aquesta vegada trobara una unificacié en la
linia 5 que de la mateixa manera que abans dis-
parara una nova pregunta que donara lloc a una
darrera unificacié en la linia 2 i a la tercera i
iltima resposta.
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Si lo que se encuentra es (el consecu-
ente o cabeza de) una regla, enton-
ces todo el antecedente se conuierte
en una nueva pregunta y el proceso
continua recursivamente hasta que
no queden mds posibilidades. Cada
vez que ocurre una unificacién, al-
gunas variables pueden ser instanci-
adas a diferentes elementos. Si hay
mds de una positbilidad, el intérprete
ird probdndolas todas si se obtiene
como resultado falso o si se introdu-
ce la tecla “;” después de una con-
testacién positiva.

Por ejemplo, la pregunta
‘vehicle(Y).” daria lugar a
una primera unificacién con el

hecho de la linea 3 que haria que
la variable se instanciara al valor
“reliant” y provocaria la primera
respuesta.

“, n
I

St entonces el
intérprete (deshace
la instanciacién de la variable) y
encuentra una nueva unificacion
en la linea 8 (la wvariable Y se
instanciaria a la variable X, que
continuaria
libre).

pulsamos

vuelve atrds

sitendo wuna wariable

Esto daria lugar a la nueva pregun-
ta “cotxe(X).” que encontraria una
unica unificacion en la linea 1 que
daria lugar a su vez a la segunda res-
puesta.

“w, »

pulsar ; el
intérprete volverd atrds y esta vez
encontrard una wunificacion en la
linea 5 que de la misma manera
que antes disparard una nNUevVa
pregunta que lugar a wuna
ultima unificacton en la linea 2 y a
la tercera y ultima respuesta.

St wolvemos a

dard
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Aquest procés és el que es coneix com resolucié
que és en realitat un algorisme de retrocés el fun-
cionament del qual es pot representar de manera
arborescent.

Per exemple, el calcul anterior es pot representar
mitjangant el seguient arbre on les preguntes es
mostren en rectangles emmarcats amb linies i les
respostes en caixes ovalades.

vehicle(Y).
3. vehicle(reliant). 4. vehicle(X):-
l Y=X
cotxe(Y).
Y=reliant

1. cotxe(bmv).

Y=bmv
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Este proceso es lo que se conoce co-
mo resolucion que es en realidad un
algoritmo de wvuelta atrds cuyo fun-
cionamiento se puede representar de
manera arborescente.

Por ejemplo, el cdlculo anterior se
puede representar mediante el si-
gutente drbol donde las preguntas se
muestran en rectdngulos enmarca-
dos con lineas y las respuestas en ca-
jas ovaladas.

6. vehicle(X):-

Y=X

moto(Y).

1. moto(ducati).

Y=ducati

A.2 Predicats recursius en PROLOG--

Predicados recursivos en PROLOG--

La potencia de PROLOG-- com a llenguatge de
programacio rau en la unificacié, la resolucié i en
la recursié. Considerem el segiient predicat i les
contestacions de l'interpret a algunes preguntes.

La potencia de PROLOG-- como len-
guaje de programacion recae en la
unificacién, la resolucion y en la re-
cursion. Consideramos el siguien-
te predicado y las contestaciones del
intérprete a algunas preguntas.

1. | simple(a).
2. | simple(X-a) :-
3. simple(X) .

©) Francesc J. Ferri
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7- simple(a).
true.

7- simple(b).
false.

7- simple(a-a-a).
true.

7- simple(Y).
Y =a ;
Y = a-a ;
Y = a-a-a

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

Es tracta d'un predicat recursiu unari ’argu-
ment del qual sén expressions formades amb
I’atom a i 'operador “-”. Quan es fa la pre-
gunta “simple(a-a-a).”, l'intérpret la unificara
amb la regla de la linia 2 la qual cosa porta a
que X=a-a i a que es dispare la nova pregunta
“simple(a-a).”. A continuacié es tornaria a re-
petir el mateix i aleshores la nova pregunta seria
“simple(a).”, que ja no s’unificaria amb la regla
sin6 amb el fet de la linia 1.

En canvi si li fem a linterpret la pregunta
“simple(Y).”, es trobaria la unificacié en la linia
1 la qual cosa provocaria la primera resposta:
Y=a. Si polsem “;” l'intérpret trobara a continu-
acié la unificacié amb la regla de la linia 2 que
donara lloc a que Y=X-a i a que es llance 'an-
tecedent, “simple(X).”, com a (nova) pregunta
la resposta de la qual sera X=a. Combinant la
unificacié amb la resposta es té que Y=a-a, que
seria la segona resposta. De la mateixa manera
es produiria la tercera resposta, la quarta, etc.

Versié 2.4b

Se trata de un predicado recursivo
unario cuyo argumento son ezrpre-
stones formadas con el dtomo a y
el operador “-”. Cuando se ha-
ce la preqgunta “simple(a-a-a).”, el
intérprete la unificard con la regla de
la linea 2 lo que lleva a que X=a-a
y a que se dispare la nueva pre-
gunta “simple(a-a).”. A continu-
acion se volveria a repetir lo mismo
y entonces la nueva pregunta seria
“simple(a).”, que ya no se unifi-
caria con la regla sino con el hecho
de la linea 1.

En  cambio st le  hacemos
al intérprete la pregunta
“simple(Y).”, se encontraria

la unificacion en la linea 1 lo que
provocaria la primera respuesta:
Y=a. St pulsamos “;” el intérprete
encontrard a continuacién la unifi-
cacion con la regla de la linea 2 que
dard lugar a que Y=X-a y a que se
lance el antecedente, “simple(X).”,
como (nueva) pregunta cuya res-
puesta serd X=a.
unificacion con la respuesta se tiene
que Y=a-a, que seria la segunda
respuesta. De la misma forma se
produciria la tercera respuesta, la
cuarta, etc.

Combinando la
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A.2.1 Predicats recursius sobre enters

Predicados recursivos sobre enteros

‘
L’exemple anterior funcionaria exactament igual
si canviarem l’atom a per ’enter 1 (o qualse- 3
vol altre). I també si canviem el simbol “-” per
“+7 per exemple. Aquestes expressions no signi- |
fiquen en principi res per a PROLOG--. Si volem 3
utilitzar expressions aritmétiques i fer calculs
amb nombres cal avaluar-los. 3
‘

‘

El mecanisme basic per avaluar expressions en !
PROLOG-- és l'operador “is”, que avalua l'ex-
pressié de la part dreta a un valor (enter o real) 3
i despreés intenta unificar aquest valor amb la
part esquerra. l

El ejemplo anterior funcionaria
ezactamente igual st cambidramos
el dtomo a por el entero 1 (o cu-
alqguier otro). Y también si cam-
bitamos el simbolo por
por ejemplo. Estas expresiones
no significan en principto nada pa-
ra PROLOG--. St queremos wutili-
zar expresiones aritméticas y hacer
cdlculos con niumeros es mnecesario
evaluarlos.

“_n wy n
_ ‘+ 5

El mecanismo bdsico para evaluar
ezprestones en PROLOG-- es el ope-
rador “is”, que evalua la expresién
de la parte derecha a un valor (ente-
ro o real) y después intenta unificar
este valor con la parte izquierda.

7- 2 is 1+1.
true.
7- X is 1+1.
X = 2.
?7- 2 is X+1.
ERROR: Arguments are not sufficiently instantiated ...
7- X=1,2 is X+1.
X=1.
7- X=a,2 is X+1.
ERROR: Arithmetic: ‘a/0’ is not a function

J

Com es dedueix dels exemples, la part dreta no
pot contindre variables sense instanciar (a un va-
lor numeric). Considerem el predicat simplel/3
com una extensié de 'iltim exemple.

Como se deduce de los ejemplos, la
parte derecha no puede contener va-
riables sin instanciar (a un valor
numérico). Consideremos el predi-
cado simplel/3 como una extension
del dltimo ejemplo.

1 simplel(a,1,ata).

2. | simplel(X-a,N,Y+a+ta) :-
3. simplel(X,N1,Y),

4 N is Ni1+1.

©) Francesc J. Ferri
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?7- simplel(a-a,N,R).
N =2,
R = atata+a.

7- simplel(Z,N,atatata+ata).
Z = a—a-a,
N = 3.

?7- simplel(Z,2,R).
Z = a-a,
R = atatata ;
ERROR!!'!'!

APENDIX A.

EL LLENGUATGE PROLOG--

L’esquema recursiu és el mateix que abans pero
ara després de cada “crida” recursiva s’incremen-
ta en 1 el valor del segon argument. En la prime-
ra pregunta, el primer argument és una entrada
1 PROLOG-- calcula com a sortida els valors de N
i R. En la segona pregunta els arguments segon i
tercer intercanvien els seus papers.

En la tercera pregunta, només el segon argument
té un valor. Com es pot veure, PROLOG-- contes-
tairoman a l’espera. Isipolsem “;” es produeix
un bucle infinit. Aix0 és per que les pregun-
tes que dispara la regla sempre poden unificar-se
amb la mateixa regla, “X=X-a, N1=N,Y=Y+a+a.”.
Per tant, no s’instancia cap variable i el procés
continua indefinidament. La primera resposta es
produeix per que la primera vegada que es dis-
para, s’obté la unificacié “X=a, N1=1, R=a+a.”
en la linia 1. Si en l'arxiu escriguérem primer la
regla i després el fet obtindriem directament el
bucle infinit.

Es possible modificar el predicat per a que res-
ponga correctament a preguntes com l’anterior.

Versié 2.4b

El esquema recursivo es el mismo
que antes pero ahora después de ca-
da “llamada” recursiva se incremen-
ta en 1 el valor del segundo argu-
mento. En la primera pregunta, el
primer argumento es una entrada y
PROLOG-- calcula como salida los va-
lores de N y R. En la segunda pregun-
ta los argumentos sequndo y tercero
intercambian sus papeles.

En la tercera pregunta, sélo el segun-
do argumento tiene un wvalor. Co-
mo se puede ver, PROLOG-- contes-
ta y queda a la espera. Y st pul-
samos “;” se produce un bucle in-
finito. Esto es por que las pregun-
tas que dispara la regla siempre pu-
ede unificarse con la misma regla,
“X=X-a, N1=N,Y=Y+a+a.”.
to, no se instancia ninguna variable
y el proceso continua indefinidamen-
te. La primera respuesta se produce
por que la primera vez que se dis-
para, se obtiene la unificacion “X=a,
Ni=1, R=a+a.” enlalinia 1. Sien el
archiwvo escribiésemos primero la re-
gla y después el hecho obtendriamos
directamente el bucle infinito.

Por tan-

E's posible modificar el predicado pa-
ra que responda correctamente a
preguntas como la anterior.
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1. | simple2(a,1,ata).
2. | simple2(X-a,N,Y+a+ta) :-
3. N>1.
4. N1 is N-1.
5. simple2(X,N1,Y),
?7- simple2(Z,2,R).
Z = a-a,
R = a+a+a+a.

La diferéncia entre els dos predicats és subtil.
La identificacié entre les variables N i N1 és exac-
tament la mateixa. Perd abans es calculava N
en funcié de N1 despres de la recursid, i ara es
calcula N1 en funcié de N abans de la recursié.
D’aquesta manera, ara és el segon argument el
que controla la recursié la qual cosa obliga a que
aquest sempre estiga instanciat (si no, es pro-
duira sempre un error en la linia 4). L’altra di-
feréncia important és que ara cal afegir la condi-
ci6 de la linia 3 per a que el fet i la regla siguen
casos mutuament exclusius.

Es interessant comentar que aquesta necessitat
d’instanciacié no s’aplica al predicat simplel/3
ja que una pregunta com “simple(Z,N,R).”
és perfectament valida com ho era la pregunta
“simple(Y).”. Totes dues donen lloc a infinites
respostes perd no a un bucle infinit.

©) Francesc J. Ferri

La diferencia entre los dos predica-
dos es sutil. La identificacion entre
las variables N y N1 es exactamen-
te la misma. Pero antes se calcula-
ba N en funcién de N1 después de la
recursion, y ahora se calcula N1 en
funcién de N antes de la recursion.
De esta manera, ahora es el segundo
argumento el que controla la recur-
sién lo cual obliga a que éste siem-
pre esté instanciado (st no, se pro-
ducird siempre un error en la linea
4). La otra diferencia importante es
que ahora hay que anadir la condi-
cién de la linea 8 para que el hecho y
la regla sean casos mutuamente ez-
clusivos.

Es
esta

interesante  comentar  que

necestdad de  instancia-
aplica al predicado
simplel/3 ya que una pregunta
“simple(Z,N,R).” es
fectamente wvdlida como lo era la
pregunta “simple(Y).”. Las dos
dan lugar a infinitas respuestas pero
no a un bucle infinito.

cién no se

como per-
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Hi ha molts exemples de predicats recursius on
la recursié depén d’un argument enter. Sempre
s’han d’afegir les condicions que calga per a as-
segurar que els diferents casos, recursius i no re-
cursius siguen muituament exclusius. També s’ha
de parar atencio a fer els calculs relacionats amb
la variable de la que depén la recursié abans de
gualsevol referéncia recursiva.

Tots els exemples del capitol 3 corresponen a
aquest cas. Normalment, hi ha un argument en-
ter que controla la recursié, i els altres arguments
poden ser d’entrada (dades que es necessiten per
poder fer els calculs) o de sortida (resultats del
procediment recursiu que o bé s’instanciaran a
una variable o bé es compararan mitjangant uni-
ficacié amb un valor donat.

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

Hay muchos ejemplos de predicados
recursiwos donde la recursion depen-
de de un argumento entero. Siem-
pre hay que anadir las condiciones
que sean necesarias para asegurar
que los diferentes casos, recursivos y
no recurswos sean mutuamente ezx-
clusivos. También hay que fijarse en
hacer los cdlculos relacionados con
la variable de la que depende la re-
cursion antes de cualquier referen-
cla recursiva.

Todos los ejemplos del capitulo 3
corresponden a este caso.
mente, hay un argumento entero que
controla la recursion, y los otros
argumentos pueden ser de entrada
(datos que se necesitan para poder
hacer los cdlculos) o de salida (re-
sultados del prodedimiento recursivo
que o bien se instanciardn a una va-
riable o bien se comparardn median-
te unificacién con un valor dado.

Normal-

A.2.2 Predicats recursius sobre llistes
Predicados recursivos sobre listas

Les llistes sén la manera en que PROLOG-- pot
representar informacié estructurada. D’entrada
les llistes tenen ja una definicié recursiva:

Las listas son la manera en que
PROLOG-- puede representar infor-
macién estructurada. De entrada
las listas tienen ya una definicion re-
curswa:

1. La llista buida, [], és una llista.

2. Qualsevol terme t seguit d’una llista L és
una llista. Aix0 s’escriu com a [t|L].

1. La lista vacia, [1, es una lis-
ta.

2. Cualguier término t sequido
de una hsta L es una lista.
Esto se escribe como [t|L].

Les notacions seglients sén equivalents per a tot
terme t, on 1 <k < n.

[t1,t2;---’tk:---,tn]

Versié 2.4b

[t1,t2,-'-’tk| [tk+1,--

*

tal]

Las notaciones siguientes son equi-
valentes para todo término ty donde
1<k<n.

Ctil ezl [ - [t 1 01 1171
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A mode d’exemple s’'inclouen a continuacié i sen-
se comentaris, versions dels predicats anteriors
simple/1 1 simplel/3 amb llistes.
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A modo de ejemplo se incluyen a
continuacién y stn comentarios, ver-
stones de los predicados anteriores
simple/1 y simplel/3 con listas.

1. | 1simple([]1).

2. | 1simple([alL]) :-

& lsimple(L) .

4. | 1simplel([1,0,[1).

5. | 1simplel([al|L],N, [a,alR]) :-
6. lsimplel(L,N1,R),

7. N is Ni+1.

Es relativament facil plantejar recursions sobre
llistes si el cas recursiu es correspon amb la llista
d’entrada menys un nombre fix dels seus pri-
mers elements. En el cas d’'un sol element 1'es-
guema seria alguna cosa com

Es relativamente fdcil plantear re-
cursiones sobre listas st el caso re-
cursivo se corresponde con la lista
de entrada menos un numero fijo de
sus primeros elementos. En el ca-
so de un solo elemento el esquema
seria algo como

pred([CIL],...) :-

pred(L,...),

pred([],...). % Cas Base (normalment)
Caso base (nmormalmente)

Pero també podriem pensar en una relacié recur-
siva entre la llista d’entrada i algun element de
la llista que no féra el cap. En aquestos casos
es pot utilitzar el predicat predefinit select/3
juntament amb alguna altra condicié la qual co-
sa donaria lloc a un esquema com

©) Francesc J. Ferri

Pero también podriamos pensar en
una relacién recursiva entre la lis-
ta de entrada y algun elemento de la
lista que fuese la cabeza. En estos
casos se puede utilizar el predicado
predefinido select/3 junto con algu-
na otra condicién lo que daria lugar
a un esquema como
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pred([],...). % Cas Base (normalment)
Caso base (normalmente)
pred(L,...) :-

select(X,L,R),

pred(R,...),

El predicat select(E,L,R) és cert si E és un ele-
ment de la llista L i R és el resultat d’eliminar E en
la llista L. Qualsevol dels arguments de select
pot ser d’entrada o de sortida.

Una altra possibilitat és que la relacié recursiva
no siga amb la llista d’entrada sense un element
(o sense un nombre fix d’elements), siné amb el
resultat de dividir la llista en dues subllistes. En
aquestos casos es pot utilitzar el predicat prede-
finit append/3 juntament amb altres condicions
la qual cosa donaria lloc a un esquema com

El predicado select(E,L,R) es cier-
to st E es un elemento de la lista L y
R es el resultado de eliminar E en la
lista L. Cualquiera de los argumen-
tos de select puede ser de entrada
o de salida.

Otra posibilidad es gque la relacién
recursiva no sea con la lista de en-
trada sin un elemento (o sin un
numero fijo de elementos), sino con
el resultado de diwvidir la lista en dos
En estos casos se pue-
de utilizar el predicado predefinido
append/3 junto con otras condicio-
nes lo que daria lugar a un esquema
como

sublistas.

pred([],...).
pred(L,...) :-
append(L1,L2,L),

pred(L1,...), % o L2 o les dues

o L2 o las dos

% Cas Base (ara es pot complicar!)
Caso base (ahora se puede complicar!)

El predicat append (L1,L2,L12) és cert si L12 és
la concatenacié de les llistes L1 i L2. Qualsevol
dels arguments de append pot ser d’entrada o de
sortida.

Versié 2.4b

El predicado append(L1,L2,L12) es
cterto st L12 es la concatenacion de
las listas L1 y L2. Cualquiera de los
argumentos de append puede ser de
entrada o de salida.
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A banda de poder-se usar per a plantejar rela-
cions recursives, molts problemes sobre llistes es
poden resoldre de manera facil i compacta usant
els predicats append i/o select.

249

Aparte de poderse usar para plan-
tear relaciones recursivas, muchos
problemas sobre listas se pueden re-
solver de manera fdcil y compacta
usando los predicados append, y/o0
select.

A.3 Operadors, funcions i predicats predefinits
Operadores, funciones y predicados predefinidos

A.3.1 Operadors logics i pseudo-predicats

Operadores logicos y pseudopredicados

Els operadors logics es corresponen amb les con-
nectives principals de la ldogica proposicional i els
seus arguments sén per tant predicats. Anome-
nem pseudo-predicats aquells predicats que po-
den tindre algun argument que també és un pre-
dicat. Els operadors logics sén també pseudo-
predicats ja que tot operador es pot utilitzar
també com a predicat o com a functor. Aquesta
forma que s’anomena canonica es pot visualitzar
mitjancant el predicat write_canonical/1 l’ar-
gument del qual és qualsevol expressié. El resul-
tat d’aquestes expressions és sempre un predicat.

Los operadores légicos se corres-
ponden con las conectivas principa-
les de la légica proposicional y sus
argumentos son por tanto predica-
dos. Llamamos pseudopredicados a
aquellos predicados que pueden te-
ner algun argumento que es tam-
bién un predicado. Los operadores
l6gicos son también pseudopredica-
dos ya que todo operador se pue-
de utilizar también como predica-
Esta forma
que se la llama candnica se pue-
de wisualizar mediante el predicado
write_canonical/1 cuyo argumento
es cualquier expesion. El resultado
de estas expresiones es siempre un
predicado.

do o como functor.

nom/aritat descripcié associatiu
nombre/aridad | descripcion asociativo
:=/2 | definicié de regles no
definicion de reglas
:=/1 | pregunta no
,/2 | conjuncié logica si
conjuncién logica
; /2 | disjuncié logica si
disyuncion logica
not/1 | negacié
negacion
findall/3 | totes les respostes a una pregunta
todas las respuestas a una pregunta
©) Francesc J. Ferri Agost 2022
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El pseudo-predicat findall/3 permet recollir to-
tes les respostes a una pregunta utilitzant una
llista. En particular, findall(X,P,L) és cert si
X és una variable, P és una pregunta (que depén
de X) i L és una llista que conté tots els valors de
X per als quals la resposta a P és certa.

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

El pseudopredicado findall/3 per-
mate recoger todas las respuestas a
una pregunta utilizando una lista.
En particular, findall(X,P,L) es ci-
erto st X es una vartable, P es una
pregunta (que depende de X) y L es
una lista que contiene todos los valo-
res de X para los cuales la respuesta
a P es cierta.

A.3.2 Operadors de comparacio i unificacié
Operadores de comparacion y unificacion

Aquests operadors ja s’han vist abans. Els seus
arguments sén termes i el resultat és un predicat.

Estos operadores ya se han visto an-
tes. Sus argumentos son términos y
el resultado es un predicado.

nom /aritat descripcié associatiu
nombre/aridad | descripcion asociativo
=/2, \=/2 unificacié de termes no
unificacion de términos
==/2, \==/2 |comparacié de termes | no
comparacién de términos

A.3.3 Operadors de comparacio i unificacié aritmetica
Operadores de comparacion y unificacion aritmética

L’operador “is/2” ja s’ha vist abans. Tots dos
arguments de la resta d’operadors aritmetics han
de ser expressions que puguen ser avaluades a un
valor numeéric. En altres paraules, si les expres-
sions contenen variables aquestes hauran d’estar
instanciades. Els valors numerics sén unificats o
comparats fent els corresponents canvis de tipus
si escau.

El operador “is/2” ya se ya wvis-
to antes. Los dos argumentos del
resto de operadores aritméticos tie-
nen que ser erpresiones que puedan
ser evaluadas a un valor numérico.
En otras palabras, st las expresi-
ones contienen wvariables éstas de-
berdn estar instanciadas.

res numeéricos son unificados o com-

Los wvalo-

parados haciendo los correspondien-
tes cambios de tipo st es necesarto.

nom/aritat descripcio associatiu
nombre/aridad | descripcion asoctiativo
is/2 avaluacié/unificacié no
evaluacién/unificacion
=:=/2, =\=/2 | comparacié aritmetica | no
comparacion aritmética
>=/2, =</2 |comparacié aritmetica | no
comparacion aritmética

Versié 2.4b
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A.3.4 Operadors aritmetics

Es tracta dels operadors que també estan pre-
sents en la majoria de llenguatges de programa-
ci6. Tant els seus arguments com el seu resultat
sén expressions aritmetiques que poden contin-
dre variables. Es a dir, a diferéncia dels anteri-
ors, les expressions resultants sén termes quals-
sevol.

Operadores aritméticos

Se trata de los operadores que tam-
bién estdn presentes en la mayoria
de lenguajes de programacion. Tan-
to sus argumentos como su resultado
son expresiones aritméticas que pu-
eden contener variables. Es decir, a
diferencia de los anteriores, las ex-
prestones resultantes son términos
cualesquiera.

nom /aritat descripcié associatiu
nombre/aridad | descripcion asociativo
+/2, -/2 addicié/substraccié esquerra
adicion/sustraccion
+/1, -/1 signe
signo
x/2, //2 multiplicacié/divisié esquerra
multiplicacidon/division
///2 divisi6 entera esquerra
division entera
mod/?2 residu de la divisié entera | esquerra
resto de la division entera
~/2 potencia dreta
potencia

A.3.5 Funcions aritmetiques

Les funcions aritmeétiques sén functors predefi-
nits que avaluen els seus arguments i donen com
aresultat un valor numeric. Per tant, els seus ar-
guments han de ser expressions que puguen ser
avaluades.

©) Francesc J. Ferri

Funciones aritméticas

Las funciones artiméticas son func-
tores predefinidos que evaluan sus
argumentos y dan como resultado un
valor numérico. Por tanto, sus ar-
gumentos han de ser expresiones que
puedan ser evaluadas.
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A.3.6

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

abs/1 valor absolut sign/1 funcié signe

valor absoluto funcion signo
floor/1 funcié sol ceiling/1 funcié sostre

funcion suelo funcion techo

exp/1 exponenciacié log/1 logaritme natural
exponenciacion logaritmo natural

mod/2 funcié modul round/1 enter més proxim
funcion maodulo entero mds préoximo

max/2 funcié maxim min/2 funcié minim
funcién mdzimo funcion minimo

e/0, pi/0 nombreseim nan/0 no és un nombre

numeros e y T no es un ndmero

inf/0 infinit epsilon/0 valor real més petit
nfinito valor real mds pequeno

Predicats sobre termes

Predicados sobre términos

compound/1 €s compost (no atdomic) | ground/1 sense variables lliures
es compuesto (no atémico) sin variables libres
var/1 és variable atomic/1 és atomic: atom o nombre
es variable es atémico: dtomo o ndmero
atom/1 és atom number/1 és nombre: enter o real
es dtomo es numero: entero o real
integer/1 és enter real/1 ésreal
es entero es real
compound/1 var/1 atomic/1
number/1 atom/1
integer/1  real/1

Versié 2.4b
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A.3.7 Predicats sobre llistes

Predicados sobre listas

append/3 append(L1,L2,L12) L12 ésla concatenacié de L11L2
L12 es la concatenacién de L1 y L2
select/3 select(E,L,R) R és la llista L sense 1’element E
R es la lista L sin el elemento E
member/2 member(E,L) E és un element de L
E es un elemento de L
is_list/1 dis_list(L) L és una llista
L es una lista
length/2 length(L,N) la llista L té N elements
la lista L tiene N elementos

A.3.8 Predicats sobre enters

Predicados sobre enteros

between/3 between(N,M,K) N<K<M

succ/2 succ(N,M) N, Mconsecutius i no negatius
consecutivos y no negativos

plus/3 plus(N,M,S) S=N-+M

divmod/4 divmod(N,M,Q,R) N=MxQ+R

A.4 Algunes relacions entre logica i PROLOG--

Algunas relaciones entre logica y PROLOG--

A.4.1 Fets

Els fets en PROLOG-- s6n férmules atomiques, en-
cara que es pot afirmar la conjuncié de diverses
coses simplement en afirmar separadament cada
una d’elles.

Els fets també es poden veure com (conseqiients
de) regles ’antecedent de les quals és cert. De
fet es poden escriure aixi en PROLOG-- encara que
no té cap sentit fer-ho.

©) Francesc J. Ferri

Hechos

Los hechos en PROLOG-- son
formulas atémaicas, aunque se
puede afirmar la conjuncion de
varias cosas stmplemente afirmando
separadamente cada una de ellas.

Los hechos también se pueden wver
como (consecuentes de) reglas cuyo
antecedente es cierto. De hecho se
pueden escribir ast en PROLOG-- aun-
que no tiene ningun sentido hacerlo.
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plou. P plou :- true T=P=P
plou. PAN  |p(f(a,£(b))). P(f(a, (b))
neva.
animal (nemo) . A(w) oblida(dorothy,nemo) . O(d,n)

Els fets que contenen variables duen un quanti-
ficador universal implicit per cada variable dife-
rent.

Los hechos que contienen wvaria-
bles llevan un cuantificador univer-
sal implicito por cada variable dife-
rente.

Vx, A(x)

animal (X) .

oblida(X,Y). Vx, Yy, O(x,y)

oblida(dorothy,X) .

oblida(X,X).

vx, O(d, x)

Vvx, O(x, x)

Els fets anteriors sén perfectament valids en
PROLOG--. Pero si s’inclou en un programa al-
gun dels tres primers, ’'interpret emetra un avis
(warning) per que hi ha variables que aparéixen
una Unica vegada i per tant no és necessari
donar-los un nom. La forma en queé caldria ex-
pressar aquests fets en PROLOG-- requereix 1'ts
de la variable anonima. Per exemple, els fets
anteriors s’escriurien com

Los hechos anteriores son perfecta-
mente vdlidos en PROLOG--.
st se wncluye en un programa algu-
no de los tres primeros, el intérprete
emitird un aviso (warning) por que
hay variables que aparecen una so-
la vez y por tanto mo es necesario
darles un nombre. La forma en que
habria que expresar estos hechos en
PROLOG-- requiere el uso de la vari-
able anénima. Por ejemplo, los hec-
hos anteriores se escribirian como

Pero

animal(_) . Vx, A(x) oblida(dorothy,_ ). Vx, 0O(d, x)
oblida(_,.). Vx, Yy, O(x,y) oblida(X,X). Vx, O(x, x)
Versié 2.4b Matematica Discreta i1 Logica




A.4. ALGUNES RELACIONS ENTRE LOGICA I PROLOG-- 255

A.4.2 Regles
Reglas

Las reglas en PROLOG-- tiemen que
poder escribirse como cldusulas de
Horn. En la prdctica siempre se ti-
ene que intentar escribir reglas con
un consecuente y un antecedente for-
mado por la conjuncién de una o
mds formulas atémicas usando pre-
ferentemente lineas diferentes con-
venientemente indentadas.

Les regles en PROLOG-- s’han de poder escriure
com a clausules de Horn. En la practica sempre
s’ha d’intentar escriure regles amb un conseqiient
i un antecedent format per la conjuncié d’una
o més férmules atomiques fent servir preferent-
ment linies diferents convenientment indentades.

oblida(dorothy,X) :-

peix(X),
Vx, (P(x) ANA(x,d) AN O(d
amic(X,dorothy), ® ( () () ) = 0(d,x]

neva.

. <. . . En las reglas se intenta minimizar
En les regles s’intenta minimitzar I'as de la dis- J ) .
el uso de la disyuncion. Por eso

|
l
. ., . ~ !
juncié. Per aix0 se solen descomposar antece- | . syelen descomponer antecedentes
dents formats per disjuncions en diverses regles 3 formados por disyunciones en vari-

|

|

|

|

|

|

fent servir la pseudodistributivitat de la impli- | as reglas usando la pseudodistributi-
caci6 per la dreta. vwidad de la implicacién por la dere-

cha.

oblida(dorothy,X)
peix(X); vx, (P(x) VA(x)) = O(d,x)

animal (X) .

oblida(dorothy,X)
peix(X).

oblida(dorothy,X)
animal (X) .

(Vx,P(x) = O(d,x)) A (Vx,A(x) = O(d,x))

J

De hecho, en los antecedentes de las
reglas se pueden combinar arbitra-
riamente conjunciones y disyuncto-
nes ya que sitempre se puede encon-
trar una formula equivalente forma-
da por cldusulas de Horn. No obs-
tante, en la prdctica habitual se pre-
fiere utilizar mds reglas mds senct-
llas y euvitar st se puede la disyun-
cion.

De fet, en els antecedents de les regles es po-
den combinar arbitrariament conjuncions i dis- |
juncions ja que sempre es pot trobar una férmula
equivalent formada per clasules de Horn. No obs- 3
tant aix0, en la practica habitual es prefereix uti-
litzar més regles més senzilles i evitar si es pot 3
la disjuncié. 3
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oblida(dorothy,X) :- vx, (P(X) A (A(x,d) VN) /\A(dﬂc)) = 0(d,x) =
peix(X),
( amic(X,dorothy);
neva ), = (vX, (P(x) AA(x,d) AA(d,x)) = O(d,x))/\
amic(dorothy,X) .

(vX, (P(x) AN AA(d,x)) = O(d,x))

Como ya se ha ezplicado, por ca-
da variables diferente que aparece en
el consecuente hay un cuantificador
unwersal sobre toda la regla. Por ca-
da variable diferente que aparece en
el antecedente y no en el consecuen-
te, se puede considerar que hay un
cuantificador existencial que se apli-
ca sobre el antecedente. Por ejem-

plo,

Com ja s’ha explicat, per cada variable diferent
gue apareix en el conseqiient hi ha un quantifi- 3
cador universal sobre tota la regla. Per cada va- |
riable diferent que apareix en ’antecedent i no 3
en el conseqiient, es pot considerar que hi ha un
quantificador existencial que s’aplica sobre 1’an-
tecedent. Per exemple, |

oblida(dorothy,X) :-
peix(Y),
( amic(X,Y);
neva ).

VX, (Ely L (P(y) A (A%, ) \/N))) = 0(d, x)

Alternativamente y de manera equi-
valente, se puede considerar que las
variables que aparecen sdélo en el an-
tecedente tienen asoctado un cuanti-
ficador uniwversal aplicado sobre toda
la regla. Esta equivalencia se debe
a la pseudodistributividad de la 1m-
plicacién por la derecha respecto de
los cuantificadores (conjunciones/-
disyunciones).

Alternativament i de manera equivalentment, es
pot considerar que les variables que apareixen
només en ’antecedent tenen associat un quan-
tificador universal aplicat sobre tota la regla.
Aquesta equivaléncia és deguda a la pseudodis-
tributivitat de la implicacié per la dreta respecte
dels quantificadors (conjuncions/disjuncions).

oblida(dorothy,X) :-
peix(Y),
( amic(X,Y);
neva ).

Vx, Yy, (P(y) A (Alx,y) V N)) - 0(d, x)
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A.4.3 Preguntes

Les preguntes en PROLOG-- sén expressions for-
mades mitjangant predicats, conjuncions i dis-
juncions exactament igual que en els antecedents
de les regles.

257

Preguntas

Las preguntas en PROLOG-- son ez-
prestones formadas mediante predi-
cados, conjunciones y disyunciones
ezactamente igual que en los ante-
cedentes de las reglas.

P AN

?- plou,neva.

?- animal (nemo) .

A(w)

?7- plou;neva.

7- oblida(dorothy,nemo) .

PV N

O(d,n)

Per cada variable que apareix en una pregunta es
pot considerar que hi ha un quantificador exis- |

|
tencial. !

Por cada wvariable que aparece en
una pregunta se puede considerar
que hay un cuantificador existenci-
al.

7- animal (X) ,peix(X).

?7- oblida(X,Y) ;peix(Y).

?- oblida(_, ) ;peix ().

Ix : (A(x) AP(x))

Ix, 3y : (O(x,y) V P(y))

Ix, 3y, 3z : (O(x,y) V P(z))

A.4.4 La negacié en PROLOG--

La diferéncia més notable entre el que es pot ex- :
pressar en PROLOG-- en relacié a la logica és la
negacié ja que aquesta no existeix en PROLOG--. 3
El més proxim que es té és el pseudopredicat |
not/1 que es pot usar en preguntes i en ante-
cedents de regles de manera que el seu resultat 3
és cert o fals en funcié de que PROLOG-- puga
demostrar o no la seua veracitat. D’aquesta ma- 3
nera es poden expressar algunes férmules amb
negacions. 3
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La negacion en PROLOG--

La diferencia mds notable entre lo
que se puede expresar en PROLOG--
ane relacion a la légica es la ne-
gacién ya que esta mo existe en
PROLOG--. Lo mds prézimo que se ti-
ene es el pseudopredicado not/1 que
se puede usar en preguntas y en an-
tecedentes de reglas de manera que
su resultado es cierto o falso en fun-
cion de que PROLOG-- pueda demos-
trar o no su veracidad. De esta
manera se pueden ezrpresar algunas
férmulas con negaciones.
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oblida(dorothy,X) :-
peix(X),
not ((
amic(X,dorothy),
neva )).

vx, (P(x) A

—~(A(x,d) AN)) = O(d, x)

En la practica és convenient evitar la negacid
tant com siga possible ja siga reestructurant la
férmula o fins i1 tot definint predicats explicits

per a alguna cosa i la contraria.

A.4.5 Alguns exemples

En la prdctica es conveniente evi-
tar la negacién tanto como sea
postble ya sea reestructurando la
formula o incluso definiendo predi-
cados explicitos para algo y su con-
trario.

Algunos ejemplos

Germanastres:

ci6 esFillDe/2.

La relacié/predicat que
esFillDe/2,

Defineix

la relacié
esGermanastreDe/2 en funcié de la rela-

suposem donat,
l’escriurem en logica com un
predicat binari, F, de manera que F(x,y) siga

cert si x és fill de y 1 fals en cas contrari.

Dues persones sén germanes si comparteixen els
dos progenitors. I sén germanastres si només en
comparteixen un dels dos. El més facil és escriu-
re una férmula que (per a tot x i y) siga certa
sii dues persones son germanes o germanastres.

Es a dir,

Pi(x,y) = (Elz: F(x,z) AF(y,z) A (x#y))

La desigualtat és necessaria per que normal-
ment no diem mai que algld és germa o germa-

nastre d’ell mateix.

Versié 2.4b

Hermanastros: Define la relacién
esGermanastreDe/2 (ser hermanas-
tro de) en funcién de la relacién
esFillDe/2 (ser hijo de).

La relacién/predicado que supone-
mos dado, esFillDe/2, la escribire-
mos en légica como un predicado bi-
nario, F, de manera que F(x,y) sea
cierto st x es hiyjo de y y falso en
caso contrario.

Dos personas son hermanas st com-
parten los dos progenitores. Y
son hermanastros st sélo comparten
uno de los dos. Lo mds fdcil es es-
cribir una férmula que (para todo x
e y) sea cierta sii dos personas son
hermanas o hermanastras. Es de-
cir,

La desigualdad es necesaria por que
normalmente no decimos nunca que
alguien es hermano o hermanastro
de st mismo.
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De la misma manera que antes, se
puede escribir una formula que sea
cierta sii dos persoanas tienen al-
menos un progenitor diferente.

De la mateixa manera que abans, es pot escriure
una férmula que siga certa sii dues persones
tenen almenys un progenitor diferent.

P2(x,y) = (32: F(x,z) /\_‘F(y,Z)>

Una primera solucion para la rela-
cion hermanastro seria definir nu-
estro predicado, G, como la conjun-
cton de los dos anteriores.

Una primera solucié per a la relacié germanas- |
|

tre seria definir el nostre predicat, G, com la |
. oA . 1
conjuncié dels dos anteriors. ;

G(X>U) = P1 (X)y) N PZ(va)

d ) . ) ., Pero también podemos simplificar
Pero també podem simplificar I'expressié ante- P Pl

| ] i . . : la expresién anterior st cambiamos
rior si canviem el nom de la variable en P, i apli-

. el nombre de la variable en Py y

guem la propietat distributiva sobre els quanti- 3 aplicamos la propiedad distributiva
! sobre los cuantificadores existenci-
i ales (disyunciones) y conjunciones.
3 Al final podemos llegar a

ficadors existencials (disjuncions) i les conjun-
cions. Al final podem arribar a

G(x,y) = Iz, 3t : (F(x, 2) A F(y,z)) A (F(x, t) A —F(y, t))

donde hemos eliminado ademds la
destgualdad de Py por que no pue-
de pasar a la vez que x =y % que
P,(x,x) siga cert.

on hem eliminat a més a més la desigualtat de

P; per que no pot passar a la vegada que x =y |
i que Py(x,x) siga cert. |
Como conclusion, la definicion an-
terior en forma de regla en légica y
PROLOG-- podria ser

Com a conclusié, la definicié anterior en forma
de regla en logica i PROLOG-- podria ser

’

esGermanastreDe(X,Y) :-
esFillDe(X,Z),
esFillDe(Y,Z),
esFillDe(X,T),
not ((
esFillDe(Y,T))).

Vx, Yy, (EIZ,EIt: (F(x,z)/\F(y,z)/\F(x,t)/\ﬁF(y,t)))éG(x,y)
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' La férmula l6gica anterior es tam-
I bién equivalente, como ya se ha ez-
: |

i plicado antes, a

La férmula logica anterior és també equivalent,
com ja s’ha explicat abans, a

v, V2, ¥, ((FOx,2) AF(Y,2) AF(x, 8) A—F(y, 8) = Gl(x,y))

Como ejercicio, razona si la si-

Com a exercici, raona si la segient definicié al- : = ,

| gutente definicion alternativa del
|

|

ternativa del predicat G és o no correcta. B € C 00 Eo R

G'(x,y) = Jz,3t, Iv: (F(x, z) A\ F(x,t) A —=F(x,v) A F(y,z) A Fy, V) /\ﬁF(y,t)>
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A.5 Problemes resolts 1 comentats

Problemas resueltos y comentados

Problema A.1:

En Takamagahara viuen els kamis. En particu-
lar, els amatsukamis sén deus bons que sempre
diuen la veritat. En canvi, els shinigamis sén
els deus de la mort i sempre diuen mentides.
Tres kamis tenen la seglient conversacio:

a) Agyo: Bepo menteix!
b) Bepo: Calicarcha és un amatsukami.

c) Calicarcha: Agyo y Bepo sén la mateixa co-
sa.

Quin tipus de kami sén Agyo, Bepo i Calicarc-
ha, respectivament? Podries resoldre el proble-
ma usant PROLOG--7 Fes-ho.

[kami]

En Takamagahara viven los kamas.
En particular, los amatsukamis son
dioses buenos que stempre dicen la
verdad. En cambio, los shinigamas
son los dioses de la muerte y siem-
pre dicen mentiras. Tres kamas tie-
nen la siguiente conversacién:

a) Agyo: Bepo muente!
Calicarcha es un amat-

b) Bepo:
sukama.

c) Calicarcha: Agyo y Bepo son lo
mismo.

s Qué tipo de kami son Agyo, Be-
po y Calicarcha, respectivamente?
Podrias resolver el problema usan-
do PROLOG--? Hazlo.

Hi ha diverses maneres de representar aquest
problema mitjangant 16gica. D’entrada identifi-
quem el fet de ser amatsukami o shinigami amb
el fet de dir sempre la veritat o no. Aleshores
el més senzill és definir variables proposicionals,
a, bic, per a cada un dels 3 kamis.

Les 3 afirmacions es podrien escriure aleshores
usant logica proposicional com:

a&s —b
b&c
cE (asb)

©) Francesc J. Ferri

Hay vartas formas de representar
este problema usando la légica. De
entrada tdentificamos el hecho de
ser amatsukamt o shinigami con el
hecho de decir siempre la verdad o
no. Entonces lo mds sencillo es de-
finir vartables proposicionales, a, b
y ¢, para cada uno de los 8 kamaus.

Las 3 afirmaciones se podrian es-
cribir entonces usando logica pro-
posicional como:
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Per6 també podriem definir un predicat
amatsukami/1 que siga cert o fals per a cada un
dels kamis i tindriem una representacié equiva-
lent en logica de predicats. Encara que es poden
aplicar regles d’inferéncia estandar prenent com
a premisses aquestes representacions, no es pot
arribar a un programa en PROLOG-- que repro-
duesca el raonament corresponent.

Una alternativa senzilla consisteix a definir un
predicat ternari, conversa(A,B,C), de mane-
ra que els seus tres arguments sobre el domini
K = {amatsukami, shinegami}, representen
els kamis que tenen la conversa. El predicat
sera cert si els arguments prenen valors compa-
tibles amb el que s’afirma.

Cada afirmacié, es representara també mit-
jancant un predicat ternari diuquees(X,Y,Z)
amb variables també sobre K, de manera que
X representa el (tipus de) kami que parla, Y re-
presenta el (tipus de) kami a qui es refereix, i Z
representa el (tipus de) kami amb qui s’equipa-
ray.

Per fer que les variables prenguen els (s’instan-
cien als) possibles valors dins de K es requereix
també un predicat kami/1 que es definira amb
dos fets, un per cada valor del domini. El re-
sultat es mostra a continuacié.

Versié 2.4b
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Pero también podriamos definir un
predicado amatsukami/1 que sea ci-
erto o falso para cada uno de los
kamis y tendriamos una represen-
tacién equivalente en légica de pre-
dicados. Aunque se pueden apli-
car reglas de inferencia estdndar to-
mando como premisas estas repre-
sentactones, no se puede llegar a un
programa en PROLOG-- que repro-
duzca el razonamiento correspondi-
ente.

Una alternativa sencilla consiste
en definir un predicado ternario,
conversa(A,B,C), de manera que
sus tres argumentos sobre el domi-
nio K = {amatsukami, shinegami},
representen los kamis que tienen la
conversacion. El predicado serd ci-
erto st los argumentos toman valo-
res compatibles con lo que se afir-
ma.

Cada afirmacion, se representard
también mediante un predicado ter-
narto diuquees(X,Y,Z) con wvaria-
bles también sobre IC, de manera
que X representa el (tipo de) kami
que habla, Y representa el (tipo de)
kamt al que se refiere, y Z represen-
ta el (tipo de) kami con quien se
equipara Y.

Para hacer que las variables tomen
(se instancien a) los posibles valo-
res dentro de K se requiere también
un predicado kami/1 que se definird
con dos hechos, uno por cada valor
del dominio. El resultado se mues-
tra a continuacion.
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1. | kami (amatsukami) .
2. | kami (shinigami) .
% diuquees(X,Y,Z) : X diu que Y és com (o és) Z
dice que es como (o es)
3. | diuquees (amatsukami ,K,K).
4. | diuquees(shinigami , K,Q) :-
5. K=Q.
6. | conversa(X,Y,Z) :- % X,Y,Z representen a Agyo,Bepo,Calicarcha
representan a
7. kami (X) ,kami (Y) ,kami(Z),
8. diuquees(X,Y,shinigami), % a)
9. diuquees(Y,Z,amatsukami), % b)
10. diuquees(Z,X,Y). h <)
?- conversa(A,B,C).
A = amatsukami, B = C, C = shinigami.

Anna, Bea i Carme sén tres bessones idéntiques.
Perd Anna sempre diu la veritat, Bea sempre
menteix, i Carme de vegades diu la veritat i de
vegades no. Sa mare les fa seure en tres cadires
una al costat de l'altra i comencga a preguntar
d’esquerra a dreta ...

a) Qui és la que seu al mig? Anna, contesta la
primera.

b) Qui eres tu? Séc Carme, contesta la segona.

c) Qui seu a la teua esquerra? Bea, diu la ter-
cera

©) Francesc J. Ferri

Problema A.2:

[bessones]

Anna, Bea y Carme son tres geme-
las idénticas. Pero Anna siempre
dice la verdad, Bea siempre mien-
te, y Carme a veces dice la verdad
y a veces mo. Su madre las sienta
en tres sillas una al lado de la otra
y empieza a preguntar de izquierda
a derecha ...

a) Quién es la que se sienta en el
centro? Anna, contesta la primera.

b) ;Quién eres tui? Soy Carme,
contesta la sequnda.

c) ¢Quién se sienta a tu izquierda?
Bea, dice la tercera.
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L4
Sabries endevinar qui és la que seu en cada
cadira? Podries resoldre el problema usant
PROLOG--7 Fes-ho.

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

¢Sabrias adwinar quién se sienta
en cada silla? ;Podrias resolver el
problema usando PROLOG--? Hazlo.

Representarem el domini format per les tres
bessones mitjangant una llista amb 1’ajuda del
predicat germanes/1 definit com

Representaremos el dominio forma-
do por las trillizas mediante una
lista con la ayuda del predicado
germanes/1 definido como

1. | germanes([anna,bea,carme]) .

El comportament a I’hora de contestar cada ger-
mana el representarem mitjangant el predicat
contesta/3 definit com a

El comportamiento a la hora de
contestar cada hermana lo repre-
sentaremos mediante el predicado
contesta/3 definido como

contesta(anna,X,X) .

contesta (bea,X,Y) :-
X\==Y.

contesta(carme,_,_).

g W N

J

Representarem també la manera en qué seuen
les tres bessones mitjancant una llista de tres
variables que podran seleccionar el seu valor del
domini anterior sense repeticions.

Per a aix0, farem servir el predicat predefi-
nit select/3 de manera que quan una variable
s'instancie a un valor, podrem obtindre el sub-
domini romanent per a poder seleccionar valors
no repetits per a les variables.

El predicat bessones/1 que resol el problema
es mostra a continuacié juntament amb la pre-
gunta i la contestacié corresponent que indica
com seuen les tres bessones.
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Representaremos también la mane-
ra en que se sientan las trillizas me-
diante una lista de tres wariables
que podrdn seleccionar su valor del
dominio anterior sin repeticiones.

Para eso, wusaremos el predica-
do predefinido select/3 de manera
que cuando una variables se instan-
cte a un valor, podremos obtener el
subdominio restante para poder se-
leccionar valores no repetidos para
las variables.

El predicado bessones/1 que resu-
elve el problema se muestra a con-
tinuacion junto con la pregunta y
la contestacion correspondiente que
indica como se sientan las tres ge-
melas.
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bessones ([Esq,Centr,Dre]) :-
domini (L),

© 00 N O

contesta(Esq, Centr,anna),
contesta(Centr,Centr,carme),
contesta(Dre, Centr,bea).

select(Esq,L,L1), select(Centr,L1, [Dre]),

bessones (L) .
L = [carme, bea, anna]

Problema A.3:

Un pages ha comprat en un mercat, un llop, una
cabra i una col, i per a tornar a casa ha de tra-
vessar un riu amb una barca en qué només cap
ell i una de les tres coses que ha comprat. El
llop es menjara la cabra si es queda amb ella en
gualsevol de les vores del riu sense la supervisié
del pages. I el mateix passara amb la cabra i
la col. De quina manera podra el pobre home
tornar a casa amb tota la seua compra? Quants
viatges en barca necessitara? HKs possible ob-
tindre la solucié al problema usant PROLOG--?
Com?

[llop]

Un labrador ha comprado en un
mercado, una lobo, una cabra y una
col, y para volver a casa tiene que
atravesar un rio con una barca en la
que sélo cabe €l y una de las tres co-
sas que ha comprado. El lobo se co-
merd a la cabra st se queda solo con
ella en cualquiera de las orillas del
rio sin la supervision del labrador.
Y lo musmo pasard con la cabra y
la col. ;De qué manera podrd el
pobre hombre volver a casa con to-
da su compra? ;Cudntos viajes en
barca necesitard? ;Es posible obte-
ner la solucion al problema usando
PROLOG--2 ;C6mo?

Representarem cada vora del riu mitjangant
una llista que podra contindre elements del do-
mini

{parca,llop,cabra,col},

on ’atom barca representa tant la barca com
el pages. Inicialment tots els elements estan en
una vora i es tracta de que tots passen a l’altra.

©) Francesc J. Ferri

Representaremos cada lado del rio
mediante una lista que podrd con-
tener elementos del dominio

donde el dtomo barca representa
tanto a la barca como al labra-
dor. Inicialmente todos los elemen-
tos estan en un lado y se trata de
que todos pasen al otro.
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Definirem aleshores un predicat, segur/1, que
siga cert si ningl es pot menjar a ningd quan
no esta la barca (i el pages). Una possibilitat
seria,

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

Definiremos entonces un predicado,
segur/1, que sea cierto st nadie se
puede comer a nadie cuando no
estd la barca (y el labrador). Una
postbilidad seria,

1. | menja(L) :- member(cabra,L), member(col,L).
2. | menja(L) :- member(llop,L), member(cabra,L).
3. | segur(L) :-

4. not (menja(L)).

I una altra possibilitat equivalent seria

Y otra posibilidad equivalente seria

segur ([]).
segur([_]).
segur ([1lop,col]).

W N -

segur([col,1llop]).

Definirem ara un predicat, viatge/5, de mane-
ra que

viatge(L,R,LL,RR,Elem)

siga cert si, donat el contingut de les dues vores
en L iR, Elem és un element en la mateixa vora
on esta la barca i LL i RR és el contingut de les
dues vores una vegada tant la barca com Elem
passen d’una vora a l'altra.

Alternativament, la barca sempre pot passar
d'una vora a l'altra de buit. En eixe cas, el
cinqué argument s’instanciara a 'atom “o”.

Suposarem, sense pérdua de generalitat, que en
la llista que representa el contingut de cada vo-
ra, la barca, si hi és, es troba en la primera po-
sici6. El ordre dels altres elements és en canvi
irrelevant.

Versié 2.4b

Definiremos ahora un predicado,
viatge/5, de manera que

sea cterto si, dado el contenido de
los dos lados en L y R, Elem es un
elemento en el mismo lado donde
estd la barca y LL y RR es el conte-
nido de los dos lados una vez tanto
la la barca como Elem pasan de un
lado al otro.

Alternativamente, la barca siem-
pre puede pasar de un lado al otro
vacia. En ese caso, el quinto argu-

“. n

mento se instanciard al dtomo “o”.

Supondremos, sin pérdida de gene-
ralidad, que en la lista que repre-
senta el contenido de cada lado, la
barca, st estd, se encuentra en la
primera posicion., El orden de los
otros elementos es en cambio irre-
levante.
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Aleshores, per a definir el predicat viatge/5, hi
ha cuatre casos en funcié d’on es troba la barca
isi el viatge és de buit o no.
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Entonces, para definir el predicado
viatge/5, hay cuatro casos en fun-
cton de donde se encuentra la barca
y st el vigje es vacio o no.

5. | viatge([barcalE],D,EE, [barca,A|D],A) :-
6. select(A,E,EE),

7. segur (EE) .

8. | viatge(E, [barca|D], [barca,A|E],DD,A) :-
9. select(A,D,DD),

10. segur (DD) .

11. | viatge([barcalE],D,E, [barca|D],o0) :-
12. segur (E) .

13. | viatge(E, [barca|D], [barcalE],D,0) :-
14. segur(D) .

Finalment, definirem un altre predicat recursiu,
viatges/6, de manera que

viatges(N,L,R,LL,RR,L_Elem)

siga cert si, després de N viatges els continguts
indicats per L i R han passat a ser LL i RR i
L_Elems és una llista amb tots els elements que
s’han mogut i en quin ordre, incloent-hi viatges
buits.

Si considerem que la variable N ha d’estar ins-
tanciada, una definicié possible seria

Finalmente, definiremos otro predi-
cado recursivo, viatges/6, de ma-
nera que

sea cierto si, después de N wiajes
los contenidos indicados por L y R
han pasado a ser LL y RR y L_Elems
es una lista con todos los elementos
que se han mowvido y en qué orden,
incluyendo viajes vacios.

St consideramos que la vartable N t1-
ene que estar instanciada, una de-
finicién posible seria

15. | viatges(N,E,D,EEE,DDD, [Mov|Movs])

20. | viatges(0,E,D,E,D, []).

16. N>0,

17. N1 is N-1,

18. viatge(E,D,EE,DD,Mov),

19. viatges(N1,EE,DD,EEE,DDD,Movs) .

©) Francesc J. Ferri
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Considerant totes les definicions anteriors,
podriem definir un ltim predicat solucio/2
que inicialitzara la vora esquerra amb tots els
elements, exigira que aquesta vora esquerre aca-
be buida i intentara diferents nombres de movi-
ments dins d’un rang, per exemple fins a 8. El
resultat es mostra a continuacio.

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

Considerando todas las definicto-
nes antertores, podriamos definir
un ultimo predicado solucio/2 que
wnictalizara el lado izquierdo con to-
dos los elementos, exigiera que este
lado izquierdo acabe vacio e inten-
tara diferentes numeros de movimi-
entos dentro de un rango, por ejem-
plo hasta 8. El resultado se muestra
a continuacion.

21. | solucio(N, Movs) :-

22. between(1,8,N),

23. Ini = [barca,llop,cabra,col],

24 . viatges(N,Ini, [],[],_,Movs).

?- solucio(N,Movs).
N=T7,
Movs = [cabra, o, llop, cabra, col, o, cabral
N=1T7,
Movs = [cabra, o, col, cabra, llop, o, cabra]
false.

J

El pages necessita per tant fer almenys set vi-
atges dos dels quals correspondran a tornades
de buit.

En el primer i dltim viatge transportara la ca-
bra, i per als tres viatges centrals té les dues
possibilitats que ilustren les anteriors respostes
de l’intérpret.

El labrador necesita por tanto hacer
al menos siete viajes de los cuales
dos corresponderdn a volver con la
barca vacia. En el prim

En el primero y ultimo viajes trans-
portard la cabra, y para los tres vi-
ajes centrales tiene las dos postbi-
lidades que ilustran las anteriores
respuestas del intérprete.

Hi ha 3 cases, en linia, de 3 colors diferents
on viuen persones de 3 diferents nacionalitats,
que els agraden 3 tipus d’animals diferents i ju-
guen a 3 esports diferents. Considera les pistes
segilents:

Versié 2.4b

[minizebra]

Hay 3 casas, en linea, de 3 colores
diferentes donde viven personas de
3 diferentes nactonalidades, a las
que les gustan 3 tipos de anima-
les diferentes y juegan a 3 deportes
diferentes. Considera las pistas si-
gutentes:
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a) El brasiler no viu en la segona casa.

b) A qui li agraden els gossos juga a basquet.

c) Hi ha una casa entre la casa on es juga a
futbol i la casa roja.

d) A qui li agraden els peixos viu a l'esquerra
de qui li agraden els gats.

e) La casa on els agraden els gossos esta a la
dreta de la verda.

f) L’alema viu en la tercera casa.

Quin animal li agrada a l'angles? Qui juga a
golf? Qui viu en la casa blava? Resol el proble-
ma també mitjancant PROLOG--.
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a) El brasilerio no vive en la sequn-
da casa

b) Al que le gustan los perros juega
a basquet.

c) Hay una casa entre la casa don-
de se juega a futbol y la casa roja.

d) El que le gustan los peces vive
a la 1zquierda del que le gustan los
gatos.

e) La casa donde les gustan los per-
ros estd a la derecha de la verde.

f) El alemdn vive en la tercera ca-
sa.

;Qué amimal le gusta al inglés?
¢ Quién juega a golf? ;Quién vive
en la casa azul? Resuleve el proble-
ma también mediante PROLOG--.

Com que cada casa té associats quatre atributs
(nacionalitat, color, animals i esport), conside-
rarem un functor casa/4,

per representar cada casa. I com que hi ha 3 ca-
ses alineades, considerarem una terna de func-
tors com 1’anterior,

Cases=(C1,C2,C3)
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casa(Nacionalitat, Color, Animal, Esport)

Ci=casa(Ni,Ci,Ai,Ei)

Como cada casa tiene asoctados cu-
atro atributos (nacionalidad, color,
animales y deporte), considerare-
mos un functor casa/4,

para representar cada casa. Y como
hay 3 casas alineadas, considerare-
mos una terna de functores como el
anterior,

ie{1,2,3}
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Per resoldre el nostre problema definirem ales- |
hores un predicat problema/1 que prenga com
a argument la terna de cases i comprove que es 3
compleixen totes i cada una de les sis afirmaci-
ons. l

Para resolver nuestro problema de-
fintremos entonces un predicado
problema/1 gque tome como argu-
mento la terna de casas y comprue-
be que se cumplen todas y cada una
de las sets afirmaciones.

1. | problema(CASES) :-

2. pistal(CasaBrasiler,CASES),

3. pista2(CasaGossosBasquet,CASES),

4. pista3(CasaFutbol,CasaRoja,CASES),
5. pista4 (CasaPeixos,CasaGats,CASES),
6. pistab(CasaGossos,CasaVerda,CASES),
7. pista6(CasaAlema,CASES),

8. CasaBrasiler =casa(brasiler,_,_,_),
9. CasaGossosBasquet=casa(_,_,gossos,basquet),
10. CasaFutbol =casa(_,_,_,futbol),
11. CasaRoja =casa(_,roja,_,_),
12. CasaPeixos =casa(_,_,peixos,_),
13. CasaGats =casa(_,_,gats,_),
14. CasaGossos =casa(_,_,gossos,_),
15. CasaVerda =casa(_,verda,_,_),
16. CasaAlema =casa(alema ,_,_,_).

J

En l’anterior codi s’haguera pogut canvi-
ar la variable CasaGossos per la variable 3
CasaGossosBasquet ja que és evident que es
tracta de la mateixa casa. Perd s’ha preferit 3
escriure una traduccié literal de ’enunciat.

Per a convertir les sis afirmacions o pistes en
codi observem que totes elles fan referéncia a 3
les posicions de les cases dins la terna. Per aix6
definirem un predicat general estala/3 de ma-
nera que 3

estala(N,C,Cs)

Versié 2.4b

En el cddigo anterior se hu-
biese podido cambiar la wvaria-
ble CasaGossos por la wariable
CasaGossosBasquet ya que es evi-
dente que se trata de la misma casa.
Pero se ha preferido escribir una
traduccién literal del enunciado.

Para convertir las seis afirmaciones
o pistas en cddigo observamos que
todas ellas hacen referencia a las
posiciones de las casas dentro de la
terna. Por eso definiremos un pe-
dicado general estala/3 de manera
que
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se satisfa si una casa C esta en una posicié N en
la terna Cs.

se satisface st una casa C estd en
una posicién N en la terna Cs.

17. | estala(l,A,(A,_, D).
18. | estala(2,A,(_,A, )).
19. | estala(3,A,(_,_,A)).

A partir de éste y para mejorar la
legibilidad definiremos también el
predicado esta/2 que se satisface st
una casa estd en cualquier posicion.

A partir d’aquest i per millorar la legibilitat de- 1
finirem també el predicat esta/2 que se satisfa |
si una casa esta en qualsevol posicid. !

20. | esta(C,Cs) :-
21. between(1,3,N),
22. estala(N,C,Cs).

'Y dos nuevos predicados que const-
i deran la posicion relativa (a derec-
| . .

i ha o 1zquierda) de dos casas.

‘

I dos nous predicats que consideren la posicié
relativa (a la dreta o a I’esquerra) de dues cases.

23. | aladreta(A,B, (B,A, )).
24. | aladreta(A,B, (_,B,A)).
25. | alesquerra(A,B,Cs) :- aladreta(B,A,Cs).

Con los predicados anteriores, las
definictones de los seis predicados
correspondientes a las afirmactones
podrian ser

Amb els predicats anteriors, les definicions dels :
sis predicats corresponents a les afirmacions po-
|
drien ser !
1
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26. | pistal(C,Cs) :-

28. | pista2(C,Cs) :-
29. esta(C,Cs).

30. | pista3(C1,C2,Cs) :-
32. | pista3(C1,C2,Cs) :-
34. | pistad4(C1,C2,Cs) :-
35. alesquerra(C1,C2,Cs).

36. | pistab(C1,C2,Cs) :-
37. aladreta(C1,C2,Cs).

38. | pista6(C,Cs) :-
39. estala(3,C,Cs).

27. member (N, [1,3]), estala(N,C,Cs).

31. estala(l1,C1,Cs),estala(3,C2,Cs).

33. estala(3,C1,Cs),estala(1,C2,Cs).

// No esta la 2a

No estd la 2a.

// Hi ha una casa que...
Hay una casa que ...

// No estan al mig.
No estdn en el centro.

// A 1’esquerra
A la izquierda.

// A la dreta

A la derecha.

// Esta la 3a
Esta la 3a.

En realitat, la tercera s’haguera pogut expressar
com la primera (per a cada una de les cases
implicades), perod s’ha fet de manera diferent.

Si fem ara la pegunta problema(CASES). ob-
servarem quina és la disposicié de les cases que
compleix totes les condicions imposades per les
sis afirmacions.

En realidad, la tercera se hubie-
se podido expresar como la primera
(para cada una de las casas impli-
cadas), pero se ha hecho de manera
diferente.

St hacemos ahora la pregunta
problema(CASES) . observaremos
cudl es la disposicion de las casas
que cumplen todas las condi-
ctones mpuestas por las seis
afirmactones.

7- problema(CASES) .

false.

CASES = (casa(brasiler, _16890, peixos, futbol),
casa(_16938, verda, gats, _16944),
casa(alema, roja, gossos, basquet)) ;

Versié 2.4b
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Vegem que en la resposta no apareix res sobre
I’angleés ni sobre el golf ni sobre la casa bla-
va. Aixd és perque aquesta informacié només
es troba en les preguntes. La forma correcta
de contestar la primera pregunta de ’enunciat
seria

273

Vemos que en la respuesta no apa-
rece nada sobre el inglés ni sobre
el golf nt sobre la casa azul. Esto
es porque esta informacién sélo se
encuentra en las preguntas. La for-
ma correcta de contestar la primera
pregunta del enunciado seria

X = gats ;
false.

problema (CASES) ,esta(casa(angles,_,X,_) ,CASES).

CASES = (casa(brasiler, _18390, peixos, futbol),
casa(angles, verda, gats, _17984),
casa(alema, roja, gossos, basquet)),

En canvi si intentem obtenir la contestacié de
la segona de la mateixa manera (i independent-
ment de la primera) veurem que no obtenim
resposta.

En altres paraules, no podem respondre (cor-
rectament) la segona pregunta sense saber que
hi ha algti que és angles. Tenim aleshores du-
es opcions, o fem les dues preguntes al mateix
temps, o indiquem explicitament que en alguna
casa viu un angles.

En canvi, la tercera pregunta es pot fer inde-
pendentment de les altres. No obstant aixo, el
més natural seria fer les tres preguntes alhora.
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En cambto st intentamos obtener
la contestaciéon de la segunda de
la misma manera (e independien-
temente de la primer) veremos que
no obtenemos respuesta.

En otras palabras, no podemos res-
ponder (correctamente) la segunda
pregunta sin saber que hay alguien
que es nglés.
dos opciones,
preguntas al mismo tiempo, o indi-
camos ezxplicitamente que en alguna
casa vive un inglés.

Tenemos entonces
o hacemos las dos

En cambio, la tercera pregunta se
puede hacer independientemente de
las otras. Sin embargo, lo mds na-
tural seria hacer las tres preguntas
a la vez.
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esta(casa(Y,_,_,golf),CASES),
esta(casa(Z,blava,_,_),CASES).

casa(angles, verda, gats, golf),

X = gats,

Y = angles,

Z = brasiler ;
false.

7- problema(CASES),esta(casa(angles,_,X

CASES = (casa(brasiler, blava, peixos, futbol),

casa(alema, roja, gossos, basquet)),

,_),CASES),

Problema A.5:

Dissenya un predicat recursiu en PROLOG--,
ultim/3, de manera que ultim(L,E,R) siga cert
sila llista L és igual a la llista R afegint 1’element
E al final.

[ultim]

Disena un predicado recursivo en
PROLOG--, ultim/3, de manera que
ultim(L,E,R) sea cierto st la lista
L es tgual a la lista P anadiendo el
elemento E al final.

Com que ens demanen un predicat recursiu es-
pecificarem primer la idea recursiva. Conside-
rarem el primer argument com a entrada, i es
tracta de calcular quin és ’iltim element de L
i quina és la llista romanent quan aquest s’eli-
mina.

La idea recursiva per calcular I'iltim element
és molt senzilla: I'dltim d’una llista (de dos o
més elements) és el mateix que 1“dltim de la
subllista sense el seu cap. En el cas base, I'tltim
d’una llista d’un element és eixe element. Aixo
mateix, en PROLOG--,

Versié 2.4b

Como nos piden un predicado re-
cursivo especificaremos primero la
idea recursiva. Consideraremos el
primer argumento como entrada, y
se trata de calcular cudl es el dltimo
elemento de L y cudl es la lista res-
tante cuando éste se elimina.

La idea recursiva para calcular el
ultimo elemento es muy sencilla:
el dltimo de una lista (de dos o
mds elementos) es el mismo que
el dltimo de la sublista sin su ca-
beza. En el caso base, el ultimo
de una lista de un elemento es ese
mismo elemento. Esto mismo, en
PROLOG--,
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1. | ultim([_|L],E) :-
ultim(L,E).
ultim([H] ,H) .

?- ultim([a,b,c],E).
E=c.

J

Tal i com s’ha escrit en el codi anterior, els casos
recursiu i base no sén estrictament exclusius ja
qgue la cua L en la linia 1 pot ser buida. No
obstant aix0, en eixe cas tindriem en la segona
linia ultim([],E) que seria fals. O siga que la
linia 2 esta fent el mateix paper que la condicié
que caldria afegir per a comprovar que L no siga

buida.

Per completar el disseny de ultim/3 afegirem el
tercer argument que haura de contindre tots els
elements del primer argument (i en el mateix
ordre) llevat de I'iltim. Es a dir,

Tal como se ha escrito en el cédigo
antertor, los casos recursivo y ba-
se no son estrictamente ezxclusivos
ya que la cola L en la linea 1 pu-
ede estar vacia. Sin embargo, en
ese caso tendriamos en la seqgunda
linea ultim([],E) que seria falso.
O sea que la linea 2 estd haciendo
el mismo papel que la condicion que
habria que anadir para comprobar
que L no sea vacta.

Para completar el diserio de
ultim/3 anadiremos el tercer
argumento que tendrd que contener
todos los elementos del primer
argumento (y en el mismo orden)
excepto el dltimo. Es decir,

1. | ultim([HIL],E, [HIR])
) ultim(L,E,R).
3. | ultim([H] ,H, [1).

?- ultim([a,b,c],E,R).
E=c, R=[a,b].

Podem ara comparar aquesta versié recursiva
amb la no recursiva, més natural, que faria s

del predicat estandar append/3.

Podemos ahora comparar esta ver-
sién recursiva con la no recursiva,
mds natural, que usaria el predica-
do estdndard append(3).

7

1. | ultim(L,E,R) :-
2. append (R, [E],L).

?- ultim([a,b,c],E,R).
E=c, R=[a,b].

©) Francesc J. Ferri
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Problema A.6:

a) Dissenya una funcié recursiva que dona-
da una llista i un element qualsevol torne el 3
nombre de vegades que apareix aquest element |
en la llista. b) Expressa mitjangant logica 3
de predicats un predicat recursiu equivalent.
c) Dissenya el corresponent predicat recursiu en
PROLOG--. |

[longitudLlista]

a) Disena una funcidén recursiva
que dada un alista y un elemen-
to cualquiera devuelva el nuimero de
veces que aparece este elemento en
la lista. b) Ezpresa mediante légica
de predicados un predicado recursi-
vo equivalente. c¢) Diseria el cor-
respondiente predicado recursivo en
PROLOG--.

La funcié que se’'ns demana és clarament una
aplicacié exhaustiva entre el conjunt de tots els
possibles parells de llistes i elements, L x U (do-
mini), i els enters no negatius, Z* (codomini).

Primer caldra relacionar la funcié per a un cas
general (una llista qualsevol) i un cas més senzill
(la mateixa llista sense el seu cap) la qual cosa
és relativament directa en aquest cas.

Si ’element apareix n vegades en la llista sense
el cap, a aquesta quantitat caldra sumar 1 0 0
en funcié de que el cap de la llista siga igual o
no l’element.

I com en tota definicié recursiva caldra també
definir els casos base que ara només sera un i
molt senzill: en la llista buida qualsevol element
apareix zero vegades.

Aleshores la definicié recursiva que se’ns dema-
na es pot escriure com a

Versié 2.4b

La funcion que se pide es claramen-
te una aplicacién ezhaustiva entre
el conjunto de todos los posibles pa-
res de listas y elementos, L x U (do-
minio), y los enteros no negativos,
Z*t (codominio).

Primero habrd que relacionar la
funcién para un caso general (una
lista cualgquiera) y un caso mds sen-
cillo (la misma lista sin su cabeza)
lo que es relativamente directo en
este caso.

St el elemento aparece n veces en la
lista sin la cabeza, a esta cantidad
habrd que sumar 1 6 0 en funcidén
de que la cabeza de la lista sea igual
o no al elemento.

Y como en toda definicion recursiva
habrd también que definir los casos
base que ahora sélo serd uno y muy
sencillo: en la lista vacia cualquier
elemento aparece cero veces.

Entonces la definicion recursiva que
se pide se puede escribir como
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plcua(l),e), siL#0QAcap(L) £e
p(Lye) =< 1+p(cua(l),e), siL#PAcap(lL)=¢e

0, sil=>0
O simplement com a } O simplemente como
0 sil=10
p“—) e) = ) )
p(cua(lL),e) + (cap(L) =e), sino

si entenem (cap(L) = e) com a funcié carac-
teristica.

st entendemos (cap(L) = e) como
funcidn caracteristica.

Para el predicado correspondiente
constderaremos sdlo la implicacion

Per al predicat corresponent considerarem |
|
|
. en un sentido (deduccién a partir
|
|
|
|
1

només la implicacié en un sentit (deduccié a

partir de casos més senzills). Aleshores podem dd cdso|mds henvillns)l Entontes

escriure, podemos escribir,
((L#0A (cap(L) # e) A (pleua(L), e,v))
V
VLeL,Ve c UWw e Z", p(Lye,v) &< (LAOA (cap(L) =e) A (p(cua(L),e,v—1)
V
((L=0Av=0)

O equivalentment d’'una manera més usual en ! O equivalentemente de una manera
logica de predicats, 3 mds usual en l6gica de predicados,

(VL € L,Ve e U,WYv e Z", (L# DA (cap(L) #e) A (p(cua(L),e,v)) = p(L,e,v)
AN
VL e L,Ve € U,Vv € Z*, (L # O A (cap(L) =e) A (p(cua(L),e,v—1)) = p(L,e,v)
A

| Ve € U,p(0,e,0)

I ara podem fer un canvi de variable per a es-
criure

Y ahora podemos hacer un cambio
de variable para escribir
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A\

YA\
| Ve € U,p(0,e,0)

Aquesta darrera definicié
PROLOG-- d’una manera quasi

(VL € L,Ve,h € U,Wv € Z*, (h # e) A (p(cua(L), e,v)) = p(hL, e, v)

VL e L,Ve € U,¥v € Z*,p(cua(L),e,v—1) = p(ell, e,v)

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

es tradueix a
literal.

Esta ultima definicion se traduce a
PROLOG-- de manera cast literal.

p([HIL],E,V) :- ¥ Cas
Caso
H\=-E,
p(L,E,V) .
p([ElL] :E:V) - % CaS
Caso

p(L,E,V1),
V is 1+V1.

p([],-,0). % Cas

Caso

recursiu 1
recursivo 1

recursiu 2
recursivo 2

base
base

traduccions a PROLOG--.

Dissenya un predicat recursiu que donat un ele-
ment qualsevol i una llista siga cert o fals si
I’element esta o no esta en la llista. HEscriu dife-
rents definicions si les trobes i les corresponents

Problema A.7: [esl\/lembre]

Disena un predicado recursivo que
dado un elemento cualquiera y una
lista sea cierto o falso st el elemen-
to estd o no estd en la lista. Escribe
diferentes definiciones st la encuen-
tras y las correspondientes traducci-
ones a PROLOG--.

particular, podem escriure

Versié 2.4b

La relacié entre el predicat per a una llista qual-
sevol i la mateixa sense el seu cap depén de si
el cap de la llista és o no igual a 'element. En

La relacién entre el predicado para
una lista cualquiera y la misma sin

. su cabeza depende de si la cabeza de
3 la lista es 0 no tgual a el elemento.

En particular, podemos escribir
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((L# D) A (cap(L) =e))
Ve e U,VL € L, m(e,L) & \Y

(L #0) A (cap(L) # e) A (m(e, cua(L)))

ya que sé6lo nos interesa poder de-
mostrar cudndo el predicado es ci-

ja que només interessa poder demostrar quan |
1
|
. erto. En el caso de que se quisiera
l
|
|
1

el predicat és cert. En cas que es volguera de-
mostrar també quan el predicat és fals caldria
afegir

demostrar también cudndo el predi-
cado es falso habria que anadir

(L=0
Vee W,VL e L, -m(e,L) & vV
((L# D) A (cap(L) # e) A (—m(e, cua(L)))

~—

Si ens restringim només al primer cas com és Si nos restringimos sélo al primer

|
. . . . 4 !
usual, podem reescriure la primera definicié ' caso como es usual, podemos rees-
com a ' cribir la primera definicién como

Ve e U,VL € L, m(e,e|l)
A\
Ve,he U, VL € L, ((h#e)/Am(ecua(l))) = m(e h|L)

En todas las definictones anterio-
res, las reglas (los dos casos de la

En totes les definicions anteriors, les regles (el |
1
!
| definicidn) son mituamente exclu-
|
|
!
|
1

dos casos de la definicié) sén mutuament exclu-
sives. HEs a dir, només un dels dos casos és cert
al mateix temps.

swas. Es decir, sélo unmo de los
casos es cierto al mismo tiempo.

Pero st lo pensamos bien, la tmpli-

Pero si ho pensem be, la implicacié g
cacion

m(e,cua(lL)) = m(e, h|L)

es cierta independientemente de
que la cabeza de la lista, h, sea o no
igual a e. En otras palabras, pode-
mos escribir una definicion equiva-
lente mds sencilla donde las reglas
no son mutuamente exclusivas.

és certa independentment de qué el cap de la
llista, h, siga o no igual a e. En altres parau- 3
les, podem escriure una definicié equivalent més
senzilla on les regles no sén mutuament exclu-
sives. i
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Ve e U,VL € L,
A

Ve,h € U,VL € L, m(e,cua(L)) = m(e, h|L)

La traduccié a PROLOG-- d’aquestes definicions
és la mateixa.

m(e,ell)

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

La traduccién a PROLOG-- de estas
definictones es la misma.

m(E, [HIL]) :- % Cas recursiu
. Caso recursivo
H\==E, % (%)
m(E,L).
n(E, [E]_]). % Cas base
Caso base

J

L’'dnica diferencia entre les dues versions consis-
tiria a incloure o no la linia marcada amb (*).
Tot i que les dues definicions sén logicament
equivalents, el funcionament dels corresponents
programes en PROLOG-- seria diferent.

En la segona definicié (sense la linia (*)), la
recursié sempre esgotaria la llista d’entrada, i
I'interpret de PROLOG-- contestaria per cada ve-
gada que ’element apareguera en la llista.

En canvi, en la primera on les regles sén exclo-
ents, l'intérpret només contestaria la primera
vegada que es trobara ’element en la llista i la
recursié acabaria.

Per cert, la implementacié del predicat predefi-
nit member/2 es correspon amb la segona de les
definicions.

La unica diferencia entre las dos
versiones consistiria en incluir o
con (*).
Aunque las dos definiciones son
l6gicamente equivalentes, el funci-
onamiento de los correspondientes
programas en PROLOG-- seria dife-
rente.

no la linea marcada

En la segunda definicién (sin la
linea (*)), la recursion siempre
agotaria la lista de entrada, y el
intérprete de PROLOG-- contestaria
por cada una de las veces en que el
elemento apareciese en la lista.

En cambio, en la primera donde las
reglas son excluyentes, el intérprete
sélo contestaria la primera vez que
se encontrara el elemento en la lista
y la recursién acabaria.

Por cierto, la implementacién del
predicado predefinido member/2 se
corresponde con la segunda de las
definictones.

Versié 2.4b
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Trobar una definicié no recursiva en PROLOG--,
a) per al predicat member/2 en funcié dels predi-
cats select/3 i/o append/3. b) per al predicat
select/3 en funcié de append/3.

Problema A.S8:

|
1
|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
|

[esMembreBis]

Encontrar una definiciéon no recur-
stva en PROLOG--, a) para el pre-
dicado member/2 en funcién de los
predicados select/3 y/o append/3.
b) para el predicado select/3 en
funcién de append/3.

La definicié en funcié de select/3 és molt sen-
zilla ja que els dos predicats sén molt similars.

La definicién en funcion de
select/3 es muy ya
que los dos predicados son muy
stmalares.

sencilla

m(E,L) :-
select(E,L,.).

El mateix fent servir append/3 és relativament
similar.

Lo mismo usando append/3 es rela-
tivamente stmalar.

m(E,L) :-
append (_, [E|_],L).

I finalment, la definicié de select/3 a partir de
append/3 és una generalitzaci6é de 1’anterior.

Y finalmente, la definicion de
select/3 a partir de append/3 es
una generalizacién de lo anterior.

s(E,L,R) :-
append (L1, [E|L2],L),
append (L1,L2,R) .

En realitat, la implementacié anterior no és
exactament equivalent a la implementacié del
predicat estandar select/3 ja que quan la pri-
mera de les dues llistes no esta instanciada es
produeix una recursié infinita.

©) Francesc J. Ferri

En realidad, la implementacion an-
terior no es exactamente equivalen-
te a la implementacién del predica-
do estdndar select/3 ya que cuan-
do la primera de las dos listas no
estd instanciada se produce una re-
cursion infinita.
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Per a obtenir un comportament ideéntic en | F0re obtener un comportamiento

1
T ; T . | tdéntico en este caso, habria que in-
aquest cas, caldria invertir les dues linies de que .
1
|
|
|

vertir las dos lineas de que consta la

consta la definicié anterior. definicidn anterior.

Des del punt de vista 1ogic, les dues definicions | Desde el punto de vista légico, las

|
’ 5 g o s . ! . 5
son la mateixa ja que la conjuncié és commuta- ' dos definiciones son la misma ya
tiva ' que la conjuncidn es conmutativa.
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A.6 Problemes proposats
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Problemas Propuestos

Problema A.9:

En un regne molt, molt llunya, tothom és cava-
ller, bufé o espia. Els cavallers sempre diuen la
veritat, els bufons sempre diuen mentides, i els
espies diuen el que els interessa.

Un cavaller, un bufé i un espia tenen una con-
versacio:

a) Alleyn: Carvalho és un bufé.
b) Bond: Alleyn es un cavaller.

c) Carvalho: Jo s6c un espia.

Sabries endevinar qui és qui en la conversa?
Podries resoldre el problema usant PROLOG--7
Fes-ho.

[bufons]

En un reino muy, muy lejano, todos
son caballeros, bufones o espias.
Los caballeros siempre dicen la
verdad, los bufones siempre dicen
mentiras, y los espias dicen lo les
interesa.

Un caballero, un bufén y un espia
tienen una conversacion:

a) Alleyn: Carvalho es un bufén.
b) Bond: Alleyn es un caballero.

c) Carvalho: Yo soy un espia.

sSabrias adivinar quién es quién?
¢ Podrias resolver el problema usan-
do PROLOG--? Hazlo.

Problema A.10:

Quatre amics arriben a una festa un dia plujés
i han de travessar el pati.

El primer problema és que només tenen un pa-
raigua que com a molt tapa a dues persones.

©) Francesc J. Ferri

[paraigua]

Cuatro amigos llegan a una fiesta
un dia lluvioso y han de atravesar
el patio.

El primer problema es que sdlo ti-
enen un paraguas que como mucho
cubre a dos personas.
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L’altre problema és que, per diferents proble-
mes fisics, no tots ells sén igual de rapids i
per travessar el pati necessiten 1, 2, 51 8 mi-
nuts, respectivament. Obviament, quan dos
van junts han d’anar a la velocitat del més lent.

El més rapid proposa immediatament una so-
lucié: jo, que séc el més rapid, aniré i tornaré
les vegades que faca falta i vos acompanyaré a
tots. En total tardarem 17 minuts en 5 viatges:
2, 51 8 minuts per acompanyar-vos als tres i 2
viatges de tornada de 1 minut.

Es possible que entren tots a la festa sense
mullar-se en menys de 17 minuts? Com? Es
possible obtindre la solucié al problema usant
PROLOG--7 Com?

APENDIX A. EL LLENGUATGE PROLOG--

El otro problema es que, por di-
ferentes problemas fisicos, no to-
dos ellos son itgual de rdpidos y pa-
ra atravesar el patio mecesitan 1,
2, 4 y 8 mainutos, respectivamente.
Obuviamente, cuando dos van jun-
tos deben ir a la velocidad del mds
lento.

El mds rdpido propone inmediata-
mente una solucién: yo, que soy el
mds rdpido, iré y volveré las veces
que haga falta y os acompanaré a
todos. En total tardaremos 17 mu-
nutos en 5 viajes: 2, 5 y 8 minutos
para acompanaros a los tres y 2 vi-
ajes de vuelta de 1 minuto.

¢ Es posible que entren todos a la fi-
esta sin mojarse en menos de 17
manutos? ;Como? ;Es posible ob-
tener la solucién al problema usan-
do PROLOG--? ;Cémo?

Problema A.11:

Considera el problema del llop, la cabra i la col
de la pagina 265 i imagina que el pages també ha
comprat un lleé que només li agrada menjar-se
llops. De quantes i quines maneres diferents pot
arribar el pages a casa? Amb quantes i quines
coses arribaria en el pitjor cas? Amb quants
viatges?

Per exemple, si transporta primer la col, el llop
es podria menjar la cabra. I si en tornar trans-
portara el lle6 i després el llop, arribaria a casa
amb el lled, el llop i la col.

Versié 2.4b

[Ilopbis]

Constdera el problema del lobo, la
cabra y la col de la pdgina 265 e
imagina que el labrador también ha
comprado un leén que sélo le gus-
ta comer lobos. ;De cudntas y de
qué maneras diferentes puede llegar
el labrador a casa? ;Con cudntas
y con qué cosas llegaria en el peor
caso? ;Con cudntos viajes?

Por ejemplo, st transporta primero
la col, el lobo se podria comer a la
cabra. Y st al volver transportara
al leon y después al lobo, llegaria a
casa con el leén, el lobo y la col.
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Suposa, com en ’exemple, que en absencia del
pages només pot océrrer una consumicio.

285

Supdn, como en el ejemplo, que
en ausencta del labrador sélo pue-
de darse una consumaicion.

Problema A.12:

Hi ha 5 cases, en linia, de 5 colors diferents
on viuen persones de 5 diferents nacionalitats, 3
que tenen 5 tipus d’animals diferents, beuen 5
begudes diferents i fumen 5 marques diferents 3
de cigarrets. Considera les pistes seguents:

a) L’angles viu a la casa roja. ‘
b) L’espanyol té un gos. |
c) En la casa verda es beu cafe. |
d) L’ucrainés beu te. |
e) La casa verda esta al costat de la blanca. ;

f) Qui fuma Old Gold té caragols.

g) En la casa groga es fuma Kools. ;
h) En la casa del mig beuen llet. ‘
i) El noruec viu en la primera casa.

j) Qui fuma Chesterfields viu al costat de qui
té una rabosa.

k) Fumen Kools al costat d’on tenen un cavall.

©) Francesc J. Ferri

[zebra]

Hay 5 casas, en linea, de 5 colores
diferentes donde viven personas de
5 diferentes nacionalidades, que ti-
enen 5 tipos de antmales diferentes,
beben 5 bebidas diferentes y fuman
5 marcas diferentes de cigarrillos.
Constidera las pistas siguientes:

a) Elinglés vive en la casa roja.
b) El espanol tiene un perro.
c) En la casa verde se bebe café.

d) El ucraniano bebe te.

e) La casa verde estd al lado de la
blanca.

f) El que fuma Old Gold tiene ca-
racoles.

g9) En la casa amarilla se fuma Ko-
ols.

h) Enla casa del medio beben leche.

1) El noruego vive en la primera
casa.

j) Quien fuma Chesterfields vive al
lado de quien tiene un zorro.

k) Fuman Kools al lado de donde
tienen un caballo.
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4
[) Quien fuma Lucky Strike bebe

1) Qui fuma Lucky Strike beu suc de taronja. 3 Zumel de naraia.

m) El japonés fuma Parliaments. ' m) El japonés fuma Parliaments.

n) El noruego vive al lado de la ca-

n) El noruec viu al costat de la casa blava. |
1 sa azul.

Contesta: i Quién bebe agua?
s Quién tiene una cebra? Resule-
ve el problema también mediante
PROLOG--.

Contesta: Qui beu aigua? Qui té una zebra?
Resol el problema també mitjangant PROLOG--.

Problema A.13: [invertir]

Disena un predicado recursivo en
PROLOG-- de 2 argumentos que se-

Dissenya un predicat recursiu en PROLOG-- de |
| an listas y que sea cierto si una es

2 arguments que siguen llistes i que siga cert si
una és igual a 1’altra en ordre invers dels seus
elements.

tgual a la otra en orden tnverso de
sus elementos.

Problema A.14: [selectAppendRec]

' Diseria wuna wversién recursiva
i en PROLOG-- para los predicados
| select/3 1 append/3.

Dissenya una versié recursiva en PROLOG-- per
als predicats select/3 i append/3.

7- select(2,[1,2,3,2],X). -—> X=[1,3,2]
?7- append([1,2,3,2],[4,3,2],X). -—> X=[1,2,3,2,4,3,2]
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Dissenya un predicat recursiu en PROLOG-- que
donades tres llistes, siga cert si la tercera llista
conté els elements que estiguen en alguna de les
dues primeres sense cap repeticio.

Problema A.15:

|
1
|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
|

?7- unio([1,2,3,2],[4,3,2],X). -—> X=[1,2,3,4]

[unioRec]

Disenia un predicado recursiwo en
PROLOG--que dadas tres listas, sea
cierto st la tercera lista contiene los
elementos que estén en alguna de
las dos primeras sin ninguna repe-
ticion.

Dissenya un predicat recursiu en PROLOG-- que
donades tres llistes, siga cert si la tercera llista
conté només els elements que estan en les dues
primeres sense cap repeticio.

Problema A.16:

|
1
|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
|

?- interseccio([1,2,3,2],[4,3,2],X). ——> X=[2,3]

[interseccioRec]

Diseria un predicado recursiwo en
PROLOG--que dadas tres listas, sea
cierto st la tercera lista contiene
solo los elementos que estén en las
dos primeras sin ninguna repeti-
cion.

©) Francesc J. Ferri
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adjacents, 118
antecedent, 45
antireflexiva, 117
aplicacié, 7
bijectiva, 7
exhaustiva, 7
injectiva, 7
inversa, 9
suprajectiva, 7
arbre, 121
m-ari, 131
amb arrel, 130
amb claus, 134
binari de cerca, 134
buit, 131
complet, 132
d’extensid, 129
de recursi6, 85
equilibrat, 132
generador, 129
ordenat, 131
ple, 131
ple fins a profunditat h, 131
arbres
binaris, 132
sense arrel, 129
arcs, 117
paral-lels, 118
arestes, 117
aritat, 5, 156
arrel, 130

base

d’induccié, 91
blocs, 3
bucles, 118

cami, 120
(cicle) hamiltonia, 121
cardinalitat, 3, 9
cas
base, 81
circuit, 120
clausula, 43
clausula conjuntiva, 43
clausula disjuntiva, 43
clausules de Horn, 44
clausules definides, 45
classe d’equivaléncia, 6
clausura
d’un graf, 122
reflexiva, 123
transitiva, 122
transitiva de la relacié, 123
transitiva i reflexiva, 124
clique, 119
codomini, 7
coeficient binomial, 12
coeficient multiconjunt, 13
coeficients multinomials, 11
coimplicacié, 41
combinacions, 12
amb repeticié, 12
complement, 3
component
connexa, 124
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composicié, 8
conclusio

semantica, 46
conjuncio, 41
conjunt, 1

buit, 2

d’arribada, 7

de partida, 7

imatge, 7

poténcia, 2

guocient, 6
conjunts

disjunts, 1
connectives, 41
connex, 121
consequent, 45
constants

en logica de predicats, 55

en logica proposicional, 41
contradiccié, 42
cua

de prioritat, 135

definicié
per comprensié, 2
per extensid, 2
recursiva, 81
demostracié, 46
de la implicacid, 51
demostracié per casos, 50
diagrames de Venn, 1
diferéncia conjuntista, 3
digraf, 118
dilema
constructiu, 53
destructiu, 54
dimensid, 4
disjuncié, 41
exclusiva, 42, 68
disjunts, 2

Versié 2.4b

INDEX ANALITIC

distributivitat per 'esquerra, 44, 61

domini, 7

element minimal, 94
euleria, 121
expressio
proposicional, 41
expressions
equivalents, 42

férmula
atomica, 55, 157
ben formada, 55
oberta, 56
tancada, 56
factorial
decreixent, 11
fet, 157
fills, 130
fulles, 130
funcions, 55
functors, 55, 156

generalitzador, 56
graf, 117
aciclic, 121
amb arcs paral-lels, 118
amb arcs ponderats, 133
amb bucles, 118
amb nodes ponderats, 133
bipartit, 119
buit, 118
buit de n nodes, 118
complet, 119
dirigit, 118
no dirigit, 117
nul, 118
ponderat, 133
grandaria, 4
grau, 118
d’eixida, 118
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d’entrada, 118

hipotesi, 46
d’induccié, 91

igrau, 118
implicacié, 41
incident, 118
inferéncia
inconsistent, 47
interseccid, 3
inversa
d’una aplicacié, 8

literal, 43
Llei
d’absorcié, 53
d’exportacid, 53
llista, 86, 156

mutuament
disjunts, 2
matriu
d’adjacencia, 121
matriu caracteristica, 5
modus
ponendo tollens, 52
ponens, 51, 65, 69
tollendo ponens, 52, 69, 70
tollens, 51, 74
monticle
(de minims), 135
binari (de minims), 135
multiconjunt, 1
multigraf, 118

NAND, 42
naturals, 2
negacio, 41
negacié per fallada, 83, 158
nivell, 130
nodes, 117
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nombre combinatori, 12
nombres de Catalan, 152
NOR, 42

ograu, 118

pare, 130
parell, 4
particié, 3
particularitzador, 56
pas

d’induccid, 91
permutacions, 11

amb repeticié, 11
poteéncia

n-esima d’un graf, 122

n-ésima de la relacié, 122
poténcia

decreixent, 11
predicat, 54, 156
pregunta, 157, 158
premissa, 46
preordre

ben fundat, 94
principi

d’inclusié-exclusié, 10

de les caixes, 10

de les caixes generalitzat, 10
producte cartesia, 4
profunditat

d'un arbre, 130

d’un node, 130
progressié aritmeética, 36
proposicié, 41
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pseudodistributivitat per la dreta, 45, 61

quantificador
existencial, 56
universal, 56

questio, 157, 158

rang, 7
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recorregut, 119
circular, 120
recursio
lineal, 88

miltiple o no lineal, 88

niada, 89
reduccié a 'absurd, 50
refinament, 3
regla

de la bijeccid, 9

de la divisié, 10

de la suma, 10

de la suma generalitzada, 10

del producte, 10

en Prolog, 157
regles

d’inferéncia, 49
relacio, 5

k-aria, 5

antisimetrica, 7

d’equivaléncia, 6

d’ordre, 7

de recurrencia, 82

inversa, 8

reflexiva, 6

simetrica, 6

transitiva, 6
resolucié, 54

sequencia, 4
sil-logisme

disjuntiu, 52, 69, 70

hipotétic, 52
subarbre, 129
subconjunt, 1
subconjunt estricte, 1
subconjunt propi, 1
subgraf, 119

d’ordre m, 119

induit, 119

Versié 2.4b

superconjunt, 1

talla, 4

taula de veritat, 42
tautologia, 42
teorema, 46
termes, 55, 156
terna, 4

tesi, 46

transitiva, 6

tupla, 4

unio, 3, 119
unificacié, 159
univers, 2

vertexs, 117
variable anoOnima, 156
variables, 55
lligades, 56
lliures, 56
proposicionals, 41
variacions
amb repeticié, 10
sense repeticié, 10
vector, 4
vector caracteristic, 4
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Historial de versions

1.0 (15 de gener, 2020): versié enviada al Servei de Politica Lingtiistica.
1.1 (25 de febrer, 2020): versié revisada i acabada.
2.0 (8 de marg, 2020): primera versié bilingtie.
2.1 (24 de marg, 2020): publicacié en Roderic’.
2.2 (18 de gener, 2021): afegit apéndix sobre Prolog
2.3 (19 d’agost, 2021): versié bilinglie completa
2.4 (4 d’agost de 2022): codificacié UTF, errades, addicions, més problemes

thttps://roderic.uv.es/handle/10550/73645
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