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Pròleg ix
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1.2 Unió de tres conjunts [unioDeTres] . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1. Combinatòria Combinatoria. 1

1.1 Conjunts, seqüències i aplicacions
Conjuntos, secuencias y aplicaciones

1.1.1 Conjunts
Conjuntos

conjunt · conjunto

multiconjunt
multiconjunto

x pertany X

·
x 2 X y

X y 62 X

diagrames de

Venn

x pertenece

X

x 2 X y

X y 62 X

diagramas de Venn

X�
�

⌧
�rx ry



X

Y Y conté X X és con-

tingut Y X ✓ Y

X subconjunt Y

X Y

Y contiene X X está

contenido Y

X ✓ Y X

subconjunto Y

Y super-

conjunt X
Y su-

perconjunto X

Y�
�

⌧
�

✏� ��X ⌘ Y
�
�

⌧
�

✏� ��X

X ✓ Y Y ✓ X

X = Y X ✓ Y X 6= Y X

subconjunt estricte Y està

estrictament contingut Y Y conté

estrictament X X

subconjunt propi està pròpiament

contingut Y

X ✓ Y Y ✓ X

X = Y X ✓ Y X 6= Y

X subconjunto es-

tricto Y está es-

trictamente contenido Y Y

contiene estrictamente X

X subcon-

junto propio está propi-

amente contenido Y

X

Y

X Y conjunts disjunts

X

Y

X Y conjuntos dis-

juntos

X�
�

⌧
�
⌫
�


�
Y

· disjunts

mútuament disjunts
disjuntos mutuamente dis-

juntos

conjunt buit ;
;

conjunto vaćıo ;

;

univers universo



A = {a, b, c}

A extensió
A extensión

compren-

sió
comprensión

B = {x 2 N | x = 2k},

B

2k k

B

2k

k

N = {1, 2, 3, . . .}

naturals N
N = {1, 2, 3, . . .} na-

turales N
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N {1, 2, 3, . . .}

Nk k
k

{1, 2, 3, . . . , k}

Z {. . . ,-2,-1, 0, 1, 2, . . .}

Zk k
k

{-k, . . . ,-2,-1, 0, 1, 2, . . . , k}

Z+ {0, 1, 2, . . .}

Z+
k k

k
{0, 1, 2, . . . , k}

Z+
1 {0, 1}

Q {p/q | p 2 Z, q 2 N}

R { }

[0, 1] {x 2 R | 0  x  1}

(0, 1) {x 2 R | 0 < x < 1}

X conjunt

potència X
X

conjunto potencia X

P(X) = 2X = {Y | Y ✓ X }.

Z+
1 Z+

1

{;, {0}, {1}, {0, 1}}

cardinalitat X

|X| card(X)

X ✓ Y |X|  |Y|

cardinalidad X

|X|

card(X)
X ✓ Y

|X|  |Y|



· B =

{B1, . . . , Bk} partició A

disjunts no buits

A A

Bi Bi

blocs B
{;} ;

B = {B1, . . . , Bk}

partición A

disjuntos

no vaćıos A

A

Bi Bi

bloques

B

B, C
A C refinament B

C B

B, C
A C

refinamiento B
C
B

B
Z C

B

B
Z C

B

B = {N, {0}, {n | - n 2 N}},
C = {{n | n = 2k, k 2 N}, {n | n = 2k- 1, k 2 N}, {0}, {n | n = -2k, k 2 N}, {n | n = 1- 2k, k 2 N}},

1.1.2 Operacions sobre conjunts
Operaciones sobre conjuntos

unió A B

A B A [ B

unión A B

A B

A [ B

A [ B = {x | x 2 A_ x 2 B}.

intersecció A B

A B

A \ B

intersección A

B

A B

A \ B

A \ B = {x | x 2 A^ x 2 B}.
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diferència conjuntista A B

A B

A\B A- B

diferencia conjuntista A

B

A B

A\B A-B

A\B = {x | x 2 A^ x 62 B}.

complement A

U A = Ac = U\A
complemento A

U

A = Ac = U\A

Ac = {x | x 62 A}.

A B

A [ B

A B

A \ B

A B

A\B

A

Ac

1.1.3 Seqüències i tuples
Secuencias y tuplas

seqüència

tupla producte

cartesià

secuencia

tupla producto

cartesiano

(x1, x2, . . .) (x1, x2, . . .)

xi 2 Xi
xi 2 Xi

(x1, x2, . . . , xk) 2 X1 ⇥ X2 ⇥ · · ·⇥ Xk.



X1 ⇥ X2 ⇥ · · ·⇥ Xk = {(x1, x2, . . . , xk) | xi 2 Xi, i = 1, 2, . . . , k}.

k k

k dimensió grandària talla

parell terna

trio tripleta

vector k

k k

k dimensión

tamaño talla par

terna trio

tripleta

vector k

(x1, x2, . . . , xk) 2 Rk.

U = {e1, e2, . . . , en}

A ✓ U vector carac-

teŕıstic

U = {e1, e2, . . . , en}

A ✓ U vector caracteŕıstico

�A = (x1, x2, . . . , xn),

xi =

�
1 ei 2 A

0 ei 62 A

; {2, 3} N6

(0, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 1, 1, 0, 0, 0)

;
{2, 3} N6

(0, 0, 0, 0, 0, 0) (0, 1, 1, 0, 0, 0)

(0, 1, 0, 1, 0, . . .)

N
(0, 1, 0, 1, 0, . . .)

N
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1.1.4 Relacions i aplicacions

Relaciones y aplicaciones

relació R A

B A⇥B

A B

relación R

A B

A ⇥ B

A

B

R ✓ A⇥ B.

B = A R

A

B = A

R

A

a 2 A

b 2 B R

aRb

a 2 A

b 2 B

R aRb

(a, b) 2 R ✓ A⇥ B.

a◆◆Rb

k

relacions k-àries k aritat

a6 Rb
k

re-

laciones k-arias k

aridad

R = ;
R = A⇥B

trivial

R = ;
R = A⇥ B

trivial

A B

A

B

correspondència

A

B

A

B correspon-

dencia



Z+
2 Z+

3 Z+
2 Z+

3

nR2m sii (n, 2) = (m, 2)

(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 0), . . . , (2, 2), (2, 3)

R2 R2

(1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0)

�R = [xi,j]

matriu caracteŕıstica R ✓ A⇥ B
�R = [xi,j]

matriz caracteŕıstica

R ✓ A⇥B

xi,j =

�
1 aiRbj

0 ai◆◆Rbj

A = {a1, . . . , an}, B = {b1, . . . , bm}

R2 R2

©



�R2
=

0

B@
1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

1

CA

relació d’equivalència

A reflexiva aRa

a simètrica aRb

bRa transi-

tiva aRb bRc aRc

relación de equivalencia

A reflexiva aRa

a simétrica aRb

bRa

transitiva aRb bRc

aRc

R= R2

Z+
3

R=

R2

Z+
3

�R= =

0

BBB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

CCCA
�R2

=

0

BBB@

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1

CCCA

R

A classe d’equi-

valència B A

R A

clase de equivalencia

B A

aRb sii a 2 B, b 2 B

B tots A
todos

A

[a]R
R A a 2 A

B

[a]R
R A

a 2 A

B

[a]R = B,8a 2 B



conjunt quocient A

R

A/R

totes R

A

conjunto cociente

A R

A/R

todas

R A

A/R = {[a] | a 2 A}

R= R2
R= R2

Z+
3 /R= = {{0}, {1}, {2}, {3}} Z+

3 /R2 = {{0, 2}, {1, 3}}

R2

Z+

R2

Z+

Z+/R2 = {[0], [1]}

[0] [1] [0]
[1]

relació d’ordre

A reflexiva antisimètrica

aRb bRa a = b

transitiva

relación de orden

A

reflexiva antisimétrica aRb

bRa a = b

transitiva


✓

R Z+
3 R✓ 2Z

+
1 = {;, {0}, {1}, {0, 1}}


✓

R Z+
3 R✓ 2Z

+
1 =

{;, {0}, {1}, {0, 1}}
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�R =

0

BBB@

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1

CCCA
�R✓ =

0

BBB@

1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1

CCCA

< ⇢

reflexiva

< ⇢
refle-

xiva

aplicació f A B

cada A

únic B A

conjunt de partida domini

f Dom(f) B conjunt

d’arribada codomini f Cod(f)

f A B

aplicación f A

B

cada A

único

B A con-

junto de partida dominio f

Dom(f) B

conjunto de llegada codomi-

nio f Cod(f)
f A B

f : A! B

a 2 A b 2 B f

f(a) = b afb b

imatge a a

antiimatge b conjunt imatge rang

f Im(f) B

A

a 2 A b 2 B

f f(a) = b

afb b ima-

gen a

a antiimagen b con-

junto imagen rango f Im(f)
B

A

a

b f(a) = b
a b

f(a) = b

A B
a

b



relacions corres-

pondències a b

aRb

rela-

ciones correspondencias

a b aRb

injectiva

suprajectiva ex-

haustiva

bijectiva injectiva ex-

haustiva

inyectiva

su-

prayectiva sobreyectiva ex-

haustiva

biyectiva inyectiva

exhaustiva

f

f

f

f

Im(f)

f

Im(f)

f

©



{a, b} N3

a 1

b
2
3

{a, b, c} N2
a 1
b
c 2

{a, b, c} N3
a

2b
1

c 3

{a, b, c} N3
a

2b 2
c 3

1

composició f : A ! B

g : B ! C f � g : A ! C

f � g(a) = g(f(a)) a 2 A

composición

f : A ! B g : B ! C

f � g : A ! C

f � g(a) = g(f(a)) a 2 A

f : A ! B in-

versa f-1 y 2 B
f : A! B

inversa f-1

y 2 B

f-1(y) = {x 2 A | f(x) = y}.

B A

relació inversa

B A

relación inversa

R ✓ A⇥ B relació in-

versa R-1 ✓ B⇥A

a 2 A b 2 B

R ✓ A ⇥ B

relación inversa R-1 ✓ B ⇥ A

a 2 A b 2 B

bR-1a sii aRb,



B

A P(A)

f-1 ✓ N3 ⇥
{a, b, c} f-1 : N3 �!
2{a,b,c}

B

A P(A)

f-1 ✓
N3 ⇥ {a, b, c}

f-1 : N3 �! 2{a,b,c}

N3 {a, b, c}

2 b
a

3 c

1
N3 2{a,b,c}

1 ;
2 {a, b}

3 {c}
. . .

f : A! B

f f 0 : A ! B 0 ✓ B

B 0 = Im(f) = {y 2 B | f(x) = y x}

f : A! B

f

f 0 : A ! B 0 ✓ B B 0 = Im(f) =
{y 2 B | f(x) = y x}

{;, {a, b}, {c}} {;, {a, b}, {c}}

f : A! B injectiva

aplicació inver-

sa f-1 : Im(f)! A f-1(y) = x

f(x) = y

f : A! B

inyectiva

aplicación inversa f-1 : Im(f)!
A f-1(y) = x f(x) =
y

1.1.5 Aplicacions i cardinalitat
Aplicaciones y cardinalidad

©



|A|  |B| sii 9f : A! B
|A|  |B| 9f : A! B

|A| � |B| sii 9f : A! B |A| � |B| 9f : A! B

|A| = |B| sii 9f : A ! B

regla de la bijecció
|A| = |B| 9f : A! B

regla de la biyección

cardinalitat k

Nk

cardinalidad k

Nk

1.2 Comptatge de conjunts d’elements

Conteo de conjuntos de elementos

regla de la bijecció regla de la biyección

regla de la divisió

f : A! B

B k k

|A| = k|B|

regla de la división

f : A ! B

B

k

k |A| =
k|B|



principi de les caixes |A| > |B|

f : A ! B

B

A

principio de las cajas |A| >

|B|

f : A ! B

B

A

principi de les caixes generalitzat

|A| > k|B|

f : A ! B B

k

k + 1 A

principio de las cajas generali-

zado |A| > k|B|

f : A ! B

B

k

k + 1 A

regla del producte

|A⇥ B| = |A| · |B|

regla del producto

|A⇥ B| = |A| · |B|

regla de la suma regla de la suma

principi d’inclusió-exclusió regla de la

suma generalitzada

principio de inclusión-exclusión

regla de la suma generaliza-

da

©



1.3 Variacions, permutacions i combinacions

Variaciones, permutaciones y combinaciones

variacions amb repetició de

m elements agafats de n en n VRn
m

n

Nm Nn
m

variacionnes con

repetición de m elementos toma-

dos de n en n VRn
m

n

Nm Nn
m

|VRn
m| = |Nm|

n = mn

principi del producte principi del producte

VRn
m n

m

VRn
m

VRn
m n

m

VRn
m

variacions sense repetició

de m elements agafats de n en n Vn
m

VRn
m n

variaciones sin

repetición de m elementos toma-

dos de n en n Vn
m

VRn
m

n

regla del producto

|Vn
m| = |Nm| · (|Nm|- 1) · · · (|Nm|- n+ 1) = mn

mn = m(m-1) · · · (m-n+1) potència

decreixent n-èsima de m factorial

decreixent d’ordre n de m n 
m n > m Vn

m

mn = m(m- 1) · · · (m-n+ 1)
potencia decreciente n-ésima

de m factorial decreci-

ente de orden n de m

n  m n > m

Vn
m



permutacions de m ele-

ments Pm Vm
m

m Nm

m

m

Pm

permutaciones

de m elementos Pm

Vm
m m

Nm

m

m Pm

|Pm| = |Vm
m | = mm = m!

m

A

A

Pm

f : A �! A |A| = m

m

A

A

Pm

f : A �! A |A| = m

permutacions amb repe-

tició de m elements que es repeteixen

(k1, k2, . . . , km) vegades PR(k1,k2,...,km)

(k1 + k2 + · · · + km)

Nm ki

i i = 1, . . . ,m

permutaciones

con repetición de m elementos

que se repiten (k1, k2, . . . , km) ve-

ces PR(k1,k2,...,km)

(k1 + k2 + · · ·+ km)
Nm ki

i i =
1, . . . ,m

PR(k1,k2,...,km)

(k1 + k2 +

· · · + km) P(k1+k2+···+km)

principi de la divisió

PR(k1,k2,...,km)

(k1 + k2 +
· · ·+km) P(k1+k2+···+km)

principio de la divi-

sión

|PR(k1,k2,...,km)| =
(k1 + k2 + · · ·+ km)!

k1!k2! · · · km!
=

(
Pm

i=1 ki)!Qm
i=1 ki!

= (k1, . . . , km)!

(k1, . . . , km)! coefi-

cients multinomials

(k1, . . . , km)!
coeficientes multino-

miales

©



ki

i

PR(k1,k2,...,km)

ki

i

PR(k1,k2,...,km)

(
mX

i=1

ki)!

PR(3,2,1) {a, b, c}

P6

{a1, a2, a3, b1, b2, c1}

PR(3,2,1)

{a, b, c}

P6

{a1, a2, a3, b1, b2, c1}

(c1, b2, a3, a1, b1, a2),

a P3 = 6

b P2 = 2 c

P1 = 1

a P3 = 6 b

P2 = 2 c P1 = 1

ki

i

ki!

ki

m

Qm
i=1 ki! P(k1+k2+···+km)

PR(k1,k2,...,km)

principi de la divisió

ki
i

ki!

ki

m

Qm
i=1 ki!

P(k1+k2+···+km) PR(k1,k2,...,km)

principio

de la división



combinacions de m elements

agafats de n en n Cn
m

Nm n

n

m

combinaciones

de m elementos tomados de n en

n Cn
m

Nm

n

n

m

Cn
m m

Z+
1 = {0, 1}

n m - n

Cn
m PR(m-n,n)

Cn
m

Cn
m m

Z+
1 = {0, 1}

n m - n

Cn
m PR(m-n,n)

Cn
m

|Cn
m| =

m!

n!(m- n)!
=

✓
m

n

◆

�
m
n

�
coefici-

ent binomial nombre combinatori

(m,n) m n

�
m
n

�

coeficiente binomial

número combinatorio

(m,n) m n

✓
m

n

◆
=

✓
m

m- n

◆ mX

k=1

✓
m

k

◆
= 2m

✓
m

n

◆
=

✓
m- 1

n

◆
+

✓
m- 1

n- 1

◆

principi de la suma

P(Nm)

Nm VRm
2

prin-

cipio de la suma

P(Nm)
Nm VRm

2

©



combinacions amb repeti-

ció de m elements agafats de n en n CRn
m

Nm

n

n m

combinaciones

con repetición de m elementos to-

mados de n en n CRn
m

Nm n

n m

CRn
m

n m

·

Nm

CRn
m

n

m

Nm

·

{a, b, b, b, b, b, c, c} $

a b c d

CRn
m Z+

1

i

ki ki

(1, 1, . . . , 1| {z }
ki

) m

ki m-1

n = k1+k2+· · ·+km

CRn
m

Z+
1

i

ki
ki

(1, 1, . . . , 1| {z }
ki

)

m ki
m - 1

n =
k1 + k2 + · · ·+ km

(1, 1, . . . , 1| {z }
k1

, 0, 1, 1, . . . , 1| {z }
k2

, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1| {z }
km

).



n

Z+
1 n

m - 1

n m-1

m

n

n

Z+
1 n

m - 1

n m - 1

m

n

(n+m-1) Z+
1 n

n+m-1 n

CRn
m

(n +m - 1)
Z+
1 n

n +m - 1 n

CRn
m

|CRn
m| = |Cn

n+m-1| =

✓
n+m- 1

n

◆
=

✓✓
m

n

◆◆

��
m
n

��
coeficient

multiconjunt

��
m
n

��

coeficiente multiconjunto

1.4 Tècniques visuals de comptatge
Técnicas visuales de conteo

Suma dels n primers enters

Suma de los n primeros enteros

S1(n) =
nX

i=1

i = 1+ 2+ · · ·+ n

©



·

1 2 3 n
1
2

n

n

n
n

n

180o
180o

1 2 3 n
1
2

n
n + 1

2S1(n) = n · (n+ 1)

S1(n) =
n

2
(n+ 1)



Suma dels n+ 1 dobles successius

Suma de los n+ 1 dobles sucesivos

Sd(n) =
nX

i=0

2i = 1+ 2+ 4+ · · ·+ 2n

n + 1

fila
n+1

fila

1 2 4 8 2n

0
1

n

1 2 4 8 2n

1
2

n

1 2 4 8 2n

Sd(n) = 2 · 2n - 1

©



Suma dels n primers quadrats

Suma de los n primeros cuadrados

S2(n) =
nX

i=1

i2 = 12 + 22 + · · ·+ n2

i

i⇥ i

i

i⇥ i

1 1 2 1 2 3 1 2 3 n
1
2

n

1 2 3 n

n

2

1

z

x

y

z

(x, y)

z

(x, y)

· · ·

· · ·n

n - 1 n - 1

n - 1

n - 2 n - 2 n - 2

n - 2

n - 2

n - 3

11

1

1

1

1

1

11

= S2(n)

x

y



y
y

1

2 2

3 3 3

n n n · · · n

S2(n) =

x

z

1 2

2

3

3

3

· · · n

n

n

n

= S2(n)

z

x

S1(n) S1(n)

· · ·

· · ·1

2 2

2

3 3 3

3

3

4

nn

n

n

n

n

n

nn

= 2 · S2(n)- S1(n)

n⇥n

z

n⇥n n+1

n + 1

n ⇥ n

z

n ⇥ n n + 1

n + 1

©



n⇥ n⇥ (n+ 1) = S2(n) + 2 · S2(n)- S1(n)

3S2(n) = n2(n+ 1)- S1(n) = (2n+ 1)S1(n)

S2(n) =
2n+ 1

3
S1(n) =

n

6
(n+ 1)(2n+ 1)

Suma dels n primers cubs

Suma de los n primeros cubos

S3(n) =
nX

i=1

i3 = 13 + 23 + · · ·+ n3

S2(n)
S2(n)

L⇥ L L⇥ L



L = 1+ 2+ 3+ · · ·+ n = S1(n).

i i

12

22

32

i2

n2

9
>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>;

S1(i- 1)

9
>>=

>>;
i

| {z }
S1(i)

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

L = S1(n)

i i2
i

i2

iS1(i- 1)

i i

i2 + 2iS1(i- 1) = i2 + i2(i- 1) = i3

©



i

L2

i

L2

S3(n) = S1(n)
2 =

n2

4
(n+ 1)2



1.5 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

Problema 1.1: [correspondenciaRelacio]

correspondència relació no

trivial

correspondencia

relación no trivial

śı

no

si

no

A,B

;

A⇥ B

A,B

;

A⇥ B

©



Problema 1.2: [unioDeTres]

A [ B

A B A [ B [ C

A[B
A

B A [ B [ C

|A [ B| = |A|+ |B|- |A \ B|

|A [ B [ C| = |A|+ |B|+ |C|- |A \ B|- |B \ C|- |C \A|+ |A \ B \ C|

Problema 1.3: [dabaleArroz]

“Dábale arroz a la zorra el abad”



`
`

(d, a, b, e, r, o, z, `)

(1, 4, 1, 1, 2, 1, 1, 1)
(d, a, b, e, r, o, z, `)
(1, 4, 1, 1, 2, 1, 1, 1)

per-

mutacions amb repetició de 8 elements que

es repeteixen (4, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1) vegades

permutaciones con repetición de

8 elementos que se repiten

(4, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1) veces

Sa = |PR(4,2,1,1,1,1,1,1)| =
12!

4! · 2! · (1!)6 =
11!

4
= 9 979 200

variacions amb repetició de 2

elements agafats de 24 en 24
variaciones con repetición de

2 elementos tomados de 24 en 24

E = |VR24
2 | = 224 = 16 777 216

©



principi del producte principio del producto

Sb = E⇥ Sa = 222 · 11! = 167 423 193 907 200

combinacions sense

repetició de 24 elements agafats de 6 en 6
combinaciones sin repetición de

24 elementos tomados de 6 en 6

E6 = |C6
24| =

✓
24

6

◆
=

246

6!
=

ZZ24 · 23 · 22 · 21 ·⇢⇢>
2

20 · 19
AA6 · ��5 · AA4 · 3 · ��2 · 1

= 23 · 22 · 7 · 2 · 19 = 134 596

principi del pro-

ducte

prin-

cipio del producto

Sc = E6 ⇥ Sa = 23·22·7·2·19· 11!
4

= 23·11·7·1·19·11! = 1 343 160 403 200

una

·

una

sis

seis



n

m

permuta-

cions amb repetició de 2 elements que es

repeteixen n i m vegades.

n

m

permutaciones con repetición

de 2 elementos que se repiten n y

m veces.

Si = Sa ⇥ PR(5,0) = Sa

Sii = Sa ⇥ PR(5,1) = Sa ·
6!

5! · 1! = 6Sa

principi de la suma
principio de la su-

ma

Sd = Si + Sii = 7Sa = 69 854 400

⇤i) PR(5,0,0) = 5!
5! = 1

PR(3,1,2) = 6!
2! 3! = 6 · 5 · 4/2 = 60

PR(2,3,1) = 60

PR(2,0,5) = 7!
2! 5! = 7 · 6/2 = 21

⇤ii) PR(1,5,0) = 6!
5! = 6

PR(1,2,4) = 7!
2! 4! = 7 · 6 · 5/2 = 105

PR(0,4,3) = 7!
4! 3! = 7 · 6 · 5/3! = 35

PR(0,1,7) = 8!
7! = 8

©



principi de la suma principi

del producte

principio de la suma

principio del producto

Se = Sa ⇥ (1+ 60+ 60+ 21+ 6+ 105+ 35+ 8) = 296 Sa = 2 953 843 200

Problema 1.4: [futbetDutxes]



·

|C5
10| =

�
10
5

�
|C5

10| =
�
10
5

�

�
10
5

�

principi de la

divisió

S10

�
10
5

�

prin-

cipio de la división

S10

S10 =

�
10
5

�

2
=

⇢⇢>
2

10 · 9 · AA8 · 7 · ��6
��5 · AA4 · ��3 · AA2 · 1

· 1
��2
= 9 · 7 · 2 = 126 .

�
3
2

�
=
�
3
1

�
= 3 �

3
2

�
=
�
3
1

�
= 3

©



�
7
4

�
=
�
7
3

�
�
7
4

�
=
�
7
3

�

principi de la multiplicació
principio de la mul-

tiplicación

S(7,3) =

✓
3

1

◆
⇥
✓
7

3

◆
= 3 · 7 · ��6 · 5

��3 · ��2 · 1
= 3 · 35 = 105 .

S3 =

✓
7

5

◆
=

✓
7

2

◆
=

7 · 6
2!

= 21,

S10 principi de la suma S10
principio de la suma

S(7,3) = S10 - S3 = 105 .

�
3
1

�

2

�
3
1

�

2



S(7,2,1) = 2⇥
✓
7

3

◆
= 2 · 35 = 70 .

S(7,3) S(7,3)

S2 =

✓
7

4

◆
=

✓
7

3

◆
= 35.

S(7,3) principi

de la suma

S(7,3)
principio de la suma

S(7,2,1) = S(7,3) - S2 = 105- 35 = 70 .

S2 S3

S(7,2,1)

S10

S(7,3) =

S(7,2,1) [ S2

S10

S(7,3) = S(7,2,1) [ S2

S10

©



�
3
1

�

|P2| = 2

�
3
1

�

|P2| = 2

S(5,2,3) =

✓
3

1

◆
⇥ 2!⇥

✓
5

2

◆
= 3 · 2 · 5 · 4

2 · 1 = 60 .

�
3
1

�

principi de la suma

�
3
1

�

prin-

cipio de la suma

S 0
2 =

✓
3

1

◆✓
5

1

◆
+

✓
5

2

◆�
= 45.

principi de la suma
principio

de la suma

S(5,2,3) = S(7,3) - S 0
2 = 105- 45 = 60 .

·
són distingibles capacitat

il·limitada
distinguibles capacidad ili-

mitada

·



C6 = |VR6
2| = 26 = 64 .

distingi-

bles
distinguibles

O0 =
�
3
0

�
= 1

O1 =
�
3
1

�
= 3

O2 =
�
3
2

�
= 3

O3 =
�
3
3

�
= 1

O0 =
�
3
0

�
= 1

O1 =
�
3
1

�
= 3

O2 =
�
3
2

�
= 3

O3 =
�
3
3

�
= 1

i Oi

0 C0
3

1 C1
3

2 C2
3

3 C3
3

3X

i=0

Oi =
3X

i=0

|Ci
3| =

3X

i=0

✓
3

i

◆
= 23 = |VR3

2| = 8.

©



·

O0

I0 = 1

· C6

O0

I0 = 1

C6

O1

I1 = 6

·
C5 = |VR5

2|

O1

I1 =
6

C5 = |VR5
2|

O2 O2

I2 = |V2
6 | = 62 = 30

·
C4 = |VR4

2|
C4 = |VR4

2|

O3

63 = 120

· C3 = |VR3
2|

O3

63 = 120

· C3 = |VR3
2|



·

i
Oi Ii Ci

Ci
3 Vi

6 VR6-i
2

0
�
3
0

�
= 1 60 = 1 26

1
�
3
1

�
= 3 61 = 6 25

2
�
3
2

�
= 3 62 = 30 24

3
�
3
3

�
= 1 63 = 120 23

principi de la suma

· principi del produc-

te

principio de la suma

principio del producto

3X

i=0

Oi · Ii · C6-i =
3X

i=0

|C3
i | · |Vi

6| · |VR6-i
2 | =

3X

i=0

✓
3

i

◆
· 6i · 26-i =

= 1 · 1 · 26| {z }
64

+ 3 · 6 · 25| {z }
576

+ 3 · 6 · 5 · 24| {z }
1440

+ 1 · 6 · 5 · 4 · 23| {z }
960

=

= (1+ 9)26 + (90+ 60)24 = 640+ 880 = 3040 .

©



distin-

gibles

indistingibles

Oi = 1 i

combinacions sense repetició

variacions sense repetició Ii = |Ci
6|

i

distinguibles

in-

distinguibles

Oi = 1

i

combinaciones sin repe-

tición variaciones sin

repetición Ii = |Ci
6|

i

3X

i=0

Ii · C6-i =
3X

i=0

1 ·
✓
6

i

◆
· 26-i = 1 · 26| {z }

64

+ 6 · 25| {z }
192

+ 15 · 24| {z }
240

+ 20 · 23| {z }
160

= 656 .

Problema 1.5: [gabiesAnimals]



distingibles distinguibles

distingibles distinguibles

·

·

principi del producte

5 · 5 · 5 = 125

principio del produc-

to 5·5·5 =
125

variacions amb

repetició de 5 elements agafats de 3 en 3

VR3
5

variaciones con repetición de 5

elementos tomados de 3 en 3

VR3
5

Sa = |VR3
5| = 53 = 125 .

©



indistingibles indistinguibles

n m

m

n n VRn
m

n

m

m

n n VRn
m

n m

m n

combinacions amb repetició de m elements

agafats de n en n

n m

m

n combinacio-

nes con repetición de m elemen-

tos tomados de n en n

Sc = CRn
m = CR7

5 =

✓✓
5

7

◆◆
= C7

5+7-1 =

✓
11

7

◆
=

11 · 10 · 9 · ��8
��4 · 3 · ��2 · 1

= 330 .

n1

n2 indepen-

dentment principi del producte

n1

n2

indepen-

dientemente principio

del producto

Sb = CR2
5⇥CR3

5⇥CR1
5 =

��
5
2

��
⇥
��
5
3

��
⇥
��
5
1

��
=
�
6
2

�
⇥
�
7
3

�
⇥
�
5
1

�
= 15·35·5 = 2625 .



Sa = CR1
5 ⇥ CR1

5 ⇥ CR1
5 = 125 .

Problema 1.6: [senderisme]

0 6 12

t t t t t t t t t t t t t
��

�� @@��
��

��@@
@@

@@ ��

m

m

{+1,-1, 0}

m

m

{+1,-1, 0}

(+1,+1, 0,-1,+1,+1,+1,-1,-1,-1, 0,+1).
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m

Sm variaci-

ons amb repetició de 3 elements agafats de

m en m VRm
3

m Sm
variacio-

nes con repetición de 3 elementos

tomados de m en m VRm
3

S12 = VR12
3 = 312.

m n

10n

m - n

m

n

10n

m - n

·

principi del producte
principio del

producto

n m�
m
n

�

combina-

cions de m elements agafats de n en n

n

m�
m
n

�

combi-

naciones de m elementos toma-

dos de n en n

m - n

variacions amb repetició de 2 ele-

ments agafats de m- n en m- n

m - n

va-

riaciones con repetición de 2 ele-

mentos tomados de m-n en m-n

m

10n

m

10n



S(m,n) = Cn
m ⇥ VRm-n

2 =

✓
m

n

◆
· 2m-n.

S(12,6) =

✓
12

6

◆
· 26 = ⇢⇢>

2
20 · 19 ·⇢⇢>

2
18 · 17 ·⇢⇢>

2
16 ·ZZ15 · · ·⇢⇢>

2
12 · 11

⇢⇢10 · ��9 · · · ��6 · AA5 · 4 · AA3 · 2 · 1
26 =

= 19 · 17 · 13 · 11 · 28 = 46189 · 256 = 11 824 384 .

m n

k

10n 10k

m

n

k

10n 10k

k

m- n

k

m- n

principi del producte

m 10n 10k

principio del pro-

ducto

m

10n 10k

S(m,n,k) = Cn
m ⇥ Ck

m-n =

✓
m

n

◆
·
✓
m- n

k

◆
.

S(12,6,4) =
�
12
6

�
·
�
6
4

�
= Z12 ·11·10·9·���

2

8 ·7
6!

6!

⇢2! C4·C3·⇤2·1
= 11 · 10 · 9 · 7 · 2 = 13 860 .

©



Problema 1.7: [meitatsSuccessives]

nX

i=1

1

2i
=

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

Sd(n)
Sd(n)

Sm(n)

2n

Sm(n)
2n

2nSm(n) =
nX

i=1

2n-i =
n-1X

j=0

2j + 2n - 2n = Sd(n)- 2n,

2n Sd(n)
2n

Sd(n)

2nSm(n) = 2 · 2n - 1- 2n,

Sm(n) = 1-
1

2n
.



1

1
2

1
4

1
8

1
16

·

menys
menos

1-
1

16
.

©



nX

i=1

1

2i
= 1-

1

2n
.



1.6 Problemes proposats
Problemas Propuestos

Problema 1.8: [progressioAritmetica]

S1(n)

(a1, a2, . . . , an) progressió

aritmètica i = 2, . . . , n

S1(n)

(a1, a2, . . . , an)
progresión aritmética

i = 2, . . . , n

ai = ai-1 + d,

d diferència d diferencia

S1(n) S1(n)

n

2
(a1 + an) = n

✓
a1 +

n- 1

2
d

◆
.

Problema 1.9: [mesDoblesSuccessius]

i

2i-1 i

2i-1

©



nX

i=1

i2i-1 = 1+ 2 · 2+ 3 · 4+ 4 · 8+ · · ·+ n · 2n-1.

n2n - 2n + 1.

Problema 1.10: [flannagan]

624+ 1128 = 1752

3744+ 15840 = 19584

ca) 624

cb) 3744



Problema 1.11: [discretaliaMatricules]

0123456789 0123456789

i
y

0, 6, 8 9
0, 6, 8 9

©



E-13233 E-13531 E-73210 _ ^ E-96896 =

E-96896

E-13244 E-11112 E-00700 E-00088 6= E-00088

Problema 1.12: [futbol]

defenses mig-

campistes davanters
defensas medios

delanteros



Problema 1.13: [escales]

segona major

segona menor

segunda mayor

segunda menor

segona augmentada segun-

da aumentada

©
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Problema 1.14: [comptaInclusionsSubconj]

A

2A

R ↵,� ✓ A

A

2A

R

↵,� ✓ A

↵R� sii ↵ ⇢ �,¬9� ✓ A : ↵ ⇢ � ⇢ �

R R

{a1, a3}R{a1, a2, a3}, {a1, a3}RA, {a1, a3} 6 R{a1, a3}, {a1, a3} 6 R{a1, a2, a4}.

R

A R

R

A

R

✓ ✓

A n
A

n

n2n-1 3n

©





2. Lògica Lógica. 2

2.1 Proposicions i equivalències

Proposiciones y equivalencias

proposició

certa falsa

proposición

cierta falsa

vertader V fals F

constants en lògica proposicional

verdadero V falso

F constantes en

lógica proposicional

variables proposicionals

p, q, r, . . .

variables proposicio-

nales

p, q, r, . . .

connectives operadors lògics

negació ¬ conjunció

^ disjunció _ implicació ) coim-

plicació ,

conectivas opera-

dores lógicos

negación ¬ con-

junción ^ disyunción _

implicación ) coimplica-

ción ,



Definició recursiva Definición recursiva

V F

p, q, r, . . .

p ¬p

p q p ^ q p _ q

p) q p, q

V F

p, q, r, . . .

p ¬p

p q

p^ q p_ q p) q p, q

proposicions simples

proposicions

compostes expressions (proposici-

onals)

propo-

siciones simples

proposi-

ciones compuestas ex-

presiones (proposicionales)

expressió

prioritat

(¬,^,_,),,)

expresión

prioridad

(¬,^,_,),,)

p_ q_ ¬r) r^ p_ r, q (((p_ q)_ (¬r))) ((r^ p)_ r)), q



p( q q) p

p 6, q ¬(p, q) disjunció exclusiva

p " q ¬(p^ q) NAND

p # q ¬(p_ q) NOR

n

|Vn
2 | = 2n

taula de veritat

n

|Vn
2 | = 2n

tabla de verdad

p q ¬q p^ q p_ q p) q p, q

e1 e2 equiva-

lents
e1

e2 equivalentes

e1 ⌘ e2.

tautologia

contradicció

tautoloǵıa

contradicción

©



2.1.1 Equivalències amb disjuncions i conjuncions

Equivalencias con disyunciones y conjunciones

Llei del tercer exclòs Ley del tercio excluso

p_ ¬p ⌘ V

Llei de contradicció Ley de contradicción

p^ ¬p ⌘ F

Lleis d’identitat (elements neutres)
Leyes de identidad (elementos
neutros)

p_ F ⌘ p p^ V ⌘ p

Lleis de dominació Leyes de dominación

p_ V ⌘ V p^ F ⌘ F

Lleis d’idempotència Leyes de idempotencia

p_ p ⌘ p p^ p ⌘ p

Llei de doble negació Ley de doble negación

¬¬p ⌘ ¬(¬p) ⌘ p

Lleis commutatives Leyes conmutativas

p_ q ⌘ q_ p p^ q ⌘ q^ p

Lleis associatives Leyes asociativas

(p_ q)_ r ⌘ p_ (q_ r) (p^ q)^ r ⌘ p^ (q^ r)



Lleis distributives (factor comú)
Leyes distributivas (factor
común)

p_ (q^ r) ⌘ (p_ q)^ (p_ r) p^ (q_ r) ⌘ (p^ q)_ (p^ r)

Lleis de De Morgan Leyes de De Morgan

¬(p_ q) ⌘ ¬p^ ¬q ¬(p^ q) ⌘ ¬p_ ¬q

Lleis d’absorció de la conjunció/disjunció
Leyes de absorción de la conjun-
ción/disyunción

(p_ q)^ p ⌘ p (p^ q)_ p ⌘ p

literal clàusula disjuntiva

clàusula

literal

cláusula disyuntiva

cláusula

(`1 _ `2 _ · · ·_ `k)

clàusula conjuntiva cláusula con-

juntiva

(`1 ^ `2 ^ · · ·^ `k)

clàusules de

Horn
cláusulas de Horn

¬p_ q_ ¬r ¬p_ ¬q

©



2.1.2 Equivalències bàsiques amb implicacions
Equivalencias básicas con implicaciones

Definició de la implicació Definición de la implicación

p) q ⌘ ¬p_ q

Definició de la coimplicació Definición de la coimplicación

p, q ⌘ (p) q)^ (q) p)

Contraposició lògica Contraposición lógica

p) q ⌘ ¬q) ¬p

2.1.3 Algunes propietats interessants de les implicacions
Algunas propiedades interesantes de las implicaciones

Distributivitat per l’esquerra respecte de

la disjunció
Distributividad por la izquierda

respecto a la disyunción

p) (q_ r) ⌘ (p) q)_ (p) r)

p) (q_ r)
(def.)
⌘ ¬p_ (q_ r)

(idemp.)
⌘ ¬p_ q_ ¬p_ r

(def.)
⌘ (p) q)_ (p) r)

Distributivitat per l’esquerra respecte de

la conjunció
Distributividad por la izquierda

respecto a la conjunción

p) (q^ r) ⌘ (p) q)^ (p) r)

p) (q^ r)
(def.)
⌘ ¬p_ (q^ r)

(distr.)
⌘ (¬p_ q)^ (¬p_ r)

(def.)
⌘ (p) q)^ (p) r)



Pseudodistributivitat per la dreta respec-

te de la disjunció/conjunció

Pseudodistributividad por la de-

recha respecto a la disyun-
ción/conjunción

(p_ q)) r ⌘ (p) r)^ (q) r)

(p_ q)) r
(def.)
⌘ ¬(p_ q)_ r

(Morgan)
⌘ (¬p^ ¬q)_ r

(distr.)
⌘

⌘ (¬p_ r)^ (¬q_ r)
(def.)
⌘ (p) r)^ (q) r)

Pseudodistributivitat per la dreta respec-

te de la conjunció/disjunció

Pseudodistributividad por la de-

recha respecto a la conjun-
ción/disyunción

(p^ q)) r ⌘ (p) r)_ (q) r)

(p^ q)) r
(def.)
⌘ ¬(p^ q)_ r

(Morgan)
⌘ (¬p_ ¬q)_ r

(idemp.)
⌘

⌘ ¬p_ r_ ¬q_ r
(def.)
⌘ (p) r)_ (q) r)

clàusules de Horn

clàusules

definides

cláusulas de Horn

cláusulas definidas

©



¬p1 _ · · ·_ ¬pk _ q ⌘ (¬p1 _ q)_ · · ·_ (¬pk _ q) ⌘

⌘ (p1 ) q)_ · · ·_ (pk ) q)
(pdistr)
⌘ (p1 ^ · · ·^ pk)) q.

2.2 Implicacions, deduccions i inferència
Implicaciones, deducciones e inferencia

p ) q

p antecedent

conseqüent

p ) q

p

antecedente

consecu-

ente

q p

p) q

q

p

p) q

Q

deduir P Q

P P

premissa Q conclu-

sió semàntica conclusió P

P = P1, P2, . . . Pi premis-

ses

Q deducir

P Q

P

P premisa Q

conclusión semántica

conclusión P

P = P1, P2, . . .

Pi premisas

Q

P1, P2, . . . , Pk

Q

P1, P2, . . . , Pk



P1, P2, . . . , Pk ` Q

teorema

hipòtesi tesi

demos-

tració

teorema

hipótesis

tesis

de-

mostración

Si P ) Q aleshores P ` Q, i al revés Si P ) Q entonces P ` Q, y al
revés

P ` Q sii P ) Q

P ) Q

Q P
P ) Q Q

P

P ` Q.

P ` Q

P Q

P ) Q

P ` Q

P

Q

P ) Q

2.2.1 Algunes propietats de `
Algunas propiedades de `

Propietat reflexiva Propiedad reflexiva

p ` p

©



Propietat antisimètrica Propiedad antisimétrica

p ⌘ q si p ` q^ q ` p

q p q

p

p ⌘ q.

P ⌘ Q sii P , Q

Propietat transitiva Propiedad transitiva

p ` r si p ` q^ q ` r

p q r

q ` r

p q

r q ` r

p ` r.

`
`



Fites inferior i superior Cota inferior y superior

F ` p ` V

` `

p ` V

p

p

p ` V

p

p

F ` p

inferència inconsistent

F ` p

inferen-

cia inconsistente

F ` p

` p

p

p

F ` p

` p

p

p

V ^

` p V ` p

p ⌘ V

V

^

` p V ` p

p ⌘ V

P ) Q en llenguatge natural P ) Q en lenguaje natural

©



• P Q

• P Q

• P Q

• P Q

• Q P

• P Q

• P Q

• P Q

• P Q

• P Q

• Q P

P ( Q en llenguatge natural P ( Q en lenguaje natural

• P Q

• Q P

• P Q

• P Q

• Q P

• P Q

P , Q en llenguatge natural P , Q en lenguaje natural

P Q P Q

• P Q

• P Q

• P sii Q

• P Q

• P Q

• P sii Q



2.2.2 Regles d’inferència estàndard
Reglas de inferencia estándar

regles

d’inferència

reglas de in-

ferencia

P1, P2, . . . ` Q
P1, P2, . . . ` Q

P1

P2

Q

EC. Eliminació de la conjunció Eliminación de la Conjunción

p^ q

p

p^ q

q

©



IC. Introducció de la conjunció Introducción de la Conjunción

p

q

p^ q

p, q ⌘ p^ q

EC p^ q EC p^ q

ID. Introducció de la disjunció Introducción de la Disyunción

p

p_ q

q

p_ q

EC EC

EN. Eliminació de la negació Eliminación de la Negación

¬¬p

p



IN. Introducció de la negació, o també re-

ducció a l’absurd
Introducción de la Negación, o
también reducción al absurdo

[p]

F

¬p

p

F

p ¬p

p

F

p ¬p

ED. Eliminació de la disjunció, o també

demostració per casos
Eliminación de la Disyunción, o
también demostración por casos

p_ q

[p]

r

[q]

r

r

©



EI. Eliminació de la implicació, o també

modus ponens
Eliminación de la Implicación, o
también modus ponens

p) q

p

q

II. Introducció de la implicació, o també

demostració de la implicació

Introducción de la Implicación, o
también demostración de la im-

plicación

[p]

q

p) q

p q p

q

p) q.



modus tollens

p) q

¬q

¬p

p) q,¬q ` ¬p,

[p] IN
IN

p) q

q EI

¬q

q^ ¬q ⌘ F IC

¬p IN

contrapo-

sició lògica

EI

contraposición lógica

EI

©



modus tollendo ponens

o també sil·logisme disjuntiu o también silogismo disyuntivo

p_ q

¬p

q

p_ q

¬q

p

·

modus ponendo tollens

¬(p^ q)

p

¬q

¬(p^ q)

q

¬p

sil·logisme hipotètic silogismo hipotético

p) q

q) r

p) r

[p] II
II

p) q

q EI

q) r

r EI

p) r II



Llei d’absorció Ley de absorción

p) q

p) p^ q

p) p^ q
(1)
⌘ ¬p_ (p^ q)

(2)
⌘ (¬p_ p)^ (¬p_ q)

(3)
⌘ V ^ (p) q)

(4)
⌘ p) q

definició de la im-

plicació propietat (llei) distributiva

llei del tercer exclòs definició de

la implicació llei d’identitat de la

conjunció

de-

finición de la implicación

propiedad (ley) distributiva

ley del tercio excluso de-

finición de la implicación

ley de identidad de la conjun-

ción

distributi-

vitat per l’esquerra de la implicació

definició de la implicació llei del ter-

cer exclòs llei d’identitat de la con-

junció

distributividad por la izquier-

da de la implicación defini-

ción de la implicación ley

del tercio excluso ley de

identidad de la conjunción

p) p^ q
(a)
⌘ (p) p)^ (p) q)

(b)
⌘ (¬p_ p)^ p) q

(c)
⌘ V ^ p) q

(d)
⌘ p) q

Llei d’exportació Ley de exportación

p) (q) r) ⌘ (p^ q)) r

©



dilema constructiu dilema constructivo

p) r

q) s

p_ q

r_ s

dilema destructiu dilema destructivo

p) r

q) s

¬r_ ¬s

¬p_ ¬q

resolució resolución

p_ q

¬p_ r

q_ r

2.3 Lògica de predicats
Lógica de predicados

predicat k k

k

{V, F}

predicado k k

k

{V, F}



P : D1 ⇥D2 ⇥ · · ·⇥Dk �! {V, F},

P(a1, a2, . . . , ak)

ai 2 Di

P(a1, a2, . . . , ak)
ai 2 Di

k

D1,D2, . . . ,Dk

k

D1, D2, . . . , Dk

P = {(a1, a2, . . . , ak) | P(a1, a2, . . . , ak) ⌘ V} ✓ D1 ⇥D2 ⇥ · · ·⇥Dk.

k = 1 k = 2

k = 2

k = 1 k = 2

k = 2

D {V, F}
V

F

Ps
Ps

D Ps

Ps
Ps

D⇥D
{V, F}

V

· · ·
F

Pa
Pa

D⇥D

Pa

· · ·

Pa
Pa

D D

Pa
Pa

©



constants

variables

genèrics indeterminats

xi yi

constantes

variables

genéricos indetermina-

dos

xi yi

funcions

functors
funciones functores

f(a1, x2) g(a1, f(x1, x2)) h(a1, h(x1, x2))

termes términos

fórmula atòmica k

k

fórmula atómica

k k

P(t1, t2, . . . , tk)

Fórmula ben formada (fbf) Fórmula bien formada (fbf)

A

A B

A

A B

¬A,A^ B.A_ B,A) B,A, B

A(.., v, ..) v 2 D A(.., v, ..) v 2
D

Francesc J. Ferri
,

Francesc J. Ferri



8v : v 2 D 0, A(.., v, ..) 9v, v 2 D 0 : A(.., v, ..)

8v : v 2 D 0, A(.., v, ..)

v v

D 0 A(.., v, ..)

A tots v

D 0

v

quantificador universal

generalitzador

v v

D 0 A(.., v, ..)
A

todos v

D 0

v

cu-

antificador universal

generalizador

9v, v 2 D 0 : A(.., v, ..)

v

D 0 A(.., v, ..)

A algun v

D 0 quan-

tificador existencial particula-

ritzador

v

D 0

A(.., v, ..)
A alguno

v D 0

cuanti-

ficador existencial

particularizador

D 0

D

D 0

D

8v,A(.., v, ..) 9v : A(.., v, ..)

D = {a1, . . . , an} D 0 = {a1, . . . , an}

©



8v : v 2 D 0, A(.., v, ..) ⌘
^

v2D 0

A(.., v, ..) ⌘ A(.., a1, ..)^ · · ·^A(.., an, ..)

9v, v 2 D 0 : A(.., v, ..) ⌘
_

v2D 0

A(.., v, ..) ⌘ A(.., a1, ..)_ · · ·_A(.., an, ..)

no

fórmula tancada

fórmula oberta

variables lliures

variables lligades

no

fórmula cerra-

da

fórmula abierta

variables li-

bres

variables ligadas

2.4 Inferència amb predicats
Inferencia con predicados



EG. Eliminació del generalitzador Eliminación del Generalizador

8x, P(x)
P(a)

P(a) a

a, b, c, . . .

P(a) a

a, b, c, . . .

IG. Introducció del generalitzador Introducción del Generalizador

P(a)

8x, P(x)

a

P(a)

a

P(a)

IP. Introducció del particularitzador Introducción del Particularizador

P(a)

9x : P(x)

a
a

©



EP. Eliminació del particularitzador Eliminación del Particularizador

9x : P(x)

[P(ai)]

Q

Q

i

nova ai

Q ai

i

nueva ai

Q ai

2.4.1 Algunes propietats interessants amb quantificadors

Lleis de De Morgan amb quantificadors
Leyes de De Morgan con cuanti-
ficadores

¬(8x 2 D,P(x)) ⌘ 9x 2 D : ¬P(x)

¬(9x 2 D,P(x)) ⌘ 8x 2 D : ¬P(x)

Reordenació de quantificadors Reordenación de cuantificadores

8x,8y, P(x, y) ⌘ 8y,8x, P(x, y)
9x : 9y : P(x, y) ⌘ 9y : 9x : P(x, y)

8x, y, z, . . . , P(x, y, z, . . .) 9x, y, z, . . . : P(x, y, z, . . .)



8x,8y,8z, . . . P(x, y, z, . . .) 9x : 9y : 9z : · · · : P(x, y, z, . . .)

8x,9y : P(x, y) 6⌘ 9y : 8x, P(x, y)

Exemple: existeix per a tot? Ejemplo: ¿existe para todo?

9y : 8x, P(x, y) ` 8x,9y : P(x, y)?

[8x : P(x, a1)] EP
EP

P(a, a1) EG
EG

9y : P(a, y) IP EP

8x,9y : P(x, y) IG

Exemple: per a tot existeix? Ejemplo: ¿para todo existe?

8x,9y : P(x, y) ` 9y : 8x, P(x, y)?

9y : P(a, y) EG
EG

[P(a, a1)] EP
EG

©



restricció a

a1

a1

a

restricción a

a1

a1

a

P(a, a1)

qualsevol a el mateix a1

P(a, a1)
cualquier

a el mismo a1

a IG

EP

a

IG

EP

8x,9y : P(x, y) 6` 9y : 8x, P(x, y)?

{a1, a2}
{a1, a2}

P(a1, a2) = P(a2, a1) = V, P(a1, a1) = P(a2, a2) = F.

(P(a1, a1)_P(a1, a2))^(P(a1, a1)_P(a1, a2)) ` (P(a1, a1)^P(a1, a2))_(P(a1, a1)^P(a1, a2))



V ` F

©





2.5 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

Problema 2.1: [equivalencies]

(p) q)) r p) (q) r) (p) q)^ (q) r) (p) r)_ (q) r)

pseudodistributivitat per la

dreta
pseudodistributividad por la de-

recha

(p) r)_ (q) r)
(pdistr.)
⌘ (p^ q)) r,

distributi-

vitat per l’esquerra

dis-

tributividad por la izquierda

p) (q) r)
(def.)
⌘ p) (¬q_ r)

(distr.)
⌘ (p) ¬q)_ (p) r).

©



clàusula de Horn
cláusula de Horn

¬p_ ¬q_ r,

p q
p q

p) (q) r) ⌘ q) (p) r).

p q r p) q (p) q)) r q) r p) (q) r) (p) q)^ (q) r) q) r (p) r)_ (q) r)

F F F F

F

F

F F

F



F
F

Problema 2.2: [implicaForallDistr]

e1
e2 e1 e2

e1
e2 e1

e2

e1 : 8x, (P(x)) Q(x))

e2 : 8x, P(x)) 8x, Q(x)

P Q per a cada

element
P Q para cada ele-

mento

P(x1)) Q(x1), P(x2)) Q(x2), . . .

única

P

única

P

P(x1), P(x2), . . .

©



totes

e1 modus ponens

Q

todas

e1
modus ponens

Q

e2 II

8x, P(x)
8x, Q(x)

e2
II

8x, P(x)
8x, Q(x)

e1

[8x, P(x)] II

II

P(a)) Q(a) EG x = a
EG x = a

P(a) EG x = a
EG x = a

Q(a) EI

8x, Q(x) IG

IG

8x, P(x)) 8x, Q(x) II

e1`e2.

e2

P per a tot Q

e2◆◆̀e1

e2

P pa-

ra todo

Q

e2◆̀e1



no

contraexemple

e2 e1

no

contraejemplo

e2 e1

e2 ` e1
e2 ` e1

(P(x1)^ P(x2))) (Q(x1)^Q(x2)) ` (P(x1)) Q(x1))^ (P(x2)) Q(x2)),

P(x1) = Q(x2) = F, P(x2) = Q(x1) = V,

F^ V| {z }
F

) V ^ F| {z }
F

` (F) V)| {z }
V

^ (V ) F)| {z }
F

,

V ` F V ` F

no e2 ` e1 no e2 ` e1

e2◆◆̀e1.

©



Problema 2.3: [iiAlternativa]

A ` B) C A,B ` C

regla AA
regla AA

A ` B) C

A

B

B) C

C EI

EI

C

A B C

A B

regla BB
regla BB

A,B ` C

A

[B] II

II

C

B) C II

B ) C

A
B) C A



A ⌘ V B) C

A ⌘ B ⌘ V C ⌘ V

A ⌘ V

B ) C

A ⌘ B ⌘ V

C ⌘ V

B ⌘ V (B) C) ⌘ V

C modus ponens

C A B

B ⌘ V (B) C) ⌘
V

C modus ponens

C

A B

A ⌘ B ⌘ V C

A ⌘ V

B) C

A ⌘
B ⌘ V C

A ⌘ V

B) C

A ⌘ V B

C

B ⌘ F

B

A ⌘ V

B

C

B ⌘ F

B

©



Problema 2.4: [lesDuesAfirmacions]

fals
falso

fals falso

a b
a b

a b

b a

b

a

b

b a

b

a
def⌘ ¬b

b
def⌘ ¬a^ ¬b

a b
a

b

b
def⌘ ¬(¬b)^ ¬b ⌘ b^ ¬b ⌘ F

b fals

a certa

b falsa

a cierta

a ⌘ V b ⌘ F



a, ¬b

b, ¬(a_ b)

P1 ⌘ a) ¬b ⌘ b) ¬a

P2 ⌘ ¬b) a ⌘ ¬a) b

P 0
3 ⌘ b) ¬a^ ¬b ⌘ (b) ¬a)| {z }

P1

^(b) ¬b) ⌘ P1 ^ ¬b|{z}
⌘P3

P 0
4 ⌘ ¬(a_ b)) a ⌘ a_ b ⌘ P2

b b

P1 ⌘ a) ¬b ⌘ b) ¬a

P2 ⌘ ¬b) a ⌘ ¬a) b

P3 ⌘ ¬b

P3 P2

a EI

P3 P2

a

EI

P2 ¬b) a

P3 ¬b

a EI P2 P3
a^ ¬b IC P3

©



P2 P3 P2 P3

P2 ^ P3 ⌘ (¬b) a)^ ¬b ⌘ (b_ a)^ ¬b ⌘ ⇠⇠⇠⇠⇠⇠:F
(b^ ¬b) _ (a^ ¬b) ⌘ a^ ¬b

Problema 2.5: [lesDuesAfirmacionsBis]

fals
falso

fals falso

a b
a b

a b

b a

a

b

b a

a
def⌘ ¬b

b
def⌘ ¬a

a

b
a b



p
def⌘ ¬p

a

b b a

a

a

b

b a

a

a b

b

a

a

b

b

a

a b

a b

a 6⌘ b

a b

a b

a 6⌘ b

(a ⌘ V ^ b ⌘ F)_ (a ⌘ F^ b ⌘ V)

(a^ ¬b)_ (¬a^ b) ⌘ ¬(a, b) ⌘ a 6, b

6, dis-

junció exclusiva
6,

disyunción exclusiva

a, ¬b

b, ¬a

©



P1 ⌘ ¬a) b ⌘ a_ b

P2 ⌘ b) ¬a ⌘ ¬b_ ¬a ⌘ ¬(a^ b)

·

a b P1 ^ P2 ⌘ a 6, b a_ b ¬(a^ b)

V V V V

V V V V

Problema 2.6: [tollendoPonens]

P _Q,¬P ` Q



modus tollendo ponens

sil·logisme disjuntiu

modus to-

llendo ponens silogismo

disyuntivo

P _Q

¬P

[¬Q] IN

IN

[P] ED

ED

P ^ ¬P ⌘ F IC

IC

[Q]

Q^ ¬Q ⌘ F IC

IC

F ED
ED

Q IN

modus ponens

EI

modus ponens

EI

©



P _Q

¬P

¬P ) Q definició de la implicació
definición de la implicación

Q EI

EI

(P _Q)^ ¬P ⌘ (P ^ ¬P)_ (Q^ ¬P) ⌘ F_ (Q^ ¬P) ⌘ Q^ ¬P

Q

EC

Q

EC

P _Q

¬P

(P _Q)^ ¬P IC

IC

Q^ ¬P

Q EC

EC

Problema 2.7: [tollendoPonensDisj]

P _Q,¬P ` Q_ R



modus tollendo po-

nens sil·logisme disjuntiu

introducció de la disjunció ID

mo-

dus tollendo ponens silogismo

disyuntivo

introducción

de la disyunción ID

P Q R P _Q ¬P (P _Q)^ ¬P Q_ R

V

V

V

F

V V

V V
V

F

©



Problema 2.8: [quantificadorsInvertits]

8X,9Y : (P(X, Y)^Q(X)) ` 8Y,9X : (P(X, Y)_Q(X))

X

P(X, ·) i a més

a més Q(X)

X

P(X, ·) y además

Q(X)

8X,9Y : P(X, Y) 8X,Q(X)



Y

P(·, Y) Q

Y

P(·, Y) Q

8Y,9X : P(X, Y) 9X : Q(X)

P P

8X,9Y : (P(X, Y)^Q(X))

9Y : (P(a, Y)^Q(a)) EG X = a

[P(a, b1)^Q(a)] EP b1

Q(a) EC b1
b1

EP

P(a, c)_Q(a) ID c
c

9X : P(X, c)_Q(X) IP

8Y,9X : P(X, Y)_Q(X) IG

©



c

P(a, c)

c

P(a, c)

Problema 2.9: [quadratParell]

Si un enter parell és

el quadrat d’un altre, aleshores aquest al-

tre és també parell

Si un en-

tero par es el cuadrado de otro,

entonces este otro es también

par



2

2

2

2

8n 2 Z+,
�
9k � 0 : n2 = 2k

�
) (9` � 0 : n = 2`)

9k � 0 : n2 = 2k| {z }
P1

` 9` � 0 : n = 2`| {z }
Q

,

n
n

©



9k � 0 : n2 = 2k⇥
n2 = 2k1

⇤
EP k1

[¬ (9` � 0 : n = 2`)] IN

8` � 0, n 6= 2`

9` � 0 : (n = 2`_ n = 2`+ 1)

[n = 2k2 _ n = 2k2 + 1] EP k2

n 6= 2k2 EG

n = 2k2 + 1

n2 = (2k2 + 1)2 = 2 (k2 + 1)2k2| {z }
k3

+1

n2 = 2k1 ^ n2 = 2k3 + 1 IC

F n, k1, k3 2 Z+

9` � 0 : n = 2` EP k2 IN

9` � 0 : n = 2` EP k1

Problema 2.10: [inferenciaDosF]

9Y : (8X, p(X, Y)) ¬q(X) ) ` 9Y : q(Y)) ¬p(Y, Y).

8X, 9Y : ( p(X, Y)) ¬q(X) ).

P1 ⌘ 9Y : (8X, p(X, Y)) ¬q(X) ),



9Y : q(Y)) ¬p(Y, Y).

II

q II

q

q q

9Y : (8X, p(X, Y)) ¬q(X) )

8X, p(X, a1)) ¬q(X) EP a1

p(a1, a1)) ¬q(a1) EG X = a1

[q(a1)] II

¬p(a1, a1)

q(a1)) ¬p(a1, a1) II

9Y : q(Y)) ¬p(Y, Y) IP EP a1

modus tollens
modus tollens

©



8X : (9Y, p(X, Y)) ¬q(X) )

9Y : p(a, Y)) ¬q(a) EG X = a

p(a, a1)) ¬q(a) EP a1

[q(a)] II

¬p(a, a1)

q(a)) ¬p(a, a1) II

9Y, Z : q(Y)) ¬p(Y, Z) IP EP

a

a1 a

a

a1

a

demostrar

con-

traexemple

demos-

trar

contraejemplo

{1, 2}
{1, 2}

p(1, 2) p(2, 1) q(1) q(2) p(1, 1) p(2, 2)



(

Fz }| {
(p(1, 1)| {z }

V

) ¬q(1)| {z }
F

)_

Vz }| {
(p(1, 2)| {z }

F

) ¬q(1)))

| {z }
V

^ (

Vz }| {
(p(2, 1)| {z }

F

) ¬q(2))_

Fz }| {
(p(2, 2)| {z }

V

) ¬q(2)| {z }
F

))

| {z }
V

⌘ V,

Fz }| {
(q(1)|{z}

V

) ¬p(1, 1)| {z }
F

)_

Fz }| {
(q(2)|{z}

V

) ¬p(2, 2)| {z }
F

) ⌘ F.

8X, (9Y : p(X, Y) )) ¬q(X)).

p p

q
q

©



Problema 2.11: [tresFormules]

f1 ⌘ 9x : R(x) f2 ⌘ 9y : 8x, ((P(x)_Q(y))) R(y)) f3 ⌘ P(p)

R

P p
R

P

p

f2
f2

f2

f2

f2

f2

f2
R

f1

f2 R

f1

P(p)|{z} , 9y : 8x, ((P(x)_Q(y))) R(y))| {z } ` 9x : R(x)| {z }



9y : 8x, ((P(x)_Q(y))) R(y))

[8x, ((P(x)_Q(a1))) R(a1))] EP a1

(P(p)_Q(a1))) R(a1) EG x = p

P(p)

P(p)_Q(a1) ID

R(a1) EI

9x : R(x) IP EP a1

f2
f2

9y, x : (P(x)_Q(y)) R(y))

R(y)

f1

R(y)

f1

f1, f3 ` f2

9x : R(x)

P(p)

R(a1) EP a1

[8x, ((P(x)_Q(a1))] II a1

(8x, ((P(x)_Q(a1)))) R(a1) II

9y : 8x, ((P(x)_Q(y))) R(y)) IP EP a1

©



f3
f3

P p Q

R

P

p Q

R

R, P _Q) R ` P

R
R

(P _Q) V ⌘ V) ` P

P P



2.6 Problemes proposats
Problemas Propuestos

Problema 2.12: [absorcions]

(p_ q)^ p ⌘ p (p^ q)_ p ⌘ p

Problema 2.13: [lesTresAfirmacions]

falsa falsa

cert
cierto

el mateix
lo

mismo

©



Problema 2.14: [lesSisAfirmacions]

només una sólo

una

Problema 2.15: [tresPredicats]

8X : ((¬P(X)_Q(X))) R(X))^ 9X : Q(X) ` 9X : (P(X)_ R(X))



Problema 2.16: [germans]

Bohigues tenia un germà. El germà de Bohigues
va morir. No obstant això, l’home que va morir no
va tenir mai cap germà.

Bohigues teńıa un hermano. El herma-
no de Bohigues murió. Sin embargo, el
hombre que murió nunca tuvo ningún
hermano.

Problema 2.17: [irracional]

p
2

p
2

p
2 =

a

b

a2 = 2b2

a2 a2

a2 a a2

a

©



b
a
b

b
a
b

a a = 2k

k

a

a = 2k k

a2 = 2k AA2k = AA2b2

b2 b b2 b

b

p
2

b

p
2

Problema 2.18: [enTirant]

8X : 9Y : (P(X)) (Q(X, Y)_ R(Y))), P( ), 8X : ¬R(X) ` 9X, Y : Q(X, Y)



Tot cavaller errant té la seua amada, de manera
que o bé aquest l’estima bojament o és que ella
és monja (o totes dues coses). En Tirant és un
cavaller errant. I no hi ha monges en el regne.
Com que l’estimada d’en Tirant ha d’existir (com
la de qualsevol cavaller errant), i com que resulta
que no hi ha monges en aquest regne, aleshores hi
ha almenys un cavaller i una dama de manera que
el primer estima bojament la segona.

Todo caballero andante tiene su
amada, de manera que o bien éste
la ama alocadamente o es que ella
es monja (o las 2 cosas). Don Ti-
rante es un caballero andante. Y no
hay en el reino monja alguna. Pues-
to que la amada de Don Tirante tie-
ne que existir (como la de cualquier
caballero andante), y resulta que no
hay monjas en este reino, entonces
hay al menos un caballero y una da-
ma de manera que el primero ama
alocadamente a la segunda.

©





3. Inducció i recur-
sió

Inducción y
recursión. 3

3.1 Definicions i predicats recursius
Definiciones y predicados recursivos

P(n) I(n)

n P(n) I(n)
n

P(n) , 9k 2 Z+ : n = 2 · k

I(n) , ¬P(n)

n!1
sn = a , 8" 2 R, " > 0, 9n0 2 N : 8n > n0, |sn - a|  "



definició recursiva
definición recursiva

ca-

sos base
casos base

P(n) =

8
><

>:

V si n = 0 ( , )

¬P(n- 1) si n > 0 ( , )

P(3) = ¬P(2) = ¬¬P(1) = P(1) = ¬P(0) = ¬V = F.

relació de re-

currència
relación de recur-

rencia

�
P(0) ( )

8n > 0, P(n), ¬P(n- 1) ( )



P(3)

n = 1, 2, 3

P(3)

n = 1, 2, 3

(P(3), ¬P(2)| {z }
p1

)^ (P(2), ¬P(1)| {z }
p2

)^ (P(1), ¬P(0)| {z }
p3

)^ P(0)|{z}
p4

P(0) p4

2 P(0)) ¬P(1) EC p3

¬P(1) EI

4 ¬P(1)) P(2) EC p2

P(2) EI

6 P(2)) ¬P(3) EC p1

¬P(3) EI

des del fins a desde hasta

Q Z+

Q

Z+

8
>><

>>:

8x  b, Q(x) ( , )

8x : x > b, Ci(Q(↵i(x)))) Q(x) ( i, i
i

)

©



↵i

x

↵i(x) < x Ci fbf Q

↵i

x

↵i(x) <
x Ci fbf Q

8
><

>:

P(0) ( )

8n > 0, P(n- 1) ) ¬P(n) ( 1)

8n > 1, ¬P(n- 1) ) P(n) ( 2)

1 2

P

1 2

P

8
>>><

>>>:

P(0) ( 1)

¬P(1) ( 2)

8n > 1, P(n- 2) ) P(n) ( 1)

8n > 2, ¬P(n- 2) ) ¬P(n) ( 2)



negació per fallada

veritat

ne-

gación por fallo

verdad

P P

�
P(0) ( )

8n > 1, P(n- 2) ) P(n) ( )

parell(0).

parell(N) :-

N>1,

M is N-2,

parell(M).

�
S(1, 1) ( )

8n > 1,8y 2 Z+, S(y, n- 1)) S(y+ n,n) ( )

S(y, n) y n S(y, n) y

n

�
S(1, 1)

8n > 1,8x 2 Z+, x � n, S(x- n,n- 1)) S(x, n)

©



�
S(1, 1)

8n > 1,8x 2 Z+, x � n, 9y,m : y = x- n^m = n- 1^ S(y,m)) S(x, n)

suma(1,1).

suma(X,N) :-

N>1,

M is N-1,

suma(Y,M),

X is Y+N.

s : Z+ �! Z+,

s(n) =

�
0 si n = 0

s(n- 1) + n si n > 0

�
s(0) = 0

s(n) = s(n- 1) + n, 8 n > 0.



s(n) 
�

0 si n = 0

s(n- 1) + n si n > 0

 
 

s(n) s(n)

suma :: Integer -> Integer

suma 0 = 0

suma n | n > 0 = n + suma (n-1)

def suma (n):

if n==0:

return 0

else:

return n + suma(n-1)

idea recursiva

n

n- 1

idea recursiva

n

n-1

(n)

(n- 1)

+n

©



s(n)

s(n - 1)

n

s(n)
s(n - 1)

n

arbre de recursió
árbol de recursión

s(n

s(n- 1)

s(0)

f
f

f : D �! C

Pf Pf

Pf : D⇥ C �! {V, F}



8c 2 C 8d 2 D, c = f(d) , Pf(c, d)

f

Pf

f Pf

f

Pf
f Pf

3.1.1 Estructures recursives
Estructuras recursivas

llista
lista

• ; • ;

• L

e

constr(e, L)

• L

e

constr(e, L)

L
U constr

L
U
constr

constr : U ⇥ L �! L.

constructor

;
constr(e, L) e|L

constructor

;

constr(e, L) e|L

©



[ ] = ; [1, 2, a, pep] [a, b, [1, c, 2], 0] [[ ][[ ]]]

1|[2, a, pep] = 1|2|[a, pep] = 1|2|a|[pep] = 1|2|a|pep|;

cap : L �! U,

cua : L �! L,

L = constr(cap(L), cua(L)) = cap(L)|cua(L)



s(L) =

�
0 si L = ;

s(cua(L)) + cap(L) si L 6= ;

suma([],0).

suma([E|L],S) :-

suma(L,SS),

S is SS+E.

3.1.2 Tipus de recursió i exemples

Tipos de recursión y ejemplos

lineal

un sol

line-

al

un solo

Factorial

F(n) =

�
1 si n = 0

n · F(n- 1) si n > 0

n
n

n = 3 n = 3

©



F(3)

F(2)

F(1)

F(0)

F(3) = 3 · F(2) = 3 · 2 · F(1) = 3 · 2 · 1 · F(0) = 3 · 2 · 1 · 1 = 3! = 6.

no lineal múltiple

arbre de recursió

no lineal

múltiple

árbol de recursión

Successió de Fibonacci Sucesión de Fibonacci

F(n) =

�
n si n  1

F(n- 1) + F(n- 2) si n > 1

n = 3 n = 3

F(3)

F(2) F(1)

F(1) F(0)

F(3) F(3)



F(3) = F(2) + F(1) = F(1) + F(0) + F(1) = 1+ 0+ 1 = 2.

PF(n, x) x =

F(n)
PF(n, x) x =
F(n)

�
PF(0, 0)^ PF(1, 1)

8n > 1,8x1, x2 2 Z+, PF(n- 1, x1)^ PF(n- 2, x2)) PF(n, x1 + x2)

F
F

fib(0,0).

fib(1,1).

fib(N,R) :-

N>1,

M1 is N-1,

M2 is N-2,

fib(M1,X1),

fib(M2,X2),

R is X1+X2.

fib :: Integer -> Integer

fib 0 = 0

fib 1 = 1

fib n |n>1 = fib (n-1) + fib (n-2)

recursió niada

argument

recursión anidada

argumento

Funció d’Ackermann Función de Ackermann

A(m,n) =

8
><

>:

n+ 1 si m = 0

A(m- 1, 1) si m > 0^ n = 0

A(m- 1,A(m,n- 1)) si m > 0^ n > 0

©



A(2, 1)

A(2, 0) A(1, 3)

A(1, 2)

A(1, 1)

A(1, 0)

A(0, 1)

A(0, 2)

A(0, 3)

A(0, 4)

A(2, 1) A(2, 1)

A(2, 1) = A(1,A(2, 0)) = A(1,A(1, 1)) = A(1,A(0,A(1, 0))) = A(1,A(0,A(0, 1)| {z }
2

)) =

= A(1,A(0, 2)| {z }
3

) = A(1, 3) = A(0,A(1, 2)) = A(0,A(0,A(1, 1))) =

A(1, 1)

A(1, 1) = 3

A(1, 1)

A(1, 1) = 3

= A(0,A(0, 3)| {z }
4

) = A(0, 4) = 5.

A
A



ack :: Integer -> Integer -> Integer

ack 0 n | n>=0 = n+1

ack m 0 | m>0 = ack (m-1) 1

ack m n | m>0,n>0 = ack (m-1) (ack m (n-1))

3.2 Principis d’inducció
Principios de inducción

8n, P(n) 8n, P(n)

Principi d’inducció (informalment)
Principio de inducción (infor-
malmente)

P

P

P

P

P

P

P

P

base

d’inducció BI

P

base de inducción BI

P

©



hipòtesi d’inducció

HI

hipótesis de

inducción HI

pas d’inducció PI

P

II

paso de inducción PI

P

II

EI EI

Principi d’inducció (bàsica) Principio de inducción (básica)

P(n0) BI

(⇤) HI

8n � n0,

(⇤)z}|{
P(n)) P(n+ 1) PI

8n � n0, P(n)

Exemple: És cert que Ejemplo: ¿Es cierto que

S1(n) =
nX

i=1

i =
n

2
(n+ 1) 8n?

n n

n S1(n)
n
2
(n+ 1)

0 0 0

1 1 1
2
(2) = 1

2 1+ 2 = 3 2
2
(3) = 3

3 1+ 2+ 3 = 6 3
2
(4) = 6

n = 0

base d’inducció n = 0 base de inducción



hipòtesi d’inducció

valor genèric n

hipótesis de

inducción valor

genérico n

h
S1(n) =

n

2
(n+ 1)

i
.

HI
HI

pas d’inducció paso de inducción

S1(n+ 1) =
n+ 1

2
(n+ 2),

S1(n+ 1) =
n+1X

i=1

i =
nX

i=1

i+ (n+ 1) = S1(n) + (n+ 1).

S1(0) = 0 defi-

nició recursiva

S1(0) = 0

definición recursi-

va

S1(n) =

�
0 si n = 0

S1(n- 1) + n si n > 0.

©



S1(n+1)
(def)
= S1(n)+(n+1)

(HI)
=

n

2
(n+1)+(n+1) = (

n

2
+1)(n+1) =

n+ 2

2
(n+1),

BI: S1(0) = 0,

HI:
⇥
S1(n) =

n
2
(n+ 1)

⇤
,

PI: S1(n+ 1)
(def)
= S1(n) + (n+ 1)

(HI)
= n

2
(n+ 1) + (n+ 1) = n+2

2
(n+ 1).

3.2.1 Principi d’inducció forta

Principio de inducción fuerte

Principi d’inducció forta Principio de inducción fuerte

P(n0) BI

(⇤) HI

8n > n0

(⇤)z }| {
8k < n P(k) ) P(n) PI

8n � n0 P(n)



Exemple: l’n-èsim terme de la successió

de Fibonacci, fn, compleix que

Ejemplo: el n-ésimo término
de la sucesión de Fibonacci, fn,
cumple que

fn < 2n.

f0 = 0, f1 = 1, 8n > 1, fn = fn-1 + fn-2,

n
n

n fn 2n

0 0 1

1 1 2

2 1 4

3 2 8

BI: f0 = 0 < 20 = 1

f1 = 1 < 21 = 2

HI:
⇥
8k < n, fk < 2k

⇤

PI: fn
(def)
= fn-1 + fn-2

(HI)
< 2n-1 + 2n-2 = (2+ 1)2n-2 < 4 · 2n-2 = 2n

dos
dos

©



3.2.2 Principi d’inducció general o Noetheriana

Principio de inducción general o Noetheriana

Preordre ben fundat Preorden bien fundado

� preordre ben

fundat

� pre-

orden bien fundado

reflexiva a � a, 8a

transitiva a � b^ b � c) a � c, 8a, b, c

a1 � a2 � · · ·

� �

ai � ai+1 , (ai+1 � ai ^ ai+1 6= ai)

M
minimals

M
minimales



Principi d’inducció general o Noetheriana Principio de inducción general o
Noetheriana

8z0 2 M, P(z0) BI

(⇤) HI

8z 62 M

(⇤)z }| {
8t � z P(t) ) P(z) PI

8z P(z)

Exemple: El valor de la funció d’Acker-

mann, A(m,n), compleix que

Ejemplo: ¿El valor de la función
de Ackermann, A(m,n), cumple
que

A(m,n) > 2m+n-1?

¿A partir de quins valors de m i n? ¿A partir de qué valores de m y
n?

�
�

(k, `) � (m,n), (k < m)_ (k = m^ ` � n).

� �

©



HI:
⇥
8(k, `) � (m,n), A(k, `) > 2k+`-1

⇤
.

PI:

n
n

A(m,n)
(n=0)
= A(m- 1, 1)

(HI)
> 2m-1 = 2m+0-1 = 2m+n-1.

PI

m > 0
PI

m > 0

n > 0
n > 0

A(m,n)
(n>0)
= A(m- 1,A(m,n- 1))

(HI)
> A(m- 1, 2m+n-2)

(HI)
> 2m-2+2m+n-2 � 2m+n-1.

2m+n-2 = 2m-2 · 2n
(m-2�0)

� 20 · 2n = 2n
(n�0)

� n+ 1,

m � 2.

m = 0 m = 0



A0(n) = A(0, n) = n+ 1,

no no

A0(n) > 2n-1, 8n � 0.

m = 1 m = 1

A1(n) = A(1, n) =

�
A(0, 1) = 2 si n = 0

A(0,A(1, n- 1))) = A1(n- 1) + 1 si n > 0,

A1(n) = n+ 2 A1(n) = n+2

A1(n) > 2n, 8n � 0.

m = 2 m = 2

A2(n) = A(2, n) =

�
A(1, 1) = 3 si n = 0

A(1,A(2, n- 1))) = A2(n- 1) + 2 si n > 0,

A2(n) = 2n+ 3 A2(n) = 2n + 3

A2(n) > 2n+1, 8n � 0.

m = 3
m = 3

A3(n) = A(3, n) =

�
A(2, 1) = 5 si n = 0

A(2,A(3, n- 1))) = 2A3(n- 1) + 3 si n > 0,

f(n) = 2n+2
f(n) = 2n+2

©



f(n) =

�
4 si n = 0

2f(n- 1) si n > 0,

A3(n) > 2n+2 8n � 0.

A(m,n) � 2m+n-1

(m,n) � (3, 0)

A(m,n) �
2m+n-1 (m,n)

�
(3, 0)

base

d’inducció base de inducción

BI: A(3, 0) = 5 > 23-1 = 4,

A(m,n) > 2m+n-1 8m � 3, 8n � 0.



3.3 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

Problema 3.1: [billarREC]

B(n)

n
B(n)

n

B(2) = 3 B(5) = 15 B(8) = 36

B(n)

n

B

B(2) = 3 B(5) = 15

B(8) = 36

B(n) n

B

B(5) = B(2) + 12, B(8) = B(5) + 21.

B(n)

n

n+ 3

B(n) n

n+ 3

©



B(n+ 3) = B(n) + 3(n+ 3)- 3.

B(n) = B(n- 3) + 3n- 3.

n

n

�
B(0) = 0, B(1) = 1, B(2) = 3,

B(n) = B(n- 3) + 3n- 3, n � 3.

B(n)
B(n)

B(n) = B(n- 3) + 3(n- 1) = B(n- 6) + 3(n- 4) + 3(n- 1) =

= B(n- 9) + 3(n- 7) + 3(n- 4) + 3(n- 1) = · · ·

B(n) = B(n- 3k) + 3
kX

`=1

(n- 3`+ 2) = B(n- 3k) + 3k(n+ 2)- 32
k

2
(k+ 1).

B(n- 3k)

B(n)

B(n - 3k)

B(n)



B(n) B(n)

n

dos costats n

dos lados

�
B(0) = 0, B(1) = 1,

B(n) = B(n- 2) + 2n- 1, n � 2.

n

un costat
n un

lado

�
B(0) = 0,

B(n) = B(n- 1) + n, n � 1.

Pn
i=1 i Pn

i=1 i

B(n) =
n

2
(n+ 1).

B(n)
B(n)

B(n- 3) B(n- 2) B(n- 1)

B
B

©



B : Z+ �! Z+,

(n,m) n 6= m

B(n) 6= B(m)

4 5

B

(n,m) n 6= m

B(n) 6= B(m)

4 5

B

B
B

Im(B) = {m 2 Z+ | 9n 2 Z+ : m =
n

2
(n+ 1)} = {0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, . . . }

Problema 3.2: [duesRecurrencies]

B C

B(n) = C(n) n � 0

B

C

B(n) = C(n) n � 0

�
B(0) = 0,

B(n) = B(n- 1) + n, n � 1

�
C(0) = 0, C(1) = 1, C(2) = 3,

C(n) = C(n- 3) + 3n- 3, n � 3

B B



BI: B(0) = 0 = C(0).

HI: [B(k) = C(k), 8k < n] .

PI:

B(n)
(n>1)
= B(n- 1) + n

(n>2)
= B(n- 2) + (n- 1) + n

(n>3)
=

= B(n- 3) + (n- 2) + (n- 1) + n = B(n- 3) + 3n- 3
(n>3)
= C(n).

n � 3
n �

3

n = 1 n = 2 n = 1 n = 2

B(1)
(def)
= B(0) + 1 = 1 = C(1),

B(2)
(def)
= B(1) + 2 = 3 = C(2),

Problema 3.3: [imparellParell]

©



f

f(n) > n-1
2

f

f(n) > n-1
2

f(n) =

8
>><

>>:

1 n = 1,

f(n- 1) + 1 n = 2` ` � 1

f(n- 2) + 1

n
n

n f(n) n-1
2

1 1 > 0

2 2 > 1
2

3 2 > 1

4 3 > 3
2

5 3 > 2

n = 1 n = 1

BI: f(1) = 1 > 1-1
2

= 0.

n forta
n

fuerte

HI:
⇥
f(k) > k-1

2
, 8k < n

⇤
.

n

n

n

n

PI:

[n = 2`] f(n) = f(n- 1) + 1
(HI)
>

n- 2

2
+ 1 =

n

2
>

n- 1

2

[n 6= 2`] f(n) = f(n- 2) + 1
(HI)
>

n- 3

2
+ 1 =

n- 1

2



8
><

>:

f(1) = 1

f(n) = f(n- 1) + 1 9` � 1 : n = 2`

f(n) = f(n- 2) + 1 9` � 1 : n = 2`+ 1

f(n - 1) =

f(n-2)+1 n = 2`+1

n- 1 = 2` ` � 1

f(n - 1) = f(n - 2) + 1

n = 2` + 1

n- 1 = 2` ` � 1

8
><

>:

f(1) = 1

f(n) = f(n- 1) + 1 9` � 1 : n = 2`

f(n) = f(n- 1) 9` � 1 : n = 2`+ 1

(m,n)

m n
(m,n)

m n

�
f(1) = 1

f(n) = f(n- 1) + (n- 1, 2) n � 2

©



f(n) = f(1) +
n-1X

i=1

(i, 2) = 1+ 1+ 0+ 1+ 0+ · · ·| {z }
n-1

1+ 1+ 0+ 1+ 0+ · · ·+ 0| {z }
n-2

+1 = 2+
n- 2

2
= 1+

n

2
,

n n

1+ 1+ 0+ 1+ 0+ · · ·+ 0| {z }
n-1

= 1+
n- 1

2
,

n n

f(n) = 1+ bn
2
c = dn+ 1

2
e,

f(n) >
n- 1

2
.



Problema 3.4: [teSentit]

f g f

g

n = 4 8n n = 4

8n

�
f(n) = 2f(n+ 1)- f(n)- 1 n � 0

f(0) = 0

�
g(n) = g(n- 1)- g(n- 2) + 1 n > 0

g(n) = 0

f(n)

n

n+1

f(n)

n

n+1

n � 0 n � 0

n = 0

n = 0

n = 0

n = 0

©



�
f(0) = 2f(1)- f(0)- 1 ,

f(0) = 0 ,

f(1) =
1

2
.

n = 1, 2, . . .
n = 1, 2, . . .

n f(n)

0 0

1 1
2

2 1

3 3
2

4 2

f(n+1)

f(n)
f(n + 1)

f(n)

2f(n+ 1) = 2f(n) + 1, n � 0.

�
f(n) = f(n- 1) + 1

2
, n � 1,

f(0) = 0 .

f(n)
f(n)



f(n) = ���*
0

f(0) +
nX

i=1

1

2
=

n

2
.

g

n

g

n

tots els negatius

-1

n = 1

todos los

negativos

-1

n = 1

n = 5 n =
5

n g(n) (n, 6)

-1

0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 2 3

4 1 4

5 0 5

g(6) = 0
g(6) = 0

g(n) = g(n+ 6), 8n � -1.

n � 0 (n, 6) n � 0

(n, 6)

©



g(n) = (n, 6) (n, 6)  2

3  (n, 6)  5 3  (n, 6) 
5

g(n) = 5- (n, 6) 3  (n, 6)  5

g n � 0
g n � 0

g(n) =

8
>><

>>:

0, n < 0,

(n, 6), n � 0^ 0  (n, 6)  2,

5- (n, 6), n � 0^ 3  (n, 6)  5.

g(n) =

�
0, n < 0,

( (n, 6), 5- (n, 6)), .

f(n) = n
2 f(n) = n

2

BI: f(0) = 0 = 0
2

HI:
⇥
f(n) = n

2

⇤

PI:



f(n) = 2f(n+ 1)- f(n)- 1.

n

2
= 2f(n+ 1)-

n

2
- 1,

2f(n+ 1) = n+ 1,

f(n + 1) = n+1
2 f(n+1) = n+1

2

g(n)  2 n � 0
g(n)  2

n � 0

HI: [g(k)  2, 8k < n]

PI:

g(n)
(n>1)
= g(n- 1)- g(n- 2) + 1

(n>2)
= ⇠⇠⇠⇠⇠g(n- 2) - g(n- 3)-⇠⇠⇠⇠⇠g(n- 2) + 2.

g(n)

g(n- 3) g(n) g(n- 3)

©



g(n) = 2- g(n- 3) n � 2

g(n - 6)
g(n - 6)

g(n)
(n>5)
= g(n- 6)- AA2+ AA2

(HI)

 2,

n � 5
n � 5

BI:

g(n) = 0  2 n  0

g(1) = g(0)- g(-1) + 1 = 1  2

g(2) = g(1)- g(0) + 1 = 2  2

g(3) = g(2)- g(1) + 1 = 2  2

g(4) = g(3)- g(2) + 1 = 1  2

f
f

f : Z+ �! R,

f(n) =
n

2
6= m

2
= f(m) n 6= m.

f f

Im(f) = {x 2 R | 9n 2 Z+ : x =
n

2
} = {x 2 R | 2x 2 Z+}.



g g

g : Z �! {0, 1, 2},

g(0) =

g(6)

g

g(0) = g(6)

g

Problema 3.5: [fibonacci]

F(n)

F(n)  n!

F(n)
F(n) 

n!

BI:

F(0) = 0  1 = 0!

F(1) = 1  1 = 1!

HI: [F(k)  k!, 8k < n]

n n

PI:

©



F(n)
(n>1)
= F(n- 1) + F(n- 2)

(HI)

 (n- 1)! + (n- 2)! = (n- 1+ 1)(n- 2)! < n!

n

n

n

n

Problema 3.6: [pseudoFibonacci]

F(n)

G(n) G(n)

F(n)

F(n)

G(n) G(n)
F(n)

G(n) =

�
n 0  n  1

G(n- 1) +G(n- 2) + 1 n � 2

·

n F(n) G(n)

0 0 0

1 1 1

2 1 2

3 2 4

4 3 7

5 5 12



G n n- 1 G

n n- 1

G(n) = G(n- 1) +G(n- 2) + 1,

G(n- 1) = G(n- 2) +G(n- 3) + 1.

n � 3 n � 3

G(n)-G(n- 1) = G(n- 1)-G(n- 2)| {z }+G(n- 2)-G(n- 3)| {z } .

H H

H(n) = G(n)-G(n- 1), 8n � 1

H
H

H(n) = H(n- 1) +H(n- 2), 8n � 3.

F F

H(2) = G(2)-G(1) = 1 = F(2)

H(1) = G(1)-G(0) = 1 = F(1)

©



H(0) = 0 = F(0)

H

H(0) = 0 = F(0)
H

F(n) = G(n)-G(n- 1), 8n � 1.

F G

F(0) = G(0)

F

G

F(0) = G(0)

G(0) = 0
G(0) = 0

G(n) =

�
0 n = 0,

G(n- 1) + F(n) n � 1,

G F G

F

G(n) =
nX

i=1

F(i), 8n � 0,

G F G

F

BI: G(0) = 0 =
P0

i=1 F(i) G(1) = 1 =
P1

i=1 F(i) = F(1).



HI:
h
G(k) =

Pk
i=1 F(i), 8k < n

i
.

PI:

G(n)
(n62)
= G(n- 1) +G(n- 2) + 1

(HI)
=

n-1X

i=1

F(i) +
n-2X

i=1

F(i) + 1 =

=
nX

j=2

F(j- 1) +
nX

j=3

F(j- 2) + 1 =

 
F(1) +

nX

j=3

F(j)

!
+ 1|{z}

F(2)

=
nX

j=1

F(j).

Problema 3.7: [sumaGeometrica]

S(n) =
nX

i=0

1

2i
= 1+

1

2
+

1

4
+ · · · < 2.

S(n) = S(n- 1) +
1

2n
.

S(n) = S(n- 1) +
1

2n
(HI)
< 2+

1

2n
.

S(n) HI

n

S(n)
HI

n

©



S(n) = 2-
1

2n
< 2.

n � 1 n � 1

S(n) = 1+
1

2
+

1

4
+ · · · 1

2n
= 1+

1

2

✓
1+

1

2
+ · · · 1

2n-1

◆
= 1+

1

2
S(n- 1).

BI: S(0) = 1 < 2,

HI: [S(n) < 2] ,

PI: S(n+ 1) = 1+ 1
2
S(n)

(HI)
< 1+ 2

2
= 2.



3.4 Problemes proposats
Problemas Propuestos

Problema 3.8: [exponenciacio]

G(n)

G(n) � n!

G(n)

G(n) � n!

G(n) = (((2

n-1z }| {
2)2)···)2 G(3) = (22)2 = 16 G(4) = ((22)2)2 = 256

Problema 3.9: [binomials]

✓
n

m

◆
=

✓
n- 1

m

◆
+

✓
n- 1

m- 1

◆
.

F F

n!

m!(n-m)!
.

©



Problema 3.10: [induccioMultiple]

fn

n = 4

fn

n = 4

fn > n!

fn < (n+ 1)!

fn > n!

fn < (n+ 1)!

fn =

8
><

>:

nX

i=1

ifi-1 n > 0

1

Problema 3.11: [multiinduccio]

Nn Nn

Nn =

8
><

>:

1 n = 0
n-1X

k=0

Nn-k-1Nk n > 0

Nn � 2n-1.

Nn � 2n?



©





4. Grafs i arbres Grafos y árboles. 4

4.1 Grafs: definicions i propietats
Grafos: definiciones y propiedades

graf (V,A)

nodes vèrtexs V

arcs arestes A relació

binària V

grafo

(V,A)

nodos vértices

V

arcos aristas

A relación binaria

V

graf no dirigit graf

no buit

parells no ordenats

grafo no dirigido

grafo

pares no ordenados

A ✓ {{u, v} : u, v 2 V}.



A relació binària simètrica

antireflexiva a◆◆Ra, 8a V

A

relación binaria simétrica anti-

reflexiva a◆Ra, 8a V

((u, v) 2 A, (v, u) 2 A) ^ ((u, v) 2 A) u 6= v) .

graf dirigit digraf

no buit

parells ordenats

diferents

grafo dirigido digra-

fo

pares orde-

nados diferentes

A ✓ {(u, v) 2 V ⇥ V : u 6= v}.

A

relació binària antireflexiva

arcs

paral·lels
bucles

A relación

binaria antireflexiva

arcos

paralelos

bucles

multigraf graf amb arcs paral·lels
(V,A) A

multiconjunt

multigrafo grafo con arcos

paralelos (V,A)
A mul-

ticonjunto



graf amb bucles (V,A)

A

grafo con bucles

(V,A)

A

graf nul graf buit ; = (;, ;) grafo nulo ; =
(;, ;)

graf buit de n nodes d’ordre n ;n =

;V = (V, ;)
V n

grafo vaćıo de n nodos de or-

den n ;n = ;V = (V, ;)
V n

; = ;0 = ;;.

adjacents

adjacents

adyacentes

adyacentes

incideix incident incide in-

cidente

grau u gr(u)

u

grau d’entrada igrau gi(u)

u grau d’eixida

ograu go(u) u

grado u gr(u)

u

grado de entra-

da igrado gi(u)
u grado de salida

ogrado go(u)
u

Proposició

8G = (V,A), 9k 2 Z+ :
X

u2V

gr(u) = 2k

©



X

u2V

gr(u) = 2 · |A|.

Corol·lari

parell nodes amb grau imparell
par no-

dos con grado impar

4.1.1 Connexió i descomposició
Conexión y descomposición

G 0 = (V 0, A 0) subgraf

G = (V,A) G 0 ✓ G

G 0 = (V 0, A 0)
subgrafo G = (V,A)

G 0 ✓ G

V 0 ✓ V ^A 0 ✓ A.

G = (V,A) V 0 ✓
V subgraf indüıt per V 0

(V 0, A 0)

G = (V,A)
V 0 ✓ V sub-

grafo inducido por V 0

(V 0, A 0)

A 0 = {(u, v) 2 A : u, v 2 V 0}.

G tots

G V 0

G 0 m  |V | subgraf

d’ordre m G

G

todos G

V 0 G 0

m  |V |

subgrafo de orden m G

G1 = (V1,A1) G2 = (V2,A2)

unió

G1 = (V1, A1)
G2 = (V2, A2) unión



G1 [G2 = (V1 [ V2,A1 [A2).

G = (V,A) graf com-

plet clique A

V

G = (V,A)
grafo completo

clique A

V

G = (V,A) graf bipartit

(U,W) V

U W

G = (V,A) bipartido

(U,W)
V

U W

A = {(u, v) : u 2 U, v 2 W}.

G = (V,A) recor-

regut

G = (V,A)
recorrido

(x1, (x1, x2), x2, (x2, x3), x3, . . . , xn-1, (xn-1, xn), xn),

((x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn-1, xn)),

(x1, x2, x3, . . . , xn-1),

8i, xi 2 V, 8i < n, (xi, xi+1) 2 A.

x1
xn
v2 v4

x1 xn
v2

v4

(v2, v3, v1, v2, v4), (a2, a4, a1, a3).

camı́

diferents

camino

©



(v3, v1, v2, v4) (a4, a1, a3)

recorregut circular circuit

cicle

recorrido circular circuito

ciclo

(v2, v3, v1, v2, v4, v3), (a2, a4, a1, a3, a7),

(v3, v1, v2, v4, v3), (a4, a1, a3, a7).

v1

v2

v3

v4

v5

a1

a2

a3

a4

a5

a6
a7

G = (V,A)

eulerià arcs A G = (V,A) Euleriano

arcos A



G = (V,A)

camı́ (cicle) hamiltonià

nodes V

G = (V,A) cami-

no (ciclo) Hamiltoniano

nodos V

4.1.2 Representació
Representación

G = (V,A) V = {u1, . . . , un}

matriu d’adjacència

W

G = (V,A) V =
{u1, . . . , un} matriz de

adyacencia W

wij =

�
1 (ui, uj) 2 A,

0 .

W =

0

BBBBB@

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

1 0 0 0 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

1

CCCCCA

4.1.3 Connexió
Conexión

graf aćıclic sense cicles grafo aćıclico

sin ciclos

©



G = (V,A) connex

camı́

G = (V,A) conexo

camino

8u, v 2 V, 9v1, . . . , vk 2 V, k � 0 : Cu,v = (u, v1, . . . , vk, v),

Cu,v G Cu,v G

arbre
árbol

Teorema (d’Euler)

circuit

sii
circuito

Corol·lari

recorre-

gut no circular sii
recorrido no circular

(v2, v3, v1, v3, v4, v5, v4, v3),

v2 v3 v2 v3

(v5, v4, v3, v1, v2),

{v1, v2, v3, v4}
{v1, v2, v3, v4}



(v4, v3, v1, v2, v4).

4.1.4 Potències i clausures
Potencias y clausuras

potència n-èsima d’un graf G = (V,A)

Gn = (V,An)

potencia n-ésima de un gra-

fo G = (V,A) Gn =
(V,An)

(u, v) 2 An , 9v1, . . . , vk 2 V, k � n- 1 : Cu,v = (u, v1, . . . , vk, v),

Cu,v G

Gn camins G n

Cu,v G

Gn

caminos G n

R Rn

potència n-èsima de la relació
R

Rn
potencia n-ésima de la re-

lación

aRnb, 9x1, . . . , xn-1 : a = x0, b = xn,80  i < n, xiRxi+1.

G0 = ;V, G1 = G.

clausura transitiva

clausura d’un graf G+ =

(V,A+)

clausura transitiva

clausura de un grafo

G+ = (V,A+)

A+ =
[

n�1

An.

R R+ clau-

sura transitiva de la relació

R

R

R+
clausura transitiva de la

relación

R

©



v1

v2

v3

v4

v5

G0

v1

v2

v3

v4

v5

a1
a2

a3

a4

a5
a7

a6

G1

v1

v2

v3

v4

v5

G2

v1

v2

v3

v4

v5

G3

G1

v3 G3

cicle v3
3

G1

v3 G3

ciclo v3
3

(v3, v1, v2, v3).

Proposició

connex

complet conexo completo

k 1 
k  |V |

k 1  k  |V |



clausura reflexiva R clausura reflexiva

R

R0 [ R.

clausura transitiva i reflexiva

R

clausura transitiva y reflexiva

R

R⇤ =
[

i�0

Ri.

G = (V,A) compo-

nent connexa G connex

G maximal

G = (V,A)
componente conexa G

conexo G

maximal

{v0}, {v1, v2, v3}, {v4, v5}.

v1

v2

v3

v4

v5

v0

a1 a2

a4

a3

©



Proposició Proposición

G = (V,A) |V |-

|A|

G = (V,A)
|V |-|A|

A = {a1, . . . , a|A|} A = {a1, . . . , a|A|}

Gn = (V, {a1, . . . , an}), 8n, 0  n  |A|.

cn
Gn

cn
Gn

BI:

n = 0

G0
n = 0

G0

c0 = |V | � |V |- 0 = |V |- |A|.

HI:
[cn � |V |- n].

PI:

Gn cn

Gn+1 cn+1

Gn

cn

Gn+1 cn+1

Gn Gn+1

an+1

Gn

Gn+1 an+1

an+1 dins an+1 dentro

cn+1 = cn
(HI)

� |V |- n > |V |- (n+ 1).



an+1 diferents
an+1 diferen-

tes

cn+1 = cn - 1
(HI)

� |V |- n- 1 = |V |- (n+ 1).

8G = (V,A) : |A| = n, cn � |V |- n = |V |- |A|.

Corol·lari

|V | - 1
|V |- 1

|A| � |V |- 1.

4.1.5 Demostració del teorema d’Euler
Demostración del teorema de Euler

Lema

G

G

G

G

©



principi de les cai-

xes u1

n � 2 G

uk

u`

` < k

princi-

pio de las cajas

u1 n � 2

G

uk

u`

` < k

(u1, u2, . . . , uk)

k k

2  k  n

uk

u`, ` < k uk-1

uk

u`, ` < k uk-1

(u`, u`+1, . . . , uk-1, uk, u`)

G G

Teorema d’Euler Teorema de Euler

G = hV,Ai
G circuit sii

G = hV,Ai
G

circuito



CCE(G)

G G

CCE(G)) 8u 2 V,9k � 1 : gr(u) = 2k

G v
G v

v
v

8u 2 V,9k � 1 : gr(u) = 2k) CCE(G)

n G n

G

A = {a1, . . . , an}

©



BI:

(2) a1

(a1)

·

(4) a1a2

(2) (2)

a1

a2

(a1, a2)

(6) a3a1

a2

(4) (2)

a3

a2

a1 (2) (4)

a3

a2

a1

(2)

(2) (2)

a1

a3

a2

(a1, a2, a3)

n = 1
n = 1



HI:

n n

inducció forta inducción fuerte

⇥
8G 0 = hV 0, A 0i : |A 0| = ` < n,

�
8u 2 V 0, gr(u) � 2

�
) CCE(G

0)
⇤

PI:

G

n m
G n

m

G = hV,Ai, V = {v1, . . . , vm}, A = {a1, . . . , an}

G

G

G

G

� = (u1, b1, u2, b2, . . . , uk, bk, u1),
1  k  n

8i, ui 2 V ^ bi 2 A,

8i, j : i 6= j, ui 6= uj ^ bi 6= bj

B = {b1, . . . , bk},

©



G G 0

n 0 = n - k
G

G 0

n 0 = n- k

0  n 0  n- 1

G 0

1 m

G 0

1 m

C1, . . . , Cp, 1  p  m,

G
G

�

G 0

�

�

G 0

�

�

�

�

�

�

�

�

�



u1 C1

u2

u3

u7u6

u4

u5C4

C2C3

b1

b2

b3

b4

b5

b6

b7

�

G
�

G

u1

�

b1

u1 �

b1

ui

ui

n

ui

ui

n

hipòtesi d’inducció

ui

bi

hipótesis de inducción

ui

bi

©



uj bj-1

bj

uj

bj-1 bj

� bk

u1
� bk

u1

� = (u1, b1, u1)

�

n- 1

hipòtesi d’inducció

G

� =
(u1, b1, u1)

�

n-1

hipótesis de inducción

G

u1

C1

b1



4.2 Arbres: definicions i propietats
Árboles: definiciones y propiedades

ar-

bres sense arrel
árboles sin ráız

subarbre subárbol

G = (V,A)

G 0 = (V,A 0) arbre generador arbre

d’extensió G sii G 0 ✓ G G 0

G = (V,A)
G 0 = (V,A 0)

árbol generador árbol de exten-

sión G G 0 ✓ G G 0

v1

v2

v3

v4

v5

v0

©



Proposició Proposición

Demostració (informal): Demostración (informal):

no no

4.2.1 Arbres amb arrel

Árboles con ráız

arbre amb arrel

arrel

árbol con ráız

ráız

m � 0
m � 0

m � 0 r

fills r

m � 0

r pare

m � 0

r hijos r

m � 0

r padre



nivell profunditat d’un

node

1

2

ni-

vel profundidad de un nodo

1

2

profunditat d’un arbre

talla

grandària

profundidad de un árbol

talla tamaño

fu-

lles hojas

r

T(r) r

h(T(r)) h(r) |T(r)|

|r|

r T(r)
r

h(T(r)) h(r)
|T(r)| |r|

a

a b c d

b e f g

a

a

a

b c d

b e f g

a

a

b c

e f

d

g

©



T(r)

1 k > 1

T(r)
1

k > 1

T(r1), . . . , T(rk),

r r

4.2.2 Arbres ordenats o m-aris
Árboles ordenados o m-arios

arbre ordenat m arbre m-ari

tot

m distingibles

árbol ordenado m

árbol m-ario

todo

m distinguibles

arbre buit árbol vaćıo

m

seqüència m

conjunt

m

secuencia

m

conjunto

m mh-1

h

m

mh-1 h

m arbre ple fins a

profunditat h sii

m árbol

lleno hasta profundidad h

hX

i=1

mi-1 =
mh - 1

m- 1



h
h

m arbre ple m árbol

lleno

m ple n m lleno n

n =
mh - 1

m- 1
,

h = m (1+ n(m- 1))
(n�1)

 1+ m n.

m h

arbre complet sii
m h

árbol completo

ple fins a profunditat h- 1

m s1, . . . , sm

lleno hasta profundidad

h- 1

m

s1, . . . , sm

|s1| � . . . � |sm|.

m arbre equilibrat

sii

m árbol

equilibrado

©



m

m equilibrats

m

m equilibra-

dos

arbres binaris m

m = 2

árboles binarios

m

m = 2

m = 2

esquerre dret

m = 2

izquierdo

derecho

a

b

f g

c d e

a

b c

e f

d

g

a

b

d e

c

f g

4

ple fins al nivell 2 complet

ple ple

fins al nivell 3 complet

4

lleno hasta el nivel

2 completo

lleno

lleno hasta el nivel 3 completo



m m

a

b

f g

c d e

a

b c

e f

d

g

a

b

d e

c

f g

4.3 Grafs i arbres amb contingut
Grafos y árboles con contenido

pes

clau

numèrica

clau alfanumèrica

peso

clave numérica

clave

alfanumérica

©



graf amb nodes ponderats G =

(V,A)
grafo con nodos ponderados

G = (V,A)

p : V �! R+.

graf amb arcs ponderats

graf ponderat G = (V,A)

grafo con arcos ponderados

grafo ponderado

G = (V,A)

p : A �! R+.

G = (V,A, p).



0

23

3

1

0

1

25

8

8

42

5

11

33

7

3

13

arbre amb claus arbre

V

A c : V �! C
c(u) u

árbol con claves árbol

V

A

c : V �! C c(u)
u

u

c(u)
u

c(u)

8u 2 V, c(u) = u.

arbre binari de cerca

C
a

árbol binario de búsqueda

C
a

8x, y 2 V : x 2 esq(a)^ y 2 dre(a), x < a < y.

©



4

2

1 3

6

5 7

6

2

1 4

3 5

7

6

2

1 3

5

4

7

monticle (de mı́nims)

C
a

mont́ıculo (de mı́nimos)

C
a

8x 2 V : a = pare(x), a  x.

conjunts boscos
conjuntos

bosques

cua de prioritat cola de priori-

dad

monticle binari (de mı́nims)

complet

mont́ıculo binario (de

mı́nimos)

completo



n n n n

1

2

4

5

3

7

8

6

1

2

8 3

4

6

7 5

1

4

6

8

5

2

3 7

1

2 3

4 5 6 7

8

monticle binari. mont́ıculo

binario

1

1

4

2

2

3

6

4

5

5

3

6

7

7

8

8

©





4.4 Problemes resolts i comentats
Problemas resueltos y comentados

Problema 4.1: [minmaxArcs]

n n

n ;V n ;V

·
n

n

|V2
n| = n2 = n(n- 1).

n

n - 1 n

n- 1

no canvia
no cambia

n(n- 1) n(n - 1)

©



n

n-1

n

n

n-1

n

u1 u2 un
a1 a2 an-1

an

· · ·

n

n
n

n

n

k < n

2k

2n

n k < n

2k

2n

n n



Problema 4.2: [caseta]

G = (V,A)
G = (V,A)

G G

G
G

3

1 2

4 5

·

©



(4, 1, 3, 2, 1, 5, 4, 2, 5)

3

1 2

4 5

tots
todos

|VR8
2| = 28 |VR8

2| = 28

(1, 2)



(1, 3) (3, 2)

1 2

(1, 3)
(3, 2)

1

2

(1, 4, 5, 2) (1, 5, 4, 2).

G G

(4, 1, 3, 2, 1, 5, 4, 2, 5)

(4, 1, 3, 2, 1, 5, 4, 2, 5)

3

1 2

4 5

eulerians
eulerianos

G G

3

1 2

4 5

3

1 2

4 5

©



tots todos

G

(1, 2)

(1, 3, 2, 1)

G

(1, 2)
(1, 3, 2, 1)

1, 2, 4 5

(1, 5) (2, 4)

(1, 4) (2, 5)

1, 2, 4 5

(1, 5) (2, 4)
(1, 4) (2, 5)

2

4 4

3 3

2

3 3

3 3

%

&

2

2 2

2 2

2

2 2

2 2



1

2

4 5

3

1

4

5 2

3

1

4

5

2

3

3

1

4 5

2

3

1

4

2

5

3

1 2

4 5

Problema 4.3: [grausSpan]

n
n

n

n

connex aćıclic

n n

conexo

aćıclico

reducció a l’absurd

ćıclic no

reducción al ab-

surdo

ćıclico

n n

u1u2

u3

u4

un

©



śı

n parell

u1 n- 1

śı

n par

u1

n- 1

n

2n - 2

n

2n - 2

·

Problema 4.4: [billar]

G = (V,A)
G = (V,A)



G

i/o

G

G

y/o

G

Gi = (Vi,Ai) i = 1, 2

V1 V2

Ai

A

Gi = (Vi, Ai)
i = 1, 2 V1

V2

Ai

A

G = (V,A)

V = {1, 2, . . . , 15}

A = H [ D [ B

H

D B

G = (V,A)
V = {1, 2, . . . , 15}

A = H [ D [ B

H D

B

H = {(1, 2), (10, 8), (8, 11), (3, 12), (12, 4), (4, 13), (14, 5), (5, 15), (15, 6), (6, 7)}

D = {(14, 3), (3, 10), (10, 1), (1, 9), (5, 12), (12, 8), (8, 2), (15, 4), (4, 11), (6, 13)}

B = {(3, 5), (10, 12), (12, 15), (1, 8), (8, 4), (4, 6), (9, 2), (2, 11), (11, 13), (13, 7)}.

©



9

1 2

10 8 11

3 12 4 13

14 5 15 6 7

2

4

4

4

2

4

4

4

2

4 4 4

6

6 6

S = 3 · 3 · 4+ 3 · 2+ 3 · 6 = 3(12+ 2+ 6) = 60.

9

1 2

10 8 11

3 12 4 13

14 5 15 6 7



14

9

7

9

14

9

7

9

9

1 2

10 8 11

3 12 4 13

14 5 15 6 7

9

1 2

10 8 11

3 12 4 13

14 5 15 6 7

(14, 5, 15, 6, 7, 13, 4, 12, 3, 10, 8, 11, 2, 1, 9) (14, 5, 15, 6, 7, 13, 4, 12, 8, 11, 2, 9, 1, 10, 3, 14)

Problema 4.5: [maxFulles]

n

dn
2
e

n

dn
2 e

BI

©



f0 
⇠
0

2

⇡
= 0,

f1 
⇠
1

2

⇡
= 1,

fn
n

fn
n

HI 
fk 

⇠
k

2

⇡
, 8k < n

�
.

PI

n n > 0 An

n

n- 1

n

n > 0 An

n

n- 1

f(A)

A
f(A)

A

fn =
8An

f(An) =
8An

(f(esq(An)) + f(dre(An))) 


0`n-1

(f` + fn-`-1)
(HI)


0`n-1

✓⇠
`

2

⇡
+

⇠
n- `- 1

2

⇡◆
.

`
`

⇠
`

2

⇡
+

⇠
n- `- 1

2

⇡
=

⇤
⇤
⇤̀

2
+

⇠
n- 1

2

⇡
-

⇤
⇤
⇤̀

2

ln
2

m
.



⇠
`

2

⇡
+

⇠
n- `- 1

2

⇡
=

◆
◆
◆◆

⇠
`

2

⇡
+
ln
2

m
-

�
�
�`+ 1

2
=
ln
2

m
.

fn
` fn `

fn 
ln
2

m
.

n = 0
n =

0

n
n

Problema 4.6: [arbresCoixos]

coix cojo

©



arbre buit ; árbol vaćıo

;

A0 ⌘ ; A1 ⌘

meitat bp
2
c

dp
2
e

mitad

bp
2 c

dp
2 e

A 0
2 ⌘ A 0

3 ⌘ A 0
4 ⌘ ...

0 = b1
2c 1 = b2

2c 1 = b3
2c



8
>><

>>:

A 0
0 ⌘ ;

A 0
n+1 ⌘

A 0
bn
2
c A 0

n

n � 1

A 00
2 ⌘ A 00

3 ⌘ A 00
4 ⌘ ...

1 = d1
2e 1 = d2

2e 2 = d3
2e

8
>><

>>:

A 00
0 ⌘ ;

A 00
n+1 ⌘

A 00
dn
2
e A 00

n

n � 1

©



A0,A1,A2, . . . A0, A1, A2, . . .

Què passaria si començàrem amb A1 com

a cas base?
¿Qué pasaŕıa si comenzáramos

con A1 como caso base?

A 00
1 ⌘

A 00
1 , A

00
2 , . . . A 00

1 , A
00
2 , . . .

tant A 0
1 com A 0

2 com a casos base

A 0
2 A 0

0

tanto A 0
1 como

A 0
2 como casos base

A 0
2

A 0
0



A 0
4

A 0
1

A 0
0 A 0

0

A 0
3

A 0
1

A 0
0 A 0

0

A 0
2

A 0
0 A 0

1

A 0
0 A 0

0

A 00
4

A 00
2

A 00
1

A 00
0 A 00

0

A 00
1

A 00
0 A 00

0

A 00
3

A 00
1

A 00
0 A 00

0

A 00
2

A 00
1

A 00
0 A 00

0

A 00
1

A 00
0 A 00

0

n = 0

A 00
1

A1 A2

n = 0

A 00
1

A 0
1 A 0

2

n = 0

n = 0

C.B. A0 ⌘ ;

©



C.R. 8A, A sii

8
>>>><

>>>>:

A
Ae Ad

,

Ae,Ad ,

p(Ae) = bp(Ad)
2

c,

p : A ! Z+

A 2 A

p : A ! Z+

A 2 A

A

és

en realitat una definició recursiva d’arbre

binari!

A

C.B. A0 ⌘ ;

C.R. 8A 2 AB\{;}, A sii

8
<

:

e(A), d(A) ,

p(e(A)) = bp(d(A))
2

c,

AB
AB

e, d : AB ! AB

A 2 AB\{;} A 2 AB\{;}



coix(;) ^

8A 6= ;, coix(A) sii


binari(A) ^

✓
9E,D, Pd, esq(A,E)^ dre(A,E)^ pr(D,Pd)^ pr(E, bPd

2
c)
◆�

,

esq, dre pr

A, E,D, Pd

esq, dre pr

A, E,D, Pd

• •

• sii

–

–

bp
2
c p

–

•
sii

–

–

bp
2 c p

–

Problema 4.7: [arbresDiferents]

Nn

n � 0 n  3

Nn

n � 0

n  3

©



N0=1z}|{
;

N1=1z}|{ N2=2z }| {
�� ��

N3=5z }| {
�� ��

�� ��
| {z }

�� ��

| {z }

�� ��
�� ��
| {z }

n

n
n

n

N1z }| {
����

0 0

N2z }| {
���� ����

1 0 0 1

N3z }| {
���� ���� ����

2 0 1 1 0 2

Nn

N4 N5

Nn

N4 N5

N4z }| {
���� ���� ���� ����

3 0 2 1 1 2 0 2

N5z }| {
���� ���� ���� ���� ����

4 0 3 1 2 2 1 3 0 4

N4 = 5+ 2+ 2+ 5 = 14,

N5 = 14+ 5+ 2 · 2+ 5+ 14 = 42.

n � 1

n = 0 una

dos

n- 1

n � 1

n = 0

una

dos

n- 1



distingibles

n - 1

n

n

distinguibles

n - 1

n

n

(n- 1, 0), (n- 2, 1), (n- 3, 2), . . . , (1, n- 2), (0, n- 1).

Nnz }| {
%%zz

k n-k-1

k = 0, 1, . . . , n- 1.

k Nk

Nn-k-1

principi del produc-

te k

Nk ⇥ Nn-k-1

k principi de la suma

k

Nk

Nn-k-1

principio

del producto

k Nk ⇥Nn-k-1

k princi-

pio de la suma

Nn =
n-1X

k=0

NkNn-k-1,

N0 = 1 N0 = 1

�
N0 = 0,

Nn =
Pn-1

k=0 NkNn-k-1, 8 n � 1.

©



Nn =
n-1X

k=0

NkNn-k-1, 8 n � 0,

n = 0 n = 0

N0 =0,

N1 =⇢
⇢>
1

N0 ·⇢⇢>
1

N0 = 1,

N2 =⇢
⇢>
1

N1 ·⇢⇢>
1

N0 +⇢
⇢>
1

N0 ·⇢⇢>
1

N1 = 2,

N3 =⇢
⇢>
2

N2 · 1+ 1 · 1+ 1 ·⇢⇢>
2

N2 = 5,

N4 =⇢
⇢>
5

N3 · 1+⇢
⇢>
2

N2 · 1+ 1 ·⇢⇢>
2

N2 + 1 ·⇢⇢>
5

N3 = 14,

N5 =⇢
⇢>
14

N4 · 1+⇢
⇢>
5

N3 · 1+ 2 · 2+ 1 ·⇢⇢>
5

N3 + 1 ·⇢⇢>
14

N4 = 42.

nombres de Catalan
números de Catalan



4.5 Problemes proposats

Problemas Propuestos

Problema 4.8: [grafSobre]

1 //

✏✏

]] 2

3
��

4 5oo
✏✏

Problema 4.9: [grafRomb]

G

G G

G

G

G

G

G

G

G

©



3

1 2

7 8

4 5

6

Problema 4.10: [grafZ]

1
a

b

c
2

3

4 5
f

e

d

Problema 4.11: [components]

sobre el nombre de nodes sobre

el número de nodos



Problema 4.12: [sumaGrausInd]

Problema 4.13: [arbresEquilibrats]

n h

2 n

n

h

2 n

h  2 n ⌘ n � 2
h
2 .

©





A. El llenguatge
PROLOG--

El lenguaje
PROLOG--. A

A.1 Definicions
Definiciones

·

PROLOG--
PROLOG--

tall
corte

†

PROLOG--

†

PROLOG--



PROLOG--

A.1.1 Elements

Elementos

PROLOG--
PROLOG--

constants

numèric atòmic

constan-

tes numérico

atómico

1024 3.14 2.4e-3

àtoms
átomos

a aaaa aB c123 Ab

variables PROLOG-- variables

PROLOG--

A X1 Ab 102 X

variable

anònima
variable anónima

†
https://www.swi-prolog.org

https://www.swi-prolog.org


termes

PROLOG--

functors

llistes

términos

PROLOG--

functores

listas

termes términos

a(b,X) f(a,X, ) f(a,g(X,b)) (a,g(X,b),c)

llista lista

[b,X] [a,X, ] [a,[X,b],[]]

genèric
genérico

©



PROLOG--

PROLOG-- predi-

cats predicat

aritat

nom/# # nom

aa/3

aa/2 aa/1

PROLOG-- predi-

cados predicado

aridad

nombre/# #

nombre

aa/3 aa/2 aa/1

aa(a,X, ) aa(a,g(X,b)) aa(a)

aa(aa,aa( ),aa( , ))

aa
aa

A.1.2 Estructura
Estructura

PROLOG--

qüestions preguntes

PROLOG--

pregun-

tas cuestiones



fets regles hechos reglas

fet hecho

PROLOG-- fórmules

atòmiques

PROLOG--

PROLOG--

fórmulas atómicas

PROLOG--

P _Q, ¬(P ^Q)

regla PROLOG--
PROLOG--

©



PROLOG--

PROLOG--
PROLOG--

1. plou.

2. color(roig).

3. color(gris).

4. trist :- color(roig).

5. trist :- plou.

6. trist :- color(roig); plou.

plou/0 ·
color/1

trist/0

plou/0

color/1

trist/0

PROLOG--
PROLOG--



PROLOG--

not/1

not(expressioLogica)

expressioLogica

not/1

PROLOG--

not/1

not(expresionLogica)

expresionLogica

not/1

PROLOG-- PROLOG--

qüestió pregunta PROLOG-- cuestión pregunta

PROLOG--

tancada

oberta

cerrada

abierta

PROLOG--

negació

per fallada

PROLOG--

nega-

ción por fallo

PROLOG-- PROLOG--

©



PROLOG--

A.1.3 Unificació i comparació de termes
Unificación y comparación de términos

==

terme1 == terme2

==

termino1 == termino2

unificació

terme1 = terme2

unificación

termino1 = termino2

terme1 = terme2
termino1 = termino2

\== \= \== \=

?- f(a,b)==f(a,b).

true.

?- f(X,b)==f(a,b).

false.

?- f(X,b)=f(a,b).

X = a.



?- f(X,Y,Z)=f(Y,X,X).

X = Y, Y = Z.

?- f(X,b,Z)=f(a,b,1);f(a,Y,Z)=f(a,b,2).

X = a, Z = 1;

Y = b, Z = 2.

X

a Z

Y

Z

X Y

X

a

Z Y

Z

X

Y

A.1.4 Resolució

Resolución

.pl
.pl

©



PROLOG--

% Arxiu ‘‘prova.pl’’

1. cotxe(bmv).

2. moto(ducati).

3. vehicle(reliant).

4. vehicle(X) :-

5. cotxe(X).

6. vehicle(X) :-

7. moto(X).

PROLOG--
PROLOG--

?- [prova].

true.

?- [’prova.pl’].

true.

?- consult(prova).

true.

?- consult(’prova.pl’).

true.

consult/1

ls/0, pwd/0

cd/1

consult/1

ls/0, pwd/0 cd/1



?- cotxe(bmv).

true.

?- moto(bmv).

false.

?- vehicle(Y).

Y=reliant ;

Y=bmv ;

Y=ducati.

?- vehicle(X), not(moto(X);cotxe(X)).

X=reliant

false.

PROLOG--

PROLOG--

PROLOG--

PROLOG--

©



PROLOG--

vehicle(Y).

reliant

vehicle(Y).

reliant

;

Y

X

;

Y

X

cotxe(X). cotxe(X).

;
;



PROLOG--

vehicle(Y).

4. vehicle(X):- 6. vehicle(X):-3. vehicle(reliant).

Y=reliant
cotxe(Y).

1. cotxe(bmv).

Y=bmv

Y=X

moto(Y).

1. moto(ducati).

Y=ducati

Y=X

A.2 Predicats recursius en PROLOG--
Predicados recursivos en PROLOG--

PROLOG--
PROLOG--

1. simple(a).

2. simple(X-a) :-

3. simple(X).

©



PROLOG--

?- simple(a).

true.

?- simple(b).

false.

?- simple(a-a-a).

true.

?- simple(Y).

Y = a ;

Y = a-a ;

Y = a-a-a

...

a -

simple(a-a-a).

X=a-a

simple(a-a).

simple(a).

a

-

simple(a-a-a).

X=a-a

simple(a-a).

simple(a).

simple(Y).

Y=a ;

Y=X-a

simple(X).

X=a

Y=a-a

simple(Y).

Y=a ;

Y=X-a

simple(X).

X=a

Y=a-a



PROLOG--

A.2.1 Predicats recursius sobre enters
Predicados recursivos sobre enteros

a

-

+

PROLOG--

avaluar-los

a

- +

PROLOG--

evaluarlos

PROLOG-- is

unificar

PROLOG--

is

unificar

?- 2 is 1+1.

true.

?- X is 1+1.

X = 2.

?- 2 is X+1.

?- X=1,2 is X+1.

X = 1.

?- X=a,2 is X+1.

simple1/3
simple1/3

1. simple1(a,1,a+a).

2. simple1(X-a,N,Y+a+a) :-

3. simple1(X,N1,Y),

4. N is N1+1.

©



PROLOG--

?- simple1(a-a,N,R).

N = 2,

R = a+a+a+a.

?- simple1(Z,N,a+a+a+a+a+a).

Z = a-a-a,

N = 3.

?- simple1(Z,2,R).

Z = a-a,

R = a+a+a+a ;

ERROR!!!!

PROLOG-- N

R
PROLOG--

N R

PROLOG--

;

X=X-a, N1=N,Y=Y+a+a.

X=a, N1=1, R=a+a.

PROLOG--

;

X=X-a, N1=N,Y=Y+a+a.

X=a,

N1=1, R=a+a.



PROLOG--

1. simple2(a,1,a+a).

2. simple2(X-a,N,Y+a+a) :-

3. N>1.

4. N1 is N-1.

5. simple2(X,N1,Y),

?- simple2(Z,2,R).

Z = a-a,

R = a+a+a+a.

N N1

N

N1

N1 N

N N1

N N1

N1

N

simple1/3

simple(Z,N,R).

simple(Y).

simple1/3

simple(Z,N,R).

simple(Y).

©



PROLOG--

A.2.2 Predicats recursius sobre llistes
Predicados recursivos sobre listas

PROLOG--
PROLOG--

[]

t L

[t|L]

[]

t

L

[t|L]

tk 1  k  n
tk

1  k  n

[t1,t2,. . .,tk,. . .,tn] [t1,t2,. . .,tk|[tk+1,. . .,tn]] [t1|[t2|[ · · · [tn|[] ]]]]



PROLOG--

simple/1 simple1/3 simple/1 simple1/3

1. lsimple([]).

2. lsimple([a|L]) :-

3. lsimple(L).

4. lsimple1([],0,[]).

5. lsimple1([a|L],N,[a,a|R]) :-

6. lsimple1(L,N1,R),

7. N is N1+1.

pri-

mers primeros

pred([],. . .). % Cas Base (normalment)
Caso base (normalmente)

pred([C|L],. . .) :-

· · ·
pred(L,. . .),

· · ·

select/3
select/3

©



PROLOG--

pred([],. . .). % Cas Base (normalment)
Caso base (normalmente)

pred(L,. . .) :-

select(X,L,R),

· · ·
pred(R,. . .),

· · ·

select(E,L,R) E

L R E

L select

select(E,L,R)

E L

R E

L

select

append/3 append/3

pred([],. . .). % Cas Base (ara es pot complicar!)
Caso base (ahora se puede complicar!)

pred(L,. . .) :-

append(L1,L2,L),

· · ·
pred(L1,. . .), % o L2 o les dues

o L2 o las dos

· · ·

append(L1,L2,L12) L12

L1 L2

append

append(L1,L2,L12)

L12

L1 L2

append



append select append

select

A.3 Operadors, funcions i predicats predefinits
Operadores, funciones y predicados predefinidos

A.3.1 Operadors lògics i pseudo-predicats
Operadores lógicos y pseudopredicados

write_canonical/1

write_canonical/1

nom/aritat
nombre/aridad

descripció
descripción

associatiu
asociativo

:-/2

:-/1

,/2

;/2

not/1

findall/3

©



PROLOG--

findall/3

findall(X,P,L)

X P

X L

X P

findall/3

findall(X,P,L)

X P

X L

X

P

A.3.2 Operadors de comparació i unificació
Operadores de comparación y unificación

nom/aritat
nombre/aridad

descripció
descripción

associatiu
asociativo

=/2, \=/2

==/2, \==/2

A.3.3 Operadors de comparació i unificació aritmètica
Operadores de comparación y unificación aritmética

is/2
is/2

nom/aritat
nombre/aridad

descripció
descripción

associatiu
asociativo

is/2

=:=/2, =\=/2

>=/2, =</2



A.3.4 Operadors aritmètics

Operadores aritméticos

nom/aritat
nombre/aridad

descripció
descripción

associatiu
asociativo

+/2, -/2

+/1, -/1

*/2, //2

///2

mod/2

^/2

A.3.5 Funcions aritmètiques

Funciones aritméticas

©



PROLOG--

abs/1 sign/1

floor/1 ceiling/1

exp/1 log/1

mod/2 round/1

max/2 min/2

e/0, pi/0 e ⇡
e ⇡

nan/0

inf/0 epsilon/0

A.3.6 Predicats sobre termes

Predicados sobre términos

compound/1 ground/1

var/1 atomic/1

atom/1 number/1

integer/1 real/1

atomic/1var/1compound/1

atom/1number/1

integer/1 real/1



PROLOG--

A.3.7 Predicats sobre llistes

Predicados sobre listas

append/3 append(L1,L2,L12) L12 L1 L2
L12 L1 L2

select/3 select(E,L,R) R L E
R L E

member/2 member(E,L) E L
E L

is_list/1 is_list(L) L
L

length/2 length(L,N) L N
L N

A.3.8 Predicats sobre enters

Predicados sobre enteros

between/3 between(N,M,K) NKM

succ/2 succ(N,M) N, M

plus/3 plus(N,M,S) S=N+M

divmod/4 divmod(N,M,Q,R) N=M⇤Q+R

A.4 Algunes relacions entre lògica i PROLOG--

Algunas relaciones entre lógica y PROLOG--

A.4.1 Fets

Hechos

PROLOG-- PROLOG--

PROLOG--
PROLOG--

©



PROLOG--

plou. P plou :- true T ) P ⌘ P

plou.

neva.
P ^N p(f(a,f(b))). P(f(a, f(b)))

animal(nemo). A(w) oblida(dorothy,nemo). O(d, n)

animal(X). 8x,A(x) oblida(dorothy,X). 8x,O(d, x)

oblida(X,Y). 8x,8y,O(x, y) oblida(X,X). 8x,O(x, x)

PROLOG--

PROLOG--

PROLOG--

PROLOG--

animal( ). 8x,A(x) oblida(dorothy, ). 8x,O(d, x)

oblida( , ). 8x,8y,O(x, y) oblida(X,X). 8x,O(x, x)



PROLOG--

A.4.2 Regles
Reglas

PROLOG--
PROLOG--

oblida(dorothy,X) :-

peix(X),

amic(X,dorothy),

neva.

8x,
⇣
P(x)^A(x, d)^N

⌘
) O(d, x)

oblida(dorothy,X) :-

peix(X);

animal(X).

8x, (P(x)_A(x))) O(d, x)

oblida(dorothy,X) :-

peix(X).

oblida(dorothy,X) :-

animal(X).

⇣
8x, P(x)) O(d, x)

⌘
^
⇣
8x,A(x)) O(d, x)

⌘

©



PROLOG--

oblida(dorothy,X) :-

peix(X),

( amic(X,dorothy);

neva ),

amic(dorothy,X).

8x,
⇣
P(x)^ (A(x, d)_N)^A(d, x)

⌘
) O(d, x) ⌘

⌘
⇣
8x,
�
P(x)^A(x, d)^A(d, x)

�
) O(d, x)

⌘
^

⇣
8x,
�
P(x)^N^A(d, x)

�
) O(d, x)

⌘

oblida(dorothy,X) :-

peix(Y),

( amic(X,Y);

neva ).

8x,
⇣
9y :

�
P(y)^ (A(x, y)_N)

�⌘
) O(d, x)

oblida(dorothy,X) :-

peix(Y),

( amic(X,Y);

neva ).

8x,8y,
⇣
P(y)^

�
A(x, y)_N

�⌘
) O(d, x)



PROLOG--

A.4.3 Preguntes
Preguntas

PROLOG-- PROLOG--

?- plou,neva. P ^N ?- plou;neva. P _N

?- animal(nemo). A(w) ?- oblida(dorothy,nemo). O(d, n)

?- animal(X),peix(X). 9x :
�
A(x)^ P(x)

�

?- oblida(X,Y);peix(Y). 9x,9y :
�
O(x, y)_ P(y)

�

?- oblida( , );peix( ). 9x,9y,9z :
�
O(x, y)_ P(z)

�

A.4.4 La negació en PROLOG--
La negación en PROLOG--

PROLOG--

PROLOG--

not/1

PROLOG--

PROLOG--

PROLOG--

not/1

PROLOG--

©



PROLOG--

oblida(dorothy,X) :-

peix(X),

not((

amic(X,dorothy),

neva )).

8x, (P(x)^ ¬(A(x, d)^N))) O(d, x)

A.4.5 Alguns exemples
Algunos ejemplos

Germanastres:

esGermanastreDe/2

esFillDe/2

Hermanastros:
esGermanastreDe/2

esFillDe/2

esFillDe/2

F F(x, y)

x y

esFillDe/2

F F(x, y)
x y

x y

sii

x

y

P1(x, y) ⌘
⇣
9z : F(x, z)^ F(y, z)^ (x 6= y)

⌘



PROLOG--

sii

P2(x, y) ⌘
⇣
9z : F(x, z)^ ¬F(y, z)

⌘

G
G

G(x, y) ⌘ P1(x, y)^ P2(x, y)

P2 P2

G(x, y) ⌘ 9z,9t :
⇣
F(x, z)^ F(y, z)

⌘
^
⇣
F(x, t)^ ¬F(y, t)

⌘

P1 x = y

P2(x, x)

P1

x = y

P2(x, x)

PROLOG--
PROLOG--

esGermanastreDe(X,Y) :-

esFillDe(X,Z),

esFillDe(Y,Z),

esFillDe(X,T),

not((

esFillDe(Y,T))).

8x,8y,
⇣
9z,9t :

�
F(x, z)^ F(y, z)^ F(x, t)^ ¬F(y, t)

�⌘
) G(x, y)

©



PROLOG--

8x,8y,8z,8t,
⇣�

F(x, z)^ F(y, z)^ F(x, t)^ ¬F(y, t)
�
) G(x, y)

⌘

G G

G 0(x, y) ⌘ 9z,9t,9v :
⇣
F(x, z)^ F(x, t)^ ¬F(x, v)^ F(y, z)^ F(y, v)^ ¬F(y, t)

⌘



A.5 Problemes resolts i comentats

Problemas resueltos y comentados

Problema A.1: [kami]

PROLOG-- PROLOG--

a b c
a b

c

a, ¬b

b, c

c, (a, b)

©



PROLOG--

amatsukami/1

PROLOG--

amatsukami/1

PROLOG--

conversa(A,B,C)

K = {amatsukami, shinegami}

conversa(A,B,C)

K = {amatsukami, shinegami}

diuquees(X,Y,Z)

K
X Y

Z

Y

diuquees(X,Y,Z)

K
X

Y

Z

Y

K
kami/1

K
kami/1



1. kami(amatsukami).

2. kami(shinigami).

% diuquees(X,Y,Z) : X diu que

dice que

Y és com (o és)

es como (o es)

Z

3. diuquees(amatsukami ,K,K).

4. diuquees(shinigami , K,Q) :-

5. K=̄Q.

6. conversa(X,Y,Z) :- % X,Y,Z representen a

representan a

Agyo,Bepo,Calicarcha

7. kami(X),kami(Y),kami(Z),

8. diuquees(X,Y,shinigami), % a)

9. diuquees(Y,Z,amatsukami), % b)

10. diuquees(Z,X,Y). % c)

?- conversa(A,B,C).

A = amatsukami, B = C, C = shinigami.

Problema A.2: [bessones]

©



PROLOG--

PROLOG-- PROLOG--

germanes/1 germanes/1

1. germanes([anna,bea,carme]).

contesta/3 contesta/3

2. contesta(anna,X,X).

3. contesta (bea,X,Y) :-

4. X\==Y.

5. contesta(carme,_,_).

select/3
select/3

bessones/1
bessones/1



6. bessones([Esq,Centr,Dre]) :-

7. domini(L),

8. select(Esq,L,L1), select(Centr,L1,[Dre]),

9. contesta(Esq, Centr,anna),

10. contesta(Centr,Centr,carme),

11. contesta(Dre, Centr,bea).

?- bessones(L).

L = [carme, bea, anna] .

Problema A.3: [llop]

PROLOG--

PROLOG--

{barca,llop,cabra,col},

barca
barca

©



PROLOG--

segur/1

quan

no està la barca

segur/1

cuando no

está la barca

1. menja(L) :- member(cabra,L), member(col,L).

2. menja(L) :- member(llop,L), member(cabra,L).

3. segur(L) :-

4. not(menja(L)).

1. segur([]).

2. segur([_]).

3. segur([llop,col]).

4. segur([col,llop]).

viatge/5
viatge/5

viatge(L,R,LL,RR,Elem)

L R Elem

LL RR

Elem

L R Elem

LL RR

Elem

o
o



viatge/5
viatge/5

5. viatge([barca|E],D,EE,[barca,A|D],A) :-

6. select(A,E,EE),

7. segur(EE).

8. viatge(E,[barca|D],[barca,A|E],DD,A) :-

9. select(A,D,DD),

10. segur(DD).

11. viatge([barca|E],D,E,[barca|D],o) :-

12. segur(E).

13. viatge(E,[barca|D],[barca|E],D,o) :-

14. segur(D).

viatges/6
viatges/6

viatges(N,L,R,LL,RR,L_Elem)

N

L R LL RR

L_Elems

N

L R

LL RR L_Elems

N N

15. viatges(N,E,D,EEE,DDD,[Mov|Movs]) :-

16. N>0,

17. N1 is N-1,

18. viatge(E,D,EE,DD,Mov),

19. viatges(N1,EE,DD,EEE,DDD,Movs).

20. viatges(0,E,D,E,D,[]).
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solucio/2 solucio/2

21. solucio(N, Movs) :-

22. between(1,8,N),

23. Ini = [barca,llop,cabra,col],

24. viatges(N,Ini,[],[],_,Movs).

?- solucio(N,Movs).

N = 7,

Movs = [cabra, o, llop, cabra, col, o, cabra]

N = 7,

Movs = [cabra, o, col, cabra, llop, o, cabra]

false.

Problema A.4: [minizebra]



PROLOG--
PROLOG--

casa/4 casa/4

casa(Nacionalitat, Color, Animal, Esport)

Cases=(C1,C2,C3) : Ci=casa(Ni,Ci,Ai,Ei) i 2 {1,2,3}
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problema/1
problema/1

1. problema(CASES) :-

2. pista1(CasaBrasiler,CASES),

3. pista2(CasaGossosBasquet,CASES),

4. pista3(CasaFutbol,CasaRoja,CASES),

5. pista4(CasaPeixos,CasaGats,CASES),

6. pista5(CasaGossos,CasaVerda,CASES),

7. pista6(CasaAlema,CASES),

8. CasaBrasiler =casa(brasiler,_,_,_),

9. CasaGossosBasquet=casa(_,_,gossos,basquet),

10. CasaFutbol =casa(_,_,_,futbol),

11. CasaRoja =casa(_,roja,_,_),

12. CasaPeixos =casa(_,_,peixos,_),

13. CasaGats =casa(_,_,gats,_),

14. CasaGossos =casa(_,_,gossos,_),

15. CasaVerda =casa(_,verda,_,_),

16. CasaAlema =casa(alema ,_,_,_).

CasaGossos

CasaGossosBasquet
CasaGossos

CasaGossosBasquet

estala/3
estala/3

estala(N,C,Cs)



C N

Cs

C

N Cs

17. estala(1,A,(A,_,_)).

18. estala(2,A,(_,A,_)).

19. estala(3,A,(_,_,A)).

esta/2
esta/2

20. esta(C,Cs) :-

21. between(1,3,N),

22. estala(N,C,Cs).

23. aladreta(A,B,(B,A,_)).

24. aladreta(A,B,(_,B,A)).

25. alesquerra(A,B,Cs) :- aladreta(B,A,Cs).
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26. pista1(C,Cs) :- // No està la 2a
No está la 2a.27. member(N,[1,3]), estala(N,C,Cs).

28. pista2(C,Cs) :- // Hi ha una casa que. . .
Hay una casa que . . .29. esta(C,Cs).

30. pista3(C1,C2,Cs) :- // No estan al mig.
No están en el centro.31. estala(1,C1,Cs),estala(3,C2,Cs).

32. pista3(C1,C2,Cs) :-

33. estala(3,C1,Cs),estala(1,C2,Cs).

34. pista4(C1,C2,Cs) :- // A l’esquerra
A la izquierda.35. alesquerra(C1,C2,Cs).

36. pista5(C1,C2,Cs) :- // A la dreta
A la derecha.37. aladreta(C1,C2,Cs).

38. pista6(C,Cs) :- // Està la 3a
Está la 3a.39. estala(3,C,Cs).

problema(CASES). problema(CASES).

?- problema(CASES).

CASES = (casa(brasiler, _16890, peixos, futbol),

casa(_16938, verda, gats, _16944),

casa(alema, roja, gossos, basquet)) ;

false.



?- problema(CASES),esta(casa(angles,_,X,_),CASES).

CASES = (casa(brasiler, _18390, peixos, futbol),

casa(angles, verda, gats, _17984),

casa(alema, roja, gossos, basquet)),

X = gats ;

false.
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?- problema(CASES),esta(casa(angles,_,X,_),CASES),

esta(casa(Y,_,_,golf),CASES),

esta(casa(Z,blava,_,_),CASES).

CASES = (casa(brasiler, blava, peixos, futbol),

casa(angles, verda, gats, golf),

casa(alema, roja, gossos, basquet)),

X = gats,

Y = angles,

Z = brasiler ;

false.

Problema A.5: [ultim]

PROLOG--

ultim/3 ultim(L,E,R)

L R

E

PROLOG-- ultim/3

ultim(L,E,R)

L P

E

L

L

�

PROLOG--
PROLOG--



1. ultim([_|L],E) :-

2. ultim(L,E).

3. ultim([H],H).

?- ultim([a,b,c],E).

E=c.

L

ultim([],E)

L no

L

ultim([],E)

L no

ultim/3
ultim/3

1. ultim([H|L],E,[H|R]) :-

2. ultim(L,E,R).

3. ultim([H],H,[]).

?- ultim([a,b,c],E,R).

E=c, R=[a,b].

append/3 append(3)

1. ultim(L,E,R) :-

2. append(R,[E],L).

?- ultim([a,b,c],E,R).

E=c, R=[a,b].
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Problema A.6: [longitudLlista]

PROLOG--
PROLOG--

L⇥U

Z+

L⇥U

Z+

p : L⇥U �! Z+

n n



p(L, e) =

8
>><

>>:

p(cua(L), e), L 6= ;^ cap(L) 6= e

1+ p(cua(L), e), L 6= ;^ cap(L) = e

0, L = ;

p(L, e) =

�
0, L = ;
p(cua(L), e) + (cap(L) = e),

(cap(L) = e) (cap(L) = e)

8L 2 L,8e 2 U,8v 2 Z+, p(L, e, v)(

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

(L 6= ;^ (cap(L) 6= e)^ (p(cua(L), e, v))

_

(L 6= ;^ (cap(L) = e)^ (p(cua(L), e, v- 1))

_

(L = ;^ v = 0)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

8L 2 L,8e 2 U,8v 2 Z+, (L 6= ;^ (cap(L) 6= e)^ (p(cua(L), e, v))) p(L, e, v)

^

8L 2 L,8e 2 U,8v 2 Z+, (L 6= ;^ (cap(L) = e)^ (p(cua(L), e, v- 1))) p(L, e, v)

^

8e 2 U,p(;, e, 0)
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8
>>>>>>><

>>>>>>>:

8L 2 L,8e, h 2 U,8v 2 Z+, (h 6= e)^ (p(cua(L), e, v))) p(h|L, e, v)

^

8L 2 L,8e 2 U,8v 2 Z+, p(cua(L), e, v- 1)) p(e|L, e, v)

^

8e 2 U,p(;, e, 0)

PROLOG-- PROLOG--

p([H|L],E,V) :- % Cas recursiu 1
Caso recursivo 1

H\==E,

p(L,E,V).

p([E|L],E,V) :- % Cas recursiu 2
Caso recursivo 2

p(L,E,V1),

V is 1+V1.

p([], ,0). % Cas base
Caso base

Problema A.7: [esMembre]

PROLOG--
PROLOG--



8e 2 U,8L 2 L, m(e, L)(

8
>><

>>:

((L 6= ;)^ (cap(L) = e))

_

((L 6= ;)^ (cap(L) 6= e)^ (m(e, cua(L)))

8e 2 U,8L 2 L, ¬m(e, L)(

8
>><

>>:

(L = ;)
_

((L 6= ;)^ (cap(L) 6= e)^ (¬m(e, cua(L)))

8
>><

>>:

8e 2 U,8L 2 L, m(e, e|L)

^

8e, h 2 U,8L 2 L, ((h 6= e)^m(e, cua(L)))) m(e, h|L)

m(e, cua(L))) m(e, h|L)

h e h

e
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8
>><

>>:

8e 2 U,8L 2 L, m(e, e|L)

^

8e, h 2 U,8L 2 L, m(e, cua(L))) m(e, h|L)

PROLOG-- PROLOG--

m(E,[H|L]) :- % Cas recursiu
Caso recursivo

H\==E, % (*)

m(E,L).

m(E,[E| ]). % Cas base
Caso base

PROLOG-- PROLOG--

PROLOG-- PROLOG--

member/2
member/2



Problema A.8: [esMembreBis]

PROLOG--

member/2

select/3 append/3

select/3 append/3

PROLOG--

member/2

select/3 append/3

select/3

append/3

select/3 select/3

m(E,L) :-

select(E,L, ).

append/3 append/3

m(E,L) :-

append( ,[E| ],L).

select/3

append/3
select/3 append/3

s(E,L,R) :-

append(L1,[E|L2],L),

append(L1,L2,R).

select/3 select/3
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A.6 Problemes proposats

Problemas Propuestos

Problema A.9: [bufons]

PROLOG--
PROLOG--

Problema A.10: [paraigua]
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PROLOG-- PROLOG--

Problema A.11: [llopbis]



Problema A.12: [zebra]
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PROLOG--
PROLOG--

Problema A.13: [invertir]

PROLOG--
PROLOG--

Problema A.14: [selectAppendRec]

PROLOG--

select/3 append/3
PROLOG--

select/3 append/3

?- select(2,[1,2,3,2],X). --> X=[1,3,2]

?- append([1,2,3,2],[4,3,2],X). --> X=[1,2,3,2,4,3,2]



Problema A.15: [unioRec]

PROLOG--
PROLOG--

?- unio([1,2,3,2],[4,3,2],X). --> X=[1,2,3,4]

Problema A.16: [interseccioRec]

PROLOG--
PROLOG--

?- interseccio([1,2,3,2],[4,3,2],X). --> X=[2,3]
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Índex anaĺıtic
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