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Resumen

Las teorfas de gravedad modificada formuladas a la Palatini, es decir, partiendo del principio
de que métrica y conexidn son objetos que deben ser tratados en pie de igualdad en la
deduccidn de las ecuaciones generales de movimiento, han abierto en los tltimos afios un
considerable espacio de interés al corregir con €xito ciertas patologias de la gravedad en su
formulacion original riemanniana, basada unicamente en la curvatura de la métrica como
motor de la accidén. Siguiendo ese planteamiento, esta tesis estudia el acoplamiento de la
gravedad de Born-Infeld a la Palatini a diversas formas de electromagnetismo y a campos
escalares, tanto en (2+ 1) como en (3 + 1) dimensiones.

Los resultados principales que se obtienen en esta tesis son: soluciones exactas con
rotacion en 2+ 1 y 3+ 1 dimensiones, los términos de superficie de la teoria, andlisis de la
termodindmica, y de acciones “on shell”. También se estudia la ecuacion de Dirac en el caso
241 con el objetivo de buscar correlaciones con otros campos de la Fisica de gran relevancia
actual, como son la materia condensada y la holografia asociada a teorias gauge definidas en

la frontera de un espacio-tiempo curvo.
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Parte I

Introduccion y conceptos basicos.






Capitulo 1

Introduccion

1.1 La gravedad de Einstein

Desde hace mas de cien afios, la teoria de la Relatividad General (RG) en la formulacién
debida a Albert Einstein ha resultado ser la descripcion mas consolidada de la gravedad,
entendida ésta como campo cldsico sin cuantizar. Ademas de los bien conocidos tests clasicos
[357], ha demostrado describir correctamente la interaccion gravitacional en un amplio rango
de escalas espaciales y densidades de materia y energia, y sus predicciones mds aventuradas,
como la existencia de ondas gravitacionales generadas tras la fusion de agujeros negros
propagédndose a la misma velocidad que la radiacion electromagnética, han sido confirmadas
recientemente [ 1, 2].

No obstante, desde el punto de vista de la observacion cosmoldgica, la teoria de Einstein
requiere la presencia de ciertos componentes “exoticos’” adicionales. En ese sentido, las
observaciones de la anisotropia presente en el fondo césmico de microondas (“Cosmic
Microwave Background”, CMB en su original en inglés), asi como la informacion ofrecida
por los catdlogos de galaxias refuerzan la idea de un universo que, a grandes escalas,
parece gobernado por la teoria de Einstein suplementada por la presencia de una constante
cosmoldgica y la existencia de materia oscura [75] cuya distribucion alrededor de las galaxias
espirales resulta necesaria para explicar las curvas de rotacion observadas [ 15]. Por otra
parte, ciertas medidas de distribucién de materia y radiacion a muy grandes escalas sugieren
la existencia de un tipo de energia gravitacionalmente repulsiva [107, , , , 90,

]. Dichos modelos necesitan en cualquier caso ser asimismo reforzados por un modelo
inflacionario que explique cdmo puntos desconectados causalmente por la propia edad
estimada del universo, esto es, que no han podido ser puestos en contacto mediante la llegada
de informacién viajando a la velocidad de la luz, habida cuenta de la magnitud de dicha
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velocidad, de la distancia entre dichos puntos y de la edad estimada del universo, muestran
correlaciones mutuas [22, ].

Ademds de lo que la cosmologia y la astrofisica observacional tienen que decir al respecto,
desde el punto de vista puramente matematico la RG presenta también algunas caracteristicas
especiales que llaman poderosamente la atencion: nos referimos, por supuesto, a la inevitable
presencia de singularidades espacio-temporales en la teoria; regiones del espacio-tiempo en
los que la capacidad predictiva de la teoria se detiene. Esta caracteristica no deseable de la RG
puede ilustrarse con la descripcion de la formacién de un agujero negro a partir del colapso
gravitacional de una estrella que ha agotado su combustible nuclear [207] o en la propia
evolucion inicial del universo [142]. Si admitimos la maxima dictada por la l16gica de que “las
cosas no deben desaparecer en la nada o surgir repentinamente de ella” o dicho en términos
newtonianos: que la teoria debe ser capaz de predecir en cada instante las propiedades que
caracterizan los campos de materia y energia, entonces la existencia de singularidades es
decididamente una caracteristica no deseada. Una forma elegante de dar cabida a dichas
singularidades en el marco de la RG es su clasificacion entre las llamadas singularidades
desnudas y aquellas recubiertas por un horizonte de sucesos que las desconecta causalmente
del resto del universo, gobernado sin problemas por Fisica bien conocida. En este sentido,
la hipdtesis de la censura cdsmica resulta especialmente sugerente [357, , ]. Un
tratamiento de las singularidades desnudas desde el punto de vista mecanocuéntico puede
encontrarse asimismo en [184].

Si en el juego de las grandes escalas o de los tiempos lejanos la RG se ve sometida a
duras pruebas, no lo es menos en el ambito de grandes energias o de las escalas del orden
de la escala de Planck. La existencia de singularidades a dicha escala es un indicio de que
la teoria ha sido llevada mas alla de su limite y de que tal vez debemos considerar la RG
a modo de teoria de campos efectiva que funciona bien hasta la longitud de Planck [77].
La dificultad, de momento no superada, para cuantizar la teoria de la gravedad est4, por
supuesto, directamente implicada en esta vision de la RG como teoria de campo efectivo. En
el modelo estidndar, la gravedad se describe como una teoria cldsica, mientras que el resto
de fuerzas fundamentales se describen por teorias de campo gauge, siendo las teorias gauge
cuantizables. La llamada teoria de cuerdas [307, ] permite reconciliar ambos marcos
conceptuales y dar una descripcion cudntica de la gravedad, pero al precio de mostrarnos un
universo mds alla de las cuatro dimensiones espacio-temporales conocidas y con grandes
problemas abiertos a la hora de definir los pardmetros de la teoria.
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1.2 Otras teorias de la gravedad

Las anteriormente mencionadas dificultades relacionadas con los escenarios en los que
las densidades de energia implicadas se acercan a la escala de Planck nos ponen sobre
la pista de que una vision cudntica de la gravedad parece ser necesaria. Si consideramos
la gravedad como una teoria de campos débilmente acoplada e intentamos cuantizarla, la
renormalizacidn de la teoria pronto se desvela como no viable, (la gravedad es una teoria
cuya constante de acoplamiento tiene dimensiones de inversa de la masa) [301]. En la
escala de Planck, la propia estructura del espacio-tiempo debe presentar una naturaleza
cuantica. Esto es, el espacio-tiempo que en nuestra escala vital aparece como un continuo,
debe comportarse como una estructura organizada alrededor de celdas de dimensién minima,
asociada a nuevos fenénemos fisicos. Es lo que Wheeler describié poéticamente como “la
espuma del espacio-tiempo” [365, ].

En ausencia de una teoria cudntica de la gravedad, cuyo despegar definitivo probablemente
necesitara de nuevos datos observacionales que permitan relanzar su discurso [89], una gran
variedad de modificaciones clésicas a la gravedad de Einstein han sido propuestas para tratar
de solucionar las patologias observadas en ella, a saber: la existencia de divergencias en la
curvatura asociadas a las grandes densidades de energia y la presencia de singularidades
espacio-temporales en las que la teoria pierde su capacidad predictiva. Dichas modificaciones
actuan principalmente a nivel de la accién, modificando la sencilla expresion de la accién de
Einstein-Hilbert para afiadir términos en la expansién en funcion de invariantes de curvatura
[231]. Otras modificaciones a la gravedad de Einstein que podemos citar son por ejemplo la
gravedad de Lovelock [246], teorias f(R) y gravedad rainbow [186, ], teleparalelismo y
teorias f(7T) [158], o gravedad de dilatones y teorias no conmutativas [122, , , 471,
por citar algunas.

En nuestro trabajo nos vamos a centrar en un tipo muy concreto de teorias: vamos
a trabajar con modelos de gravedad cuya accion se basa en diversas formas del tensor
de Ricci, formuladas “a la Palatini” [278] y, en particular, en la gravedad de Born-Infeld
conocida generalmente como EiBI, por su version en inglés :“Eddington-Inspired Born-Infeld
Gravity”, a la que nos referiremos en adelante simplemente como “gravedad de Born-Infeld”,
(GBD[58].

La RG establece una profunda conexion entre gravedad y geometria: la materia y la
energia curvan el espacio-tiempo y generan una geometria con propiedades muy diferentes
de aquellas propias de la euclidiana o de su extension al espacio de Minkowski. Asumido

entonces el hecho de que la gravedad genera una geometria no euclidiana para la estructura
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del espacio-tiempo, la pregunta de a qué geometria asociar los efectos gravitatorios surge de
forma natural.

Einstein desarroll6 su trabajo original [133] que combinaba gravitacién con geometria
utilizando no la geometria de Euclides, sino la geometria de Riemann [287], en la cual la
métrica, entendida como el tensor simétrico de segundo orden que dota al espacio de los con-
ceptos de distancia y dngulo, es la Unica variable dindmica responsable de toda la estructura
geométrica. Sin embargo, ya desde los tiempos de Euclides sabemos que es posible describir
una geometria mediante los conceptos de punto, linea y plano, de incidencia y paralelismo,
sin necesidad de introducir el concepto de métrica. La conexién es el objeto mateméatico que
describe en ultima instancia la estructura afin de la geometria, especifica la forma en que
los vectores base cambian de un punto a otro de la variedad y permite definir el concepto
de transporte paralelo. Vemos por tanto que conexidén y métrica describen aspectos bien
diferenciados de la geometria. Sin embargo, en el enfoque riemanniano, métrica y conexion
no son tratadas como entidades geométricas independientes, sino que la conexion queda
subordinada a la métrica por la exigencia de que el producto escalar de dos vectores que son
transportados paralelamente a lo largo de una curva permanezca covariantemente constante.
Dicha exigencia conlleva que la derivada covariante del tensor métrico sea identicamente
nula, y fija la conexién como la conexion de Levi-Civita, univocamente determinada a partir
del tensor métrico. Sin embargo, es posible relajar esta condicion matemadtica para dar lugar a
geometrias de tipo métrico-afin, en las que métrica y conexion son tratadas a priori como gra-
dos de libertad independientes sobre los que considerar variaciones asimismo independientes
al aplicar el principio de accidn estacionaria, y sus posibles relaciones deben establecerse
“on shell” al resolver las ecuaciones de campo, (formulaciéon “a la Palatini) [278]. En
condiciones de metricidad, (Vqguv = 0) la conexién puede descomponerse en una parte
simétrica (simbolos de Christoffel) y otra antisimétrica, relacionada con el tensor de torsion.
De acuerdo con el principio de equivalencia [133], la materia sigue geodésicas determinadas
solo por la parte simétrica de la conexion [219]. Como los simbolos de Christoffel son
generados exclusivamente a partir de la métrica via derivadas de la misma, el principio de
equivalencia establece que la materia solamente ve la parte métrica de la conexion, lo que es
otra de las razones por las que la RG se desarroll6 en el marco de una geometria puramente
métrica.

Tenemos, pues, que elementos matemadticos asociados a la conexion, como son la torsion
y la no metricidad, nos llevan a estructuras geométricas que van mas alla de la geometria
de Riemann. Los espacios dotados de una torsién no nula reciben el nombre de espacios

de Riemann-Cartan [130]. La torsién, como veremos, puede relacionarse con los defectos
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translacionales generados por transformaciones de coordenadas singulares [219, ], lo

cual tiene especial relevancia en escenarios de materia condensada.

1.3 Estructura de la materia y geometrias no riemanni-

anas

Si consideramos entonces que la gravedad se manifiesta como un fenémeno geométrico en
escalas de longitud por encima de la escala de Planck, los efectos asociados a la “espuma
del espacio-tiempo” descrita por Wheeler, podrian exigir una formulacién geométrica en
los términos no riemannianos que acabamos de indicar en la anterior secciéon. Ninguna
evidencia experimental u observacional nos da informacién de como puede ser semejante
estructura espacio-temporal, pero si existen en la naturaleza configuraciones de sistemas
fisicos que pueden ilustrar la transicion de un espacio-tiempo discreto a uno continuo: la
transicion de una red cristalina discreta y con defectos a una geometria continua emergente

no riemanniana [219, , ]. Un ejemplo concreto lo ofrecen los cristales de Bravais

[244, , ], susceptibles de ser descritos en términos de una geometria diferencial
efectiva en el limite del continuo, la cual puede considerarse riemanniana cuando no existen
defectos estructurales (cristal perfecto), pero que responde a modelos no métricos cuando
existen huecos o impurezas en la estructura atémica de la red. Esto es asi porque sin defectos,
la estructura de la red es simplemente una deformacién continua de un espacio Euclideo,
en el que las distancias se miden por simple contage de atomos, por lo que una se puede
relacionar con la otra mediante transformaciones de coordenadas curvilineas infinitamente
diferenciables. Sin embargo, la presencia de defectos en la red, como la falta de 4tomos o
la presencia de impurezas, puede exigir una correspondencia entre la estructura Euclidea
idealizada y la real que implique cambios de coordenadas singulares, en los que puntos del
espacio inicial no tienen su contrapartida en el espacio imagen. De este tipo de cambios de
coordenadas hablaremos en detalle més adelante. Vemos, de esta manera, que la naturaleza
discreta de las estructuras materiales nos remite directamente a la hipétesis de Wheeler sobre
la naturaleza cudntica o discretizada del espacio-tiempo.

Ademas de los defectos de naturaleza puntual, la existencia de defectos distribuidos
linealmente conducen a lineas de dislocacion, las cuales pueden ser asociadas con el concepto
de torsion cuando se considera el limite al continuo, por lo que fenémenos puramente no
métricos, como la existencia de impurezas o dtomos intersticiales, conviven e interactian con

las geometrias de Cartan, caracterizadas por poseer torsién. El &mbito de ciertas estructuras
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de tipo cristalino, por tanto, exige una descripcion en el continuo que supera la original
propuesta riemanniana.

Un segundo ejemplo, sugerido en el contexto de la materia condensada, es el grafeno
[94]: estructura plana formada por una capa individual de 4&tomos de carbono, en la que
la introduccion de impurezas en la red genera efectos de curvatura, permitiendo modelizar
variedades diferenciables como las trompetas de Beltrami [196] o estructuras tipo “agujero
de gusano” [161]. Este dltimo resultado es especialmente interesante, ya que, como veremos,
dichas estructuras surgen de forma natural en el contexto de una gravedad de Born-Infeld
formulada “a la Palatini”. El grafeno también es un banco de pruebas para testear las
propiedades de las estructuras surgidas a partir de las soluciones de las ecuaciones de
Einstein, en el contexto de la RG [196, ]. Una introduccioén al grafeno y sus propiedades

especialmente pedagdgica puede encontarse en [321].

1.4 La correspondencia AdS/CFT

La correspondencia AdS/CFT [251] establece una relacion dual entre una teoria cudntica
de campos dotada de invariancia conforme (“Conformal Field Theory”, CFT en su original
en inglés) definida en la frontera (d — 1)-dimensional de un espacio-tiempo Anti-de Sitter
(AdS) en d dimensiones, y una teoria de la gravedad que vive en el interior, (“bulk™) de esta
superfice frontera, de tal manera que los observables fisicos de la teoria conforme pueden
calcularse a partir de los de la teoria de la gravedad dual, y es esta gravedad en un espacio-
tiempo curvo la que determina la naturaleza de la teoria gauge que vive en su frontera, en lo
que supone una aplicacion directa del llamado principio holografico [342, ].

Originalmente, la correspondencia se plante6 en el marco de una teoria de supercuerdas
[164, 306] en la que la gravedad tiene un comportamiento cudntico y esta unificada con el
resto de fuerzas (interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes) mientras que la teoria
gauge que vive en la frontera no describe tal unificacién de la gravedad, lo que la asemeja
mas a una descripcion de nuestra Fisica familiar en el contexto del modelo estdndar.

Otra de las caracteristicas de la teoria gauge considerada es que es una teoria fuertemente
acoplada, lo que dificulta mucho su andlisis en los términos perturbativos habituales en la
teorias cuanticas de campos [301]. La correspondencia AdS/CFT nos dice que es posible
analizar la teoria fuertemente acoplada usando las variables de la teoria de la gravedad dual,
que inversamente, tiene un acoplamiento débil [268]. La correspondencia entre ambas teorias
duales se justifica matematicamente en el sentido de que se puede establecer un diccionario
que relacione las variables fisicas de una teoria con las variables fisicas de la otra, de tal

forma que resolver las ecuaciones de la gravedad nos proporciona informacion sobre la teoria
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gauge asociada. Como sabemos bien, la teoria gauge que describe la materia en la escala del
quark es la Cromodinamica Cuantica (“Quantum ChromoDynamics”, QCD en su original
en inglés) [303], con un nimero de colores N, = 3, pero es posibe estudiar ciertos aspectos
del confinamiento hadrénico y del plasma quark-gluén, (“Quark-Gluon Plasma”, QGP en su
original en inglés) utilizando la correspondencia, que se demuestra también una herramienta
util en el campo de la materia condensada: (estudio de la transicion de fluidos, liquidos de
Luttinger, fendmenos disipativos, viscosidad, etc) de forma que las ecuaciones de campo
para la teorfa de la gravedad nos dan informacién sobre la Fisica de la teoria gauge asociada.
Como ejemplo paradigmatico de la correspondencia tenemos la equivalencia entre una teoria
de cuerdas de tipo I11b en un espacio AdSs x S5 (en el lado de la gravedad) y una teoria
supersimétrica fuertemente acoplada, de tipo Yang-Mills SU(4) definida en su frontera [251].
Si en lugar de considerar la teoria gauge para un nimero de colores N, = 4 se estudia el
limite N, — oo se encuentra que la teoria de gravedad asociada puede dejar de describirse
como una teoria cudntica y tratarse clasicamente, lo que facilita mucho los célculos ya que se
puede trabajar en el “bulk™ con la teorfa de la RG, o como se ilustrara en el presente trabajo,
con una teoria de la gravedad “a la Palatini”.

Otro de los puntos de conexion importantes entre la teoria de la gravedad y la teoria gauge
asociada tiene que ver con el concepto de temperatura y entropia del agujero negro [ 164, ],
ya que de acuerdo con el diccionario de la correspondencia, existe una relacion directa entre
las funciones de particiéon de ambas teorias [149], lo que permite extraer informacion acerca
de la termodindmica asociada a la teoria conforme mediante el estudio de la accién de la
gravedad que vive en el “bulk”. El diccionario AdS/CFT establece, asimismo, una correlacion
entre los sectores de materia en ambas teorias, de tal forma que la resolucion de las ecuaciones
de movimiento para campos gauge, fermiones o escalares en el “bulk” se corresponde con el
comportamiento de ciertos operadores duales de ellos en la teoria gauge asociada [250].

A pesar de que la correspondencia utiliza una teoria gauge de tipo Yang-Mills [355]
supersimétrica SU (4) que presenta importantes diferencias con QCD, teoria ésta que describe
de manera realista la interaccion nuclear fuerte, la correspondencia ha resultado ser una
herramienta util para analizar el mundo real. Ejemplos de ello son su tratamiento del
mencionado plasma quark-gluon o problemas asociados a la fisica de la materia condensada,
la hidrodindmica de fluidos [31] y las transiciones entre estados de no equilibrio [176].

En la mayor parte de las anteriormente mencionadas referencias, la correspondencia
AdS/CFT se construye utilizando como teoria de la gravedad en el “bulk” la Relatividad
General acoplada a diferentes fuentes de materia. A este respecto, un objetivo de mis tesis
es desarrollar algunos ejemplos caracteristicos de la correspondencia usando, en su lugar,

la gravedad GBI en 2+1 dimensiones acoplada al electromagnetismo de Maxwell. En los
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resultados analiticos aqui obtenidos encontramos los efectos caracteristicos de la gravedad
GBI descritos por la presencia de estructuras adicionales a las de la RG en la forma de
términos dependientes del pardmetro € propio de dicha teoria de gravedad modificada. Si
las modificaciones en la topologia del espacio-tiempo asociadas a la gravedad GBI, (ya
bien establecidas y analizadas en los articulos de investigacion publicados por el grupo
en el que participo) pueden tener repercusiones en la estructura de la teoria gauge en
la frontera, entonces nuevos efectos y desviaciones en los observables de dicha teoria
relacionados con los campos anteriormente mencionados pueden manifestarse, aportando
nueva informacién en otros campos relevantes de la Fisica actual. Esta es en la actualidad
una cuestion completamente abierta y ademds de los desarrollos analiticos presentados aqui,
es necesario una importante labor de caracter numérico, a llevar a cabo en futuros trabajos,
para poder cuantificar los efectos de dichas posibles desviaciones.

1.5 Objetos compactos en rotacion

La deteccién de ondas gravitacionales en el afio 2015 [1, 2] ha sido una de las noticias mas
esperadas en el campo de la gravitacion desde la concepcion de la RG por Einstein. La
confirmacién de que pueden existir objetos ultracompactos que moviéndose a velocidades
proximas a la de la luz pueden chocar con otros de caracteristicas similares en un proceso cat-
aclismico que perturba la estructura misma del espacio-tiempo parece un concepto surgido de
la ciencia ficcidn, aunque es ampliamente superado por la realidad. Las ondas gravitacionales
observadas por los laboratorios LIGO y VIRGO confirman que estos fenémenos ocurren con
relativa frecuencia, lo que ofrece nuevas oportunidades para explorar las propiedades de la
interaccion gravitatoria a energias e intensidades imposibles en laboratorio.

La informacién que proporcionan las ondas gravitacionales se complementa con la
obtenida por otras vias, como la electromagnética. En este sentido, en abril de 2019 se
hicieron publicas las primeras imigenes que reconstruian la emisién de ondas de radio
procedentes del disco de acrecion de un objeto supermasivo y compacto en el corazon de la
galaxia M87. En 2022, se publicaron imagenes similares del objeto central de nuestra propia
galaxia, conocido como Sagittarius A*. En ambos casos, las imigenes parecen compatibles
con lo esperado de acuerdo con la RG para un agujero negro con rotacién. Evidencias
similares se observan en los detectores de ondas gravitacionales, donde la mayoria de
colisiones se interpretan como debidas a agujeros negros en rotacién. No obstante, la
precision de las observaciones no es suficiente para concluir con firmeza que efectivamente
esos objetos compactos poseen todas las caracteristicas atribuidas a los agujeros negros, pues

podria tratarse de objetos ultracompactos similares pero no estrictamente iguales que los
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agujeros negros. Ademads, la necesidad fisica de evitar la existencia de singularidades exige
que los objetos compactos que observamos deban ser, al menos, ligeramente distintos de
los agujeros negros de la RG. Por ello, existen grandes esfuerzos tedricos a nivel mundial
por construir soluciones alternativas capaces de capturar la esencia de los agujeros negros
mediante otros tipos de objetos compactos que no posean las patologias de éstos. Esta no es
una tarea sencilla dentro de la RG, siendo atin mds exigente en teorias alternativas, donde las
ecuaciones suelen ser atin mas complicadas.

En esta tesis haremos un esfuerzo significativo por progresar en esta direccion, mostrando
que es posible generar soluciones de objetos compactos con rotacion en teorias alternativas
de la gravedad de tipo métrico-afin. Para ello haremos uso de un método desarrollado a
lo largo de los ultimos cinco afios por el grupo en el que se ha llevado a cabo esta tesis
doctoral. La secuencia en la que mostramos la aplicacion de esta técnica ilustra el proceso
evolutivo de la misma, pues primero obtenemos una solucion explicita que no resulta 6ptima
desde el punto de vista fisico pero posteriormente mostramos que es posible aplicarla de
manera general, abriendo asi una via sélida para explorar otras configuraciones con mayores
opciones de representar objetos reales.

En este proceso de aprendizaje en el uso de esta técnica, también nos adentraremos en
modelos gravitacionales en 2+ 1 dimensiones, pues ese es el punto de contacto que buscamos
con la fisica de la materia condensada y el grafeno. Asi, estudiaremos la solucién conocida
como agujero negro de BTZ, introducida por Bafiados, Teitelboim y Zanelli [257, 41, 40], y
mediante la técnica de mapping conseguiremos generar nuevas soluciones de este tipo dentro
de la teoria de gravitacion de Born-Infeld. Estas soluciones, y otras similares, nos serviran

para llevar a cabo diferentes estudios sobre fermiones y holografia, entre otros.

1.6 Estructura general de la tesis

El contenido de esta tesis doctoral se ha dividido en tres partes principales, siendo la
primera de introduccion a ciertos conocimientos bésicos, la segunda sobre resultados nuevos
publicados en revistas de prestigio internacional, y la tercera dedicada a nuevos desarrollos
y cuestiones abiertas. En la primera parte, en el capitulo 2 resumimos algunos aspectos
especialmente significativos sobre la teoria de la RG asi como sus limites. En los capitulos 3
y 4 abordaremos las extensiones a la RG que introducen la torsion y los espacios de Cartan,
asi como sistemas y teorias fisicas con las que vamos a intentar establecer algtn tipo de
conexién desde el punto de vista de una teoria de la gravedad modificada “a la Palatini”. En
el capitulo 5 desarrollamos los fundamentos de una teoria de la gravedad de acuerdo a la

mencionada propuesta, asi como el resto de herramientas que van a ser habituales en el resto
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del trabajo. La segunda parte esta formada por los capitulos 6, 7 y 8, donde se presentan
los articulos desarrollados con el grupo de investigacion en el que se ha llevado a cabo
esta tesis doctoral y en en los que he participado en calidad de doctorando. Los resultados
de dichos articulos se utilizan ampliamente en la tercera parte, que presenta asimismo las
aportaciones mas originales que he realizado, desarrolladas en los capitulos 9 a 13. El
capitulo 14 expone nuestras conclusiones, y el anexo A da detalles de cdlculos que hemos
considerado de especial interés.



Capitulo 2

Bases de la Relatividad General

2.1 Aspectos basicos de la geometria riemanniana

2.1.1 Variedades, cartas y espacio tangente

Para este breve repaso de los conceptos bésicos de la RG consideremos bien conocido el
espacio-tiempo de Minkowski habitual en la teoria de la Relatividad Especial (RE) [132] y
en practicamente toda la teoria cudntica de campos de nuestro tiempo [301], y estudiemos
cémo debe transformarse matematicamente ese espacio-tiempo plano para ser coherente con
los postulados fundamentales de la RG:

1. La densidad de masa y energia tiene la capacidad de curvar el espacio-tiempo. Las
particulas libres en el seno de un campo gravitatorio siguen trayectorias que coinciden

con las geodésicas de dicho espacio-tiempo.

2. En cualquier punto del espacio-tiempo en un campo gravitacional dado, siempre es
posible elegir un sistema de coordenadas localmente inercial (sistema de referencia
en caida libre) de manera tal que, en una region lo suficientemente pequefia alrededor
de ese punto, las leyes de la naturaleza toman la misma forma que en un sistema de

coordenadas cartesiano e inercial en ausencia de gravedad.

La primera afirmacién nos dice que la gravedad puede entenderse como una deformacién
del espacio-tiempo plano causada por las densidades de masa y energia, e introduce una
relacion directa entre gravedad y geometria. La segunda, conocida como el principio de
equivalencia, (PE) nos dice que siempre es posible encontrar un sistema de coordenadas en
el que, localmente, el espacio-tiempo tiene las caracteristicas del espacio de Minkowski. En
la siguiente seccion analizaremos con mds detalle el papel del principio de equivalencia y el
concepto de geodésica.
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El objeto matematico basico necesario para la formulacion de la RG es es el de variedad
diferenciable. Cuando la RG fue establecida como teoria de la gravedad el estudio de las
variedades diferenciables y de geometrias no euclideas estaba limitado a la formulacion
riemanniana. En dicha formulacién, toda la informacién sobre la geometria estd contenida en
el tensor métrico. No fue hasta poco después del advenimiento de la RG cuando los conceptos
de torsion y de no metricidad fueron introducidos en el estudio de geometrias diferenciales.
Teniendo en cuenta ademds que los efectos de ambas desviaciones de la geometria de
Riemann solo son susceptibles de manifestarse en el régimen de altas densidades de energia
[2], la aproximacion riemanniana sigue siendo totalmente valida en un amplio rango de
escenarios.

En este rdpido repaso por la geometria de Riemann, se recomiendan los textos clasicos en
geometria diferencial: [241, , ], asi como referencias mds modernas, que desarrollan
la RG desde un nivel mas basico [202, ].

De acuerdo con el principio de equivalencia, si queremos que el espacio-tiempo sea
localmente semejante a un espacio-tiempo plano en m dimensiones R™, parece 16gico pedir
que una de las propiedades de las variedades (M) sea que en cada punto p de un determinado
entorno de la misma, exista una aplicacién que mapee los puntos contenidos en dicho entorno
a R™. Definimos entonces la variedad (M) como un espacio topoldgico sobre el que se ha
definido un conjunto de pares {U;, ¢;}, donde U; es un abiertoen My ¢; : U; — Y esun
homemorfismo con Y abierto en R". Cada uno de los pares asi definidos recibe el nombre de
mapa o carta [202].

Por tanto, para construir una variedad completa con adecuadas propiedades de continuidad
y diferenciabilidad, lo que hacemos es pegar las suficientes cartas asi definidas para recubrir
nuestro espacio topoldgico M. Si dos mapas se solapan en una determinada region, en dicha
zona de solapamiento debe existir un cambio de coordenadas que nos permita relacionar las
expresiones escritas en un sistema de coordenadas con las expresiones escritas en el otro, es
decir, las coordenadas inducidas asociadas a cada carta deben asimismo poder relacionarse
mediante una funcién invertible.

Las variedades se definen intrinsecamente, es decir, el espacio M de referencia solo
necesita tener propiedades topoldgicas bien definidas, pero es habitual trabajar siempre con
variedades incluidas en un cierto R" que reciben el nombre de subvariedades. Por ejemplo, la
esfera de radio unidad es una subvariedad (m = 2) inmersa en R>. En este caso, llamaremos
parametrizaciones a las funciones inversas de las cartas, es decir, la parametrizacion serd
una funcién o : R™ — R". Asi, el plano definido mediante 7 = x+y+z =1 es un
segundo ejemplo de subvariedad 2—dimensional, una superficie inmersa en el espacio

tridimensional. La carta serd en este caso una funcion de 3 variables, definida sobre los puntos
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p pertenecientes a la subvariedad y su imagen, serd una funcién con 2 componentes a las que
se las nombra habitualmente como “funciones coordenadas”. Consideremos la coordenada
i—ésima: introducimos a partir de ella el vector en R3 definido como 9; = % = %, donde
o es la correspondiente parametrizaciéon. Tanto si trabajamos con subvariedades o en el
caso particular en que los espacios inicial y final son de la misma dimension, la anterior
definicidn nos permite introducir una base de vectores sobre la variedad. Dada entonces una
variedad n—dimensional M y un punto p € M, se denomina espacio tangente de M en p, y
se denota con 7, (M), al espacio generado por B = {d\|p,...,du|,}. La base dual se suele
denotar mediante B* = {dx!|,,...,dx™|,} esto es, por definicion dx’ es en cada punto una
aplicacion lineal tal que dx'(d i) = 3; Al espacio vectorial generado por B* se le denomina

espacio cotangente de M en p y se denota con 7),(M)*, dual de T,(M). Los elementos de

T,(M) se llaman 1-formas (o covectores)[266].

La introduccion de los espacios tangente y cotangente asi como sus correspondientes
bases nos permite definir los tensores r-contravariantes, s-covariantes sobre nuestra variedad.
Asfi, un campo tensorial (C*) de tipo (r,s) en M o simplemente un tensor de tipo (r,s) en M es
una aplicacion que asigna a cada punto p € M un tensor (r,5) con V =T,(M) V* =Tp(M)*
y que en cada carta tiene componentes C”. Consideremos ahora que tenemos dos cartas,
(0 =(x1,...,%m,),U) y (¢ = (x],...,%,,),U’), de tal forma que (UNU’ # 0). En la regi6én

/

en que ambas cartas se superponen la funcion ¢o¢’~! pasa de (¥},...,x},) a (x1,...,Xn):
/

. . . . . . ox!

la matriz de su diferencial vendra dada por % y su inversa por 5-t, de manera que las
j J

componentes de un tensor 7'(r,s) en la carta (¢ = (xy,...,x5),U) se relacionaran con las

/

correspondientes en la carta (¢’ = (x},...x),

),U’) mediante las bien conocidas formulas de
tensorialidad [ ]:

Ny ..., a'xlil a'xlir 8x11 axlS ki ...k
T:HA—r = — X ... X X — X ... x —— | T,
J1-- s axkl axkr ox'/1 ox'Js I, 1

Un tipo de tensor de especial relevancia que podemos definir sobre nuestra variedad es

2.1)

el llamado tensor métrico, que nos permite introducir el concepto de distancia. Se dice que
G es un tensor métrico si es un tensor dos veces covariante y sus componentes g;; forman
una matriz simétrica no singular. La introduccion de un tensor métrico en la variedad lleva

directamente a la definicion de variedad de Riemann como aquella variedad en la que se ha

definido un campo de tensores métricos (la métrica). Dos comentarios son pertinentes al
respecto de esta definicion. En primer lugar, se reserva el calificativo de variedad riemanniana

a aquellas variedades en las que la métrica es definida positiva. El concepto de variedad
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semi-riemanniana permite introducir también aquellas métricas no necesariamente definidas
positivas como es el caso de la métrica de Minkowski, (variedades lorentzianas). Por otro
lado, la anterior definicion declara implicitamente el hecho de que la geometria de Riemann
estd asociada a la presencia de una métrica. Como veremos a en la siguiente seccion,
la presencia de una métrica definida sobre la variedad, junto con la exigencia de que las
funciones coordenadas sean continuas y diferenciables, (esto es, que todos los puntos del
espacio origen tengan imagen y viceversa), implica, (como analizaremos en el siguiente
capitulo) que la cantidad tensorial conocida como torsion se anule, y va a determinar la forma
en que los vectores se transportan a lo largo de la variedad, y cémo definir entonces la propia

operacion de derivacion en la misma [266].

2.1.2 La conexion de Levi-Civita

Consideremos una carta (¢ = (x1,...,x,),U) y V un campo de vectores definido en la
carta. Consideremos también que el espacio U en la definicién de la carta coincide con
R*. De acuerdo a nuestra anterior definicién de espacio tangente y definiendo el vector
base e¢; = % en cada punto p de la variedad, el campo de vectores se podra escribir como
V =V'e; . A partir de aqui nos planteamos qué forma adopta la derivada de nuestro campo
vectorial. Algunas reflexiones previas al respecto son pertinentes: la derivacion es una
operacion matematica que implica siempre la evaluacion de las diferencias de una funcién
entre determinados puntos. En el caso de la derivacion de funciones reales de variable
real, esto no representa ningin problema, pero cuando tratamos con derivadas de vectores
definidos sobre variedades, necesitamos referir explicitamente ambos vectores a un mismo
sistema de referencia para poder restarlos, esto es, hemos de “transportar” el vector original
a la posicion del vector final, dicha operacion, en la que uno de los vectores conservando
su orientacion original, es aplicado al mismo punto de la variedad en la que se define el
otro, recibe el nombre de transporte paralelo y no esta definida “a priori” la forma en que
hemos de llevar a cabo dicho procedimiento sobre la variedad. Si pedimos a dicha diferencia
que sea coherente con las propiedades naturales de la derivada, esto es, que se anule en el
limite Ax — 0 y que sea lineal (que la diferencia de la suma de dos vectores sea igual a la
suma de las diferencias) es fécil ver que dicha diferencia debe venir caracterizada por ciertos

coeficientes I'Y; que reciben el nombre de coeficientes de la conexién [266]. Teniendo esto

k
ij
en cuenta, consideremos la derivada j—ésima del vector V:

v~ ovk . .
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El objeto F];'i se corresponde entonces con la componente k—ésima del vector % cuando lo
desarrollamos como una combinacidn lineal en la base natural del espacio tangente. Tenemos

entonces que en un espacio que va mds alla de Euclides, se cumple

k
W _ (al +r{.<jv") e - (2.3)

ax/  \ o/

A diferencia de lo que ocurre en el espacio euclideo R" donde la base canénica {e;}
no cambia de un punto a otro del espacio, en una variedad dichos vectores base no son
constantes en direccion ya que la orientacion espacial del espacio tangente varia de un punto
p a otro de la variedad. Cuando en la anterior expresion se considera que las funciones
caracteristicas de la carta y su inversa son de clase C*, la conexion queda fijada en la llamada
conexion de Levi-Civita, cuyos coeficientes reciben el nombre de simbolos de Christoffel,

cumpliendo la propiedad de simetria en los indices inferiores Fl.kj = F;?i. Dicha propiedad

dei _ d*c  _ Tk dej 9’6 _ rk
a0 = axad — Lji¢ Y i = 2o = Lijek:
Si la funcion ¢ es de clase C*, se tendra la igualdad de las derivadas cruzadas, y de ahi

puede verse facilmente si condideramos que

la mencionada propiedad de simetria en los indices inferiores. En tal situacion, como
analizaremos a continuacion, la conexion queda univocamente determinada por la métrica,
y la parte no simétrica en los indices inferiores, que tiene que ver con el llamado tensor de
torsion, se anula. Los espacios dotados de torsion reciben el nombre de espacios de Cartan
[130] y los analizaremos con detalle en el siguiente capitulo, mientras que los espacios
en los que dicha cantidad tensorial es nula, reciben el nombre de espacios de Riemann, y
cuya geometria asociada viene descrita por la mencionada conexion de Levi-Civita, cuyos
coeficientes cumplen la anterior propiedad de simetria, y es la geometria (métrica) en la que
nos centraremos en este capitulo.

Vamos a comprobar ahora que el término entre paréntesis en (2.2), que recibe el nombre
de derivada covariante :

vk = v VR

se va a transformar como un tensor (1,1) bajo un cambio de coordenadas. De la forma

general de la derivada en las coordenadas {x'}:

av % 0
axli i gyk (2.5)
aplicando la regla de la cadena a la anterior expresion es inmediato encontrar:
oV Ixoxm_, 0 2.6)

oxl — 9xl 9xk W gxm
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es decir: y
m
m_ OxX70x"
T oxd gk

resultado que justifica su denominacion de derivada covariante. Si consideramos la carta

(2.7)

identidad, los coeficientes de Christoffel son identicamente nulos y la derivada covariante se
reduce a la derivada habitual.

Los simbolos de Christoffel pueden ponerse en relacion directa con el tensor métrico.
Consideremos la cantidad g;; = e; ® e;: tomando su derivada respecto de x/ y utilizando la
definicién de los simbolos de Christoffel tenemos directamente:

dgii
—. = Tagij+Tigu (28)

si a partir de esta igualdad permutamos los indices 7, y k y usamos la propiedad de simetria

de los simbolos de Christoffel un calculo directo nos lleva a:

L gmk

siendo g/ la inversa del tensor métrico. La anterior expresion nos dice que en una geometria

riemanniana la parte de la derivada total de un campo vectorial que se separa del compor-
tamiento euclideo viene determinada por unos coeficientes que dependen inequivocamente
de la métrica. En siguientes apartados veremos como el hecho de relajar las restricciones
impuestas inicialmente sobre nuestra geometria dard lugar a que la conexién incorpore
nuevas componentes que la independizardn progresivamente de la métrica, para dar lugar a
geometrias conocidas como métrico-afines.

Una generalizacién de todo este razonamiento al caso de las subvariedades (n # m)
puede encontarse en [340]. Para una definicién mds rigurosa del concepto de variedad puede
consultarse asimismo [357]. Nosotros consideraremos a partir de aqui la ecuacién (2.4)
como el punto de partida para definir derivadas sobre un espacio-tiempo no minkowskiano
y en particular como definicion del papel que derivada covariante y conexion fisica van a
tener en dicho proceso de derivacion. Dicha ecuacidn nos describe asimismo el paso de
la derivada usual, asociada a las coordenadas cartesianas en R" a la derivada covariante
asociada a coordenadas curvilineas generales dadas por relaciones del tipo y*(x;) [219].
Ademads, la definicion de derivada covariante puede extenderse facilmente a tensores de orden
superior, sin mas que considerar dichos tensores construidos a partir de vectores covariantes y
contravariantes, y aplicar la regla de la derivada del producto. Por ejemplo, podemos deducir
la forma que debe tomar la derivada covariante de un tensor de tipo (0, 1) simplemente
teniendo en cuenta que la actuacion de una 1-forma sobre un vector nos da un escalar, objeto

que no esté caracterizado por indices (tensor de orden cero) y cuya derivada covariante debe
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coincidir con la derivada convencional. A partir de ese razonamiento es sencillo comprobar

expresiones de la forma:

ViVi = aV;—Thv,
ViTyj = Ty —T3Ty—TiT;
ViTi = OT;—ThT/+T}T; (2.10)

usando la segunda de estas relaciones aplicada al propio tensor métrico, un cdlculo directo

nos lleva al resultado V, g,y = 0, que se se suele conocer como condicion de metricidad

asociada a la geometria de Riemann.

2.1.3 La curvaturay los tensores de Riemann y Ricci

Como ya hemos comentado previamente, una de las ideas clave en el pensamiento de
Einstein a la hora de formular su teoria de la RG fue interpretar la gravedad no como una
interaccion a grandes distancias causada por la materia, sino como una deformacién de la
propia geometria espacio-temporal. El espacio-tiempo dejaba de ser “plano” (bien sea en la
interpretacion euclidea, cefiida a las dimensiones espaciales, bien sea el espacio-tiempo de
Minkowski, donde espacio y tiempo son tratados totalmente en pie de igualdad) y pasaba
a tener una curvatura intrinseca en cada uno de sus puntos, causada por la accion de la
materia y la energia. Una vez establecido este principio la siguiente cuestion a abordar es
cémo determinar cantidades (en general de naturaleza tensorial) que nos informen de dicha
curvatura en nuestra geometria riemanniana.

Tomemos como ejemplo el caso de R” con la métrica plana, g;; = §;;: es claro entonces,
a la vista de (2.9) que la conexidn es nula idénticamente y la derivada covariante coincide con
la derivada usual. Consideremos un campo vectorial V de clase C*: en esas condiciones, es
%V _ PV 1.

oxtox)  dxioxl”
situacion cambia necesariamente cuando tenemos una conexion no nula definida sobre una

claro que las derivadas cruzadas van a ser iguales, es decir, se tendrd: 0 =

variedad, tendremos que V ijVi - ViV jVi es una cantidad en general no nula. Queremos
encontrar entonces alguna expresion tensorial que nos informe de “cuan diferente de cero”
resulta ser esta cantidad. Cuanto menos “plana” sea la variedad, mas diferira de cero esta
cantidad y mds intensamente se manifestard dicha cantidad tensorial. Dicho tensor a construir

recibe el nombre de tensor de Riemann. Para calcular su forma explicita, s6lo tenemos pues

que aplicar la definicién de derivada covariante:
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ViVl = Vi(VV) =09V + o (T}, ) V" +
+ 0V —ThaV +Th 0V + T L v — T, v
(2.11)
lo que implica:
VaVi=ViVl = [0(Th;) — 0j(Thy) +ThT 0 — Flijrrik]vm = Rimkjvm
(2.12)
donde hemos definido el tensor de Riemann como:
Rimkj = ak(rl;nj) —9;(I) +Filkrlmj - iljrlmk (2.13)

y hemos asumido ya por completo que nos movemos en una geometria riemanniana en la que
la conexién es simétrica en los indices inferiores. A partir del tensor de Riemann sucesivas

contracciones nos llevan a un tensor (1, 1), el tensor de Ricci:

Rij= R’l?kj (2.14)
y a un escalar, la curvatura R, que jugaran un papel fundamental en el desarrollo de la accién

de la gravedad:

R=g"R;; (2.15)

2.2 Las ecuaciones de Einstein

La idea fundamental de Einstein al formular su teoria de la gravedad es que la materia y la
energia curvan el espacio-tiempo: matematicamente hablando, una parte de las ecuaciones,
la que tiene que ver con la densidad de energia y momento, debe equilibrarse con la otra, que

tendrd que ver con la curvatura:

DENSIDADES DE MATERIA Y ENERGIA > CURVATURA DE LA GEOMETRIA
ESPACIO-TEMPORAL
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De tal forma que cuanto mayor sean las densidades de energia-momento, mas se va a
curvar la geometria espacio-temporal, y mds nos vamos a separar del espacio-tiempo plano
minkowskiano.

Para deducir la forma exacta de las ecuaciones de Einstein, traslademos esta idea a
los términos de un principio de accidn estacionaria: la accidn total del sistema debe tener
una parte relacionada con la gravedad, esto es, con la parte geométrica y otra parte que
encapsule el efecto de todas las fuentes de materia-energia presentes, de forma que tendremos
St =SGr+Su- En el lado de la materia podremos tener campos electromagnéticos, escalares,
fermiones, materia fuertemente acoplada de acuerdo a una teoria gauge de Yang Mills... etc.
Los detalles no son importantes ahora. La idea fundamental es que, de acuerdo al principio de
accion estacionaria, al tomar variaciones en la accion respecto de las variables dindmicas, las
variaciones de la materia deben compensarse con las de la parte gravitatoria, y esta condicion

nos generard las ecuaciones de campo para dichas variables:

(Principio de accidn estacionaria): 0 = 6S = 0Sgr + 0Sy

En el marco de una geometria riemanniana, como ya hemos destacado, toda caracteristica
de la geometria viene determinada por la métrica, luego €sta serd nuestro inico campo
fundamental, es decir, consideraremos las variaciones de la accidn obtenidas a partir de las
variaciones de la métrica, 6g,v. La siguiente cuestion que tendremos que abordar es la de
definir una forma para la accién de la gravedad. Si consideramos que dicha accién tiene que
reflejar de alguna forma la posible curvatura del espacio tiempo y que esta debe ser nula en
ausencia de fuentes de materia y energia, la accion construida con escalares de la curvatura

mds sencilla posible sera sencillamente:
1
Sor = 53 / dx/~gRlguv] (2.16)

con R[gyv] el escalar de Ricci introducido en (2.15), que en el enfoque riemanniano es una

funcién exclusiva del tensor métrico. El factor k* = 87l l‘f’z nos asegura que la accion es
adimensional en el sistema de unidades naturales, (h/2mr =1 =c¢). Parael casod =4 y en
el S.I. tenemos que k> = 871:CQ3 con G la constante de gravitacion universal de Newton, lo
que permite recuperar el limite newtoniano [ ]. Por su parte, el factor /—g (donde
g es el determinante de la métrica) asegura que el elemento de volumen se transforma
correctamente desde el punto de vista covariante bajo cambios generales de coordenadas
[219], asegurando ademads que la accidn tiene siempre las dimensiones correctas bajo dichos
cambios de coordenadas, (en coordenadas cartesianas el factor \/—g es adimensional, no as{
en coordenadas polares o esféricas).

Se define el tensor energia-momento de la materia como:
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T = _ 2 6(V—8%m)
g Sgh

donde S, = [ d%x\/—g.%n es la accién de la materia. Tomando variaciones, (ver anexo, A)

2.17)

obtenemos las ecuaciones de movimiento que debe seguir la métrica:

R
Guy =Ry — > 8uy = KTy (2.18)

siendo Gy el tensor de Einstein.

2.3 Geodésicas y principio de equivalencia

La igualdad entre masa gravitatoria y masa inercial es una realidad piramente experimental
que se ha visto refrendada por multitud de experimentos: ademds de las experiencias [171]
de Galileo, (quien realmente se valié de péndulos, planos inclinados y relojes de agua, parece
que el experimento desde la torre de Pisa tiene més de legendario que de otra cosa). Newton,
Huygens y Bessel, entre otros, estudiaron dicha equivalencia, siendo los experimentos del
barén Von E6tvos los que reportaron una precision mayor [ ]. Dicha equivalencia no es
ni mucho menos intuitiva: nuestra intuicién nos dice que, a mayor masa, mayor deberia ser
la aceleracion producida por la fuerza de la gravedad. Nada parece a priori prohibir que, al
igual que pasa con el electromagnetismo, la fuerza gravitatoria experimentada por la materia
dependiera de cierta constante de acoplamiento particular del campo, (la carga eléctrica en el
caso electromagnético). Sin embargo, para la fuerza de la gravedad dicha carga coincide al
parecer de manera exacta (hasta donde la evidencia experimental nos lleva) con la propia
masa inercial que aparece en las leyes de Newton. Dicha igualdad sorprendente, que parece
claramente no responder a una casualidad, fue la que inspir6 a Einstein para reformular la
teoria de la gravedad newtoniana y constituye el nucleo del principio de equivalencia, pieza
fundamental, a su vez de toda la teoria de la RG.

Son asimismo conocidos los experimentos hipotéticos ([ 171, ]) con ascensores en
caida libre y sometidos a aceleraciones externas en ausencia de gravedad, de los que Einstein
se sirvid para formular el principio de equivalencia. Resumamos a continuacion las diferentes

formulaciones del principio, asi como algunas de sus implicaciones:

1. En cualquier punto del espacio-tiempo en un campo gravitacional dado, siempre es
posible elegir un sistema de coordenadas localmente inercial (sistema de referencia
en caida libre) de manera que, en una region lo suficientemente pequena alrededor
de ese punto, las leyes de la naturaleza toman la misma forma que en un sistema de

coordenadas cartesiano e inercial en ausencia de gravedad [362].
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Si por “leyes de la naturaleza” nos restringimos a las leyes de Newton, esta formulacion
conlleva directamente a la equivalencia entre masa gravitatoria y masa inercial, pero
si ampliamos el dmbito de estudio al electromagnetismo de Maxwell o a la mecéanica

cudntica, el principio puede ser reformulado en su versién “fuerte”.

2. Ningun experimento puede distinguir los efectos de una aceleracién uniforme de los

de un campo gravitacional uniforme [174].

Una discusion de las relaciones 1dgicas que se establecen entre ambas formulaciones
del principio de equivalencia puede encontrarse en [121]. Un resumen de los diferentes
experimentos realizados a lo largo de las pasadas décadas para testear en profundidad
el PE puede asimismo encontrarse en [366]. Para continuar nuestra reflexion sobre
el principio de equivalencia, veamos con algun detalle la forma en la que se mueven
las particulas materiales libres en un espacio-tiempo curvo. En el espacio-tiempo
euclideo o minkowskiano, sabemos que las trayectorias de dichos puntos materiales
siguen trayectorias rectas, generalicemos esta idea al espacio-tiempo curvo estudiando
la forma que en él toman estas trayectorias, que denominaremos como geodésicas
[273] y veremos que la forma de las geodésicas estd intimamente relacionada con los
simbolos de Christoffel. Dicha relacién guarda, asimismo, una profunda conexion con

el principio de equivalencia.

Para encontrar la forma de las geodésicas en un espacio-tiempo curvo, recurramos
de nuevo al principio de accion estacionaria, (posiblemente una de las ideas mas fértiles y
fascinantes [ ] de la Fisica), pero ahora, en lugar de aplicarlo para determinar la ecuacion
del tensor métrico, lo usaremos para estudiar como se mueve una particula material en el
seno de un campo gravitatorio. Para ello, partamos de la forma de la accién minkowskiana

de la relatividad especial [232, ]:
52
L= —mc/ds (2.19)
S1

siendo ds = /1y, dx4dx? el intervalo de longitud invariante y 7, la métrica minkowskiana.
El siguiente paso es promover esta expresion al espacio-tiempo curvo mediante la susti-

tucién ds = \/guv(x)dx#dxV) y tomar variaciones en la expresion integral. Para ello

parametrizamos la curva mediante el pardmetro natural s, de forma que tendremos [219]:
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X2 52 1
dxt(s) dxV(s)72
5/ds = S/ds [guv(x) di ) ds( ) =
81

X1

dxH (s) dx”(s) dx* dx”

By
1

= = [ ds |90y 8 WXL, @
2/S A8uv OX T Ty ST s

(2.20)

$1

integrando parcialmente el ultimo término y teniendo en cuenta que la primera parte de dicha
integracion no nos contribuye a la variacion pues 0x* debe ser nulo en los extremos de la

trayectoria, nos queda:

X2 §2
1 dxt dx¥ >V,
0:5/ds:§/ds [(alguv—2&uglv)aa—2glvﬁ Ox (221)
X1 S1

y la ecuacion de las geodésicas es directa a partir de aqui:

d*xP, daH dx 0

a2 UM ds

donde hemos usado la definicién de los simbolos de Christoffel (2.9) y la inversa de la métrica

(2.22)

guv- Esta ecuacion tiene importantes implicaciones, analicémoslas con detalle: en primer
lugar, de acuerdo con el principio de equivalencia, siempre es posible encontrar un sistema
de referencia localmente inercial en el que los simbolos de Christoffel se anulen y por tanto,
en un espacio localmente minkowskiano (2.22) nos devuelva a la primera ley de Newton
[346]. Segundo: la ecuacién de las geodésicas nos dice que el movimiento de las particulas
materiales estd completamente determinado por el tensor métrico de la geometria. Nos
refererimos a este hecho en las aplicaciones del principio de accidn estacionaria indicando que
“la materia se acopla de manera exclusiva a la métrica”. Esta observacion cobrara su sentido
pleno en la siguientes secciones, cuando veremos que los coeficientes que definen la derivada
covariante pueden incorporar contribuciones mas alla de los simbolos de Christoffel. Dichas
contribuciones independientes de la métrica tendran que ver con los conceptos de torsion y
no metricidad, dando su identidad plena al concepto de conexidn. Si quisieramos entonces
considerar que en la ecuacion de las geodésicas la materia se acopla a la conexion en su
totalidad y no Unicamente a la parte que estd totalmente determinada por la métrica, entonces,
en condiciones minkowskianas, dichas contribuciones no métricas deberian alejarnos del
comportamiento predicho por las leyes de Newton, incorporando nuevas dindmicas esperables
bajo la escala de no metricidad [236, ]. Pero por encima de posibles efectos debidos a no

metricidad o torsién el principio de equivalencia mantiene su evidencia experimental [366],
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por lo que en todo este trabajo consideraremos que la materia solo “ve” la parte métrica de la

conexion en lo que se refiere al principio de accién estacionaria.

2.4 Transporte paralelo

Consideremos ahora una curva diferenciable en una variedad semiriemanniana, es decir una
funcién 7y definida en el intervalo [a,b] € R y cuya imagen esta en la variedad y un campo
vectorial V definido en la imagen de y. Una forma natural de definir la derivada de V sobre
la curva viene dada por [266]:

DV dve dxv

—_— o A

a ~ Can TV Jee

. H . ., , e
definiendo el vector tangente a la curva como TH = %, la anterior ecuacion podra escribirse

(2.23)

como:

DV
dA

si se cumple la condicién 2 d/’L = (0 diremos que el vector V se transporta paralelamente a lo

largo de la curva 7. El concepto de transporte paralelo va a cobrar una especial relevancia en el
ambito de la geometria en espacios curvos. Dos ejemplos ilustrardn esta afirmacion; en primer

dx
Ve entonces,

lugar, si consideramos que el campo vectorial es el campo de velocidades V¥ =
de acuerdo a (2.22) podemos decir que a lo largo de una curva geodésica (esto es a lo largo
de la curva que siguen las particulas en caida libre en un espacio-tiempo curvo), la velocidad
es transportada paralelamente. Un segundo ejemplo interesante lo constituye la relacion
existente entre el concepto de transporte paralelo y la condiciéon de metricidad: relajemos
por un momento la imposicién métrica sobre la conexion, si recordamos la definicion de
los coeficientes que determinaban la conexién como objeto geométrico (??), y (2.2), dichas
ecuaciones sugieren que podemos interpretar la conexién como un objeto que nos informa

de como cambian los vectores base de un punto a otro de la variedad, esto es:

introduzcamos por primera vez la idea de que los coeficientes que van a definir la derivacién

covariante y la variacién de un punto a otro del espacio tangente no dependan necesariamente
de la métrica, esto es, que la geometria de la variedad, entendiendo ésta como totalmente
caracterizada por la forma en que cambia el espacio tangente a lo largo y ancho de la misma,

no depende completamente de la métrica. Vamos a comprobar, no obstante, que dicha
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dependencia métrica queda fijada en el momento en que pedimos que el producto escalar de
dos vectores transportados paralelamente a lo largo de una curva sea asimismo una cantidad
paralelamente transportada:

0 = Vr(UV)=Vr(U%usVP) =
= Vr(UVP)gop +UVPVT(g45) = U*VPV1(g0p) (2.26)

donde el primer sumando se anula, ya que por hipoétesis los vectores U y V se transportan
paralelamente. La condicién V7 (gqp) = 0 implica directamente la condicién de metricidad
Viu(gap) =0estoes:

— —_ p p
O—Vu(gaﬁ) = augaﬁ —F/.uxgpﬁ —rﬂﬁgap (2.27)
lo que impone restricciones sobre los coeficientes de la conexion. Es inmediato comprobar

que la conexién de Levi-Civita definida en (2.9) es solucién de la anterior ecuacién para los
coeficientes Fﬁa:

pA

0= Vﬂ(gocﬁ> jrﬁv = gT(gpu,v +8vp.u —guv,p) (2.28)
vemos entonces que es posible introducir el concepto de conexién sin hacer referencia a
la métrica, pero que la condicién de que el producto escalar de dos vectores transportados
paralelamente a lo largo de una curva se conserve asimismo en el transporte paralelo si implica
la condicion de metricidad y, junto con la exigencia de que las funciones caracteristicas de
la carta presenten naturaleza biyectiva y sean de clase C*, fija la conexion a su realizacion
mediante los coeficientes de Christoffel. Estos conceptos serdn de gran importancia en
el siguiente capitulo, donde exploraremos geometrias no riemannianas introducidas por la
separacion paulatina de conexion y métrica.



Capitulo 3

Geometrias no riemannianas

3.1 Espacios de Cartan

3.1.1 Transformaciones de Einstein

La referencia principal de todo este capitulo es el libro de Kleinert [219], del que tomaremos
la mayor parte de las citas y de la notacion, ademas de los historicos trabajos de Kroner
[228, , ] y de Bilby [29], entre otros.

Definimos las transformaciones de Einstein como transformaciones de coordenadas en un

sentido amplio, definidas en el espacio de Minkowski. Estas transformaciones pueden pasar,
por ejemplo, de las coordenadas cartesianas definidas por la base candnica {e,} a cualesquiera
otras coordenadas curvilineas en las que los vectores de la base no sean constantes sino que
dependan del punto del espacio. Las transformaciones de Lorentz, asimismo, pueden verse
como un caso especial de las transformaciones de Einstein. Supongamos definido un sistema
de coordenadas curvilineas por una relacién funcional con las coordenadas cartesianas’
XM = x*(x*). Los vectores de la base en el sistema de coordenadas curvilineas se relacionan

con los de la base canonica mediante:

eu(x) = ef,(x)eq (3.1)

siendo e} (x)= % las componentes de la matriz jacobiana de la transformacion x*= x* (x4).

Si ahora realizamos una transformacion de Einstein que nos pase a unas nuevas coordenadas

u

17 / . , .
curvilineas x* — x’* las nuevas componentes e, (x') se relacionardn con las anteriores como:

Lo que Kleinert denomina coordenadas cartesianas debe entenderse como la base Lorentziana, con indices
latinos. Las coordenadas curvilineas, son la base de coordenadas, con indices griegos.
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s Oxt dx¥ dx*
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e (X)) = &);a = 8);" &; =ahe (x) (3.2)

podemos representar la transformacion entre ambos sistemas de coordenadas curvilineas
mediante una funcién £# (x) de manera que si la transformacion es de caracter infinitesimal

se tendrd x'* = x* — £ (x) y las matrices que representan a esta transformacion serén:

o = 8, +duE"(x)
ot ~ &4 —0,EM(x) (3.3)

En una transformacién de coordenadas arbitraria se habla de cambio sustancial (o cambio
funcional) en una cantidad escalar, vectorial o tensorial, como la diferencia entre dicha
cantidad antes y después de sufrir la transformacion, calculada en un mismo punto espacio-
temporal [219]. Este concepto es importante a la hora de definir criterios de tensorialidad
bajo transformaciones de coordenadas. Asi, las variaciones sustanciales de los elementos el
y las de un campo vectorial arbitrario V*(x) vendran dadas por [219]:

Seft =ef(x)—el(x) = E*dpel(x)—dEle) (x)

ety =eli(x) —ef(x) = E*Ipef(x)+IuEhe? (x)
SVH(x) =V (x)—VH(x) = E*IpvH(x) — &MV  (x)
SVu(x) =Vi(x) = VH(x) = E*Ivu(x)+duélvy(x) (3.4)

cualquier campo que siga estas leyes de transformacién diremos que es un vector de Einstein

[219] contravariante o covariante. Podemos generalizar este concepto a tensores de orden

superior, en particular, para las componentes del tensor métrico vamos a tener que se cumple:

SghV = EroyghY — 0y EHgtY — 9, &V
Sguv = E*Orguv +9uany +dvEreum (3.5)

en adelante y mientras no se diga lo contrario asumiremos que la funcién que caracteriza
a la transformacion £ (x) tiene inversa, es decir, que dicha funcién cumple la condicién
de integrabilidad dada por la igualdad de las derivadas cruzadas de Schwarz, [d,dy —
Ay E* (x) = 0.
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En un lenguaje mas proximo a los textos de gravitacion y geometria, podemos decir que
el el campo vectorial £# implementa difeomorfismos infinitesimales. Las variaciones asi
calculadas para los diferentes objetos se identifican con la derivada de Lie a lo largo de ese
campo vectorial.

3.1.2 Torsion

Podemos introducir el concepto de espacio métrico-afin como aquel cuya conexion

describe formalmente como cambia el espacio tangente de un punto a otro, pero sin referencia
explicita a ninguna métrica, de manera que la relacién entre conexién y métrica no venga
determinada “a priori” por la conexién de Levi-Civita. Dicho de otra forma, los coeficientes
que caracterizan la conexion tendrdn una contribucién pturamente métrica (simbolos de
Christoffel) y contribuciones no métricas que asociaremos a fendmenos fisicos descritos por
una geometria no riemanniana. Si partimos entonces de la expresion general de la conexion
en un espacio métrico afin:

T =elove (3.6)

y usamos (3.2) y la regla de la cadena, es inmediato comprobar que la conexién no se va a

transformar como un tensor. Para una transformacion de Einstein infinitesimal vamos a tener:
A A A

STy (x) = E* NI (x) + V& T (x) + FuE T Y, + 9udyE* () (3.7)

de aqui vemos que el ultimo término rompe la ley de transformacion tensorial (3.5) general-

izada para un tensor de tercer orden. Sin embargo, si definimos la torsién como:
P ) )
S =5 (N~ 1)

es entonces inmediato comprobar que la torsion si va a comportarse tensorialmente siempre

(3.8)

que la funcién £ (x) cumpla la anteriormente citada relacion de integrabilidad, es decir, que la
transformacion de coordenadas sea regular. Transformaciones de coordenadas regulares
nos garantizan entonces que para cualquier punto del espacio base existe el transformado,
y viceversa. La transformacion mantiene entonces la totalidad del espacio base. Es en ese
sentido en el que Kleinert dice que el espacio de Minkowski se caracteriza por ser de torsion
nula. En el sistema de coordenadas candnico {e“} la conexion es trivialmente nula, lo serd
por tanto la torsién y al tener ésta cardcter tensorial en transformaciones de coordenadas que
respetan la integridad del espacio de Minkowski, se anulard necesariamente en cualquier otro
sistema de coordenadas. Tenemos pues que transformaciones de coordenadas regulares en
el espacio de Minkowski, (es decir, aquellas en las que cualquier punto del conjunto inicial

existe imagen, y viceversa) no alteran el cardcter nulo de la torsion.
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3.1.3 Curvatura

En un espacio métrico-afin podemos introducir el tensor de Riemann como, [219] :

R/,Lvﬂt(j - aﬂ Fﬁ B a\’r‘ucl B Fué/l rv% + Fv(jl FuGS
- eao(&uav - ava‘u)eti (3.9)

donde la ultima igualdad se obtiene utilizando la forma de la conexién (3.6), donde queda
explicito el hilo argumental de Kleinert y su interés en deformar un espacio idealizado
(de tipo Minkowskiano) mediante transformaciones de coordenadas que no siempre seran
regulares en todos los puntos, que es lo que necesitamos para describir en el continuo espacios
generados a partir de estructuras discretas con defectos. Utilizando de nuevo (3.2) un calculo

directo lleva a que bajo una transformacion de coordenadas la curvatura se va a transformar

como:
R;L L) = au“avﬁ oc,foc’stocgy(x)7L
+ o ok [(9adp — Ipda) ] (3.10)

y por tanto tendra caracter tensorial siempre que se anule el ultimo término, es decir siempre
que las matrices o sean regulares, lo que ocurrird cuando la transformacién de coordenadas
sea lo suficientemente suave. En ese caso, al igual que pasaba con la torsion, el espacio trans-
formado va a tener curvatura cero. Las anteriores relaciones junto con sus homdlogas para la
torsion sugieren una forma natural de construir espacios afines que tengan torsién y curvatura
no nulas: todo lo que tenemos que hacer para ello es trabajar con transformaciones de coor-
denadas no regulares, que dejen fuera puntos iniciales del espacio de Minkowski. Podemos
buscar, al menos para la curvatura, una analogia recurriendo a la geometria riemanniana
convencional en R3: allf, ciertas variedades diferenciables, como por ejemplo la esfera o el
toroide van a presentar una curvatura no nula. Los puntos que pertenecen a la variedad han
sido “seleccionados” de entre la totalidad del espacio euclideo, exigiendo que cumplan las
condiciones de ligadura que definen la variedad como una funcién de dos variables. Vemos de
esa forma que una seleccion de determinados puntos dentro del espacio euclideo puede
conllevar de forma natural la aparicion de curvatura y torsion.

3.1.4 Transformaciones singulares de coordenadas

La base candnica en el espacio de Minkowski viene dada por ¢/ = 8,*. Bajo una

transformacion de coordenadas (3.3) la base y la métrica van a transformarse de acuerdo a :
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el = §M—a.LH

¢y = 84+ 0uE"
uv = e“ueav = nuv + (a‘uév + 8v§“> (311)

la conexidn y la curvatura asociadas al nuevo sistema de coordenadas vendran dadas respecti-
X

vamente por Fu’lv =dy WEF YR i = (dudy — dydy)d; EX. Consideremos ahora transforma-
ciones de coordenadas singulares esto es, aquellas en las que no todos los puntos del conjunto
origen tienen imagen bien definida mediante la transformacion. Matematicamente, como ya
hemos comentado en secciones anteriores, dichas transformaciones vienen caracterizadas
por el hecho de que la condicion de Schwarz de igualdad de derivadas cruzadas deja de
cumplirse [219]. La singularidad en la transformacién de coordenadas tiene asimismo como
consecuencia el hecho de que en general, la métrica y la conexién presentaran también
singularidades, entendidas estas como puntos del espacio-tiempo en los cuales dichos objetos
matemadticos dejan de estar bien definidos, lo que implica a su vez inconsistencias en los
procesos de medida y transporte paralelo. Con el fin de evitar dichas inconsistencias Einstein
postul6 que la métrica y la conexion deben transformarse de tal forma que las derivadas

parciales cruzadas conmuten entre si, es decir han de satisfacer las condiciones [219]:

(Qudy —dvdu)TY =0 (3.12)

a partir de la primera de las relaciones un calculo directo nos muestra que el tensor de
curvatura ha de ser antisimétrico en los dos ultimos indices. Ademas, si antisimetrizamos
los indices A y o en la segunda, vemos inmediatamente que implica una condicion de
integrabilidad para la torsién: (ddy —dydy)S % =0.

En un espacio afin la conexion puede escribirse como la suma de una parte simétrica,
formada por los simbolos de Christoffel y una parte antisimétrica construida a partir de

permutaciones de la torsién. Introduciendo entonces la descomposicion:

Cuva =5 840 = €anduey (3.13)

podremos escribir, (ver anexo A) :
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Fuwl = Cuv?L +Suvl _Svlu +S/luv =
= Cyvl +Kuv?t (3.14)

siendo Cy;y, los simbolos de Christoffel y S, = Sux\,gm. El objeto K;;y3 = Syva —Syau +

Sauv recibe el nombre de tensor de contorsion. La anterior relacion va a implicar asimismo

la integrabilidad de los simbolos de Christoffel :
(Oudy — dydu) C K = (3.15)

y en consecuencia, la bien conocida relacién de estos con la métrica [232]. Es inmediato

comprobar que esta dltima relacién va a implicar una condicion de integrabilidad adicional

sobre las derivadas de la métrica:

(9udy — 0voyu) 9582, =0 (3.16)
3.2 Dislocaciones y disclinaciones

Tenemos pues que los espacios de Cartan [130] se asocian a geometrias que ademas
de curvatura presentan torsion. Es posible encontrar ejemplos en la naturaleza de sistemas
fisicos susceptibles de ser descritos por geometrias que van mads alla de las caracteristicas
riemannianas. La Fisica del estado s6lido nos sirve de inspiracion al respecto. Los cristales
reales se caracterizan por la presencia de defectos, impurezas y deformaciones que alejan
su geometria del modelo cartesiano tipico de los cristales ideales [373]. Los procesos de
Volterra [162] son un método utilizado frecuentemente para para producir deformaciones en
un cristal [219]. Dichos procesos consisten basicamente en el corte del cristal a lo largo de
un determinado eje y su separacion en dos superficies o “labios” entre las que se introduce
un material cristalino adicional. Dos son las alteraciones que nos interesa ahora caracterizar:
las dislocaciones, que suponen rupturas unidimensionales en la regularidad atomica y las
disclinaciones, que se producen en procesos de Volterra en los que la superficies separadas
dejan un espacio en forma de cufia caracterizado por un determinado dngulo en el que se
introduce nuevo material. Son por tanto deformaciones de caracter rotacional, y como vamos
a ver a continuacion, estan relacionadas con la aparicién de curvatura en el cristal.

Las deformaciones del cristal respecto del caso ideal pueden caracterizarse por una
transformacion de coordenadas de la forma x; — x. = x; + u;(x), siendo u;(x) una funcién
que da cuenta del desplazamiento de los atémos respecto al cristal ideal es decir, caracteriza
la deformacion del cristal. Esta transformacion de coordenadas es evidentemente del mismo

tipo que las transformaciones de Einstein en el espacio de Minkowski que acabamos de
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Fig. 3.1 Trayectorias no equivalentes en una red dislocada, (Tagiiefia Parga,1983).

estudiar. En el estudio de las deformaciones en los cristales se introducen las densidades de

dislocacidn:

o = 8ik[akaluj (3.17)

y de disclinacion :
1
©ij = 5 €1Ejmn k0 Omitn (3.18)

calculos directos, aunque tediosos [219] nos llevan a que si desarrollamos las componentes

espaciales del tensor de Einstein (2.18) y del tensor de contorsidn, se obtienen relaciones

directas entre dichos tensores y las anteriores densidades de disclinacién y dislocacion [219]:

0ij = €l = €S
@, = G (3.19)

de aqui vemos que las dislocaciones en un cristal van a estar relacionadas con la torsién
mientras que las disclinaciones lo van a estar con la curvatura y son caracteristicas en s6lidos

que poseen una estructura de tipo espinorial [211].
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3.3 Defectos en cristales y propiedades del espacio afin

3.3.1 Paralelismo local

Consideremos un campo vectorial arbitrario v(x). En la base canénica dicho campo se
podra expresar como v(x) = v¢(x)e,. Intuitivamente, decimos que el campo vectorial tiene
la propiedad del paralelismo en el sistema de referencia candnico si, en todos los puntos
del espacio, el campo “apunta” en la misma direccién (como por ejemplo el caso de un
campo magnético constante orientado en la direccion del eje z) es decir, en el sistema de
coordenadas cartesiano se tiene la relacion dy,v* = 0. Si ahora pasamos a un sistema de

cordenadas curvilineo genérico, {x, }, la anterior relacién implica:
v = dy(evH) =€)’ dy (e W) = ¢, e Dy =0 (3.20)

siendo Dyv* = dyv* + Fv’jl v* la derivada covariante. Tenemos por tanto que la condicién de
paralelismo en el sistema cartesiano se traduce en el sistema de coordenadas curvilineas en
la anulacion de la derivada covariante. Dada una conexién arbitraria, querriamos encontrar
un criterio que nos informe sobre las condiciones en que es posible el transporte paralelo a lo
largo de todo el espacio afin. Si v#(x) se transporta paralelamente, como ya hemos indicado,
su derivada covariante se anulard y por tanto se tendra la ecuacion diferencial:

WM = —Tyv& (3.21)

si el transporte paralelo ha de darse en todo el espacio afin, debe existir una solucion para
esta ecuacion diferencial que sea valida en todo el espacio. Utilizando el lema de Schwarz

junto a la anterior ecuacion :

0 - (al&v - aval)vu -
= = (Dvyv*) + oy (L) V%) —
— (WD — T )V — T A + T 9yv* (3.22)

y usando (3.21) llegamos a una expresion que implica directamente al tensor de curvatura :

— — M
0= (dydy — oy W' = _vaxvx (3.23)
es decir, para que el campo sea transportado paralelamente en todo el espacio es necesario
asimismo que la curvatura se anule en todo el espacio. Consecuentemente, no es posible el
transporte paralelo global en espacios curvos. En el caso de los cristales, la curvatura esti

relacionada con las disclinaciones, por lo que podemos concluir que las disclinaciones van a
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impedir el transporte paralelo a lo largo del cristal. A pesar de ello, es interesante definir el

concepto de paralelismo local [219]: diremos que el campo vectorial es localmente paralelo

en el punto xq si se cumple que en dicho punto la derivada covariante se anula, es decir, se
tiene que DyvH (xp) = 0.

3.3.2 Transporte paralelo en un circuito cerrado

Consideremos ahora un paralelogramo infinitesimal [ABCD], y un campo vectorial v (x)
que cumple la anterior propiedad de paralelismo local en el punto A = xo. En estas condi-
ciones la variacién del campo en un circuito cerrado va a ser del orden (x — x)? en lugar
de (x — xp). Dicho de otra forma, en un entorno local de x( el campo tendra la tendencia
a transportarse paralelamente. Asimismo vamos a ver que esta diferencia estd controlada
por la curvatura, por lo que en espacios curvos (o en presencia de disclinaciones), tal como
hemos comentado en el apartado anterior, no podremos hablar de transporte paralelo en
distancias finitas. En el sistema de coordenadas dado por {x"} se tiene AB = DC = dx‘]l y
BC =AD = dxéi . Queremos evaluar el cambio total en la direccion de v* (x) tras recorrer el

circuito completo. En el paso del punto A al punto B se va a tener:

Vi = v(x)
vg = v“(x0+dx1):
= VI (xo)dx} = Vi —T K (A)vhdx) (3.24)

donde en la dltima igualdad hemos tenido en cuenta que en el punto A el campo es localmente
paralelo y por tanto su derivada covariante es nula. Procediendo de la misma forma en el

paso de B a C se tiene:

vg = vg —fo dexz
- Vﬁ - IV:;L“VA“'M - F?;C“Vﬁdxg + fo“FB xv’ldx}’dxg =
= vﬁ — Fél“vﬁ (dx) +dxy) — BVF;‘xuvﬁdx dxi + 1—‘;‘ xydxS +
+ 0(dx?) (3.25)

el cambio en el campo vectorial a lo largo del recorrido [ADC] es directo simplemente

intercambiando el papel de dx; y dx; en la anterior expresion, por lo que la variacion total

del campo a lo largo del circuito cerrado sera:

1
Vasc) ~ Viane) = ~ 3RV VA (dxydx] — dxfdxy) (3.26)
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Fig. 3.2 Tlustracion del transporte paralelo de un vector alrededor de un circuito cerrado
[ABCD] [219].

resultado que nos dice que ambos vectores difieren en términos de segundo orden y superiores
y esta diferencia de segundo orden esta controlada por el tensor de curvatura. Para curvatura

cero, la diferencia es de tercer orden.

3.3.3 Transporte paralelo en un circuito abierto. Vector de Burgers

Podemos asimismo dar una ilustracion geométrica de la torsion [219, 29]. Consideremos
un cristal dislocado, formado a partir de un cristal ideal que ha sido cortado mecanicamente
para introducir en €l una capa de atomos adicional. Como consecuencia del proceso de
dislocacidn, el paralelogramo original también ha sido cortado, con lo que el cristal presenta
ahora una linea de dislocacién en el semieje negativo de la coordenada x!. la figura 3.3
ilustra muy bien una de las caracteristicas fundamentales de las dislocaciones: transforman
circuitos cerrados, bien delimitados por la posicion regular de los d&tomos en la red, en
circuitos abiertos (en el sentido que el circuito original ha sido “cortado” al introducir en el
medio una capa atomica adicional). El pardmetro que va a caracterizar la diferencia entre

ambos circuitos va a ser el llamado vector de Burgers [216] b*. en el sistema de referencia

del cristal no dislocado, descrito por un sistema cartesiano de coordenadas, vamos a tener
AB = DC = dx{, BC = AD = dx5 mientras que en el cristal deformado estos vectores pasan
a ser AB = dx‘li ,AD = dxg ,D'C =dxX ﬁl ,BC = dx/Z“ . En el cristal dislocado definimos el

campo vectorial V! (x) como:
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V(x) = dx)

W(x+dx)) = dx'¥ (3.27)

al tratarse de un circuito elemental podemos asumir que dx‘zl seguird transportandose parale-

lamente, con lo que va a cumplir (3.21) y la anterior igualdad la podemos escribir como:
dx}' = dxy — TV, dx}dxl (3.28)

de la misma forma, los vectores dx’f y dx’lu eran paralelos originalmente en el cristal ideal,

por lo que en el cristal dislocado se va a tener:
dx'l' = dx{! — T} dxydx} (3.29)

y a partir de aqui es inmediato calcular el vector de Burgers como:

o= (dx +did) — (dx +did) =
= —Sh (dx{dx} — dx}dxy) (3.30)

resultado que nos relaciona la dislocacidn del cristal caracterizada por el vector de Burgers,
con la torsién [29]. En ausencia de dislocaciones el cristal seguird descrito por una geometria
de tipo cartesiana, de torsion cero, y circuitos cerrados se transformaran asimismo en circuitos
cerrados. El vector de Burgers nos informa entonces de cuan lejos de ser cerrado estd un
circuito elemental en un cristal transformado por dislocacion respecto al cristal ideal. Como
acabamos de comprobar, dicha cuantificacion puede ser puesta en relacion directa con el
concepto de torsion que caracteriza los espacios de Cartan. La torsion de Cartan puede
entonces verse como la version en el continuo del fendmeno de dislocacién [226, ]. Este
fue el gran descubrimiento llevado por Kondo [220] y paralelamente, por Bilby, Bullough &
Smith [29].

3.3.4 Representaciones integrales en el espacio afin

Es posible generalizar los anteriores resultados y dar una interpretacion de las dislocaciones
y las disclinaciones como integrales de contorno en el espacio afin [219]. Supongamos de
nuevo un campo vectorial v# (x) localmente paralelo y calculemos el cambio que se produce
en el campo cuando lo transportamos a lo largo de un contorno cerrado: descomponiendo el

circuito en elementos diferenciales de superficie y aplicando (3.26) tenemos:
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AV = ?{ dxV oyt (x) = —1/ ds™ Ry (x)v% (x) (3.31)
C(xM) 2 Js(x)m

con ds® = (dx]dx} —dxfdx}). Tomando v/ = e la anterior igualdad nos queda:

Aef = dxVovel (x) =
C(xH)

1

= —= ds® Rey (x)e X (x) (3.32)
2 S(xﬂ)

y en un circuito infinitesimal podemos considerar que las funciones {ea“ } se mantienen

practicamente constantes, con lo que se pueden sacar de la integracion y llegar al resultado

final:

!
Ak~ (= 5 /S ) TR (3.33)

este resultado es perticularmente interesante, ya que si definimos la matriz @ como @y, =
gua a)%c vamos a encontrar que es antisimétrica como consecuencia de la antisimetria del
tensor curvatura en los dos ultimos indices. Podemos entonces interpretarla como repre-
sentante de una transformacién de Lorentz local e infinitesimal, lo cual tiene sentido: la
curvatura es una manifestacion de las disclinaciones y estas pueden interpretarse como
defectos producidos en la red cristalina tras un corte y una separacion angular de las distintas
superficies generadas en el corte.

Podemos asimismo dar una caracterizacion integral de la torsion. Consideremos un
contorno cerrado arbitrario C(x?) en el sistema de referencia candnico caracteristico del
cristal ideal. En el espacio transformado propio del cristal real este contorno tiene una
imagen C(x*) que, como hemos discutido en la seccién anterior, no es necesariamente
cerrada, puesto que las capas de atomos adicionales introducidas en el material inducen un
corte en el circuito original. Para evaluar la magnitud de este corte, calculemos el vector de

Burgers como:

(x&x‘u a a
j{ dx :% dx :f dxe M (x) (3.34)
C(xH) cxe)y  Ix4 Jo@e

y usando el teorema de Stokes :

1 a 1 a
E/S(x“) ds® (Duel' — Ipet) = E/S(xa)ds Ple)dve) — ey dvet) =

= - / dss ! (3.35)
S(x4)
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siendo S_1' = —3 (e, dve —e,Ydyed') una cantidad que mezcla indices en ambos sistemas

de cordenadas y que va a dar una medida de la irregularidad de la transformacion de
coordenadas (encontraremos asimismo este tipo de construcciones mixtas cuando estudiemos
el comportamiento de los fermiones en espacios curvos). Su relacién con la torsion es
inmediata y viene dada por S alfi = ea;L ebx S )L;' En ausencia de torsion la integral en el circuito

imagen va a ser nula, en caso contrario tendremos un valor no nulo del vector de Burgers.

3.3.5 Ciristal bidimensional con linea de dislocacion

Volvamos al ejemplo anterior e ilustremos los puntos anteriores con un par de aplicaciones
numéricas recogidas por Kleinert [219]. El cristal ideal previo al proceso de dislocacion
puede modelizarse con sus d&tomos situados en un sistema de coordenadas cartesianas dado
por x* = (n',n?,n) x b siendo b una separacién infinitesimal constante que caracteriza la red
y n' niimeros enteros arbitrarios. La dislocacién se produce al realizar un corte longitudinal en
el cristal e introducir capas adicionales de atomos. Las posiciones de los dtomos en el cristal
dislocado pueden describirse con ayuda de un sistema de coordenadas {y* } relacionadas con
las originales mediante una transformacién y* = y*(x*). Es importante entender que esta
transformacion de coordenadas no va a ser univoca entre los dtomos iniciales y finales ya que
en la zona de dislocacién caracterizada por x! < 0y x> ~ 0 van a existir 4tomos adicionales
que no van a tener su correspondencia en el cristal original. En el limite al continuo, con el
vector de Burgers tendiendo a cero, podemos modelizar la transformacién de coordenadas
con una expresion de la forma:
o=y
2
x° = y2 — —arctan bl (3.36)
27 y!

con la funcién arcotangente definida como +7 para y> = +¢, de forma que podemos pensar
en los atomos adicionales situados a una distancia €= % por encima o por debajo del eje
y!, mientras que para los atomos del cristal alejados de la linea de dislocacién o en el

semieje positivo ambos sistemas de coordenadas van a tender a coincidir. El cdlculo de los
__odx?

componentes de la matriz de cambio de coordenadas e, =g, hos llevaa:
; 1 0
ey = by? B by! (3.37)
2z[(3")*+ (%)) 27[(y")*+(3*)?]

es a menudo conveniente calcular el vector de Burgers en el espacio original, para ello

medimos la variacion de las coordenadas originales a lo largo de un circuito cerrado alrededor
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Fig. 3.5 Disclinacién en cufia para dngulos o = —7 y & = —x formadas mediante el
procedimiento de Volterra [219].

del defecto en el espacio final, procedimiento que se conoce como transporte de Cartan. En

el caso de la torsion esto nos da una medida de cuanto diverge de ser cerrado el circuito asi
construido en el espacio original. En nuestro caso, integramos en un circuito alrededor del

origen en el espacio {y"}:

dx*
a __ a _ M
b = 7{ Ay — 74 S (3.38)
O*) O*)
utilizando la anterior matriz y el teorema de Cauchy es facil comprobar b' =0y b*> = —b.

Podemos asimismo calcular trivialmente el valor del tensor de curvatura, R uif 1= el (Qudy —
dydu)e?, : las componentes de e, son funciones univaluadas y con buen comportamiento en
el origen, con lo que las derivadas parciales van a conmutar, y en consecuencia la curvatura
va a ser nula. Resultado importante, que ilustra el hecho de que una linea de dislocacién

produce torsion, pero no curvatura.

3.3.6 Cristal con disclinacion

Consideremos ahora un cristal en el que se ha practicado corte a lo largo del semieje negativo
de la coordenada x?, se han separado los labios resultantes un dngulo & y a continuacion
se ha introducido el nuevo material. Como consecuencia de ello los vectores ey, = eae"“ en
el espacio imagen se han rotado con respecto a los del espacio original. En la zona de la
cufia, para x> < 0,y x' ~ 0 van a estar girados un angulo +¢ para x' = +e , mientras que
para x> > 0 van a coincidir con los originales. Se puede modelizar este proceso definiendo el
angulo ¢ = arctan(i—?), que tomard los valores +7 para y> < 0, y! = 4¢. Las componentes
de la matriz de transformacién de coordenadas van a venir dadas entonces por:
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. cos(%) —sin(%)
‘2 = sin(2)  cos(2)
9 N (2
or = [ costa) sinG) (3.39)

conn = %’r. Es preciso hacer la observacion de que la técnica utilizada en el proceso de
introduccién de nuevo material en la red cristalina implica que o debe ser miiltiplo de
mientras que el planteamiento en términos de geometria diferencial implica n — 0. Esta
discrepancia supone una debilidad basica en el tratamiento de los defectos en la red cristalina
con este tipo de disclinacion mediante geometria diferencial. Derivando en las anteriores

expresiones tenemos:

1 [ —sin(%) —cos(9)
dyef = — " . 0 3.40
veAT cos(%) — sin(%) Vo) (5.40)
y un calculo directo lleva a:
RE, = elu0v- e
X
1{0 —1
n\1 0 Y

resultado que no va a ser nulo, ya que para puntos cercanos al origen, afiadiendo una pequefia

parte infinitesimal € y derivando la funcidn arcotangente tendremos:

2¢?
(8182 - 3231)(P(x) - [(y1>2 + <y2)2 —|—82]2

para y* #£ 0 esta expresion tiende a cero, pero en puntos cercanos al origen, el denominador

(3.42)

va como é lo que nos va a dar el comportamiento tipico de una delta de Dirac. Tenemos, por
tanto que, en la zona de disclinacidn, va a aparecer una curvatura no nula. La torsion puede
entonces leerse como un campo tensorial que nos informa, en el paso al continuo, de los
fendmenos de dislocacion en la red cristalina cuantificables mediante el vector de Burgers
[29, ], mientras que la curvatura nos informa de los procesos de disclinaciéon. Dichos
campos en el continuo permiten estudiar la teoria de los defectos en sélidos y los procesos
deformativos que dan cuenta de las propiedades plésticas y elédsticas de los mismos en el

marco de una teoria efectiva de campos gauge [2 18, , ].
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a) Interstitial impurity atom, b) Edge dislocation, c) Self interstitial atom
d) Vacancy, e) Precipitate of impurity atoms, f) Vacancy type dislocation loop,
g) Interstitial type dislocation loop, h) Substitutional impurity atom

Fig. 3.6 Tlustracion de los diferentes tipos de defectos en redes cristalinas [244].

3.4 No metricidad

Tanto si consideramos un marco de trabajo en términos de la anteriormente mencionada teoria
efectiva de campos gauge, o desde el punto de vista de una geometria de variedades en que el
espacio-tiempo asociado se aleja de la propuesta riemanniana, el fendémeno de no metricidad
se traduce directamente en una derivada covariante no nula para el tensor métrico, es decir,
un transporte paralelo no efectivo. Desde el punto de vista de los defectos en las estructuras
cristalinas, esto se traduce en la aparicion de defectos intersticiales, vacantes en la estructura
cristalina, que interrumpen el proceso de medida de las distancias para un observador ligado
a la estructura sélida. Dicho observador no puede medir las distancias de otra forma que no
sea aplicando un contaje de los d&tomos presentes en las direcciones cristalograficas del s6lido
[226]. La ausencia de algunos dtomos en dicha red distorsiona pues este proceso de medida.
Sigamos a Kroner y consideremos de nuevo las estructuras conocidas como “cristales de
Bravais” [225, ]. Para fijar ideas consideremos los defectos de tipo puntual, ya que este
tipo de defectos en la red del cristal son los que van a distorsionar el proceso de contaje por un
observador en el cristal, y por tanto van a introducir la no metricidad. Los defectos puntuales,
a su vez, pueden subdividirse en dos tipos: intersticiales, que corresponden a d&tomos que
se han desplazado de su posicion de equilibrio en la red y vacantes, correspondientes a los
huecos dejados por dicho desplazamiento. El sélido cristalino macroscépico emerge desde la
estructura microscopica como un paso al limite en el que la distancia entre atomos de la red y

la masa de los mismos tienden a cero, mientras que la densidad se mantiene constante. Esta
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Fig. 3.7 Diferentes tipos de defectos puntuales [225].

prescripcion nos proporciona una descripcion funcional del cristal real. Los cristales con
defectos también pueden extrapolarse al continuo de esta forma, siempre que el nimero de
defectos por unidad de volumen puede considerarse constante. Para cada dtomo del cristal,
podemos definir una triada de vectores (direcciones cristalogréficas) de tal forma que el
transporte paralelo a lo largo de esas direcciones nos lleva de un 4&tomo a otro. Dentro del
cristal, las distancias pueden ser determinadas por un proceso de contaje de pasos a lo largo
de las mencionadas direcciones cristalograficas [226].

Si estamos considerando un cristal ideal entonces las direcciones cristalograficas son
cartesianas, la geometria es euclidea y consecuentemente los coeficientes que caracterizan la
conexion se anulan. Como un cristal perfecto es una deformacion de uno ideal, existird una
relacion entre las distancias elementales en uno y otro caso, que sera del tipo dy* = eﬁl dx’
donde los coeficientes eét dan cuenta de la deformacidn del cristal perfecto y satisfacen
relaciones de ortogonalidad del tipo e’il e, = 84 y suinversa e"ﬂe? = 5; Por otra parte y como
ya hemos comentado, los coeficientes de la conexion y el elemento de linea en las coordenadas
curvilineas que describen el cristal perfecto cumplirdn las relaciones, ng = e‘f‘aﬁe"y y
ds?> = guvdy*dyY, donde los elementos de la métrica g, que describe el cristal perfecto
se relacionaran con los de la métrica del cristal ideal (cartesiana) a través de la relacion
Suv =0 jeiu e{, .Tenemos entonces que en un cristal perfecto tanto la métrica como la conexion
estan totalmente determinadas mediante los coeficientes que describen la deformacion, y la

derivada covariante de la métrica VE guv es idénticamente nula:
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Vgguv = hguv— fo)ué’pv - F;ﬁ)vgup =
8,1(5ijeile]v) —eho, (e]:l)&jeipe] —eho) (eli,)SijeLejp
8;j0x (€} )ey + 60y (¢ Jey — 9y (€),) Sijey — Ip(ey) dijel, =
-0 (3.43)

en el caso de un cristal con defectos puntuales, tenemos que el anteriormente mencionado
proceso de contaje por pasos para definir distancias deja de estar bien definido en las
posiciones ocupadas por los defectos del cristal. La situacion pasa a ser entonces “no métrica”.
Es posible, no obstante, introducir un mecanismo alternativo de medida de longitudes que
consiste, basicamente, en ignorar los defectos del cristal: la prescripcion que se usa para ello
consiste en llenar las vacantes con 4tomos y no contar en absoluto los defectos intersticiales.

Esto supone, en la prictica, la introduccion de una métrica auxiliar, 4,y y un nuevo elemento

de linea asociado a ella por la relacion:

dsj. = hyydxtdx” (3.44)

siendo A,y = 6; jCLC{, y CL los vectores tangentes que nos van caracterizar el nuevo espacio
deformado, CL # eL. Evidentemente este pseudo-tensor métrico no va a ser compatible con
la conexién Ff , que describia el transporte paralelo en el cristal perfecto, pero si podemos
establecer una nueva conexion L/’fv compatible con esta métrica. Tendremos entonces
un nuevo juego de coeficientes {d’J} que relacionaréan la estructura auxiliar {C’”} con la
estructura fisica {e"“} mediante relaciones del tipo: e"u = d"jCL. Estos coeficientes {d’j}
forman una matriz que da cuenta de la deformacidn entre los espacios inicial y final, y
vendran determinados por el tipo de defectos presentes en el cristal, asi como por su densidad.
Evidentemente se tendra dz- = 5;'- si lo que tenemos es un cristal que no presenta defectos.
Vemos entonces que la introduccion de la métrica auxiliar /2, da una nocion de distancia util
para cristales con defectos y permite construir la conexion fisica ng(g) que no serd, a priori,
compatible con la métrica, (en un cristal con defectos se cumplird, en general, V}{huv #0
y también, Vﬁ guv 7 0 [244]). Esto nos lleva a pensar que el continuo macroscépico de la
estructura cristalina sigue una geometria diferencial de tipo métrico-afin en la que conexion
y métrica (fisica) son objetos en principio independientes.

Esta puesta en escena del juego entre diferentes tipos de geometria métrica y métrico-afin
ilustrada aqui para los cristales de Bravais puede asimismo encontrar su correspondencia en
el escenario de diferentes teorias de la gravedad [278]. Dicha descripcién matemaética en la

que la conexidn del espacio-tiempo pasa a ser independiente de 1la métrica fisica constituye
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el fundamento de toda teoria de gravedad formulada “a la Palatini”, estudio que abordaremos
en los siguientes apartados de este trabajo. La densidad de defectos presentes en el cristal va
a jugar pues un papel clave en los detalles de muchas de las propiedades macroscépicas del
solido como por ejemplo su viscosidad o viscoelasticidad, (asociados a defectos puntuales)
o su plasticidad, (que tendrd que ver con defectos a lo largo de una direccidon espacial
determinada). Estas propiedades seran de gran importancia para entender la naturaleza de
determinados materiales, como es el caso del grafeno [94], del que hablaremos en la préxima
seccion.

El mismo andlisis que hemos llevado a cabo para las estructuras cristalinas puede pues
extrapolarse para estudiar la estructura del espacio-tiempo [244]. La existencia de una
densidad no nula de defectos en la estructura microscopica del espacio-tiempo [365, ]
puede conducir a una geometria en el continuo que sea de tipo métrico-afin: si la densidad
de defectos no es uniforme, la geometria puede ser de tipo riemanniano en aquellas regiones
o aquellas escalas en las que la densidad de defectos es suficientemente baja. En ese sentido
podemos interpretar la RG como una teoria efectiva en determinados rangos de densidad
de la energia. Las teorias modificadas en las que la geometria es métrico-afin constituirian
entonces un siguiente paso, de caricter clasico, para describir regiones en las que la densidad
de energia es mayor. A densidades mayores aun, una teoria cuantica de la gravedad sera
necesaria. El gran éxito de la RG, basada en una geometria riemanniana, puede explicarse
mediante la hip6tesis de que la distribucion de defectos en la microestructura del espacio-
tiempo no es uniforme, y da como resultado una geometria riemanniana en las escalas a
las que tenemos acceso en la actualidad. Descripciones efectivas de la gravedad a energias
mayores, donde torsion y no metricidad cobran importancia, pueden necesitar ir mas alla del

marco riemanniano.



Capitulo 4

Algunos escenarios sugerentes

4.1 Fermiones en espacios curvos

4.1.1 Introduccion

Bajo transformaciones de Lorentz, caracterizadas por rotaciones espaciales y boosts espacio-
temporales, la descripcion mecano-cuantica de una particula precisa de un nuevo ndmero
cuantico, el espin o momento angular intrinseco, que da cuenta de como se transforma la
funcion de onda asociada en el correspondiente espacio de Hilbert [126, 65]. Todas las
particulas elementales conocidas responden a representaciones unitarias e irreducibles del
grupo de Poincaré [182] y dichas representaciones vienen caracterizadas por el espin de la
particula elemental, por lo que la existencia del espin se convierte en un requisito necesario
para construir una teoria cudntica de campos que cumpla los requisitos de covariancia Lorentz
solicitados por la RE. Establecida entonces dicha conexion entre espin y Relatividad Especial,
podemos extender nuestro andlisis al marco de la RG y preguntarnos acerca de la posible
relacion entre espin y gravitacion. Con el fin de aclarar los aspectos fundamentales de dicha
relacion es importante advertir del hecho de que se trata, en cierta forma, de una relacion de
“ida y vuelta”: por una parte, el fenOmeno gravitatorio puede interpretarse geométricamente
mediante la introduccion de un espacio-tiempo curvo, y un primer objetivo pasa por conocer
como adaptar la ecuacién de Dirac a un espacio-tiempo de estas caracteristicas es decir,
atender al problema de la propagacion de particulas de espin distinto de cero en una solucién
de gravedad dada. Por otra parte, sabemos que la propia materia es responsable de la forma
en que el espacio-tiempo se curva; de acuerdo con las ecuaciones de Einstein el tensor
energia-momento de la materia determina la geometria del espacio-tiempo y es en ese sentido
en el que surge la relacion entre espin y torsion: la descripcion de una gravedad originada por

materia fermidnica pasa necesariamente por una geometria mas alld de Riemann. Insistiendo
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en este punto no debemos dejar de comentar, como ya hemos citado anteriormente, el hecho
de que la RG fue formulada cuando la tnica geometria no euclidiana disponible “en el
mercado” era la de Riemann, esto es, antes de que la torsion fuera enunciada inicialmente por
Cartan [130]. Mds adn: los primeros trabajos sobre torsién son contemporaneos exactamente
a la introduccion del espin en el contexto de la mecdnica cudntica, y a sus primeras evidencias
experimentales [ 126, ]. Desde el punto de vista del estado s6lido acabamos de comentar
que la torsion esté relacionada con las dislocaciones: desviaciones cuantificadas por el
vector de Burgers acerca de como un circuito cerrado en una geometria perfecta pasa a ser
abierto en un cristal que presenta defectos. Dicha circulacion alrededor de un defecto supone,
obviamente, una rotacion y comparte con las rotaciones su naturaleza no abeliana [ 153, ].
Es por tanto 16gico pensar que la introducciéon de una fuente de materia de naturaleza
espinorial va a producir, al nivel de la teoria de la gravedad asociada, una estructura en la que
la torsién va a ser no nula. En ese sentido podemos decir entonces que en el contexto de la
gravedad el espin dota al espacio-tiempo de estructuras andlogas a la dislocacion en cristales
[219].

La masay el espin como pardmetros fisicos que caracterizan la particula se relacionan con
transformaciones diferentes del grupo de Poincaré: la masa se relaciona con la parte trasla-
cional, mientras que el espin lo hace con la parte rotacional. Distribuciones de masa y energia
nos llevan a tensores energia-momento y distribuciones de espin, a las correspondientes
densidades de momento angular asociadas [253]. No obstante, el cardcter dipolar del espin
frente al caracter monopolar de la masa marca las diferencias en el escenario macroscopico
[182]: la masa es siempre aditiva, lo que da lugar a una curvatura del espacio-tiempo no nula.
En la escala macroscopica, sin embargo, el espin promedia a cero, con lo cual los efectos
observacionales de la torsién no son esperables en el rango de escalas macroscépicas.

Comencemos esta seccion recuperando brevemente la forma de la ecuacién de Dirac
en el marco de la RE para concretar luego la forma matematica de la mencionada relacién
bidireccional entre espin y materia, estudiando por una parte como escribir la ecuacion de
Dirac en espacios curvos y por otra, como la introduccion de particulas fermidnicas en el

sector de materia supone una fuente de torsion en la descripcion del espacio-tiempo asociado.

4.1.2 Ecuacion de Dirac en el marco de la Relatividad Especial

Inicialmente Dirac introdujo su ecuacién de onda para el electron partiendo de la relacion de

dispersion relativista para la particula libre [ 126, 65]:

E?= ch2 +m*ct 4.1)
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con el objetivo de linealizar la anterior expresion y haciendo la sustitucion de las variables
‘. (- .9 .0 .
cldsicas por los operadores mecano-cudnticos {E, p;} — {— i5;,—i7 7}, Dirac propuso para
su ecuacion la estructura:
0¥ ¥

iW = —ioziW + BY¥Y 4.2)

donde hemos adoptado el sistema de unidades naturales, (i = ¢ = 1). En esta ecuacién ¥
representa una funcién de ondas de cuatro componentes o espinor y {&'} y B son matrices
4 x 4 a determinar. Elevando al cuadrado ambos miembros de la anterior ecuacion y exigiendo
que se cumpla la relacién de dispersion (4.1) se obtiene la forma que han de tener dichas
matrices

B — Lyo 0242
O2x2 —Dhx2

0 O;
o = <Gi 0 ) 4.3)

con {o;} las matrices de Pauli habituales en 2 dimensiones :

{61762763}: {(?(1))7<(3;)l>7<(1)_01>} (44)

El acoplamiento de la particula cargada a un campo electromagnético se construye
mediante el principio cldsico de acoplamiento minimo, mediante la sustituciéon p — p —gA

[232]. Si ademds tenemos un campo electroestatico P, la ecuacién de Dirac se escribe como:

oY _ [ai(_ii —gA") + Bm —I—qcb} v (4.5)

1

ot oxi

dicha formulacién original, inspirada en la forma de la ecuacion de Schrodinger no relativista,

no es manifiestamente covariante Lorentz: consideremos la métrica usual de Minkowski 1,y
en 3+ 1 dimensiones y en la signatura {+, —, —, —}. Podemos introducir el cuadripotencial
A* como:

AL = (@A)
Ay = (P,-4) (4.6)
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y la ecuacion de Dirac (4.5) pasa a :

100 = [o;(—idi +qA;)+ Bm +qAp)¥ . 4.7)

Buscamos ahora desacoplar la masa de las dependencias matriciales. Para ello aprovechamos
el hecho de que B2 = I para multiplicar ambos miembros de (4.7) por B y definimos
las matrices de Dirac como {Y°,¥'} = {B, B} cumpliendo la relacién {y* ,y*} = 2nHv

conocida como dlgebra de Clifford, lo que nos lleva ya a una formulacién claramente

covariante Lorentz:
[iY°00 + i 0 — qY'Ai — m — qY°Ao)¥ = [iy* (du +igAu) —m] ¥ =0, (4.8)

que es la expresion habitual de la ecuacion de Dirac para particulas de espin % en el es-
pacio minkowskiano convencional en (3 + 1) dimensiones. A lo largo de nuestro trabajo
hablaremos asimismo de soluciones de la ecuacion de Dirac en un espacio de (2 + 1) dimen-
siones (soluciones de tipo BTZ [257, 40, 41]), asi como de soluciones fermidnicas sobre
el grafeno [161, ]. Las particularidades de la construccion de Dirac en un espacio de
(2+ 1) dimensiones pueden consultarse en las referencias [147, 237]. Una generalizacion a
dimensiones impares arbitrarias puede encontarse en [| | 3] y una discusion pormenorizada
sobre el dlgebra de Clifford y la formulacién lagrangiana correspondiente en un espacio
(1+ 1) puede encontrarse, asimismo, en el trabajo de Wheeler [ ].
Preguntémonos ahora qué modificaciones introduce en la formulacion covariante de la
ecuacion de Dirac el cambio en la signatura. Dicho cambio de signatura debe analizarse
detenidamente en lo que pueda afectar a la propia dlgebra de Clifford asociada [302]. En
el desarrollo de este trabajo vamos a utilizar la signatura para la métrica mas habitual
en los escenarios cosmoldgicos, es decir consideraremos la métrica de Minkowski dada
por Ny, = Diag{—1,+1,+1,41} por lo que es interesante analizar como escribiremos la
ecuacién de Dirac cuando usemos esta signatura. En primer lugar, para el cuadripotencial
vector tendremos que las componentes contravariantes y covariantes se escribirdn ahora como
AR = (D,A), Ay = NuyAY = (—P,A) y la contraccién yHA, = Y°® — y'A; se corresponde
con —yPAg — YA, = —Y*Ay. Por otro lado, queremos conservar la anterior definicién del
algebra de Clifford, por lo que una forma de lograrlo es modificar la forma de las matrices
gamma y redefinirlas como {°, ¥} — i{¥?,7'}. Introduciendo * = iy* (4.8) pasa entonces

a escribirse sencillamente como :

7 (du —igAy) —m]¥ =0 (4.9)
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4.1.3 Espiny torsion: la conexion de espinor

Una vez discutida la forma de la ecuacion de Dirac para particulas de espin % en un espacio-
tiempo de tipo minkowskiano, consideremos la densidad lagrangiana de la cual deriva y
la correspondiente accidén como la parte de materia que se va a sumar a nuestra accion de
gravedad. En el espacio-tiempo de Minkowski la accién del campo fermidnico libre la

podemos escribir entonces de acuerdo a :

S = % / d*xP (x) (79, —m)¥(x) + H.C. (4.10)

donde (H.C.) hace referencia a un segundo término hermitico conjugado del primero. Es
inmediato ver que el desarrollo del hermitico conjugado del segundo miembro nos da las
mismas ecuaciones del movimiento que el primero, ya que basicamente se diferencian en
una cuadridivergencia dy, (W(x)7*¥(x)): si consideremos el primer término en (4.10) y
aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange al campo espinorial conjugado ¥(x) = ¥+ (x)7°
es inmediato recuperar la ecuacion de Dirac en la forma (4.9). Nuestro siguiente paso
esperable a la hora de construir la accion de Dirac en el espacio-tiempo curvo pasa por
promocionar el elemento de volumen a su equivalente covariante: d*x — /—gd*x y la
derivada parcial convencional a algin tipo adecuado de derivada covariante Lorentz que
implique al espinor: d,'¥ — D, P'. Nos preguntamos entonces qué forma debe tener dicha
derivada espinorial para satisfacer el requisito de covariancia Lorentz, lo cual involucrara
asimismo a la forma en que se transforma el espinor del fermién bajo transformaciones
Lorentz [65]. La deduccién de dicha estructura covariante puede encontrarse detallada
en muchos textos de referencia [357, , 64] y para desarrollarla necesitamos algunos
ingredientes extra: el concepto de “vierbein” o tetrada e5 y el concepto de coordenadas
no holénomas [64] asi como las mencionadas leyes de transformacion Lorentz para los
espinores. A continuacion exponemos las lineas bésicas del procedimiento [219] que nos
llevara a dicha formulacién covariante. Tenemos entonces que, por construccion, nuestra

accion de Dirac en el espacio-tiempo curvo debe ser algo del estilo:

S = % / V=g dxB(x) (7* (x)Dy — m)W(x) + H.C. @.11)

con D, pendiente de determinar y 7" (x) nuevas matrices de Dirac dependientes del punto
del espacio-tiempo considerado, y que por correspondencia con el limite minkowskiano,
queremos que mantengan el dlgebra de Clifford ya conocida, esto es: {¥*(x),7"(x)} =
2"V (x) con g"V(x) la métrica del espacio-tiempo. El marco de trabajo mds adecuado para
resolver nuestro problema, pasa por la introduccién de las coordenadas no holénomas, que

denotaremos, siguiendo la notacién de Kleinert [2 1 9] mediante la serie de primeros caracteres
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del alfabeto griego {, 3,7, ... } reservando indices mas avanzados {, Vv, 7, ...} para las
coordenadas curvilineas habituales (la base holonoma), y los indices latinos {a,b,c,d ...}
asociados a un sistema candnico cartesiano que nos permitird articular el paso de un sistema
de coordenadas a otro. Asimismo adoptaremos inicialmente la signatura {+,—,—,—}
para la métrica del espacio-tiempo de Minkowski. Tenemos pues que las coordenadas no
holénomas van a relacionarse con las coordenadas curvilineas ordinarias mediante leyes de

b

o . .
(x)= % Nombraremos como “vierbein’
=
— Jdx“

nombrar asi ambos lados de la transformacion, de manera indiferente), y suponen el andlogo

transformacion del estilo: dx® = e (x)dx" con ef]

alos coeficientes de la transformacién inversa: ef (x) (aunque por extension es habitual
a las componentes ¢/, y sus inversas introducidos en (3.1) y (3.2). Dichas componentes nos
relacionaban el sistema de coordenadas candnico cartesiano con las coordenadas curvilineas
elegidas para el problema concreto a abordar, mientras que el “vierbein” va a establecer
una relacién andloga, pero poniendo en juego coordenadas no holénomas y las coordenadas
curvilineas con las que describimos en general nuestro espacio-tiempo curvo.

Llegados a este punto, es hora de dotar de personalidad propia a las mencionadas
coordenadas no holénomas esto es, de explicar qué las hace especiales y como pueden
ayudarnos en la resolucion de nuestro problema. Para ello acudimos de nuevo al principio
de equivalencia: sabemos que para todo campo gravitatorio es siempre posible encontrar,
dado un punto concreto de la variedad, un sistema de coordenadas particular de manera que,
localmente, en dicho sistema de coordenadas la métrica es minkowskiana: ese sistema de
coordenadas localmente inercial va a ser precisamente el que identifiquemos con el sistema
de coordenadas no holénomas, esto es: en cada punto del espacio-tiempo se va a cumplir
(localmente) la relacién gqp(x) = Ngp = Diag{+,—,—,—}. Teniendo en cuenta la ley
de transformacion tensorial, esto nos determina directamente la relacién entre el tensor
métrico en las coordenadas generalizadas convencionales, {t, Vv, 7...} y las componentes del
“vierbein”:

guv(x) = €% (x)eh () Mg (4.12)

expresion ésta ultima que da origen a la definicién operativa del “vierbein” como la “raiz
cuadrada de la métrica”. Es importante observar, asimismo, que en el sistema de coor-
denadas no holéonomas los simbolos de Christoffel se anularan localmente, asi como el
tensor de Riemann. Si escribimos este dltimo de la forma Ru)vc/I =ed (udy—dydy)e?,
obtenemos autométicamente una condicion de integrabilidad para el “vierbein” dada por
(dudy—0y 8‘1)6";L = 0. Por tanto, en el sistema de coordenadas no holénomas, la derivadas
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covariantes de los campos Vectoriales,{vﬁ ,vg } se escribiran de acuerdo a:

DaVﬁ’ - aaVﬁ - fzx/ﬁ\)/y
DovP = 9P +TE Y (4.13)
donde f‘gy se construye usando la relacion entre coordenadas candnicas y coordenadas no

holénomas:

f;ﬁ = eldgely = —epdael (4.14)

y recibe el nombre de conexidn de espinor. Nuestro siguiente paso es expresarla en funcion

del vierbein y de la tetrada que relaciona coordenadas candnicas y curvilineas generalizadas:

l:gﬁ = elduely = ¢, eleoﬁu( vep) =
= eleaeﬁl—‘“v—kele&t&”eﬁ =

= eebe) (r[}v . N (4.15)
con F(ﬁ\), =ej 8ue‘3 la conexidén construida mediante la combinacién de coordenadas no
holénomas y curvilineas, de la misma manera que Fuv se construye a partir de la relacion
entre las coordenadas canodnicas y las curvilineas. Ahora bien, si recordamos que las
coordenadas no holénomas comparten con el set canonico el hecho de reducir (localmente)
la métrica a su forma minkowskiana, de aqui se sigue que la parte métrica de la conexion,
(esto es, los simbolos de Christoffel) van a a ser los mismos para los dos objetos, Fﬁv y F%’&l
de forma que a la conexidn de espinor s6lo nos van a contribuir las partes no métricas (esto

es, relacionadas con la torsion), de las dos conexiones que la conforman:
[7,=ehebiey (Kl — K™ (4.16)

con K[}v y K‘(fi,)l los correspondientes tensores de contorsion definidos en (3.14). De la
definicion (3.8) del tensor de torsion encontramos inmediatamente que es antisimétrico en

los dos primeros indices:

Suvy = S&vglx = _S\)/Lyg/lx = —Svuy “4.17)
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lo que implica a su vez que el tensor de contorsion Ky, definido en (3.14) lo es en los dos
ultimos:

Kuwl - S/,Lwl - Sv/lu +Sluv -
- _Svul "‘Slvu - Su?tv =
= _(Svu)L _Slvu +Sulv) = _Ku/lv (4.18)

usando esta propiedad del tensor de contorsion es inmediato comprobar que la forma g,
va a ser antisimétrica, asimismo, en los dos ultimos indices:

= h)A
Lopy = ey,leaeﬁ (K}‘ K‘(W)
(h)
= e%eaeﬁ (Kyva — K )

)
»
)

= —e%egeE(KMv —Kfl y

2)

)

A
A
= —e;eéfeﬁ(l(ﬂv;L K‘l(lv
A
= —ej‘,’e&lem(l(uv—l(fw)

~Toyp (4.19)

resultado importante, ya que como veremos a continuacién, la conexién de espinor se
acoplard al conmutador de las gammas de Dirac en la estructura de la derivada covariante que
actua sobre la funcién de onda del fermion. Cualquier teoria susceptible de ser formulada en
términos invariantes puede ser reexpresada en términos de las coordenadas no holénomas,
de acuerdo con el principio de equivalencia. Esta formulacién serd la misma que en un
espacio-tiempo plano, con la tunica salvedad de que las derivadas convencionales deben ser
sustituidas por sus contrapartidas covariantes definidas en (4.13). Sin embargo, los puntos
del espacio-tiempo deben de parametrizarse en términos de las coordenadas generalizadas,
{x*}. Sélo las derivadas pueden computarse en el espacio no-holénomo [219]. consideremos

entonces una accion de materia del tipo:

Sy = / d*xy/=gDgvp (x*)D*VP (xH) (4.20)

puede demostrarse [219, 64] que bajo una transformacion de Lorentz definida sobre el

espacio de coordenadas no holénomas:
* = A%P =[5 + @ (x)]xP 4.21)

con @* (x) = —@P%*(x) y 8rdx* = 6% (x)dxP, dicha accién es invariante Lorentz siempre

que pidamos a los indices no holénomos que transformen vectores y derivadas covariantes
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de acuerdo con:

Opve(x) = wgvﬁ(x)
8.Davp(x) = @yDyvp(x) +@pDavy(x) (4.22)

supongamos entonces nuestro sistema localmente inercial (ascensor en caida libre, en el
lenguaje einsteiniano del principio de equivalencia): en este sistema de referencia sabemos

que un espinor se transforma Lorentz de acuerdo a [65]:
S¥P(x) =¥ () - P(x) = —ioaﬁwaﬁ W (x) (4.23)

con Ogp = % [ya, }/ﬁ] . Parael caso S = %, usando (4.22) y (4.23) y esperando de la derivada
covariante que en su actuacion sobre el espinor de Dirac acople la conexion de espinor (4.14)

al conmutador de las gammas, de la forma:

Lpr b (x) (4.24)

Daq’(.x) = aaql(x) + 4 (Xﬁ

puede demostrarse que una accion de materia construida a partir de espinores fermidnicos del
tipo (4.20) es automdticamente invariante Lorentz [2 19, , 64] y por tanto nuestra ecuacion
de Dirac en un espacio-tiempo curvo se deriva directamente de dicha accién simplemente
considerando la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al campo W¥(x). La expresion (4.24)
no es todavia lo suficentemente operativa y ademds, como hemos indicado antes, estd
escrita en la signatura {+,—, —, —} y es conveniente tener a mano su contrapartida ante el
cambio de signatura: veamos brevemente como resolver estas cuestiones: primero de todo,
denotando como Dy, al operador diferencial que haremos actuar sobre los espinores esto
es Dy = 8a+£1:2;ﬁ GE nos va a interesar expresarlo en términos de funciones facilmente
identificables y calculables en nuestros problemas concretos. Estas funciones van a ser la
conexion en coordenadas curvilineas Fﬁv y el “vierbein”, inmediato de calcular a partir de la
métrica. Veamos como hacerlo. En primer lugar hemos de darnos cuenta de que D, siempre

puede reescribirse como: _

_Lu L2y &P
con f‘g p= eif‘ gﬁ' Ahora bien, a partir de (4.16) es facil comprobar que la anterior estructura
mixta en la conexion puede escribirse como:

fgﬁ = ey D (ef) = eV(duey +Tipep) (4.26)
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con lo que podemos escribir la actuacion sobre el espinor como:

[iyaeg{au — %e%(&uel‘{ +Fﬁp€g) [Y’B,Yy} } —m] ¥(x) =
= {Waeg{au + %eﬁv(auew _Fﬁveyp) [V'Ba?’y] } —m

=it 3+ g Tue) [£.7] | #) =
= (YD —m) [V (x)] (4.27)

expresion que nos permite introducir una derivacion totalmente covariante Lorentz en

el espacio-tiempo curvo y que ademads ya estd expresada en términos de la coordenadas
curvilineas habituales {x"}. La tnica referencia a las coordenadas no holénomas queda
encapsulada en el “vierbein” e/, ficilmente calculable “on shell” una vez conocida la forma
de la métrica g,y. Consideremos ahora el cambio a la signatura {—,+,+,+}: en ese
caso, tendremos los cambios en las matrices de Dirac y conmutadores dados por y* =
vt [}/ﬁ , }/7'} =— [?ﬁ, Y ] . Ademads la derivada covariante del “vierbein” cambia de acuerdo a
el‘g’(V“ew) = el‘g’(V“nyge‘?,) = —eE(Vuﬁy5e‘?,) = —EE(VMEW). Si afladimos la contribucién
electromagnética, (4.9) podremos construir la ecuacién de Dirac como:

0 = (P (Dy—igAy) —m)[¥(x)] =

Ly _ .
_ {7#(8“ + 585 Qe —Théy) [?ﬁ : ﬂ —igAy) — m} Y(x)  (4.28)

que serd la forma habitual de la ecuacion de Dirac que utilizaremos en las proximas secciones
de nuestro trabajo.

Consideremos ahora la relacion entre espin y gravedad desde otro punto de vista: no
sOlo la gravedad influye sobre las fermiones individuales determinando su funcion de onda
cudantica de acuerdo a (4.9), sino que un lagrangiano de materia conformado por fermiones
puede, localmente, dotar de estructura torsional al espacio-tiempo [182]. Vedmoslo con-
siderando de nuevo la accion total, formada por una densidad de materia dotada de espin por

una parte, y por el término de gravedad, por otro. De acuerdo con (4.11) la accién total del
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sistema se puede escribir como:

St = SG(Kiy:8uv)+Sm=
= [ a'VgLo(K R ) + S =

= [V )+ 5 [ VTR (7 (5)De— ) () +
+ H.C. (4.29)

donde consideramos que el lagrangiano de la gravedad no depende sélo de la métrica fisica,
sino también del tensor de contorsién. Es decir: nuestro espacio-tiempo va mas alld de
la geometria riemanniana y debe ser descrito mediante la propuesta de Cartan. Tomando
variaciones de la accion respecto de los campos fermidnicos encontramos, como ya hemos
comentado, la ecuacion de Dirac (4.28). Consideremos ahora las variaciones de la accién
total respecto del tensor de contorsion, que formalmente podemos escribir definiendo la
densidad de corriente de espin [219] TT7* como S0Kivmv) — 1 /—e 1 Usando (4.16)

8K
(4.24) y (4.29) tendremos:

(SSG(K/,;LLW guv)

1
= —5\/—gHX'u:

8K,
6Sm 1 V7] [y uv B
:_@ = —5\/—g‘P(x)§7aZeleaeﬁGy (4.30)
resultado que nos dice que las matrices 65 generan torsion. Esto es: en ausencia de espin,

([3_

oy = 0) la conexién podra describirse en términos de una conexién piramente riemanniana.

4.2 El grafeno

En los ultimos afios la posibilidad de fabricar en el laboratorio laminas de grafito cuyo
espesor es practicamente el de un Unico 4tomo ha supuesto una revolucion tanto en el campo
de la materia condensada [94, , ] como en el de las soluciones de la RG en un espacio
de (2+ 1) dimensiones [ 109, , ], pues el grafeno es un excelente laboratorio en el que
poner a prueba predicciones de la teoria cudntica de campos que se situan en el régimen de
altas energias [196]. Bajo las condiciones experimentales mas habituales la interaccion en el
grafeno se sitda en el régimen fuerte [161] con constantes de acoplamiento efectivas cercanas
a la unidad, lo que permite testear efectos como el apantallamiento hiper-critico de impurezas

con carga eléctrica [ 144, , , ] o resultados sugeridos por la renormalizacién en el
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marco de teorias a muchos cuerpos [ 160, , ]. Esto es debido a la particular estructura
del grafeno, asi como a las peculiares caracteristicas de sus bandas de energia en la que se
alternan bandas de conduccién y valencia [321, ].

En esta seccidn, en primer lugar vamos a estudiar las principales caracteristicas del
grafeno, incluyendo su estructura fisica y propiedades electronicas. La particular distribucion
de los 4tomos de carbono en la red cristalina va a implicar que el sistema puede ser descrito
mediante un sistema de dos espinores de Dirac en el marco de un hamiltoniano en el que las
interacciones se limitan a los dtomos de la vecindad inmediata [32 1, 159], lo que nos permitird
deducir una expresion analitica para los niveles de energia en el grafeno libre. La presencia de
defectos, (estructuras no hexagonales) en las ldminas de grafeno va a generar curvatura, lo que
permite plegar el grafeno en variedades 2-dimensionales, en concordancia con lo expuesto
en el capitulo anterior. Ademads, los defectos topoldgicos van a afectar necesariamente a la
distribucion electronica: este efecto puede modelizarse mediante la introduccion de flujos
ficticios de caracter no abeliano [161, , , ], que alteran las propiedades electronicas
del material. En este sentido, citaremos distintas alternativas disponibles para calcular la

densidad local de estados (LDOS) [339, , ], ya que estamos interesados en comparar

dichas densidades con las que podriamos encontrar en contextos fisicos muy diferentes, por

ejemplo, la gravedad de Born-Infeld en un espacio-tiempo de (2 + 1) dimensiones [ 168, 49].

4.2.1 Hibridacion de orbitales en el atomo de carbono

Los materiales y las distintas estructuras moleculares basadas en la quimica del carbono
(como por ejemplo las moléculas organicas) presentan una serie de caracteristicas que las
hacen muy especiales [321]: cada 4tomo de carbono tiene seis electrones, los cuales se
distribuyen en los orbitales atémicos 1s> 2s%y 2p%. Los cuatro electrones mds externos

son los llamados electrones de valencia, susceptibles en la fase cristalina de formar enlaces

covalentes con otros atomos, dando origen a los distintos compuestos del carbono. La
diferencia de energias entre los orbitales 2s y los 2p no es muy grande en relacion a la energia
tipica de ligadura en el enlace quimico, lo que permite rapidos cambios en la ocupacion
de estos orbitales y la aparicion de estados mezcla entre los orbitales 2s y 2p. El proceso
de mezcla de un electrén 2s con uno, dos o tres electrones 2p, es lo que se conoce como
hibridacién sp”. Asi, por ejemplo, la hibridacién sp corresponde a la combinacion lineal del
orbital 2s con uno de los tres orbitales 2p, por ejemplo el 2p,. Atendiendo a la geometria de

los orbitales 2s y 2p van a originarse dos funciones de ondas hibridas, de la forma:
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Dimension 0-D 1-D 2-D 3-D
isomer Cso nanotube graphite diamond
fullerene carbyne fiber amorphous

hybridization sp? sp? (sp) sp? sp®

density 1.72 1.2-2.0 2.26 3.515
[g/cm®] 2.68-3.13 ~ 2 2-3

Bond Length 1.40(C=C) 1.44(C=C) 1.42(C=C) 1.54(C-C)
[A] 1.46(C-C) 1.44(C=0C)

electronic semiconductor metal or semimetal  insulating

properties Ey = 1.9eV semiconductor E; = 5.47eV

Fig. 4.1 Isémeros del carbono [321].

1

lspa) = > (12s) +2px))

lspp) = —=(125) —[2px)) (4.31)

S- 5

la funcion |sp,) (|spp)) optimiza la probabilidad de presencia del electrén en el sentido
positivo (negativo) del eje X con respeto a los orbitales 2p originales, de tal forma que en
una distribucién atémica a lo largo de dicha direccién se establece un enlace covalente de
mayor energia de ligadura que el que se generaria si se emplearan los orbitales originales.
Un proceso similar, pero involucrando a los orbitales 2p, y 2p, va a generar enlaces en las
otras direcciones espaciales. Un ejemplo de hibridacién sp lo encontramos en la molécula
de acetileno (HC = CH): el orbital hibrido |sp,) de un carbono forma un enlace covalente
con el orbital |sp,) del carbono vecino, lo que se conoce como enlace de tipo ¢ mientras
que los orbitales 2p, y 2p, forman enlaces interatomicos que como ya hemos comentado,
son mas débiles, son los llamados enlaces 7, perpendiculares al enlace 0. De esa forma, un
enlace “sigma” y dos enlaces “pi”’ conforman el triple enlace entre carbonos. La hibridacion
sp? va a darse entre el orbital 25 y dos de los orbitales 2p, por ejemplo el 2p, y el 2py. Un
ejemplo lo tenemos en la molécula de poliacetileno, (HC = CH—),, en la que los dtomos
de carbono forman una cadena en “zig-zag” caracterizada por un dngulo de 120 grados.
Todos los enlaces o se sitian en el plano X-Y y ademds, un orbital tipo 7 por cada dtomo
de carbono se establece perpendicularmente a este plano. De acuerdo a la geometria de la

molécula, un célculo directo nos lleva a que los orbitales ¢ pueden escribirse como [321]:
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125> = 12p> =3 Py

Fig. 4.2 Hibridacion sp. El drea sombreada denota la amplitud de probabilidad de presencia
del electrén [321].

H H ¥

| I
NN .
T 9

= H H

Fig. 4.3 Hibridacién sp? (poliacetileno): los dtomos de carbono forman una cadena en zig-zag
caracterizada por un angulo de 120 grados. Todos los enlaces ¢ estdn contenidos en el plano
X-Y, y un enlace de tipo 7 por carbono se establece perpendicularmente a dicho plano [321].

) = g2
) = %rzsw\/g(%szwéup»)
spe) = \/—IZS> \/E (—?!%&H%\Zm)) (4.32)

4.2.2 El grafito y sus derivados. El grafeno

En el proceso de hibridacién sp” se establecen n+ 1 enlaces ¢ que van a servir de armazén

para la estructura n-dimensional subsiguiente. En el caso del grafito lo que tenemos es una
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V3

Fig. 4.4 La red hexagonal en el grafeno [159]

estructura tridimensional formada por redes hexagonales de carbono. Cuando disponemos de
una Unica capa de grafito surge una estructura bidimensional que es lo que se conoce como
grafeno [94]. También estructuras localmente planas como puede ser el caso de los fullerenos
[159, ], o los nanotubos de carbono [321, ] responden a un proceso de hibridacion
sp?. Consideremos pues la estructura en dos dimensiones del grafeno, que puede verse como
una red hexagonal formada a su vez por dos subredes triangulares compenetradas, de forma
que tengamos una base de dos atomos por celda unidad. La existencia de dos subredes bien
diferenciadas en la estructura del grafeno puede entenderse bien a partir de la figura (4.4)
en la que apreciamos que, dependiendo de la orientacidn relativa de los enlaces o, existen
dos clases de d&tomos en la red, llamémosles “blancos” y “negros”, de forma que cada 4tomo
“negro” enlaza con tres “blancos” y viceversa. De esa forma, podemos describir la estructura

mediante los dos vectores de red {7}, 7> }dados por [159]:

nn = a\/gex
n = ‘5’(\/§ex+3ey) (4.33)

siendo a la distancia entre &tomos de carbono, aproximadamente 1,42 |A Como ya hemos
comentado, en la estructura del grafeno cada dtomo de carbono tiene tres enlaces de tipo o
con sus vecinos inmediatos, quedando un electron por dtomo compartido con menor energia
de ligadura mediante un enlace de tipo 7, de forma que estos electrones pueden circular con

mayor facilidad por la red y van a ser los responsables del caracter semimetalico del grafeno.



62 Algunos escenarios sugerentes

De esta forma, para calcular la banda de niveles de energia se consideran las siguientes

aproximaciones [159]:

1. La principal contribucion al hamiltoniano del sistema va a proceder de los electrones

compartidos mediante el enlace de tipo 7.

2. Centrados en el comportamiento de estos electrones, vamos a suponer que el hamilto-
niano tiene su origen en el intercambio de estos electrones entre vecinos inmediatos
(“tight-binding method”, TBM).

El cédlculo de los niveles de energia puede realizarse analiticamente mediante principios varia-
cionales [321]. En lugar de utilizar este formalismo variacional, examinemos detenidamente
la forma del hamiltoniano propuesto y cual va a ser su actuacion sobre las funciones de onda
de los electrones en el grafeno para proceder después a su diagonalizacién [159]. De acuerdo
a lo anterior, tendremos que el hamiltoniano va a ser de la forma H = y)_ a;La j con la suma

[13+4]
1

extendiéndose a los pares de 4tomos vecinos, (para cada &tomo “i”” en la red, sumamos sobre
sus tres vecinos inmediatos), siendo ¥y ~ 2.8 eV la energia necesaria para que el electron
7 salte de un atomo a otro en la red, y a;L (a J-) operadores de creacion, (destruccion) de
electrones en la posicién i () de la red del grafeno, satisfaciendo las conocidas relaciones de

anticonmutacion:

{aiaaj} = {a7a}_}:0
{a,-,a}“} = 51" (434)

por otra parte, a partir del teorema de Bloch [322] la funcién de onda del electron 7 en la red

puede escribirse como una combinacion de ondas planas [159]:

ly) = ZCl exp(ipri, )a;: |0) + ZCZ exp(ipriz)ag |0) (4.35)

i i2
siendo p el momento lineal del electrdn, y r; el vector de posicién del atomo en la posicion “i”
de la red. Conviene destacar que la funcion de onda recibe dos contribuciones diferenciadas
segun las dos subredes que forman la estructura, en ese sentido los coeficientes caracteristicos
de cada subred, C| y C; van a ser en principio diferentes. A partir de aqui, un cdlculo directo

nos da la actuacion del hamiltoniano sobre la funcidén de onda :
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Hly) = vY exp(ipu;)Y Crexp(ipri,)a;|0) +
(i.j) i
+ 7Y exp(ipv;) Y Ciexp(ipri,)a; |0) (4.36)
(i.j) i
donde el sumatorio en j se extiende sobre las triadas de vectores {u;,v;} que conectan cada

atomo en la red con sus vecinos inmediatos, y que vienen dados por:

up = aey
V3 a
Uy = —aTex — Eey
V3  a
Uy = aTex — Eey
Vi = —Ug (437)

La expresion anterior puede representarse matricialmente como:

0 | YL, exp(ipu;) Ci _Ep C 438)
YL, exp(ipv;) 0 C G

a partir de este resultado y utilizando (4.37) la diagonalizacion del hamiltoniano es inmediata

y nos da la expresion buscada para las bandas de energia:

3 3 3
Ep = 47, |1 +4cos? (a%px> +4cos (a\/?—px> cos (aipy) (4.39)

como ya hemos comentado, cada posicion de la red aporta un electrén al mar de Fermi, y

cada nivel de la banda va a corresponderse con dos estados posibles debido a la degeneracion
de espin. Las soluciones con ¥ = -1 conforman los llamados conos de Dirac, que fisicamente
se corresponden con las bandas de conduccion (%) y valencia () del grafeno [94]. Las

raices de la anterior expresion nos van a proporcionar los llamados puntos de Fermi, que se

distribuyen en los vértices del hexdgono que caracteriza la llamada primera zona de Brillouin

[94, 159]:
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Fig. 4.5 Representacion energia-momento de la relacion de dispersion (4.39) con y = —1
[159].
4r
= =+ =0
Px 3(1\/? py
2 2z

= +— =+ 4.40
px 3a\/§ py 361 ( )

La red reciproca en el espacio de momentos va a estar generada por los vectores K| y K>

dados por:
% 2n 2n
= ——ex——e¢
! a3 3a’
4r
K, = 329 (4.41)

cumpliéndose las relaciones de ortogonalidad, 7;K; = 6;; [105]. Todos los resultados ex-
puestos hasta aqui se ajustan a la naturaleza discreta del problema, pero estamos interesados
en pasar al limite continuo para ver la dindmica que aparece en dicho limite cerca de los
puntos de Fermi. Buscamos con ello un hamiltoniano efectivo que nos permita tratar las
fluctuaciones energéticas cerca de dichos puntos. Para ello vamos a desarrollar el anterior
operador matricial mediante la sustitucién p — p+ 6 p. Un célculo directo nos lleva a :
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K

\ K

Fig. 4.6 Primera zona de Brillouin para la red del grafeno. Los puntos de las esquinas del
hexdgono corresponden a los puntos de Fermi, para los que se tiene E; = 0 [159]

Hy = Y exp(ipu;) = (1+iadpy)e ™’ +
J

» 3 3
+ eigpy [2 (1 - igSpy> cos gapx - a\/§5px sin gapx +
+ 0[adp?] = H}, (4.42)

al sustituir en la anterior expresion los valores de los seis puntos de Fermi anteriores encon-

tramos dos resultados fisicamente muy relevantes:

1. Los puntos correspondientes a vértices del hexdgono separados 120 grados siguen
hamiltonianos equivalentes y por tanto van a corresponder a estados fisicos equivalentes.
Es decir s6lo dos puntos de Fermi, (en adelante K y K’) van a ser independientes.

2. El hamiltoniano efectivo va a ser en uno de los casos, proporcional a 6-dp, y en el
otro, a ¢! - §p siendo ¢ = (oy, oy) las matrices de Pauli. Es decir, en las cercanias de
los puntos de Fermi los electrones van a seguir la ecuacion de Dirac en un espacio de
dos dimensiones y ademas el paso de un punto a otro va a suponer el intercambio en

los valores de las amplitudes correspondientes a cada una de las subredes.

Este es un resultado muy importante: la particular geometria del grafeno implica que el

comportamiento de los electrones 7 en la red va a obedecer a la ecuacion de Dirac y por tanto
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los electrones van a ser descritos por espinores de Dirac de dos dimensiones. Este resultado
difiere notablemente de otros pasos al continuo habituales en la materia condensada, en
los que los electrones pueden ser descritos de manera efectiva mediante ecuaciones de tipo
Schrodinger [159].

4.2.3 Variedades 2- dimensionales derivadas del grafeno

Los fullerenos son estructuras moleculares basadas en el carbén que se generan en el proceso
de vaporizacion del grafito [159, ]. La mas representativa (Cgp) presenta simetria esférica
casi perfecta, similar a la de un balon de futbol y estd formada por 12 pentidgonos y 20
hexdgonos. Cada dtomo de carbono se sitdia sobre uno de los vértices de los pentdgonos
y pertenece a dos de los hexagonos. La estructura resultante puede originarse a partir de
un icosaedro en cuyos vértices situamos los puntos centrales de los pentidgonos. Podemos
pues ver la molécula como una ldmina de grafeno en la que en determinadas posiciones las
estructuras hexagonales han sido sustituidas por estructuras pentagonales. Esta sustitucion
permite curvar la estructura plana, originando una variedad esférica. Los fullerenos pueden
construirse a partir de una lamina de grafeno en la que se recortan sectores de 60 grados y se
hacen coincidir las dos lineas generadas a partir de este corte. Dicho procedimiento genera
los anillos pentagonales necesarios para curvar la estructura. La disclinacion asi introducida

en el grafeno va a tener varias consecuencias inmediatas:

1. La caracteristica estructura del grafeno, con dos subredes atdmicas bien diferenciadas
que se entrelazan, va a dejar de tener sentido a lo largo de las lineas de corte, ya que

la disclinacion pone en correspondencia dtomos pertenecientes a subredes distintas

[161].

2. La rotacion de 60 grados necesaria para llevar uno de los labios sobre el otro tiene
también consecuencias en el espacio de momentos: momentos cercanos al punto
de Fermi K son mapeados automdticamente a las cercanias del otro punto de Fermi
independiente K’. La transformacion en el espacio de momentos tiene su reflejo en el
espacio de las funciones de onda del electron, de manera que el paso por la linea de
separacion supone el intercambio en los conos de Dirac. Como veiamos en el apartado
anterior, el cambio K <+ K’ conlleva también el intercambio en las amplitudes de onda

entre subredes, lo que es consecuente con lo observado en el punto anterior.

Dicho intercambio en la funcién de onda puede escribirse matricialmente como:

/
Vi) O ) (w (4.43)

Vi -10 7%
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Fig. 4.7 Construccion de un anillo pentagonal en la red del grafeno [161]

todos estos efectos pueden modelizarse mediante la introduccién de un campo gauge SU (2)

actuando sobre las funciones de onda del electron en su movimiento alrededor del defecto
topoldgico [159]. En la misma linea, podemos asociar un flujo ficticio originado por un
determinado potencial vector A al defecto topoldgico en la red. La simetria del problema nos
lleva a que, en coordenadas polares, el potencial vector tenga inicamente componente segun
U g de forma que cuando el electrén completa un giro alrededor del defecto (pasa de una hoja
a la otra a lo largo del corte de la disclinacion), se produce el intercambio en la funcién de

onda. Es decir se va a cumplir:

” 0 1
elf 4040 — (4.44)
-1 0
podemos construir este campo gauge en términos de las matrices de Pauli y de un pardmetro

_z fA @
®= 7, de forma que se tendrd Ag = 5_0y,.

4.2.4 Nanotubos y agujeros de gusano

Una ldmina de grafeno puede curvarse en forma de prisma hexagonal en lo que se conoce
como nanotubo [161, ]. Es posible asimismo conectar los extremos de un nanotubo a
dos laminas planas de grafeno, formando una estructura de tipo agujero de gusano. Para
ello es necesario introducir ciertos defectos topoldgicos en la red hexagonal que forma la
lamina de grafeno. Dichos estructura alterada se consigue mediante la adicion de seis anillos

heptagonales de carbono. Estos seis anillos heptagonales proporcionan pues la conexion entre
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]

Fig. 4.9 Nanotubo conectado a una ldmina de grafeno. El prisma hexagonal que constituye el
nanotubo estd constituido por tridngulos elementales. Dependiendo de la orientacion de las
estructuras hexagonales en el interior del triangulo elemental podemos tener nanonotubos
tipo “armchair” (b) o de tipo “Zig-Zag”(c) [154].

el grafeno plano y la estructura en forma de prisma hexagonal que constituye el nanotubo.
La construccion de la junta entre el nanotubo y el grafeno plano se ilustra en la figura 4.8. En
primer lugar se recorta un sector hexagonal en la ldmina de grafeno, lo que induce un patrén
de “zig-zag” en los dtomos del grafeno cercanos al corte. A continuacion se introducen los
seis anillos heptagonales aprovechando el anterior patrén. El procedimiento puede adaptarse
para empalmar nanotubos de distintos radios: siempre vamos a tener seis anillos heptagonales
que se van a intercalar con un nimero variable de anillos hexagonales, multiplo de seis [161].
En la notacion habitual para caracterizar a los nanotubos [32 1] hablamos de estructuras de
tipo (6n,0).

La estructura de agujero de gusano consiste en dos ldminas de grafeno planas conectadas
por un nanotubo cuya longitud es despreciable frente a su radio R. En coordenadas polares
necesitaremos en principio dos cartas independientes: {r_,0_} y {ry, 0.} para describir
la variedad, con la ligadura dada por {r_,r;} > R, pero también es posible describir los
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R?
r4 ’
r+ > R [161] de forma que la variable radial extiende su dominio por debajo de R para poder

planos superior e inferior con una tnica carta, mediante el cambio de variables r_ =

describir simultaneamente ambos planos. Este cambio de variables va a tener consecuencias
en el elemento de longitud, y por tanto, en la métrica asociada a la variedad. El elemento de
linea vendré dado por :

dr* +r* d6e? r_ >R

(2)'(ar +r2a62) r <R

r—

ds® = (4.45)

prescindiendo de los subindices en las coordenadas polares, pues ya no son necesarios,

1 0

r2

podemos escribir la métrica como g,y = Q(r) . El factor Q?(r) va a dar cuenta

de la union entre las dos partes de la métrica, que serd continua siempre en la junta entre los

planos y el nanotubo:

2
Q(r) = <§> O(R—r)+0(r—R) (4.46)

r

a partir de la métrica, un cdlculo directo [ 161] permite obtener los simbolos de Christoffel
asociados, y finalmente calcular la curvatura escalar, que va a ser nula en cualquier punto de

la variedad, excepto en la unién con el nanotubo:

%= —%5(;»—1@’) @.47)

descripciones mas detalladas de las diferentes geometrias de los agujeros de gusano, atendi-
endo a las peculiares caracteristicas de los nanotubos son asimismo posibles [304, ]. Para
nuestros propositos, el anterior paso al continuo es suficiente para ilustrar la correspondencia
entre defectos topoldgicos, (anillos heptagonales) y curvatura. Podemos citar asimismo la

expresion obtenida para la caracteristica de Euler:

1 1
= / d’x+\/Det(g)Z = ~in / drd048(r—R) = -2 (4.48)

Consideremos a continuacion el paso de la anterior estructura discreta a una teoria continua
de campo efectivo caracterizada por un nanotubo cuyo radio es mucho mayor que su longitud.
Tal y como hemos comentado en secciones anteriores las propiedades electronicas en el
régimen de bajas energias deben poder describirse mediante una ecuacion de tipo Dirac en la
geometria curva del agujero de gusano. Ademads, el caso de los fullerenos ilustra bien el hecho
de que la existencia de defectos topoldgicos en la estructura tiene a su vez consecuencias
sobre los fermiones. Dichos efectos pueden, en el paso al continuo, ser modelizados en

términos de un campo gauge SU(2), o en el idioma de la electrodindmica cldsica, mediante
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un flujo ficticio generado por un potencial vector en el entorno del defecto en la red [230, 80].
Acabamos de ver en la seccién anterior como escribir en distintos escenarios la ecuacion
de Dirac en un espacio curvo: en presencia de un campo externo A podemos escribirla de

acuerdo con Birrell [64] como:

ivrolel (Vy Fidy) y* =ey™ (4.49)
U
+

B
(entrante y saliente) del flujo ficticio a través de la superficie del agujero de gusano, vy =

siendo y* = espinores de Dirac que dan cuenta de las dos posibles orientaciones

1,0 x 10%m/s la velocidad de Fermi [94] y e4'= % la base de vectores del espacio tangente.
Podemos asumir, asimismo, que a grandes distancias del agujero de gusano el flujo va a ser
percibido de forma isétropa [161], por lo que en la anterior ecuacion se considera el potencial
vector con una tnica componente constante dada por Ag= 2 . Este flujo tiene su origen, como
ya hemos comentado, en la presencia de los defectos topoldgicos, en este caso de los anillos
heptagonales y es el resultado de la combinacion de los diferentes defectos. En general no se
trata de un flujo abeliano, por lo que el flujo efectivo total no es, necesariamente, la suma
de los flujos generados por cada uno de los anillos [161]. En este sentido, clasificaciones
muy detalladas de los distintos flujos efectivos en funcion de las diferentes geometrias de los
anillos de carbono han sido llevadas a cabo por diversos autores [339, ]. Como hemos
comentado en secciones anteriores, la derivada covariante viene dada por V,, = dy +T'y y
la conexion relacionada con el espin del electrén viene dada por la relacién anteriormente
estudiada, I';, = %[Ga,cb} eyDyepy . Utilizando estas expresiones es posible plantear y
resolver la ecuacion de Dirac en el plano superior e inferior de la variedad conectada por el

agujero de gusano [161]:

r>R:
o amiaered ) (v +
vy Tt ) (Vi) Z e YA ) uso
r<R:
' @1 +
ivf<1>2 0 =390 Fam =3 \ [ Va | _ o ¥ + sy
R o +1* 89i2m er 0 Wéc l:UB

en la anterior expresion se considera el calculo de las funciones de onda lejos de la garganta
del agujero de gusano para poder mantener la hipotesis de flujo isétropo, y también la

correcta separacion de las dos subredes, ya que dicha distincion deja de tener sentido en las
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Fig. 4.10 Seccidn del agujero de gusano. Las lineas orientadas corresponden al flujo gauge
ficticio atravesando los anillos heptagonales [161].

cercanias de los defectos topoldgicos. Una dltima consideracion sobre el flujo es pertinente:
las funciones, ® y @' representan valores distintos del flujo actuante sobre los electrones
en las regiones exterior e interior al circulo r = R. El cambio de variables anteriormente
introducido permite describir ambos planos mediante un mismo sistema de coordenadas: la
lamina superior estd en correspondencia con la region interior del circulo r = R de forma
que los electrones en dicho plano sienten a grandes distancias un flujo que va a atravesar el
origen en el sistema de coordenadas auxiliar. Si ahora revertimos el cambio de coordenadas
r= I:—j y pasamos a escribir (4.50) en funcién de r la ecuacion de Dirac en el exterior del

circulo se escribe como:

j P 1 +
vy | 0 ) 1 O, +7-00 £ g+ 7 %:\t . wji
o —ﬁae:Fm‘f'm 0 Vg Yp
(4.52)

Ahora bien, en esta ecuacion el angulo 0 todavia estd referido al sistema de coordenadas
{r,0} = {r_,6_}: larelacién entre dngulos en ambos sistemas de coordenadas viene dada
por 8, = 1 — O_ es decir, dg, = —dy_. Mediante este ultimo cambio y comparando con
(4.50), tendremos que la covariancia de la ecuacion de Dirac implica necesariamente la
relacion @ = —@/

En esta extensa revision de los resultados obtenidos en [161] consideremos por tltimo

la caracterizacion de los estados ligados, (modos de energia cero) en la teoria efectiva que
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surge del paso al continuo. Existe una correlacion entre el nimero de estos estados y la
forma del flujo en los defectos topoldgicos: como ya se ha comentado, la construccion de la
junta que conecta las dos ramas de la geometria de agujero de gusano supone la presencia
de (6 — n) anillos hexagonales, de forma que el pardmetro n va a estar en correspondencia
directa con el radio del nanotubo. La distancia relativa entre defectos heptagonales va a estar
asimismo relacionada con dicho pardmetro y en la terminologia habitual [32 1] se expresara
como (6n,0). De acuerdo con la mencionada clasificacion, se tiene que tnicamente cuando
n es un multiplo de 3 el flujo total debido a los seis anillos heptagonales se corresponde con
la suma algebraica de los flujos individuales (es decir, el campo gauge es abeliano) y se tiene
un flujo total en cada junta dado por & = 37 (en este caso los flujos individuales de los
heptagonos se corresponden con los valores caracteristicos para los fullerenos). Cuando n no
es un multiplo de 3 el flujo total no es la suma algebraica de los flujos individuales, y se tiene
en su lugar una contribucién individual de 5 para dar un flujo total ®; =  en cada una de
las juntas. Vamos a discutir por separado ambas geometrias en la resolucion de la ecuacion
de Dirac en el agujero de gusano. Consideremos primero el caso @7 = 37 y hagamos € =0
en las ecuaciones (4.50) y (4.51). Manteniendo el sistema de coordenadas auxiliares que nos
permiten describir la estructura con una sola carta y considerando, por ejemplo, soluciones

con y; = 0, tendremos:

r>R: (0—10gF5+35)yy =0 (4.53)

r<R: (0—dgti-L)yy =0 (4.54)

considerando soluciones que tienden a cero para r — oo y para r — 0 un célculo directo para

Yy conduce a:

r>R r<R

’ v, ‘ ~ 172,010 | A 142,il0

a primera vista estos modos llevan a estados localizados en el agujero de gusano para
[ = 0,=%1. Sin embargo soélo las soluciones con / = 0 van a ser estrictamente normalizables:
en un espacio curvo, la condicion de normalizacién de la funcién de onda viene dada [64]

por: [d%xy/Det(g)

dos siguientes posibilidades dadas por:

| ¥ (r) ||>< o, condicién que para nuestra métrica se traduce en: las
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Jg drr(r?) T cw
/ d2xy/Det(g) || ¥ (r) |?= (4.55)
f(f drrl3 (},2) R
claramente, ambas condiciones no pueden ser cumplidas simultdneamente en la geometria

infinita del agujero de gusano si / = £1. Sin embargo, si es posible encontrar estados
localizados con estos nimeros cudnticos en las soluciones numéricas asociadas a sistemas
reales de dimension finita, ya que estas funciones presentan una divergencia en el valor de
la norma que va a ser de tipo logaritmico, relativamente suave para dichos sistemas. La
anterior discusion es aplicable para el caso particular l//j‘t = 0, pero pueden encontrarse
soluciones para wjf invirtiendo el sentido del flujo y el valor del momento angular, ya que la
combinacion de ambas operaciones nos da una simetria en la ecuacion de Dirac. Tenemos por
tanto que las anteriores condiciones (I = 0,=41) van a seguir caracterizando dichas soluciones
[161]. Un analisis similar puede hacerse para geometrias (6n,0) en los que n no es multiplo
de 3: como ya hemos comentado, esto se traduce en &7 = 7. Tomando como en el caso

anterior soluciones con ‘V,fxt = 0, la ecuacion de Dirac en este caso pasa a ser:

r>R: (0,—10gF5+35)yy =0 (4.56)

r<R: (0,—idg£s—5 )Yy =0 (4.57)

exigiendo de nuevo que las funciones de onda se anulen en » = 0 y r = oo dichas funciones

van a ser del estilo:

r>R r<R
‘ 11,6

~ r—l+lei19

A

en este caso sOlo va a haber un estado localizado, el correspondiente a [ = (0. No es
estrictamente convergente, pero al igual que en el caso anterior, para sistemas de tamafio
finito pueden encontrarse estados con [ = 0 ya que la divergencia es de tipo logaritmico.
Asimismo es posible encontrar soluciones para wj\t si se considera un flujo de signo contrario
en la ecuacion de Dirac asociada. Del anterior analisis, vemos claramente la relacion existente

entre defectos topoldgicos y nimero de estados con energia cero.
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4.3 Densidad local de estados, (LDOS)

En el contexto del estado solido [216, ] y de la Fisica condensada se define la densidad
de estados (D[E]) como la cantidad de estados disponibles para el sistema fisico por unidad
de energia y volumen. Mateméticamente, D[E] = % con N[E]JE el numero de estados con
energia comprendida entre E y E + 0E. Una densidad de estados alta a un determinado nivel
de energia quiere decir que existen muchos estados disponibles para ser ocupados en ese
rango de energias. En general, las propiedades topoldgicas del sistema como por ejemplo
la estructura de bandas del material [216], influyen considerablemente en la forma de la
densidad de estados. Podemos entonces tratar con topologias en el marco de un espacio-
tiempo unidimensional como es el caso de los llamados liquidos de Luttinger [214, 1,
bidimensional, como hemos visto ya en el contexto de las membranas de grafeno [80, 1,
o tridimensional, como por ejemplo en la propagacion de electrones libres en metales (gas
de fermiones) [234, ]. En la mayoria de los escenarios con interés fisico la densidad de
estados es una funcién cuyo célculo es en general altamente no trivial. A modo de simple
ejemplo ilustrativo, veamos con detalle como calcularla para el caso de fermiones libres
en distintas dimensiones [216]. Consideremos entonces un sistema en el que las particulas
que lo constituyen presentan un espectro continuo de energias caracterizados por el vector
de ondas en el espacio de momentos, K. La densidad de estados puede entonces definirse

mediante la integral:

D(E) = [ ¢k siE— EK)] (4.58)
= e ) .
definiendo la funcion f(k) = E — gif}zn) y usando la propiedad de la funcién delta de Dirac

o(f(k) =Y %[ ], la integral (4.58) puede evaluarse directamente. Multiplicando el
J
resultado final por un factor 2 para tener en cuenta la degeneracion de espin, obtenemos el

resultado para electrones en una dimension:

2r 1
DEE) =\ ——. 4.59
(B)=\ 5= (4.59)
Repitiendo el célculo para d = 2 encontramos que la densidad de estados toma el valor
constante D(E) = % luego el gas de electrones libres en dos dimensiones se caracteriza por
que existen los mismos estados posibles independientemente del valor de la energia de cada

uno de los estados. El calculo para d = 3 nos da finalmente el resultado:

D(E) = V2ME (4.60)
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sin embargo, cuando se consideran nanoestructuras como por ejemplo los nanotubos de

grafeno, el concepto de densidad local de estados (LDOS) es a menudo de mayor relevancia,

ya que la densidad de estados puede variar considerablemente de un punto a otro. Podemos
definir matematicamente la densidad local de estados, partiendo de la funcién de onda &, (x)
del sistema [327] y utilizdndola para pesar la probabilidad de presencia de la particula en

cada nivel y punto espacio-temporal:

n(E,x) =Y | @u(x) 25(E—¢,) 4.61)

donde la suma se extiende a todos los niveles de energia del sistema. De la anterior expresion
vemos que cada estado contribuye mas a la densidad local a una determinada energia en
aquellas regiones donde la densidad de probabilidad es mas alta. De esta forma la densidad
local de estados n(E,x) contiene mas informacién que la densidad de estados n(E) y aporta
una resolucién mayor en el tratamiento de aquellos sistemas no homogeneos, como es el
caso de las comentadas nanoestructuras de carbono [321, ], sistemds Opticos y cristales
foténicos [7, ] o cavidades plasmoénicas [317], por citar algunos ejemplos procedentes
del campo del estado sélido.

Una generalizacion de la densidad local de estados es la llamada funcién espectral [7]

definida como:

n(E,xi,x2) =Y §u(x1) D, (x2)8(E — &) (4.62)

de su definicién vemos que la densidad espectral se corresponde con una funcién de cor-
relacién a dos puntos, lo que implica su conexién directa con las funciones de Green [179].

Los resultados apuntados en el anterior apartado establecen correlaciones entre el nimero
de estados en un intervalo de energias dado y la estructura de defectos topologicos presentes
en la red. Una investigacion de dichas correlaciones puede establecerse analizando las distin-
tas densidades locales de estados (LDOS) es decir, la distribucion de estados electrénicos en
funcién de su energia. En este sentido, es parte de nuestra investigacion original la de encon-
trar resultados para la densidad local de estados correspondiente a fermiones propagandose
en el espacio-tiempo que surge al considerar una gravedad de tipo BTZ en el marco de las
teorias de Palatini [168, 49]. Una via para investigar la existencia de dichos paralelismos
puede venir del estudio de la densidad local de estados para un campo fermiénico inmerso en
dicho escenario, y su comparacién posterior con los resultados disponibles en la bibliografia

existente sobre el grafeno [94, , , , , , , ].
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4.4 La correspondencia AdS/CFT

4.4.1 Conceptos fundamentales

Tanto la electrodinamica cudntica, (QED) [253] que describe las interacciones entre fotones
y particulas con carga eléctrica como la cromodindmica cudntica, (QCD) [303] que hace
lo propio con las interacciones entre quarks y gluones son teorias cudnticas de campos
invariantes bajo transformaciones de Lorentz, es decir, bajo SO(3,1), o en general, en un
espacio d-dimensional bajo SO(d — 1,1). Una teoria de campos conforme en d dimensiones
(CFT|[d]) es una teoria d-dimensional que resulta invariante bajo transformaciones del grupo

S0(d,2): las llamadas transformaciones conformes [251]. Dichas teorias son independientes

de la escala del sistema, a diferencia de las teorias cudnticas de campos convencionales
que son dependientes de escala y necesitan renormalizarse. La renormalizacion cuantica
[303, ] rompe la invariancia de escala de la teoria de campos clasica. Esto se traduce
en el bien conocido hecho de que las constantes de acoplamiento de la teoria varian su
valor con la energia, lo que explica fendmenos como el confinamiento. Las teorias gauge
capaces de mantener la invariancia de escala en el régimen cudntico, son las llamadas teorias
supersimétricas de tipo Super Yang-Mills, (SYM). La correspondencia AdS/CFT establece
una correlacion directa entre una teoria gauge de tipo SYM y una teoria de gravedad con
constante cosmoldgica negativa. Para ser mds precisos, la teoria de gravedad estd definida
en un espacio de tipo AdS de dimensién d 4 1 (conocido como “bulk™) con una frontera de
dimension d en la que se define (o vive) la teoria SYM [368]. De esta forma, las teorias
de Yang- Mills SU(N,) en el limite N, — oo [251, 15] dejan de describirse como una teoria
cudntica, y pasan a describirse como una teoria cldsica (esto es, independiente de escala, sin
necesidad de renormalizacién), pero como una teoria cldsica con gravedad. Dicha correlacion
entre gravedad y teoria gauge en su frontera requiere la preexistencia de un marco conceptual
en el que ambos tipos de teorias estan unificadas. La teoria de cuerdas [306] suministra
dicho marco conceptual, pero la correspondencia AdS/CFT puede utilizarse de manera
independiente en el estudio de muchos de los problemas asociados a la teoria gauge de la
frontera como es el caso de la materia condensada [ 1 75], dindmica de fluidos y liquidos de
Luttinger [194, 31, ], interacciones de quarks y gluones en un plasma (QGP) [210, ]

o materiales superconductores [176].

4.4.2 Agujeros negros y leyes de la termodinamica

La relacidn existente entre las leyes de la termodindmica y las propiedades de los agujeros

negros es conocida desde los trabajos originales de Hawking [178] y de Bekenstein [51].
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Tomemos por ejemplo las dos funciones termodindmicas mds habituales: temperatura y
entropia. La temperatura de agujero negro se relaciona con el concepto de gravedad de
superficie, en el sentido de que cuando un agujero negro alcanza el equilibrio, la gravedad es
la misma en todos los puntos de la superficie del horizonte independientemente del proceso
que haya seguido el agujero negro en su formacion, de la misma forma que la temperatura
es constante en todos los puntos de un sistema termodindmico clasico una vez que este ha
alcanzado el equilibrio térmico. La expresion matemadtica de la temperatura de Hawking en
el caso de una métrica de simetria radial, (no necesariamente del tipo Schwarzschild) ha sido
bien establecida (ver por ejemplo una sencilla explicacién en [268]). Desde el punto de vista
de la mecanica cuantica estadistica, la prolongacion analitica de la métrica a una métrica
euclidiana mediante la sustitucion 7z = it establece una correlacion entre la periodicidad del

tiempo imaginario y la inversa de la temperatura, de forma que la temperatura de Hawking o

temperatura del horizonte puede determinarse en este contexto como:

1 1 1 d
STy = ( g”) (4.63)
r=ry

B E \/gttgrrw

donde ry, da cuenta de la posicion del horizonte y en la férmula anterior debe tenerse en cuenta
que se ha utilizado el formalismo euclideo, por lo que el producto g; g, debe considerarse
como definido positivo.

La entropia, por su parte, da cuenta del niimero de estados microscopicos en los que un
sistema fisico puede configurarse y, en el caso de los agujeros negros, va a estar intimamente
relacionada con la extension del horizonte, esto es, con su drea. Una explicacion sencilla de
dicha relacion puede encontrarse en [268], donde se deduce la ley del drea al relacionar radio
de Schwarzschild y longitud de onda Compton de las particulas que forman el agujero negro:

1A

S=_—

Lk 4.64

siendo Kz = 1,381 x 10723 J/K la constante de Boltzmann, y Lp = \/EE; ~ 1073 mla longitud de
Planck (en el sistema de unidades en el que Kp = 1 la entropia es una cantidad adimensional).
Tenemos entonces que la entropia asociada al agujero negro crece con su area, sin embargo,
es un hecho bien conocido que la entropia de un sistema estadistico crece con su volumen,
de acuerdo con el primer principio de la termodindmica [307]. Considerando el caso d =4
tenemos entonces que un agujero negro 4-dimensional no puede dar cuenta de la entropia de
un sistema estadistico. Este hecho servira de inspiracion para la correspondencia AdS/CFT,

en la cual el drea del horizonte de un agujero negro que emerge en un espacio-tiempo de
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5 dimensiones se corresponde exactamente con el volumen 4-dimensional de un sistema

estadistico que vive en su frontera.

4.4.3 Simetrias conformes: el diccionario AdS/CFT

Como hemos comentado previamente, las teorias gauge cldsicas son invariantes bajo trans-
formaciones de escala en las coordenadas espacio-temporales, x* — ax*. Esto es facil de
comprobar por ejemplo en el electromagnetismo de Maxwell [237], donde la accién de
la materia es de la forma Sy; ~ —ﬁ i dx4Fqu HV: bajo una transformacion de escala, es
evidente que el potencial vector A* va a transformarse como A* — éA“ (esto es facil de
comprobar si recordamos, por ejemplo, que la componente A? es proporcional a <) luego la
transformacion del producto F,y F*¥ aporta un factor ai4 que se compensa con la transfor-
macion del elemento de volumen. Dicha invariancia de escala, sin embargo, no se traslada
a la contrapartida cuantica de dichas teorias ya que el grupo de renormalizacion implica,
como ya hemos comentado, que la constante de acoplamiento de la teoria es una funcién
de la energia. La anterior transformacion de escala induce, asimismo, una transformacion
sobre la métrica dada por ds® = nyydx*dx¥ — a*nyydx*dx’. Consideremos, en el caso
mds general, un espacio-tiempo curvo dado por una métrica g,y (x). Podemos entonces
definir una transformacion de escala directamente sobre la métrica: g,y — azguv. Dichas

transformaciones de simetria sobre la métrica son conocidas como transformaciones de Weyl

[364]. Consideremos ahora una transformacion de Weyl local:

Suv — az(x)guv (4.65)

un célculo directo (ver [268] y una deduccion explicita en el anexo, A) establece que si una
teoria ha de ser invariante bajo transformaciones de Weyl locales, entonces el tensor energia-
momento del sistema debe ser de traza nula. En el caso en que nuestro espacio-tiempo sea
plano, es decir, el espacio-tiempo en el que situamos la teoria gauge que vive en la frontera,

la simetria Weyl local se reduce a la llamada simetria conforme [268]:

Nuv — @ (X) Ny (4.66)

las teorias supersimétricas conocidas como teorias SYM [104] son invariantes bajo las
mencionadas transformaciones de escala espacio-temporal, de la misma forma que desde
el punto de vista de la gravedad lo es el espacio-tiempo anti-de Sitter [368], solucién de las

ecuaciones de Einstein para la accion:
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1
S5 = dxv/—gs5(Rs —2A 4.67
5 167rG5/ xy/—85(Rs —2A) (4.67)
con A = —L%. El par formado por una teoria SYM que vive en la frontera (d — 1) de un

espacio-tiempo curvo en d dimensiones de tipo Anti-de-Sitter y una teoria de la gravedad en
el volumen configura entonces el marco en el que se desarrolla la correspondencia AdS/CFT.
Dicha correspondencia establece que, en el limite N, — oo (esto es, para una teoria gauge
SU(N¢) en el limite en que los nimeros de color de la teoria tienden a infinito) dicha teorfa
puede ser representada por una teoria de cuerdas [251, 15]. Si elevamos el nimero de
dimensiones a cinco y consideramos un espacio-tiempo curvo con invariancia Poincaré
ISO(1,3), en su frontera dicho espacio-tiempo puede representar la mencionada teoria gauge.

Podemos representar dicho espacio-tiempo mediante el elemento de linea [268]:

ds? = Q(0)*(—dr? + dx®) + dw? (4.68)

donde x* = (t,x3) = (t,x,y,z) dan cuenta de la mencionada invariancia Poincaré ISO(1,3), es
decir, el vector espacial x3 corresponde a las tres dimensiones espaciales de la teorfa gauge en
el limite de grandes niimeros de color, mientras que la direccion @ parametriza radialmente
el espacio-tiempo curvo de cinco dimensiones donde reside la teoria de la gravedad. Desde el
punto de vista de la funcion de particién que representa un sistema estadistico [ 149, ], la
funcion de particion de la teoria gauge se corresponde con la integral de camino de la accién

gravitatoria en 5 dimensiones:

Zcrr = Zadss (4.69)

lo que supone la expresion mas concisa de la conocida como relacién de Witten [368, 166].

A partir de la relacion de Witten el diccionario AAS/CFT permite establecer una relacion

directa entre los pardmetros de la teoria gauge y de la teoria de la gravedad:

L3
N>=Z—
2 Gs

en el limite N, — oo no es necesario utilizar la teoria de cuerdas para calcular el lado derecho

(4.70)

de la ecuacion (4.69) y es suficiente la conocida como aproximacion de punto de silla

[268, 149]:

Zepr(Ne >> 1) ~ e 5E (4.71)
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siendo Sg la accion euclidea “on shell” que se obtiene sustituyendo la solucion clasica para la
métrica en la expresion integral de la accion, tal como ilustraremos en la proxima seccion. Es
decir, la condicién de acoplamiento fuerte en la teoria que vive en la frontera es necesaria, de
acuerdo con el diccionario AdS/CFT, para que en el “bulk” podamos despreciar los efectos
de la teoria de cuerdas y quedarnos con una gravedad clésica.

Una teoria gauge con temperatura cero se corresponde en el lado de la gravedad con un
espacio-tiempo AdS puro, mientras que una teoria gauge con una temperatura no nula va
a corresponderse, de acuerdo al apartado anterior, con una solucion de tipo agujero negro
en el lado de la gravedad. En el limite N, — o, como ya hemos comentado, podemos
utilizar soluciones de tipo agujero negro en el marco de la RG, (ver a modo de ejemplo las
referencias [193, 79, ]) o bien, investigar soluciones en una gravedad modificada: por
ejemplo soluciones de tipo GBI [168, 49, , 10]. Dicha opcioén constituird parte de nuestra

investigacion original.

4.4.4 Funcion de particion y accion *“‘on Shell”

Consideremos un ejemplo sencillo para ilustrar la relacion de Witten expresada en el apartado
anterior: supongamos entonces que la teoria de la gravedad que vive en el “bulk” es sencil-
lamente la RG sin acoplamiento de materia (para fijar ideas, en un espacio d = 4, esto nos

proporcionaria soluciones de tipo Schwarzschild). Tenemos entonces el esquema:

“Bulk”, (p + 2 dimensiones ) — Gravedad, (RG)

Frontera, (p+1 dimensiones) — Teoria de campos conforme

y en lo que concierne a la accidn para la parte gravitatoria, esta serd la suma de varios

términos [268]:

SE = SBuik +SGH +Scr 4.72)

siendo Sg la accion euclidea, Sg = —iSy que como ya hemos comentado se obtiene a partir
de la accién Lorentz por prolongacion analitica de la variable temporal. En la signatura
euclidea, el espacio-tiempo asociado a una solucion de tipo agujero negro en el background

AdS5 viene descrito por el elemento de linea:

dr?

2 /I 2 2 2
zdl/lz

_ (N2 1 2 2
- (L) 5 (hdig +d3) + L7 (4.73)
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4 . e, .
conh=1-— (r7°) =1-u* y r =ro(u = 1) la posicién del horizonte y r = oo (u = 0) la
frontera del espacio AdS que es donde se define la teoria gauge conforme. El término S,k
se corresponde con la accion de Einstein-Hilbert convencional en presencia de constante

cosmoldgica y evaluada “on shell”:

1
Spuk = ———— | dxPT? R—2A 4.74
Bulk 167er+2/ xPx\/8( ) 4.74)

con 2A = —%. Haciendo p = 3, contrayendo las ecuaciénes de Einstein y usando ya la

solucion “on shell” para la métrica obtenemos:

1
Run — EgMNR +Agun =0 (4.75)

_ (p+2)gp+1)
J2
desde 0 hasta 8 = TL y en u desde la posicion del horizonte hasta la frontera nos queda:

H

con R = . Sustituyendo este resultado en (4.74) y extendiendo la integral en tg

Viorg 1 Vs
G P [ [k = BU ALy = B g e

S
Bulk = 8TGs LS \ut 87Gs L5

27L'G5 L5
siendo V3 el volumen asociado a las tres direcciones espaciales representadas por el vector
x3. Tenemos pues que Sy, es divergente en u = 0 pues es proporcional al volumen del
espacio-tiempo: tomaremos a partir de aqui f = V3 = rp =L = 167G5 = 1 con el fin de
aligerar la notacion ya que estos factores van a aparecer de forma reiterada. Consideremos
ahora la contribucion del término habitual de superficie, término de Gibbons-Hawking [ 1,
que es necesario afiadir a la accién de Einstein-Hilbert convencional para tener bien definido
el problema variacional. Este término de superficie viene dado por:

2
- = p+1
St 167G, 42 /dx VY(K) “.77)

siendo 7y la métrica (p + 1)-dimensional en la superficie. De acuerdo a la descomposicién

ADM | ] se tiene ds; o = g,mdu2 + Yuvdx”dx" y K es la traza de la curvatura extrinseca:

0
K =n" ”\‘/*{_Y? (4.78)
con n" = —\/ﬁ. Para el caso que nos ocupa tendremos que n" = —uh? YAVY= u= h

luego (4.77) se escribe como:
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4,1
Sop = — o Al h] o= — > 44 g 4.79)
du ut
donde hemos de tener en cuenta que éste es un término de superficie y por tanto siempre es
evaluado en u = 0. Acabamos de ver que los términos del “bulk” y de Gibbons-Hawking
divergen para u — 0 de forma que es necesario anadir un nuevo término de superficie, Scr
que es un contratérmino necesario para cancelar estas divergencias y obtener de una accién
total finita. En el contexto de la correspondencia AdS/CFT, esta divergencia se interpreta
como la divergencia ultravioleta de la teoria de campos dual. En teorias cudnticas de campos
es sabido como se manejan las divergencias [296]: se lleva a cabo la renormalizacion y se
afladen un nimero finito de contratérminos a la acciéon desnuda. Siguiendo el espiritu de
esta prescripcion se afiade un contratérmino que nos cancele las divergencias, procedimiento

conocido como renormalizacion hologréfica [337]. Para p < 5 el contratérmino se escribe

como:

1
- - p+1 I + - S
Scr 167L'Gp+2/ \/7{ + 9‘{
L’ p+1
ERrESIrE 1)2(9%”9% i L)+ (4.80)

siendo Ry el valor del tensor de Ricci en la superficie. Para agujeros negros con horizonte

plano, se tiene que Ry es idénticamente cero y solamente el primer término nos contribuye:

4,1 6
Scr = 6u 4h2|u:0: F_3|u:0 (4.81)

sumando las tres contribuciones a la accion “on shell” y recuperando cantidades dimension-

ales encontramos finalmente:

B r8V3
167GsL

que es el resultado final en ausencia de materia. Cuando campos de materia estan presentes

Sp=— (4.82)

en el espacio AdS la relacién de Witten entre funciones de particion establece una corre-
spondencia entre dichos campos de materia y operadores mecano-cudnticos en el lado de la
teoria gauge [166, 120]. Estudiaremos dicha correspondencia en el contexto de las soluciones
cargadas en (2 + 1) dimensiones [250] en los capitulos posteriores, donde investigaremos su

expresion en el contexto GBI. Otro ambito de aplicacioén de la correspondencia AdS/CFT
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es el estudio de los llamados loops de Wilson [252, , , 71], de los que hablaremos

asimismo en el contexto de nuestra propia investigacion.






Capitulo 5

La propuesta métrico-afin

5.1 Introduccion

En anteriores capitulos hemos resaltado el hecho de que conexi6n y métrica son objetos
independientes, que la eleccion de la conexion de Levi-Civita no es la unica alternativa
posible y que la idoneidad de esta eleccion debe ser testada experimentalmente [215]. En
este sentido, como ya hemos comentado, el cardcter riemanniano del espacio-tiempo esta
bien estudiado y establecido en el régimen de bajas energias o en grandes volimenes, pero
no asi en pequefios volimenes o en el régimen de altas energias donde los efectos cudnticos
de la gravedad pasan a tener un papel relevante [366, 62]. Dicha escala, (escala de Planck)
puede estimarse dimensionalmente si expresamos la constante de Newton en términos de
otras constantes fundamentales y una escala de longitud como: G = 03%2. Definiendo la

longitud de Planck como aquella distancia de interaccion en la cual los efectos cuanticos de

la gravedad son del orden de la constante de gravitacion universal, tendremos una relacion del
estilo Lp = \/h_c:? . Llegados a la escala de Planck el espacio-tiempo dindmico caracteristico
de la vision einsteiniana de la gravedad es esperable que muestre una estructura discreta, en
la que estructuras de tipo agujero de gusano aparecen y desaparecen en el vacio cuantico,
posiblemente desempefiando un papel andlogo al de los defectos en una estructura cristalina
[244, 243].

Por otra parte, la renormalizacion de los lagrangianos de materia en el espacio-tiempo
curvo en el contexto de una geometria piramente metrica implica la necesidad de nuevos
términos en la accion de gravedad que sean cuadriticos en R,y [64, , ], 1o que a su vez
introduce inestabilidades en la teoria en forma de grados de libertad espureos (“‘ghost-like”)
y ruptura de la unitariedad [2 1, ]. Al afiadir estos términos cuadraticos en un formalismo
puramente métrico las ecuaciones de campo pasan a ser de cuarto orden [369, ] (una

excepcion a esta tendencia son las teorfas de la gravedad de tipo Lovelock, [246]).
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Como hemos comentado en secciones anteriores, ya en los primeros tiempos del estudio
de las geometrias no riemannianas la existencia del espin abri6 la puerta a la presencia de
una parte no simétrica, de cardcter torsional, en la estructura de la conexidn fisica [ 182, ]:
diferentes escenarios en los que someter a prueba la observabilidad de la torsién pueden
encontrarse en las referencias [331, , ], sin embargo, tanto los efectos observables de
la torsion como de la no metricidad, representada por el tensor 0y, = —V3guv, quedan
lejos del rango de energias que puede ser alcanzado de forma experimental en la actualidad.
Respecto a la no metricidad pueden consultarse por ejemplo las referencias [363, , ,

] sobre los histéricos trabajos de Weyl y de Eddington y mucho mds recientemente y ya
en el marco de una geometria métrico-afin totalmente desarrollada, las referencias [2306, ]
en las que se proponen asimismo diferentes tests observacionales.

En este capitulo vamos a revisar someramente las principales caracteristicas de una ge-
ometria métrico-afin “a la Palatini” [278, ] en la cual métrica y conexidn son tratadas desde
el instante inicial como variables dindmicas independientes y cuyas relaciones se establecen
de manera natural al resolver las ecuaciones del movimiento, es decir “on shell”. Una de las
principales ventajas del formalismo métrico-afin es que las ecuaciones de movimiento asi
formuladas no son de cuarto orden, como ocurre con la mayor parte de sus parientes directos
en el formalismo métrico, sino de segundo orden. Esta caracteristica, junto con la invariancia
proyectiva [52], permite evitar gran parte de los problemas patoldgicos relacionados con
grados de libertad espureos y pérdida de la unitariedad [49, , ], resolviendo ademas
algunos de los problemas habituales en los escenarios tratados en RG, como son la existencia
de singularidades tras agujeros negros y en escenarios cosmoldgicos primordiales [278].
Dentro del amplio rango de teorias de la gravedad formuladas “a la Palatini”, nos centraremos
especialmente en el grupo de teorias en las que la accidn se formula en términos del tensor de
Ricci y sus potencias, las conocidas como teorias RBG, (“Ricci Based Gravity™) [278, ].
Dichas teorias tienen la ventaja adicional de proporcionarnos soluciones analiticas y abrir
el foco a diversos escenarios de aplicacion. Ademas de los ya mencionados, citemos por
ejemplo su validez en el rango de los tests observacionales en el sistema solar y escenarios
astrofisicos [58], la geometria asociada al entrelazamiento cudntico [243] o las soluciones
de tipo BTZ [ 168, 49] y Kerr-Newman [ 167, 10] obtenidas al poner en correspondencia un
conjunto de soluciones bien conocidas en RG [357, , 40, 41, 88] con sus contrapartidas
en gravedad GBI. Dicha correspondencia entre un conjunto de soluciones obtenidas en el
contexto de la RG, (en lo que llamaremos a partir de ahora el “Einstein Frame”, EF) y sus
contrapartes en la teoria RBG, (lo que llamaremos el “Rici Frame”, RF) constituye una
técnica completa de mapeo entre espacios de soluciones que permite generar soluciones en el

lado RBG a partir de las bien conocidas soluciones en el EF. El “mapping” que se establece
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entre ambos espacios de soluciones permite usar las soluciones en el EF como semilla para,
mediante la resolucion de ecuaciones algebraicas, obtener las soluciones en el lado RBG
[12, 11, 117].

Este capitulo, ultimo que dedicaremos a describir el “estado del arte” que se considera
pertinente para el trabajo de investigacion propio que hemos llevado a cabo, asi como para
clarificar algunos puntos de los articulos de investigacion del grupo en el que participo en
calidad de doctorando, y que se exponen a continuacidn, se estructura como sigue: en primer
lugar resumiremos el procedimiento para obtener las ecuaciones generales de los campos
en el contexto de una geometria métrico-afin formulada ““a la Palatini”, incluyendo algunas
referencias a los términos de superficie asociados [58, ] y ala invariancia proyectiva de
las teorias RBG [9] 1o que nos permite trabajar con la parte simétrica del tensor de Ricci y
prescindir de la torsién. A continuacion, describiremos el “mapping” entre “frames” que
nos permite, como ya hemos comentado, generar soluciones en el RF a partir de resultados
bien conocidos en el EF y acabaremos el capitulo citando algunos ejemplos del lado de la
cosmologia primigenia, agujeros de gusano y la busqueda de observables que den cuenta de

la no metricidad.

5.2 Ecuaciones del movimiento. Esquema general

Tomamos, por tanto, como punto de partida a la hora de construir la geometria diferencial
asociada a la gravedad, el hecho de que métrica y conexién son objetos independientes
y ambos de la misma importancia: cualquier teoria que construyamos tendrd que propor-
cionarnos ecuaciones de movimiento que nos permitan determinar independientemente tanto
la conexion como la métrica, asi como las posibles relaciones que puedan existir entre ellas.
Vamos a asumir que la materia estd acoplada tnicamente a la métrica, lo que nos facilitara la
tarea. Esta hipotesis estd inspirada por las diversas pruebas experimentales del principio de
equivalencia [366] como ya hemos comentado en secciones anteriores.

Vamos a comenzar derivando las ecuaciones de campo en las teorias de Palatini de una
forma general para luego restringirnos a determinadas familias de lagrangianos, lo que nos
permitird ilustrar la teorfa con algunos célculos préacticos. Para una teoria de Palatini genérica
en la que la conexidn aparece en el lagrangiano mediante el tensor de Riemann o sus posibles

contracciones, la accion puede escribirse como:

1
= W/ddx\/—gf(guv,R%w)+SM[guv,vf] (5.1)

donde f (guv,R% “V) es una funcién de la métrica espacio-temporal y del tensor de Riemann,

St
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g es el determinante del tensor métrico, Sys es la accion asociada a la materia, ¥ representa
de manera genérica al conjunto de campos que caracterizan a la materia (fermiones, campos
escalares, electromagnetismo de Maxwell o de Born-Infeld, campos de Yang-Mills, etc..) y
k* = 87:Lf,_2 es una constante con las dimensiones adecuadas (para RG en 4 dimensiones
y en el sistema de unidades naturales tenemos f = R, y k> = 871G ). La dependencia de
la teoria en la conexidn viene entonces contenida en el tensor de Riemann, definido como
[278]:

RS, = 0ulg — g+ T Ty — T4 Thg (5.2)

Usando ahora la relacién 6,/—g = —%\ /—88ap 0 g% se tiene inmediatamente 8§—gﬁ = gg®B,

y podemos escribir la variacion de la accién como:

R of wy 9f
6ST_W/dX/ g[(% 5guv) g QR%“vaRﬁ“V + 08wy - (5.3)

En una geometria métrico-afin la variacion del tensor de Riemann viene dada por (ver anexo
A):
A

siendo Sﬁv el tensor de torsion. En la mayor parte de los escenarios fisicos, la torsién no es
relevante, excepto en escenarios de muy alta densidad o en la escala de Planck, donde los

campos fermionicos pueden generar una torsion neta no nula que puede evitar la formacion

de singularidades [278, ]. Definimos ahora ciertas cantidades tensoriales dadas por:
d
Pt = 8R°{
Buv

M= PPRVSTY

- /dx (V=g ~ ﬁvu(V—_gPo’?“V)} (5.5)

teniendo en cuenta que el tensor totalmente antisimétrico se escribe en dimension d como
EaBys.. =/ —8Eapys... (cOn €ypy5 = F1 variando el signo segtin el caracter par o impar
de las permutaciones de los indices {0, 1,2,3,...} construidas desde el elemento €123, = 1)
y tomando la derivada covariante del lado izquierdo en la anterior igualdad un calculo directo
nos lleva al resultado V;\/~g = du+/—g — /=8I {5 lo que implica asimismo (tras algunas
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manipulaciones algebraicas y juegos de manos con indices mudos):
Vu(v/—g/*) zau(\/—gJ“)—kZSgu\/—gJ“ (5.6)

y con ello:

Is = / ddx(8u(\/—gJ“)—5F3‘ﬁ V,u(v—gPE"") — 258, —gPO’f“V]) (5.7)
de forma que (5.3) puede reescribirse, tras célculos directos, en la forma:

_ 1 d 3f f uv u
oSt = 2_k2/d x[\/—g(gguv—zguvﬁg +u(v—8J") +

1 Bluv] Bop Bluv]
A 558
Iy (5.8)

donde Pf vl %(POIC3 HY _ Pf i ). Si escribimos las variaciones de la materia en términos

del tensor energia-momento y del acoplamiento de la materia con la conexién como:

2 Sy
1 6Su
HYP ——— 5.10
podemos reescribir las ecuaciones generales como:
of f
2 —
k Tyv = W—Eguv
1
RHYP = ———V,(v=gpPl™)+2sg, PIM™ sy pEOP (5.11)

V=8
5.3 Teorias RBG e invariancia proyectiva

Consideremos ahora posibles simplificaciones de las ecuaciones (5.11), en especial en lo que
concierne a la segunda de ellas, la que implica a la conexién. Vamos a considerar un tipo
concreto de teorias en las que la dependencia en la conexion viene descrita por dependencias

al nivel del tensor de Ricci (teorias RBG) [1 1 7] caracterizadas por una accién del tipo:

1
Sr=s7 / 2/~ f(guvs Ruy) + Sulguvs V] (5.12)
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con el tensor de Ricci enteramente construido en base a la conexion F&v y en principio
sin propiedades de simetria definidas en sus indices. Una primera aproximacion, inspirada
en el principio de equivalencia, tal como ya hemos comentado anteriormente, consiste en
asumir que la materia s6lo se acopla a la métrica, pero no a la conexién. Esta suposicion es
totalmente valida para campos bosonicos pero no necesariamente para campos fermionicos,
ya que, como hemos visto en el capitulo anterior, la naturaleza espinorial de los fermiones
introduce torsion en la geometria. Vamos a ver a continuacién como, bajo determinadas
condiciones, la torsion puede eliminarse de las ecuaciones de movimiento. Siempre podemos
considerar que sus efectos son despreciables excepto cerca de la escala de Planck. Esta
hipétesis funciona bien en escenarios astrofisicos [278, 58, ], sin embargo, queremos
ir més lejos de dichos escenarios, por lo que una manera més elegante de sacar la torsion
de nuestras ecuaciones consiste en usar la invariancia proyectiva [181]. Dada una conexion

arbitraria T2

J1v» se define una transformaci6n de proyectividad sobre ella mediante la relacion:

rh, =Tk + .80 (5.13)

con y, una l-forma arbitraria. Las transformaciones de proyectividad tienen su origen en
simetrias de las ecuaciones geodésicas del movimiento, donde la transformacion sobre la
conexion puede absorverse en una redefinicion del parametro afin, esto es, en una libertad
de gauge [280]. Para campos bosénicos que solo “ven” la parte métrica de la conexioén
esto es inmediato, pero asimismo puede demostrarse que también en el caso de tratar con
campos fermionicos que se acoplan a la conexion se respeta la invariancia proyectiva [181].
Consideremos ahora la variacién del tensor de Ricci asociada a (5.13). Utilizando (5.4), es

inmediato encontrar como se transforma el tensor de Ricci bajo proyectividad:

SRuv = Vyuxy — Voxu +25k, 22 (5.14)

esta ecuacion tiene consecuencias interesantes: nos dice que bajo una transformacién de
proyectividad la variacion del Ricci es un objeto totalmente antisimétrico. Esto es: si de-
scomponemos el tensor de Ricci en su parte simétrica y antisimétrica, la parte simétrica
es invariante bajo transformaciones de proyectividad, por tanto si consideramos que el la-
grangiano de gravedad depende solamente de la parte simétrica del tensor de Ricci R,y
toda teoria asociada serd invariante bajo transformaciones de proyectividad. ;Qué conse-
cuencias tiene esto para la torsiéon? Consideremos por simplificacion el caso d =4 y una
transformacion de proyectividad concreta, definida como [Y]:

2

=5k, 8¢ (5.15)

a _ 1o
Civ=Tiv—3
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para esta transformacion es inmediato comprobar que rg;u = Fﬁ‘a. Baséindose en estas

relaciones puede demostrarse [9]:

Siv=0 (5.16)

pv =

donde S, &v = % (f &v — f‘f}“> es el tensor de torsion definido en (3.8). Este resultado es
verdaderamente notable, ya que nos dice que la torsion puede siempre despejarse de las
ecuaciones de movimiento via una transformacion de proyectividad. Si consideramos
entonces que solo la parte simétrica del Ricci interviene en la accion de la gravedad y ésta es
por tanto invariante bajo transformaciones de proyectividad, concluimos que la torsion puede
tomarse como nula en (5.11) siempre que trabajemos solo con la parte simétrica del tensor de
Ricci. Si el tensor de Ricci es simétrico se garantiza la invariancia proyectiva y se salvaguarda
la teoria de grados de libertad fantasmaticos [9]. En este sentido cabe destacar el hecho de
que en un enfoque puramente métrico, acoplamientos no minimos de escalares o vectores
producen inestabilidades de tipo Ostrogradski [191, , , , 59, 55, , , 56, 57]
(esto es, “ghost-like”). Sin embargo, en una formulacién métrico-afin, al entrar la torsién
como un modo proyectivo que puede ser desplazado mediante la eleccion de gauge es posible
un rango mayor de acoplamientos de la materia a la conexion siempre y cuando trabajemos

con la parte simétrica del tensor de Ricci.

5.4 Gravedad GBI

Vamos a centrar nuestra atencion en una teoria RBG concreta. Se trata de una extension de la
RG que ha atraido en los ultimos afios considerable interés tanto en escenarios cosmoldgicos
como astrofisicos [323, , 36, 38, , , 25] conocida como gravedad GBI (“Eddington
inspired Born-Infeld gravity”, EiBI en el original en inglés). Es una teoria de la gravedad
construida en analogia al electromagnetismo de Born-Infeld [6&] e introducida inicialmente
en el formalismo métrico [ 18]. Su formulacién “a la Palatini” [37] incorpora la ventaja
adicional de evitar derivadas de orden superior e inconsistencias “ghost like” al nivel de las
ecuaciones de campo (una extensa monografia sobre las diversas familias de la gravedad de
Born-Infeld y su tratamiento en el formalismo de Palatini puede encontrarse en [58]). La

expresion de la accion asociada a la gravedad de Born-Infeld viene dada por:

1
o1 = 1z [ @ W— gy + €Ruy (D)] = Av/=5 (5.17)
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siendo R,y (I') el tensor de Ricci que consideraremos simétrico, lo que nos permite, como
se ha comentado en la seccion anterior, deshacernos de la torsién. A y € son pardmetros
caracteristicos de la gravedad de Born-Infeld con valores tipicos cercanos a la unidad para A
y a cero para € . Ambos pardmetros caracterizan una constante cosmologica efectiva dada por
Aepr = % lo que podemos ver a partir de un desarrollo en potencias de € de la ecuacion

anterior [58, 49]:

. R (1-1) R
imsn = g5 [ dey g{TW +

£ 1 1
t g [0 g (R ) ol e

a orden cero en € recuperamos la accion caracteristica de la Relatividad General [357] con
una constante cosmoldgica no nula dada por A,rr. Las correcciones a segundo orden sélo
van a ser importantes a muy cortas distancias, caracterizadas por la escala de Planck. En ese

sentido, GBI se reduce a GR en el mencionado limite € — 0.

5.4.1 Ecuaciones de movimiento

Analicemos ahora la forma que toman las ecuaciones de movimiento generales (5.11) para la
gravedad GBI. En ausencia de torsion y suponiendo que la materia no es sensible a la parte

no métrica de la conexidn, las ecuaciones se escriben como:

df f
2
kTuv = W—Eguv
1
0 = ———V,(v/—gPP") (5.19)

N

con P(f[’”] — %(Pgﬂv _pgvu)’ Ol?uv _ 31?[‘;]‘:” yf= f(gMV’Rguv) la funcién definida en
(5.1). Introduzcamos el objeto g,y definido como gyy = guv + ERyy, simétrico al serlo
el tensor métrico y el tensor de Ricci. Ademas, para € = 0 coincide con la propia métrica
espacio-temporal, por lo que podemos asumir g,y como un objeto de naturaleza métrica,
(idea que veremos confirmada al resolver las ecuaciones de movimiento). Ahora, teniendo

en cuenta (5.1) y (5.17) es inmediato comprobar que la funcién f = f (guv,Rg“v) puede

f:§<\/::Z—)L) (5.20)

con g y g los determinantes de los respectivos tensores g,y y guv. Es decir:

escribirse como:
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adf 1 [—g/ dq dg \ 1
dghv € —_q<8g“"g_q8g“v>g_2' 52D

Ademas, sabemos que el tensor métrico se relaciona con su determinante por medio de la

matriz de adjuntos 8ap = 8§ Gap, de donde se sigue la relacion aaaﬁ —88ap (y larelacion
andloga para 7 aﬁ ). Usando la regla de la cadena tenemos:
of RaB F)
dq _ aq (8 +er
— = —qqapds 8 = —qquv,  (5:22)

ag#" o aqaﬁ ag”"

donde hemos usado el hecho de que “off shell” conexién y métrica son campos dindmicos

independientes. Sustituyendo este resultado en (5.21) expresamos asimismo % en funcion

de & 8uv,4q,Y quv-
af 1 |—q
EF =z —_g <guv - ‘]uv) (5.23)
usando ahora (5.20) y (5.23) es inmediato elaborar la primera de las ecuaciones de campo

(5.19) en funcidn del objeto gy y:

\ /:—;]qﬂv — g = —ekPTHY (5.24)

veamos ahora la informacion relevante que podemos extraer de la segunda de las ecua-
ciones de campo en el caso particular que nos ocupa. Para ello comencemos calculando

explicitamente el tensor de cuarto orden PE*:

phuy _ of 1 9§ 1\/§1 dq (5.25)
o o *
aRﬁuv €y =L IR,y q8IRg,,

donde hemos usado de nuevo el hecho de que la métrica es independiente de la conexion,

(y por tanto del tensor de Riemann) en un escenario “off shell”. Usando de nuevo la regla

de la cadena y la relacion g = QB dop cON 0%B 1a correspondiente matriz de adjuntos, es

inmediato reescribir (5.25) como PB BV — é\/% i,] q°" aa,?(? L. Para calcular la dltima derivada
Buv

usamos (5.20) y escribimos ggr = gor + e8P RGPT , lo que implica :

(98;57 — €80, 57,86 57 55 = 84, 85 57 (5.26)
Buv
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phry —

y obtenemos finalmente %qﬁ" 8% vy andlogamente para P£**. Sustituyendo estos

resultados en la correspondiente ecuacion de movimiento encontramos:

1 _
0 = —7="u (x/—_g\/_—g[qm%—qﬁ“%]) =
1

1
= ———VaolvV=q¢"") + —=V.(v/=q4"*5), 5.27

ecuacion diferencial cuya solucion inmediata es V(1 /—¢g¢"") = 0. Resultado de enorme

importancia, pues implica que la conexion fisica F&v implicada en la derivada covariante V y

puede calcularse directamente como la conexion de Levi-Civita del tensor g,y:

Ao
F;}v = qT(aMQav + anom - a(xquv) (5.28)

y justifica la definicion de g,y a modo de “pseudométrica” o “tensor métrico auxiliar”. Si
tenemos en cuenta entonces que el objeto g,y describe la métrica espacio-temporal, es claro
entonces que la GBI formulada “a la Palatini” (y en general cualquier otra teoria RBG asi
formulada) es una teoria en la que hay una no metricidad explicita. La situacion deviene
asi analoga a la descrita en (3.44) con gy haciendo el papel de Ay, es decir: el de una
pseudométrica que, establecida de acuerdo a ciertas prescripciones dadas, permitia recuperar
el proceso de medida de un observador ligado a la estructura cristalina con defectos y una
cierta estructura riemanniana. Esta es una caracteristica asociada a toda teoria RBG en el
planteamiento “a la Palatini”: la capacidad de correlacionar un espacio-tiempo dindmico,
asociado a la gravedad, con estructuras de estado sélido en las que existen defectos en la red
cristalina, acercando de esta manera la imagen que tenemos del espacio-tiempo tal y como
lo entendi6 Einstein a la estructura cudntica sugerida por Wheeler. Desde un punto de vista
puramente operativo, (5.28) abre la puerta a encontrar soluciones analiticas para la gravedad
GBI en el momento en que la acoplemos a diversas fuentes de materia [168, 49, ly
servird asimismo como nucleo para desarrollar el concepto de “mapping”, o correspondencia

entre los espacios de soluciones en el marco de la RG y aquellas asociadas a las teorias RBG

[12, 11].

5.4.2 La matriz de deformacion

La ecuacion (5.24) permite relacionar los tensores ¢y g a través de una expresion matricial
Guv = 8uaf$ y queremos encontrar la forma explicita de la matriz Q implicada. Partiendo
de §=2Q es inmediato escribir:
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(Q e =gt° = :—g (A Ho —kst“"> -
% (1ot —iert )5 (5.29)

lo que nos permite identificar (ﬁ_l YA como % <7L 8 —k2eTt ) y usando la relacion entre
determinantes | 7 |=| g || Q | obtener finalmente la expresién para la matriz de deformacion:

VIQ (@Y = A8 —k2eT) . (5.30)

En el vacio se tiene THY = 0 y la matriz deformacion es proporcional a la matriz identidad,

resultado que nos informa de que, en ausencia de materia, los tensores gy g coinciden salvo
una constante de proporcionalidad. De acuerdo con (5.30) esto implica que la metricidad
es recuperada y en ausencia de materia la gravedad GBI no ofrece resultados distintos a los
de la solucion convencional en el contexto GR (mas un término en constante cosmologica,
siempre que A # 1). Por otra parte, escribiendo £Ry;y(¢) = quv — guv, multiplicando ambos
lados de esta igualdad por la inversa de g'y definiendo € R, (7)g*" = €R{ (¢) obtenemos:

8R\'L/L(CI) = (qua — 8ua)g™’ = 5; — (ngl);: (5.31)

usando esta tltima igualdad, un célculo directo nos permite finalmente reescribir R., (¢)

COomo:

k2

YED

con T#, = g"P T,y (como hemos comentado, de acuerdo al PE la materia representada por el

Ry (q) = (Lgoy+T4y) (5.32)

tensor energia-momento se acopla tinicamente a la métrica, por lo que subiremos y bajaremos
2|2
ke

a expresar toda la teorfa en un marco de referencia propio de la RG, via la redefinicién del

indices de este tensor con el objeto g;v) y Lg = . La ecuacion (5.32) abre la puerta

tensor energia-momento, idea esta que es el fundamento del mecanismo conocido como

“mapping” y de cuyas ideas bésicas nos ocuparemos en la siguiente seccion.
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5.5 El “mapping” entre ‘““frames”

5.5.1 Relaciones fundamentales

El hecho de que en las teorias RBG formuladas en el planteamiento métrico-afin la conexién
fisica es susceptible de ser expresada en términos de la conexion de Levi-Civita de una
“métrica auxiliar” g,y cuya relacion con la métrica espacio-temporal es piramente algebraica
permite reexpresar las ecuaciones del movimiento de forma que se asemejen a las ecuaciones
de Einstein en el llamado “Einstein-Frame” (EF), lo que permite, bajo determinados modelos
caracterizados por distintas fuentes de materia [12, 11, ], resolver analiticamente las
ecuaciones del movimiento mediante un elegante procedimiento en el que se sustituye
la resolucion de ecuaciones diferenciales por la resolucion de ecuaciones algebraicas, de
tal forma que se puede tomar una solucion dada en el contexto de la GR y usarla como
punto de partida que exportar al contexto métrico-afin. En nuestro trabajo ilustraremos
esta idea mediante el uso de lagrangianos de materia asociados a campos escalares (cuyo
interés estd plenamente justificado en multiples contextos fisicos: soluciones astrofisicas
que involucran campos bosénicos y estructuras de Proca [247, 72], agujeros negros en
rotacion [ | 89], sombras de agujeros negros [ | 08], modelos inflacionarios [22, ] o defectos
topoldgicos [48] entre otros muchos), asi como el electromagnetismo de Maxwell o modelos
de electromagnetismo no lineal (NEDs), como la ya mencionada propuesta de Born-Infeld
[68] y con aplicaciones en el campo de la correspondencia AdS/CFT [79], gravedad Rainbow
[186] o en diversos escenarios cosmoldgicos y astrofisicos [ 150, , , , , ,
, , , , , ]. En esta seccion daremos algunas pinceladas basicas del
mecanismo del “mapping”, las cuales ampliaremos en las secciones dedicadas a nuestra
propia investigacion. Para un desarrollo exhaustivo de los fundamentos del “mapping”, tanto
para campos escalares como para modelos no lineales de electromagnetismo, las mencionadas
referencias [12, 11, ] contienen toda la informacion necesaria.
Partamos entonces, como ya hemos avanzado, de la primera de nuestras ecuaciones

generales (5.11). Considerando la funcién:

F(8uv R ) = 2% (v, Ruv (1)) (533)

con Zy (guv s Ryuy (F)) el lagrangiano de gravedad de una teoria RBG general, de forma que

podemos reescribir la ecuacién de campo como:

up 0Ly (guwRuv(F>>
dgPVv

1 1
g 5% (guv,Ruv(F)> 8 = 51! (5.34)
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al lagrangiano de gravedad, como ya hemos comentado en secciones anteriores, le vamos
a pedir que sea invariante bajo difeomorfismos e invariancia proyectiva [ 17, 9]. Bajo
transformaciones proyectivas la parte simétrica del tensor de Ricci permanece invariante,
mientras que la parte antisimétrica como hemos visto, sigue una ley de transformacién no
trivial. Si queremos que el lagrangiano de gravedad sea invariante bajo transformaciones
proyectivas y sortear asi la presencia de torsion, debe ser inicamente funcién de la parte
simétrica del Ricci, lo que da estabilidad a la teoria. Tendremos entonces Ry = 8, Rvs =
8ap8&PYRsv y podemos reescribir la derivada implicada en (5.34) como:

0%y _ 0%y dRyo _ 0%y
27"~ Rao 957 5P IR 53
lo que implica:
0%y 1

introduzcamos ahora el tensor g""definido como:

046

Vg =24
uv

(5.37)

es un ejercicio interesante comprobar que el tensor g*"asi definido coincide con la anterior
definicion dada a partir de la ecuacién (5.19) cuando consideramos GBI como la teoria RBG.

Utilizando esta definicién podemos reescribr la ecuacién de movimiento como:

¢"PRpy (L) = K2,/ =5 (Tc‘ L 55) (5.38)
tomando trazas en ella:
4P Rep(T) = k2, | —2 <T + d.,%) (5.39)
—-q

conT = T,’; y d la dimensién del espacio-tiempo. Combinando ambas ecuaciones un calculo

directo nos permite escribir :

1
G%(Qar) = q#Pva(l") - EqpoRop (F)3‘J =

_ kz\/:ji(ﬁ _ st [(dgz)gﬁg}) — PTH (5.40)
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Esta ecuacion fundamenta el procedimiento que llamamos “mapping” o correspondencia
entre “frames” y es conveniente, por tanto, analizar con cierto detalle todos sus componentes.
En primer lugar, la definiciéon de la izquierda nos remite directamente la definicion del
tensor de Einstein en el marco de RG. Por otra parte, si asumimos que dada una teoria
RBG es posible establecer una relacion algebraica entre el tensor g"V y la métrica espacio-
temporal (ya hemos visto explicitamente en la seccion anterior que esto es posible para GBI
mediante el concepto de matriz de deformacién y es también posible para teorias de tipo
f(R) [277] en las que la matriz de deformacion se reduce a un escalar y la relacion entre
métricas es de tipo conforme. Volveremos a este punto en nuestra investigaciéon cuando
examinemos los términos de superficie asociados), entonces todo el término de la derecha
de (5.40) puede reescribirse en funcion del tensor g,y y la expresion deviene una especie
de ecuacion de Einstein en el marco de la RG haciendo las identificaciones de gy con
una cierta métrica espacio-temporal acoplada a una fuente de materia dada descrita por el
objeto T = \/% (Téi — &b [@fc + %] ) en lo que constituye el marco de trabajo que
llamamos “Einstein-Frame”. Una ultima observacion es necesaria para completar el cuadro:
en el EF los indices asociados a cantidades tensoriales suben y bajan mediante el tensor gy,
pues éste hace el papel de métrica espacio-temporal, por lo que el objeto g"P R,y (I") puede
escribirse como R, (¢) en dicho marco de trabajo. Esta idea ya estaba presente en nuestra
argumentacion previa a (5.31) de tal forma que podemos partir de un problema bien conocido
y resuelto en RG y utilizar su solucién como semilla para el problema correspondiente
en el marco RBG. Esto se hace en la practica [168, , 10] dejando a las soluciones
bien conocidas en el contexto RG jugar el papel de tensor g,y en el RF y obteniendo por
sustitucion algebrdica las forma que toma en dicho “frame” la métrica espacio-temporal g,y .

Podemos completar la imagen de correspondencia entre “frames” que emerge de (5.40)
explicitando el papel de la materia: si usamos la ecuacion que define el tensor energia-

momento (5.10), un cdlculo directo nos permite reescribirla como [117]:

—g 0%, 0%,
Gh(q,T) = -k _—q{zg”pWﬂLw(iﬂgﬂLgm—gpc&gT)} (5.41)

5.5.2 “Mapping” y fluidos anisétropos

Concluiremos esta introduccion al concepto de correspondencia entre “frames” ilustrando
dicha correspondencia en un contexto fisico de referencia como es el de los fluidos anisétropos.
Los diferentes modelos de electromagnetismo en un escenario de simetria esférica pueden

muy bien simularse mediante el uso de fluidos anis6tropos caracterizados por presion y den-
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sidades radiales y tangenciales [ ], ]. El tensor energia momento de un fluido anis6tropo

puede escribirse de acuerdo a [233]:

T = (p+P)utuy + P85 +(P.— ) x" xv (5.42)

siendo —1 = gy utu¥ = —guy x*x", p la densidad del fluido, u* su cuadrivelocidad y P, y
P, las presiones en la direccion radial y tangencial (el electromagnetismo de Maxwell puede
modelizarse como un fluido en el que P, = —F = p ) con x* un vector de tipo espacial que
marca la direccion radial (si consideramos un observador comoévil con el fluido entonces
ut = (u°,0) y x* = (0,%")). Para un fluido descrito por la anterior ecuacién, un cilculo

directo permite escribir (5.41) como:

Gy = k¥

~

(p+ Rty + (P = P)x" 20 +
| Q

u
v %V(p Pt (4—d)P+(2 —d)gg)} (5.43)

ahora bien, usando el “mapping” el tensor G%, (¢) puede escribirse también en el EF mediante

la igualdad:

Gilq) =TV =2 | (p+ P vy + B 8 + (P~ P)E"e,| (5.44)

con utuy, = vty y x*xv = EHE, . Tgualando coeficientes encontramos las relaciones:

~ o~ 1
p+pr = — (p+Ph)
| Q |
~ o~ 1
P.—F = — (Pr_Pt)
VI
~ 1
Bo= ——(p-Pt+E-dp+2-d) %) (5.45)
24/] 2

(Como encontramos a partir de aqui la métrica g,? Consideremos como caso particular la
gravedad GBI : en ese caso la matriz de deformacion se escribia como (5.30); sustituyendo
la forma de T} dada por (5.42) obtenemos:
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1 P, P.— P,
— (A —€k°R)8) — ek’ [(p +At)u“uv + ( A’)
V12 | Q| V12
VIR
ke
tuyendo en la tercera, encontramos

@i

] (546)

teniendo en cuenta que Lg =

restando las dos primeras ecuaciones (5.45) y susti-
(A—ek?R) _ 8k2( )

vial

lo que nos permite escribir la

matriz de deformacién como:

(814 =[1-er @Dt e[ By - PIEE] 547

y desde aqui es ya inmediato encontrar la forma de la métrica espacio-temporal en GBI en

términos de la representacion en fluidos anisétropos:

(p—P)
d—2

guy = |1—ek? gy — 2| B+ Bywv + (B - B) &ty (5.48)
En los préximos capitulos veremos otras derivaciones de esta tltima expresion y su aplicacion

para obtener soluciones con rotacion.

5.6 Otras teorias RBG

Citaremos brevemente otra familia de teorias RBG con las que es habitual trabajar en el
marco de las teorias métrico-afines formuladas ““a la Palatini”, las llamadas teorias f(R,Q),
con f(R,Q) = f(g“"R”v,g“O‘g"ﬁRuvRaﬁ), que suponen la adicion en el lagrangiano de
potencias del tensor de Ricci. Dichas extensiones de la gravedad han sido ampliamente
explotadas en el marco de trabajo de una geometria métrico-afin [243, ]. Para este tipo

de teorias las ecuaciones de movimiento (5.11) en ausencia de torsién se escriben como:

[ R 208 — o
fRR,uv—];guV“f’zfQRuocgaBRﬁv = szuv (5.49)

con la notacion fy = a)J; , X = {R,Q}. Es inmediato reescribir la primera de ellas en la forma

= gﬁ’l(fRS;L" +2foB})] =0, con By = R),¢*", de forma que si definimos ahora el
tensor simétrico Ay, cumpliendo:

V=g &P (fz8) +2f0B)) =V —hhyy (5.50)
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es evidente que la conexion fisica va a resolverse como la conexién de Levi-Civita del
tensor A,y y podemos asimismo definir la matriz de deformacion dada en este ocasion por la
relacién £ = X = (fr6) +2fpB);) con lo que es inmediato encontrar las relaciones entre
ambos tensores:

-~ ~ o
hey = V5 (Zl>”gav

poy v
prvoo— 8 Za (5.51)

VE

desde las ecuaciones de movimiento (5.49) es asimismo directo comprobar, como ya ocurria

en GBI, que R, Q, B} y la matriz de deformaci6n §| son funciones algebraicas de la materia,
por lo que usando las relaciones (5.51) y con cédlculos muy similares a los de las secciones
anteriores, es inmediato obtener [278]:

RY(h) = Ryah® = ——(L6% 11278 (5.52)

M \/Ei 2
que es la misma ecuacioén encontrada ya en (5.38) para un lagrangiano RBG genérico. Las
teorias f(R, Q) y su caso limite f(R) [277] han sido ampliamente explotadas en escenarios
diferentes a los que utilizaremos aqui: podemos citar, entre otros, el estudio de escenarios
cosmoldgicos [278, ], agujeros de gusano interpretados como realizacién geométrica de
la correlacion ER = EPR [243] o efectos observables de la no metricidad en las interacciones
fermionicas, escalares o electromagnéticas [1 16, ].

En los siguientes capitulos de este trabajo, en los que se reproducen los articulos de
investigacion en los que he participado en calidad de doctorando, se utilizard abundantemente
el formalismo y los procedimientos empleados aqui, esto puede producir en algiin momento
cierta repeticién en la introduccion de conceptos, pero consideramos que la explicacion
detallada de dichas técnicas y procedimientos de correspondencia entre marcos de trabajo
que se ha llevado a cabo en este capitulo puede facilitar la comprension de los contenidos
de dichos articulos, en los que los fundamentos del procedimiento de “mapping” y la
presentacion de la accidn y las ecuaciones de campo implicadas dan rdpidamente paso a la

deduccion de resultados y anélisis de los mismos en el contexto de problemas concretos.
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Capitulo 6

Agujeros negros con rotacion en GBI:

una solucion exacta

6.1 Introduccion

Entre las distintas soluciones exactas de las ecuaciones de la RG que se conocen, s6lo algunas
de ellas aportan significado fisico relevante [341]. Destacan en este grupo las soluciones de
tipo estacionario y con simetria axial. De hecho, los teoremas de unicidad [93, , ] nos
aseguran que la solucion mas general posible de naturaleza electromagnética en el vacio es
la solucion de Kerr-Newman, que puede interpretarse como el campo gravitatorio exterior a
un cuerpo descrito Unicamente por su masa, carga eléctrica y momento angular [213, ].
La fiabilidad de la solucién de Kerr (es decir, de la solucién no cargada eléctricamente)
en la descripcion de agujeros negros astrofisicos ha sido establecida por diversos medios,
incluyendo espectroscopia de rayos X procedentes del disco de acrecion de agujeros negros
estelares y supermasivos [203, 85], asi como mediante técnicas de lentes gravitacionales
(consultar [ 108] para una revision reciente ) recientemente culminadas en la visualizacién
de la sombra del objeto supermasivo de la galaxia M87 [254]. Ademas, los resultados
numéricos procedentes de las ondas gravitacionales generadas en la fusion de dos agujeros
negros descritos por la solucion de Kerr son compatibles con la sefial ondulatoria observada
por la colaboraciéon LIGO-VIRGO [2, 4].

Con el advenimiento la astronomia de ondas gravitacionales, la posibilidad de poner a
prueba el régimen fuerte del campo gravitatorio y la biisqueda de nueva Fisica mas alld de la
RG estd ahora mds cerca que nunca [6]. La correcta identificacion e interpretacion de la nueva
Fisica relacionada, por ejemplo, con la generacién y propagacion de ondas gravitacionales

generadas en la fusion de agujeros negros[375, 63, 62] requiere una profunda comprension
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de los fendmenos subyacentes y por esta razon la obtencion de soluciones analiticas exactas
para el caso rotacional en diferentes teorias de la gravedad y escenarios astrofisicos es uno
de los puntos que en la actualidad presentan un mayor interés. Sin embargo, los progresos en
esta direccion han encontrado dificultades diversas. En primer lugar, dada la complejidad
adicional tipicamente presente en las ecuaciones de campo de muchas teorias de gravedad
modificada (en general se trata de ecuaciones de cuarto orden y de carédcter altamente no
lineal) su resolucién se ha convertido en todo un desafio que tipicamente ha requerido de la
introduccidn de simplificaciones adicionales tales como el adoptar soluciones de curvatura
constante o escenarios de baja velocidad de rotacion, o la adopcién de métodos numéricos (ver
[221, , , , , 35,98, , 20, , 73,76, 19, 81, , ] para la descripcion
de algunos trabajos en este sentido).! En segundo lugar, el desarrollo de c6digos numéricos
avanzados para resolver esta cuestion estd profundamente vinculado a la naturaleza de las
ecuaciones de campo de la RG, y su modificacion para cada una de las diversas teorias de
gravedad modificada es una tarea que debe llevarse a cabo caso por caso, por lo que resulta
extremadamente costosa desde el punto de vista computacional y de recursos humanos. Estas
circunstancias dificultan la obtencién de informacion relevante de las diversas teorias de
gravedad modificada con el objeto de analizar la desviacion de sus predicciones respecto
de las correspondientes a la RG en escenarios tales como el espectro de ondas y modos
cuasi-normales en las actuales y futuras observaciones, como por ejemplo LISA ([61, 43]) o
la mencionada espectroscopia de rayos X en los discos de acrecion de agujeros negros de
tipo estelar ([34, 84]).

El principal objetivo de este capitulo es el de obtener una solucién exacta para el agujero
negro en rotacion en una teoria de la gravedad modificada, valiéndose para ello de nuevas y
mejoradas técnicas de resolucion. Las teorias de la gravedad consideradas vienen definidas
mediante una densidad Lagrangiana construida en base a contracciones del tensor de Ricci
y del tensor métrico (teorias RBG) formuladas en espacios métrico-afines, en los que la
métrica y la conexion son entidades independientes [277]. A diferencia de la formulacion
métrica usual, el marco de trabajo métrico-afin garantiza para estas teorias ecuaciones de
campo de segundo orden y “ghost-free”, las cuales propagan sélo los dos modos tensoriales
del campo gravitatorio a la velocidad de la luz, lo cual resulta automéaticamente compatible
con los datos encontrados en la fusién de sistemas binarios de estrellas de neutrones [3].

Los agujeros negros en rotacion presentados aqui se obtienen usando un método reciente-
mente establecido de correspondencia o “mapping” entre las teorias RBG y la RG, por el
cual las ecuaciones de campo y soluciones de ésta ultima acoplada a ciertos Lagrangianos

'Una aproximacién alternativa es la parametrizaciones independiente de modelo de las desviaciones del
agujero negro de Kerr, las cuales tienen algunas ventajas, asi como ciertas limitaciones, ver [204, 222].
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de materia pueden ser mapeados a las ecuaciones de campo y soluciones de las primeras
acopladas a los mismos campos de materia, pero con una densidad Lagrangiana diferente, y
viceversa [ |4]. La potencia de este método es evidente: en lugar de solucionar ecuaciones
de campo altamente no lineales en el lado RBG podemos trasladar el problema al lado RG
y usar los métodos analiticos y numéricos ya existentes para obtener una solucion. Dicha
solucion es entonces transformada algebraicamente obteniéndose en esta transformacion la
correspondiente solucién en el lado RBG. La justificacién de dicha técnica de correspon-
dencia ha sido ya establecida para campos electromagnéticos [ 1, ] y escalares [12]
obteniéndose soluciones exactas, y recientemente, asimismo, dicha técnica ha sido empleada
para encontrar nuevos objetos compactos en teorias RBG partiendo de la solucién de tipo
escalar en RG [13].

En este capitulo usaremos la solucién de Kerr-Newman propia de la RG como punto
de partida para obtener las correspondientes soluciones en el lado RBG que escogeremos
como la gravedad de Born-Infeld (GBI) [39]. Dicha eleccion esta motivada en las muchas
aplicaciones de este modelo en astrofisica y cosmologia ( [292, , , , , , ,

, , 70, , 67]) (ver [58] para una reciente revision) encontraremos que la fuente
de materia en el lado RG sera el electromagnetismo de Maxwell, que se correspondera
en el lado GBI con un electromagnetismo de tipo Born-Infeld [69]. Aunque, desde un
punto de vista fisico, este escenario quizds no es el mas interesante (el escenario mas
interesante corresponderia a encontrar la contraparte en el sector de materia en el lado RG
de una gravedad GBI acoplada al electromagnetismo de Maxwell), nos serd de utilidad para
comprobar la fiabilidad del método de mapeo cuando lo aplicamos a escenarios de simetria
axial, y de otra, para comenzar la exploracion de diferencias cualitativas de estas soluciones
en GBI comparadas con las soluciones Kerr-Newman convencionales en el contexto RG. Por
otra parte, hay que notar que los agujeros negros en rotacion tienden a descargarse debido a
varios efectos [357, ]y, por tanto, desde un punto de vista puramente astrofisico, suele
despreciarse la carga residual como una buena aproximacion [33]. Sin embargo, existen
diversos mecanismos por los cuales dicha carga residual (pero apreciable) podria desempefar
un papel fisicamente relevante. Un ejemplo de esto se tiene en la interaccion del agujero
negro con su propio disco de acrecién [349] o con los rayos cosmicos presentes en su
vecindad [376]. En las teorias RBG, el papel de la carga eléctrica es el de suministrar nuevas
dindmicas debidas a los nuevos acoplamientos con la materia caracteristicos de estas teorias.
En ese sentido, comprobaremos que, a pesar de sus limitaciones, la solucién obtenida nos da
importante informacidn relacionada con la nueva Fisica introducida por las modificaciones a
la RG.
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El contenido de este capitulo estd organizado de la siguiente forma: primero introducimos
una familia de teorias RBG, construimos el “mapping” con RG para el caso de fluidos
anisOtropos y particularizamos para el caso de la gravedad GBI. Después de esto, se con-
struyen soluciones de tipo electrostatico y con simetria esférica mediante la resolucién directa
de las ecuaciones de campo y también mediante la aplicacion de la correspondencia entre
“frames” verificandose la mutua consistencia y encontrando que la RG acoplada al electro-
magnetismo de Maxwell se mapea en GBI acoplada al electromagnetismo de Born-Infeld.
Hecho esto, aplicaremos el mismo procedimiento a las soluciones de simetria axial con
rotacion, encontrando una solucién analitica exacta y comentaremos sus propiedades mas

relevantes. Terminaremos con unas conclusiones y alguna reflexion al respecto.

6.2 El procedimiento de ‘“mapping”

6.2.1 Gravedad RBG

Comencemos definiendo la familia de teorias de la gravedad en las que estamos interesados.

Estas vienen dadas por una accién de la forma:

1
TG = 5.5 / d*xy/=8.Z5(8uv, Ruv () 6.1)

+ /d4x\/—g$m(guv, V) ,

con las siguientes definiciones y convenciones: k2 es la constante de Newton en las unidades
adecuadas (en RG, x? = 87G), g es el determinante de la métrica espacio-temporal guv-la
cual es a priori independiente de la conexion afin I' = Fﬁv (formalismo de Palatini, o métrico-
afin), con el tensor de Ricci dado por R,y (I') = R%4v(I"). Al tratar en este trabajo con
campos bosénicos minimamente acoplados, la torsién puede considerarse nula [9] y podemos
entonces considerar inicamente la parte simétrica del tensor de Ricci 2 en la accién (6.1). La
densidad Lagrangiana RBG % se construye en términos de potencias de la traza del objeto
M*, = g"*Rgy 1o cual incluye como ejemplos particulares la propia RG, gravedad f(R),
gravedades cuadriticas en el tensor de Ricci, o la propia gravedad GBI y sus extensiones [58],
entre muchas otras. Finalmente, el Lagrangiano de materia .%, se considera dependiente

%Estas condiciones garantizan la invariancia de las teorfas consideradas bajo transformaciones de proyec-
tividad, Fﬁv — Fﬁv + 6”5"}, donde &, es una uno-forma arbitraria asociada a la libertad de gauge en la
parametrizacion de las trayectorias de las particulas. Esto salvaguarda la teoria frente a grados de libertad de
tipo “ghost-like” asociados al sector no invariante bajo transformaciones de proyectividad ver [52, 53] para mas
detalles.
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de la métrica y de los campos de materia y;,, pero no de la conexion, de acuerdo con el
principio de equivalencia,[366].

Como ha sido deducido en otras secciones de esta tesis y en [58], las ecuaciones de
campo de cualquier teoria RBG definida por la accién (6.1) pueden escribirse como:

GHla) = 5 ru,—sm, (2o T 6.2
V(Q)_‘Q‘I/Z v—0"y G‘f’z ) (6.2)
donde T,y = \/L_fg% es el tensor energia-momento de la materia y T = g"V7),y su traza.

Aqui g,y representa la métrica del EF, la cual es compatible con la conexion independiente,
esto es, VE (3 /—qq*P ) = 0. Esta métrica se relaciona con la métrica espacio-temporal gy,
que es la que se acopla a los campos de materia (ver Ec.(6.1)), mediante una relacion de la

forma:
quv = ganav ) (6.3)

donde Q = Q%, es la matriz de deformacién ( a partir de aqui el simbolo " se usard para

denotar una matriz y las barras verticales su correspondiente determinante ), y cuya forma
explicita depende del particular % elegido, pero que siempre puede escribirse “on-shell”
como funcién de los campos de materia y (posiblemente) de la métrica espacio-temporal (lo
mismo se aplica al propio Lagrangiano .Z;;). Las ecuaciones de campo (6.2) se caracterizan
por ser de segundo orden e independientes de gauge y recuperan las soluciones RG en el
vacio (ya que en ese caso T, = 0 lo que implica R*\ (q) = 0y guv = guv, salvo reescalado
por una constante trivial), y propagan dos polarizaciones tensoriales del campo gravitatorio

(ondas gravitatorias) que viajan a la velocidad de la luz.

6.2.2 “Mapping” con fluidos anisoétropos

La forma de las ecuaciones de campo (6.2) parecen invitarnos a reescribirlas bajo la forma

Einsteiniana estandard, esto es:
G*y(q) = K°T*\(q) , (6.4)

donde a partir de (6.2) el nuevo tensor energia-momento viene dado por:

_ 1 T
T™y(q) = |Q‘1/2 {T”v—ytv (gG‘i‘E)} . (6.5)

Si es factible encontrar un T, (g) tal que su dependencia en g,y pueda ser eliminada

completamente y sustituida por una dependencia de g,y y en los campos de materia, podria
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entonces establecerse una correspondencia entre la teorfa original RBG y la RG. Para ilustrar
como puede realizarse esta correspondencia , consideremos el acoplamiento de una teoria
RBG generica a una fuente de materia representada por un fluido anisétropo cuyo tensor

energia-momento es de la forma:

™y =(p+p)uruy+p 6"+ (pr—p)x" xv (6.6)

donde se han introducido los vectores normalizados guvutu’ = =1y guvx*x" = +1de
tipo temporal y espacial mientras que p es la densidad de energia del fluido, p, su presion
en la direccion de y*, y p, (r) su presion tangencial en la direccion ortogonal a y*. Como
veremos, los campos eléctricos (entre otros muchos ejemplos) pueden ser descritos como
fluidos anisétropos con la estructura anterior. Esto facilitara nuestro andlisis de las soluciones
con carga eléctrica.

Asumiendo ahora la existencia de otro fluido anisétropo en el EF (6.4), dado asimismo

por Ec.(6.6), pero con un conjunto de nuevas funciones {p?, py, p‘i}, es decir:
Ty = (p?+p L vy +p 8%y + (p = p7)EHS (6.7)

y con nuevos vectores de tipo temporal, g, v*vY = —1, y espacial g,y EHEY = +1 con lo
cual las relaciones (6.5) toman la forma explicita:

1 P—pr
q — _
Pl = \Q\l/z{ . .,%G] (6.8)
q 9 _ p+pj_
q_ 9 — Pr”PL
pr pJ_ |Q|]/2 . (610)

Estas relaciones escalares deben ser suplementadas con las relaciones utu, = vfv, y x*xy =
EHE,. Y es sencillo verificar que para un fluido anisétropo y un Lagrangiano RBG dado,
QM en Ec.(6.3) siempre puede escribirse como:

qu:asuv+ﬁuuuv+’}/xl'£%v 5 (611)
0, equivalentemente, como:

Q= adty + vy, +yEHE, | (6.12)
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donde a, 3, y v son funciones de las variables p, p,, p| o, equivalentemente, de p4, p, pqr
La forma explicita de estas funciones depende del Lagrangiano RBG especifico que se

considere.

6.2.3 Ejemplo: GBI con campos electromagnéticos

Para trabajar en un escenario explicito, consideremos la gravedad GBI, cuya accién puede

ser expresada como:[58]
1
yEiB1:@/d4x(\/—q—lv—g) : (6.13)

Aqui g,y = guv +€Ryy(T) indica la métrica compatible con la conexidn, es decir VE (v/—qq*P) =
0, y € es un pardmetro con dimensiones de longitud al cuadrado , de forma que una expansion
perturbativa en serie de |R,v| < 1/€ lleva (6.13) a:

R
SEiBI R /d4xv -8 (m —Aeff) (6.14)
€ 4 R? pv 2
- m/dx\/—g —5 tRuwR +0(g7),

la cual no es otra cosa que la RG con una constante cosmoldgica efectiva dada por A, rr = %’

mas correcciones cuadraticas en la curvatura. Para la accién (6.13) la matriz de deformacion

viene dada por la relacién [58]:
Q2 QN = A8H, — KZeTH, | (6.15)
mientras que el Lagrangiano GBI puede ser convenientemente expresado como:

B |Q|1/2_)L

e
K2e

(6.16)
Usando Ec.(6.15) y la expresion del tensor energia-momento (6.6), es directo obtener:

Q2@ )T = (A —ex?p.)SH, 6.17)
— wel(p+pL)utuy+ (pr—p)x" 2]
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que siempre puede expresarse en funcion de las variables propias del EF Ecs.(6.8), (6.9) y
(6.10) como:

2
@) = (1=t p) o .19
— e [(p7+ pT)vivy + (pl - p1)EHEV] -

Usando la relacion fundamental (6.3), la métrica espacio-temporal en el lado RBG se escribe

como:

2
g = (155107 11 = [0+ P+ 0~ PDES] - 619
Esta relacion es muy importante, pues proporciona una solucién para la gravedad GBI
partiendo de cualquier solucién conocida en RG que pueda ser expresada en términos de
fluidos anisétropos.

Como las densidades Lagrangianas de materia propias tanto del marco RBG como
del lado RG son por lo general no lineales, consideremos entonces la electrodindmica no
lineal (NED), que puede definirse en términos de una densidad Lagrangiana y(X,Y), donde
X = —%Fqu HVyYy = %Fuv * F*V son los dos invariantes de campo que pueden construirse a
partir del tensor campo electromagnético Fj,y = dyAy — dyAy y su dual xFHY = %8“"0‘/3 Fogs
donde A es el potencial vector. Campos electrostaticos y con simetria esférica tienen
una sola componente independiente no nula F;, # 0 (ya que Y = 0) y pueden interpretarse
como fluidos que satisfacen p, = —p y p, = K(p), donde la funcién K(p) caracteriza

implicitamente la electrodinamica correspondiente mediante las identificaciones [ 1]:

y(X) = 8zK(p) (6.20)
v—-2Xyy = —87mp. (6.21)

Ahora las ecuaciones del “mapping” (6.8), (6.9) y (6.10) para esta combinacion de gravedad
GBI (6.13) con campos electrostiticos (aqui las tildes representan un factor implicito £x2)

[11]:

 APa— (A1)
Py = —. (6.22)
g - Mat(@-1) (6.23)

1+ Ko
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Estas ecuaciones implican que, en general cualquier fuente de materia descrita por una
NED en el lado RBG definida por K, sera mapeada en una electrodindmica no lineal
diferente en el lado RG K. Esto puede ser probado de manera general, no solo para
configuraciones con simetria esférica [12]. Seamos mas concretos y consideremos la elec-
trodindmica estandard de Maxwell en el lado RG, yq (X) = X, la cual satisface la relacién
Ko = Por-Entonces Ecs.(6.22) y (6.23) implican (a partir de este punto nos restringiremos a

soluciones asintéticamente planas, A = 1):

> — ijBI
T4 2py

(6.24)

Con el fin de obtener el modelo NED asociado a este fluido, escribamos las relaciones (6.20)

y (6.21) como:
o pBI
v = 87r1 T 2pn (6.25)
v—2Xyxy = —87py . (6.26)

La solucidn a este sistema de ecuaciones €s:

4 [ K’

donde se ha fijado una constante de integracion para poder recuperar el electromagnetismo
de Maxwell en el limite € — 0, esto es: 1i1’1’(1) y(X) =~ X. Conviene darse cuenta de la similitud
E—

entre este modelo NED vy la teoria del electromagnetismo de Born-Infeld [68] :

Vi (X) = 2B (1 — /11— %) : (6.28)
Identificando B2 — 27 /K€ la correspondencia es exacta. Podemos notar que el signo de &
no es necesariamente positivo, mientras que B2 siempre es una cantidad tipicamente positiva
en escenarios NED.

Elaboremos un poco mads los anteriores resultados. Con el objetivo de generar una solucén
con rotacion en la gravedad GBI comencemos con las soluciones conocidas en RG. En este
capitulo usaremos la solucién de Kerr-Newman. Esta solucién implica un campo eléctrico de
Maxwell en rotacién, lo que es equivalente a un fluido anisétropo en rotacién con Kgz = Pox.

Mapear esta solucion en la gravedad GBI implica su acoplamiento a un modelo NED del
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tipo Born-Infeld Ec.(6.27). Para ser precisos, encontramos una correspondencia entre :

1 4 1 4
SGRAMax = m/d x\/—gR—i-%/d xv/—gX , (6.29)
y
1 4
Fwmem = == [ d[\/~lgu +eRuvl - Vg (630)
1
+ 2 / d*xy/=gymi(X) . (6.31)

En trabajos previos sobre campos electrostaticos en gravedad GBI [285] se ha asumido que
€ <0, lo que implica que el correspondiente modelo NED presenta un signo diferente con
respecto al modelo NED de Born-Infeld estandard. En [283] el caso de gravedad cuadratica
acoplada al modelo NED de Born-Infeld fue objeto de estudio, pero el modelo NED usado en
dicha referencia presentaba el signo opuesto al presentado aqui*. Puntualicemos que, aunque
algunos aspectos del escenario aqui considerado fueron asimismo analizados en Ref. [200],
nuestras consideraciones en la siguiente seccion ofreceran informacion complementaria a
la alli presentada, ademds, permitird comparar los resultados obtenidos alli por resolucion
directa y mediante el procedimiento de “mapping” aqui introducido. Este escenario nos
ayudard a obtener seguridad acerca del mecanismo del mapping, antes de abordar el caso

con rotacion.

6.3 Soluciones con simetria esférica de la gravedad GBI
acoplada a Born-Infeld NED

6.3.1 Generando las soluciones mediante calculo directo

Las ecuaciones de campo para un campo de tipo NED libre toman la forma d;, (/—gyxF*V) =
0 la cual, para campos eléctricos estdticos y con simetria esférica conducen a X %2( =0/,

donde Q es una constante identificada con la carga eléctrica. Asumiendo un elemento de

3Por lo que respecta este capitulo, hemos demostrado explicitamente la correspondencia entre estas dos
teorias para el caso de soluciones con simetria esférica. Puede probarse [288] que este resultado se mantiene
independientemente de la simetria asociada al “background” espacio-temporal, lo que garantiza que podemos
usar los resultados anteriores con total confianza cuando tratemos soluciones con simetria axial.

“En el contexto de modelos NED, la gravedad cuadrética (en escalares de Ricci y Ricci cuadrado) y la
gravedad GBI ofrecen exactamente las mismas soluciones electrostaticas, debido al peculiar comportamiento de
las potencias del tensor energia-momento en ese caso. Ver [1 1] para una discusién detallada sobre este punto.
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linea para gy, de la forma:

ds? = —A(r)di* + B(r)dr* + r*(d6? + sin® 0d ¢?) . (6.32)

Para el modelo NED (6.27), encontramos que la ecuacion NED se resuelve como:

Q2

= (6.33)

donde hemos introducido la escala r# = |e|k>Q? /87 y s corresponde al signo de €, esto es
€ = s|€|. Por otra parte, el tensor energia-momento asociado a un modelo NED viene dado
por:

(6.34)

62><2 WiZXZ

T 1 ( (v —2Xyx)hyxa  0Oax2 >
vV — o 3
81

donde [ y 0 son las matrices 2 x 2 correspondientes a la identidad y a la matriz nula,
respectivamente. Sustituyendo el modelo NED de Born-Infeld (6.27) y el invariante (6.33),

la anterior expresion se escribe como:

T.I 0
T, — ( +12x2 2x2 > ’ (6.35)

O2x2  T-hxo

donde

T+ - +

sQ* <1 - —V"4+4sr§> (6.36)

167Cr? r2

2 2
ro— 32 — (6.37)
167[1"6 r4—{—4sr§

Es facil ver que las anteriores expresiones recuperan las correspondientes a Maxwell tras

una expansion en serie entorno a r. — 0. Sustituyéndolas en la definicién de la matriz de

deformacion (6.15), la estructura en bloques 2 x 2 permanece:

Q. F 0
o, = | TP e (6.38)
02 Q_Dhyo
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siendo
1 r?
o = - |[1+——— 6.39
: 2( i r4+4sr§> ©)
o = %(H—V'A;“”?). (6.40)

Las ecuaciones del campo RBG (6.2) se escriben entonces como:

Ruv(‘])

— . ) 6.41
1Q|1/2 0 (L6 +T )by 6.41)

K2 ( (gg+T+)IA2><2 0 )

donde ]Q] 1/2 = 0, Q_, con las anteriores expresiones para T: y Q., mientras que el
Lagrangiano GBI .Z%; viene dado por Ec.(6.16). Como en la expresién (6.41) el lado derecho
contiene la coordenada radial de la métrica gy, mientras que el lado izquierdo se refiere a
la métrica gy, necesitamos desarrollar la relacion entre ambas. Para ello, introducimos el

elemento de linea para la métrica g,y como:

1
ds? = —C(x)e*Y™Wdr* + mdxz +x*(d6* +sin® 0d @?) (6.42)
X
Comparando los sectores angulares de (6.42) y (6.32) mediante la relacion fundamental (6.3)
con la estructura (6.38) aplicada a nuestro caso, encontramos x> = Q_r2, lo que nos lleva a
las expresiones:

4 4
2= 2 x;rv (6.43)

2 1 2
2 = 5( +,/r4+4srg>. (6.44)

Por otra parte , a partir de la estructura en bloques 2 x 2 de las ecuaciones de campo (6.41)

podemos considerar la substraccion R';(q) — R*x(q) = 0 que nos lleva a y(x) = constante ,
dicha constante siempre puede considerarse cero mediante una redefinicién de la coordenada
temporal sin pérdida de generalidad. Consideremos ahora el “ansatz” estandard para la
funcién masa:

2M(x)

cw=1-=", (6.45)
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la componente R? g de las ecuaciones de campo (6.41) nos lleva a :

2
My K g, (6.46)

2 /@l

que, en términos de la variable r, se puede escribir usando (6.43), como:

1/2

2
K-Q rQ_

M, = = T)r? |1 4+-—~ 6.47
20, (ZLe+T-)r [ +2 Q_] ( )
K202 r\/r2 +/r* +4rds

87v/2 <r2 <r2 +./r* +4r§s> +4r§s> '
La integracion de esta funcion es directa y nos lleva a:

K2Q? 1

M(}"):M()— )
8ﬂ\/§\/r2—i— rt + s4rd

(6.48)

donde My es una constante de integracién que se puede identificar con la masa asintética de
Schwarzschild. Es interesante darse cuenta de que usando (6.44) la funcion de masa anterior
se convierte en: -
K°Q
M(r(x)) =My—

(r(x) = Mo — T -

que no es mas que la funcion de masa de Reissner-Nordstrom en términos de la coordenada

(6.49)

radial x. Finalmente, la expresion completa de la métrica espacio-temporal se puede calcular
usando de nuevo (6.3) como:

C dx
g — _CW o A r*(x)(d6* 4 sin” 0d9?) (6.50)

Q+ C(.X)Q+
donde C(x) viene dada por (6.45) para la funcién de masa (6.49) y r?(x) viene dada por
(6.43), mientras que las funciones Q1 (6.39) y (6.40) se pueden expresar directamente en
términos de la coordenada x como:

1
Q. = — 6.51)
1+%
1
Q. = — (6.52)
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Lo que completa la construccion de las soluciones por calculo directo. Notese que para

r. — 0, recuperamos la solucion Reissner-Nordstrom de RG, como era esperable.

6.3.2 Generando las soluciones via ‘“mapping”

Consideremos ahora la ecuacion (6.19) con el objetivo de derivar las soluciones anteriores
utilizando la solucién Reissner-Nordstrom habitual de RG a modo de solucién semilla. En
el EF la métrica g, viene dada por la ecuacion (6.42) con la funciones que caracterizan la

métrica: 5

=0 : C(x)zl—%Jrr—q (6.53)

donde rg = 2M) es el radio de Schwarzschild y ré = k?Q?/(4x) el radio asociado a la carga.
Para el electromagnetismo de Maxwell tenemos que las componentes del fluido anis6tropo

equivalente vienen dadas por:

r2
p? = 2K§ = (6.54)
pl = pl=—pl (6.55)
vy = (—C(x)'2,0,0,0) (6.56)
En = (0,C(x)"12,0,0) . (6.57)

Con estas definiciones y usando la Ec. (6.18), para un campo de Maxwell las funciones Q.

toman la forma:

1
Q, = — 6.58
+ 1+8K2pq ( )
1
Q. = — . .
1 —ex2p4 (6.59)

Se puede comprobar facilmente que estas expresiones coinciden con las dadas en (6.51) y
(6.52) cuando p? se escribe usando (6.54). Es pues inmediato comprobar que las funciones
de la métrica en (6.32) nos llevan a A(r(x)) = C(x)/Q., B(r(x)) = (dx/dr)*/(C(x)Q.),
y r2(x) = x*/Q_, en completo acuerdo con el elemento de linea (6.50) y las definiciones
introducidas hasta ahora.

Esto verifica que no sélo la teoria de Maxwell acoplada a RG, definida en la accion
(6.29), se mapea en un modelo NED de tipo Born-Infeld acoplado a la gravedad GBI
definida por la accién (6.30), sino que también sus soluciones se correlacionan entre si.

Realizada la comprobacién para configuraciones electrostaticas. Estudiemos a continuacién
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Fig. 6.1 Funcién radial r(x) para el caso s = +1. De izquierda a derecha, las curvas representan
r. =0 (caso RG , r = x, negro punteado) r. = 0.3 (azul sélido), r. = 0.5 (naranja sélido) y r. = 0.7
(verde s6lido). En cada caso, cuando x = r, la funcion radial r(x) se anula, y las soluciones no pueden
extenderse mas alla de este punto.

las propiedades de dichas configuraciones, lo que nos dara informacién muy util antes de

abordar la estructura de sus correspondientes contrapartes para el caso con rotacion.

6.3.3 Propiedades de las soluciones

A partir de la ecuacion Ec.(6.43), la relacion entre las funciones radiales en las geometrias
quv Y guv depende del signo de €. Por inspeccion directa de esta ecuacion para el caso € > 0
(o equivalentemente, s = +1), vemos que r(x) es positivo solo si x > r. como se muestra en
la Fig.6.1. Por tanto, el drea de las dos esferas A = 4772 (x), s6lo es positiva en esa regién ,
y en consecuencia, la geometria sélo estd definida para x > r., con x = r, representando su
centro.

Para el caso s = —1, r(x) tiene un minimo en x = r,, creciendo de nuevo en el intervalo
0 <x < r, y tendiendo a infinito cuando x — 0. El rebote en la funcién r(x) sefiala la
existencia de una estructura de tipo agujero de gusano [354], con la garganta localizada en

x = r. (donde r = v/2r,), como es evidente de la figura 6.2. Dos comentarios son pertinentes
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al respecto: Primero, a diferencia de otros agujeros de gusano encontrados en problemas
previamente abordados en el enfoque de Palatini [279], aqui la coordenada x no se extiende
sobre todo el eje real, lo que significa que estamos en presencia de una estructura de tipo
agujero de gusano asimétrica. En segundo lugar, para escalas mucho mayores que r., es facil
comprobar que (6.50) recupera la solucion de Reissner-Nordstrom (6.53) propia de RG ya
que Q1 — 1, esto significa que nuestra solucion solo difiere de los resultados bien conocidos
en RG en aquellas escalas en las que Q1 se aleja de dicho limite (lo cual es valido para
ambas ramas s = +1). Por lo tanto, las soluciones asi obtenidas en la escala astrofisica es de
esperar que sean muy similares a las de agujero negro con carga en RG, pero con pequenas

correcciones, y €so si, con una estructura de tipo agujero de gusano al acecho en su interior.

6.3.4 Horizontes

Por célculo directo es inmediato comprobar que la norma de los vectores perpendiculares a
las hipersuperficies x = constante , n* = g"vd,x, viene dada por:

x? (r§/2 +x? — rsx)

Ty : (6.60)

w, _
nn#—

que, en general, es nula en:

r¢+t r2 —2r2 202
BN = V; M+ Mz—%, 6.61)

donde x = xBV representa la posicién de los horizontes habituales de la solucién Reissner-

Nordstrom. La componente g (x) de la métrica definida en la ecuacion (6.50) se puede
expresar explicitamente en términos de la coordenada x como:
4 2
r rs Ty

x)=—(14+s=< 1—- 24+ -4 6.62

gtl( ) ( )C4 ) X 2X2 9 ( )

Consideremos primero el caso € > 0 (s = 41). Teniendo en cuenta que el término dentro

del primer paréntesis en (6.62) es siempre finito y positivo, la estructura de horizontes viene

controlada por el término dentro del segundo paréntesis (similar a Reissner-Nordstrom), y

como x > r, este término serd también siempre finito y, ademas, sus raices se corresponden

con las de x§V en Ec.(6.61). Por lo tanto, existen varias configuraciones posibles dependiendo

de la eleccién de los pardmetros del agujero negro y el pardmetro caracteristico de la gravedad

GBI |¢|. La discusion se simplifica si se escribe la posicion de los horizontes en términos
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Fig. 6.2 Funcién radial r(x) para el caso s = —1. Con la misma notacién que en la figura 6.1.

En este caso se produce un rebote en x = rc y para cada valor de r, se sefiala la presencia de
la garganta del agujero de gusano.

de r(x) como ro = {/(x8V)4 —r4/xBV. Lo que muestra claramente que cuando x&V > r,,
se tienen soluciones tipo Reissner-Nordstrom con dos horizontes, un horizonte unico pero
degenerado (correspondiente a agujeros negros extremos) o completamente desprovistas de
horizontes (soluciones desnudas). Para x®V < r. < xﬁN , las soluciones son de tipo agujero
negro de Schwarzschild con un tnico horizonte no degenerado. Finalmente, para xf¥ < r. las
soluciones no tienen horizontes. Para todos estos casos, la componente g, (r) de la métrica
es finita en » = 0 para cualquier valor de r, # 0, tal y como se muestra en la figura 6.3.
Asimismo, es interesante mencionar que esta estructura de horizonte es similar a la de ciertas
familias de modelos NED acoplados a RG [124].

Para el caso s = —1, tenemos que g, (x) se anula siempre en x = r., lo que puede
comprobarse directamente de la ecuacion (6.62). Sin embargo, no esta claro si tal punto
es una hipersuperficie nula o no ya que la norma (6.60) es alli divergente. Teniendo en
cuenta que el vector de Killing temporal d; siempre tiene norma nula en x = r. y que n#ny

cambia de signo en esta hipersuperficie, es conveniente reescribir la ecuacion (6.50) en las
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-15 3

Fig. 6.3 Componente g, (r), de la métrica. Para el caso s = 41y r. = 0,5. Encontramos i)
soluciones tipo Reissner-Nordstrom con dos horizontes (azul solido , r, = 1, ry = 1.5), un solo
horizonte degenerado (azul discontinuo, r; =1, ry = \/5) y sin horizontes (azul punteado, r,
=3, ry = 2); ii) Soluciones tipo Schwarzschild con un solo horizonte (rojo, r, = 1, ry = 2); iii)
soluciones sin horizontes (verde, r, = 0,5, ry = 1,3). Todas las soluciones son asintdticamente
planas, g, — —1 cuando r — oo.

coordenadas de Eddington-Finkelstein como:

ds> = —(1+ sre Cx)dv* +2( 1+ sre dvdx (6.63)
N x4 x4 '
+ r?(x)(d6* +sin® 0d¢?) . (6.64)
Ahora es evidente que para s = —1 la métrica es singular en x = r., lo que podria ser la causa

de las patologias en la norma de las hipersuperficies x = constante. Podemos por lo tanto

suponer que x no es una buena coordenada en x = r, por lo que una nueva coordenada y(x)
4

definida por £+ (1 — ;—2) dx = dy podria solucionar el problema en la métrica, con el signo

positivo correspondiendo a x > r. y el negativo a x < r, para garantizar que la funcién y sea
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monotona. El correspondiente cambio de coordenadas viene dado por:

4
X+ 25 ifx>r
y=R ¥ ay ‘ (6.65)
§rc—<x—|—¢) ifO0<x<r,
y la ecuacidn (6.63) pasa a escribirse como:
ds* = — (1 _ e )Cx y)]dv? + 2dvdy
o) )
4
+ (x(y)2 + (r")2> (d6* +sin® 8d?) (6.66)
Xy

que ahora es no singular en y(x = r.) = 4r./3. Se puede comprobar que la norma del vector

perpendicular a la hipersuperficie y = constante’ viene ahora dada por:

Ay = (1 o ) (x(y) ) (x(y) — oY)

2x2 ’

(6.67)

y claramente se anula en x = x§" y en x = r,, siendo esto dltimo inevitable mientras la carga
eléctrica no sea nula. Como comparacion con el caso s = +1, en Fig.6.4 se representa la
componente g;, como una funcién de la coordenada radial r(x), donde observamos que esta
componente de la métrica es cero en la garganta del agujero de gusano, x = r. o r = \/2re,
como era esperable .

6.3.5 Curvaturas

Un vistazo al comportamiento de los escalares de curvatura proporciona informacion util
adicional. De hecho, para € > 0 se puede comprobar que los escalares de Ricci y Ricci
cuadrado divergen en x = r, el primero como R ~ 1/(x — r)? y el dltimo como Ry, R*Y ~
1/(x—rc)* Para e <0, se encuentra en cambio R ~ 1 /(x —r.)> y RyyR*Y ~ 1/(x —r.)°.
Curiosamente, ese comportamiento general puede suavizarse con una eleccion especifica

de parametros. En efecto, si establecemos:

’,2

rg=re+ —L | (6.68)
27,

3Cabe sefialar asimismo que este resultado es equivalente, salvo una constante, al de las hipersuperficies de
drea constante A = 47x% (14 r* /x*).
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Fig. 6.4 Componente g;(r) de la métrica para el caso s = —1, r. = 0.5 y valores de r, =
V/3,rs =2.5 (azul s6lido); rq =V 1.5,ry =2 (azul discontinuo); r, = \/i, rg = 2 (rojo sélido);
rg= 1/v/2,rs = 1 (rojo discontinuo) y rg =3/2,rs = 1/2 (verde).

entonces para ambos signos de € tenemos R ~ 1/(x —r.) y RyyR*Y ~ 1/(x — r.)?. Ademds,

para esa eleccion de rg, se tiene:
2
KN —p, and KFN = o (6.69)
c

con rg =1 —i—xﬁN > r.. Teniendo en cuenta que estas cantidades estin completamente
determinadas por la carga (recordemos que rfl =k’Q*/4nyrt= \£|r§ /2), cuando s = +1,
xﬁN representa un horizonte externo, mientras que x = x*V representa un horizonte interno,
situado justo en el centro del objeto (drea nula). Para s = —1, un vistazo a la ecuacién
(6.67) muestra que el vector perpendicular en x = x®V = r,. tiene norma nula y, por lo tanto,
puede considerarse como un horizonte interno. Estas soluciones se caracterizan asi por dos
horizontes. Dado que r¥ = |8|r§ /2, tenemos que para esta familia de soluciones xV ~ rcl/ 2
y xfV ~ rz/ ? o que puede dar lugar a configuraciones con xfV > xRN As, la garganta del
agujero de gusano puede estar dentro del horizonte, si foN > r¢, o fuera si xle <re La
igualdad ocurre cuando la condicién extrema xﬁN = x®N = 1. se satisface, lo que implica
2

— 42 ; — pext _
rz =ry/2 o, equivalentemente, r, = rg" = \/2|€|.
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Volviendo a las curvaturas, si consideramos la restriccion adicional:

22 11,
rq = ﬁrc g ﬁ}"gx 5 (6.70)
en el caso € < 0 (s = —1) los invariantes de curvatura resultan completamente regulares

(incluyendo el escalar de Kretschmann), mientras que ninguna eleccion de r, puede evitar
simultdneamente la divergencia de los dos escalares de curvatura para el caso en que € > 0
(s = +1). Cabe senalar que esta configuracion regular en el caso s = —1 debe considerarse
como microscépica, ya que |€| es de esperar que sea una cantidad muy pequena y estamos
asumiendo que (6.68) puede ser al menos de orden r..

Como comentario final, notemos que los escalares de curvatura también son finitos
, RyyRMY =396/€2, y

cuando x — 0 en el caso € < 0, tomando los valores R = 36/|¢
Ro‘ﬁuvRaﬁ“" — 408 /€2, respectivamente.

6.3.6 Gravedad superficial

Desde un punto de vista termodindmico, la gravedad superficial en los horizontes usuales
toma la forma: RN _ RN
_ Mt T F
Ki = —%v 6.71
= (V)2 (6.71)

independientemente del signo y valor de €. Esto significa que la temperatura de estos
horizontes, Ty = Kk /47, es exactamente la misma que en RG. Para aquellas configuraciones
que satisfacen (6.68), la discusion depende del signo de € de la siguiente forma.

Si s = 41, entonces x®V = r.. es una hipersuperficie nula (de 4rea nula, véase la ecuacion
(6.43)) con una temperatura asociada dada por (6.71). El horizonte externo/interno tiene
temperatura positiva/negativa hasta r, = \/m = rf[x’ , lo que define la configuracién de
temperatura cero (degenerada). Para valores mas pequefios de r,, el horizonte externo
desaparece y es el interno (con area nula y situado en x*V = r.) el que desarrolla una
temperatura positiva. Esta temperatura crece ilimitadamente a medida que la carga llega
a cero y r. se contrae, lo que indica que la configuracién extrema debe ser un punto de
equilibrio [ver figura 6.5]. Se puede verificar que la entropia asociada a este horizonte se
mantiene constante en el valor § = nrg independientemente de la temperatura, que diverge
como ~ 1/ \/Tq- Obviamente, no hay una interpretacion estadistica natural de esta entropia

en términos de estados microscopicos.
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Fig. 6.5 Representacion de la gravedad superficial cuando la ecuacién (6.68) se cumple.
La curva verde representa la temperatura del horizonte interno, K_, mientras que la roja
corresponde al horizonte externo, k. Notese que para Ky = k_ = 0 tenemos el caso extremal
(rq = \/2|€|). Recordemos que para esta eleccion de rg el horizonte interno estd fijado en la

posicién x = r,.
Cuando s = —1, vemos que x = r, también representa un horizonte de eventos. En este
caso, la gravedad de superficie toma la forma general:

2r§ + "cZI —2r.rg 6.72)

=y 4r2(x—ry)

que siempre es divergente excepto cuando se satisface la condicion (6.68). En ese caso,
conduce a K, = (rc — rg /2r.)/r2, que también se puede expresar como k. = (xXV — x&V) /2,
recuperando asi la férmula general (6.71). Este resultado refuerza ain maés el caricter
excepcional de las configuraciones que satisfacen la restriccion (6.68). Notese asimismo
que el caso de temperatura cero ocurre cuando xﬁN coincide con la garganta del agujero de

gusano.

6.3.7 Geodésicas

Para obtener mas informacion sobre la geometria de estas soluciones, centrémonos ahora
en su estructura geodésica. La ecuacion geodésica para un espacio-tiempo estatico y con
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simetria esférica estatica [279] puede particularizarse para el caso que nos ocupa de la

siguiente manera:

sr\ 7 [ dx\? 2
1+— — ) =E“-YV, 6.73
() () =s-va -
donde u es el parametro afin y V, s €l potencial efectivo, que se obtiene explicitamente como:
V= (1058 (1o ) (B2 (6.74)
T xt x o 232 ) \x*—srt ’ :

donde E y L son la energia por unidad de masa y el momento angular por unidad de masa,
respectivamente, y k = 0, —1 para geodésicas nulas y temporales. Para geodésicas radiales y

nulas (k= 0) , (L = 0) esta ecuacion puede ser integrada exactamente como:

x(l—srﬁ)::le(u—u) (6.75)
34 0 '
donde el signo £ corresponde a geodésicas salientes/entrantes, y ug es una constante de
integracion. A grandes distancias x — oo, se encuentra el resultado de RG, x = +E (u — ug).

En el caso s = +1, la superficie x = r.se alcanza en un tiempo afin finito, como ocurria
para x = 0 en el caso RG vy, por tanto, se dice que estas soluciones son geodésicamente
incompletas porque alcanzan una divergencia de curvatura y no hay posible extension
adicional mas alld de este punto [ver Fig.6.6].

Cuando s = —1, la situacion requiere un poco mds de atencidn para asegurarnos de que
las geodésicas salientes cumplen dx/du > 0 y las entrantes dx/du < 0 en todo su dominio.

En este sentido, para las geodésicas salientes se tiene:

4
d
<;4_5_1)£ = E ifx<r. (6.76)
4
(1—)’;—;)% — E ifx>r., (6.77)

cuya integracion nos lleva a:

4
Seox(1445) ifx<r

E-u(x)=
x(l—i—%) ifx>r,

(6.78)

Para las geodésicas entrantes solo tenemos que cambiar el signo de E en la anterior expresion.
Como se puede ver en la solucion anterior, cuando x — oo tenemos u(x) — oo, mientras

que para x — 0 tenemos u(x) — —oo, lo que confirma que estas geodésicas serian completas
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Fig. 6.6 Representacion del pardmetro afin E - u versus la coordenada radial x para geodésicas
radiales nulas entrantes (azul) y salientes (naranja) en el caso s = +1 conr, =0.5y uy =0.
Estas geodésicas alcanzan la superficie x = r. en un tiempo afin finito y acaban alli, al
no haber un espacio-tiempo por el que puedan extenderse. La linea negra discontinua
corresponde a las geodésicas radiales nulas, que son asimismo incompletas.

[ver Fig.6.7] si pudieran conectarse en la garganta del agujero de gusano, donde los escalares
de curvatura en general son divergentes. En este sentido, es importante sefialar que estas
geodésicas nulas y radiales son insensibles a la dependencia de la métrica en ry y rs. Notese
también que, como se comento en 6.3.5, hay una eleccién especifica de parametros para la
cual no surgen divergencias de curvatura en el garganta, véase la ecuacion (6.70). Como no
hay raz6n para sospechar que las geodésicas radiales nulas estdn incompletas en ese caso, y la
ecuacion geodésica es la misma para todos los casos, parece legitimo aceptar su completitud
cuando s = —1. Como comentario final al respecto, cabe sefialar que incluso en el caso en
que los escalares de Ricci, Ricci cuadrado, y Kretschman son finitos, siempre es posible
construir nuevos escalares “ad hoc” tales que las divergencias pueden surgir en cualquier
punto que deseemos. Dado que esta no es una categoria obvia o privilegiada de escalares, no
esta claro cudles son las implicaciones que dicha divergencia particular de los escalares de

curvatura puede tener para la extensibilidad de las geodésicas. La discusion de las geodésicas
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Eu(x)
o

oL

Fig. 6.7 El parametro afin E - u versus la coordenada radial x para geodésicas radiales nulas
entrantes (azul) y salientes (naranja) en el caso s = —1, con r. = 0.5 y up = 0. Como el
rango de u(x) cubre todo el eje real, estas geodésicas son completas. El resultado para RG
se representa también (negro discontinuo) para compararlo con los resultados de nuestra
geometria.

nulas temporales y no radiales presenta una fenomenologia mas rica que no estudiaremos

aqui.

6.4 Solucion de agujero negro en rotacion

6.4.1 Desarrollo de la solucion

Ocupémonos ahora de la derivacion de la solucion correspondiente a un agujero negro en
rotacion, que es el principal resultado de esta tesis. El intento de obtener soluciones con
rotacion a través de la resolucién de las ecuaciones de campo es una cuestion altamente
no trivial , un desafio para cualquier teoria modificada de la gravedad, que solo se puede
afrontar una vez que se ha encontrado un ansatz razonable por algiin medio, o a través de
algun algoritmo adecuado, como por ejemplo el de Janis-Newman [270, , 28,27, ].

En nuestro caso usaremos el mismo enfoque del caso estédtico para mapear la solucién con



130 Agujeros negros con rotaciéon en GBI: una solucién exacta

carga y rotacion (Kerr-Newman) de RG en la correspondiente solucion para la gravedad GBI
adaptandola adecuadamente a la particular estructura de soluciones con simetria axial. El

procedimiento para lograr este objetivo es el siguiente:

1. Tomar la solucién Kerr-Newman de RG en un sistema de coordenadas dado y calcular

el correspondiente tensor de Einstein.

2. Interpretar esa solucién como generada por el tensor energia-momento de un determi-
nado fluido anisétropo. La comparacion directa del tensor de Einstein/Kerr-Newman
con el tensor energia-momento del fluido proporciona expresiones concretas para las

funciones densidad/presion del fluido asi como para la velocidad angular del fluido .

3. Utilizar estas expresiones para generar la correspondiente solucién en GBI usando las

relaciones (6.19).

Antes de continuar, notemos primero que, a diferencia del caso Reissner-Nordstrom, donde
el vector v sélo tiene componente temporal, para la solucién de Kerr-Newman el vector de
velocidad del fluido tiene una componente espacial, (suponiendo movimiento en la direccion

¢ Unicamente) tendremos:

W= (11,0,0,v%) (6.79)
donde tipicamente v? se escribe como v = wv', con @ representando la velocidad angular,
es decir, = d¢ /dt. La normalizacion del vector v¥vYgq,y = —1 implica :

; 1
Vo= (6.80)

\/_ (g + G + w26h9¢)

pero no restringe la forma de @, que debe ser fijada por otros medios. En este caso, ®
representa la velocidad angular de los observadores que se mueven solidariamente con el
fluido que modeliza el campo externo creado por una carga eléctrica en rotacion. Recordemos
que para un campo eléctrico de Maxwell, la densidad y las presiones del fluido equivalente
satisfacen la ecuacion (6.55). La normalizacion del vector espacial £ es suficiente para
restringir su tinica componente espacial, §# = (0,£*,0,0), siendo £* = 1/, /g, Asi, a partir
de la comparacion de los tensores de Einstein y el tensor de energia-momento del fluido
podremos resolver para la densidad de energia p y la velocidad angular .
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Escribamos ahora la soluciéon de Kerr-Newman de RG usando coordenadas (¢,x, 6, ¢) en

la forma de Boyer-Lindquist como [357]:

—(1—=f) 0 0 —afsin’@
0 0 0
= A 6.81
uv 0 0 X 0 (081
—afsin’0 0 0 (x*+a*>+ fasin®0)sin’ 6

donde 0 < a < 1 es el pardmetro de espin y se han aplicado las siguientes definiciones:

er—rg/Z_x2+a2—A
)y - )y
Y = x*+d*cos’0 (6.82)

A = x2—r5x+a2+r§/2.

El tensor de Einstein correspondiente para este elemento de linea puede escribirse convenien-

temente como :

frg (x2+a2 [14-sin? 6]) uré (u2+r2) sin® 6

2y3 0 ) 0 3
0 0 0
GH, = 252 2 (6.83)
78}’2 ) e r2 <x2+a2[(:+sin2 9])
Tq 0 0 ’ 253

y, de acuerdo con la ecuacion (6.7), el tensor energia-momento del fluido se escribe como:

20 0 R
0 —p? 0 0

TH, — P , (6.84)
0 0 p? 0

pq

donde F1, F>, y F3 son expresiones complicadas de la variables del fluido y de la métrica
tendiendo a la unidad en el limite sin rotacién, a — 0, @ — 0. Por ejemplo, la funcién F;
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toma la forma:

sin’ @ <a)2 (a2 —|—x2)2 +a® — 2af260>

A(1—a2»?sin*6) +sin’ 0 <w2 (a2 +x2)* — az)
A(d?0?sin* 0 +1)
A(1—a2®?sin*6) +sin’ 0 <a)2 (a? +x2)* —a2>

Y

por comparacién directa entre las expresiones de G*, y k2T*,, es ficil ver que:

2 rg

q
K pq = E s (685)
que se puede interpretar como la densidad de energia de un campo electromagnético dotado
de simetria axial y descrito por:

Ay = (A1,0,0,A4) = %(1,0,0,—asin29) , (6.86)

de donde las componentes del tensor del campo electromagnético se obtienen inmediatamente
de la forma habitual. Ademas, un vistazo a la expresion anterior para F; muestra que @
puede calcularse simplemente resolviendo una ecuacion algebraica cuadratica, cuya solucién
fisica (rotacion en la misma direccion que la del agujero negro) puede demostrarse que viene

dada por:
a

0=———.
a? +x2

Ahora ya tenemos todos los ingredientes necesarios para mapear la solucion de Kerr-

(6.87)

Newman de RG en una solucién con rotacién en la gravedad GBI acoplada a una elec-
trodinamica de tipo Born-Infeld, dada por la accién (6.30). Con este objetivo hacemos un
enfoque paralelo al del caso estatico presentado en la seccion 6.3.2 y lo aplicaremos al caso

con rotacion. Para ello, utilizaremos la métrica (6.81) como solucion semilla junto con las
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definiciones (6.82), y las siguientes expresiones:

r2
p? = szz, (6.88)
Pl o= pi=—pt, (6.89)

vy = (—@,0,0,asinze\/§>, (6.90)
é,u = <O> \/%707()) ) (691)

para la densidad de energia p? y las presiones radial y tangencial p} y p‘i, y los vectores
unitarios v, and 5”. Ahora, usando la relacion entre las métricas obtenida en (6.19), la
métrica del espacio-tiempo g,y puede escribirse en este caso como:

guv = quv +ex*pThyy | (6.92)

donde la pieza adicional originada por las correcciones de gravedad GBI viene dada por :

2 in2 2, 2
(A+a=sin~ 0) 0 a(A+x“+a*) sin2 0

o X 0 X
h 0 % 0 9 6.93
o 0 -2 0 (6.95)
a(A+))c:2+a2) sin6 0 0 o [(x2+a2)2;a2Asin2 9] sin2 6

Por lo tanto, la solucién final para un agujero negro con rotacién en gravedad GBI acoplada
a una electrodinamica de tipo Born-Infeld (es decir, la accién de (6.30)) se obtiene, en

coordenadas de Boyer-Lindquist, como:

A 232 A 2 2
ds? = —(1—f+£1<2pqw> dr? —2a (f—sx2p4y> sin Odrd¢
259
dezjt(l — ex?p9)zd6?
2 232 ZA . 20
+ [(x2+a2+fa2sin29)—exzpq(x o) SN sin? 0dg? (6.94)

donde las correcciones en € de la gravedad GBI respecto de la solucién de Kerr-Newman de
RG son evidentes, 1o que constituye un resultado original de este trabajo.
Un aspecto bésico a destacar es el hecho de que en el vacio, r, = 0 (lo que implica

p?¢=pl= p[i = 0), la solucién coincide con la solucion de Kerr de RG. Esto es consistente
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con lo que ya sabemos sobre el comportamiento general de cualquier teoria de la gravedad
RBG en ausencia de materia; s6lo cuando la funcién de densidad p? en (6.88) no se anula
tenemos modificaciones en comparacion con la solucién RG. En efecto, lejos de las fuentes,
el elemento de linea (6.94) se reduce a:

ds®> =

1= =400

L2
{ 2M )} a4 l4aMsm 0 + o0 drdo

r

+ [1+o( Y] (@r+r7do?) , (6.95)

que no es mas que el limite asintdtico de un cuerpo en rotacioén axialmente simétrico
en coordenadas Boyer-Lindquist. Esto implica la consistencia de estos objetos con las
observaciones del movimiento orbital de particulas de prueba alrededor de cualquiera de
ellos. Los cambios inducidos por la teoria RBG con respecto a las soluciones RG serdn mas
intensos en aquellas regiones donde la densidad de energia alcanza sus valores mds altos, lo
que en el presente caso es la region mds interna (por la claridad de este trabajo, dejaremos de
lado el andlisis de las 6rbitas circulares fuera del horizonte de eventos, que precisan de un
analisis separado que se llevard a cabo en otro lugar). Sefialemos que, para agujeros negros

de rotacién lenta, a < 1, el elemento de linea (6.94) se escribe como:

[ (A +srhAg cosZ OA 1+sin?6  3cos?0Ag
ds? = |- x6c +< A —|—sr?(— 6 + o >>a2+ﬁ(a4) dr*
[ r2(x* 4 sr%) — 200(—2srtx + rg(x* + 54
- 2asin29< 4 ) (2 — sl ) +0(a®)| dtd¢
X
:x4+sr4 —x2(x* +57) 4+ cos? B (x* — sr)Ag 2 5
+ szoc * x2A3 +0la >} dx
(2 sré 2 st o 4 2
+ X = +cos” 6 1+x—4 a+0(a")|de
+ ( 2__) (") (6.96)
N x?(sr*(—2+3cos? 9)—|—x4)—sin29(r§(x4+sr?)/2—|—x(sr§x—rS(x4+sr§)) 2] 062
a
6
x

donde Ag = A(a = 0) = x> — rsx+r; /2 y hemos usado que £k*p? = sr¢ /Z* 1o que se sigue
de la ecuacion (6.88). De esta expresion se ve claramente que la rotacion induce correcciones
lineales y cuadréticas a las soluciones esféricamente simétricas descritas en.6.3.1 y dadas por

el elemento de linea (6.32).
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Antes de concluir esta seccion, escribiremos el elemento de linea (6.94) en coordenadas
2 2
Eddington-Finkelstein dada por las transformaciones dv = dt + %dx anddo =d¢ +
adx/A como:

2 in2
3 <l—f—|—8K2pq(A+a;m 0)
2asin® 0 (1+ex’p?) dxdg+ (1 — ex*p?)2d6* + [ (x* +a* + fa*sin® ) —

; - S A+ x2 2
(X +a ) ;a s :|Sin2 9d¢2—2asin29 <f_£K2pq(HCzw> dVd(p .

ds?

) dv* +2 (1 +ex’p?) dvdx (6.97)

ex’p?

6.4.2 Propiedades de las soluciones

1. Horizontes y ergoregiones

En la solucién con rotacion obtenida anteriormente se puede verificar que los vectores

normales a las hipersuperficies x = constante tienen una norma dada por :

£ (x— kM) (x — )

B,
n“ny = 2 —|—sr§ , (6.98)
donde hemos definido:
re+ r§—4(a2+r2/2)
N = \/ A (6.99)

2
De esta expresion es evidente que las hipersuperficies x = x5V tienen norma nula, mientras
que divergen si el denominador se anula cuando s = —1. Se puede comprobar que esta

divergencia es de la misma naturaleza de la que se encuentra en el caso sin rotacién, ya

que la hipersuperficie (X — srﬁ /¥) = constante tiene norma nula precisamente en £ = r2
cuando s = —1. Las dos hipersuperficies x = xXV resultar ser horizontes de Killing de la
combinacion:
a
§:x+mm, (6.100)

donde y = d; y m = dy son los vectores de Killing asociados a las traslaciones temporales y
a las rotaciones alrededor del eje de simetria, respectivamente. Un vistazo a la norma de este

vector & nos lleva a que £ = r? también es un horizonte de Killing cuando s = —1:

(=) (x = V) (22 4 7)
(x2 +a?)x?

EHEL = (6.101)
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Consideremos ahora las condiciones para la existencia de ergoregiones. La norma del vector

de Killing y viene dada por:

(r—x)(x—x%) | 4(c—y)(x—y%)

= 6.102
A X (x2 + a®cos 62) (x2 +a?cos62)3 7 ( )
y se anula cuando la condicion:
— %€ — y€ _ 1€ _ e
() m) gl ) ) 6109
(x2 + a®cos 62) (x2 +a%cos 62)3
se satisface, donde hemos introducido las definiciones:
rg+ \/r§ —2r2 —4a*cos? 0
x5 = > (6.104)
rs =+ \/r§ —2r2 —4a?(sin® 6 + 1)
Ve = 5 ) (6.105)

En general, las soluciones a la ecuacién (6.103) son dificiles de obtener analiticamente,
aunque alguna informacion util puede obtenerse aunque sea de forma cualitativa. En primer

lugar, teniendo en cuenta que :
xE <yf <yl <X, (6.106)

y que el signo en el lado izquierdo de (6.103) debe ser el mismo que en el lado derecho.
De acuerdo a esto, si s = 0 (caso RG) ) entonces las tinicas soluciones son x = x&, que
definen las ergoregiones habituales de la solucién de Kerr-Newman. Si s = 41 entonces las

soluciones deben satisfacer

x <x<yt oy ¥ <x<xg, (6.107)
mientras que si s = —1 las soluciones satisfacen en cambio la relacion:
x<xf y<x<y, y x>x. (6.108)

Las igualdades en las relaciones anteriores sirven para darnos cuenta de que en el eje
de rotacién (6 = 0, ), se tiene x¢ = y%, lo que indica que las nuevas ergoregiones son
deformaciones suaves de las presentes en las soluciones RG. Lejos del eje de rotacion puede
utilizarse un enfoque perturbativo para estimar correcciones de orden superior en algunos

casos de interés. Dado que en el limite . — 0O se recuperan las soluciones RG x4, se pueden
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obtener soluciones aproximadas en el limite astrofisico en el que r,. es mucho mas pequefio

que x¢ (supuesto real). De hecho, tomando x = x4 + 6+ y usando Ec.(6.103) es verificar

que:
sre (¥ =y ) —y9)

5. = ¢ = JvE L o6 6.109

* :F((x‘;)2+a200592)2 (x4 —x) +O(re) ( )

En el limite de rotacion lenta, donde el elemento de linea viene dado por la ecuacién (6.96),

esta cantidad se reduce a :
8a’sin 6%t

2
«/rk%—ng (r%ﬂ—rs <—r5+,/r§—2r§>>

Si%qts

Esto indica que los agujeros negros en rotacion en extensiones de la RG pueden exhibir una
ergoregion externa diferente de lo esperado en RG. Pueden obtenerse cotas a las desviaciones
potenciales mediante la observacion de los discos de acrecién [32], sombras [359], u otros
medios [83], a explorar en trabajos futuros. En este sentido, sefialemos que, volviendo a
la expresion exacta (6.102), se puede verificar que en la hipersuperficie ¥ = rg se reduce a
XM xu = 2a*sin’ 0 / rg, que es nulo en el plano ecuatorial 6 = /2. Esto proporciona una
solucién exacta, aunque parcial, a la existencia de ergorregiones, cuya caracterizacion se

estudiara en el futuro.

2. Divergencias de métrica y curvatura

Ya hemos visto que la hipersuperficie £ = r2 conduce a singularidades en la métrica
cuando s = —1, ya que induce la desaparicion del término cruzado dvdx en la ecuacion
(6.97). Se pueden intuir problemas adicionales mirando los ceros de la componente ggg de

la métrica. De la ecuacion (6.94) hay, en principio, dos casos posibles:
Y=x>+d’cos’0 =0 ; Ez—sr?:O, (6.111)

El primero corresponde a la region donde la densidad de energia de campo electromagnético
en RG diverge, véase (6.85), esto es:

x=0; 6=7/2. (6.112)

En cuanto a la segunda, s6lo admite una solucion real en el rama s = +1, donde se escribe
como:
Y=r2 o x°+atcos’O =r2. (6.113)

c
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En el limite de simetria esférica a — 0 estudiado en la seccién 6.3.1, el caso s = +1 que
estamos considerando aqui se caracterizaba porque se anulaba el drea de las dos esferas
en x = r., y no era posible que x tome valores més pequefios (ya que, de lo contrario, la
signatura de la métrica cambiaria). Ahora vemos que un momento angular no nulo tiene un
impacto importante en esta relacion. Como es evidente, en el plano ecuatorial (6 = 7/2) esta
condicién ocurre exactamente en x = r., como en el caso esférico. Considerando que valores
mads pequefios de x en el plano 6 = /2 implicarian un cambio de signatura en la métrica
esto sugiere que se deberia descartar el primer caso en (6.111), ¥ = 0, como no fisico para
este valor de s. Por el contrario, para s = —1, no hay cambio de signatura y X = 0 todavia
representa una region fisicamente aceptable (un limite no esférico de area infinita). Mas
informacion util sobre la relevancia de las condiciones (6.111) se puede extraer observando
los invariantes de curvatura. El escalar de Ricci, por ejemplo, tiene una estructura de la

forma: . )
Py(x,0;a,rc”,rs,r
g B ;q% (6.114)
L(X-r?)

donde Ps(x, 0;a, r?, rs, r?l) es un polinomio que se anula si r. — 0. El denominador de esta
cantidad muestra los casos criticos identificados en (6.111) y plantea que el escalar de Ricci
tiene problemas en £ = r2 independientemente del signo de €. Algo similar sucede con
RyvR*Y y R%g uvRaﬁ“"pero presentan una estructura matematica mucho mas complicada
que no arroja especial luz sobre la discusién. Vemos asi que en la hipersuperficie X = r#
los invariantes divergen. Esto sucede, en particular, cuando x = r. en el plano ecuatorial
0 = /2, como en el caso con simetria esférica. A medida que se retrocede de 6 = /2
hacia @ — 0 (el eje de la rotacién) la condicién ¥ = r2 extiende el rango de x por debajo del

limite esférico x = r.. Si a®> > r2, podemos llegar a x = 0 a un 4ngulo critico . tal que:
a’cos? 6. =r? . (6.115)

Para dngulos dentro del intervalo 0 < 6 < 6,y ©/2+ 6, < 6 < 7, la condicién no puede ser
satisfecha. En el limite r2/a> < 1, est4 claro que la divergencia se ubicard muy cerca del
plano ecuatorial, estando completamente confinada en el plano en el limite RG r. — 0 en
lo que se conoce como singularidad del anillo). Si a> < r2 entonces entonces la condicién
puede satisfacerse para algin valor 0 < x < r, y para cualquier dngulo azimutal 0 < 6 < 7.
Un anélisis mas profundo en términos (posiblemente de alguna extension) de coordenadas
cartesianas de Kerr-Schild podria ayudar a entender mejor la geometria de esta singular
region. Sin embargo, junto con su maxima extension analitica, este es un aspecto no trivial

para ser explorado en otra parte ya que la estructura general de la métrica mostrada en (6.19)
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indica que g,v no se puede escribir en la forma estandard de Kerr-Schild incluso si gy
admite tal descomposicion. El factor conforme frente a gy, es solo una de las razones en
contra de esa posibilidad.

Antes de concluir este apartado, conviene sefialar que la densidad de energia en £ = r2 es
finita en el caso en que tenemos una estructura de agujero de gusano (s = —1) pero divergente
en el caso s = +1, como se puede ver de (6.22), ya que pgr = £k2p9 = sr§/22 = s cuando
¥ = r2. El comportamiento de las presiones angulares es justo el contrario, como muestra
(6.23), siendo divergente en el caso del agujero de gusano y finito en el otro caso. Por
otro lado, una mirada a la geometria inducida en las superficies de ¢ y x constante, muestra
que para ¥ = r2 las circunferencias ecuatoriales y polares (con 8 = /2y ¢ = constante,
respectivamente) en el caso de agujero de gusano tienen longitud propia dada por:

log = 27r\/§M and I, =2V2mr. (6.116)

re

lo que ilustra la falta de simetria esférica debido a que el momento angular que no se anula.

6.5 Conclusion

Poner a prueba la hipétesis de Kerr sobre la naturaleza de los agujeros negros astrofisicos,
es uno de los temas candentes en la investigacion actual sobre la fiabilidad de la RG en
comparacion con otras teorias de la gravedad en el rango de campos gravitatorios intensos,
gracias a la amplia disponibilidad de registros observacionales. Sin embargo, la escasez
de soluciones rotacionales exactas disponibles en la literatura sobre teorias alternativas
de la gravedad puede suponer una dificultad afiadida para llevar a cabo en profundidad
dichas comparaciones (ver [83] para una reciente discusion sobre este tema). Por tanto,
la investigacion de soluciones para agujeros negros en rotacion en teorias de la gravedad
modificadas més allad de la RG requiere del desarrollo de nuevas ideas y estrategias que
atiendan a los desafios especificos de este campo. En este capitulo hemos ilustrado esta idea
mediante el uso de la recientemente desarrollada correspondencia que permite mapear las
ecuaciones de campo de teorias RBG formuladas en espacios métrico-afines con el espacio
de soluciones propias de la RG. Utilizando esta correspondencia, cualquier teoria RBG
acoplada a una misma fuente de materia puede ser descrita por una densidad Lagrangiana
diferente (en general no candnica) de forma que las soluciones de la primera pueden ser
obtenidas a partir de las soluciones de la ultima mediante transformaciones puramente
algebraicas. Esta correspondencia ha sido desarrollada para fluidos anisétropos genéricos

como fuente de materia, siendo asimismo posible la extension a otros escenarios. Mientras
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que en anteriores trabajos la validez del método fue establecida mediante la re-derivacion de
soluciones con simetria esférica ya conocidas previamente, en este trabajo se ha hecho uso
de la correspondencia para mostrar que la RG acoplada al electromagnetismo de Maxwell
puede mapearse en la gravedad GBI acoplada, asimismo, al electromagnetismo de Born-
Infeld. Con la ayuda de este resultado hemos procedido a resolver las ecuaciones de campo
correspondientes al escenario electrostitico y con simetria esférica, primero resolviendo las
ecuaciones de campo, y después hemos comprobado que la aplicacion del “mapping” nos
lleva exactamente al mismo resultado pero de una forma mucho mds simple. A continuacién
hemos discutido las propiedades de las configuraciones asi obtenidas para ambos signos del
parametro € caracteristico de GBI. Para el caso s = +1 dichas configuraciones presentan un
minimo en la coordenada radial x dado por x = r, mas alla del cual no es posible extender el
espacio-tiempo asociado, mientras que en el caso s = —1 este radio minimo representa la
garganta de una estructura de tipo agujero de gusano. Estos dos comportamientos diferentes
implican una descripcion modificada de horizontes, curvaturas y geodésicas. De esa forma,
en el caso de la estructura de agujero de gusano, los escalares de curvatura divergen en
general en la garganta, pero existen configuraciones que sugieren que las geodésicas pueden
ser completas. A partir de estos resultados se obtiene lo que es el principal logro de este
capitulo, encontrar la contraparte en el lado GBI de la solucion de Kerr-Newman propia
de la RG. Para ello ha sido necesario llevar un cuidado especial, pero finalmente hemos
obtenido dicha solucion de forma exacta, tanto en coordenadas de Boyer-Lindquist como
en coordenadas de Eddington-Finkelstein, donde las correcciones a la RG aparecen como
nuevos términos en €. Esta solucion presenta varias propiedades distintivas como son una
nueva estructura de horizontes y ergoregiones en comparacion con las estructuras propias de
la solucién Kerr-Newman propia de la RG, asi como una superficie no trivial con divergencias
de curvatura, una estructura no totalmente esférica de tipo agujero de gusano y otros aspectos
relacionados con las extensiones analiticas de la geometria y las elecciones de coordenadas,
que deben ser exploradas en futuros trabajos. La linea basica de esta discusion es entonces
la fiabilidad del procedimiento de “mapping” para encontrar soluciones analiticas exactas
de interés en el contexto de la gravedad métrico-afin tal y como se ha considerado aqui. La
implementacion de tales soluciones y el andlisis de sus propiedades resulta muy oportuno,
dadas las oportunidades que actualmente ofrecen los escenarios astrofisicos para poner a
prueba las teorias de gravedad modificada: el uso de las bases de datos observacionales
disponibles procedentes de discos de acrecidn, lentes gravitacionales en el régimen fuerte,
sombras, ondas gravitacionales generadas en la fusion de estrellas binarias, etc. En este
sentido, a pesar de las limitaciones y de su relevancia fisica real, las soluciones exactas

con rotacion analizadas aqui son muy ttiles, en el sentido de que enriquecen la discusion
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tedrica relacionada con las potenciales desviaciones que dichas soluciones muestran respecto
a sus contrapartidas en GR. La exploracion de familias de electromagnetismo no lineal y/o
campos escalares, asi como la extension de estos resultados a otras teorias RBG, pueden ser
mecanismos Utiles para construir un catidlogo de nuevas soluciones con rotacion asociadas a
modelos fisicos mds atractivos, asi como identificar caracteristicas generales que puedan ser
comparadas con los datos procedentes de los distintos canales astronémicos. El trabajo en

esa direccion es un territorio todavia poco explorado, en el momento actual.






Capitulo 7

Agujeros negros con rotacion en GBI: un

conjunto infinito de soluciones exactas

7.1 Introduccion

Actualmente estamos asistiendo al comienzo de una nueva era en la fisica de la gravedad
caracterizada por la consolidacion de la astronomia multimensajero, es decir, de los resultados
astronémicos proporcionados por distintos medios: radiacion electromagnética (que ahora
incluye sombras), ondas gravitacionales, neutrinos y rayos cdsmicos. En lo que respecta a las
ondas gravitacionales y sombras, son campos que muy recientemente han alcanzado lo que
podriamos llamar su edad adulta. La deteccion de ondas gravitacionales a partir de fusiones
binarias [2, 5], y el contorno del anillo de radiacién inducido por el plasma sobrecalentado
que rodea el objeto central supermasivo de la galaxia M87 [16] son poderosas herramientas
puestas ahora a disposicion de toda la comunidad que trabaja en la determinacién de la
naturaleza de los objetos compactos y en revelar la misma naturaleza intima de la interaccion
gravitatoria en lo que se refiere a su (todavia muy poco estudiado régimen fuerte) [62].
Dentro del enorme acervo tedrico de objetos compactos accesibles a las diversas baterias
de tests [87], los agujeros negros siguen siendo los candidatos privilegiados. Los teoremas de
singularidad [190], nuestra comprension del colapso gravitacional [207] y la fenomenologia
electromagnética ampliamente comprobada [32], sitdan en un lugar privilegiado a la familia
de soluciones Kerr(-Newman), descrita por masa, momento angular y carga (este ultimo
parametro generalmente ignorado en entornos astrofisicos, ver sin embargo [376]) como el
mejor ejemplo del paradigma del agujero negro dentro de la Relatividad General (RG). En la
busqueda de alternativas tedricas a dicha familia de soluciones, particularmente en el campo
de las extensiones gravitacionales de RG, la mayoria de los modelos tipicamente asumen un
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movimiento de rotacion lenta [293, , 44, 26, , 8], bien con el objetivo de disminuir el
grado de dificultad en la resolucion de las ecuaciones de campo de la teoria de la gravedad
bajo consideracion, bien para implementar recetas numéricas, desarrolladas totalmente en el
escenario rotacional [98, , 81, ].

El objetivo principal de este capitulo es utilizar las herramientas tedricas desarrolladas en
los ultimos afios, con el objetivo de descifrar la estructura de las ecuaciones de campo de las
teorias RBG para obtener una clase infinita de soluciones axisimétricas exactas usando el
método de mapeo [ 4] presentado en el capitulo anterior para obtener una solucién particular.
Como sabemos, este método establece una correspondencia entre los espacios de soluciones
de dos teorias RBG, y en particular permite generar soluciones para una teoria RBG dada a
partir de una solucion semilla en la RG, a través de transformaciones puramente algebraicas
[13, 281, 168]. El punto critico en este procedimiento es la identificacion de los Lagrangianos
de materia que nutren ambos marcos de trabajo (RBG y RG) protagonistas del proceso de
mapeo. Este aspecto ya ha sido implementado sistematicamente para varios tipos de campos
de materia [12, ]. En el presente trabajo consideraremos el caso de fluidos anis6tropos
como la fuente de materia, mientras que nuestra teoria RBG objetivo de estudio viene
dada por la conocida como gravedad de Born-Infeld, GBI, una eleccién adecuada por su
buen comportamiento algebraico, asi como por sus multiples aplicaciones en astrofisica
y cosmologia [58]. Al considerar la electrodindmica no lineal formulada en términos de
fluidos anisétropos, obtendremos como principal resultado el hallazgo de la contraparte de la
solucion de Kerr-Newman en gravedad GBI acoplada al electromagnetismo de Maxwell. Las
aplicaciones potenciales de este resultado novedoso en el &mbito de las ondas gravitacionales

y de las sombras de objetos compactos serdan asimismo discutidas.

7.2 Los dos marcos RBG y el método de mapeo

Las teorias RBG se construyen como contracciones de la métrica del espacio-tiempo g,y con
la parte (simétrica) del tensor de Ricci de la conexion independiente, Ry, (I"), mediante po-
tencias de la traza del objeto M*, = g"*R,y. El requisito de trabajar con un Ricci simétrico
se impone (principalmente) para garantizar la invariancia proyectiva, que salvaguarda la
teoria contra inestabilidades fantasmales y trivializa el papel de la torsion [9, 52, 53]. La

accion correspondiente se escribe como

1
SRBG = m/d‘lxv —det(g)-Z6(guv, R(uvy(I)) (7.1)
+ ym(guw Wm) ) (72)
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donde k2 es la constante de Newton en unidades adecuadas, y el Lagrangiano de gravedad
£ se construye, como ya hemos indicado mediante contracciones del objeto M*, mientras
que el sector de la materia se implementa mediante el acoplamiento minimo con un conjunto
de campos de materia ,, mediante .7, = [ d*x\/—det(g)-Zu(guv, W) Las ecuaciones
de campo para la accion (7.1) se obtienen por tomando variaciones independientes con
respecto a la métrica y la conexién (formalismo métrico-afin o de Palatini) y pueden ser
convenientemente reescritas mediante la representacion en un marco de trabajo de tipo
Einstein (EF, “Einstein frame”, en su original en inglés) de la forma (ver [14] para mas
detalles)

G*yv(q) =T\ (q), (7.3)

mediante la introduccion de una nueva métrica gy, que es compatible con la conexion
independiente (es decir, es la conexion de Levi-Civita de g), y estd relacionada con la métrica

espacio-temporal a través de la relacion algebraica

quv = guagav ) (7.4)

donde la matriz de deformacion Q*, depende de la teoria RBG elegida, pero siempre se

puede escribir “on shell” en funcion de los campos de materia (asi como de la métrica

espacio-temporal g;,v). El tensor de energia-momento que aparece en (7.3) estd dado por

8 1 T'(g
Tl = s (70— (Zotew) + 1)) 75)
donde T,y (g) = _th()% es el tensor energia-momento habitual mientras que las barras
—det(g

verticales denotan el correspondiente determinante. Teniendo en cuenta que las dependencias
en g en el lado derecho de la ecuacién (7.5) pueden ser reemplazadas sistematicamente por
sus contrapartes en g usando (7.4), las anteriores relaciones nos proporcionan una relacion
no solo entre la materia y los sectores gravitatorios de las dos teorias RBG, sino también
entre sus correspondientes espacios de soluciones. Dado que la propia RG pertenece a la
familia RBG a través de la eleccion trivial £ = tr(M*,), el principal atractivo de este
procedimiento radica en la posibilidad de mapear soluciones conocidas de RG en cualquier
otra teoria RBG de interés.

En lo que se refiere a este trabajo implementaremos la anterior idea para el caso de
fuentes de materia dadas por fluidos anisétropos, lo cual cubre muchos casos de interés fisico,

como (obviamente) fluidos perfectos asi como campos escalares y electromagnéticos. En el
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lado RBG, el tensor de energia-momento se escribe como:

Ty (g) = (p +prL)utuy +p 85+ (pr—p )X xv (7.6)

con g"Vuyuy = —1,y, g" xuxv = 1,vectores mutuamente ortogonales de tipo temporal y
espacial respectivamente, mientras que {p, p,, p, } son la densidad de energia, la presion
radial y la presion tangencial, respectivamente. Del mismo modo, se puede introducir un

tensor de energia-momento formalmente andlogo en el EF como
Ty (q) = (p?+ pLI)W vy + pILSH, + (pf — pLT)EHE,, (7.7)

con nuevos vectores temporales y espaciales dados por g*Vvyvy = —1y ¢"VEu &, =1,
y las funciones caracteristicas de los fluidos {p¥, p{, pi}. Usando la ecuacion (7.5) y las
identificaciones utu, = vHv, y x*xv = E*E,, encontramos las relaciones entre las funciones

en cada “frame” como [14]

1 P —Dpr
q __ _
q q <p+pL)
g a _ (pr—p1)
piorl = Sonn (7.10)

Por otro lado, la propia matriz de deformacién puede escribirse como una serie de potencias
infinitas del tensor energia-momento (ver [54] para mds detalles), que en el el presente caso
puede reformularse en términos de las funciones del fluido (en el marco de Einstein) como
QF, = a8l + Bviyy + YEHE,, con {a, B, 7} funciones dependientes del modelo. Por lo
tanto, las ecuaciones del “mapping” (7.8)-(7.10) proporcionan una relacion entre las funciones
que caracterizan el fluido en cada uno de los marcos de trabajo. Esto permite reconstruir
los correspondientes Lagrangianos de materia mientras que la relacion fundamental (7.4)
mapea las soluciones para las métricas correspondientes en cada “frame”. Asi, una vez que
elegimos una teoria RBG especifica y un determinado de campo de materia representado
por el correspondiente fluido anisétropo, este procedimiento nos permite mapear cualquier
solucion especifica de interés de dicha teoria RBG a una solucién de cualquier otra teoria
RBG, en particular, de la propia RG. Esto es asi porque el mapeo es completamente general,
independientemente de las simetrias de la métrica implicada; en otras palabras, mapea todos
los espacios de soluciones GR+.Z,, (W, q) y un dado RBG+.%, (Wi, 8).
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Entre el amplio grupo de teorias RBG, la llamada gravedad de Born-Infeld (GBI)
(“Eddington-inspired Born-Infeld gravity”, EiBI en su original en inglés) resulta ser una
teoria particularmente adecuada para los célculos. En efecto, en este caso la forma de la
matriz de deformacion viene dada por una simple relacion algebraica (ver [58] para detalles)

Q'2(Q7NH = A8K —ex®TH, | (7.11)

donde A es una constante relacionada con el caracter asintético de las soluciones (a partir de
ahora establecemos A = 1 para soluciones asintéticamente planas) mientras que el parametro

de longitud al cuadrado € codifica las desviaciones con respecto a la RG, de manera que la
_ lof'2-1
T ex?

la accién de Einstein-Hilbert en el limite |Ryv| < €~!. Combinando (7.11) con el conjunto

densidad Lagrangiana de gravedad GBI se puede expresar como .25

, y recupera

de ecuaciones de mapeo (7.8)-(7.10), y utilizando el tensor de energia-momento (7.6), la
relacion fundamental (7.4) ) nos permite escribir la métrica espacio-temporal de forma

compacta

2 4
Spv = <1 - e pr)) quv — €& [(p7+ p)vuvy + (pf — p1)Euév] (7.12)

donde el lado derecho solo involucra variables propias de la solucién en el EF. Por lo tanto,
dada una solucion semilla obtenida en el contexto de la RG, es decir, una métrica g,y mas
una configuracién de fluido dada por {p4, pf, p? } representando a la materia asociada a
dicha solucion, la ecuacion anterior proporciona la solucion RBG correspondiente. En lo que

sigue particularizaremos este formalismo al caso de soluciones axialmente simétricas.

7.3 Agujeros negros en rotacion

Consideremos ahora la parametrizacion general para una métrica estdtica, con simetria

esférica, dada por

2
ds; = —f(r)dt* + % +h(r)dQ?* (7.13)
2

donde dQ? = d6? 4 r?sin® @ d$>. En lo que sigue, fijaremos la funcién radial como h(r) = r?,
de modo que el elemento de linea anterior, que tiene su origen en una solucion de RG acoplada
a alguna fuente de materia, se caracteriza por una sola funcién f(r). En varios trabajos en los
ultimos afios, el algoritmo de Janis-Newman (ver [136] para una revision) se ha empleado
para obtener la contraparte con simetria axial (7.13), es decir, con rotacioén alrededor de

un eje. En coordenadas de Boyer-Lindquist, dicho elemento de linea se escribe como (ver
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[28, 27, ] para detalles sobre esta solucion)
2 by 2
2 = - (1 - %) dr*+ Zdr = 2asin 0= drdg
2 SIP6 5 o 2 2
+ Xd0”+——[(r"+a°)* —a’Asin”0)|d¢ : (7.14)
con las siguientes definiciones
Y = rP+d’cos?o, (7.15)
m = r(1-f), (7.16)
A = Pf+at=r-2nr+ad*, (7.17)

donde a = J /M es el parametro de giro, con 0 < a < 1 acotado superiormente por la condicion
de extremalidad M = J. La solucién de Kerr-Newman pertenece a esta familia bajo la eleccion
flr)y=1- 27M + g—z con M la masa ADM caracteristica del espacio-tiempo y Q la carga
eléctrica.

Debido a su carécter general, el elemento de linea (7.14) nos servird como métrica inicial
guv para generar a partir de ella nuestro conjunto infinito de soluciones axisimétricas de
la gravedad GBI. Suponiendo movimiento en la direccidon @, el vector unitario temporal
del fluido (7.14) puede escribirse como v* = (1/,0,0,v?), con la parte angular dada por
v? = wV', donde @ = d¢ /dt es la velocidad angular del fluido. Para fijar estas funciones V'
y ®, introducimos una base ortornormal e&” ) dada por la llamada tétrada de Carter, cuyas

componentes toman la forma [91]

et(IJ') = \/;ZiA(}’z—f—az,O,O,a); e&u) - \/%(0717070)
= 500100 = i o00
De la definicién ¢*Vv,vy = —1 podemos identificar v = r\z/;—a: yo= rzj_—aza lo que implica

que la expresion de la velocidad angular es completamente general para cualquier fluido
compatible con la métrica (7.14). Hay que notar que esto generaliza el resultado particular
obtenido en el capitulo anterior para la funcién @. De manera similar, el vector unitario de
tipo espacial g*¥ &, &y = 1, viene dado por & = (0, \/;q?o, 0)= %(0, 1,0,0). A continuacion,

bajando indices con la métrica (7.14) y tras un poco de dlgebra obtenemos las expresiones

vy = %(—I,0,0,asinz 9) 5 3;“ = \/%(0717030) : (718)
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Por lo tanto, la métrica GBI axialmente simétrica puede encontrarse a partir de la expresion

general (7.12) escribiéndola formalmente como
Suv = quv + €% hyy (7.19)

donde g,y es la métrica RG “semilla” (7.14), mientras que la correccion inducida por la

gravedad GBI Ay se escribe como

v ==[3(p7 = Py + (07 + P )vuvv + (pf = P )Euy] (7.20)

En esta expresion los vectores unitarios son los que aparecen en (7.18), mientras que los
componentes del tensor energia-momento se encuentran a través de la proyeccion en la
tétrada de Carter anterior y la comparacion con las ecuaciones de Einstein (7.3). Lo que nos

lleva a las expresiones

P LR v

pq:_pr_Wa 1 — Pr K_ZZ ) (721)

donde las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada radial . Dado que tanto
p? como pci son funciones de dicha coordenada, las expresiones anteriores permiten, en
principio, escribir la presion tangencial como una funcién de la densidad de energia, es decir,

p’ = K(p?). Entonces, la correccién GBI (7.20) se simplifica a

huy = = [plquy + (p7+K(p)) (vuvy — Euéy)] (7.22)

Haciendo explicitos los vectores unitarios obtenidos en (7.18), las componentes de este

término de correccion se pueden calcular como

hi = —4(pa’sin® 6+ K(p?)A) (7.23)
hyr = XK(p) (7.24)
hgg = —Xp? (7.25)
Mo = SO (p( +a?) +K(p)A) (126)
hog = —@ (pq(r2+a2)2+azsin2QK(pq)A) (7.27)

Dado que el parametro GBI esta fuertemente constrefiiddo por observaciones astrofisicas
[24], de la fisica de particulas [1 16, 54], y cosmologia [60], la métrica (7.19) tipicamente
implica leves desviaciones con respecto a las soluciones de RG en la escala cercana al

horizonte o fotosfera, al menos para agujeros negros de tamafio astrofisico (e incluso mas
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pequefios para aquellos de tipo supermasivo), lo que plantea un desafio para su observacion y
detectabilidad a través de ondas gravitacionales y/o sombras. Sin embargo, apareceran fuertes
desviaciones a medida que nos acercamos a la region mds interna de las soluciones, donde las
correcciones inducidas por GBI pueden ser la contribucién dominante. Este hecho puede dar
lugar a estructuras causales y de singularidad notablemente diferentes de las que aparecen
en RG. Bajo la presencia de horizontes estas modificaciones a la estructura causal pueden
ser apenas perceptibles desde el exterior, mientras que sin dichas estructuras de horizonte,
objetos compactos como por ejemplo agujeros de gusano atravesables, que también pueden
surgir de estas soluciones (ver [285, 13] para ejemplos en el caso esférico), representan
perspectivas mucho mejores desde un punto de vista observacional.

Ahora nos centraremos en fuentes de materia de tipo fluido anisétropo, como es el caso
de las electrodindmicas no lineales (NEDs), para las cuales el procedimiento de mapeo es
extraordinariamente simple, mientras que al mismo tiempo permite encontrar soluciones
fisicamente relevantes. Las NEDs estin definidas por densidades Lagrangianas que en el
EF toman la forma' .%,, = ¢(Z), con Z = —%FHVF“V, donde Fjy = duAy — dvAy es el
tensor de intensidad de campo asociado al potencial vector A, y F*V = ghoqVB Fyp. Las
correspondientes ecuaciones de campo, V, (v/—g@zF*") = 0, permiten encontrar Z = Z(p?),
por lo que se puede leer la relacion pi = K(p?) como la que caracteriza el modelo NED
particular bajo consideracion. Ademds, el interés por estos modelos surge de dos sutilezas
caracteristicas de los mismos. En primer lugar, la solucion para el problema (electrostético)
con simetria esférica para cualquier NED de la forma anterior dentro de la RG se conoce

exactamente, y puede escribirse de modo general mediante la expresion [124]:

f(r)=1- M l/mRzTOO(R, Q)dR , (7.28)

rorlJr
donde T (r, Q) = ¢(Z) — 2Z Py es la componente temporal del tensor energia-momento en el
mencionado escenario simétricamente esférico en el que el invariante de campo se resuelve
como Z(f)% = @?/r*. En tal caso, las expresiones (7.21) del caso con rotacién se convierten

en
470 2700 4 3(T0V

Ty 4r Ty +r(Ty)
¥2 2% ’

que a su vez puede interpretarse como las densidades de energia y presion generadas por un

pl=—pl=— pqL = —p?+ (7.29)
campo electromagnético axialmente simétrico con componentes A, = (A4;,0,0,A).
En segundo lugar, las ecuaciones de mapeo (7.8)-(7.10) proporcionan la correspondencia

NED en los marcos RBG y RG, donde el primero se caracteriza por una nueva funcion

'En el presente contexto despreciamos los campos magnéticos por simplicidad, aunque todo el procedimiento
de mapeo funciona igual de bien si hubiéramos incluido tales campos como fuentes de materia.
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Zn=@(X), con X = —%BMVB“V, donde B,y = Fyy pero BYY = g”o‘g"ﬁFalg, es decir,
sus indices suben con g"V en lugar de ¢"V. La forma explicita de la correspondencia fue
elaborada en detalle en [ 1 17], encontrandose la relacion especifica entre las NEDs en cada
uno de los marcos de trabajo. Por lo tanto, una vez que se define la NED objetivo en el
RBG (0 RG), es un entretenido ejercicio de dlgebra encontrar su contraparte en el otro marco.
Ahora podemos usar este resultado con el fin de resolver la contraparte del agujero negro
de Kerr-Newman dentro de la gravedad GBI. Esto implica el acoplamiento de GBI a la
electrodindmica de Maxwell, de tal manera que, de acuerdo con los resultados de [117], la
NED correspondiente en el lado RG viene dado por (nuevamente nos restringimos a campos
puramente eléctricos):

o(x) =28 (1 [1- 25 | (7.30)

B2

con la identificacion de constantes

1
2eKk?

B? = (7.31)

Resultado que se corresponde con la célebre electrodindmica de Born-Infeld (BI), siempre
que nos atengamos a la identificacién entre el pardmetro de BI? B y el correspondiente a la
gravedad GBI en la rama € < 0, de acuerdo con (7.31). Como es bien sabido, para soluciones
electrostaticas esféricamente simétricas, la electrodinamica de BI produce un invariante de

campo X = B lo que permite eliminar la divergencia debida a la propia energia del

2 2

electron, perg r,140+1(221 singularidad del agujero negro central cuando dicha electrodindmica se
acopla a la RG, véase, [124]. Sin embargo cuando pasamos a las soluciones en correspon-
dencia formadas por el acoplamiento de la gravedad GBI y la contraparte Maxwell (en el
régimen no rotacional), que se discutieron en detalle en [ 1], se encuentra la completitud
geodésica y el cardcter libre de singularidades del espacio-tiempo correspondiente [284].

Para construir ahora la version con rotacion de la gravedad GBI y electromagnetismo de
Maxwell utilizando el formalismo desarrollado anteriormente primero tenemos que calcular

la siguiente cantidad que aparece en el EF mediante la ecuacion (7.28):

Ty = i—g (Br2 —\/ B+ Qz) : (7.32)

2Si hubiéramos considerado campos magnéticos, no solo se hubieran generado los invariantes X y Z , sino
también un invariante d asociado al campo dual B),, = f%&‘uva B B® hubiera hecho su aparicion en (7.30) en su
correcta forma BI. Por lo tanto, esta correspondencia es exacta para todas las configuraciones electromagnéticas.
Ver [ 17] para mas detalles.
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La cual se reduce al resultado de la electrodindmica de Maxwell en el limite B — oo, es
decir, TOO ~ Q?/r*+ O(r~?). Sin embargo, el limite anterior no puede tomarse directamente
ya que, a través de la identificacion (7.31), esto implicaria asimismo considerar € — 0y
la gravedad GBI se reduciria a RG, recuperando asi la solucion habitual de Kerr-Newman.
Incidentalmente, podemos darnos cuenta de que, si tratamos de mapear el sistema RG +
Maxwell (es decir, la solucion habitual de Kerr-Newmann), el procedimiento de “mapping”
proporcionara la contraparte en el lado GBI en forma de la propia electrodindmica de BI
(como vimos en el capitulo anterior), pero manteniéndose la identificacion de las constantes
EiBI/BI anteriores como correcta tinicamente en la rama € > 0. Las soluciones con rotacién
de tal teoria a través del “mapping” fueron encontradas y discutidas en detalle en [167]. Las
soluciones de centros multiples también fueron construidos de esa manera en [281].

En el presente sistema GBI + Maxwell bajo consideracion, solo hemos de insertar la
expresion (7.32) en las correspondientes expresiones para la densidad de energia y presiones

en el caso con rotacion, ecuacion (7.29), para obtener

p? = 2[3 ’" ( B2+ Q2 — ﬁrz) (7.33)
_ B 2 2B%r* + Q2

que, como era de esperar, se reducen a sus contrapartes sin rotacion GBI+Maxwell en el
limite @ — 0 (donde ¥ — r2).

Ahora tenemos todo lo necesario para generar la contraparte de la soluciéon de Kerr-
Newman en el Sistema GBI+Maxwell a través de la ecuacion (7.19). La métrica en el
“background” gy viene dada por el elemento de linea (7.14), caracterizado por la funcién
con simetria esférica f(r) a partir de (7.16) y viene definida por (7.28), tras insertar all{ la
expresion (7.32) para el campo electrostatico de Born-Infeld. La correspondiente expresion

admite una integracion analitica para dar el resultado

32 32221424[524 (7.35)

oM 2[3? 2 20? 115 -0?

+ i [rz Q o F [ Q }
donde »Fi[a,b,c;z]es una funcién hipergeométrica. Esto define inequivocamente la forma de
la solucién semilla (basada en RG) para el caso en rotacion parametrizada por masa M, carga
Q, espin a, y la constante de Born-Infeld . En cuanto al término de correccién originado por
la gravedad GBI, &y, sus componentes se dan en las ecuaciones (7.23)-(7.27), tras insertar

las expresiones (7.33) y (7.34) para la densidad de energia y presion para el fluido en rotacion
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respectivamente. Esto completa nuestra construccion de la métrica en simetria axial del
sistema GBI + Maxwell, es decir, la contraparte de la métrica de Kerr-Newman.

Notemos que en esta métrica, similar a la de Kerr-Newman, las dependencias en B2 son
reemplazadas por dependencias GBI en € a través de la identificacién (7.31), que por lo tanto
se convierte en el unico pardmetro que codifica las desviaciones de esta métrica en rotacion
con respecto a la solucién de Kerr-Newman de RG.

También cabe sefialar que lejos de las fuentes, r — oo, donde la densidad de energia y la
presion se aproximan a sus valores de vacio, p? ~ pqL ~ 0, se tiene guy ~ quv, y €l elemento

de linea GBI/ Kerr-Newman se reduce a

oM .
dsg = —<1—7+ﬁ(r 2))dt2+(l+ﬁ(r 1) (dr? + 2dQ?)
(4aMsin29
—t

ﬁ(ﬂ)) drd¢ | (7.36)

de acuerdo con lo esperado en el limite de campo débil de la solucién de Kerr-Newman
de RG . Las correcciones GBI aparecen en el orden & (r~%) y por lo tanto se encuentran
fuertemente suprimidas en este limite. Como consecuencia, esta métrica pasa de forma
natural los mismos tests de campo débil que la solucion de Kerr-Newman. Sin embargo, en
el régimen de campo fuerte, las correcciones GBI en el pardmetro €, debidas al crecimiento
de la densidad de energia y presion que aparecen en el término /1,y de (7.19), no se pueden
despreciar, de tal manera que en la regién mas interna de la solucién pueden constituir la
contribucion dominante.

Debido a que las componentes g;; y g, de esta solucion poseen correcciones que dependen
de la densidad de energia y de la presion (suprimidas por la escala de longitud de GBI),
pueden surgir modificaciones relevantes en escenarios astrofisicos con respecto de sus
contrapartes en RG. De hecho, esto puede afectar tanto a los (ergo-) horizontes como a
la superficie tridimensional que caracteriza las geodésicas nulas inestables [205]. Dado
que estas son las principales caracteristicas geométricas necesarias para el andlisis de la
radiacion de ondas gravitacionales [139] asi como para el andlisis de sombras y anillos
de luz relacionados con los discos de acrecidn [163, 99], su estudio es de sumo interés.
Por otra parte, la estructura de la singularidad en términos de completitud geodésica y el
comportamiento de los invariantes de curvatura también se ve modificado. Por ejemplo,
la singularidad de anillo caracteristica de la solucion de Kerr- Newman, en RG, puesta de
manifiesto en los ceros de la componente ggg = X, y para {r =0,0 = 7 /2}, se ve modificada
en la presente geometria segin X(1 — 8K2p‘1) = 0, donde las correcciones de densidad de

energia que aparecen via (7.33) adquieren de nuevo un protagonismo especial. Un andlisis
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en profundidad de estas caracteristicas queda como cuestion abierta y serd llevado a cabo en

el futuro.

7.4 Conclusion

En este capitulo hemos combinado varios resultados tedricos encontrados en los dltimos afnos
para generar una clase infinita de soluciones axisimétricas exactas en teorias de gravedad
modificada, las cuales constituyen un buen marco de trabajo para una descripcion alternativa
de agujeros negros mas alld de la solucién de Kerr-Newman.

Para obtener esta clase de soluciones axisimétricas, primero hemos considerado la técnica
de Newman-Janis, la cual, partiendo de una métrica general dotada de simetria esférica,
permite encontrar su contraparte giratoria, asumiendo la RG como la teoria de gravedad de
partida. Al mismo tiempo, el uso de la tétrada de Carter permite encontrar la densidad de
energia, presion y velocidad angular del fluido que genera tal solucién con simetria axial,
exigiendo el cumplimiento de las ecuaciones de Einstein. Esta familia general de soluciones
con rotacion en RG se convierte asi en la semilla sobre la que utilizar el procedimiento de
mapeo. En el caso de GBI, esto nos ha permitido encontrar su contraparte en rotacion de
forma exacta, la cual puede ser expresada como la soluciéon de RG mads una correccién en
término(s) suprimido(s) por la escala propia de la gravedad GBI.

Usando el hecho de que las NEDs pueden ser descritas como fluidos anis6tropos con
pql = K(p?), hemos obtenido en forma exacta para cualquier modelo de este tipo la corre-
spondencia entre la gravedad GBI acoplada a un campo de Maxwell y la Relatividad General
acoplada a una electrodinamica de tipo Born-Infeld. Hemos combinado ambos resultados
para determinar la contrapartida de Kerr-Newman en el “frame” RBG. Conviene observar que
esta identificacion requiere que la constante GBI sea negativa, que es precisamente la rama
de soluciones que, en el caso con simetria esférica, elimina el problema de la singularidad
mediante la restauracion de la completitud geodésica.

En nuestra opinidn, esta solucion de Kerr-Newman modificada del sistema GBI +
Maxwell, que ilustra las capacidades del método de mapeo, es el resultado mas impor-
tante de este capitulo (y posiblemente de esta tesis). Dicha solucién se reduce a la ya
conocida soluciéon de Kerr-Newman propia de la RG en el limite de grandes distancias
(campo débil) siendo por tanto automéaticamente compatible con los movimientos orbitales
estelares observados en tal régimen. Las posibles desviaciones de los resultados ofrecidos
por la RG en el régimen fuerte quedan encapsuladas mediante un unico pardmetro adicional
caracteristico de la gravedad GBI. Para valores no nulos de la densidad de energia del campo

de la materia (electromagnético), la fisica gravitacional modificada produce desviaciones
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respecto a las predicciones de RG en términos de (ergo) horizontes, y superficies criticas
(nulas) y en la estructura més interna del agujero negro, lo cual afecta al problema de la
singularidad en forma de anillo caracteristica de la solucién Kerr-Newman. Estos aspectos
son de gran interés no sélo desde un punto de vista puramente tedrico, sino también desde el
punto de vista de la observacion astrondmica multimensajero, ya que los efectos inducidos
por la gravedad GBI fuera del horizonte de eventos es de esperar que se vean traducidos en
modificaciones del patrén de ondas gravitacionales generadas por fusion de estrellas binarias,
asi como en la estructura dptica y sombras cuando son iluminadas por discos de acrecion.
Ademas, si la eliminacion de las singularidades espacio-temporales en las soluciones con
simetria esférica pueden extenderse al caso axisimétrico, esto implicaria que las soluciones
de tipo Kerr-Newman sin horizonte (suplementadas con un adecuado mecanismo de colapso
gravitacional ) podrian ser interpretadas como objetos compactos, alternativos a los agujeros
negros de la RG [330]. La combinacién de estos resultados permitiria probar la existencia

de nuevas dindmicas gravitatorias mds alla de los actuales tests en el limite de campo débil

[310].






Capitulo 8

Rotacion en 2+1: BTZ en GBI

8.1 Introduccion

En los dos capitulos anteriores, hemos construido soluciones con rotacion en el modelo GBI
usando la técnica de mapping que existe entre teorias RBG y la RG. Ahora pasaremos a
estudiar otra familia de soluciones con rotacion pero en escenarios de dimensiones inferiores,
con la esperanza de aprender técnicas y lecciones que puedan ser de utilidad en el contexto
de la materia condensada.

La métrica de Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) describe una solucién con simetria
axial de las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell en 2+1 dimensiones en la Relatividad
General (GR) y en presencia de una constante cosmoldgica negativa. Originalmente, su
interés se baso en el hecho de que dicha solucién permite la existencia de un espacio Anti-de
Sitter con masa negativa, desconectado del espectro de agujero negro por una separacion
en los valores de la masa [41, 40]. Dicha configuracion no tiene un horizonte de eventos
recubriéndola, pero los escalares de curvatura son finitos en toda la variedad, lo que permite
visualizarla como una suerte de objeto desnudo, pero regular. Este descubrimiento inici6
la investigacion en el campo de las singularidades de agujero negro suavizadas, en las que
la region interna es reemplazada por nucleos de Sitter [128, 20, , ], y del papel de
la solucién BTZ en el contexto de la correspondencia ADS/CFT [100] o del andlisis de
sus modos cuasi-normales [86]. Ademads, la solucion BTZ se ha extendido para incluir la
carga eléctrica [88, 96], y posteriormente generalizada para incluir campos de materia que
presentan dependencias no lineales [95, , ] asi como descripciones que entran en el
dominio cuantico [134].

Por otra parte, es un hecho bien conocido desde hace mucho tiempo que la RG requiere en
el sector ultravioleta de la introduccion de términos superiores en la curvatura, inversamente

proporcionales a la masa de Planck [64, ], para ser una teoria completa. En este sentido
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ha surgido un considerable numero de propuestas acerca de como implementar esta extension
([r12, 82, , ]) aunque todas estas soluciones generalizadas deben ser capaces de
resolver el problema que suponen las singularidades espacio-temporales que ocultan los
agujeros negros (ver por ejemplo [325] para una discusién en profundidad de la naturaleza
de estas singularidades y los teoremas que las predicen). Por lo tanto, el descubrimiento de
soluciones exactas en tres dimensiones con interés fisico en el marco de nuevas teorias de la
gravedad despierta un gran interés en la literatura relacionada [276, 18, , , , ,
]. Debido a que dichas extensiones introducen habitualmente ecuaciones de campo de
orden superior y/o aumentan considerablemente el cardcter no lineal de las mismas, se han
desarrollado varios procedimientos con el objetivo de permitir un acceso mas directo a la
estructura de las ecuaciones de campo. Uno de esos métodos, el algoritmo de Newman-Janis
[270, ] ha facilitado la obtencién de un amplio nimero de nuevas soluciones, incluyendo
agujeros negros en rotacion o en ausencia de singularidades y las caracteristicas principales
de este tipo de soluciones han sido asimismo debatidas [35, , , , , , ].
Otro método para generar soluciones ha sido desarrollado recientemente para teorias de
la gravedad formuladas en espacios métrico-afines, en los que la conexién y la métrica son
tratadas como objetos independientes [30]. Este es el método que desarrollamos en esta tesis.
La investigacion actual ha permitido identificar varias familias de dichas teorias basadas en el
tensor de Ricci y sus contracciones (RBGs, Ricci-based gravities en su original en inglés) las
cuales han demostrado su fiabilidad en bancos de pruebas tales como las observaciones de
ondas gravitacionales o los tests en el sistema solar y permiten la introduccién de un marco de
trabajo Einsteiniano (EF) para representar las ecuaciones de campo [ 14]. Usando este marco
de trabajo es posible establecer una correspondencia o “mapping” entre la RG acoplada a
determinados campos de materia, descritos por una densidad Lagrangiana dada, y una teoria
RBG acoplada a los mismos campos de materia, pero mediante una densidad Lagrangiana
diferente [1 1, 12]. De esta forma, una vez que una solucién semilla en el lado RG es conocida,
es sencillo encontrar su contraparte en el lado RBG mediante transformaciones puramente
algebraicas, como ya se ilustré en el capitulo anterior. En el vacio la correspondencia es
trivial y es inmediato recuperar la RG y sus soluciones, pero en presencia de fuentes de
materia se han obtenido nuevas soluciones exactas para la teoria RBG en escenarios con
simetria axial [167, ], e incluso configuraciones que carecen de simetrias [28 ] permiten
explorar la fenomenologia de la teorias métrico-afines de una forma mucho mas eficiente
[17].
El objetivo principal de este capitulo es el de utilizar el “mapping” anteriormente men-
cionado con el fin de generar la contraparte de la solucién BTZ en una de las teorias que
forman parte del grupo RBGs: la llamada gravedad de Born- Infeld (GBI) en su formu-
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lacion inspirada por Eddington (EiBI gravity en su original en inglés). Dicha teoria ha
atraido un considerable interés en la literatura (para una revision de los origenes de esta
teoria, asi como sus diversas aplicaciones, consultar [58]). Desarrollaremos la estructura
especifica del “mapping” para campos electromagnéticos en dimensién 2+1 estableciendo
la correspondencia entre las acciones de materia en cada uno de los marcos de trabajo,
encontrando que la RG acoplada al electromagnetismo de Maxwell se corresponde con
GBI acoplada a una electrodindmica no lineal, de tipo Born-Infeld. Comprobaremos la
validez de esta solucidn al obtenerla de nuevo usando un fluido anisétropo que representa al
campo electromagnético. Estudiaremos entonces las principales caracteristicas de las nuevas
configuraciones asi obtenidas, que resultan ser cuantitativamente diferentes, dependiendo
del signo del parametro caracteristico de la gravedad GBI. En particular, discutiremos las
ergosferas y horizontes propios de estas soluciones, la estructura de la funcién radial y su
impacto en las regiones internas, en especial en lo que concierne a la completitud de las

geodésicas.

8.2 El “mapping” electromagnético en 2 + 1

Como se ha demostrado en el capitulo anterior (ver también [14]), en 3 + 1 dimensiones
espacio-temporales, las ecuaciones de campo de la familia RBG pueden reducirse consistente-
mente a las ecuaciones de Einstein cuando la métrica se redefine adecuadamente y se incluyen
interacciones no lineales en el sector de la materia. Para extender esta tltima afirmacion a
2+ 1 dimensiones, es necesario revisar todos los pasos que llevaron al establecimiento de la
correspondencia RBG-RG, poniendo especial atencion a la dependencia que las cantidades

geométricas implicadas pueden tener en el niimero de dimensiones del espacio-tiempo.

8.2.1 Compatibilidad métrica de las teorias RBG

En cuanto a las ecuaciones de campo originadas a partir de la variacién de la accién RBG, su
dependencia de la dimension es manifiesta. De hecho, se puede comprobar explicitamente

que la variacidn con respecto a la conexion conduce a la siguiente restriccion cinematica:

1
—=Vu <\/ \glf‘“) S =Sy, ZPh 408, M PR SEY (8.1)

Vsl

donde se ha introducido el tensor

(8.2)
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y Sﬁv = %(Fﬁv — F(,l “). Teniendo especial cuidado con los diferentes factores que dependen
de la eleccion especifica de un espacio-tiempo 2 + 1 dimensional, se pueden seguir los
mismos pasos descritos en [288], reduciendo las ecuaciones de campo (8.1) a la siguiente
relacion

Vaquv =2 (valaQua - Saaﬁﬂuy@i@%) ) (8.3)
donde la métrica auxiliar P
q“vzg‘?‘g”va (84)

se ha definido en términos del determinante 2 de Z*V y de una constante arbitraria &.

Realizando lo siguiente transformacion proyectiva
A A o A
Fuv = Fuv - a,u6v (8.5)
las ecuaciones de campo (8.3) asumen el siguiente aspecto mucho més manejable

6M]uv = ZS\%Qua ) (8.6)

donde de ahora en adelante las tildes sobre las derivadas covariantes implican que estian
definidos con respecto a la conexion con tilde como se define en (8.5). A partir de (8.6),
es sencillo escribir la conexion con tilde en términos de la métrica auxiliar para finalmente
resolver la ecuacion del campo de conexién como sigue

fk _11;1(

(av) = 54 doquv + Ovqay — auCIvoc) i Sy =0, (8.7)

lo que nos abre la posibilidad de describir una teoria RBG como una (pseudo-) geometria de

Riemann en términos de la métrica auxiliar gy

8.2.2 RBGs vistas como RG

En analogia con el caso en 3+1 dimensiones, la métrica auxiliar g, puede considerarse como
una solucién de RG siempre que las ecuaciones de campo asociadas a la RBG compartan
la misma dependencia de la materia que las ecuaciones de campo de Einstein cuando se
expresan en términos de g, y. Por lo tanto, definimos el Einstein Frame como la teoria basada

en la accion .
_ 3 3 (T
Sor = 35 [ xv/=aR(D) (8.8)

que es la formulacién métrica de RG, donde los campos y variables inherentes a RG se

caracterizan por una tilde. Un vistazo a las ecuaciones de campo para la métrica en los
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marcos RBG y RG, que vienen dados por!

8.Ls 1 1
—TH o~ K
5RWRPV(F) 2T v+ 2$G6V , (8.9)
y
g*PRpy (D) = &2 (TH, - T8} | (8.10)

respectivamente, la descripcion efectiva de las dos teorias es equivalente si se cumple la

siguiente condicion
V=g (TH, —T8)) = /=g (TH, + Z58)) (8.11)

donde la definicion de la métrica auxiliar (8.4) ha sido reformulada de la siguiente manera

0.%6

V=qquv = 2K2\/
SRHV

(8.12)

) . o -2
fijando asi la constante arbitraria en & = (21(2) , donde k2 = 87G es la constante de

Newton. De la definicién de el tensor energfa-momento, Ty (g) = \/’—%%, y su andlogo en

el EF Tuv (q) = ﬁ gﬁc, puede demostrarse que la condicién (8.11) proporciona la siguiente
receta para relacionar los sectores de materia en cada “frame” :

VL) (513

6jm ’ Y
= 2V—q (61‘”% —Zn(q, l//)) —V—4%

si el espacio de soluciones esté restringido por las condiciones

V—gg"P Bg(PV V) —/—qq up 5, (;Iv Y) . (8.14)
Para que estas parametrizaciones sean utiles, es necesario que la expresion explicita del
Lagrangiano de gravedad en términos de los campos de materia sea conocida. Esta relacién
esta codificada en las ecuaciones de campo asociadas a la variacion de la métrica en el EF
(8.10). Sin embargo, dependiendo de la teoria RBG especifica elegida, puede resultar muy
dificil expresar el Lagrangiano de gravedad en términos de campos de materia.

'Nétese que la dependencia del Lagrangiano en R¥, permite usar la siguiente identidad 5%;(;?6 v =

5.L6(RE)
ok, SapRpo-
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8.2.3 El “mapping‘ para la gravedad de Born-infeld

Ahora nos centraremos nuevamente en la gravedad GBI, cuya accién ya nos es conocida y

viene dada por [58]

1
SEiBl = m/de <\/—|guv +eRyy| — Ay —g> . (8.15)

La gravedad GBI una teoria es particularmente amigable, ya que la cuestion planteada al final
del apartado anterior se puede resolver ficilmente observando que la densidad lagrangiana

GBI se puede expresar como

1 6 0ZEiBI
ZLEiBl = ps) {SK det( SR, ) —l} ) (8.16)

lo que nos lleva al principal problema de este procedimiento, encontrar la dependencia

0 ZEipr
5R#V

la definicién de la métrica auxiliar expresada como

:Ldetfl 0ZEil \ O-ZLEiBI
q,UV 4K4 6Rpg SRA” 8Avs

funcional de con respecto al tensor energia-momento. En el presente caso, utilizando

(8.17)

es facil encontrar el tensor de Ricci en términos de la derivada del Lagrangiano de gravedad

con respecto al propio tensor de Ricci

(8.18)

e - () (B0

5ROCB SR'up ng ’
de modo que las ecuaciones de campo (8.10) se pueden reformular de la siguiente manera

det ! ( 53&'31) 0 ZEiBI

5RPg ) SR, =4t [8y —ex? (THy ~T&Y)] (8.19)

lo que lleva al mapeo general entre métricas simplemente reemplazando esta tltima ecuacion
en (8.17):
g"" = [8) —ex? (TH, —T8})] ¢*. (8.20)

Ademas, la ecuacion Eq.(8.19) proporciona el determinante

0 ZLEipI 1 _ = =
det( SRP- ) = e det [& —ex? (THy —T5))]. (8.21)
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Usando esta ultima ecuacion para simplificar (8.16), encontramos finalmente

1= /det[85 —ex? (TP —T35)]

ZLEipl = = = : (8.22)
exz\/det [6§ —ex? (TPs— T5g)]
que se puede sustituir en (8.13) para darnos
1—ex? (L —T
,zﬂm:# A pSK( n=T) _ (8.23)
—e12 (TP T
\/det[88 —ex? (T —T58)] e

Sefialemos que esto no deja de ser una parametrizacion del sector de la materia GBI ya
que el lado derecho es una funcién de la métrica del EF mientras buscamos una Lagrangiana
que depende totalmente de las cantidades en el lado GBI . En lugar de reemplazar la métrica,
usemos el hecho de que el contenido de la materia viene dado por un campo electromagnético,
lo que implica que el Lagrangiano de materia depende de un tUnico invariante que puede
escribirse en términos de la intensidad de campo Fy,y = 2(9[“14\,} como sigue

1

K=~ FayF*. (8.24)

Esto es una consecuencia de la propiedad de reduccion productos arbitrarios del tensor
de intensidad de campo y su dual de acuerdo con la discusién dada en el Apéndice A de
nuestro articulo [168]. Esta observacién lleva a la intuicién de que la métrica siempre
esta encapsulada en este invariante de modo que si encontramos una manera de relacionar
los invariantes en marcos diferentes, entonces el tensor energia-momento en el EF podria
escribirse en términos de campos de materia en el marco RBG. Siguiendo esta estrategia,
notemos que la ecuacién de mapeo (8.20) puede invertirse como:

Suv = dquv— ex’ (Tuv - Tq,uv) (8.25)
. 0.4, 04,
— 2 ___po m 2 m
= {I—FZSK (.,Sfm q aqpc)} quv +2€K Py

Especificando esta ecuacion al caso de un campo electromagnético libre (Maxwell) con una
constante cosmolégica en el EF, es decir 47.%, = K /2—4nA/ k2, con K = %qquu pqP° Fsy,
encontramos:

K 2A ex?



164 Rotacion en 2+1: BTZ en GBI

donde hemos introducido el tensor K,y = a‘zl% y usado la identidad

8Ln  0Lm
6ql~lV - WK“V . (827)

Usando la siguiente relacion de cierre (que se deriva en el Apéndice A mencionado antes)
K/Jprv :KKIJ\/, (8.28)

podemos calcular facilmente la inversa de (8.26), esto es

v ! ( w_ e K“V) (8.29)
8 = ~ q - ) .
K | 2A 4m(1 —2€eA
[1_8K2(ﬁ+—2)} ( )

K

para encontrar finalmente
(1-2&x’K)?
. 2
)

donde hemos definido & = &/(4n(1 —2¢eA)). Teniendo en cuenta que la ecuacién anterior

1 _
K= Eg“VFupg” °Fov=K-

, (8.30)

se reduce a la relacion trivial entre invariantes K = K cuando el producto éA — 0, mientras
que en el caso general (sorprendentemente) simplemente conduce a K = K/(1 —2¢A)>.
Con este resultado en mano, podemos volver a la parametrizacion (8.23) para ver que la

correspondiente densidad Lagrangiana en el lado RBG esta dada por
2 (K | 2A
1—eK (E + F)
Jae{[1 e (£ +22)] 8-+ k0 )

Evaluando el determinante en el denominador de esta expresion usando la férmula

e’ Ly =N —

det (A8} +BK*,) =A(A+BK)*, (8.31)

que se sigue de la regla de composicion (8.28),y usando que K = K /(1 — 2£A)2 el sector de
materia RBG finalmente puede escribirse como

1 1 eK?
LK) = —5 )L_\/l—ZSA_47'L'K . (8.32)
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Teniendo en cuenta que el término €A debe considerarse absolutamente insignificante porque
implica el producto de dos cantidades infinitesimales. Expandiendo en serie este término en

el Lagrangiano, encontramos

.i”m(K)z# (A—\/1—28K2 <£—%)> , (8.33)

que representa una version al estilo Born-Infeld del Lagrangiano de materia en el EF .%, =
K

X
gravedad GBI son en cierta forma compensadas por la interaccion no lineal con el campo

A/x%. Esto demuestra que las no linealidades que aparecen en el Lagrangiano de

electromagnético, dando lugar al andlogo en 2+1 dimensiones de la electrodindmica de
Born-Infeld, donde la intensidad de campo dual de Hodge esta ausente ya que estamos

trabajando en una teoria dimensional impar.

8.2.4 Enfoque alternativo: representacion con fluidos anisotropos

Un enfoque alternativo y mds practico para ilustrar el mapeo de soluciones entre las teorias
RG y RBG consiste en describir el campo electromagnético como un determinado fluido de
caracter anisétropo, tal y como se considerd por vez primera en [ | 1] e hicimos en el capitulo
anterior. Usaremos también dicho enfoque en esta seccion para verificar nuestros resultados
por partida doble, siguiendo para ello un planteamiento totalmente diferente al de la seccién
anterior. Para ello, en primer lugar establecemos el tensor energia-momento en el marco
RBG como

Tuv(g) = (P ‘f‘PJ_)”u”v +Ppi8uv+ (Pr _PJ_)XuXv ) (8.34)
siendo utu’g,y = —1'y x*x"guv = 1 vectores temporales y espaciales y donde p es la

densidad de energia, p, la presion radial y p | la tangencial. Del mismo modo, consideremos

otro fluido anisétropo en el marco RG como

Tuv(‘l) =(p "‘ﬁJ_)Vqu +D1quv+ (Pr _ﬁJ_)éugv ) (8.35)

Con nuevos vectores temporales y espaciales vvVq,y = —1'y E#EVquy = 1, y nuevas
densidades y presiones, (P, p,, P ), caracterizando el fluido. La relacién fundamental entre

los sectores de materia esta dada por (8.11), que podemos reescribir como

VAT (a) = Vg | T (e) ~ 50 (Z6+T(s) | | (8.36)
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y que se puede reformular en términos de las variables del fluido anis6tropo para obtener las

correspondencias:

N e e ) .37

V=4(p+p1) = v=g(p+p1) (8.38)
V=a4(pr—p1) = V=8 (pr+p1) (8.39)

Que nos permiten relacionar las funciones del fluido en cada uno de los marcos . La relacién
entre los determinantes de la métrica se establece una vez que se elige una teoria RBG
particular, de modo que las ecuaciones de mapeo (8.37), (8.38) y (8.39) permiten asimismo
relacionar las fuentes de materia en cada marco. Particularizando para la gravedad GBI
podemos aprovechar la inversa (8.20) para encontrar :

guv = (1+ex’T)quy — e Ty . (8.40)

Como resultado, dada una métrica ¢,y que satisface las ecuaciones de Einstein Gy (q) =
KZT,W, with Tuv como en la ecuacion (8.35), entonces g,y proporciona una solucion a las
ecuaciones GBI con el tensor energia-momento 7}, de (8.34) como fuente. En términos de

las variables del fluido anisétropo tenemos que

guv = [1+€x*(py — P)lquy — x*(P + P )vuvy + (Br — pr)Euéy (8.41)

lo que proporciona la solucién en 2 + 1 dimensiones de la gravedad GBI, una vez que se
ha determinado una solucién semilla en RG (segtin lo determinado por {p, p,, 5, }) Una de
nuestras tareas a continuacion consistira entonces en la identificacién de las variables del

fluido asociadas a la solucion BTZ en RG para a partir de ellas construir una nueva solucioén
en GBL

8.3 Soluciones tipo BTZ en gravedad GBI

8.3.1 La solucion BTZ en RG

Siguiendo la notacion de Carlip [88], en un sistema de coordenadas estatico y con simetria
axial en 2+1 dimensiones (,x, ¢), la solucion BTZ viene dada por:

ds? = —(N1)2di2 + £ 2dx® +x2(d¢ +N9dr)? (8.42)
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con las definiciones

2 2\ 1/2 2
X J J
Nt=f=(-M+=+— ;N¢ = —— 8.43

U ( +12+4x2) 2x% (843)

donde M es la masa ADM del sistema, / = —A~2 la longitud AdS y J momento angular. Para
estudiar la estructura de este elemento de linea con mas detalle, es instructivo reescribirlo

explicitamente como:

2
ds? = <M— %) dr® + f2dx* + x*d¢* — Jdid¢ | (8.44)

que es (quizds) una forma mds candnica de expresar un elemento de linea axialmente
simétrico y nos permite leer mas facilmente su estructura fisica. Por ejemplo, la componente

g presenta una unica raiz que viene dada por:
Xorg = IM'/? (8.45)

Cuya parte interna define la ergoregion, es decir, la regioén dentro de la cual el observador
se ve obligado a rotar solidariamente con el agujero negro, d¢ /dt > 0. Por otro lado, los

horizontes de Killing de esta geometria vienen dados por los ceros de g™ = f2, que son:

W) -

y se corresponden con el horizontee de sucesos (exterior) y el horizonte interno respecti-

vamente. Usando Ecs.(8.45) y (8.46) se pueden establecer las diferentes configuraciones
en la solucién BTZ. Para valores positivos de la masa M > 0, se encuentra un espectro de
agujeros negros (cubierto por un ergohorizonte) siempre que |J| < Ml (con el caso limite
J = MI correspondiente al agujero negro extremal), y singularidades desnudas si |J| > M.
Para masa y momento angular nulos M = J = 0, tenemos un agujero negro no masivo,
correspondiente al espacio puramente de AdS. El santo grial de la solucién BTZ corresponde
al estado M = —1,J = 0 para el cual se tiene un nucleo regular de De Sitter, desconectado
del espectro del agujero negro.

En lo que se refiere a este trabajo, estamos interesados en la generalizacion de la solucién
BTZ con carga eléctrica acoplada a un campo de Maxwell, .Z,, = K /2. En tal caso, el campo

electromagnético se caracteriza por Ay = (3Qlog (x/x0),0,0), con xo una escala de longitud
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arbitraria , y Ec. (8.44) se generaliza a :

J? 1
ds* = — ( H(x) — = | dt* + ——dx* +x*d¢> — Jdtd 8.47
2= (HO) - )ait i sdt e fat gy 40
con H(x)=—-M— %2 log(x/xp) + ’l‘—j + % y O la carga eléctrica. Los ergohorizontes en este

caso vienen dados por, g;; = 0, y resultan ser:

[
Xy = :I:—QPL

2

_g-am2 ]2
4e ] : (8.48)

12Q2

donde PL denota la solucién principal de la funciéon W de Lambert. Esto supone dos
soluciones reales dependiendo de la combinacion de los valores de {/,Q, M}, lo que significa
que hay ramas de las soluciones donde la ergoregion esta ausente de manera similar a
la solucién habitual en cuatro dimensiones, Kerr(-Newman) en RG. Para los horizontes
g™ = H(x), no es posible una expresion concisa pero se puede estudiar la posicion de los

extremos de f2, resultando:

1/2
X =1 (Q2 +4/0*+ 16J2/12/8) . (8.49)

De esta forma, escribiendo H(x,) = H, y asumiendo H, < 0 se puede demostrar facilmente
que se encuentran agujeros negros con dos horizontes cuando M > H,, agujeros negros
extremos si M = H,, y singularidades desnudas en caso contrario. Esto ultimo es asimismo
valido para todos los casos en que H, > 0 . Vale la pena senalar que el estado de Sitter
dado por M = —1,J = 0 propio de la solucién no cargada desaparece siendo reemplazado
por g¥(x ~ 0) ~ —%210gx, correspondiente a los agujeros negros con un solo horizonte
no degenerado. Por lo tanto, la adicion de carga a la solucion BTZ destruye su rasgo mas

carismatico.

8.3.2 Generando la solucion GBI-BTZ: enfoque electromagnético

Vayamos ahora al punto mds importante de nuestra discusién. El Mapeo de la soluciéon BTZ
cargada en la gravedad GBI es casi una cuestion trivial usando la ecuacién (8.26) y sabiendo

que el campo electromagnético en el EF estd determinado por: A, = (3Qlog (x/xo) ,0,0).
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Con este valor de Ay, encontramos:

0o -£ 0
Fv=| £ 0 o[, (8.50)
0O 0 O
lo que lleva a
L[ -f 00
Ruv = 4% FuaFgy = 2 L0 8.51
uv =¢ pal’gy = @ 7 ) (8.51)
00
y K = ¢"VKyv/2 = Q*/4x%. Como resultado obtenemos:
2 2
B L[ @ 2A ex?
guv = {1 — €K (167rx2 + F)] quv + EK,JV ; (8.52)

y el elemento de linea

ds? 0? X X exk?J2Q%\ .,
— = ([M+=log| =) -5 -—"—""=)ar
n ( e (Xo) 12 647rnx4)

+ H 'ax? (8.53)
22 22
) ex’Q ) eK-Q
1— de>—J|[1— did
* ( 167rnx2) ¢ ( 167rnx2) ¢

donde hemos introducido 1 = (1 —2¢eA). Nétese también que k> = 87y A = —1/I?. Esto

concluye nuestra derivacion del elemento de linea en la teoria de la gravedad GBI acoplada a
la electrodindmica de Born- Infeld.

8.3.3 Generacion de la solucion GBI-BTZ: enfoque mediante fluidos

anisotropos

Ahora derivaremos de nuevo el elemento de linea que acabamos de obtener pero usando el
enfoque de fluido anis6tropo. Con el objetivo de construir el tensor energia-momento fuente
de la métrica en 2+1 dimensiones con rotacion, en lo que es el primer paso necesario para
generar la contrapartida de la métrica BTZ en gravedad GBI, partimos del elemento de linea

(8.47) e introducimos el vector comovil de tipo temporal convenientemente normalizado
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v = (V,0,0V") (aqui @ denota la velocidad angular), que debe satisfacer

2
V=4 . (8.54)

VAo +aH -5 402

De manera similar, el vector radial normalizado de tipo espacial viene dado por E# = (0,&*,0)
lo que lleva a £¥ = H'/2. De esta manera, el tensor energia-momento de un fluido anisotrépo

en el lado RG dado por la ecuacioén (8.35), se escribe explicitamente como

~ 5 AHx2—JJ 2(p+p, 2T
R
7' (q) = 0 Pr 0 (8.55)
(p+p. ) w(4Hx>—1J) ~ 2(p+p L) ox>T
P 0 P+ "7 e

donde J = J — 2wx? .Introduciendo la expresién anterior en el lado derecho de las ecuaciones

de campo (8.10) podemos determinar las diferentes cantidades que caracterizan el fluido.

J_
2x2°

cual sustituido en las componentes (¢7), (xx), y (¢¢) nos da las funciones que aparecen en el

En este sentido, la componente (¢¢) de tales ecuaciones de campo conduce a @ = lo

tensor de energia-momento del fluido como:

S +2°H 2x*H" —3J*
0 =—pr= Pl =———F— 8.56
p p Ilefl sPL 4K ( )
Haciendo explicita la funcién H(x) encontramos
< PO*—4x* PO +4x?
pP=-Pr=—"Fopa PL="QFapa 8.57)
4xl°x 4xc-l°x

lo que prueba que efectivamente estamos ante un campo de tipo Maxwell més una constante
cosmoldgica como fuentes de materia de nuestra configuraciéon. Lo que corresponde a la
soluciéon BTZ descrita en la seccion anterior. Tenemos ya todos los ingredientes necesarios
para construir el elemento de linea de gravedad GBI acoplada a la electrodindmica tipo
Born-Infeld (8.33) usando la solucién BTZ con carga (8.47) a modo de solucién semilla y

recopilando todas la definiciones anteriores podemos escribir la ecuacion (8.41) encontrando

ds? 0? X x> eJ*Q? 2
£ (riGn(e) £ %)

+ H l'ax? (8.58)

£22
+ (1_W> d(]) ( 2 )dtd(]) ,
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donde 7 = (14 2€/I?) coincide con nuestra definicién de N haciendo la identificacién
A=-1/ I2. Como se puede ver, la Ec.(8.58) coincide exactamente con nuestro resultado
anterior (8.53) y representa el principal resultado de este capitulo. Como hemos demostrado
en secciones anteriores, esta solucion corresponde a un objeto con simetria axial y cargado
eléctricamente con una constante cosmoldgica en la teoria de la gravedad GBI acoplada a
una electrodindmica de tipo tipo Born-Infeld en un espacio-tiempo de 2 4 1 dimensiones. En
la siguiente seccidn procederemos al analisis de sus caracteristicas mds destacadas. Antes de
entrar en ello, consideremos el hecho de que el factor conforme es esencialmente la unidad y
no juega ningudn papel relevante en la fisica, pudiendo reabsorberse en una redefinicion global
de unidades, por lo que de ahora en adelante lo omitiremos en nuestra discusion. Usaremos
también la notacion & = /1] con el fin de aligerar la notacion general. Ademas, teniendo
en cuenta que € representa una cantidad muy pequea frente a /> (ambas con dimensiones
de longitud al cuadrado) supondremos a partir de este punto que 7] > 0 en todas partes

independientemente del signo de €.

8.4 Estructura de la solucion GBI-BTZ

8.4.1 Funcion radial y estructuras de agujero de gusano

La primera diferencia notable de la solucion GBI (8.58) con respecto a la solucion BTZ
cargada, convencional (8.47) ) se encuentra en el comportamiento de la coordenada radial
8¢¢- De hecho, en nuestra solucion GBI, esta coordenada radial se escribe como

r2(x) = x> —sx2 (8.59)

C

donde hemos definido

2= Bl (8.60)

Notemos que el dominio de definicién de la coordenada x depende del signo s = +1 de &,
lo cual va a tener un impacto no trivial en la estructura de las soluciones correspondientes
& = s|&| y dividiremos la discusion en los subcasos s = +1y s = —1.

En el caso s = —1 se encuentra que la funcién radial 7*(x) en la Eq.(8.59) tiene una
circunferencia de radio minimo L,,;;, = 27tx, en x = 0. En este punto la funcién radial r (x)
rebota y la solucién se extiende naturalmente al rango completo x €] — oo, 40| (hay que tener
cierta precaucion con la funcién log(x/xp) en la métrica, que deberia ser considerada como
log |x/xp| si se consideran valores negativos de la variable x). Este es el comportamiento

tipico de una estructura de agujero de gusano, como se muestra en la Fig. 8.1, conx =0
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Fig. 8.1 Comportamiento de la funcion radial r(x) en la Ec. (8.59) para los casos s = —1
(izquierda ) y s = +1 (derecha). En este grafico hemos tomado Q = [2 = 1 y cuatro valores
de |e] = 1/500 (parpura), |€| = 1/10 (naranja), |e| = 1/4 (rojo), and |e| = 0.4 (azul).

(r = x.) representando su garganta. Y presenta una simetria circular a pesar de la simetria
axial del espacio-tiempo, ya que las contribuciones del momento angular sélo aparecen en
las componentes g, y g:¢ del elemento de linea. Cuando & — 0 tenemos que r(x) =~ x?
y la garganta del agujero de gusano se cierra, recuperandose la singularidad puntual de la
solucion BTZ cargada.

En cuanto a la rama s = +1, se encuentra que el cero en la funcion radial tiene lugar
en x = x., de modo que el espacio-tiempo se dividiria en dos regiones x € (—oo, —x.) | Jx €
(xc,+o0) causalmente desconectadas la una de la otra. De hecho, la region interna |x| < x.
estd prohibida porque implicaria un cambio de signatura en la métrica. También en este
punto la componente g, se anula lo que indica que la velocidad angular efectiva desaparece

a medida que nos acercamos a ese centro.

8.4.2 Estructura del elemento de linea: ergosferas y horizontes

Estudiemos ahora la estructura de horizontes de esta solucion. En primer lugar, observamos

que la estructura asintética de la componente g, estd dada por

2 2
X

g (x A 00) ~ —l—2+ (M+%log(x/xo)) +0(1/x%) (8.61)
siendo asintéticamente Anti-de Sitter. En cuanto a la existencia de una ergoregion, hay que

buscar los ceros de g;;, que vienen dados por las soluciones de la ecuacion trascendental

xZ Q2

al log(x/ )—é—J2 ~M=0 (8.62)
27 \OBWA T o '
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donde, a diferencia de los ergohorizontes del caso original BTZ cargado, ecuacion Ec.(8.48),
tenemos la contribucién de un término cruzado que involucra el momento angular y la carga
eléctrica y modulado por el pardmetro GBI €. Por lo tanto, en el limite J = 0 se obtienen
exactamente los mismos ergohorizontes que en el caso RG mientras que para J = 0 no Se
pueden encontrar soluciones exactas de esta ecuacion. Para J # 0 el andlisis debe dividirse
en un caso con M > 0y otro con M < 0. Suponiendo que [ es la mayor longitud de escala
involucrada, si M > 0 entonces g;; tiene un cero en el limite de grandes distancias de x
cuando x*> ~ MI?, mientras que para M < 0 no hay tal cero. En el limite opuesto, x — 0, el
signo de € se vuelve relevante. Si |€| > 0 entonces Ec. (8.62) no tiene ceros cuando x — 0.
Sin embargo, si € < 0 entonces hay una competencia entre los dos términos divergentes
multiplicados por Q? ya ya ya que lim,_,olog(x/xo) — —oo pero lim, —i—ﬁ — +oo,l0 que
introduce un minimo en g;;. Como en este limite el término x* /1% es despreciable y M es

una constante, el elemento clave para ver si hay ceros en g;; es la ubicacion del minimo

definido por los términos en Q2. Este minimo se encuentra en x,\, = J2|&
J*|E
que gy, ~ M+ Q? (1 +log ( |4 |

X
P 0 . , . o, .
dos ceros adicionales en el entorno de x;,, mientras no tendrd nuevos ceros si es positivo.

, lo que implica

)) /8. . Si esta cantidad es negativa, entonces g;, tendra

Concluimos entonces que si € < 0y M > 0, podemos tener hasta tres ergohorizontes [ver Fig.
8.2]. No es dificil ver que si M < 0, entonces el cero que se produce para grandes valores de
x desaparece y el nimero maximo de ergoregiones se limita a dos. Si nos centramos ahora en
el caso € > 0, entonces M > 0 permite un cero para grandes valores de x debido al término
con %, y hay otro cero para valores pequefios de x debido al hecho de que el término con
Q? contribuye con el mismo signo pero opuesto a M. Si M < 0, entonces s6lo un cero seria
posible.

Para encontrar los horizontes de estas configuraciones, calculemos la norma de los

vectores perpendiculares a la hipersuperficie x = constante, dados por:

Euét =g" =H(x), (8.63)

y, por lo tanto, los horizontes de Killing para esta geometria vienen dados por H(x) = 0,que
es el mismo resultado que en RG. Por lo tanto, la discusién de la estructura de los horizontes

es exactamente igual que en RG.

8.4.3 Completitud y regularidad geodésica

Abordemos ahora la cuestion de la regularidad de estas soluciones. Recordamos que en la
solucion BTZ cargada de RG el escalar de curvatura y el de Kretschmann son en general
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Fig. 8.2 El comportamiento de la componente g, para los parametros {{ =1,M =1, =2.5,
J =0.2} en los casos s = —1 con € = —0.3 (azul), € = —0.47 (verde), € = —0.5 (purpura),
€ = +1 (naranja) y su comparacién con el caso RG € = 0 (negro discontinuo). Aunque
estos nimeros no son muy razonables, ya que la carga no deberia ser tan grande comparada
con la masa mientras que la longitud cuadrada /> deberia ser mayor comparada con M para
evitar tener un universo demasiado pequefio, estos numeros se han elegido para remarcar la
existencia de configuraciones adicionales en términos de ergosferas en comparacion con las
soluciones usuales BTZ en RG.

divergentes en x = 0. En particular, para el elemento de linea (8.47) estdn dados por

-6 Q° 12 30* 20°
R = — _ K = — _— . 4
GR="Tp g AR= T T a T (8.64)

donde vemos que las piezas divergentes se deben a la contribuciéon del campo eléctrico.
Cuando la carga estd ausente, se encuentra la conocida regularidad de las soluciones BTZ en
el vacio. Realicemos ahora el mismo ejercicio para las soluciones GBI-BTZ. Centrandonos

en las configuraciones s = —1 , encontramos que la expansion de las curvaturas escalares en

el entorno de la garganta del agujero de gusano x = 0, viene dada por:

E:JZ 2

Reipr ~ | ’4x6Q +0(1/x%) (8.65)
11|]2740*

Keipr =~ M+ﬁ(1/x10), (8.66)

16x!12



8.4 Estructura de la solucion GBI-BTZ 175

que se puede suavizar al orden &'(1/x?) y €(1/x®) cuando J = 0, pero no mds alld de manera

similar a lo que ocurria en la solucién BTZ con carga de RG. En el caso s = 41 encontramos:

Rgip1 ~ %‘f’ﬁ(l/(x_xc)) (8.67)
2
Kgigr % +0(1/(x—x:)), (8.68)

donde x. se defini6 en (8.60). Vemos asi que independientemente del signo de €, estas
soluciones siempre tienen divergencias representada por polos de, al menos, el mismo orden
que en RG. Para Discutir con rigor la regularidad (o no) de las configuraciones anteriores,
necesitamos recurrir al andlisis de completitud geodésica [325]. Esto es asi porque, siendo
geodésicas temporales y nulas, que estdn asociadas al movimiento en caida libre de los
observadores fisicos y a la transmision de informacion, respectivamente, el requisito de su
completitud es basico para la predictibilidad de la teoria correspondiente. Este andlisis puede
llevarse a cabo atendiendo a la existencia de dos cantidades conservadas E = —g,vEHu"
y L = guy®"u", donde E# = (1,0,0) representa el vector de Killing temporal d; y ®* =
(0,0,1) es el vector de Killing angular dy, y teniendo en cuenta, asimismo que el hecho de
que ¢ = —gyyutu" is ¢ = 0,1 para geodésicas nulas y temporales con vector tangente u*.
Con estas tres constantes de movimiento se pueden derivar tres ecuaciones que determinan la

evolucion del vector tangente u* [92]. De las cargas conservadas, encontramos

dt 1 bJ
— = —(1-= 8.69
Edh ~ H() ( 2x2) ! (8.69)
J2 x?
o _ 1 (g (H0-F[1-s5]) 5.70)
EdA  H(x) \ 422 x% — sx2 7 '
y combinando los anteriores resultados con 0 = g,vutu” tenemos
2 2
s P (0 [sd) .
(Ed?t) T2 x% — sx2 ' ®.71)

En las féormulas anteriores hemos definido el parametro de impacto b = L/E. No propopor-
cionaremos un analisis detallado de las curvas que se derivan de estas ecuaciones, en su lugar
nos centraremos en sus propiedades cerca de x = 0 cuando € < 0 (caso de agujero de gusano)

y cerca de x. cuando € > 0, donde se sitdian las regiones potencialmente mas peligrosas.
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Considerando primero el caso & = —21% < 0, en el limite x — O las ecuaciones relevantes

con J # 0 se reducen a

d b
% N o3 (8.72)

dx \* _ bJ?
Eax) © ad (5.7

mientras que para el caso sin rotacién J = 0 tenemos
do b
zar 27 (8.74)
SN 20
( dx ) ~ 1R (8.75)
EdA I£0

Es facil ver que para J # 0 se puede alcanzar x = 0 en una cantidad finita de tiempo propio.
Noétese también que aunque la velocidad angular d¢ /dA y la velocidad radial dx/dA divergen
en ese punto, la relacién d¢ /dx = —2/J estd bien definida siempre que J # 0. Por otro lado,
cuando J = 0, el signo de M se vuelve relevante. Si M > 0, entonces algunas trayectorias
de luz podrian rebotar en algun valor x > 0 (dependiendo en los parametros del modelo),
mientras que si M < 0 entonces en el limite x — O el lado derecho de (8.75) siempre serd

definido positivo y dominado por

dx 2 b? X
_ ~——1 — 8.76
<Ed/1) 22 % (xo> ) (8.76)

lo que también implica que x — 0 se alcanza en un tiempo propio finito (esto se puede
verificar explicitamente via integracion numérica). Junto a la existencia de divergencias en
los escalares de curvatura y en el elemento de linea cuando x — 0, el hecho de alcanzar x — 0
en un tiempo afin finito sugiere fuertemente que el espacio-tiempo es singular en ese punto
independientemente del valor de J.

Consideremos ahora el caso € > 0. En el limite x — x., las ecuaciones relevantes se

reducen a
do b
_— — 8.77
EdA 2xc(x—x¢) ®.77)
2
dx - b?H (x.) (8.78)
EdA 2xc(x—x¢) ’
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Tengamos en cuenta que, a diferencia del caso € < 0, el momento angular no juega ningtn
papel crucial mas alla de su influencia en el signo del lado derecho de (8.78). Centrandonos
en aquellas geodésicas que pueden llegar al centro, a saber, aquellas para los que H(x.;) >0

los limites anteriores muestran que x — x. siempre se alcanza en un tiempo afin finito, con

O ~ P+ \/2(x — x¢) /xcH (x.n) aproximéandose a un valor finito y constante dado por ¢.
Por las mismas razones que para € < 0, este caso es tan singular como en RG.

8.5 Conclusion

El objetivo principal de este capitulo ha sido la construccion de una solucion exacta para
una configuracién de tipo BTZ con un término de constante cosmoldgica en el contexto de
la gravedad de Born-Infeld. Para ello se ha utilizado nuevamente el método que permite
generar soluciones en teorias del tipo RBG partiendo de soluciones ya conocidas en RG.
Hemos mostrado explicitamente que la aplicacion de este método a la RG acoplada al
electromagnetismo de Maxwell en 2+1 dimensiones mapea dicho espacio de soluciones a las
de la gravedad GBI acoplada a una electrodindmica de tipo Born-Infeld. Asimismo hemos
podido obtener el elemento de linea de la teoria modificada siguiendo dos planteamientos
distintos, el primero de ellos se centra exclusivamente en los campos electromagnéticos
y el segundo modeliza el efecto de estos mediante la introduccion de fluidos anis6tropos
equivalentes. Los resultados obtenidos coinciden y proporcionan una prueba no trivial de la
consistencia de las relaciones introducidas por el “mapping” asi como de su implementacidn.
La discusion de las propiedades de las soluciones asi obtenidas ha sido posteriormente
dividida en dos casos, en funcion del signo s del pardmetro caracteristico de la gravedad GBI.
Encontramos que en el caso s = —1 la funcidn radial tiene un minimo en x = 0 (r = xc > 0),
representando el comportamiento tipico de una estructura de agujero de gusano. Dicha
estructura puede estar recubierta por dos horizontes, o aparecer desnuda, a semejanza de
lo que ocurria en la solucion BTZ original de la RG, mientras que un ergohorizonte puede
hacer acto de presencia, dependiendo asimismo de los valores numéricos de los pardmetros
que caracterizan el modelo. A pesar de la presencia del agujero de gusano, que en algunos
casos puede remediar ciertas patologias, encontramos todavia divergencias de curvatura en la
garganta del agujero de gusano, junto con una estructura de polos tan intensa o mas que en
su contrapartida en RG. Esto, junto con el hecho de que nada evita que las geodésicas nulas
alcancen esta region en un tiempo propio finito sugiere que el espacio-tiempo resultante
sigue siendo tan singular como lo era en el caso de la soluciéon BTZ cargada en el contexto
de la RG. Algo similar ocurre en el caso s = 41, a pesar de que ahora los invariantes de

curvatura divergen en valores finitos de la coordenada radial x = x, donde la funcidn radial
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se anula, lo que representa el centro de la solucion. Los resultados presentados en este
capitulo suponen una nueva prueba de la utilidad del mecanismo que denominamos como
“mapping” para obtener soluciones analiticas de interés observacional y/o tedrico en teorias
de gravedad modificada. Confiamos en poder ofrecer mds informacién sobre la utilidad del
método en escenarios mas atractivos fisicamente en 2+1 y dimensiones mayores como podria
ser, por ejemplo, el acoplamiento directo la gravedad GBI u otras teorias de la gravedad
a la electrodindmica de Maxwell. Dichas soluciones deben estar en correspondencia con
soluciones de las ecuaciones de Einstein acopladas a teorias de electrodindmica no lineal. En
este campo hay todavia muchas cuestiones a desarrollar en futuros trabajos, aunque en el

proximo capitulo aportaremos algunos resultados prometedores y de gran generalidad.
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Capitulo 9

Términos de superficie y acciones “‘on
shell”

9.1 Gravedad GBIy términos de superficie

Iniciamos la exploracion de otros temas mds alld de la rotacion analizando los términos de
superficie que aparecen al considerar variaciones en la accion. En el marco de una teoria
RBG en el formalismo métrico-afin este problema ha sido analizado recientemente para
teorfas de tipo f(R) [318], y en esta seccién vamos a realizar un andlisis similar para GBI

Consideremos entonces como punto de partida nuestra accion total dada por:

1
ST:SB["‘SM = @/dd}f |:\/—’guv+8R”v(F)‘ —)u\/—g +

+ Su(guv,¥) - 9.1)

Definiendo g,y = guv + €Ryv(I), denotando su inversa formalmente como ¢*¥ y tomando

variaciones en la accién podemos escribir:

1
0S7 =06Sp+06Sy = m/ddr [(\/—qq“‘/ — l\/—gg“") Oguv +£\/—qq“v5R”v} +0Sy
(9.2)
el tensor energia-momento determinado por (5.10) y (5.11) nos proporciona las ecuaciones

de campo ya conocidas para el tensor métrico:

V=gt = Vg (gt — e TH) ©3)

Tomando variaciones de la accion respecto de la conexion vamos a obtener dos contribu-
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ciones:
1. Ecuaciones de campo para la conexion.
2. Términos de superficie asociados.

Para obtener y discutir las ecuaciones de movimiento para la conexién, continuaremos con
el principio variacional que hemos iniciado, que también producira los correspondientes
términos de superficie, pero para el andlisis de estos tltimos, tomaremos un camino alternativo
que nos facilitara el andlisis. Suponiendo torsion nula (para aligerar la presentacion, pues
el resultado final serd el mismo que con torsion) y usando OR,y =V, SF&V -V, SFQ“ (ver

anexo, A) la parte de la variacion sobre la conexién nos queda:

5SF( = /ddx\/ q'uv&‘(SRuv =

2k2
= 7 / dlxy/=qq"" (V1 8T, — V8T, (9.4)
integrando por partes tenemos:
5Sr(D) = 5 / dd V=ag"v STk, — =g g 8T,] -

8Tl (W[Hq‘”] — 83Vplv=q4")) } ©9.5)

El primero de los términos presentes en esta expresion es un término de superficie:

5S(T) 2k2/d ¥V [V=qg" ST, — V=gg"* 8T8, | 9.6)

mientras que el segundo nos porporciona las ecuaciones de movimiento:

8K = —7 [ 40T (Valv=aa™| -8V, [V=a4"))  ©)

si la materia no estd acoplada a la conexién tenemos g%glv =01lo que implica que V [\/—gq""] =
0y, como ya sabemos, la solucién para la conexion fisica es la conexion de Levi-Civita para
el tensor g .

Analicemos ahora el término de superficie dado por (9.6). Consideremos para ello
la evaluacion de la cantidad V(1/—¢V?) siendo V° un vector arbitrario de la variedad.
Teniendo en cuenta que el tensor totalmente antisimétrico se escribe en dimension d como
Eapys.. = /—8E€apys.. Y tomando la derivada covariante del lado izquierdo tenemos el

resultado:
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VuvV=4=0uv/=q4—-vV—4Tjs 9.8)

(en dimensiones pequeiias, por ejemplo d = 4 el ejercicio es directo si se deriva covariante-
mente V€123 = Vy/—q y se utilizan las propiedades del objeto €,pys para reordenar los
sumandos resultantes). A partir de este resultado es inmediato obtener que en ausencia de
torsién se tiene V(/—qV?) = d(y/—¢V ). Definiendo ahora V° = /=g (¢"" '], —
q"° 51"/%”) y usando el teorema de Gauss en la forma, (3.33):

/ 4V % = / A" J” 9.9)
\% Ky

donde la integral del lado derecho se evalua en la superficie de dimensiéon n=d — 1y ny es el
vector perpendicular a la superficie que encierra el volumen V, podemos escribir la integral

Y. como: .

/ A1/ e ng® 9.10)
S

con v¥* = gV oI, —gH® 51“/%“ y 7, el determinante de la métrica inducida por g,y en la
superficie frontera S, n* el mencionado vector normal a la superficie, y € = £1, dependiendo
si la superficie es temporal o espacial [ ]. En los célculos relacionados con la correspon-
dencia AdS/CFT [268], la superficie frontera va a estar orientada segin la condicién r =
constante, luego n” = ii, es un vector de tipo espacial y todos los vectores contenidos en la
superficie seran de tipo temporal. La superficie que nos interesa es del tipo temporal, y en
este caso el pardmetro € va a tener el valor +1.

Llegados a este punto, y a la vista de que las ecuaciones de movimiento implican que
la conexion estd totalmente determinada por el campo gy, es tentador pensar que las
variaciones de la conexion van a estar generadas por las variaciones de gy;. Sin embargo,
hay que tener en cuenta que, segun el principio variacional, las ecuaciones de movimiento
surgen como un extremo del funcional de la accion pero que las variaciones posibles de los
campos no estan restringidas a las configuraciones que coinciden con dicho extremo. De
hecho, la conexion posee una parte tensorial de rango 3 cuyas variaciones no pueden estar
contenidas en su totalidad dentro de las variaciones del tensor de rango dos gyyv. Es por
ello que no podemos usar las ecuaciones de movimiento para artificialmente restringir el
espectro de variaciones de la conexion. Para atacar esta cuestion con toda generalidad, vamos
a reconsiderar los términos de superficie desde una perspectiva alternativa.

El término asociado a la variacion del tensor de Ricci en (9.2) tiene la misma estructura
que el que encontramos en la formulacion a la Palatini de la RG, por lo que conviene

analizarlo con calma para entender cudl es su contribucion a los términos de superficie de la
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accion. Para ello, procederemos siguiendo la sugerencia propuesta en [45], aunque usaremos
una maquinaria matematica menos sofisticada (pero igualmente robusta). La clave esta
en descomponer la conexidn en una parte asociada a una métrica mas un tensor de rango
tres, es decir, consideraremos que ng = Lgy—kAgy, donde Lgy representa la conexion de
Levi-Civita construida con la métrica g,v. Hay que notar que elegimos g,y en lugar de g,y
para que la comparacion con el caso de GR estdndar sea més evidente. Ademas, sabemos
que las ecuaciones de movimiento elegirdn esa métrica como la asociada a la conexion
independiente, por lo que, en cierta manera, se puede decir que el grueso de las variaciones
de la conexién vendra capturado por las variaciones de esa métrica, aunque puede haber
variaciones adicionales debido a las contribuciones del tensor de rango tres que parametriza
la diferencia entre Lgy y ng. De esta manera, vamos a descomponer el tensor de Ricci como

Ruv(T) = Ruy (L) + V5AY, — VEAG, + A%, AL, — A%, AL, (9.11)
donde las derivadas covariantes son las asociadas a la métrica g;,y. Esta estructura pone de
manifiesto que los términos de superficie asociados a /—gg""dRy en la variacién de la
accion pueden descomponerse en una contribucion asociada a la parte de Levi-Civita, que es
bien conocida en la literatura (véase, por ejemplo, el capitulo 4 del libro de Poisson) mas la
contribucion debida a los grados de libertad tensoriales asociados a la conexidn, que en este
caso vienen codificados en el tensor Ay, Dado que s6lo estamos interesados en los términos
de superficie asociados a la conexién independiente, un célculo sencillo siguiendo los pasos

mostrados en las derivaciones de mds arriba nos muestra que esos términos son de la forma

Ir= # /d4x\/—_qVé [q“VSAffV —q%P SA%LB} = % /d3x\/m [naq’“’SAﬁv — n“5A%a}
(9.12)

donde hemos introducido el vector ny normal a la hipersuperficie (con norma € = ngn® = +1)

que delimita el 4-volumen de integracion y |y| denota el determinante de la métrica inducida

en dicha hipersuperficie, ¢*# = (v’ P enonb ).

Una vez obtenido este resultado, es hora de considerar como seria el término de superficie

correspondiente a la version métrico-afin de la RG. Para ello, siguiendo a [45], proponemos

que la curvatura extrinseca se construya como

1
Kop(T) = 572" 15" [V,u”v‘f‘qu,lvv”ll} : (9.13)

de tal manera que puede ser descompuesta como

1
Kap(T) = Kap(L) = 76 16" [Afivms — qupADynt] | ©9.14)
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lo que nos lleva a que

1
K(D) = ¢ Kop(T) = K(L) = 57 [AfwnA _ qupAelnl] . 9.15)

Segun esto, el término de Gibbons-Hawking-York a la Palatini, se puede escribir como
1 1 i i
ScHy = E/d%v 7] {K(L) - EY’W [Auv”x —qupAln H : (9.16)

Variando respecto de AC 5> llegamos a

1

SuSany = ~33 / B/ [W&xﬁm . }/”vqupn}ﬁAﬁA . 9.17)

Usando en esta expresion la relacién y*Vqup = 6, — en'ny y reescribiendo y*V = g1V —

entnY, el resultado final se puede escribir como

1
SiScny = ~ 5.5 / B/ [naq”VSAgv —n‘xaA%a} , 9.18)

que es exactamente de la misma forma que (9.12) pero con el signo contrario. Por tanto, si a la
accion original se le afiade este término de superficie, las contribuciones debidas a la conexion
independiente procedente de ambas partes se cancelaran idénticamente. Esto demuestra
que los grados de libertad asociados a la conexién no generan nuevas contribuciones que
exijan nuevos términos de superficie mds alld del usual de Gibbons-Hawking-York adaptado
al caso de Palatini (véase la férmula (9.13)). La demostraciéon que hemos presentado aqui
es aplicable a todas aquellas teorias métrico-afines que admitan una representacion de tipo

Einstein frame, como es el caso de las RBGs, entre muchas otras.

Como comentario final, hay que notar que la adicién del término de Gibbons-Hawking-
York a la Palatini garantiza que las variaciones asociadas a la conexion independiente en la
frontera de la variedad son idénticamente nulas siempre, sin necesidad de exigir que deban
anularse en dicha frontera. De hecho, es evidente que en la frontera la variacion (9.12) se
anula porque, por construccion, la frontera se define como el lugar donde las variaciones de
los campos son cero. Esto quiere decir que sin modificar el término de Gibbons-Hawking-
York, habriamos llegado a un principio variacional bien definido. Sin embargo, la correccion
afiadida mejora el resultado final al hacer la variacion en la superficie idénticamente nula en

todas partes, no solo en esa frontera. Otro aspecto destacable de esta definicion de curvatura
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extrinsica en (9.14) es que se trata de una cantidad invariante proyectiva, por lo que en teorias
en las que la torsion es un grado de libertad proyectivo, la torsion no aparece en K.

Vamos a utilizar estos resultados para calcular las respectivas funciones termodindmicas y
las acciones on-shell que nos dan la funcién de particidn en el contexto de la correspondencia
AdS/CFT para nuestras soluciones de tipo BTZ.

9.2 Accion on-shell y funcion de particion

En esta seccién vamos a llevar a cabo una primera toma de contacto con la formulacién
Euclidea de la accion y sus aplicaciones en el contexto de holografia. Para ello, vamos a con-
siderar el ejemplo mas sencillo en 2+1 dimensiones, que consiste en la dindmica gravitatoria
en presencia de energia de vacio, es decir, una constante cosmoldgica. Para no excedernos
en trivialidades, consideraremos la teoria de gravedad de Born-Infeld. Aprovecharemos
también este ejemplo para recordar algunos resultados asociados al mapping entre teorias. En
particular, vamos a considerar la relacion que liga la RG+A en 2+1 con la teoria EiBI+otra
Acyy, tal y como se describe en [168].

Al usar el mapping para ir de RG+A a EiBI, encontramos que el Lagrangiano de materia

(asociado a la constante cosmolégica) en el frame RBG es de la forma

Sy = #/d%\/—_g [z—ﬁ} . 9.19)

Es interesante ver que con esta accion de materia, la teoria completa de materia y gravedad

se puede escribir como

1 3 *
Sov1= =z [ @x [/~ lewv + Rl ~Avg] | 920

donde hemos usado la notacién A = 1 /v/1—2¢&A. El tensor energia momento asociado a la
accion de materia (9.19) es

2 68 |
= V-8 Sg;wv = oA —V1+2eA)gH, 9.21)

y la relacién entre métricas viene dada por

guv = (1 —2€A)qpy - (9.22)
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Como ejemplo particular, podemos pensar en las soluciones de tipo BTZ de la RG en 2+1

dimensiones, en las que el elemento de linea puede escribirse como [ 1 68]

quvdxfdx’ = —H*(x) +x*dg? (9.23)

H?(x)

siendo H(x) = —M + L2 =

linea es solucidn de la accidén

= —M —x’Ay A=1/L?. En el Einstein frame, este elemento de

Ser = / dxy/=q (R(T,q) — 2A) = Sgu +Su , 9.24)

2k2

donde :Z;,[ = —k%.

Vamos ahora a realizar algunas comprobaciones sencillas de la equivalencia practica
entre ambos “frames”. A partir de la métrica g, el cdlculo del objeto R(q) = g"P Ry (q) es
inmediato al saber que Ry, (q) = 2Agp, y obtenemos R(g) = 6A. Por otra parte, podemos
calcular directamente .%; escribiendo la accion en la forma:

Spr = %/d% \/—Det[g#v—l—SR“v(q,l—‘)]—l\/—_g] =
- = / dry=g[\|=2-2] = [@rv=5 0. 9.25)

que nos permite reexpresar £ = # [1/ :—g — A] como

L= 1 —2eA)? ;L] (9.26)

1
ek? [(
Usando estos resultados para g"P R,y (q), THy y £ en (5.38), encontramos una identidad,
lo que confirma la consistencia de todas las férmulas derivadas hasta el momento.

Con todos estos ingredientes bien determinados vamos a calcular la accién completa
on-shell en el RF asi como las funciones termodindmicas asociadas. Nuestra discusion del
apartado anterior nos permite considerar una accion total estructurada alrededor de una
accion en el “bulk”, un término de superficie de tipo Gibbons-Hawking y un contratérmino,

tal y como indicamos en el capitulo 4:

St = SBuik +Scuy + Scr (9.27)

(Qué elemento de linea vamos a utilizar? A partir de (9.22):
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ds3 = (1 —2eA)

2
1
(M — "—z)dz2 +——d’ +x2d(p2] . (9.28)
L —M + 7
Cambiemos ahora a la métrica euclidea mediante la sustitucién g = it:

2
1
ds2p = (1—2eA) | (—M + =)di: + ———dx? +x2d(p2] . (9.29)

L? —M+ X

12

Definiendo 4 (x) como
2 2 2 2
X X ML X

el elemento de linea pasa a ser

2 2
2 X 2
dszp = (1 —2€A) {—Lz h(x)dtz + p (x)x2

dx? —l-xzd(pz} . (9.31)

) .. . ) 2 2
Definimos asimismo la variable radial u = ’% con (‘i—x) = (%“) . En la nueva coordenada

radial el elemento de linea toma la forma

1 x? L2
2 0 2 2 2 2
ds3p = (1 —2¢eA) {_MZ 2 (h(u)dtg 4+ L*dg?) + O du } (9.32)

en el formalismo de Lorentz teniamos que el término Sg,;; (en el RF) se puede escribir como

1
SButk = Sp1 -+ Sy = / Er/=g Lo+ o / Bry—g (A O+ 28A)> (9.33)
con % dado por (9.26) es decir:

2A
Spux = > (1-260) % [ &ry=g 9.34)
Si ahora pasamos a la signatura euclidiana los cambios se traducen en d*x = dpdxdr —
idpdxdig /—g —i(l —26A)%\/ng =i(l— 28/\)%%’ lo que implica:

X2

2
Ssuk = 723 / dudtg dgou—g (9.35)
Veamos ahora los limites de integracion: en la variable radial original tenemos que integrar
desde xq (posicion del horizonte) hasta x = . Con el cambio de variable la integracién va

desde u = 1 hasta u = 0, luego la accién “on shell” en el “bulk” nos da la contribucion:
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2 P 27 Uox2 2nxdB (1
Spur = —— | dt d du=0 =270 [ — 9.36
Bulk = 7737 /0 E /o ¢ /0 3T IZ k2 (uz ) (9.36)

siendo B = Ti] el inverso de la temperatura Hawking. Consideremos ahora la contribucion
n

u—0

del término de superficie: en el apartado anterior hemos demostrado que para la gravedad de
Born-Infeld el término de superficie que debemos de afiadir para tener variacion neta nula
en la frontera es justamente el término de Gibbons-Hawking-York. Nuestra hipersuperficie
viene caracterizada por r = constante, con lo que el vector normal apunta en la direccion
radial n” = #i,. Asimismo, como ya hemos comentado, se trata de un vector de tipo espacial
y por tanto todos los vectores contenidos en la superficie seran de tipo temporal, luego la
superficie es asimismo temporal y el pardmetro € asociado a la accion de Gibbons-Hawking

toma el valor +1. Entonces en el formalismo lorentziano tendremos:

1
ScHY = k_z/qu) dr —YqK (9.37)

Al pasar a la signatura euclidea tenemos un cambio de signo asociado:
1
SGHY (Euclideo) = 2 /S dodip /v K (9.38)

siendo K = }/,;x p K p la curvatura escalar extrinseca, con ¥, la métrica inducida por g,y en

la superficie y ¥, el correspondiente determinante. Para una métrica diagonal, la curvatura
, .. 1

extrinseca Ky puede calcularse de acuerdo a la relacion [268] K5 = zn"auyg B Con n* el

vector radial unitario dirigido en el sentido de crecimiento (decrecimiento) de la variable r(u).

A partir de esta expresion, y utilizando de nuevo la relacion entre la derivada del determinante

de una matriz y su traza, (ver formula A.2 del anexo) tendremos:

Si usamos la descomposicion ADM de la métrica g,y tendremos:

1 2
d5* = quudi® + 1 ydx®dP = ;I% (A(u)art +12dg?) +

2
Zha (9.40)

siendo xo = v/ ML la posicién del horizonte y u = *2. Recordemos asimismo que /() viene
dado por la relacién i(u) = 1 —u? y que n* es un vector unitario (1 = g,,n“n") y que apunta

en la direccién en que la variable u decrece, por lo que lo escribiremos como n* = —7+/h(u).



190 Términos de superficie y acciones “on shell”

Con todo ello tendremos:

2
1
VIK = n'0/T = =25 /h()d V1] (9.41)

En la frontera, u — 0 y podemos hacer el desarrollo \/ h(u) =vV1—u~1-— %, con lo que
nos queda, finalmente:

1 /B m x(z) 1 x(z)
SGHY (Euclideo) = _ﬁ/o th/O do QE; — 17)”:0 =

21 X3P 2

I (9.42)

Consideremos por ultimo la contribucion debida al contratérmino: como acabamos de ver
tanto Sp,x como Sy divergen cuando u — 0. Para cancelar esta divergencia es necesario
anadir a la accién un nuevo término de superficie (Scr). En la correspondencia AdS/CFT
las propiedades de la teoria gauge dual que vive en la superficie vienen determinadas por
la teoria gravitatoria que vive en el “bulk” y la anterior divergencia se interpreta desde
el punto de vista de la teoria gauge como su divergencia ultravioleta. El procedimiento
entonces para manejar la divergencia es el habitual en las teorias gauge: se afiade un
numero finito de contratérminos a la accién original. Siguiendo esta prescripcion afladimos
un contratérmino a la accidn gravitatoria, con el fin de obtener una funcion de particion
finita. El procedimiento tal y como ya hemos comentado en el capitulo 4 se conoce como
“renormalizacion holografica”. En nuestro caso es sencillo ver que el contratérmino (que
siempre se construye exclusivamente mediante cantidades de la superficie frontera) viene
_ 21 %8 (4 -1

dado por: Scr = 2_/1<2 i dzx% Yo =173 (x — Q)uzo. Sumando las tres contribuciones

obtenemos:

St = SBuk+Scuy +Scr =
27 Bx3 2 1 1 B3

1
= (=141t =S h0=—131

—_— 943
K212 ‘u u u 2 ( )

la accion euclidea on-shell estd directamente relacionada [268] con la funcién de particion

de la teorfa gauge y con la energia libre de la misma mediante las relaciones Z = ¢3¢ y

Sg = BF, siendo F la energia libre. El diccionario AAS/CFT nos permite entonces despejar
.

la energia libre caracteristica de la teoria gauge como F = % Si ahora calculamos la

temperatura de Hawking (4.63) tendremos finalmente:

473

F:_k_2

1272 (9.44)
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que es nuestro resultado final en ausencia de materia, resultado totalmente equivalente al
obtenido en el contexto de la RG, de acuerdo con el hecho de que en ausencia de materia
ambas teorias son equivalentes. En la siguiente seccion introduciremos la materia en forma
de campo electromagnético y veremos su contribucion a las expresiones “on shell” de la

accion.

9.3 Calculo de las acciones “‘on shell” en diferentes esce-

narios GBI

En esta seccion vamos a realizar cdlculos explicitos de las acciones on-shell asociadas a
distintos escenarios GBI en presencia de la materia representada por el electromagnetismo
de Maxwell o soluciones de tipo NED (electromagnetismo de Born-Infeld). Dichos cdlculos
serviran de complemento a capitulos anteriores y a lo expuesto en diversos articulos en los
que se ha explorado ampliamente este tipo de soluciones [ 168, 49, , 50, ]. Uno de
los aspectos interesantes de dichas familias de soluciones es el caracter en general finito
de las integraciones espaciales de la accién. Comenzaremos revisando dicha caracteristica
en el contexto d-dimensional del electromagnetismo de Maxwell acoplado a GBI (trabajo
completamente deducido en [50]: resumimos y revisamos aqui dichos resultados), partiendo
para ello de la resolucién directa de las ya conocidas ecuaciones para métrica y conexion
y exploraremos posteriormente en cdlculos propios las particularidades de dicho proced-
imiento de cdlculo de la accion espacial on-shell en el caso de 2 4 1 dimensiones, o del

electromagnetismo no lineal.

9.3.1 Electromagnetismo de Maxwell en d dimensiones

La acciodn total viene descrita por la ecuacion (9.1) con Sy, generada por el electromagnetismo
de Maxwell:

1
St =Sepr +Se-m = —@/ddr [\/— ‘g’uv—f—SR‘uv (F)‘ —l\/—_g} —

1
T / d?r /=g FyyF* (9.45)

siendo d?r = 12 dQ% 4-2) el elemento de volumen asociado en d dimensiones. Si asumimos

que la solucion para la métrica espacio-temporal g,y viene dada por una simetria esférica

en el subespacio de dimension d — 2 [50] y por una materia electromagnética que presenta
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asimismo simetria radial, el elemento de linea se escribird como:

ds? = g dr? + rr dr? + 72 d_Q(zd_z)
) B 2d73 -2 2 i
dQy , = d6; ) []sin®6;d6; (9.46)
i=2 j=1

y el elemento de volumen d’r puede escribirse como d%r = dr drdog_s) con ©y_o) =
d—1

2 . . . . .
27w ——~ (es un ejercicio directo comprobar que la anterior definicion de @;_, nos devuelve

a—1
los ge(miil)iares resultados para d =4 y d = 3). Para dicha distribucion estdtica y radial el tensor
campo electromagnético F*V viene caracterizado por una tnica variable independiente, la
coordenada radial, de forma que la ecuacién de Maxwell V, (1/—gF*") = 0 ofrece como
solucion:

F" (9.47)

q

N rd=2y/=8u8&m
siendo ¢ una constante de integracidon que asociaremos de manera natural con la carga
eléctrica, pero es necesario ser cuidadoso con su dimensionalidad pues de (9.45) y (9.47)
se sigue inmediatamente que las dimensiones de la carga eléctrica dependen asimismo de
la dimension del espacio-tiempo. En el caso d =4 y en el sistema de unidades naturales
cgs la carga eléctrica se mide en Coulombs. Sin embargo no es asi para el caso d = 3,
donde la carga eléctrica tiene dimensiones ﬁ de acuerdo con las anteriores expresiones.
No obstante, en las referencias habituales en las que tratamos campos electromagnéticos
en (24 1) dimensiones en el contexto GBI es asimismo habital encontrar la carga eléctrica
definida sin dimensiones (esto se consigue introduciéndo una potencia inversa de la longitud
de Planck en la definicién de la accion electromagnética de materia). Dicha adimensionalidad
de la carga eléctrica en un espacio de dimensién menor permite parametrizar las estructuras
de agujero de gusano que emergen de manera natural de las ecuaciones de movimiento en
términos sencillos, usando unicamente el parametro € de la gravedad de Born-Infeld, pero
pueden llevar a confusiones. Retomaremos esta reflexion en secciones posteriores cuando
analicemos las soluciones tipo BTZ las estructuras de agujero de gusano asociadas y la forma
de la ecuacién de Dirac.

A partir de la definicion (5.10) del tensor energia- momento asociado a la materia, un

calculo directo nos lleva a la expresion:

¥ —hy O-2)x2

vV _ —_
I, = e (9.48)

Oox@—2)  La—2)x(d-2)
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. 2 . ., .
siendo X = —%FMVF HY = %. De la anterior expresion se deduce directamente la forma

de la matriz de deformacion (5.30):

R Qiby Og_2)
Q= (9.49)

O2y@—2)  R-he
con £, y £_ funciones dadas por [50]:

2

Q = (A+X}I§
A—X
Q= —— (9.50)
(A+X)a2
conX = "82—;X . Una vez encontrada la matriz de deformacion es asimismo inmediato encontrar

la forma explicita del lagrangiano de gravedad introducido en (5.32):
d-2
02,07 -

L
G ke

(9.51)
con lo que ya tenemos todos los ingredientes necesarios para resolver (5.32) y obtener
explicitamente el tensor gy. Para ello el truco es siempre el mismo, consideramos que
quv hace el papel de métrica espacio-temporal en un marco de trabajo asimilable a la
Relatividad General, (EF): dicha idea como hemos comentado fundamenta el “mapping”
entre espacios de soluciones, pero podemos asumirla asimismo para atacar directamente el
problema resolviendo ecuaciones de movimiento si consideramos que el elemento de linea

asociado a gy puede escribirse “a la Schwarzschild™:

1
guydxtdx’ = —A(x)de? + mdxz +x2dQ0, ) (9.52)

lo que permite encontrar soluciones para A(x) a partir de (5.32). Por otra parte, de (5.29),
(9.46) y (9.51) podemos establecer una relacién entre las variables radiales x y r(x):

2 o= Q.
dx A—X
— = /0 (9.53)
dr A+X

la primera de estas ecuaciones fundamenta la emergencia de estructuras de tipo agujero

de gusano de manera natural en las teorias RBG formuladas en el escenario métrico-afin
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[278]: 1lustraremos mas adelante esta idea detalladamente cuando rehagamos las soluciones
halladas en [168] via “mapping” resolviendo directamente las ecuaciones de movimiento. Si
ahora consideramos las soluciones sin constante cosmoldgica (A = 1) y el caso en que € < 0
un célculo directo a partir de (9.53) nos da la informacién relacionada con la estructura del
agujero de gusano: la variable r(x) alcanza un valor minimo en x = 0 dado por r = r con
rz @=2) _ 2 g—;. Introduciendo la variable adimensional z = -~ estamos ya en condiciones
de elaborar on-shell (9.45) en términos de una integracion sobre la variable radial z. A partir

de (9.52) y (9.53) el elemento de linea asociado a g,y puede escribirse como:

AW) dr’ +

Q. ( dx
Q. A(x)

2
o) A0l (9.54)

dxtdx¥ = —
Suv Q.

1

lo que nos da la estructura /—g d%x = ar rd=2) (x)d%x. La accién de materia puede a su vez

escribirse como Sy = [ d‘x\/—g % y (9.45) pasa a escribirse on-shell como:

c ) 16 v

utilizando (9.50) para 2, y Q_ en funcién de X = —ﬁ y la relacion entre elementos
diferenciales radiales (9.53) la ultima igualdad pasa a escribirse como:

_ o 1—-X ~
STzzw‘é er_l/cdt/ dzzd—z—N1<(1+X)ﬁ_1> (9.56)
ke 0 (1+X)

d-2

donde hemos afiadido un factor 2 para dar cuenta de la integracion a ambos lados del agujero

de gusano. Sustituyendo X = —22(;—_2 la integral radial esta lista para su cdlculo explicito:

I(z) = /dzzd_zﬁ((l—l—)?)(ﬁz_l):

1 I d—3 3d-7
_ d— 1A F 4-24d
(d—1)(d—3)z4t1 <( R b s v el LA

_ 1 (d-1) d-3 ,_
_ | A2y (2d _ 4 2d . 4-2d
A=y @ 2R S e )
(9.57)

Consideremos algunos casos particulares: para d =4 y 7z — o el desarrollo en serie de la
anterior ecuacion nos da el resultado /(z — o) :’71 que es el comportamiento tipico de
las soluciones Reissner-Nordstrom, anulandose en el infinito. Resultado esperable, ya que

a grandes distancias comparadas con r, ~ /—& los efectos caracteristicos de la gravedad
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de Born-Infeld son despreciables y debemos recuperar el comportamiento propio de la RG.
Cerca de z = 1, en el entorno del agujero de gusano, el desarrollo en serie para d = 4 nos da

el resultado:

5 1
I(z21)2ﬁ<3r(g)— 1) )—2\/z—1+%(z—1)3 (9.58)
i}

es decir: en la garganta del agujero de gusano tenemos que para el caso d = 4 el resultado de

la accion espacial va a ser finito.

9.3.2 Electromagnetismo de Maxwell (d=3)

La accidn espacial para el caso d = 3 (soluciones tipo BTZ) presenta caracteristicas especiales
debido al caricter logaritmico del campo electromagnético asociado [49], lo que va a darnos
un resultado no finito. Consideremos el caso € < 0. La accion total del sistema viene dada
por:

St =S+5u = é/d%ﬁ(\/@—l)

1
&r/—gFy F*Y 9.59
16an/ TV T8y ©:59)

siguiendo el procedimiento general de la seccion anterior encontramos para (€ < 0) [49]:

N Q+12x2 01x2
Q= (9.60)
021 Q-

{Q,,m}:{(x 1X)2, (A +X)(7L—X)} 9.61)

con|1/|Q|=Q,v/Q_ yX= 8?—22 < 0. El elemento de linea, por su parte, vendra dado
por:

2 _ _ 2, 1 e 2
ds? = —A(r)de® + A(r)( Q+) +2(x)d6 9.62)

con \/—g d*r = ¢ drdr d6 ——. Introduciendo como de costumbre la relacién entre coorde-

Ve

2
nadas radiales x> = r>Q_ y usando X = —%FMVF A % la accién on-shell al completo se
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escribe como:

1 o* A
Sto= oy [ darder[22- %) - |+
ke "o A+ved
1
+ / dr drd@— i (9.63)
r(A+e%)
definiendo rmm —€£% Q e introduciendo la variable z = la integral nos queda:
ﬁ QZ / 5 Z4 -1 Z3
dz ) -] 9.64
7L k2 Z3 22 -1 ( )
con B = [ cdr . Realizando las integracion en z encontramos el resultado:
4 3
z 27 —1 Z
I(z2) = [ - } - .
@ = [@]z5-2 55 9.65)
2 2
= ————=(—-1)A°+1 —1 9.66
2 2Z2 2 (Z ) +In (Z ) ( )

la integral presenta varias divergencias: por un lado una divergencia logaritmica, tanto
en (z = 1) (garganta del agujero de gusano) como en z = « debido a la existencia del
campo electromagnético. Para verlo consideremos la sustitucién de la funcién I(z) =
- % —2(22=1)A%+1n(z> — 1) en los limites superior e inferior de la accién espacial,
z =1 (garganta del agujero de gusano) y z = o0 y supongamos A = 1 es decir, soluciones
asintdticamente planas: a grandes distancias la funciéon va como %—f— 2 Inz mientras que
cerca del agujero de gusano se comporta como In2 + In(z — 1). Definiendo en esta regién la
variable y = — la funcién diverge aqui como —Iny con y — oo, luego ambas divergencias en
el infinito y en el agujero de gusano son de tipo logaritmico. La otra divergencia se produce
en el infinito y tiene que ver con la presencia de la constante cosmoldgica, A. ParaA =1,

esa divergencia en el infinito se anula.

9.3.3 GBI + electromagnetismo de Born-Infeld (d=3)

En este apartado calculamos la accidn espacial on-shell para las soluciones encontradas en la

referencia [168]: la accion completa del sistema viene en este caso dada por:

!
Sp—Se+Sy — @/d3r<\/—|gﬂv+8Rﬂv(F)‘—)L\/—_g)+

1
+ ﬁz/ﬁ%vcgm_ 1—2¢(K—A)] (9.67)



9.3 Calculo de las acciones “on shell” en diferentes escenarios GBI 197

en el EF tenemos las soluciones de tipo BTZ con carga eléctrica habituales en el contexto de
la RG:

quv = 8uv+ €Ruy(I) = —H(x )dt 4+ — H(x) (dx)? +x*d6? (9.68)
con H(x) = —-M+ [’i—z - %zln[xio]. La solucién en el RBG frame obtenida via “mapping”
viene dada por [168]:

£Q?

ds? = —nH(x)dr + L (dx?+ 02 (1- 2= ) do 9.69

2= nHEA 4 @) 40 (1 75 9.69)

siendo N = L2£L—22€ ~ 1. Para £ < 0 la variable radial r*(x) = x> — £2Qn alcanza un valor

minimo, r,,;. En el sector electromagnético tenemos la relacion K = 411%; ~ % lo que
implica:

0? Toi
V1-2e(K—A) =[14+2eA— e = \[A (9.70)

con A =142€eA ~ 1y para la accion on-shell tendremos:

ST =12, /d3 x| — |x|\/ ””"\/AJr min (9.71)

haciendo los habituales cambios de variable r2 = x* + r

P2 7= ~— la anterior ecuacién nos

:—n—Q/ 2dz (1) 5= ,/ 9.72)

podemos escribir el integrando como:

queda:

AZ2Z—A+1 2VA 1—

66 = (- m= " mr >:Z(1‘;—_1 4oy )=
2VA 1— \/_( —1)
~ (1= (4 50y)) = f+2A(Z =

(9.73)

que admite la solucion :

B ./ 7 22 In[2—1] (A—1), z—1
=1 DQ(-4VAL +VA - 1 =
St =7 k2Q< 7 TVAT VAT 4v/A nz+1>

_ nng 1) (9.74)
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st desarrollamos en serie la funcion del integrando en el entorno de z = 1 y z = oo obtenemos:

I(z~1) =~ —(\/ZZ_ D) + \/ZZ <ln2+ln[z— 1]) — (4A\;Z1) (ln[z— 1] —ln2]>
I(z~oo) ~ < (VA —1)+VAlnz (9.75)

2
9.3.4 GBI + electromagnetismo de Born-Infeld (d=4)

En este caso acudimos a la referencia [ | 67] para estudiar la estructura de la accién espacial
on-shell. Vamos a generalizar los razonamientos utilizados alli para incorporar el efecto de
una constante cosmoldgica no nula. El espacio de soluciones en el EF viene dado por el

acoplamiento de la curvatura escalar R al electromagnetismo de Maxwell:
1 1
St=23 / d*x/—q(R—2A) + o / d*x/—q[X] (9.76)

con X = —%Fqu MV El lagrangiano de materia viene caracterizado entonces por la funcién

o X=X - L%) cuyo tensor energia-momento expresado en funcion de los pardmetros
p
caracteristicos de un fluido anisétropo equivalente puede escribirse como [ 1]:

1
T = %Diag{go—zxw,(p —2Xox, X, X} =
= Diag{—p©K, PR PER pPORY (9.77)
1
GR GR
= —(X+A)=—
p 87r( +A) R
1
PR — —(X—A 9.78
R = (X4 ©.78)
con A = 2‘—2 La correspondencia entre “frames” viene dada por las relaciones [ 1 1]:
P
A +k2£pBI — ;
1 —kZe pGR
1
A—kePEl = — —
4 1 +k2¢ PR
KRepPl — AkPept— (A1)
1 —k2epCR
Ak2ePOR + (A —1
KRepBl — r +(A-1) 9.79)
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a partir de (9.77) y la primera de las ecuaciones (9.79) es inmediato asimismo:

A (A=1)+Kep?

Kep® =ke (PR + —) = 9.80
lo que nos permite reescribir la tltima de las expresiones (9.79) como:
ke pBl+b
Repll = 4XEP T 9.81)

ck?epBl +a

siendo: a=A(2—A)—1,b=2A(A>—1-21A),c=2—A, A=~ Enellado GBI tenemos

~ 4z
las presiones y densidades del fluido correspondiente dadas por:

BI L.
T"f( ) _ ngag{(pBI 2Bl Bl @Bl _ 2Bl pBI oBl oBl}
= Diag{—p” R, Pf',Pf"} (9.82)

es decir, PYBI = #(pBI [X] con lo que podremos usar de nuevo (9.81) para escribir la funcién
@B [X] como:

BI
BI ap 1 b
X =8n———"+5——5—5— 9.83
o~ 1X] n(ck28p31+a+k28 ck28p31+a> ©.83)

podemos despejar p?! de la anterior ecuacion, obteniendo:

Y—-d

8wpBl = 9.84
P 1—e¥ ( )
_ 2 3
con ¢B[X] = Y[X], d= 875,(’21—8(12 —1-AA)ye= lé—; ﬁ. De (9.82) tenemos

<= (051 — 295191, ) = —p®' y utilizando (9.84) obtenemos la ecuacién diferencial:

d¥ d—Y¥

woox

1704 1—e¥

dX de¥—1)

@y _AeX ) .

X eV +d—-2¥ ©-85)

que se puede integrar para dar:

InX = In[eW?+d—2¥]+C
X = Gle¥*+d-2Y] (9.86)
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ecuacion de segundo grado en V. Resolviéndola obtenemos:

1+,/1 —de—i—ec%
N (9.87)

e

para e — 0 hemos de recuperar el electromagnetismo de Maxwell caracterizado por ¢ =

X — A. Al desarrollar en serie la raiz vemos que nos hemos de quedar con la segunda de las

soluciones : i X
Yo~ ——— . .
2720 + Ole] (9.88)
tomando C; = —% nos queda ¥ ~ (X + %) con:
d Az ., _
- = — A" —-1-2A
2 ek? (2 AL)
1 /(A-1) A
~ —2A) S .
L%, ( € L129 ©-89)

) 2 , )
considerando e ~ kaﬂ un calculo directo nos lleva finalmente a:

1 e A
‘P:4n@<l—\/l—g(X—L—%)> (9.90)

consideremos ahora la métrica g,y en el EF, donde se corresponde con las soluciones tipo

Reissner-Nordstrom en presencia de constante cosmoldgica:

2
2 SR EERAY
dSq = —(1—;4-@—3)6 )dt +
+ 5 dx? + x*(d6? + sin” 0dg?) (9.91)

(1= 5 = 527)

2k2
Coan:2M0yr§:Q4—7r

del correspondiente fluido anisétropo vienen dadas por:

=2 QZL%T Teniendo en cuenta que X = % las componentes T4,

A r2
GR q GR
= — —r _=_P
P 87 22 R
A r2
PR = — (9.92)

8w 2kZx*
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Y a partir de ellas la matriz de deformacion se escribe como:

1 Ke A 1 2o
(Q‘é) = 1-— 3 (471? 2y 4)5” EX—ZDlag{—l,O,O,O}-I-
2
+ ex—jDiag{o,l,o,O} (9.93)

—le| &K k2 —
introduciendo rf =| € | &= =| € | y Nn=1-2eA=1-2(A—1) nos queda para el caso
e=—1:

1 1
Qp = 2 r4
1 £A+£ﬁ n—3a
1
Q. = = (9.94)

usando x* = r*Q2 podemos escribir la matriz de deformacién como:

Q, = %(H—ﬁ)
Q. ! (1+—”4_4r’r?) (9.95)

72

27
en el sistema de coordenadas {7,x, 0, ¢} la métrica espacio-temporal se escribe como:

C Q
ds? = —ﬁdr% ha

N o) dx® +r*(x) (d6% +sin> 6 d@?) (9.96)

usando de nuevo la relacién entre coordenadas radiales y diferenciando tenemos:

2 .
r<sin @
VT T s
V=g = V—g\IQ[=v-g2.Q_ (9.97)
calculemos ahora la cantidad X = —%FHVF HV: teniendo en cuenta que en el EF el electro-

magnetismo es el de Maxwell, es decir, se cumple F;, = % y usando asimismo las relaciones:

F'* = —Fix
F, F"}\ = gF MolTE, 9.98
{ tr } = {dr 8 8 Zr} (9.98)
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en la base {¢,r,0, ¢} tendremos:

1 dx\?
rr 2
X = —EF“\/F”V = — (a) gttg (E)C) (9.99)
usando g = —%, g = (Z—;)ZC(X) Q. un cilculo directo lleva a:
Q2
X=—"" .100
r# —4n rﬁ © )
y usando de nuevo (9.90):
4n kZe A
_ BI _ T _ _ N =
v o e S )
A k2e 0? A
- Tl 1——(———)} 101
ke [ \/ 2 \rt—dnrd L2 ©-101)

272
tomando n ~ 1, k> =8nL3 y rt =| €| % tenemos:

4w rt
¢Bz_@(z—\/r4_4r§+4s/\> 9.102)

desarrollando en serie la raiz:

4 4
” _2eA 1—i> (9.103)

2
7

que puede expresarse finalmente como @p; ~ 1?2—’; (l +1-2Q, —Ay/1-4 %) . A partir de
aqui la accidn total en el RF se escribird como:

1 4 1 rt
ST_W/d rv/=3 [Q+Q,—/l+§(47r(l+l)—87rQ+—87r£A\/1—4F} (9.104)

haciendo el cambio z = -~ con r*

A A A . )
- win = 471, laintegral se escribe como:



9.3 Calculo de las acciones “on shell” en diferentes escenarios GBI 203

P e 1—-2 1 2 Z 3
St =4rm —"””/ d [——1— — <2+ 4—1) —
T ke /i ¢ 2 (2) A1 ¢ ¢

1

1

1\2 3(2 4 2 1 Z Z4—1
- =] Z(+Vz —1) ——— —V2¢A ]
(2> vzl V2 +VA1

(9.105)

la primera integral, relacionada con la constante cosmoldgica, nos dard un resultado diver-

gente. Veamos la contribucion de los dos siguientes t€rminos:

13— ! __!
VA A1) \/m)_ S ©.106)

/100 <2\/ZTZ+

luego esos dos términos nos dan una contribucion finita dada por: S7;, = —27 5%{"5” Para

calcular la ultima contribucién hacemos el cambio z* — 1 = * con lo que nos queda:

0 1 1
—eAZ/ de
0 VI+tt /2 Vi

(9.107)

para t — oo la integral va a diverger como > mientras que cerca del agujero de gusano, (¢ = 0)

se comporta bien:

13 5
Spa(t ~2o0) ~ (— 4 ———
T2( ) (3\/§ 8\/§t)
8
Sra(t~0) ~ —ESAZ (9.108)

tenemos entonces que para A = 0 es decir, para las soluciones sin constante cosmoldgica
la integral on-shell va a ser finita. Este resultado tiene sentido ya que si calculdaramos la
integral en el EF las divergencias estarian en x = 0 que es donde el electromagnetismo de
Maxwell no se comporta bien, pero un examen atento a la relacion entre coordenadas radiales
¥ = %(r2 ++/r* —4r%) muestra que nuestra geometria nunca alcanza el punto x = 0 por lo

que la accidn para un espacio-tiempo asintéticamente plano debe ser convergente. Para el

caso € < 0 la variable x nunca vale cero y alcanza su valor minimo en x,%”.n = r2. A diferencia
de otras soluciones de tipo agujero de gusano, en este escenario la variable x no recorre todo

el eje real.
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(Qué ocurre para el caso € > 0 ? tenemos entonces las relaciones entre variables radiales:

4 4
2 X =T,

x2
2 = %<r2+,/r4+4r‘g) (9.109)

en este caso la variable r(x) alcanza el valor r = 0 para xo = r. que marca también el minimo
en la variable x. Al igual que para el caso € < 0, la variable x no recorre todo el eje real
y tiene un minimo en x = r.. Vamos a calcular ahora la accion “ on shell” para este caso
y en ausencia de constante cosmoldgica. La manera de proceder es similar al caso € < 0.

Resumiendo los ingredientes necesarios [167]:

o = (v —tr)
" 2 44t
1 rar
o - LT
2 r
2
Q.0 = :
rt44rk
4r r
BI
= —(1l—-—— 9.110
(p 8k< 1/}/'4'4_4.;#?)) ( )
_ B r’ B 2 (R4 3 Q4 )
ST = 47r@/dr\/T(Q+Q_—Q+)—4n’@/drr (EQ_—EQ_>

(9.111)

haciendo ro = V2r. , z= % y sustituyendo la integral nos queda, finalmente:

3
3 2. /A 1 J—
Sp =4rm —E—ﬁu/de{ Dl <Z_+ : +1> ()2 gﬁ;t'Z4+l)}__
=" ke ) A1 2 A1 B

3
_xu Pn 9.112)

9.4 Cuestiones abiertas

En este capitulo hemos intentado extender trabajos previos en el marco de las teorias RBG

que abordan temas tales como la forma de los términos de superficie asociados a la accion en
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gravedad modificada [3 18] o el calculo de la integral “on shell” de dicha accion, particular-
izada para diferentes escenarios para la gravedad GBI en presencia de electromagnetismo
[50]. La forma que toma el término de superficie en presencia de la materia es una cuestion
realmente abierta en el marco del planteamiento métrico-afin, asi como la forma que tomarian
los contratérminos necesarios para proceder a una renormalizacion holografica en presencia
de materia, pero al igual que en sus contrapartes en RG [337] la forma de dichos con-
tratérminos debe estudiarse detalladamente, caso por caso. Es asimismo una cuestion abierta
la extension del cédlculo de la curvatura extrinseca a cualquier sector de materia en el marco
de una geometria métrico-afin. Dichas cuestiones, aqui unicamente esbozadas, quedan

pendientes de un andlisis mucho mas detallado a llevar a cabo en futuros trabajos.






Capitulo 10

Termodinamica en GBI

10.1 Introduccion

En teorias de la gravedad distintas de la RG la entropia asociada al horizonte de un agujero
negro no sigue necesariamente la bien conocida féormula del drea (entropia de Bekenstein-
Hawking). En esta seccién vamos a estudiar la forma que toma la funcién entropia para
GBI siguiendo la propuesta de T. Padmanabhan y otros autores [289, , ], donde la
primera ley de la termodindmica para un agujero negro puede ponerse en correspondencia
directa con la ecuacion de Einstein. Aplicaremos dicho procedimiento a la gravedad de
Born-Infeld en 2 4- 1 dimensiones, extendiendo estudios ya realizados en 3+1 dimensiones.
Encontramos asi una correccion a la entropia que no tiene cardcter logaritmico sino inversa-
mente proporcional al radio del horizonte. Calcularemos asimismo el valor de otras funciones
termodindmicas importantes, como el calor especifico a carga constante y la energia libre
de Helmholtz, cantidad que juega un papel clave en la correspondencia ADS/CFT pues esta
directamente relacionada con la funcion de particién de la teoria gauge que vive en la frontera
del correspondiente espacio-tiempo.

La relacion existente entre las leyes de la termodindmica y las propiedades de los agujeros
negros es conocida desde los trabajos de Bardeen, Carter y Hawking [46], de Bekenstein
[51] y de Hawking [178]. Tomemos por ejemplo las dos funciones termodinamicas mas
reconocidas: temperatura y entropia: la temperatura de agujero negro se relaciona con el
concepto de gravedad de superficie, en el sentido de que cuando un agujero negro alcanza
el equilibrio la intensidad del campo gravitatorio es la misma en todos los puntos de la
superficie del horizonte independientemente del proceso que haya seguido el agujero negro
en su formacion, de la misma forma que la temperatura es constante en todos los puntos de un
sistema termodindmico una vez que éste ha alcanzado el equilibrio térmico. La entropia, por

su parte, da cuenta del nimero de estados microscopicos en los que un sistema fisico puede
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configurarse, y en el caso de los agujeros negros va a estar intimamente relacionada con la
extension del horizonte, esto es, con su drea (una sencilla explicacion de esta relacion puede
encontrarse en [268] donde se deduce la ley del drea al relacionar radio de Schwarzschild y
longitud de onda Compton de las particulas que forman el agujero negro).

La expresion matematica de la temperatura de Hawking en el caso de una métrica con
simetria radial, (no necesariamente del tipo Schwarzschild) ha sido bien establecida [357]
y puede también deducirse continuando analiticamente el tiempo a la signatura euclidea
[268], siendo dicho procedimiento vélido tanto en soluciones tipo Schwarzschild como en
una teoria de la gravedad que se comporta de manera diferente en presencia de la materia,
como es el caso de GBI. En lo que se refiere a la entropia, generalizaciones a otras teorias
de la gravedad han dado como resultado frecuentemente correcciones de tipo logaritmico,
tanto en gravedad cuéntica [316, 23, ] como en fluctuaciones del equilibrio térmico,
[212, , ]. En el contexto de las teorias de la gravedad en 2+ 1 dimensiones también se
han propuesto este tipo de correcciones para las soluciones de tipo BTZ, y en la misma GBI
en 3+ 1 dimensiones [ 80]. Otro tipo de correcciones se encuentran asimismo en teorias de
la gravedad de tipo Gauss-Bonet [110], Lovelock [42], o f(R) gravity [360, ].

En primer lugar vamos a utilizar la relacion existente entre la ecuacién de Einstein y la
primera ley de la termodindmica [289, , ] y la adaptaremos al contexto de gravedad
GBI en 2 4 1 dimensiones en presencia del electromagnetismo de Maxwell formulada “a la
Palatini” [49]. Tlustraremos dicha idea primero con un ejemplo bien conocido en el contexto
de la RG: las soluciones en 2 4 1 dimensiones obtenidas por Bafiados, Teitelboim y Zanelli
[257, 40, 41, ], lo que nos permitira relacionar claramente funciones termodindmicas
clasicas con los elementos de la solucion BTZ. Con este mapa de correspondencias en la
mano, la generalizacion a GBI serd sencilla, lo que nos permitird dar una correccion a la
forma diferencial de la entropia, y a partir de ella calcular correcciones finitas. A continuacion
calcularemos otras funciones termodindmicas de interés como el calor especifico a carga
eléctrica constante y la energia libre de Helmholtz.

Como un segundo ejemplo de la exploracion de las funciones termodindmicas asociadas a
la gravedad de Born-Infeld en presencia de electromagnetismo, utilizaremos el caso (3+ 1) en
el que las soluciones GBI se combinan con el electromagnetismo de Maxwell, y utilizaremos
el “mapping” para obtener informacion sobre la termodindmica asociada a partir de la del
sistema equivalente en el EF, (RG acoplada al electromagnetismo de Born-Infeld). En
ambos ejemplos discutiremos como extender la formulacién del primer principio de la
termodindmica [361] a la gravedad GBI.

Dicha extensién analitica, aqui ensayada, no ha producido los resultados exactos buscados,

debido a diferencias en el orden € caracteristico de la gravedad GBI. Una posible causa de
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dichas diferencias puede estar en el papel que juegan las variables extensivas asociadas a la
forma del primer principio (masa ADM y potencial eléctrico en el horizonte) en el marco
de la RG y cuya equivalencia en el marco de una teoria RBG debe ser estudiada con mayor
atencion, a tenor de los resultados obtenidos aqui.

10.2 GBI + electromagnetismo de Maxwell en 2+1

10.2.1 Soluciones en el contexto de la RG

Consideremos en primer lugar la solucién mas sencilla posible. Un agujero negro caracteri-

zado unicamente por su masa :

1
ds* = — f(r)de* + —dr? + 2 d6? (10.1)
D50
con f(r)=—-M+ "~ 12 y A = —5 < 0 la constante cosmoldgica que caracteriza un espacio-

tiempo asintéticamente AdS. La posicion del horizonte se resuelve trivialmente como
rn =Ixv/M y la temperatura del horizonte viene dada por (4.63). Teniendo en cuenta ademas

la forma que toma la entropia en un espacio en 2+ 1 dimensiones en el contexto de la RG

[360, ], las funciones temperatura de Hawking y entropia pueden escribirse como:
T — A
H —= o T'n
S = 4rnn, (10.2)

en ausencia de campos de materia que aporten presion, la masa ADM puede calcularse
directamente [360), ] a partir de la temperatura de Hawking y la expresion de la entropia

mediante la ecuacion:
M:/mw (10.3)

es interesante indicar que la relacion de Smarr E = 27yS no se cumple en el caso de que
tengamos un espacio-tiempo de dimension d = 3 con constante cosmoldgica A [360, ].
Consideremos ahora el electromagnetismo de Maxwell en 2 4 1 dimensiones, (soluciones
BTZ cargadas). La accion del sistema y el elemento de linea se discuten con detalle en el

anexo A. Para la accion total tenemos:

Sr = 167:(; /d%/ (R—2A) 47rG3/d I/ =8FurF" )

= Sc+SeEm (10.4)
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con G3 = Lp la constante de gravitacion en dimension 3. Vamos a redimensionar la parte
electromagnética de la accion con el fin de obtener una expresion para el potencial eléctrico
en funcién del pardmetro carga adimensional Q lo més sencilla posible, de acuerdo con lo
comentado en el anexo A podemos escribir la relacién:

1 > @

_FFW == —__ = 10.5
2 Y 2 161Gyr2 (105)

lo que implica Sgpy = m i d&*ry/—g %2 Redefiniendo ahora Fy;, de forma que se cumpla
la relacion %2 = —%FMVF 1V tendremos’:
1

64w G3

Sgm = — /d3r\/—gF”vF“V (10.6)
Podemos calcular el tensor energia-momento 7, asociado a esta accion. Usando (2.17),
encontramos:

1 1 Bra

La expresion para el elemento de linea asociada a las ecuaciones (10.6) y (10.7) estd deducida
en el anexo A:

1
ds? = —f(r)di® + —dr? +r*d6?
A5
r? Q2 r
= M+ —_—=n— 10.
f(r) oy (10.8)

con M y Q variables adimensionales. Utilizando este elemento de linea, es sencillo comprobar

que se cumple el primer principio de la termodinamica formulado como [360), ]:
dM =Ty dS+ PdQ (10.9)

donde @ es el potencial eléctrico en el horizonte, definido como:

— T
D(ry) = / F'dr= _anr_() (10.10)
T'n

y la entropia y la temperatura de Hawking en el horizonte vienen dadas por (10.2) y (10.3)

La accién introducida en la ecuacién (10.6) difiere en un factor % respecto de la accién del electromag-
netismo de Maxwell en tres dimensiones utilizada en la referencia [49]. Esta diferencia tiene su origen en la
definicién del pardmetro adimensional Q* definido en (10.5) que es cuatro veces mayor que el introducido en
dicha referencia. Con esa aclaracion los resultados son los mismos.
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respectivamente, cumpliéndose:

Ty dS = dr, (2—— Q2>

— 10.11
L2 2}"h ( O )

Si ry, es la posicion del horizonte externo, es decir la raiz mayor de la ecuacién f(r,) =0 de

(10.8) se tendra la igualdad M = ” — ln . Diferenciando tenemos:

2
rp,  Q

dM =d (2—
rh L2 2rh

) Qdan——THdS+<;DdQ (10.12)

que nos da el primer principio de la termodindmica en el marco de las soluciones BTZ

con carga. Veamos ahora su posible reformulacion para su contrapartida GBI y una posible

expresion para la entropia asociada.

10.2.2 Correccion de la entropia en GBI

Para la gravedad de Born-Infeld en 2 + 1 dimensiones en presencia del electromagnetismo
de Maxwell utilicemos los resultados obtenidos en [49]. Los elementos de linea asociados a
la métrica del espacio-tiempo g,y y al tensor métrico auxiliar g,y que nos proporcionaba

1 l

la conexion fisica como F)“ %(duqov + dvgou — dsquv) pueden escribirse en las

coordenadas {¢,r,0} como:

1 Q4
2 _ 2 2
ds, = —A(r)Qdt +A( )Q_d +Q r*de
2 _ 2 2. 2402
ds; = —AD) AR+ drt e do (10.13)

con 4 y Q_ dadas por:

4

Q+ - (lz—szQ—)
2

Q. = (1—1—8—) (10.14)

donde nuevamente hay una pequeiia diferencia con las funciones descritas en [49] debido a
la definicién del parametro adimensional. Considerando A = 1 (en todas partes excepto en
la definicion de la constante cosmoldgica) y con las mismas consideraciones respecto del
redimensionado de la constante asociada a la carga eléctrica, podemos escribir la funcién
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A(r) para el caso € < 0 como [49]:

2
1 ’,.2 Q2 Q2 r2_|_£Q_
A :—<—M ———( 2 1—4>> 10.1
(r) pvcra GUAS S NG Rl (10.15)

Utilizando la conexion Levi-Civita de gy, y la primera de las igualdades (10.13) el calculo

de la componente Rgg del tensor de Ricci es inmediato, 1o que nos permite escribir la
componente ggg = oo + 8R99 como:

) > rQ
Q_=r-—c¢
r r 20,

(20 A()+ra () Q" +A() 3L _+rQ")) . (10.16)

Lo que nos interesa de esta ecuacion es su comportamiento en el entorno del horizonte: alli
el ultimo término del lado derecho no nos daré contribucion ya que en el horizonte se tiene
A(ry) = 0. Como veremos mads adelante, esto nos permitira simplificar la ecuacién diferencial
que sigue la funcion radial A(r) en las cercanias del horizonte, que es justamente donde tiene
sentido hablar de funciones termodinamicas asociadas al agujero negro. Sustituyendo la
forma explicita de €2_dada por (10.14) a ambos lados de (10.16) un célculo directo nos lleva
a:

2 Q2 0!

_2_/’! = £
2 2" 1617

= —rhA/(rh)Q,(rh) (10.17)

1

Por otra parte, a partir de la ecuacion (4.63) tenemos A’ (r) = 4n Ty Q_ 2, luego (10.17)

puede reexpresarse como:

r2 Q2 Q4 dry,
20 X e X )R —dnTy/Q 10.1
< 2 2 816;%) p AT () dry (10.13)

Intentemos interpretar la ecuacion (10.18) , asumiendo que en el limite € = 0 debe devolver-
nos al primer principio de la termodindmica en el contexto RG tal y como se ha detallado en

la seccién anterior (10.9). En primer lugar, esa idea nos sugiere que la entropia debe definirse

COomo:
dSGBI =47/ .Q_(rh)drh (1019)

expresion que recupera la definicion habitual de entropia en 2+ 1 dimensiones en el limite
Q_ = 1. Una integracién inmediata nos lleva a la correccion de la funcién entropia asociada

a la gravedad de Born-Infeld en 2 4- 1 dimensiones :

S:47t/drh (z+s4Q—;) :4mh(fQL)”h (10.20)
2 =),
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10.2.3 Potencial electroestatico y primera ley de la termodinamica

La interpretacién de (10.18) como una expresion del primer principio de la termodinamica
presenta dificultades cuando intentamos exportarla a la gravedad GBI: de acuerdo con(10.9),

(10.18) y (10.19) esperamos encontrar la igualdad:

%
dM =(2—=——)d &d 10.21

Calculemos el potencial eléctrico en el horizonte: de la ecuacion de Maxwell (A.23) aplicada

a la componente F' '’ tenemos:

0 = 9 (\/% F")

F" = g\/ﬂ, (10.22)

y usando de nuevo (10.10):

T n 2
D(ry) = /rZF"dr:/rZ (/’L—l—e%) %dr

3
- eQ—z—)Lanr—h. (10.23)
Srh 0

Consideremos ahora la relaciéon de M con la posicién del horizonte externo r;,. Haciendo
A(rp) =0en (10.15) tenemos:

2 2 2 2, .0
Y 0 r,+ €5
M:—h——<£— 1 —> 10.24
L2 4 8r}21 +in r(z) ( )
a partir de la cual es inmediato:
oM STh 30 ©Q?
or, 2 16r; 2m,
oM 303 i
— = —€&——-Q0ln— 10.25
a0 8r7 Qln ro ( )

ecuaciéon que junto con (10.21) concluye nuestro andlisis de la primera ley de la ter-
modindmica en nuestro contexto GBI (2 + 1). Comparando las ecuaciones (10.25) con
los resultados (10.19) y (10.23) no encontramos una correspondencia a primer orden en €

con el primer principio de la termodindmica expresado como (10.9). Es necesario un andlisis
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mas detallado, tanto en el cédlculo, como en el papel que juegan las variables extensivas
(masa ADM y potencial en el horizonte), ya que su definicion al caso GBI en términos de su
contrapartida en RG puede no ser la correcta y presentar alguna anomalia. Todo esto debe
ser analizado en posteriores trabajos si queremos obtener una expresion analitica del primer

principio de la termodindmica vélida para la gravedad GBI.

10.2.4 Calor especifico a carga eléctrica constante

Definimos el calor especifico a carga eléctrica constante, C; como:

oy (5),
Co = (Q_T)Q: (gl) (10.26)
")

que es de calculo inmediato a partir de (10.18) y (10.21):

r 2
(- £) (0 +a2ry
L2(4A Q%2 —e Q%) +4r2(3e Q% +4A r?)

Co =2mL? (10.27)
A la vista de la anterior expresion podemos interrogarnos acerca de la posible existencia de
ceros en el denominador, lo que llevaria a anomalias en el calor especifico no presentes en el
escenario RG, sin embargo, una analisis de la estructura en el denominador, considerando
A =1 nos lleva a que los posibles valores de r;, susceptibles de anular el denominador
cumplen las relaciones:

2 = % (~170* - 3Q% + V10" +4120% + 902 (10.28)
Para el caso € = 0 (limite RG) no hay valores posibles que nos den ceros en el denominador:
las soluciones para r;, son cero (ausencia de horizontes) o valores imaginarios. Para el
caso € # 0 si prescindimos de los términos en €2 y desarrollamos a primer orden la raiz,
la ecuacion puede resolverse analiticamente encontrando restricciones para el valor del
parametro € caracteristico de la gravedad GBI dadas por € = {0, —ZTLZ} El primer valor,
obviamente, nos devuelve al caso RG mientras que el segundo caso no es esperable, habida
cuenta de que € debe ser un valor pequefio, mientras que el pardmetro L (relacionado
inversamente con la raiz cuadrada de la constante cosmoldgica) debe ser mucho mas grande.

Por lo que no es de esperar la existencia de ceros en la funcion C,.
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10.3 GBI + (3+1) electromagnetismo de Maxwell

10.3.1 Correspondencia entre “frames”

Consideremos ahora la solucion para RG acoplada al electromagnetismo de Born-Infeld
[119] y estudiemos su contrapartida en GBI obtenida mediante “mapping” [10]. En el
contexto RG la solucidn para el problema electrostatico con simetria esférica para cualquier

electromagnetismo no lineal viene resuelta por la expresion general [10]:

2
flx) = —2—M—k—/ X?T(X,0)dx (10.29)

donde T¥ es el tensor energia-momento asociado a la materia y Q es la carga eléctrica.

Particularicemos esta expresion para el electromagnetismo de Born-Infeld [68] descrito por
[119,78, 334]:
ro___p ( B2t + 02 — Bx2> (10.30)

4mx?
sustituyendo (10.30) en (10.29) el cdlculo explicito de f(x) no es excesivamente complicado.
Las integrales implicadas son inmediatas o se realizan por partes y con ayuda de Mathematica

es sencillo obtener:

falx) = (1 —21‘; —%xz) +

K B?/ , 115 Q°
T (P [32+2FI{Z’§’Z’_;32_)¢4}> (1031

donde hemos anadido un término que da cuenta de la contribucién de la constante cos-

moldgica. Para B — oo un desarrollo en serie nos permite recuperar la funcién caracteristica

de la solucién Reissner-Nordstrom en presencia de constante cosmoldgica:

lim fp (x) = (1—21‘—4—/‘2 k28Q

B—soo X 3 )+

consideremos entonces la accion total y el tensor energia-momento asociado a la anterior

L (10.32)

solucién en el EF:

Sro= 5 [aevmaR-2n) + o [atey=gelz

I .
TH = 57 Dlag{(¢ —22¢7) — A, (9 —2Z¢z) A, 9 — A, p — A}

(10.33)
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con A = 2‘—2 0lZ] = 2[32(1 — /1= l%) y ¢z = 32 Es asimismo inmediato comprobar
P

que para § — oo se tiene Q[Z] = Z = —zFqu 1V 'y el electromagnetismo de Maxwell es
recuperado. Para la forma del tensor energia-momento introducida en (10.33) hemos tenido
en cuenta por una parte la contribucion de la constante cosmoldgica (de calculo directo) y por
otra la contribucién del electromagnetismo de Born-Infeld. Esta dltima contribucién puede
calcularse mediante el procedimiento explicado en el anexo (A), sustituyendo Z por ¢[Z] y
utilizando la regla de la cadena. Si escribimos el tensor energia-momento en términos de un
fluido anisétropo, de acuerdo con la relacién ya conocida, TV = Diag{—p°~&, PER , PTGR, PfR }

tenemos, tras un poco de algebra:
1
PR = (A —|—2)%L1%( 02+ B2x4 —ﬁx2)> — _pGR

PER = %(2[32(1 _\/Qf%ﬁ%“)#_[\) (10.34)

y es asimismo directo el comprobar que en el limite B — oo recuperamos el escenario

Maxwell con pOR = —PIg;R = PTGR = % Una vez determinada la densidad y la presion en el

EF, el célculo de la métrica g,y en el lado RBG es inmediato usando (5.46) y el elemento de

linea g, y:
GR _PGR
ek’ [(pGR +PERYy vy + (PGR — P};R)éuév] (10.35)

sustituyendo tenemos:

2 2
gu(x) = —[C[Q,ﬁ,XHZﬁS\/QZ%W%]fA(x) (10.36)
2 2
gu(x) = —[C[Qﬁ,tzﬁe \/eriﬁzx“%] fA1<x) (10.37)
goo(x) = C[Q,B,x]x* (10.38)
gop(x) = ([Q,B,x]x*sin6? (10.39)

2
con[Q,B,x|=1—€eA—-2f 81;—5 <\/ Q2+ B2x* — ﬁxz). Utilizando estas expresiones va-
mos a desarrollar la transformacién explicita entre “frames”: nuestro objetivo es comprobar

como el “mapping” nos lleva de un electromagnetismo de Born-Infeld en GR a un electro-
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magnetismo de Maxwell asociado a la gravedad de Born-Infeld. Teniendo en cuenta que
la termodindmica del lado EF ha sido ya estudiada en diversas referencias [1 19, 78, 1,
dicho trabajo exportado via “mapping” puede aportarnos informacién sobre la termodindmica
GBI correspondiente. Empecemos reescribiendo las anteriores expresiones para encontrar
la forma explicita de la matriz de deformacion, esto es la forma de las funciones Q_ y Q.
y comprobar que nos dan los resultados que caracterizaban las soluciones de la gravedad

GBI acoplada al electromagnetismo de Maxwell [50]. Comencemos identificando la funcién

go6(x) con la variable radial r?(x). Definiendo 7 = 1—2€A y usando el resultado p2 = — 2%

[167] 1a relacion entre variables radiales puede escribirse como:
1 rct
2 2
— 20 = = 1+457) 10.40
goo =1 (x) 2<71+ +4)x (10.40)
con [% = 4r§ =-2¢ rg = —4eQ? L123 y el parametro € (negativo) que caracteriza la gravedad
de Born-Infeld. Invirtiendo esta ecuacion encontramos:

2 nr 2 44 4 (m2

x(r):2n2_1:|:n2_1\/r S MR- (10.41)

analicemos el signo a elegir: para r? = —eQ? L12> =0y n =1 hemos de recuperar > = x*

con lo que es facil comprobar que las soluciones fisicas a elegir corresponden al signo menos.
Por otra parte, hemos de darnos cuenta de que 7> — 1 es una cantidad muy pequefia y en
en todo caso negativa (al serlo € y A) por tanto, incluso para valores de r cercanos a r, el
segundo sumando en la raiz va a ser una cantidad muy pequefia comparada con la unidad.

Podemos entonces desarrollar en serie la raiz y quedarnos a primer orden en (2 — 1):

o 4
22 (2 (7;72 _11) . %) (10.42)

pero 2 % = 1—15 5~ (1+€A) > 1para ey A <0 por lo que su comportamiento coincide
con el del parametro A que caracteriza la presencia o ausencia de constante cosmoldgica en

2
GBI [58]. Por otra parte, en el electromagnetismo de Maxwell se tiene X = —%Fqu Y — %

y la funcién Q_ que relaciona las variables radiales mediante x*> = Q_r? se escribe como
[50]:

Q — <7L n I;Z—jx) - (A _ :—i> (10.43)

lo que completa nuestra identificacion con la forma de €2_ que se encuentra al deducir

directamente la soluciones desde el lado RBG. Para encontrar ., usamos las ecuaciones de
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8- Es inmediato comprobar las igualdades:

1

E = C[Q?B?x]
2 L2 4 4
2pe—t Tt — 22 Yo
X r _ — _
VO +p2x 144
(10.44)
sustituyendo estos resultados en (10.36) encontramos:
= (12 e ) (10.45)
81 = O r4(2—nQ_) qit .

y desarrollando la expresion entre paréntesis a primer orden en € obtenemos 2 — 1 Q_ ~
4
A+ %? + 0[€?] 1o que implica :

% - Q<1_2%(l+%)1>_]29<1+21%>:
4 4
= (A-%) (1+22%) =
) l—:—%+2g(1+8,\)22(l+§> (10.46)

que nos devuelve a la funciéon Q; = (A — k;—,fX )=(A+ %) [50]. Hemos encontrado en-
tonces que con la eleccion B = 7132—’; el electromagnetismo de Born-Infeld en el marco
de la Relatividad General [10] se corresponde con la gravedad de Born-Infeld acoplada al
electromagnetismo de Maxwell [50]. Es interesante observar asimismo que en el limite
P — o en el EF (es decir, cuando tenemos alli la Relatividad General acoplada al electro-
magnetismo de Maxwell) las soluciones en el lado RBG son las propias de la gravedad y
el electromagnetismo de Born-Infeld [167]. Para comprobarlo desarrollemos en serie g6 6
para § — o desde (10.40) y considerando las soluciones asintdticamente planas, (1 = 1): es

4
inmediato encontrar % (x) ~ x*(1 + ;—2) + 0[%]2, relacion que puede invertirse para darnos:

X2 = %(rzj:\/r“—4r‘c‘) (10.47)

y eligiendo el signo menos encontramos la correspondiente ecuacién en [167]. Es facil
comprobar asimismo que p?’ y Pf’ van a dar las densidades de energia y presion tangencial

que corresponden al electromagnetismo de Maxwell, es decir que para el lado RBG se
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. Bl _ pBl _ X _ O
Cumple. P _PT =37 = A

densidades y las presiones entre ambos “frames”. Para las soluciones asintdticamente planas

Para ello usamos las férmulas que nos relacionan las

(A =1,A=0), teniamos la relacion [1 1]:

BI por

podemos simplificar el numerador usando la relacion entre coordenadas radiales:

de (10.34) tenemos :

4 2. 2
2 208 1 Teya2 ke Q7 ,
x = Qrx)=1 r4)r —(l—l——87r —r4)r
2
8
% = S (P-P) (10.50)

lo que implica, usando de nuevo (10.40):

2
B(y/Q*+x*B2—x*P) z% (10.51)

2
BI _ 0
8t

resultado coherente con el electromagnetismo de Maxwell. Hagamos la misma comparacion

y nos lleva directamente a:

p (10.52)

para PE!. Para ello partimos de nuevo de las relaciones deducidas en [11]:

GR
Bl P T

= 10.53
T 1+ k2e PER ( )

y hacemos el mismo tipo de juegos de manos. Utilizando la forma de la presion tangencial
en el Einstein Frame dada por (10.34), (10.53) pasa a :

 4mx? 0? B (VO B2—Ba?) '
’/1+x“_l32 (1 +k2¢ T \/1+ = >
e
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de (10.50) y (10.51) tenemos:

% ré ()
I+ = Jl+ag =221
Px)—x? = —k26%<\/Q2+x“B2—ﬁx2> (10.55)

y usando de nuevo 3 (\/ Q2 +x4B2—x*B) = % es inmediato reescribir (10.53) como:

g @ BI
Pr=—= (10.56)
4 8t P
resultado que concluye nuestro desarrollo explicito de la equivalencia entre “frames”. Veamos
a continuacion dichas equivalencias cuando estudiamos el comportamiento de las soluciones

en el infinito y cerca de la garganta del agujero de gusano asociado.

10.3.2 Comportamiento asintético y central

Consideremos la deduccién de la solucion para d = 4 obtenida via resolucion directa de las
ecuaciones del movimiento. Esto es, sin introducir explicitamente el concepto de “mapping”.
Para el electromagnetismo de Maxwell en el “background” de las soluciones GBI el elemento

de linea puede escribirse como [50]:

Az) > dx? 2 2
ds? = ——dr* + + 2 (x) dQ 10.57
3
conA(z)=1-— \/%Tr,jm % 7= r,:m = ricl% y& =—r 2’181‘;0. La ecuacion diferencial

que permite calcular G(z) es:

aG(z) VI (A+#-Fa-)
= - (10.58)
V4 Z 77 —1

esta integral se ha resuelto en todo el recorrido de la variable z usando series de potencias, (ver
por ejemplo [282]) pero el cambio de variable 1> = z* — 1 permite asimismo una integracién

inmediata en todo el rango de la variable radial :

VA 133 2N
G(Z)=7\/z4—l(42F1{5,Z,5,(1—z4)}—2(/1—1)z+z—3>+a (10.59)
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siendo = una constante de integracion. Podemos desarrollar la funcion hipergeométrica en

(10.59) a grandes distancias del origen de coordenadas radiales:

133 s VET() 2 1,
y por tanto:
VA ;) 8 2 4 -
G(z) =~ = 2\/5@—2—;3((&—1& —1)] E. (10.61)

Cuando A = 1, G(z) debe recuperar la solucién asintéticamente plana en el infinito que
se obtiene en el marco de la Relatividad General (esto es, la solucion Reissner-Nordstrom
convencional). Por tanto, en el infinito la funcién G(z) debe anularse, lo que nos permite
determinar £ = —1,74804. Considerando que a grandes distancias /@ ~ /1, la funcién
A(z) puede escribirse en dicho limite como:

A(z):1—?%[1—61(—%—%(&—1))] (10.62)

considerando VA ~ 1 y usando las definiciones de los parametros r. y 8; es inmediato

encontrar las igualdades 2 §; A@ = k? 8%—; y 20; A@%S(QL —1)= —3% lo que nos permite
reescribir (10.62) en términos de la solucidén Reissner-Nordstrom en presencia de constante
cosmoldgica:
M 0> A
A(r) = 1—-2—+k? ——. 10.63
(r) r + 8nr:  3r2 ( )

Discutamos ahora el limite z — 1 esto es, cerca de la garganta del agujero de gusano, tanto en
la solucién obtenida directamente como en la solucién obtenida via “mapping”. La condicién
’r‘—j > 0 determina para el caso € < 0 un valor minimo en la variable radial (x) dado por
Fimin = Te A~%. La posicion de la garganta se corresponde entonces con el valor x = 0. Veamos
el desarrollo de la funcion f (x) introducida en (10.31) (esto es, en la forma de la solucion

obtenida via “mapping” en la seccién anterior) en un entorno lo suficientemente cercano del

origen. Usando g—z =474, % = —é y desarrollando en serie la funcién hipergeométrica
implicada, podemos reescribir la funcién f, (x) cerca de x = 0 como:
M 1 . 115 4t
) = 1-22 = (2248 5R 7 5.3 )
oM 2 4k armrg 2r@)
~ 1-2—+ > =1\ ) - (10.64)
x 3& 3 &\x \2xar re T'(7)
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De (10.64) vemos que existen combinaciones de los pardmetros € , r. y M para los cuales la

funcion no se anula en x = 0 para ello debe cumplirse la condicion:

4r
0=-2M-— g—a (10.65)
z 1 5
es decir 2% E=—aMcono= F(‘i/);ﬂ(“) . Estas soluciones en las que la funcién caracteristica de

la métrica tiene un comportamiento suave cerca del origen de coordenadas (que recordemos,
corresponde a la posicion ry,;, de la garganta del agujero de gusano) no son exclusivas de
la gravedad GBI ni de la formulacion “a la Palatini” ya que dicho comportamiento viene
determinado por la propia estructura de la solucién semilla en el contexto de la RG [119].
En el contexto de una solucion GBI formulada “a la Palatini” esta propiedad heredada nos
pone sobre la pista de que ciertas elecciones de los pardmetros de las soluciones nos van
a dar un comportamiento suave de la métrica y los invariantes de curvatura en la garganta
del agujero de gusano [50]. Efectivamente: veamos el comportamiento analizado desde la
solucioén directa en el lado RBG. De (10.57) y (10.59):

Mz

+
rminVZ4_ \/_
2

r’nln < \/_ 3 3
D (VAT [R50 -

- 2(7L—1)z+;3} +3) (10.66)

Alz) = 1-2

cerca de z = 1 usandov/z* — 1~ 2,/(z — 1) podemos reescribir A(z) como:

M

A ~ 1—-
) \/IrminVZ—1+
2.0 133
+ rn;n( 21{242(1_”}
| _
— 2(A-D+5+ 10.67
(=434 5 =) (10.67)

pero 2 F} {%, 43'1’ %, (1 —2*)} se acerca a la unidad en dicho limite, lo que nos da el resultado

final cerca de la garganta del agujero del gusano:

M +rl%1in <1

Alz) ~1—
(Z) \/Irmin\/z_l €

—2(A—1) (10.68)

2\/Ii/z—_l>
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fAlz) Alz]

0.5 0.5

-
V4
2 2 5 2 3 2 5

z

Fig. 10.1 Las funcidnes fx(z) y A(z) praM =Q=A = 1,6 = —0.01,r. =r,, = 0.31

y comprobamos que para € < 0y A ~ 1 volvemos a tener configuraciones posibles que evitan
la divergencia en z >~ 1.

Acabemos esta seccion con un ejercicio numérico que muestra la igualdad de las fun-
ciones caracteristicas obtenidas, bien desde la correspondencia entre “frames” (10.31), bien
trabajando directamente en el lado RBG (10.66). La complejidad de ambas estructuras,
dificulta el encontrar dicha igualdad de forma analitica, pero una vez realizado el cambio de
variables dado por (10.50) y dando valores a los parametros implicados la representacion

gréafica correspondiente ilustra bien dicha igualdad.

10.3.3 Termodinamica asociada

Consideremos la temperatura de Hawking definida de la forma habitual (4.63) y apliquémosla
a nuestra solucion obtenida en el lado RBG de nuevo via “mapping” descrita por el elemento

e 42 JA) 4.2 2
de linea: ds- = ron dre + G

+ r%(x) dQ2. Un cilculo directo nos lleva a:

_ v 1 <r(x)> . (10.69)

Ty =
B~ "an Q.  dr

si ahora usamos la relacioén entre coordenadas radiales x*> = r”Q_ y la forma explicita de la

funcién Q_ (10.43) es inmediato encontrar % = \}Q& con lo cual (10.69) puede reexpresarse

en la coordenada radial x como:

C1LVERIdAW Q1 (dfa()
= e d o _E( - )Hh (10.70)

por tanto, la temperatura del horizonte de nuestra teoria RBG + Maxwell coincide con la

temperatura del horizonte de la teoria GR + (Born-Infeld) lo que nos permite asimismo
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explotar los resultados analiticos de la bibliografia previa [ 1 1 9]. Consideremos entonces la

forma de la funcién f,(x) en el EF (10.31) y escribamosla en funcién de variables carac-

. . . . . 2 .
teristicas del RF mediante las sustituciones habituales: fZ = —Zkif, % = 4%y despejemos

M en funcién de la posicion del horizonte, xj,:

! 4, 4 re 2
M()Ch) = 12Xh8<—xh+xh 1+4x_;‘_l+68xh—

115
4 4
_ 28Axh—8r62F1{Z,§,Z,—4x—2) (10.71)
desde (10.31) podemos asimismo calcular la derivada de la funcién fi (x):

dfa(x) X 2

= —\/1+4-5—=xA
dx 3¢V T T3AT
(—x4+6Mxe+4r4 F{l L3 —4£}> (10.72)
3¢ Xy A '

sustituyendo (10.71) y (10.72) en (10.70) encontramos la forma explicita la temperatura de
Hawking asociada a la solucion:

2e+x§< 1+4§—(1+2e/\))
h
T, = 10.73
H(Xh) 8mexy, ( )
deshaciendo los cambios B2 = —2](%8, % = 4% recuperamos los resultados que se pueden

encontrar en las referencias del electromagmetismo de Born-Infeld en el EF [119].
En lo que se refiere a la entropia, comencemos asimismo trabajando en el EF: utilizando
las expresiones anteriores para la masa en funcion de la posicion del horizonte y la temper-

atura de Hawking, podemos calcular la entropia desde la relacion:

[ 1 OM(x)
N Th 8xh

dx, (10.74)

utilizando (10.71) y (10.73) la integracién es inmediata y nos lleva a la bien conocida ley
del drea: S(x;) = nx%, pero de acuerdo con la relacién entre coordenadas radiales se tiene
asimismo x% = r,zl\/Q_, resultado que nos lleva a sugerir que la entropia en el RBG frame

debe venir dada por la funcion:

S=mt/a (10.75)
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consideremos ahora el calculo del potencial eléctrico en el horizonte (10.10). Para la solucién
del lado RBG, reescribiendo (10.68) en las coordenadas {z,r, 0, ¢} propias de dicho marco

de referencia, es inmediato encontrar:

I Q 5 2
S a tre (10.76)

particularizando para v =t la ecuacion del campo electromagnético (A.23) es inmediato

1
ds® = 5 Fa(x)de? +dr?
+

encontrar F'" = r% v/Q_. Una vez determinado F'" el potencial electrostético en el horizonte

vendrd dado por:

- r4
Qi (rp) = / F”dr:/ drg A-g=
T'h T'h
\/_ 21 1151
= —oF{——=,-. =, %}, 10.77
conz= ﬁ = rLCQL%. Repitamos el calculo en el EF. Aqui partimos de que el electromag-

netismo asociado es el de Born-Infeld en el “background RG” y la ecuacién de campo se

escribe como [119] :

(V=g F*") =0, (10.78)
con ¢[Z] = 2[32<1 —4/1- %) yZ= %. A partir de estos resultados es inmediato

4

encontrar ¢z =4/ 1 +4 % y para el potencial electroestatico tenemos:
0 115 7
h (xp) / dx = —2F1{— =, = —4—4} (10.79)
/1 +4}"C 4 2 4 xh

Las expresiones (10.77) y (10.79) arrojan resultados analiticos diferentes, tal como se
ilustra en la figura 10.2. Al igual que el caso en 2+ 1 dimensiones estudiado en la seccion
precedente, no encontramos una igualdad analitica que exprese el primer principio de la
termodinamica de una forma exacta en el contexto de la gravedad GBI, por lo que este es
un problema que requiere un estudio més profundo. Esta claro que a pocas unidades de
la garganta del agujero de gusano ambas funciones convergen rapidamente al valor propio
de la solucion Reissner-Nordstrom. Hipotéticas configuraciones en las que el horizonte
externo se acerque mucho a la garganta del agujero de gusano y que pueden tener una
especial importancia a la hora de buscar posibles desviaciones en el contexto holografico
respecto de los resultados obtenidos en la literatura previa cuando se utiliza la RG como

teoria de la gravedad, merecerian una consideracidn particular, y en el dmbito de este trabajo
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Fig. 10.2 Potencial eléctrico en el horizonte

quedan como una cuestion abierta. En este sentido, cabe indicar que el primer principio de
la termodinamica en su expresion (10.9) es de comprobacion inmediata tanto para dicha
solucion como para el electromagnetismo de Born-Infeld en el “background” RG, como
veremos a continuacion. No asi en su contrapartida RBG. Dicha demostracion analitica queda
asimismo, como un trabajo en progreso. En el EF, el primer principio de la termodindmica lo

podemos escribir como:

ds
dM = THdS-l-L%DCDEdQ:Tﬂadxh-i—L%cDEdQ:
h

= 21 Tyx, dxy, 4 L3 PpdQ . (10.80)

Por tanto, para comprobar su validez, deberd cumplirse:

a—M = 27rTHxh
&xh
M _ L3 ®(xh) (10.81)

20
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la primera igualdad es inmediata a partir de (10.71) y (10.73). Para probar la segunda solo

necesitamos escribir M(x;) en funcién de r# = —e Q* L3:

3 2 N2
M,(Q) = ———Axh-i-—( 1—4g—E5 —1>+
2 6 12¢ X
20% , 115 130°
= L5F |-, =, 5 4¢ 10.82
+ 3Xh P2 1[472747 xi } ( )

derivando respecto de Q sustituyendo en (10.81) y teniendo en cuenta (10.79) encontramos
inmediatamente la comprobacion buscada [78]. Consideremos asimismo el cdlculo del calor
especifico a carga constante para el electromagnetismo de Born-Infeld en el “background”
RG [119]. A partir de (10.26), (10.71) y (10.73) es inmediato el resultado:

4 r 2 rt
xho[1+45% (2643, [1+4% —1-2¢4)
Co=—2m - - (10.83)
4 2 g .4 r
4rt42ex2, [14+4% 4t (1 J14+4%(1+2eA) - 1)
h h

finalmente, para la energia libre F' definida de acuerdo a [119, 78]:

F=E-TS=(M-M)—TS (10.84)

siendo M, la funcion masa calculada para el caso en el que el agujero negro es extremal.
Dicha condicién corresponde al caso Ty = 0 [357]. Usando de nuevo (10.73) tendremos

entonces:

1+28A+/1+4744 47442
2A(L+eA)

X, = (10.85)

y sustituyendo este valor de x; en (10.82) podemos determinar el parametro corrector M,
del que no damos una expresion explicita, pues es compleja pero perfectamente calculable.
Sustituyendo entonces (10.71) y (10.73) en (10.84) y usando S = nxi obtenemos:

1 r 115 7
F = [4(1—,/1 4—‘)—164 Fl{~ -2, 4l
24 e x, Xn + x;t Fe2 1{4 24 x;][.}

1
- M+ﬁ+—Ax,31> (10.86)

lo que concluye nuestro andlisis de la termodindmica asociada.






Capitulo 11

Resolucion de la ecuacion de Dirac en
GBI 2+1

11.1 Introduccion

En esta seccion vamos a estudiar la ecuacion de Dirac para un fermion con carga eléctrica en el
“background” de la solucion de tipo BTZ estudiada en el capitulo anterior. En dicha solucién
la geometria espacio-temporal viene dotada de una estructura de tipo agujero de gusano de
una forma natural (lo que es una caracteristica habitual en las soluciones RBG enfocadas “a
la Palatini” [278, ]). Como hemos visto, dichas estructuras surgen como consecuencia de
una falta de metricidad en el espacio-tiempo asociado [244, , ], dicha no metricidad
puede ser interpretada como consecuencia de la naturaleza ciantica del espacio-tiempo en la
que éste, lejos de fluir como un continuo, presentaria una estructura discretizada [365, ].
Desde el punto de vista del estado solido y desde los trabajos de Kroner [225, ] y Bilby
[29] sabemos que la metricidad tiene su origen en la existencia de defectos: dtomos vacantes
y/o atomos intersticiales en la red cristalina. En estas circunstancias, encontrar algiin modelo
procedente del estado sélido en el que la introduccion de defectos en la red atdmica suponga
la aparicion de dichas estructuras de tipo agujero de gusano supondria un nuevo punto de
contacto (cuanto menos cualitativo), entre el campo del estado solido y la fisica de la materia
condensada con el de las teorias de la gravedad que intentan ir mas all4 de la geometria
riemanniana. Dicho modelo de referencia puede contruirse, como se explicé detalladamente
en el capitulo 5, a partir de variedades espaciales desarrolladas sobre el grafeno como material
base mediante la adicion de defectos heptagonales y pentagonales en la estructura hexdgonal
de carbono original [ 154, ]. Los defectos en la red del grafeno generan curvatura espacial
y en determinados modelos de trabajo, la apariciéon de las buscadas estructuras de tipo
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agujero de gusano [161]. Teniendo en cuenta que las propiedades electronicas del grafeno y
en particular la densidad local de estados fermidnica asociada [338] se ven afectadas por la
presencia de estos defectos, nos planteamos entonces la resolucién completa de la ecuacién
de Dirac y a partir de dicha resolucidn el cdlculo de la densidad local de estados (LDOS)
asociada a los fermiones en nuestra geometria de tipo BTZ. En cualquier caso, las diferencias
en la naturaleza de ambos problemas nos parecen lo suficientemente manifiestas como para
no esperar encontrar correlaciones directas. La posible existencia de dichas correlaciones
queda como una cuestion abierta sobre la que posteriores avances puedan ser llevados a
cabo. Comentar asimismo que las analogias entre el grafeno y las soluciones BTZ ya han
sido puestas de relieve en diversos trabajos, centrandose especialmente en la naturaleza de
la radiacién de Hawking asociada y en la aparicion de horizontes de tipo Rindler en las
estructuras de Beltrami asociadas [196, , ].

Este capitulo se divide en las siguientes secciones: en primer lugar construiremos la
ecuacion de Dirac asociada a un fermion con carga eléctrica inmerso en la geometria de
tipo BTZ. A continuacién encontraremos soluciones analiticas en el limite asintdtico a
grandes distancias de la garganta del agujero de gusano, donde se corresponden con las de la
situaciéon BTZ no cargada convencial [88]. En el entorno del agujero de gusano la naturaleza
logaritmica de la solucion BTZ cargada impide encontrar dichas soluciones analiticas, por lo
que procederemos a una introduccién numérica y a comentar la forma de la densidad local
de estados asociada para distintos valores de los pardmetros caracteristicos de la geometria y
de la energia de la particula de prueba. Trabajo en curso en este momento.

11.2 Estructura de la ecuacion de Dirac asociada

Consideremos entonces como punto de partida la métrica espacio-temporal de un espacio
2+ 1 en coordenadas polares y la ecuacién de Dirac para un fermién cargado y no masivo,
planteada en (4.28):

[?u (a,l + %eav (Oueuy —Thivesy [7.7]) ~ iunﬂ W(x) =0 (1L.1)

Con n = I% y siendo L y € < 0 los parametros que caracterizan el espacio AdS y la

gravedad de Born-Infeld respectivamente, 2 (x) = nx* — %QZ la variable radial asociada al

RF (que presenta un minimo en x = 0 dado por ri = —%Qz) de manera que la variable x

in
puede extenderse a todo el eje real, dando cuenta de las dos ramas de la geometria conectadas
por la garganta del agujero de gusano. En lo que respecta al potencial vector al que se acopla

el fermion de carga eléctrica g, tenemos que en funcién de la variable radial x que caracteriza
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el Einstein frame, se puede expresar como el del electromagnetismo de Maxwell para un

campo radial y estético, (ver de nuevo el anexo (A)):

Fxt = _%
Ag=A, = —0Oln> (11.2)

X0

Siendo Q el pardmetro asociado a la carga eléctrica con dimensiones [0] = L~2. Para
desarrollar la ecuacion de Dirac asociada necesitamos expresiones explicitas para el dreibein
y las matrices de Dirac en el espacio-tiempo curvo. En lo que respecta al dreibein, sabemos
que esta directamente relacionado con la métrica espacio-temporal mediante la ecuacion

el ey guv = Nap- Eligiendo un dreibein diagonal y considerando 1 ~ 1 tenemos:

M —

a Diag{—\/ﬁa\/m’—m}
epr =elgor = Diag{—\/m,ﬁ,\/ﬂ—i—rfnm} (11.3)

ConH(x)=—-M+ z—i — %2 In xio En lo que se refiere a la conexion Fﬁv que aparece en
(11.1), consideramos que de acuerdo con el principio de equivalencia la materia se acopla
unicamente a la métrica y consecuentemente el fermién sumergido en el “background” solo
“ve” [360], la parte métrica de la conexidn, calculable via simbolos de Christoffel de gy, y es
esta la conexion que utilizaremos en los calculos. Una observacion importante debe hacerse
sobre el acoplamiento del fermion al campo exterior A, y es el hecho de que tal y como
se detalla en el anexo A el pardmetro O con dimensiones L2 que entra en la definicién del
potencial vector (11.2) y en la accion del campo electromagnético no es el mismo parametro
QO adimensional que aparece en la definicion de la funcién BTZ con la que trabajamos
habitualmente (11.1), estando ambos relacionados mediante O = % De la misma forma
se tendrd § = % para la carga del fermién elemental por lo que en (11.1) el término de
acoplamiento va a escribirse como:

—iGA, = —iGAg = ig—szlnxﬁO (11.4)
Suponiendo para la carga adimensional asociada a la geometria el valor Q > 0y considerando
que ambas cargas sean de signo opuesto, escogiendo la carga de prueba adimensional en

. - . 2 .
funcién del tamafio del universo xq y la constante de gravedad k% como ¢ = —%, el término
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de acoplamiento toma una forma mas sencilla dada simplente por: —igA, = —l— ln ~ . Por
otra parte, las matrices de Dirac {y“} relacionadas con su contrapartida en el espacio- tlempo

curvo mediante 7* = eX'y? vendran dadas por:

Y =1 =io; = <(l) i)
Y=y =-01 = (_01 —()1)

Y=y =—0, = (0. i) (115)

—1 0

Que cumplen automdticamente la relacion de anticonmutacion correcta [351]:

(V.V} =20y, (11.6)

Con N la métrica de Minkowski en (2 + 1) dimensiones y en la signatura {—, 4, +}. Por

ultimo, para la estructura del espinor de Dirac, hacemos el ansatz:

_ ¢1 (x) _ —FEt _im le(x)
D(x) = < &r(x) ) — ¢ E1gimd ( ) ) (11.7)

Con E y m los numéros cuanticos de energia y tercera componente de momento angular
orbital respectivamente [161]. Una vez que tenemos correctamente definidos todos los
elementos que intervienen en la ecuacion de Dirac (11.1) un célculo directo (pero tedioso),
nos permite escribir dos ecuaciones diferenciales acopladas para las componentes radiales

R]m(x) y Rzm(x):

x\/H(x) H'(x)

m
0 = — " Ryn(x)— VH®)R,,(x) — R ( + )+
VX s ’ N2 +0) T2 H(x)

E 0 X
n ( H(x)_xo\/lmlnx_o)RM(x) (11.8)

- x+/H(x H/X
0 = ———Rin(x) = VHX)R],(x) = Rim )<2(r,%,+(x2)+4 IE[()x)>_

- In 1>R2m(x) (11.9)
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Multiplicando ambos lados de las ecuaciones por /H (x) y definiendo las funciones:

T = E+Zm>
X0 X0
B xH (x) H'(x)
Flx) = (2(1’,%1 +x2) + 4 >
_ H(x)
Podemos escribir las ecuaciones acopladas de una forma mas compacta:
TRn(x) = Hx)Ry, () + (F(x)+ Gx) ) Ran(x)
—T(x)Rom(x) = H(x)R},,(x)+ (F(x) — G(x))le(x) (11.11)

11.3 Limites asintoticos

11.3.1 Resolucion a grandes distancias

Consideremos el limite (x >~ xy) — oo es decir: a distancias muy grandes comparadas con
los pardmetros r,, y L y cercanas al tamafio maximo del universo estudiado, caracterizado
por la longitud xo. En este limite la funcion H(x) puede aproximarse como H..(x) ~ Z—i es
decir, la correspondiente al espacio AdS», puro [351, ], y las ecuaciones diferenciales se
simplifican notdblemente (notemos que en este limite el acoplamiento del fermién tampoco

nos da contribucién ). Un calculo directo nos lleva a las relaciones:

L*ERy,(x) — (Lm + 2x)Rop(x) — x*R, (x)

— 0
Lx

2 B Ty

L*ERyyu(x) + (Lm Li@le(x) YR _ (11.12)

De aqui podemos despreciar la contribucion en m frente a x [305] y escribir las ecuaciones
acopladas como:
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dR; 2R (x) L?

— 4+ = _E=R

dx * X x2 2(%)

dRy 2R (x) L?

— = E—R 11.13
dx + X x2 1) ( )

Despejando por ejemplo R (x) de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera. encon-
tramos una ecuacion diferencial de segundo orden para R,(x). Es inmediato comprobar que

ambas funciones siguen la misma ecuacion

1 2 412 3 X
sz—ZE <6x R;(x)+ L*E2R;(x) + 6x R;.(x)> + SR . 0 (11.14)
J={1,
Lo que nos permite despreciar el factor L*E? frente las distancias consideradas y prescindir
por completo de las dependencias en la energia de la funcién de onda a grandes distancias
[351, ]. La ecuacion diferencial asi resultante es completamente resoluble de forma
analitica:

d’Rj 6dR; ©6R,
dx?  x dx = x?

=0 (11.15)
J={1.2}

Que tiene como solucion R j(x) = % +0[x73]. De donde vemos que las funciones de onda
radiales deben caer en el limite de grandes distancias. Este resultado es importante ya que nos
va a permitir situar ciertas condiciones de contorno sobre la funcién y su primera derivada
para x = xy, es decir en la superficie frontera de nuestro universo estudio. Como vamos a ver
en la siguiente seccion las ecuaciones diferenciales no admiten (en principio), soluciones
analiticas cerca de la garganta del agujero de gusano, (x = 0) y tampoco disponemos (en
principio) de informacién adicional sobre el comportamiento de las funciones de onda en
tal limite por lo que para la integracién numérica deberemos jugar exclusivamente con los
parametros fermidnicos, (energia y momento angular orbital) para obtener alguna imagen

gréfica de las funciones de onda y la densidad local de estados asociada.

11.3.2 Forma de la ecuacion de Dirac cerca del agujero de gusano

El limite x — O de la geometria BTZ cargada que en el contexto de la RG ha sido estudiado
anteriormente [351]. En dicho contexto como ya sabemos, se tiene una singularidad en el

origen, mientras que en nuestro problema GBI dicha singularidad es reemplazada por el valor
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minimo de la variable radial r(x) y el paso via agujero de gusano a la segunda hoja de la
variedad mediante la aproximacion:
2

Ho(x):—%lnx% (11.16)
Basandonos en dicho resultado y considerando la estructura de las funciones implicadas
(11.10) podemos reescribir las ecuaciones de Dirac desacopladas generales (11.11) man-
teniendo unicamente los términos dominantes en cada caso: consideremos por ejemplo la
ecuacion diferencial que seguird Ry, (x) (a partir de (11.11), la forma de la ecuacién diferen-
cial asociada a Ry,,(x) es muy similar, simplemente haciendo el cambio, 7'(x) — —T(x) y
G(x) — —G(x)). Un andlisis directo del comportamiento de dichas funciones en este limite

nos lleva al resultado:

Rl2m (x ) Rzm ('x )

R (x)+ .
(%) 2xInE  42InX
0 X0

=0 (11.17)

Que no tiene en principio una solucién analitica. Tampoco disponemos de informacion
fisica que nos pueda orientar sobre el aspecto que tiene la funcién de onda cerca de la
garganta. La principal dificultad a la que nos enfrentamos viene motivada por el hecho de
que, cerca de x = 0 el factor xInx es muy fluctuante como muestra su derivada, lo que impide

aproximaciones en serie que nos pudieran conducir a posteriores integraciones analiticas.

11.3.3 Integracion numérica y estimacion de la densidad local de esta-
dos cerca del agujero de gusano

Con ayuda de las funciones introducidas en (11.10) las ecuaciones diferenciales desacopladas

pueden escribirse como:

. '(x (x )2 — G(x)? )2
R"lm(x)—i—R’lm(x){zF(;I-(;l)q( ) 7;(()6))} + le(x){F( >H(X)G2( : +[7_;((x§2+
F)-GW  por oy L@ 1
H(x) e ])H<x>T<x>} " e

x '(x '(x )2 — G(x)2 )2
R”zm(x)+Rf2m<x){2F(;Ia§1()_?(()} N Rzm(x>{F() G’ | T(>

F'(x)+G'(x)

— (Flx x G =
5 (F[x] + Gx]) ( } 0 (11.19)
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La integracion numérica de estas ecuaciones deberia conducir al mismo resultado que
la integracion del sistema representado en (11.10), teniendo en cuenta que las condiciones
de contorno son distintas en cada caso. Mientras que el sistema (11.10) s6lo exige dos
condiciones (una para cada variable), las ecuaciones (11.19) exigen cuatro (dos para cada
variable). Obviamente, en este segundo caso existe una ligadura que permite reducir las
condiciones a solo dos. No obstante, la dificultad para establecer condiciones razonables
en la garganta del agujero de gusano en aquellos casos que no poseen horizonte, supone un
reto técnico que debemos superar para poder construir con seguridad soluciones de energia y
momento angular bien definidos, las cuales son necesarias para completar nuestro analisis
de la LDOS (densidad local de estados). Aunque ya disponemos de algunos resultados
preliminares, es necesario un estudio mas cuidadoso de los mismos para poder interpretarlos

correctamente. Confiamos en poder finalizar este andlisis en breve.



Capitulo 12

Gravedad GBI y holografia

12.1 Introduccion

Como ya hemos comentado en el capitulo 4, la idea basica que inspira las teorias holograficas
tuvo su origen en el contexto de la teoria de cuerdas [ 164, ] y establece la posibilidad de
analizar una teoria gauge N-dimensional fuertemente acoplada utilizando un espacio AdS
en N + 1 dimensiones. La teoria gauge vive entonces en la frontera de un espacio de una
dimensién mayor, y que asintéticamente es de tipo Anti-de-Sitter. Formulado entonces ese
espacio en la notacion AdS,» tenemos que para p = 3 la teoria gauge es 4-dimensional.
Diferentes teorias de la gravedad dan lugar entonces a diferentes teorias gauge asociadas por
lo que estudiar un problema de gravedad u otro en el interior del espacio d + 1-dimensional
supone considerar sistemas fisicos diferentes en el lado de la teoria gauge. Existe ademés
(mediante el diccionario AAS/CFT [368] y la igualdad entre funciones de particion (4.69)) una
correlacion entre los acoplamientos de ambas teorias, de tal forma que una teoria gravitatoria
débilmente acoplada se corresponde con una teoria gauge fuertemente acoplada. Desde el
punto de vista de la termodindmica, los espacios AdS puros se corresponden con teorias
gauge a temperatura cero y de la misma forma, una teoria gauge a temperatura finita va a tener
su contrapartida en una teoria de la gravedad en un espacio AdS dotada de una estructura de
agujero negro, la temperatura de Hawking del agujero negro se va a relacionar con fenémenos
de no equilibrio en la teoria gauge [ 175, , 79]. Conviene observar, asimismo, que 1a teoria
gauge con la que se trabaja en términos holograficos difiere de la teorfa de Yang Mills SU (3)
convencional [303]: la correspondencia AdS/CFT pone en juego una teoria de Super-Yang
Mills (supersimetria), y una teoria gauge SU (N,) [368]: en el limite de nimeros de color
altos [15] tenemos acoplamiento fuerte, de tal forma que N, va a jugar el papel de pardmetro
a ajustar. SYM es ademads una teoria con invariancia conforme: (invariancia Poincaré +

invariancia de escala) mientras que la existencia de materia en el lado de la gravedad, por
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ejemplo la teoria tipo BTZ cargada que usaremos en las secciones posteriores, no lo es. Entre
los limites a la aplicabilidad de la correspondencia, estd el hecho de que las teorias gauge
implicadas no son muy realistas, aunque permiten desarrollar ideas intuitivas en contextos
muy diversos: (teoria de campos, materia condensada, plasma de gluones), asi como en
problemas relacionados con coeficientes de transporte, viscosidad, y procesos disipativos
[175, , 79, , ] entre otros. En este ultimo capitulo, usaremos la solucion tipo BTZ
obtenida mediante el acoplamiento de la gravedad GBI al electromagnetismo de Maxwell
(3.11), para situarla en el contexto de la correspondencia AdS/CFT: mds concretamente, la
usaremos para esbozar algunos célculos relacionados con los loops de Wilson, el potencial
quark-antiquark y el confinamiento en hadrones ([252, , , 11, 1), asi como el
célculo de operadores duales en la teoria gauge (1 + 1) que se obtiene por correspondencia a
un campo fermidnico que se propaga en el “bulk” (2+ 1) generado por una solucién BTZ
([250, , , , , ]). Dichos operadores duales se relacionan con las funciones de
Green retardadas de la teoria gauge [|79] y contienen informacidn sobre el comportamiento
colectivo del sistema, como los procesos de transporte y disipacion [197]. Para ello, al igual
que hicimos en el capitulo anterior, resolveremos la ecuacién de Dirac para fermiones no

masivos en el contexto GBI indicado [49].

12.2 Loops de Wilson

12.2.1 Teorias Gauge y confinamiento

Comencemos repasando algunos aspectos, relevantes para nuestro trabajo, de las teorias
gauge [268]. En primer lugar vamos a establecer rapidamente una relacion entre la no
localidad de un operador y su susceptibilidad para ser promocionado o no a observable de la
teoria. Es inmediato comprobar que los operadores no locales no son observables de la teoria
y esto es asi porque dichos operadores no son invariantes bajo una transformacion de gauge
local: consideremos por ejemplo una teoria gauge SU (1) cuyas leyes de transformacion

gauge pueden expresarse como:

Ay — Ap+dy
o(x) — *We(x) (12.1)



12.2 Loops de Wilson 239

Si consideramos entonces un operador no local descrito por un funcional de la forma
D(x,y) = ¢ (x) 9" (v), es evidente que, bajo la anterior ley de transformacion, el operador no

es invariante gauge. A partir de este resultado, construyamos el operador:

®(x,y) = ¢ (x) el g (y) (12.2)
Siendo C cualquier camino que conecta los puntos x e y. Tenemos entonces que el operador
asi definido si es invariante gauge. Cuando el circuito de integracion es abierto, hablaremos
de los operadores como “lineas de Wilson” mientras que en el caso de que dicho circuito sea
cerrado, el correspondiente operador se denomina “Loop de Wilson” [252].

« Circuito abierto: Operador Wilson line Wp (x,y) = ol Jod Ay

e Circuito cerrado: Operador Wilson loop Wp (x,x) — elfc Ay

Tenemos entonces que el operador loop de Wilson es invariante gauge por construccion y
puede interpretarse fisicamente como el potencial quark-antiquark [210]. Consideremos el
caso de una particula puntual cargada, sabemos que el cuadrivector densidad de corriente
asociado viene dado por [232]:

JH () :j{dkj—;ié(x“ — W (A)) (12.3)

La carga test supone entonces una variacion en la accion de la forma:

55 = /d4Au (1) JH (x) = fAu V(M) (L) (12.4)

Y un acoplamiento al campo gauge externo, tal y como ya vimos en la ecuacion de Dirac en el
capitulo anterior. El loop describe entonces el proceso de creacion de un par quark-antiquark
a partir del vacio, su separacion una distancia R, su interaccion durante un tiempo 7'y su
aniquilacién posterior.

El operador loop de Wilson representa, asimismo, una funcion de particion en presencia
de una carga test:

Wp(x,x) = €95
Z(J)
<W,> = Z(0)

Z={fle iy = Y e ET(f|n)(nli) (12.5)
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Fig. 12.1 Representacion esquematica del par quark-antiquark interactuando en el Wilson Loop

[268].

Ahora bien, de acuerdo con el principio de incertidumbre, para T — o la funcién de particién
estd dominada por el nivel fundamental de energia y el par quark-antiquark se crea sin energia
cinética apreciable. El loop de Wilson informa entonces de la energia potencial del par:

<Wp >~ e VBT (12.6)

Siendo R la separacion del par quark-antiquark. En el contexto QCD [303] los quarks no
pueden separarse mas alld de una distancia maxima (tipicamente, el tamafo del hadrén)
y el potencial aumenta con la distancia en lo que se conoce como confinamiento cudntico
o ley del area [301]. Para potenciales como el culombiano, por el contrario, la intensidad
del potencial cae con la separacion, se trata de un potencial de largo alcance, donde no se

produce el confinamiento:

(QCD, ley del drea): V (R)~ OR :< Wp>~e °FF
(Coulomb, ley del perimetro):  V (R) ~1/R : < Wp >~ ¢ O®)

Veamos ahora algunos apuntes rapidos sobre teoria de cuerdas [215] limitados al &mbito en
el que nos vamos a mover. La gravedad del espacio AdS implica una teoria de cuerdas, pero
en el limite N. — e no necesitamos saber demasiado sobre teoria de cuerdas para manejar
AdS/CFT. Una cuerda abierta tiene sus extremos en las llamadas D-Branas [ 164, ]. Una
cuerda abierta y un conjunto de N, D-Branas representa una teoria gauge. Para un nimero

N, de D-Branas una cuerda abierta (semi) infinita puede ligarse de N, formas diferentes a
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Fig. 12.2 Cuerda y separacion entre quarks. Separacién menor cerca del origen, r =0 [268].

dichas D-Branas y una cuerda abierta no infinita puede construirse de N2 formas diferentes
[268]. De aqui vemos que una cuerda infinita se transforma entonces como la representacion
fundamental (quark) de la teoria SU (Nc¢). La cuerda por otra parte tiene tensién y longitud,
lo que le confiere una masa asociada a la masa del quark [313]. Consideremos entonces para
comenzar a fijar ideas la situacién en un espacio AdSs puro, que podemos describir mediante

el elemento de linea:

r\2 L?
ds? = (z) {~d +dd +dd+did} + 5dr (12.7)

Las coordenadas {7, x;} se asocian a la teoria gauge que vive en la frontera del espacio AdS,
(r = o). El par quark-antiquark estd conectado por una cuerda que tiene tension, siendo R la
distancia entre quarks (medida en r = ). La coordenada radial, por otra parte, caracteriza el
espacio AdS (es decir, el “bulk™ ) y tiene que ver con la escala de energia de la teoria gauge.

Dada la simetria del problema, la distancia entre quarks viene registrada por ejemplo, por
la coordenada espacial x| es decir: R = Ax;. La tensién de la cuerda, por su parte tiende a
disminuir su longitud, pero la longitud minima no se consigue con una cuerda situada en
r = oo ya que debido a la naturaleza curva del espacio-tiempo la longitud se minimiza con
una cuerda que se interne en la estructura AdS. La longitud propia de la cuerda va como
7Ax; y disminuye cuanto mds nos acercamos al origen, lo que se relaciona con el potencial
del par. El tramo vertical de la cuerda contribuye a la masa del quark, mientras que el tramo
horizontal se relaciona con el potencial del quark y varia a medida que varia la distancia R.
Existe un punto de retorno de la cuerda r;, correspondiendo a su longitud minima. El cdlculo
exacto [268] muestra que: 1y, o< %2. La distancia propia entre quarks es proporcional a ()R
lo que a su vez implica, de acuerdo con la ley del drea, que la energia (propia) de la cuerda va
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como E (r) =< (7)R. Sin embargo, E(r) no es la energia medida por la teorfa gauge ya que el

tiempo gauge (¢) no es el tiempo propio (7), estando ambos relacionados mediante T = (7 )t

r

por tanto tendremos E; = (7

)E (r) o< (%)2R. La energia del quark viene entonces dada por

E; < (%)ZR -~ %: inversamente proporcional a la distancia del par. Tenemos entonces que
el potencial asociado a un espacio AdS puro es de tipo culombiano, no confina y no puede
describir quarks en hadrones. Un espacio AdS puro implica una teoria SYM, pero no QCD
[268]. Consideremos entonces la situacion para una métrica general. Generalizando los

resultados anteriores para el caso AdS puro podemos escribir:

1
E=v—=8u |r=r, E(r) = 2V —&u8rr r=r, R (12.8)
N

Siendo T = ﬁ la tension de la cuerda. Vemos pues que en AdS/CFT la coordenada radial
estd relacionada con la escala de energia. Si la teoria gauge confina a una escala de energias
A, esta escala puede ponerse en relacion con un “cutoff” en el espacio AdS, de forma que
para un parametro de corte r. la cuerda no puede bajar hasta r,, y la energia va como:
E, ~ r’R = O(R) lo que implica confinamiento. De acuerdo con el diccionario AdS/CFT
la existencia de un agujero negro con un horizonte de eventos situado en ry equivale a una
teoria gauge a temperatura finita. Para r > ry el espacio es aproximadamente AdS puro y
tenemos el potencial culombiano que no confina, pero si la cuerda consigue llegar cerca del

horizonte ry se tiene:

El >N —8i |}":}’0 E(I”) —0 (12.9)

En ese caso los quarks no experimentan ninguna interaccion cuando la distancia entre ellos

es demasiado grande, (apantallamiento de Debye en AdS/CFT) [26Z].

12.2.2 Soluciones exactas

Antes de considerar un calculo similar usando una de nuestras propias soluciones, considere-
mos algunos ejemplos mas en el &mbito de la RG. La accion de una cuerda se construye de
manera analoga a la de una particula [306]. Si la particula puntual traza una linea, (“World-
line”) en el espacio-tiempo tendremos entonces que la cuerda traza una superficie y la accion

asociada puede escribirse como:

1
S=———= [ dA 12.10
27rls2/ ( )
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La superficie descrita por la cuerda se describe entonces por la parametrizacion XY (c¢) de
manera que se tendrd [268]:

oxM gxN
do* do

En cuanto a la elecciéon de coordenadas, es habitual trabajar en el conocido como “static

ds? = MuvdxMdx = nyy ——do“dc” (12.11)

gauge” dado por {GO, (‘71} = {t,r} y la accidn de la cuerda recibe entonces el nombre de
accion de Nambu-Goto [268]:

1 1
Sng = ——/dA:— /d26 —h
NG 272 272 ab
dx dx dx dx
ha = | &G 0o (12.12)
dr dr dr dr

Consideremos por ejemplo el espacio AdSs, cuyo elemento de linea puede escribirse como:

ds? = 5)2{ dr? + do? +dx§+dx2}+L—2dr2:
L r2

/N

_ (%)2{ dr +dx2}+ L =

Qe (G () e

Y la accidn de Nambu-Goto en funcion de la métrica se escribira entonces como:

1
4 2
T r
S :——/dr 14— 12.14
12— d?
=z
notemos que x es ahora un vector que agrupa las tres coordenadas piramente espaciales

Siendo 7 el tiempo tiempo durante el que se produce la interaccién entre los quarks y x

asociadas a la teoria gauge que vive en la frontera. En el caso p = 3 como estudiaremos a
continuacion, se reducird a una sola coordenada: llamémosla x; (a efectos practicos esto no
tiene mas trascendencia ya que solo el mddulo del vector nos interviene en los calculos).
De (12.14) vemos que el lagrangiano no contiene la variable x, luego existe un momento

canonico conjugado de dicha variable que va a ser conservado:
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(£) x _ (12.15)

Y la constante puede ser determinada teniendo en cuenta que para r = r,, estamos en el
punto de inflexion para la cuerda cumpliéndose x = 0. Ademas, si consideramos que la
forma adoptada por la cuerda es aproximadamente rectangular tendremos que, para r = ry,
se cumplird asimismo ‘glx—r/ |r=r,, = co. Pequeas fluctuaciones entorno al punto de giro de la
cuerda suponen pasar del tramo vertical de la cuerda (que no contribuye potencial del quark,
sino a su masa) al horizontal. Esta condicién permite determinar la constante como C = ()2,

A partir de este resultado un cdlculo directo nos permite calcular la distancia del par quark-
2.2

. . / Lor,
antiquark. Considerando X' = 8—4r4 es un célculo directo encontrar:
r°—r

(SYR-+
|
—
=

x=0

2
_ / (5) r L \/1_271: (12.16)
rm AT 'mT(3)

() -1

Sustituyendo la relacién x = x(r) en (12.14) encontramos la energia del quark:

[ST[9%}

E = (12.17)

T 7t12 . 1)%

La integral diverge pero esto refleja el hecho de que estamos considerando el quark como

2Son shell  Tm /oo yzdy
(

infinitamente pesado [127]. La configuracién de la cuerda “aislada” de los quarks de sus
extremos se obtiene entonces a partir de la accién “on shell” evaluada en x’ = 0. En el cdlculo
de Ey la integracion se extiende desde r = 0 hasta r = oo:

nﬂ/d = 12 1+/dy (12.18)

Por lo que la correcion de masa finita del quark nos da, finalmente:
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E—EO:;—’ZZ{/Iw<ﬁ—I>dy—1} (12.19)

y
Consideremos ahora como siguiente paso el calculo del loop de Wilson para una estructura

que contenga un agujero negro en el espacio AdS, 1 [268]:

dr?
h(r)r?

2
ds2,, — <£> {—h(r)d® +dx} +dd + 3+ +dd) + (12.20)

Conh(r) = (1 — ('70)17 H). El caso p = 3 va a corresponder a soluciones de tipo BTZ en el
“bulk” sin carga ni momento angular, que dan lugar a una teoria gauge (1 + 1) en la frontera.
Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso AdSs puro, encontramos para el caso
AdSs. gy los resultados:

LZ\/§/°° dy
oI e 1A -1

oo 4 1

T'm yi+e—1 !
F—-Ey = — 1 |dy—1+(1—¢)* 12.21
0 ni? /1 \/ y—1 Y ( ) ( )

4
Siendo € = h(r,)=1— (:—Z) y la integral que nos permite corregir por el efecto de la masa

| =

finita del quark Ey se extiende desde r = ry (horizonte de eventos) hasta r = co. Las integrales

han de calcularse numéricamente por lo que es preciso dar un valor a ry,.

12.2.3 Loop de Wilson en GBI

Inspirandonos en los anteriores ejemplos que se han derivado a partir de un espacio AdS
puro y de soluciones tipo Schwarzschild en un contexto en el que la teorfa de la gravedad en
el “bulk” viene dada por la RG, consideremos el cdlculo equivalente usando para ello una
de las soluciones de tipo BTZ obtenidas a partir de la gravedad de Born-Infeld formulada
“a la Palatini” que han sido ambito de estudio en anteriores capitulos del presente trabajo.
Hemos escogido para ello la solucién en la que en el lado RBG el sector de materia viene
representado por el electromagnetismo de Maxwell [49]. En primer lugar, vamos a redefinir
las coordenadas para acercar los anteriores ejemplos a la forma de la solucion considerada.

Para ello, si en la solucion con agujero negro en AdS3:
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2
dspy = (1) {=h(ndr +ax}+

(
hr) = :(1_(r70)2) (12.22)

Hacemos los cambios ro = LvVM y x; = L6O y tenemos en cuenta que la variable candnica
x1 se corresponde con la variable variable angular 6 y que el radio de Scharwzschild se
relaciona directamente con el pardmetro masa (el caso M = 0 se corresponde directamente

con la solucién AdS3 puro), tendremos:

r2

2

2
M) n (L +12d6> (12.23)

72
=

Una vez unificado el lenguaje en cuanto a las variables implicadas, recordemos la forma de

sz, = —dr’ (

la solucién de tipo BTZ que vamos a utilizar en el calculo:

dr?
dsg; = —A(r)d* + Ana " r’de* =
dr? r?
= AR+ e
N+ A yas T
1 r? 2 0% -2,
A - — (M . 2m X |p——_min
WS M e )
(12.24)
r2 2
ConQ_(r) = (A — r—’g) y r2;, = —£0? seflalando el minimo en la variable radial r(x), es

decir la garganta del agujero de gusano. Conviene notar que segun sea el contexto, r,, puede
aludir tanto a la estructura de agujero de gusano asociada la formulaciéon métrico-afin de la
gravedad GBI como al punto de retorno de la cuerda en su descenso radial en el “bulk”, por
lo que en el calculo consideraremos la notacion r; para este ultimo término. La constante
—L—lz se relaciona, como ya sabemos con los parametros caracteristicos de
la gravedad de Born-Infeld mediante A = % con A una cantidad positiva y muy cercana

cosmoldgica A =

a la unidad y € < 0. Conviene recordar, asimismo, que hemos considerado el parametro ry
igual a L con el objetivo de disponer de soluciones con horizontes, tal y como se explico en

el capitulo 8. Con esta especificacion del elemento de linea espacio-temporal es inmediato
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calcular la accion de Nambu-Goto asociada, ya que el procedimiento es el mismo expuesto

en el contexto GR para los anteriores ejemplos:

1

T 1 rPA(r) p\?
Sng=——= [ dr| — 12.25
NG 2nl§/r(9_+ 2" (12.25)

Para r; (punto de retorno de la cuerda) definimos: 8 = A(r;) e introducimos la variable

adimensional z = r—’t de forma que para la longitud de la cuerda tendremos el resultado:

Lr; V8dr

/odx_i_/r,\/ -

Q_ \/Ar2 (Ar2 - 51}2)

_ / dz LV (12.26)
L (A2=2)VARWA(D) - S
Lo que nos da la energia asociada:
2 o A
E—_2_ Lz/ g VAE (12.27)
v (A-%) a0 -2
Z Z

Sustrayendo ahora la contribucién por la masa finita del quark, encontramos finalmente:

oo

T d A(z
E-k = ztﬂ(/2 7 b
G VR

1
t o-1+8 (ArctanhE _ Arctanh%o)) (12.28)

2
Con la integracion extendiéndose desde el horizonte de eventos ry, hastar =y f§ = sz

El anterior célculo ilustra nuestra propuesta de extender el concepto de loop de Wilson y
sus aplicaciones al problema del par quark-antiquark desde una correspondencia AdS/CFT
basada en la RG en el vacio o en un espacio AdS puro a la gravedad de Born-Infeld
en presencia de electromagnetismo. Evidentemente, las integraciones envuelven varios

parametros sobre los que hay que hacer estimaciones para poder resolverlas numéricamente.
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12.3 Operadores duales

12.3.1 Respuesta lineal

Comencemos recordando algunos conceptos generales relacionados con la teoria de pertur-
baciones y la respuesta lineal de un sistema ante dichas perturbaciones [301, , ly
su extension al contexto AdS/CFT [268, ]. Consideremos entonces en el contexto de la
mecdnica cudntica un operador, en general funcion del espacio y el tiempo, que denotaremos
genéricamente como O(#,x) y que estard asociado a alguno de los observables del sistema
fisico. Nos interesa la variacion en el valor medio observado de dicho operador entre un
estado inicial (< O >) caracterizado por t — —oo (momento en el que se introduce en el
sistema la fuente de la perturbacién ®°(¢,x)) y cualquier otro instante posterior. Dicha

evolucion temporal puede escribirse como:

0<0(t,x)> = <O0(t,x)>s—<0>=
= i/+wd4X 0(t—T) < [0(t,x),0(T,X)] > ®°(T,X)

—o0

(12.29)
Introduciendo la funcién de Green retardada G%O [179] como:
GR(t—T,X—x)=—-0(t—T) < [0(t,x),0(T,X)] > (12.30)

Siendo 0(r — T') la funcién paso [265] introducida para asegurar la causalidad del proceso.

Reescribamos entonces (12.29) como:

—+o0
8 <O(t,x) >= —/ d*XGR(t —T,X —x)®°(T, X) (12.31)

Expresada de esta forma, vemos que la respuesta en (7,x) del sistema a la perturbacién es
transmitida por la funcién de Green desde (7,X) ( punto del espacio-tiempo en el que la
fuente esta actuando). La respuesta del sistema se obtiene entonces integrando sobre todos
los valores del espacio-tiempo el producto de la fuente por la funcién de Green. Es por ello
que la funcién de Green se interpreta como una funcién de correlacién espacio-temporal
a dos puntos, y como comentdabamos en la seccidn anterior, no representa un observable
del sistema al no ser invariante gauge. A partir de (12.31) podemos, asimismo, introducir

la funcién de Green en el espacio de momentos como la correspondiente transformada de
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Fourier:
§<0k)> = —GR(k)P(T,X)
+oo . .
GR(k) = —i / d*xe'® 4% < [0(1,x),0(0,0)] > (12.32)

12.3.2 Relacion GKP-Witten

Veamos ahora como introducir los conceptos de respuesta lineal y de evolucion temporal
desarrolados en la seccion anterior en el contexto AdS/CFT. Para ello partimos nuevamente

de (4.69). La igualdad entre funciones de particién puede expresarse como [197]:

< exp| / dx®°(x)O(x)] >oFr=exp | — Sva[cbO(x)]] (12.33)

Consideremos @r como un campo de materia definido en el lado de la gravedad y en la
signatura euclidea, y @°(x) su valor en la frontera:

@ (x) = lim Pg (x) (12.34)

r—soo
Tenemos entonces que el campo de materia definido en el seno de la teoria de la gravedad en
d+ 1 dimensiones va a jugar en el lado de la teoria gauge el papel de fuente de la perturbacion
externa, generando una accién en el lado gauge mediante su acoplamiento al operador O(x),
que se contituye asi en el operador dual del campo @ (x). La funcién de correlacién a un
punto del operador O(x) en presencia de la fuente se obtiene derivando ambos lados de la

relacién de Witten con respecto a ®°:

5SGraV
OPO

Donde la accién gravitatoria se evalua “on shell” y para el valor ®°(x) en la frontera. En

< O(x) >gpo= —

(12.35)

mecanica clasica [ 153] sabemos que la derivada de una accién “on shell” con respecto a un
determinado campo evaluado en la frontera es igual al momento conjugado evaluado en la

frontera:

5SGrav_ SgGrav_ d SZGrav BT
o —/drdtdx = —/drdtdxa< = )—rh_{I()loHE(r,x)(pE(x) (12.36)

Es decir:

< O(X) > po= ’!EI;IOHE(}’,X)@E(X) (12.37)



250 Gravedad GBI y holografia

A primer orden en ®°. es decir, en el marco de una teoria de respuesta lineal, la anterior
)

ecuacion pasa a escribirse en el espacio de momentos como [197]:

. ITE(rvk)‘;15
i - g (rk) o 12.38
E((DE7 ) r1—>r£1°< ¢E(r> k) ><I>()—O ( )

Donde el momento conjugado debe ser evaluado en la solucién ®g y el subindice ¢y =0
debe interpretarse en el sentido de que al evaluar el cociente s6lo debemos quedarnos con
la parte que es independiente de @y: en una teoria de interaccion en el “bulk”, tanto I1g
como Pr contienen tipicamente potencias superiores de @y que no son relevantes para las
funciones de correlacion a dos puntos.

La relaciéon GKP-Witten estd escrita en su formulacién original en la signatura euclidea,
pero si estamos interesados en un estudio de la dindmica es conveniente pasar dicha relacién
a la signatura de Lorentz. Existen importantes diferencias entre ambas formulaciones, en
particular en lo que tiene que ver con las condiciones de contorno, tanto en la frontera como
en el horizonte. En ese sentido en la formulacién lorentziana del problema es necesario
incluir en el horizonte la llamada condicién “in falling” es decir, de funcion de onda entrante,
basada en la condicion fisica de que nada puede emerger desde el interior del horizonte
[268, ]. En lo que respecta a la frontera no hay diferencias entre ambas signaturas y es
suficiente con la anterior condicién de Dirichlet (12.34). El paso de la signatura euclidiana
a la signatura lorentziana se obtiene por prolongacion analitica de @ al plano complejo: la
funcion de Green retardada es analitica en el semiplano superior complejo [179] de forma

que Gr(®,k) puede determinarse a partir de la relacion [197]:
Ge(wg, k) = Gr(iwg, k) (12.39)
Con wg > 0y su inversa:
Gr(®,k) = GE(OE, k) op——i(w+ie) (12.40)

La misma prolongacién analitica se aplica al campo P (wg, k), es decir:

Dr(@,k) = Pp(OF, k) op——i(w+ie) (12.41)

Y la funcién de Green retardada en el espacio de momentos y en la signatura lorentziana es
inmediata usando (12.38), (12.40) y (12.41):
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HE(Y‘, k)qu )
Pe(r,k) ) ope—i(o+ie)

L II(r k) g,
- (i)

Grlw,k) = —lim<

F—>oo

Donde el cambio de signo en la dltima igualdad es debido a al cambio en el signo de la

accion lorentziana respecto a la accidn euclidea al hacer la sustitucion t = itg

12.3.3 Funcion de Green en GBI

Consideremos ahora elecciones concretas para los escenarios generales apuntados en la
seccion anterior. En el lado derecho de (12.33) vamos a situar como teoria de la gravedad,
al igual que haciamos para ilustrar el calculo del loop de Wilson, las soluciones GBI con
el electromagnetismo de Maxwell en 2 4 1 dimensiones [49]. Consideremos entonces en
dicha solucioén la presencia de un fermién no masivo caracterizado por una funcién de onda
espinorial W. En la frontera 2-dimensional tendremos entonces un campo fermidnico X
acoplado al correspondiente operador dual, lo que estructurard la accién en el lado izquierdo
de (12.33) es decir, la respuesta lineal a una perturbacion de la teoria gauge. Podremos

entonces escribir una relacion GKP-Witten del estilo [197]:

< exp [/ddx (%o O+ Oxo >orr=€xp | — SGrav [7077(0]] (12.43)

Mas explicitamente: en el lado de la gravedad la accion de la materia fermidnica vendra dada
por (4.11) y la teoria gauge dual describe en general un sistema continuo en (14 1) dimen-
siones que puede utilizarse para modelizar distintos escenarios en la materia condensada:
dependiendo del comportamiento fermidnico en el lado de la gravedad, dicha teoria describira
estados asociados a liquidos de Fermi o de Luttinger [214, , ]. Tendremos entonces
del lado de la gravedad la solucién “a la Palatini” de la gravedad GBI acoplada al electro-
magnetismo de Maxwell [49] y que describiamos por (12.24) . Fijemos en primer lugar la
eleccion de gauge para el potencial electroestdtico ®(r) = [ F'"dr haciendo Ag(r=ry) =0
(esto es, una eleccion de gauge en la cual el potencial se anula en el horizonte), usando
(10.14) y (10.22) un calculo directo nos lleva a :

Ao(r) = —P(r) = —Q0In— — Q%5 — =) (12.44)

Introduzcamos ahora las variables adimensionales {¢’,z,x'} definidas como:
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L T
r

r T+

= Et

L

Sustituyendo (12.45) en (12.24) y (12.44) y tras renombrar las variables con tilde recien
introducidas para aligerar la notacién podemos reescribir el elemento de linea y el potencial

como:
1 2 1 L?
dsgy = ——f()L'd + —- + = dr? 12.46
BI sz( ) Z2 QO (Z)f(Z) Z2 ( )
2 2
Ao(z) = Qlnz— & (r_m> (2 —1) (12.47)
2 r4
Siendo:
2
Q@) = (A-(=))
m
2 2 4 2 2
_ 2, 1 Q0T 0 Q" 5 2 2
flz) = 5{—Gz +L2+?—2—|—72 Inz— 4 C ln(zmin—z)}
(12.48)
Cono =M+ %2 InZtyd = ﬁ L. Planteamos entonces la ecuacién de Dirac como:
Zmin T+
N 1 5
[Yu(aﬁge;(auebv P en [y“ y"} igA, }\P( ) =0 (12.49)
Con :

) 0 1
7057}2102 = <_1 O>

=r=0 = ((1) —01>

Y=y'=0 = <0 1) (12.50)
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Usando (12.46) tendremos:

7 0 0
ell = 0 zJ/FfVQ_ 0 (12.51)
0 0 2

Para la funcién de onda del fermion (espinor en dos dimensiones) hacemos el ansatz [250]:

Y (r)[) B et , ika/]( )
( ya(r,1) ) N ( it ik (7) ) (12.52)

Con todo ello, usando (12.46) y (12.49) en (12.52) un poco de édlgebra nos lleva a a escribir
la ecuacién de Dirac como:

Vi penlne = Vg Ve GVaue
iz[ﬁ+z\/?+l7®(2)]‘lf1@ = [f\/_ J"\/_‘Liﬁ\/_]"’2

(12.53)

Siendo 4 =¢Qy 0O(z) =1In(z) — %(z2 — 1). Buscamos desacoplar las ecuaciones (12.53):

para ello, introducimos el cambio de variable ; , = e s vi 2 con & dada por:

¢ = [ omlo-gro)-
- lnz—%ln f(z)+K(a) (12.54)

Con K(a) una constante arbitraria. Las ecuaciones (12.53) pueden entonces reescribirse

como:

]‘\/Iall/1 = iz(%%—l%@(z)—%\/?) Jh(2)
fﬁ&"’z (24 Lo+ SV (12.55)

Haciendo el nuevo cambio J;(z) = €5¢) tenemos:
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oY k
zf\/.Qa—w; - (L2 “ Lor)+ L\/?)es (12.56)
Lo que implica:
S&S N
Wn(z) = 0[OV (12.57)

(#+ boo—17)

Para calcular aa—"f hacemos el ansatz [250] de que la mayor contribucién a la derivada viene
del término que deriva sobre la exponencial (esto es, que la derivada de la funcién S(z) va a

ser muy fluctuante sobre el horizonte):

o (12.58)
% (8- ke - L)
Sustituyendo en la segunda de las ecuaciones (12.56) tenemos
2
) 2 L%—FL%@(Z)
(a—S> =2 Abl/] (12.59)
dz Q_Abs[f(z)]

Lo que nos permite escribir una expresion explicita para la funcién G(z) = i+ @),

2 |:L2+ 6()i|2 ’
f(z )\/Q— - Abs[f]
Glz) — (12.60)
(2) (22 L)k f(z)> Q_Abs|f]

El espinor de Dirac en el “bulk™ obtiene su contrapartida en la teoria gauge dual de la frontera
en forma de un operador fermionico [ 141, , ] cuya funcion de Green retardada puede

calcularse como [197]:

v
Gr = lim i =5 = lim G(z) (12.61)

Usando (12.60) y la forma de las funciones f(z) y ®(z) un calculo directo nos lleva a escribir
(12.61) como:
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- (2)
Gr=Ilim ————— 12.62
R=1m (12.62)
Con:
- e 1 (r(me-2E0) o)’
A(Z) — r_++_Q2Z21ni - Zmin
22 ) |2 LA e
7+§Q2121n%
AbS [ L ~ min ]
s
T 11722 z
75 +5;077 In =
B = Ay an[E I
J’_
r 1Q2 21p -2 2( 2 )
k 2 T2z In— u o (z2—1 0]
Clz) = —= Abs[ min +—<lnz— ) s
L 2 L? 2 L2
(12.63)
Cuyo valor en el limite GR (z,;, = o) se simplifica considerablemente para dar:
k2 —(w+ plnz)?
Gr = lim Y2~ (@ F1Ing) (12.64)

=0 o+ulnz—k

El valor de la funcién de Green en el horizonte (z = 1) es asimismo sencillo de calcular a
partir de (12.60):

Gz=1)=i (12.65)

Que coincide con el resultado encontrado en las condiciones més generales en el contexto
de GR [250]. A partir de las ecuaciones acopladas (12.53) un cdlculo directo nos permite

escribir la ecuacion diferencial exacta que sigue la funcién G(z):

0 —
= Ve 20D G (G4 Bow - Evim) +
v (2o + Evia) (12:66)

Que junto con la condicién de contorno en el horizonte (12.65) permite una resoluciéon
exacta usando métodos numéricos para obtener el limite z — 0. En este sentido conviene
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indicar que la presencia de la materia rompe la invariancia conforme de la teoria [250]:
en la practica esto se traduce en que la funcion de Green dada por (12.64) va a diverger
logaritmicamente en el infinito y tendremos que incorporar un parametro de corte en la
variable z para estimar numéricamente el valor correspondiente en la frontera y calcular con

ello el operador dual del campo fermionico.



Capitulo 13

GBI con campo escalar en 2+1

13.1 Introduccion

La busqueda de soluciones a las ecuaciones de Einstein propias de la Relatividad General en
las que el lagrangiano de gravedad se acopla a diferentes fuentes de materia es, hablando en
términos generales, un problema de dificil resolucion cuando se trabaja en un espacio-tiempo
de (3+ 1) dimensiones. Esta es la razén por la que en las dos dltimas décadas la adopcion de
un marco de trabajo menos ambicioso en lo que respecta a la dimensionalidad del espacio-
tiempo y el estudio en (2 + 1) dimensiones ha arrojado resultados muy aprovechables en un
amplio rango de escenarios en lo que se refiere al sector de la materia. Dado este estado de la
cuestion, las soluciones obtenidas por Bafados Teitelboim y Zanelli, (BTZ) [257, 40, 41]
para el campo electromagnético son de especial interés y han sido asimismo ampliamente
investigadas en el contexto general de la gravedad modificada, tanto en gravedad GBI
[168, 49], gravedad f(R) [377], CFT s [250], gravedad rainbow [1&6], dilatones [122, ],
teleparalelismo y teorias f(7) [158], geometrias no abelianas [3 1 1], o teorfas de Brans-Dicke
[123]. Las soluciones BTZ pueden encontrarse ampliamente analizadas en las monografias
de Carlip [88] y de Witten [367]. Mas alla del electromagnetismo de Maxwell, soluciones
para RG acoplada a materia que responde a estructuras SU (N) (soluciones de las conocidas
como ecuaciones de Einstein-Yang-Mills), han sido estudiadas en espacio-tiempos de (2+ 1)
dimensiones [367].

En este capitulo, investigamos soluciones para un campo escalar libre cuyo lagrangiano
asociado no es lineal en el término cinético, tanto en el contexto de la RG como en el de
la gravedad GBI. Discutiremos la estructura de los invariantes de curvatura asociados asi
como de las geodésicas, que se muestran como incompletas en ambos casos: en el primero
encontramos una estructura muy sencilla que, en apariencia, no presenta horizontes y esté

dominada por una singularidad desnuda. En el segundo caso la gravedad de Born-Infeld
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genera una estructura de tipo agujero de gusano que es atravesable, pero incapaz de corregir
las patologias de las geodésicas que ya se manifestaban en la solucion en el contexto RG.
En lo que respecta al sector de la materia, por tanto, nuestro trabajo en esta seccion se
va a centrar en el acoplamiento a un campo escalar. En este punto, es conveniente observar
el hecho de que en muchas de las referencias que tratan este contexto [ 170, , ] se
considera un lagrangiano de materia constituido por un término cinético en derivadas del
campo y un término de potencial de tipo Liouville, (& ~ —%8“ vty — Ae *Y). El caso
a = 0 puede verse como un campo escalar libre en una geometria espacio-temporal con una
constante cosmoldgica no nula, caracterizada por el parametro A. Nuestra aproximacion
en este trabajo seguird una linea diferente, inspirada por el concepto de geén de Wheleer
[365, ]. Consideraremos un campo escalar en el que unicamente el término cinético esta
presente. Nuestro ansatz se completa con la propuesta de no linealidad en el mencionado

término de materia:

1
Sy = —E/d3x\/—_gL(Y) (13.1)

Con L(Y)=Y*yY = ghVd, yodyy. Determinaremos el pardmetro ¢ requiriendo que, a

grandes distancias, se recupere el escenario minkowskiano.

13.2 Accion, ecuaciones de campo y soluciones

Comencemos entonces proponiendo la accion:

! 1
T2 / Ex/=gR(g) = 7, / dxy/=gL(Y) = Sor+Su (13.2)

con 7N un parametro con dimensiones de longitud al cuadrado, introducido Gnicamente

St

por motivos de coherencia dimensional, (finalmente podremos considerar 11 = 1 sin perder
generalidad). En el sector de la materia introducimos un campo escalar, ¢ y algun tipo de
dependencia funcional contenida en el término cinético g"Vdy,¢dy¢ dada por la relacién

L(Y)=L(g""du¢dyv9). Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas son:

— uv
0.9 ) 0L _ I (V=8lvg" dup) _ (13.3)

‘9V<a(av¢) 90 Ix"

conly = 3—%, Asumiendo un campo escalar estético y radial y un sistema de coordenadas
dado por {z,x, 0}, la dltima ecuacién puede reescribirse como:

3 (V=88 Ly ¢:) =0 (13.4)
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para el elemento de linea utilizamos un ansatz inspirado en la eleccion de Wyman [37 1] pero

con modificaciones que resultardn cruciales para obtener soluciones:

L2 1
Y dx2—|—

2
7 & e 98 (13.5)

dS2 — (x) dl2 +ev(x)

con vy W ciertas funciones de la coordenada radial x. Esta “inusual” forma del elemento de
linea se justifica en el hecho de que conduce a una ecuacién muy simple para el campo escalar:
¢rx = 0 de forma que podemos escoger ¢ (x) = x sin perder generalidad. Las dimensiones de

¢ son las de una longitud y en lo que respecta a la funcion Y tenemos:

) 1

Y =g 92 =g¥ =W (x)e V0 o (13.6)
Y
Para el tensor energia-momento, (2.17) se escribe como :
1 L
T“VZH(LYYV“—ENJ) (13.7)

con Y = 9*¢ d,¢. Como siguiente paso escribamos las ecuaciones de Einstein (2.18).

Definiendo ¢ = %2 y usando (13.7) tenemos:

Ri(g)=o0 [LYY¢‘+55 (L—YLy) (13.8)

ahora podemos utilizar el ansatz de Wyman, calcular con xAct el lado izquierdo de esta

expresion y encontrar el conjunto de ecuaciones:

R — ﬁe_sz (Ly Ve — Ly Vi)
R = ﬁ eV [_ 2Ly W? —2W <LYxWx + Ly (Wevy — Wxx)> +
+ W2(Ly, vy _LYVxx)]
RY = —L% eV [LyW} + W (LyxWy — LyWyy)] (13.9)

Y
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con Ly, = aLY y la misma notacion para el resto de derivaciones implicadas. Considerando la
componente R’l se tiene Vi, — Vy Ii” =-20 M y evaluando RY — R} — R% encontramos:
Vo Lre __We(L=YLy)
VvV, Ly W L—-2YLy
W, (L—2YLy)
Vyv— = O0—-«——= 13.10
T 7 ( )

consideremos ahora que L(Y) representa toda una familia de funciones con la estructura

L(Y)=CY* (con [C] =inversa de longitud). Dicha sustitucion nos lleva a la ecuacién :

Vix Lyx 11—«

— = 13.11
Vx Ly 1-2a ( )
lo que permite una primera integracion:
(1-a)
Ve =Ly CoW 2 = (13.12)

donde las dimensiones de la constante Cjy dependen de los valores numéricos de o. Susti-
tuyendo en (13.10) tenemos, tras un calculo directo:

v _ yr: w4tse

Vi — 13.13
=aw T 06w (L—2YLy) (13.13)
usando L(Y) = C;Y% y larelacién W2 e~ =Y L% encontramos las relaciones:
1
(W2 e—V) 20—1
Y = ([——
2
a’C;
L-2YLy = Ci(1-2a)Y" (13.14)
sustituyendo en (13.11) y después de un poco de dlgebra obtenemos:
dv (1-2a) Cgoﬁgﬁl W3—4a L) 13.15
Vw = — — - 2—1 200—1 .
Eaw T s (1-2a) ¢ (13.15)
definiendo K| = i gzaz Olt) C1 podemos integrar nuevamente (13.15):
v el K 25
e 2T =C4——W (13.16)
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con Cy = 5;—1 L (C3K; — C,). Si dividimos (13.12) y (13.15) e integramos obtenemos:

1-2a
2(a—1)

W (x) = (Krx+Cs) (13.17)

1
con Kp = Co (a ) y Cs una nueva constante de integraciéon. Usando las expresiones explicitas

para Ly e Y encontramos LL—‘;" = (20&711) (2 ‘3{;‘ — vx). Utilizando este resultado en (13.9)

obtenemos la ecuacion diferencial para v (x):

\%
=4+ Bv,=0 (13.18)

Vx

con f3 = . Una nueva integracion directa nos lleva a :

205

v (%) :%m (c6+ﬁxﬁo) (13.19)

con Cg y xo nuevas constantes de integraciéon. Una vez hemos determinado v (x) y W (x)
podemos regresar al elemento de linea (13.5) y obtener expresiones explicitas para g Y gxx:

20—1

o—1 2a—1
K 2] K =
&t = — C4—71W et Z—{C4—71(sz+C5)}
2 2\ 7a-T K T
g = (@2C) T [ (Kox+Cs) <C4—7(K2x+Cs))] (13.20)

La funcién W (x) va a jugar el papel de una cierta coordenada radial r (x) asi que definimos

r(x) = Wzl(x) . A partir de (13.17) y tomando la funcién inversa encontramos:
1 2(a—1)
x(r)=— (r a1 —C5) : (13.21)
K

A continuacion escribamos el elemento de linea en coordenadas de tipo Scharwzschild,
{t,r,0}: teniendo en cuenta la naturaleza tensorial de la métrica bajo un cambio de coorde-

nadas un calculo directo nos lleva a :

1

o—1)> . Ky 2@ n)aTt
g = 4% (a2 C3) 7 (04— L ) . (1322)
2 20—

Queremos recuperar el limite minkowskiano a grandes distancias por lo que resolvemos el

pardmetro ¢ con la condicién 2

= —1 esto es a = 2. Utilizando este valor encontramos:
3
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2 /2\° 8§ C21\
grr=96—2 (5) ct (C4+—C13—0r—) . (13.23)

Ademés, si escogemos adecuadamente el valor de las constantes que hemos arrastrado
2 _K _ 803G —9G (2)8 6=
durante todo el proceso como Rj =5t = 55 C7 2y G4 =935 (5)° € =1 con Ry una escala

espacial general, entonces para la métrica se tiene:
R2 -1 R2 -3
ds® = — (1 + —3) dr® + (1 + —3) dr® +r°de’ (13.24)
r r
lo que anuncia la existencia de una singularidad desnuda en el origen, algo no especialmente

prometedor. Retornaremos a este punto en la préxima seccion. Podemos plantearnos bajo

que condiciones puede nuestro ansatz desembocar en algun tipo de soluciones tipo BTZ:

ds? = —f (r)de® 4 f (r) "' dr? + r2d6> (13.25)
con f(r) =—-m+ ;—; Para ello, retrocedemos hasta la expresion general de la métrica
incluyendo el pardmetro o y comprobamos que la condicién 72 = r?2a1 debe en este

caso cumplirse. Esto implica, obviamente a = 0, pero este valor de & no tiene sentido
en nuestro ansatz, ya que implicaria una componente g, idénticamente nula. Podemos
entender este resultado si tenemos en cuenta que para obtener soluciones de tipo BTZ
desde un campo escalar el ansatz usual en la bibliografia [170], introduce un potencial V (r)
asociado a un campo escalar y en el limite donde V(r) cae a cero dicho término pasa a ser
una constante que podemos identificar con la constante cosmoldgica A. Pero nosotros no
estamos introduciendo ningin potencial asociado con el campo escalar, en su lugar estamos
introduciendo no linealidad dindmicamente mediante un término cinético no candnico:
la ausencia de potencial efectivo inhibe pues la existencia de soluciones de tipo BTZ. A
continuacion, exploraremos la forma que toman los invariantes de curvatura y las geodésicas

en la geometria obtenida.

13.3 Geodésicas e invariantes de curvatura

El lagrangiano de una particula puntual moviéndose a través de la geometria previamente

discutida viene dado por:

1 1 /de\? 1 [fdr\? 5, /de\?7 1 [ds\?
23l (&) tir (&) (@) 1=3 (&) w2
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R2 . . , . ) "
conh(r)=1+ r—? Considerando las simetrias del lagrangiano, esto es, su cardcter estatico e

invariante bajo rotaciones tenemos las constantes de movimiento:

E — 07 1 dt
di — h(r)dr
4 ,do
] = ——=r— 13.27
26 | dr ( )
con {f,0} = {%, %}. Sustituyendo las constantes en la forma habitual de la velocidad:
ds?
U“Uuzd—fz:S:il,O (13.28)

y usando la relacion entre tiempo propio y coordenado, encontramos finalmente la ecuacion

de las geodésicas a resolver:

d )2
d—:_:i\/h(r) E2+8h3(r)—r—2h3(r) (13.29)

para geodésicas nulas y radiales se cumple € =J =0y (13.29) se puede escribir como:

/Edrzi/drﬁ (13.30)

que puede integrarse para dar E T = g(r) — g(rp) con:

— — Rp arctan — (13.31)

rR(z) 3 r )
2(r?+R}) 2 Ro

glr) =+ (r+
donde r es la posicidn inicial y el signo mds (menos) corresponde a las geodésicas salientes
(entrantes). Cuando nos aproximamos a valores de r muy proximos al parametro carac-
teristico, la naturaleza curva del espacio-tiempo comienza a ser evidente hasta que alcan-
zamos la singularidad desnuda en el origen de coordenadas, en donde, como veremos, la
curvatura diverge fuertemente. La singularidad desnuda puede ser alcanzada en un valor

finito del pardmetro afin 7 por lo que tenemos geodésicas incompletas. Para geodésicas

temporales (¢ = —1, J = 0) la ecuacion a integrar puede escribirse como:
d
(r) :/dt:j:/ : (13.32)
R2\4 R2\3
\/(1+r—3) E2- (1+73>
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integracion que en general se resuelve en funciones elipticas. Podemos estudiar cualitati-
vamente las soluciones clasificandolas segun los valores de la energia: para E > 1 (cuando
nos aproximamos al régimen relativista) podemos despreciar el segundo término bajo la raiz
y automaticamente recobramos el comportamiento de las geodésicas nulas, alcanzando la
singularidad desnuda en un tiempo propio finito.

Veamos la forma de los invariantes de curvatura: a partir de (13.24) podemos utilizar

xAct para calcular facilmente los escalares de de Ricci y Kretschmann:

2 4 p2)\2
ot o2 PR
R = Ry=10Rj~—— o~
r? +R2 !
K = Raﬁy5R°‘ﬁ73:76R‘0‘(rT0) (13.33)

ambos divergentes sobre la singularidad desnuda r = 0.

13.4 Accion, ecuaciones de campo y soluciones en GBI

Consideremos ahora la acciéon GBI en (2 + 1) dimensiones que introduciamos en (9.59)

acoplada a la materia escalar descrita en el apartado anterior:

1
St =S8p+Sm = @/ds”(\/—|guv+81{'uv(r) | —Av/—g)—

— /d3r\/—_gq)(X) (13.34)

como ya hemos comentado en la seccion anterior, en lo que respecta al sector de la materia
tenemos un término cinético relacionado con el campo escalar ¢ = ¢ (x) con X = g"¥ 9 9y 9.
El tensor energia-momento ya ha sido calculado en el apartado anterior (13.7) en el EF y el
calculo es totalmente andlogo en el RF y como hemos analizado ya en capitulos anteriores,

podemos introducir un cierto tensor de Einstein (5.40) que serd funcion de gy = guy +ERyy:

Ghig) = Rhlg) Dl —

i in
{Tﬁ——V(TJr.,z”G) . (13.35)
et 2
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Sustituyendo en esta ultima ecuacion (13.7) encontramos:

i st
Gh (q) = ——= {‘PXXCL_TV (X(px+$c;—%)] : (13.36)
VI

El lado derecho de esta expresion es una funcion de la materia en su totalidad, o equivalente-
mente, de la métrica g"V, mientras que el lado izquierdo estd construido completamente en
funcion de g"V. Inspirados entonces en la discusion de la seccion previa en el contexto de
RG definimos:

1

v o= = (X(PX+LG_§)
| Q2 |
wyl = % xb (13.37)
| 2 |

siendo Y = g*%dp ¢ dypyY =Y [f . Procediendo de esta forma podemos reescribir G, (¢)
como :

G (q) = K [y vl — ¥ 6t (13.38)
y el problema contenido en esta ecuacion ya lo hemos resuelto formalmente en contexto GR
en el apartado anterior. Solo necesitamos darnos cuenta de que las soluciones previas para

g"¥ juegan ahora el papel de soluciones para g"":

1 1
Su—5 [ @rv=ge(X) =Sar— 5 [ /=gy (¥) (13.39)

Esta correspondencia es, de nuevo, un ejemplo particular de una propiedad mas general: el
procedimiento de “mapping”: dada una teoria de la materia protagonizada por un campo
escalar acoplado al lagrangiano GR siempre es posible mapear su espacio de soluciones al
espacio de una teoria RBG de la gravedad modificada, “a la Palatini” [12]. En lo que respecta

a la matriz de deformacién, de acuerdo con (5.29) tendremos:

(ﬁ—l)“ - ! (A8 —KPeTy) =
) —
| Q|
B 1 2P\ su 2 i
_ [(“"%)‘Sv i2e gy Xt (13.40)

| Q|
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(Como reescribir entonces la anterior ecuacion usando el campo Y introducido en (13.37)?

Tomando trazas en la segunda de dichas ecuacidnes tenemos \/('LT'X = yyY y entonces la

, (@

yyY — +

— — =y
2\/| Q| Kkey/| Q]

con ¥ =YY%y a un coeficiente a determinar. En la seccién anterior encontrabamos la

primera puede reescribirse como :

(13.41)

condicion o = % para recuperar soluciones asintoticamente planas. Conviene remarcar el
hecho de que este valor del pardmetro ¢ debe ser entonces puesto en correspondencia con el
valor A =1 en el lado GBI pues es este valor el que nos devuelve a una geometria sin constante
cosmoldgica. De la ecuacién anterior se tiene k’e (yyY —y) + 1 = ﬁ (KPep+A)y
sustituyendo en (13.40) encontramos:

@Tﬂizﬁxﬁawy—wyu)—#mWW‘ (13.42)

ahora la matriz de deformacién Q! estd expresada en términos del campo escalar acoplado
al tensor g"V con lo que podemos explotar los resultados previos en el contexto GR, usando
() =Y%, yy =aY* = o (4%)* ' ylarelacién

0O 0 O
Y =¢"%0,000=| 0 ¢ 0 (13.43)

0O 0 O

tendremos, para el caso o0 = % A=1:
2
" 1-6Y53 0 0
(ﬁfl)v: 0 1-38Y3 0 (13.44)
0 0 1-8Y3

. 2 .
donde hemos definido § = €. Las componentes de g*¥ como ya hemos comentado, tienen

la misma estructura que las de g"Ven el contexto GR:

1
—s 00
g=| 0 up O (13.45)
0 x?
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. R? ~ A S .
siendo h(x) =1+ x—g Recordando que g = g Q! es ahora una cuestién piramente algebraica

obtener la expresion final para las componentes del tensor gy y:

1-8h(x)? 0

) 2 0
g= % 0 (13.46)
0 0 x* (1—8h(x)?)

lo que sirve de ilustracion de la caracteristica operativa mds destacada del procedimiento que
llamamos “mapping”: dada una solucién semilla en el EF, ésta se promociona al papel del
tensor gy en el lado RBG y entonces la solucion para g,y se obtiene, no ya por la resolucion
de un sistema de ecuaciones diferenciales derivadas de las ecuaciones de campo, sino por la
resolucidn de un sistema de ecuaciones puramente algebraicas cuya estructura viene dada
por el procedimiento de mapeo. Finalmente, definiendo la variable adimensional (z = Rio) y
flz)=(1+ Ziz) el elemento de linea vendra dado por:

2 1 2 2 1 2 212
ds? = —m[l—Sf(Z) ]dt ek [1—35f(Z) }Rodz +
+ R [1—6 f(z)z] d6> (13.47)

13.5 Estructura de agujero de gusano asociada

La anterior expresion para el elemento de linea sugiere la introduccion de una coordenada
radial tipo Schwarzschild, definida por:

r(2) =RgZ (1 —6<1+Z12>2> (13.48)

consideremos en lo que sigue que el pardmetro € caracteristico de la gravedad de Born-Infeld
es negativo. De la anterior expresion podemos resolver g—; = 0 lo que nos da un cierto valor
Zm dado por :

A=

9] }
= 13.49
d*r(x)
dz?
minimo. Esto nos sugiere la posible existencia de una estructura de tipo agujero de gusano

es sencillo comprobar que [ ] > 0 en z = z;, lo que implica que r(z) alcanza un valor

[354]. Podemos invertir (13.48) para encontrar:
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p(z)
20
15
10
5
: Z
2 4 6 8 10
Fig. 13.1 p (2)= 2. 8 |=0.2
R>—2|8|++/R*—4|5|-4R*|5
2o LIV 6] 9] (13.50)

2(1+16])
donde el signo + es el adecuado para recuperar el limite correcto GR en el limite || — 0.

Del grafico 13.1 vemos claramente que r(z) tiene un valor minimo ry,;, dado por 7y, =

1
V2 [8|* \/ \/|8] + +/|0] + 1 desde donde crece rdpidamente hasta alcanzar el infinito cuando
z = 0. Es importante entonces comprobar si las geodésicas asociadas alcanzan la posicion

z =0 en un tiempo propio finito, lo que nos darfa (de nuevo) geodésicas incompletas. Vemos
asimismo que la estructura de agujero de gusano no es simétrica, con la garganta localizada
en Z = Zyin, Una primera rama extendiéndose desde +oo hasta r,,;,, y una segunda desde
alli hasta z = 0. La ecuacion (13.47) también informa de que la métrica es invariante bajo
el cambio z — —z: la extension de la coordenada z al semieje negativo, no obstante, no
ofrece ninguna informacion nueva sobre la fisica involucrada. En el momento en que el valor
z =0 es atravesado la coordenada r(z) no alcanza un minimo, por el contrario tenemos la

componentes g;; Y ggo colapsando alli, mientras g,, se anula.
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13.6 Geodésicas e invariantes de curvatura

Utilizando (13.47), (13.26), (13.27) y (13.28) obtenemos la forma mads general de las

geodésicas asociadas a la geometria:

2 <dz>2 (1+318]/()%) r ) .

o\ az 7 ST RZAeIeE T TR

Para geodésicas radiales y nulas (¢ =J = 0) tenemos:

V1181 (1452 /14+318] (1+ 5)?
[Ear=xR [ 12 (13.52)
(1+3)

y para 8 = 0 recuperamos el limite GR de la seccion anterior:

|
/Edr:j:/dr—R2 (13.53)
(14+2)?

La integracion analitica en (13.52) no es posible, pero podemos desarrollar en serie el

integrando cerca de z = 0:

V18114 5)2/14318] (14 5)?

~V318|+0(z (13.54)
con lo que la integracion nos lleva a :
E(t—1) ==+V3Ry|8|(z—2z0) (13.55)

Para geodésicas entrantes 7y = 0 obtenemos £ T = /3R |8| (z0 —z) y alcanzamos la singu-
laridad desnuda en un tiempo propio finito dado por v/3 R ‘g—' 20. De (13.47) y asumiendo
zo = 1, obtenemos para la coordenada radial de Schwarzschild:

(g ) o
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Fig. 13.2 Geodésicas nulas, (6 =0.2)

donde n =71 REO' La situacion es entonces bastante similar para las geodésicas salientes.

Considerando zp = 0 un célculo directo nos lleva a :

r(n) n 36232
_ ! 14200 13.57
R |3\\/§\/ +181(1+ n2> (13.57)

y la luz alcanza la singularidad desnuda en un tiempo afin finito. Vemos entonces que para las

geodésicas entrantes la luz necesita un tiempo afin finito para alcanzar la posicion z = 0 cor-
respondiente a r (x) = co. De forma similar, en las geodésicas salientes la luz toma un tiempo
propio finito en viajar desde r(x) = o a cualquier valor de la coordenada de Schwarzschild.
Esto acentua la singularidad de la solucion en z = 0. Finalmente podemos verificar que para
geodésicas nulas radiales el valor z = 0 es alcanzado en un tiempo de Schwarzschild finito,

luego nuevamente la hipétesis de censura cosmica no se ve salvaguardada.

49 = 0=~ (1418]£(2)%) d? +

f(2) (1+318]£(2)*) Rgdz? (13.58)

1
f(2)?

lo que implica:

J1+3181(1+5)
(142) /14181 (1+ %)

dt = £Rpdz (13.59)
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Fig. 13.3 Geodésicas radiales temporales: F(z)=E2(1+4)—1- |8 | (1+ 4)? (E=1.1,|8 |=0.2)

Para geodésicas entrantes, expandiendo (13.52) entorno a z = 0 e integrando obtenemos ¢t =
é Ry (zg — 23), resultado que nos da de nuevo un tiempo finito para alcanzar la singularidad.
Revisemos brevemente el comportamiento de las geodésicas temporales radiales (€ = —1,J =
0). En este caso (13.52) se escribe como:

1438 (1+5)2) (1+]8] (1+1)2
- |k ( - >( : ) (13.60)
dz (1+53 (B2 (1+ 5) —1-18] (14 2)?)

el factor E2(1+ Z%) —1—18] (1+ Ziz)2 puede darnos problemas para valores negativos: antes
de alcanzar la singularidad desnuda siempre existe un valor de z, a funcién de la energia de
la particula material y del pardmetro de Born-Infeld & por debajo del cual el tiempo propio
pasa a ser imaginario, por lo que tenemos una nueva patologia asociada a las soluciones
de particulas materiales. Consideremos ahora el calculo de la longitud propia. Tomando
dr =d6 =0 en (13.47) tendremos:

1

1
ds? = di’=——(1+318/(1 —2)R2d2
; o (1430810 52 R

/dl _ /Rodz\/ (1+3|6y(1+ 1)) (13.61)

una expansion alrededor de z = 0 nos da:

/dl /Rodz \/3|6|z—%z3\/3|6|+0(z4)> (13.62)
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que puede integrarse facilmente, obteniendo:

2
L:Rom(i_lg) (13.63)

como aplicacién numérica podemos calcular la longitud propia desde el origen a la garganta
1

del agujero de gusano z = z,,, = (lfl‘b‘o 1

(44181 - /18T V/T+13])

8 (1+16])

Ls =35

(13.64)

[\S1[9%}

consideremos por ultimo el célculo de los invariantes de curvatura: utilizando de nuevo

(13.47) y el paquete xAct [? ], es inmediato calcular los escalares de Ricci y de Krestschmann:

R(2) = R" = —& (1+22>2
(&) =Ryu(g) R3 Z4<_Z4+35(1+z2)2>
(1+2%)*

Ropys (g) ROPY® (&) = 173_2

(13.65)
° 18<35+6125+z4(35— 1))

2

que coincide con el resultado en RG (13.33) para el limite § — 0

13.7 Conclusiones

Como ejemplo practico de la aplicacion de la correspondencia entre “frames”, en este capitulo
hemos escogido un campo escalar como representante de la materia y hemos resuelto de
manera exacta las ecuaciones de Einstein asociadas en el contexto de RG para exportarlas
después via “mapping” a la gravedad GBI. A pesar de que las soluciones obtenidas represen-
tan estructuras localizadas, hemos encontrado que la solucién en ambos “frames” presenta
patologias importantes (basicamente, ausencia de horizontes que oculten la singularidad

esencial en GR), por lo que esta solucion no serd explotada en mayor profundidad.



Capitulo 14
Conclusion y cuestiones abiertas

En esta tesis hemos llevado a cabo una serie de estudios relacionados con la rotacién, la
termodindmica y la correspondencia AdS/CFT usando como marco de trabajo la teoria de
gravitacion de Born-Infeld (GBI o EiBI) en el formalismo métrico-afin y con acoplamiento
a fuentes de materia electromagnéticas o escalares. Para ello, de una parte, hemos profun-
dizado en las implicaciones del concepto de correspondencia entre “frames” para ilustrar
la equivalencia entre la resolucion directa de ecuaciones diferenciales al trabajar directa-
mente del lado RBG y la resolucion de un conjunto de ecuaciones puramente algebraicas,
(pero altamente no lineales) cuando se utiliza el EF como semilla de las soluciones fisicas
obtenidas por correspondencia. Los resultados principales, publicados en [167, 10, 1,
se centran en la obtencion de soluciones exactas con rotacion, contribuyendo de manera
sustancial a la construccion de alternativas a la solucion de Kerr (y Kerr-Newman) que tan
importantes son hoy dia para la interpretacion de datos observacionales relacionados con
objetos compactos. También hemos atacado el problema de la construccion de los términos
de superficie asociados a las teorias del tipo RBG, habiendo encontrado una propuesta para
generalizar la nocion de curvatura extrinseca que, ademads de ser invariante proyectiva, encaja
bien con las expectativas generales dentro del campo [318].

Mis allé del estudio de objetos con rotaciéon y de los términos de superficie, hemos
explorado otros temas que han recibido mucha atencién en la fisica tedrica en las dltimas
décadas. En lo referente a la termodindmica de agujeros negros, y siempre en el contexto
de la teoria GBI, se ha usado la técnica del “mapping” para estudiar la primera ley, pero es
necesario un analisis mas profundo que esperamos desarrollar en el futuro, pues ninguna
tesis queda totalmente cerrada.

Ademéds de ello hemos exportado las soluciones GBI existentes a otros contextos con
la intencion de establecer correlaciones con otros campos de la Fisica y aprender un poco

mads en ese camino. El calculo de la densidad local de estados y del loop de Wilson han sido
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ejemplos de ello. El cdlculo de funciones de Green asociadas a la teoria gauge dual en el
contexto AdS/CFT no genera, en principio, resultados demasiado diferentes de los esperados
en el contexto de RG toda vez que dicha funcién de Green depende de los valores a grandes
distancias. En dicho limite asintético, tanto la RG como la gravedad GBI formulada “a la
Palatini” ofrecen bdsicamente las mismas predicciones. Este resultado podia esperarse, pero
el estudio detallado del principio holografico era también uno de los objetivos del presente
trabajo, y en ese sentido el estudio de la gravedad GBI en la correspondencia AdS/CFT
suponia una buena oportunidad para ello y un campo poco explorado hasta el momento.
Las posibles desviaciones que se puedan encontrar desde un planteamiento métrico-afin en
el contexto hologréfico respecto de las predicciones habituales de la RG en dicho campo
son una cuestion asimismo abierta, toda vez que existe espacio para un andlisis numérico
mas detallado. En este sentido, los calculos realizados en este trabajo tanto en el contexto
hologréfico como para el calculo de la densidad local de estados pueden ampliarse para
incluir soluciones de tipo BTZ caracterizadas no solo por la carga eléctrica, sino también por
un momento angular no nulo.

En lo que concierne al sector de la materia, la aplicacién del “mapping” a campos
escalares y electromagnéticos hace que el estudio de campos de tipo Yang-Mills suponga
el siguiente paso natural. Para estos campos existen ya soluciones en el contexto de RG
[355], por lo que extender dichas soluciones al contexto GBI es un territorio todavia no
explorado. La alta no linealidad de las ecuaciones de campo implicadas dificulta la obtencién
de soluciones analiticas y la posible extension del “mapping” al espacio de soluciones
numéricas es asimismo otra cuestion completamente abierta que podria facilitarse mediante
la interpretacion de las soluciones de RG en términos de un fluido efectivo. Confiamos en

poder obtener resultados en esta direccion en el futuro.
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Apéndice A

Algunos calculos destacables

Variacion de la accion de Einstein-Hilbert

Partiendo de Sgg = ﬁ [d%/=gR(guv) y tomando variaciones respecto de la métrica

tenemos:

350r = 55 [ 'x((8V/=8R(guv) + V=8 8(s" Ry A

Usando la relacidn:

8+/Det[A] = % Det[A] Tr[A ' 54] (A.2)

Es inmediato escribir §,/—g = —%\ /—88ap 0 g% Por otro lado, OR,v se puede expresar
en términos de la variacion de los simbolos de Christoffel usando la identidad de Palatini:

SRy = V38T ) — VoI, (A.3)

Y un célculo directo a partir de la definicioén de los simbolos de Christoffel en funcién de la
métrica, (2.9) nos lleva a que su variacién viene dada por:

1
8Ty = 58" (Vubgov + Vvdgou — Vodgpuy) (A.4)

Con lo que la contribucién g"¥ORyy se resume en un término de superficie que no nos va a
contribuir a las ecuaciones de movimiento:
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g"V8Ryy = guV(vlarﬁv—Vvérﬁl):
= Va(g"'STy) — Vy(ghVoTrh,) =

= V(g"T}, —g"*8Tg,) (A.5)
Lo que implica:
0Sgr = 252 /ddx\/ Ruv__guv)5gu +
+ / dfxy/=gV, (g"' ST}, — g*8T3,) (A.6)

Aunque el segundo sumando en (A.3) representa un término de superficie y no afecta a las
ecuaciones de movimiento, si tendrd un papel importante en el calculo de las acciones “on
shell” al generar un contratérmino (accién de Gibbons-Hawking-York [149]). De acuerdo al
principio de accion estacionaria tendremos:

R 1
0 =SGr+6Snm /ddx\/ 2( — =guv) — 5 Tuv) 08" +
82k 2 2
+ / d?x/=gV, (gﬂvsrﬁv —gh*ery,) (A7)

Como el resultado debe ser identicamente cero, tenemos que las ecuaciones de movimiento

se deducen directamente del primer sumando, lo que nos lleva finalmente a la ecuacién
(2.18).

Separacion de la conexion en espacios de Riemann-Cartan

Partiendo de :

—17X
=158 = eduey =
1
= E{ea;ﬁueﬁ + duegpel +equdvel + dveauel — equoy ey, — dyeauey} +

1
+ E{ea;taueﬁ —eq.0vey — equoye) +equdyey +eav8,1eﬁ —eqvduel }
(A.8)
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La primera parte puede expresarse como:

1
5{ Ouletear] + dvlef ean] — daleanel] | = Cua (A.9)

Que coincide con la conexion de Levi-Civita mientras que la segunda parte corresponde al

tensor de contorsion, definido en (3.14) como:

Kuvl = Suvl - Sw’Lu +Sluv (A.10)

Invariancia de escala y traza nula en el tensor energia

En esta seccion vamos a ilustrar la relacion existente entre invariancia de escala y traza nula
del tensor energia-momento asociado ya indicada en el capitulo 4. Consideremos en primer

lugar el electromagnetismo de Maxwell, descrito por la accion:

1 4
SM >~ —@/dx F”VF’JV (All)

Es facil comprobar que su tensor energia-momento, dado por :

1 1
Es de traza nula:
u uoc 1 Hrp 1 U2
Iy =n""1sy = e_Q(Fva _ZSVF)
1
uo_ P 2y

Consideremos ahora el caso mas general en el que el electromagnetismo de Maxwell se

sitda en el “background” de un espacio-tiempo curvo:

|

Y consideremos una transformacion de Weyl local de la forma (4.65). Tendremos entonces
—g — —a8(x)g y asimismo gP® — a%(x) gP¥, luego la accién permanecerd invariante Weyl

siempre que el propio potencial A* sea invariante Weyl (notemos que el potencial vector sigue

Sy =~

una ley de transformacion diferente a la que se tiene para transformaciones de escala que

afectan a las propias variables espacio-temporales). Consideremos ahora el caso general en
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el que el la teoria viene representado por cualquier lagrangiano de materia. Si representamos

la transformacion elemental de la métrica como:

Guv = <f+ £(x)>) (A.15)

Con I la matriz identidad. Tendremos entonces & guv = €(x)guy, y usando 0 = 6(gqp g%) es
inmediato encontrar que la inversa de la métrica va a transformarse como gV = —g(x)g"".

Si una teoria es invariante Weyl local se tendrd entonces:

/d4 55 g,LLV
B /d4x%V —gTuve(x)g"" =
_ / d4x%«/_—gT‘f8(x) (A.16)

55
_ _ 4
085 = [drs

Tenemos entonces que si una teoria (caracterizada por su correspondiente lagrangiano de
materia) ha de ser invariante bajo transformaciones locales de Weyl su tensor energia-
momento asociado debe ser de traza nula. En el caso de que el espacio-tiempo venga
descrito por una métrica minkowskiana, g,y = 1)y como ocurre en el marco contextual de la
correspondencia AdS/CFT para la teoria gauge del espacio frontera, entonces la invariancia

Weyl se reduce a la invariancia conforme.

Variacion general del tensor de Riemann

En (3.7) veiamos que bajo una transformacién de Einstein de coordenadas la conexién no
se transformaba como un tensor, ya que el dltimo término de la transformacién rompia la

tensorialidad:

ST () = D) -THx) =
= DA ®EMx) - RET S (x)+
+ T (X) + 0 T + 9udvEX () (A.17)

Sin embargo si consideramos dos conexiones diferentes, calculamos la variacién de cada una
de ellas por separado bajo un cambio de coordenadas y luego las restamos, vemos que dicho
término es comun y por tanto la diferencia de dos conexiones si se transforma tensorialmente.

Esta diferencia entre dos conexiones es justamente la variacion implicada en el principio de
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accion estacionaria, por lo tanto en la aplicacion de dicho principio si podemos considerar
que el objeto construido como diferencia entre dos conexiones infinitamente proximas se

transforma como un tensor y la derivada covariante de esta diferencia se podra escribir como:

Vi (8T%) = 9, (8T %) + T4, 819, — 5, 8T% 5 —T58T%, (A.18)

Aunque estemos usando la misma notacién para los incrementos de la conexion, conceptual-
mente los incrementos OI" involucrados en (3.7) y (A.4) responden a objetos matematicos
completamente distintos: el primero nos dice como se transforma una conexion dada bajo
un cambio de coordenadas espacio-temporales “a la Einstein”, y el segundo nos da la difer-
encia entre dos acciones posibles consideradas cuando se plantea un principio de accién
estacionaria en la que la conexion es una variable dindmica.

Teniendo en cuenta (A.4) y la forma del tensor de Riemann introducida en el capitulo ??,
un célculo directo nos lleva a :

SRf,, = VOIS — V8% 425,815, (A.19)

Tensor energia momento del electromagnetismo de Maxwell

y soluciones BTZ con carga

Consideremos la accidn asociada al electromagnetismo de Maxwell:

1
Sy = . /ddr\/—gFHvF”V (A.20)
Calculemos explicitamente 7},y: usando (2.17) encontramos:
1 1
2Vg
Siendo 6/—g = —%\ /—88ap Sgaﬁ luego el primer término es inmediato:

Tyy = (0v/—gFuvF"Y +/—g0F,yF1Y) (A.21)

1
8/ —gFuvF*Y = —5\/—g 8ap 08P FyyFMY (A.22)

Calculemos el segundo término:

5(FMVFW) = 5(Faﬁga“gﬁvFu\/) = FaﬁFMV(ga“5gﬁv +gﬁv58a“) (A.23)
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En el primer sumando cambiemos los indices mudos i <+ o, B <> 1 y en el segundo hagamos
el cambio Vv <+ p, o <+ Vv con lo que nos queda:
S(FuyFHY) = 8g"Y (8% FapFov + 8PP Fyg Fup) = 288" Fyp FY (A.24)

Y el tensor se escribe finalmente como:

1
Tyy = —ZgquaBFaB + FypFf (A.25)

Consideremos ahora el caso de las soluciones BTZ con carga eléctrica y veamos como
deducir el elemento de linea usado en las referencias habituales [$8]: para ello comencemos

definiendo la accion total que vamos a usar:

= 16;(;{ / d’x\/=g(R—2A) - / d3x\/—_g(47rG)Fqu“V} (A.26)

La ecuacién del campo electromagnético se escribe como [? |:

St

Viu(v/=gF*) = 9y (v—gF*') =0 (A.27)

Supongamos un campo eléctrico estatico y radial en el cual que el elemento de linea asociado

se escribe como:

ds?> = — f(r)d® + %drz +r2de6? (A.28)

La tinica componente independiente del tensor F*V serd :
F'" = gttgrrEr =—F,=F:= arAO (A.29)

Introduciendo el potencial vector como A, = {Ag(r),0,0}, podemos escribir la ecuacién
(A.27) como:

o [rF"=0. (A.30)
Integrando tenemos F,; = d,Ag = —g, es decir:
~ T
Ao(r)=—-Qln— | (A.31)
ro

lo que implica:
32
FyyF*Y =2F,F"" = —2(F,)* = —2% (A.32)
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Siendo Q una constante de integracién asociada a la carga eléctrica. De aqui vemos que para
. . 1
el caso d = 3 y de acuerdo con (A.26) y (A.31) esta constante debe tener dimensiones L™ 2.

Consideremos ahora la ecuacion de Einstein en presencia de constante cosmoldgica:

R
1
~ 876G ( — Z8uvFapF™ + FupFY) (A.33)

Y particularicemos para su componente Ggg. Para el elemento de linea (A.28) tenemos los

resultados:

df(r)
R = —
00 ' dr
2df(r) d*f(r)
R —— — A34
r dr dr? (A.34)
Y usando (A.25) para la componente Tyg:
2 02 02
Topg = ——(—2=) = = A.
06 1(25) =7 (A.35)
Tendremos:
df(r) 5, 1df(r) 1d*f(r)
G = — —ri(—— — = —A
06 ' dr r( r dr 2 dr? )
= 41GQ? (A.36)
Es decir 2 dZdJ; Ezr) = —2Ar? 4+ 81GQ?%. Una primera integracién nos da el resultado % =

—2Ar— 8717GQ72 + C. Ahora bien, el caracter logaritmico del potencial implica divergencias
en r — oo: la forma de manejarlas consiste en suponer el volumen encerrado en un esfera
bidimensional de radio ry >> de tal forma que el potencial se anule en los limites del sistema
y recuperemos la solucidn asintoticamente Anti-de-Sitter caracterizada por la masa en el
infinito y la constante cosmoldgica A [257]. Teniendo en cuenta esto la funcion f(r) se
escribe como:

2

£(r) = —8GM + % —87GQ> 1nr—r0 (A.37)
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. 2 ~ . . . .
Definiendo % = 87GQ? como factor adimensional y redifiniendo el factor masa para que
sea igualmente adimensional mediante 8GM = M encontramos la expresién habitual, en las
literatura BTZ.
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